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Na sednici Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta Univerzite-
ta u Beogradu, koja je odr�ana 26. 4. 2024., imenovani smo za qlanove Komi-
sije za ocenu doktorske disertacije Kombinatorni problem sakupǉaǌa kupona
sa proxirenom kolekcijom doktoranda Bojane Todi�. Posle pregleda ruko-
pisa koji je Bojana Todi� predala komisiji, podnosimo Nastavno-nauqnom
ve�u slede�i

IZVEXTAJ

1 Biografija
Bojana Todi� je ro�ena 2. januara 1993. u Subotici. Upisala je osnovne

studije na Matematiqkom fakultetu (smer Statistika, aktuarska i finan-
sijska matematika) 2011. godine, a zavrxila 2015. godine sa prosekom 9.00.
Master studije je zavrxila na istom smeru 2016. godine, sa prosekom 9.75,
odbranivxi master rad pod naslovom Obezbe�eǌe od rizika u finansijskoj ma-
tematici. Doktorske studije na Matematiqkom fakultetu u Beogradu je upi-
sala 2016. godine. Polo�ila je sve ispite predvi�ene planom i programom
sa ocenom 10.

Od 2015. do 2017. bila je zaposlena kao saradnik u nastavi, a od 2017. je
zaposlena kao asistent na Matematiqkom fakultetu. Do sada je dr�ala ve�be
na 13 kurseva na osnovnim i master studijama na Matematiqkom fakultetu i
na jednom kursu na master studijama Industrija 4.0 na Maxinskom fakultetu
Univerziteta u Beogradu.

Bila je uqesnik projekta 174012 Ministarstva prosvete, nauke i tehno-
loxkog razvoja Republike Srbije.

2 Nauqni rad
Bojana Todi� objavila je do sada qetiri rada iz oblasti disertacije

i uqestvovala na xest nauqnih skupova gde su prezentovani rezultati iz
oblasti disertacije. U nastavku je detaǉan spisak radova i uqex�a na kon-
ferencijama.

Objavǉeni radovi
1. Todić, B., Coupon collector problem with penalty coupon, Matematički Vesnik,

2024, 76(1-2), 15-28 (M24)

2. Jocković, J., Todić, B., Some bounds on the coupon collector problem with universal
coupon, Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta, 2023, prihva�en
za xtampu (M22 IF2021=0.886)



3. Jocković, J., Todić, B., Waiting time for a small subcollection in the coupon col-
lector problem with universal coupon, Journal of Theoretical Probability, 2023,
DOI:10.1007/s10959-023-01312-2 (M23 IF2022=0.8)

4. Jocković, J., Todić, B., Coupon collector problem with reset button, Mathematics,
2024, 12(2), 239, DOI:10.3390/math12020239 (M21a IF2022=2.4)

Saopxteǌa na nauqnim skupovima
1. Todić, B., Neke varijante problema sakupljanja kupona, XLV Symposium on Ope-

rational Research, Zlatibor, Serbia, September 16-18, 2018 (rad objavǉen u ce-
losti u zborniku radova, str. 442-446), prezentuju�i autor

2. Todić, B., Jocković, J., Coupon collector problem with universal coupon, ASM-
DA2021 International Conference and Demographics 2021 Workshop, Athens, Gre-
ece, June 1-4, 2021, (Abstracts, p. 78), prezentuju�i autor

3. Todić, B., Jocković, J., Bounds on the coupon collector problem, XLIX Symposium
on Operational Research, Vrnjačka banja, Serbia, September 22-25, 2022, (Procee-
dings, p. 601), prezentuju�i autor

4. Todić, B., Coupon collection problem: mean waiting time to complete collection,
Drugi susret matematičara Srbije i Crne Gore, Belgrade, Serbia, January 26-28,
2023, (Abstracts, p. 7), prezentuju�i autor

5. Jocković, J., Todić, B., Collecting two sets of coupons: some real-life interpretations,
Drugi susret matematičara Srbije i Crne Gore, Belgrade, Serbia, January 26-28,
2023, (Abstracts, p. 7), koautor

6. Todić, B., Jocković, J., Coupon collector problem with universal coupon - properties
and some bounds, XIII Simpozijum Matematika i primene, Beograd, Srbija, 1.-2.
decembar, 2023 (Abstracts, p. 71), prezentuju�i autor

3 Predmet disertacije
Kombinatorni problem sakupǉaǌa kupona (u daǉem tekstu: PSK) je poznat

jox iz 18. veka, a intenzivnije se razmatra u matematiqkoj literaturi od
xezdesetih godina 20. veka. Osnovni (klasiqni) PSK se mo�e jednostavno
opisati na slede�i naqin: sakupǉaq (kolekcionar) �eli da popuni album
sa n razliqitih sliqica, tako xto polazi od praznog albuma i svakog dana
kupuje (na sluqajan naqin izvlaqi) jednu sliqicu. Osnovna veliqina koja se
u kontekstu ovog problema analizira je sluqajna veliqina koja predstavǉa
broj dana do popuǌavaǌa albuma (kolekcije), poznata kao vreme qekaǌa do
kompletiraǌa kolekcije. Pretpostavǉa se da je broj raspolo�ivih kupona
svakog od tipova veliki, pa se mo�e smatrati da je u pitaǌu odabir sa
vra�aǌem.

Na PSK se odnose razliqiti tipovi matematiqkih rezultata, motivisani,
izme�u ostalog, mogu�nostima primene ovog problema u biologiji, in�eǌer-
stvu i raqunarstvu. Tako�e, formulisana su raznovrsna uopxteǌa klasiqnog



PSK, koja se mogu dobiti na vixe naqina (na, primer, definisaǌem novih
zahteva pri sakupǉaǌu kolekcije, posmatraǌem vixe kolekcionara i defini-
saǌem nekog odnosa izme�u ǌih, dozvoǉavaǌem mogu�nosti grupnog izvlaqe-
ǌa kupona, itd.). Posebna klasa uopxteǌa se dobija dopuǌavaǌem osnovnog
skupa kupona (skupa standardnih kupona) kuponima specijalne namene, koji
na neki naqin utiqu na brzinu i tok sakupǉaǌa kolekcije. Tako se dobija
problem sakupǉaǌa kupona sa proxirenom kolekcijom.

Predmet ove disertacije su definisaǌe i izvo�eǌe osobina tri nova uop-
xteǌa PSK sa proxirenom kolekcijom. Dobijeni su taqni i asimptotski
rezultati koji se odnose na raspodelu vremena qekaǌa i oqekivano vreme
qekaǌa do kompletiraǌa kolekcije, kao i neke procene tih veliqina, pod
uslovima koji va�e za odgovaraju�e uopxteǌe. To su, izme�u ostalog, rezul-
tati koji uopxtavaju one dobijene u radovima Shioda (2007), Anceaume et al.
(2015), kao i vixe poznatih rezultata koji se odnose na klasiqni PSK.

Za dobijaǌe rezultata su, uz standardne verovatnosne tehnike, korix�eni
rezultati koji se odnose na konaqne lance Markova, matematiqka indukcija,
tehnike majorizacije, tehnike rada sa asimptotskim razvojima, razliqiti
kombinatorni identiteti i osobine specijalnih funkcija.

4 Prikaz disertacije

Disertacija je napisana na ix + 91 strana. Glavni deo disertacije je po-
deǉen na Uvod i qetiri glave. Literatura se sastoji od 56 bibliografskih
jedinica. Struktura je slede�a:

1 Uvod 1
1.1 Pomo�ne leme i oznake . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Pomo�ni rezultati Markovǉevih procesa . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Pomo�ni rezultati teorije majorizacije . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Klasiqni problem sakupǉaǌa kupona i ǌegova uopxteǌa 9
2.1 Klasiqni problem sakupǉaǌa kupona . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Uopxteǌa problema sakupǉaǌa kupona sa proxirenom kolek-

cijom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 Problem sakupǉaǌa kupona sa univerzalnim kuponom 13
3.1 Pristup preko lanaca Markova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Matrica verovatno�a prelaza za k ≥ 1 koraka i fundamentalna

matrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.3 Osobine vremena qekaǌa Wn,n i Wn,c . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.4 Asimptotske osobine vremena qekaǌa Wn,c . . . . . . . . . . . . . 33
3.5 Gorǌa i doǌa granica funkcije raspodele vremena qekaǌa Wn,c 41

4 Problem sakupǉaǌa kupona sa kuponom koji ometa kompletiraǌe
kolekcije 57



4.1 Problem sakupǉaǌa kupona sa kuponom koji ometa kompleti-
raǌe kolekcije kao Markovǉev lanac . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.2 Osobine vremena qekaǌa W ⋄
n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.3 Fundamentalna matrica i ǌena primena . . . . . . . . . . . . . . 62
4.4 Veza sa sluqajnim lutaǌem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5 Problem sakupǉaǌa kupona sa kuponom koji prazni kolekciju 72
5.1 Raspodela vremena qekaǌa do kompletiraǌa kolekcije . . . . . 73
5.2 Primena tehnika Markovǉevih lanaca na sluqaj sa jednakim

verovatno�ama izbora kupona . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.3 Asimptotske osobine oqekivanog vremena qekaǌa v1 i u0 . . . . 82

6 Zakǉuqak 85

Prva, uvodna, glava sadr�i pregled pomo�nih rezultata koji su korix�eni
za dobijaǌe rezultata u disertaciji.

U drugoj glavi disertacije (Klasiqni problem sakupǉaǌa kupona i ǌegova
uopxteǌa) dat je pregled najva�nijih rezultata koji se odnose na klasiqni
PSK i opisana su uopxteǌa bazirana na proxirivaǌu kolekcije kupona koja
ve� postoje u literaturi (Nakata, Kubo (2006), Wild et al. (2013)). Posebna pa-
�ǌa je posve�ena nultom kuponu (koji je definisan kao kupon koji je mogu�e
izvu�i, ali koji ne pripada tra�enoj kolekciji kupona, pa time usporava
ǌeno kompletiraǌe), koji je razmatran u radovima Anceaume et al. (2015), An-
ceaume et al. (2016) i predstavǉa polaznu ideju za ovu disertaciju.

Nova uopxteǌa PSK su definisana i analizirana u tre�oj, qetvrtoj i
petoj glavi disertacije.

U tre�oj glavi disertacije razmatran je PSK sa univerzalnim kuponom,
problem koji direktno uopxtava PSK sa nultim kuponom. Univerzalni kupon
je definisan kao kupon koji ne pripada kolekciji standardnih kupona, ali
mo�e da zameni svaki od ǌih, a vreme qekaǌa koje se analizira je

Wn,c = inf{t ∈ N : Yt + Zt = c}, 1 ≤ c ≤ n,

gde su Yt i Zt, redom, broj standardnih kupona i broj univerzalnih kupona
izvuqenih do trenutka (dana) t. Pretpostavǉa se da se univerzalni kupon
izvlaqi sa verovatno�om pU , nulti kupon izvlaqi sa verovatno�om pN , a
zbir verovatno�a standardnih kupona je 1− pU − pN .

Za sluqaj kada se svi standardni kuponi izvlaqe sa istom verovatno�om
p = 1−pU−pN

n
odre�eno je asimptotsko ponaxaǌe prvog i drugog momenta slu-

qajne veliqine Wn,c, za qetiri karakteristiqne kombinacije verovatno�a
pU , pN , p, kada n neograniqeno raste, a c je fiksirano. Ovi rezultati uop-
xtavaju poznate rezultate vezane za klasiqni PSK i deo rezultata iz rada
Anceaume et al. (2015).

Daǉe, poxto se jednostavno zakǉuquje da broj izvuqenih standardnih i
univerzalnih kupona, indeksiran vremenom, predstavǉa dvodimenzioni lanac
Markova, odre�ena je fundamentalna matrica koja odgovara ovom lancu. To
je omogu�ilo da se izvede rezultat koji je karakteristiqan za ovo uopxteǌe



PSK: verovatno�a da se sakupǉaǌe kupona zavrxi na jedan od n+1 mogu�ih
naqina, ako je poznato da je izvuqeno ukupno n kupona.

Za sluqaj kada se standardni kuponi izvlaqe sa proizvoǉnim verovat-
no�ama qiji je zbir 1 − pU − pN uz pomo� tehnika majorizacije odre�ena je
familija gorǌih i doǌih granica za prvi i drugi momenat sluqajne veliqi-
ne Wn,c, sa idejom da se prevazi�u poznate raqunske texko�e koje se pojavǉuju
pri izraqunavaǌu ovih veliqina. Na osnovu rezultata numeriqkih eksperi-
menata i procene raqunske zahtevnosti, predlo�ene su najpogodnije granice
iz ove klase, kao kompromis izme�u jednostavnosti i preciznosti. Ovaj re-
zultat direktno uopxtava odgovaraju�i rezultat za klasiqni PSK dat u
radu Shioda (2007).

U qetvrtoj glavi disertacije razmatran je PSK sa kuponom koji ometa
kompletiraǌe kolekcije (kaznenim kuponom). Kazneni kupon ne pripada ko-
lekciji, ali meǌa ciǉ eksperimenta, u smislu da je vreme qekaǌa koje se
analizira u ovom sluqaju jednako

W ⋄
n = inf{t ∈ N : |Yt − Zt| = n},

gde su Yt i Zt broj standardnih i kaznenih kupona, redom, izvuqenih do tre-
nutka (dana) t. Drugim reqima, analizira se vreme qekaǌa do pojave svih
standardnih kupona bez ometaǌa ili pojave za n vixe kaznenih nego standard-
nih kupona. Pretpostavǉa se da se kazneni kupon izvlaqi sa verovatno�om
0 ≤ p⋄ < 1, a da se svi standardni kuponi izvlaqe sa istom verovatno�om
1−p⋄
n

.
Kombinatornim zakǉuqivaǌem dobijena je raspodela sluqajne veliqine

W ⋄
n i izvedena jednostavna procena ǌene sredǌe vrednosti. Ovo uopxteǌe

je daǉe razmatrano kao dvodimenzioni lanac Markova, odre�ena je odgo-
varaju�a fundamentalna matrica i pokazana veza izme�u ovog problema i
jednodimenzionog sluqajnog lutaǌa sa dve apsorbuju�e barijere.

U petoj glavi disertacije je razmatran PSK sa kuponom koji prazni ko-
lekciju (reset kupon), u smislu da skup standardnih kupona izvuqenih u toku
prvih t dana postaje prazan ako se reset kupon izvuqe t + 1-vog dana. Pret-
postavǉa se da se reset kupon izvlaqi sa verovatno�om 0 ≤ pR < 1, a zbir
verovatno�a izvlaqeǌa standardnih kupona je 1−pR. Analizirana je sluqaj-
na veliqina W

(⊗)
n , koja predstavǉa vreme qekaǌa do kompletiraǌa kolekcije.

U sluqaju kada standardni kuponi imaju proizvoǉne verovatno�e qiji je
zbir 1−pR kombinatornim zakǉuqivaǌem je izvedena raspodela ove sluqajne
veliqine.

U sluqaju kada se svi standardni kuponi izvlaqe sa istom verovatno�om,
uz pomo� osobina odgovaraju�e konstruisanih lanaca Markova i osobina
specijalnih funkcija, izvedena je jednostavna veza izme�u sredǌeg vremena
qekaǌa E(W

(⊗)
n ) i beta funkcije. To je omogu�ilo procenu asimptotskog pona-

xaǌa ove veliqine kada n neograniqeno raste za razne vrednosti verovat-
no�e pR.

Rezultati iz tre�eg, qetvrtog i petog poglavǉa ove predstavǉaju origi-
nalni nauqni doprinos ove doktorske disertacije, a objavǉeni su u jednom
samostalnom i tri koautorska rada doktoranda. Sve ovo je navedeno u delu
2 ovog izvextaja.



5 Zakǉuqak
U radu su definisana i analizirana tri uopxteǌa problema sakupǉaǌa

kupona, koja do sada nisu razmatrana u matematiqkoj literaturi i dobije-
no je nekoliko razliqitih tipova nauqnih rezultata koji uopxtavaju srodne
rezultate za osnovni problem, i imaju mogu�u primenu u vixe nauqnih obla-
sti.

Kandidatkiǌa je u tezi pokazala odliqno poznavaǌe oblasti i matema-
tiqke literature, sposobnost da samostalno istra�uje i izvodi slo�ene ma-
tematiqke zakǉuqke, kao i da ih na odgovaraju�i naqin prika�e.

Kandidatkiǌa Bojana Todi� je do sada objavila tri koautorska rada u
qasopisima sa SCI liste i jedan samostalni rad. Na osnovu svega toga i poxto
su ispuǌeni i svi formalni uslovi, predla�emo da se rukopis Kombinatorni
problem sakupǉaǌa kupona sa proxirenom kolekcijom prihvati kao doktorska
disertacija iz matematike i da se zaka�e ǌena javna odbrana.
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Matematiqki fakultet
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