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HacaoB mucepranuje: Kputnanu rpadosu aujamerpa 2

Pesuwme: I'padp G = (V, E) je ypehenn nap ckyna usoposa V u rpana E. Pen
rpada G je dpoj usoposa |V|, a merosa BeauunHa je dpoj rpana |F|. Ysoposu
u,v € V ¢y cycemnn ako uzmehy mwux mocroju rpana uv € F. Pacrojame dist(u,v)
uBopoBa u u v (G je nyxkwuna najkpaher myta ox u 10 v. dujamerap rpada G je
HajBelie pacrojame dist(u,v) Heka aBa 4BOpa u,v. Y JHUCEPTAIUjH Ce PA3MATPA]Y
rpadoBu aujamerpa 2. atyntnBHo ce namehe mpejicraBa Jia cy rpadoBu Jinja-
MeTpa 2 jeJHOCTaBHE CTPYKType; Me)yTuM MO3HATO je Ja Cy aCUMIITOTCKU CKOPO
cBu rpadoBu aujamerpa 2. 300T TOra je MHTepecaHTHa yKa Kjaaca — Kjaca D2C
KpUTHYIHUX rpadoBa jujameTpa 2, Tj. rpadoBa KO/ KOjUX YKJamame OUJIO0 Koje
rpane Boju noBehaBamwy gujamerpa. [lope Tora, pa3zmarpa ce u yka KJjiaca Ipu-
vutusaux D2C (PD2C) rpadosa, 1j. D2C rpadosa koju Hemajy JBa 4BOpa ca
HUCTUM CKYTIOM CyCeJa.

Y yBOJHOM TOTIJIAB/bY 2 W3JI0YKEHU Cy OCHOBHU IIOjMOBH, AJTOPUTMU U TBP-
Dema Koja ce Kopucre y Juceprainuju. ¥ HAPEJIHUM IIOIVIAB/bUMA IIPUKA3Yjy ce
OPUTMHAJHU PE3YJITaTH y Be3n ca rpadoBuma ujamerpa 2.

Y morsnasiby 3 ommcyje mocrynax jgooujama jaucre D2C rpadoa pema go 13.
Ca yrpabenom mnapaJenusarnujom dopmupame crrcka D2C rpadosa pema g0 13
Tpajaso je mecer gana. OBUM je yUINUIbEH UCKOPAK, jep je MPETXO/HO ITOCTOja0 CIIH-
cak cBuUX rpadosa qujamerpa 2 peja jio 10. lodujern pesyararu cy nckopuirheHu
3a MPOBEPY HEKOJIMKO MO3HATUX XUIIOTE3a O TpadoBuMa, qujaMerpa 2.

VY nornasipy 4 nokasyje ce ja 3a ceako m > 3 D2C rpad koju cajpku Kiu-
Ky BeJUYWHE M Mopa Jia uMa dap 2m uBopoBa. lIpu Tome, ca Taunomhy Jio Ha
n3oMopduzaM, IMOCTOJH TAYHO jeJIaH rpad BeauduHe 2m KOjU CaJIp:KHU KJIMKY Be-
JITIUHE M.

VY noryaBiby 5 pasmarpajy ce PD2C rpadosu ca HajmamuMm Opojem rpana. M3
cuucka ceux PD2C rpadosu pena n < 13 cy usasojeun PD2C rpadosu Besmmanne
unajsurie 2n — 4. Camo Tpu o u3aBojeHuX rpadoBa cy BeauduHe 2n — 5, MITO je
y ckJay ca TBphemeM Epemni-PemujeBe TeopeMe 0 J1010j MPAHUIN 38 BEJTUINHY
rpadoBa Jimjamerpa 2 KOju He CaJiprKe UBOP CyCeJaH ca CBUM OCTAJUM YBOPOBUMA

(ta rpanuna je 2n — 5). PD2C rpadosu Besmuune 2n — 4 pena 10 13 passpcranu
Cy Y TpHU Tpyle:

e [IpBa rpyna npumnaga davuinju Z, aeduHUCAHO] V JAUCEPTaIdju, KOja 3a



cBako n > 6 cagpxku taaro jeman PD2C rpad pena n Bemuaunne 2n — 4.

e JIpyry rpymy umanu cemam XamuaronoBux PD2C rpadosa pema najsurie 9
BesmunHe 2n — 4. Y aucepranmju je J0Ka3aHo Jla He ITOCTOjU OBaKaB XaMUJI-
ToHOB rpad pesa Beher ox 11, Tj. ga cy mponahenux cemgam rpadoBa jeIUHI

Xamurrornosu PD2C rpadosu Besmmaune 2n — 4.

o Tpehy rpyny umnHm jeuHcTBeHU rpad KOjU He IMPUMAIA HU jEHO] OJ TIPBE

JB€E TpyIIe.

Ha ocaoBy oBux pesystata dpopmynucana je xumnoresa jga cBu PD2C rpadosu pe-

ma n > 10 u Benuunne 2n — 4 npunajaajy pavMunnju Z.

Kipbyune peun: rpadoBu, KpuTudau rpadoBu aujamMerpa 2, TpUMUATUBHU rpado-
BHU

Hayuna obsact: Pauynapcrso u uadopmaruka

¥Y>ka Hay4dHa odJjact: Teopuja rpadona

VK 6poj: 004.415.5(519.1)



Dissertation title: Diameter 2 critical graphs

Abstract: A graph G = (V, E) is an ordered pair of the set of vertices (V') and
the set of edges (F). The order of the graph G is the number of vertices |V, and
its size is the number of edges |F|. The vertices u,v € V are adjacent if there is
an edge uv € E between them. The distance dist(u, v) between vertices u and v is
the length of the shortest path from u to v. Diameter of a graph G is the largest
distance dist(u,v) between some two vertices u,v. In the dissertation, graphs of
diameter 2 are considered. Intuitively, the idea arises that graphs of diameter 2
have simple structures; however, it is known that asymptotically almost all graphs
are of diameter 2. That is the reason why the narrower class — the class of critical
graphs of diameter 2 (D2C) is interesting, i.e. graphs such that the removal of
any edge increases the graph diameter. Furthermore, a narrower class of primitive
D2C (PD2C) graphs is considered, i.e. D2C graphs which have no two vertices
with the same set of neighbors.

In the introductory chapter 2, the basic terms, algorithms and assertions are
presented which are used in the dissertation. The following chapters present the
original results regarding 2 diameter graphs.

Chapter 3 describes the procedure to obtain the lists of D2C of order up to
13. Using simple parallelization obtaining the list of D2C graphs of order up to
13 took a month. This was a step forward, because before there was a list of all
graphs of diameter 2 of order up to 10. The obtained results were used to test
several known hypotheses on graphs of diameter 2.

In chapter 4 it is shown that for each m > 3 a D2C graph containing a clique
of size m must have at least 2m nodes. Furthermore, up to an isomorphism, there
exists a unique graph of size 2m that contains a clique of size m.

In chapter 5 PD2C graphs with the smallest number of edges are considered.
From the list of all PD2C graphs of order n < 13 firstly PD2C graphs of size at
most 2n — 4 are selected. Only three of the extracted graphs are of size 2n — 5,
which is consistent with the statement of the Erdos-Renyi theorem on the lower
bound (2n—5) on the size of graphs of diameter 2 not containing a vertex adjacent
to all other vertices. PD2C graphs of size 2n — 4 of order up to 13 are classified

into three groups:

e The first group is a subset of the family Z, defined in the dissertation, which



for each n > 6 contains exactly one PD2C graph of order n and size 2n — 4.

e The second group consists of seven Hamiltonian PD2C graphs of order at
most 9 and the size 2n — 4. It is proved that there is no such Hamilto-
nian graph of order greater than 11, i.e. these seven graphs are the only

Hamiltonian PD2C graphs of size 2n — 4.

e The third group consists of a unique graph which does not belong to either

of the first two groups.

Based on these results, a conjecture is formulated that all PD2C graphs of order
n > 10 and size 2n — 4 belong to the family Z.

Keywords: graphs, diameter 2 critical graphs, primitive graphs

Research area: Computer science

Research sub-area: Graph theory

UDC number: 004.415.5(519.1)



SaxBaJIHUIIA,

Keseo dux pa ce 3axBajuM MeHTOPY mupodecopy ap. Mwuompary zKuskosuhy
Ha CBEMY IIITO CaM OJ era Haydwno. /lyryjeM BesmKy 3aXBaJIHOCT MOjUM POJIH-
tesbuma MusoBany u Pyxkumu un cectpu Cambu, KOju Cy Me yBEK TOPKABAIA Y
JKeJbU 3a CTHUIaIheM HOBHUX Ca3Halba. 3aXBajlo OMX ce Takohe CBHMa KOju cy Me

OXpadpUBAJIU JIa 3aBPIIAM PaJ Ha JIUCEPTAIIN]jH.
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I'maBa 1

YBOI

Teopuja rpadosa nma BeJiMKe IpUMEHE y HayKaMa Kao IITO Cy MaTEeMAaTHKA,
nHMOPMATHKA, WHYKEHEPCTBO, JUHIBUCTUKA, (PU3NKA, XeMUja, padyHApCKe Mpe-
JKe, OMOJIoOTnja U COonujaJiHe Hayke. ¥ jgucepranuju ce padmarpajy D2C rpadosu
(kpurnunau rpadoBuMa nujamerpa 2), Tj. rpadoBu JAujamMerpa 2 TaKBH JIa Ce YKJia-
hambeM OUJIO KOje IbUX0OBe rpaHe joouja rpad gujamerpa seher o 2. ITopes Tora,
pa3marpa ce u yxka Kjaca npumutuBHux D2C rpadosa, 1j. D2C rpadosa koju
HEMajy JIBa YBOPA Ca MCTUM CKYIIOM CyCe/ia.

VY yBO/IHOj Iy1aBU 2 U3JI0KEHU CYy OCHOBHU IIOjMOBH, &JITOPUTMHU U TBPhemba Koja
ce kopucte y jucepranuju. [Ipukazane cy PanoBa TeopeMa u TeopeMma Eprera
u Pemuja, Koje ce ojHOCE HaA TOPIGY, OJHOCHO 0Ky I'DAHUILy 3a OpOj IpaHa y
rpadoBuma gaujamerpa 2. Omnucane cy JiBe ajTepHaruBHe KapakTepusaruje D2C
rpacdoBa U KOHCTPYKIMja KOjoM ce, moJiazehu o mpousBosbHOr D2C rpada Oe3
TPOYTJIOBA, UTEPATUBHO H00uja deckoHauHa hammauja D2C rpadosa 6e3 Tpoyriio-
Ba. Y HapeIHUM IOIJIAB/bUMA IIPUKA3Y]y Ce HOBU PE3Y/ITATH Yy Be3U ca rpadoBuMa
aujameTpa 2.

VY rnaBu 3 onmcyje moctynak jodoujarma aucre D2C rpadosa pema 1o 13, odja-
B/beH y pagy [14]. [TocTynak ce 3acHuBa Ha wHTErpaIyju GUITPHPAHA Y TPOrPaM
geng, ieo nakera nauty [3|, Koju ce KOPUCTH 3a JINCTAHE KAHOHCKUX OOJINKA HEU30-
Mop(dHEUX TTOBe3aHNX I'padoBa ca 33/[aTUM OpojeM YBOpoBa 1 rpaHa. Puiarpuparbe
rpadoBa BpIIK ce TPOBEPOM JMjaMeTpa U KPUTUIHOCTU CBAKOT JI00MjeHOr rpada.
3a mpoBepy JujaMerpa KOpuCTU ce MojaudukoBanu ajiropuram BFS ca orpanu-
JemeM Iperpare o jyoune 2. /la Ou ce mpoBepuo Jujamerap, Hajupe ce dOwpa
HEKHU YBOp v y rpady U MpoBepaBa Jia JIU je PacTOjaibe OCTAJINX YBOPOBA Ol H-era

HajBUIIE 2; aKO je YCJIOB UCIIYHEH, UCIIYEHOCT UCTOI yCJIOBa IIpOBEpaBa ce 3a CBe



I'JIABA 1. YBOJI

YIBOPOBE KOjU CY 0J] YBOpa v Ha pacTojary TadHo 2. ['pad ce mpu Tome mipecTaBba
HHU30M IIeJIUX OpOjeBa, TaKO Ja OMHapHe Iudpe CBaKOT OJ TUX OpOjeBa 0JIroBapajy
jesiHoj BpeTu MaTpuile noBe3aHocTu rpada. ExcrepumenTrcaHo je ca JaBe Xeypu-
CTHKe KOje Ce PA3JINKYjy IO HAYMHY U300pa MOYEeTHOT YBOPa MPUJINKOM OOMJIACKA
rpada; mpBa, OJIHOCHO Jpyra XEyPUCTUKA II0JIa3U OJI YBOpa ca HajBehuM, 0HOCHO
HajMamUM OpojeM cycesia y rpady. TecT KpUTUIHOCTH ce BPIIU UCKJBYIUBO aKO je
nujamerap rpada ragno 2. Kputnanoct rpada ce mposepaBa Tako IITO C€ UCIIATA
aujameTap rpada HakKoH Babhema Omiio Koje Tpoyraone rpane. Haesmenu tectoBu
cy ydadeHu y mporpamM ¢geng Ha CJMYaH HAYUH HA KOjU CYy UMILIEMEHTUDAHU He-
KK 0J1 rocrojehux duarepa, Kao mTo je HIp. duarep 3a mnope3ane rpadose. Ca
yrpahenom mapasenuzamujom dopmupame crucka npumutuBaux D2C rpadosa
pema 1o 13 Tpajano je mecen mana. OBuUM je yuWibeH MCKOPAK, jep je MPeTXoji-
HO TI0CTOjao crucak cBux rpadosa aujamerpa 2 pejaa jo 10 omwmcan y pagy [13].
Jlobujenu pe3ystaT Cy UCKOPHUIINEHN 3a MTPOBEPY HEKOJUKO MO3HATUX XUIIOTE3a
o rpacdoBuMa JHjaMeTpa 2; 3a jeJdHy O]l IbUX je nmpoHaleH KoHTpampumep, rpad
pena 11.

Y rimaBu 4 mokasyje ce ga 3a cBako m > 3 D2C rpad koju caapku Kim-
Ky BeJUYHHE M Mopa Jia uMa dap 2m uBopoBa. lIpu Tome, ca Taunomhy 0 Ha
n3oMopdu3aM, MOCTOJU TAYHO je/laH rpad BeauvduHe 2m KOjU CAJIpKU KJIUKY Be-
maude m. OBU pesyaraTu odjaBbeHu cy y pauy [15].

Y rnasu 5 pasmarpajy ce PD2C rpadosu (nmpumurusaun D2C rpadosu) ca
HajMamuM Opojem rpaHa. 13 cuucka ceux PD2C rpadosu pena n < 13 Hajope cy
nznBojeru PD2C rpadosu Bemumunne najsuire 2n — 4. CaMo Tpu 0] U3/IBOjEHUX
rpadoBa cy BejmduHe 2n — 5, MITO je y cKaaay ca TBphemem Epem-Pemujese

teopeme. PD2C rpadosu Bemuuamue 2n — 4 pena ;0 13 pa3Bpcranu cy y Tpu

rpyue:

e ['padoBu u3 mpBe rpyue npunaaajy damMuwimjn Z, repuHUCAHO] V JIUcCepTa-
1ju, Koja 3a cBako n > 6 caapxxku tavno jeman PD2C rpad pena n Besmmanae
2n — 4.

e JIpyry rpyny unnu cemam Xamumiaronosux PD2C rpadosa pena najsuiie 9.
Y nucepraiuju je J0Ka3aHO Jla He IOCTOju oBakaB rpad pema Beher ox 11,
Tj. 1a cy nponahenux cejgam rpadosa jequnan Xamuaronosu PD2C rpadosu

Besimauue 2n — 4.



I'JIABA 1. YBOJI

e Tpehy rpymny unHm jeuHCTBeHU rpad KOjU He HPUIMAIA HU jEHO] OJ IPBE

JBe Irpyne.

Ha ocnoBy oBux pesynrara ¢gopmysucana je xumoresa ja cy csu PD2C rpado-
BU perga n > 10 u Beqmuune 2n — 4 npunagajy damvuanju Z. OBU pe3yaTaTn

objaBsbenn cy y pasuy [16]



I'maBa 2

OcHoBHU 1MOjMOBU, TBphema m

AJITOPUTMMU

Y rtauku 2.1 yBOjEe ce HEOUXOJHH IOJMOBU U O3HAKE, & 3aTUM C€ U3JIaxKy KO-
pumnihienn asropurmu (Tadka 2.2) u Teopeme (taduka 2.3). ¥ Tauku 2.4 HaBOmIE ce

Heke hamminje KpuTUIHUX rpadosa Jujamerpa 2.

2.1 OcHOBHHU NOjMOBU

I'pagp G = (V, E) aune ckyn usoposa V u ckyn E C (V x V) rpana. Ako
je rpad ycmepen, cBaka rpana e = (u,v) € E ypebhenn map usoposa u,v € V.
Y meycmepenom rpady rpana e = uv € E je Heypehenu map dBopoBa. ¥ 0BOj
JIICEPTaIMju pasMaTpajy ce camo neycMepenu rpadosu. Ckyn usoposa rpada G
osnauasa ce ca V (G), a ckyn rpana ca E(G). Pen rpada G je opoj |V (G)| werosux
9BOpOBa, a BesmunHa rpada G je o6poj |E(G)| merosux rpana.

HBa uBopa u,v € V(G) cy cycegha y rpady G ako nocroju rpana uv € E(Q)
m3mehy mux. Ckyn Ng(v) = {w € V(G) | vw € E(G)} je ckyn cBux cyceia
ysopa v € V(G) y rpady G, a ckyn Ngl[v] = Ng(v) U {v} caapxu u usop v.
Omunrruje, oWEOPEHA 0KOAUHG, OJHOCHO 3aiU60PEHa 0KoAUHa CKyla aBopoBa X C
V(G) rpada G je No(X) = J,ex N(u), omocno Ng[X] = Ng(X) U X. Ykonuko
je M3 KOHTEKCTa jacHO Koju je rpad y mmramy, ymecto o3uHaka Ng(X) u Ng[X]
kopucre ce jeguocrasuuje ozuake N(X) u N[X|. Cweten deg(v) usopa v € V(G)
y rpady G je 6poj |Ng(v)| merosux cycena. Hajsehu, ogroCHO HajMamu crereH

Hekor uBopa y rpady G oznauasa ce ca A(G), ognocuo 6(G).



I'VIABA 2. OCHOBHH IIOJMOBH, TBPBEA U AJI'OPUTMU

Vi Vg V3 Vg Vg Vg U7

o w vw|0 1 1 0 1 1 0

2 gt |1 0 0 1 0 0 0

v | o IU?’ . vs/]1 0 0 1 0 0 0
ve|O0 1 1 0 0 0 0

e w1 0 0 0 0 0 1
w1 0 0 0 0 0 1

v, /0 0 0 0 1 1 0

Cnuka 2.1: IIpumep rpada u merose MaTpuile IIOBE3aHOCTH

IIpumep 2.1. Peg ipaga tpuradanor na cavyu 2.1 je 7, a weiosa sesununa je
8. Ilopeg wota, Ng(vy) = {va,vs3,v5,06}, deg(vy) = |Ng(v1)] = 4, A(G) =4 u
(G) =2.

Mawmpuya tosesanoctiu rpada G ca ckynom usoposa V = V() je kBajparHa
marpuna |V| x |V, anju cy BpcTe n KOJOHe O3HAYEHE YBOPOBHMA, IIPU UEMY je
BPEJIHOCT eJIeMeHTa y mpeceKy Bpcre u € V u kosone v € V jeamaka 1 ako
wv € E(V), onrocuo 0 y nporusnom. JlecHo ox rpada npukaszanor Ha ciaunu 2.1
je IeroBa MaTpHUIA MOBE3aHOCTH.

I'pad H je wogipag rpada G ako je V(H) CV(G) u E(H) C V(G). I'pad H
je ungykosaru togipad rpada G ako je V(H) C V(G) u uwv € E(H) ako u camo
ako uv € E(G). 'pad G + e, omnocro G — e noduja ce o rpada G nonaBameM,
OJTHOCHO OpucarbeM rpane e = uv, u,v € V(G), ako je V(G) = V(G+e) = V(G—e)
u E(G+e)=E(G)Ue, omnocuo E(G —e) = E(G) \ e.

ITyw on uBopa v; € V' jo usBopa v, € V y rpady G = (V, E) je Hu3 uBoposa
V1, Va, ..., VU, TOBE3AHUX T'PAHAMA UiV, Vols, ...,V 1Ux € E. Bpoj k je myxuna
nyTta. [ukayc je myT Jy:KWHE HajMame 3 KOJ KOra Cy MPBU U IMOCJEIEHU IBOP
jemnaku. Jy>KuHa IuKJIyca jeJiHaKa je Opojy HmeroBux YBOpPOBa (IIPBU U MOCTIE I
YBOD padyHajy ce Kao jeJlaH IBOP IMKJIyca), OMHOCHO rpaHa. Llukiyc ayxune 3 je
wpoyiao. I'para y rpady je wWpoyiaora ako MPHUIIAIa HEKOM TPOYTILY. X aMuslioHos
yukayc y rpady je MUKIyC KOju CBaKU YBOp rpada cajpku TadHo jegHoM. ['pad
KOjU CaJIp:Ki XaMUJITOHOB ITUKJIYyC 30Be ce XaMuatlioHo8 Ipap.

IBa uBopa y rpady cy wosezarna ako mocroju nyT mamehy mwux. Pactiojaree
distg(u, v) m3mehy aBa uBopa w,v € V(G) je myxwuna Hajkpaher myra Koju ux
nosesyje. Ilo pedunnnmjn je distg(u,u) = 0 u distg(u,v) = co ako 4BOpOBH U
n v Hucy noBe3anu. I'pad G je moBe3aH akO Cy CBaka JiBA IHErOBa YBOPA IMOBE-

3aHa. Komtoneniia G08e3aHOCTIU rpa(ba je CBaKH IHE€roB MaKCHMaJIHN IIOBE€3aHU



I'VIABA 2. OCHOBHH IIOJMOBH, TBPBEA U AJI'OPUTMU

Cruka 2.2: I'pacdosu Cs, K5 Ks.

noarpad. Ceaku rpad cacToju ce of jeJHe WU BUIIE KOMIIOHEHTH IIOBE3aHOCTH.
Hexka je

N%(v) = {w € V(G) | dist(v,w) = k}
OTBOpEHA, a

NE[v] = {w € V(G) | dist(v,w) < k}
3aTBOpeHa OKOJMHa 4Bopa v y rpady (. YKOIMKO je N3 KOHTEKCTa jaCcHO KOju
je rpad y mmramy, ymecro osmaka distg(u,v), N&(v) u N&[v] xopucre ce xpahe
oznake dist(u,v), Ng(v) u Ng[v].

YV macTaBKy ce yBoJie O3HaKe 3a Heke damuianje rpadoBa Koje ce pazMarpajy

y JIUCEpPTAIjU:
o [uxauvwnu pag C,, je rpad pema n KOju ce CaCTOju O IUKJIYCa Iy>KIHE 7.

o Komusewan pag K, je rpad pema n y xKome m3mehy cBaka jBa IBOpa

II0CTOjU I'PaHA.
o Ilpasan tpagp K, je rpad pena n 6e3 rpana.

I'pacbosu Cs, K5 u K5 npukazanu cy Ha cammi 2.2.

Ctwiabro je moBesanm rpad 0e3 numkiayca. Ilogcmadnro je moBe3aHu moarpad
crabsia. Kopencko ciiadro je cradio ca jeqHUM U3JIBOJEHUM YBOPOM, KOPEHOM
cradsa. Huso 4Bopa y KOpEHCKOM CTadJIy je BeroBa yaa/beHOCT Of KopeHa. Bucuha
KOPEHCKOT cTadJjia je HajBehn HUBO HEKOT' OJT YBOPOBA.

Ipad G je duuapwuinnu ipad axo je V(G) = Uy UUs, Uy NU; = ), upu gemy
ce ckyn FE(G) cacroju ce camMo off TpaHa uiUs TakBuX na je u; € Uy u ug € Us.
Axko je

E(G) = {uwus | uy € Uy, uy € Us}, |Uy| =m, |Us| = n,
Taga je G xomusetian dutapuiiny ipag, Koju ce o3Hadasa ca K, ,. Kommnieran
ounaprutHu rpad K, 3 npukasaH je Ha caunm 2.3. 3eeszga S, je KoMIeTaH Ou-

naprutnu rpad K ,—;. Ysop crenena n —1 je uentiap ssesge. lsoctupyra 3eesga

6
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X 2 2K

Cimka 2.3: I'pacboBu Ky 3, Sg 1 Sy 4.

Cauka 2.4: [Ipumep PD2C rpada.

Cauka 2.5: I[Ipumep nzomopduux rpadosa.

S;.; je rpad Koju ce no0mja moBe3WBam-EM I'DAHOM IIEHTapa 3Be3a S; 1 .S;. 3Be3na
Se I JBOCTPYKa 3Be37a Sy 4 NPUKA3AHU Cy HA CJIAIMHA 2.3.

Jujamemap diam(G) rpada G je majsehe pacrojame m3mel)y Heka jBa IBOpa
y rpady. I'pad G je gujametuap k xpumuvan ako je diam(G) = k, a yriamameM
om0 Koje rpane u3 rpada jgoduja ce rpad aujamerpa Beher ox k. Ako je G rpad
JrjaMeTpa 2, OJIHOCHO aujaMeTap 2 KpurudaH rpad, Kaxe ce 1a je on D2, oaHocHO
D2C rpad. I'pad G je dpumuiiusar ipag ako y meMy He IOCTOje JiBa YBOpa ca
nctuM ckymom cycena. I'pad G je PD2C rpad axo je mpumuruBarn D2C rpad.
I'pad npukazan ua caunu 2.4 je PD2C rpad.

Hszomopguszam m3mely nsa rpadba G u H je dujekimja ¢ : V(G) — V(H)
TakBa Jia 3a NPOM3BOJ/bHA JiBa pa3imdnTa 4uBopa u,v € V(G) mocroju rpaHa
wv € E(G) ako u camo ako mocroju rpana ¢(u)p(v) € E(H). Ipa rpada G u
H cy usomopgpmra, G ~ H, ako mocroju m3omopcduszam usmelhy mux. Pesaruja
o~ je pesialifja €eKBUBAJICHIINjE, KOja CKYIl CBUX IMOBE3AHUX HEyCMepeHUX rpadosa
pasjaxke Ha Kjace ekBuBaJjennuje. Aytwomopgpudam ipaga je dyHKIMja mpecm-
KaBara YBopoBa rpada y camor cede. Kanoncku obauk rpada G je npejicTaBHUK
KJlace ekBuBaJjieHnuje rpada G, Bugern 2.2.2. 3a cBaku rpad IOCTOJU ayTOMOpP-
duzam Koju mpecyimKaBa rpad y meroB KaHoHckn o0uK. [Ipumep Tpu n3zomopdua

rpada MpuKasaH je Ha Caumua 2.5.



I'VIABA 2. OCHOBHH IIOJMOBH, TBPBEA U AJI'OPUTMU

// G - rpad
// S§ - modYeTHU UBOp
BFS(G,s)

for each ue G(V)~{s} do
u.color < WHITE
s.color <~ GRAY
Q0
ENQUEUE (Q, s)
while Q # 0 do
u < DEQUEUE (@)
for each v & N(u) do
if w.color = WHITE then
v.color < GRAY
ENQUEUE (Q, v)
u.color + BLACK

Cnuka 2.6: Anropuram BFS.

2.2 AaropurMmn

Y macTtaBKy cy odjalrmeHu cjejiehn aJrOpuTMu KOjU ce KOPUCTE y TJIaBU 3:
ajroputam BFS koju ce Kopuctu 3a mperpary rpada y MUAPUHY, aJrOpUTaM 3a
IIPOBEPY M30MOMPHOCTHU JiBa rpada U aJropuraM 3a TeHepucambe Hen30MOPMHIX

rpadoBa.

2.2.1 Ilperpara rpada y mmupuny — ajaropuram BF'S

Asropuram nperpare y mupuny, uian Kpahe ajsropuram BFS (enr. breadth-
first-search) obmnasu 3amaru rpad G momazehn on zamaror usopa s € V(G),
BugeTu Koi Ha caumu 2.6. 3a odmnazak ce Kopuctu FIFO pex () y koju ce Ha
[IOYETKY VIIMCYje YBOP S 0DOjeH CHMBOM O0joM. ¥ TIJIABHOj IE€T/bU AJTOPUTMAa U3
pesia ce BaJid HapeIHU YBOP U, KOjU ce DOju IPHOM O0jOM, I1a Ce€ CBU H-€IOBH O€/In
cycenu (oHU Koju ¢y y peiy Q) 6oje cuBom Hojom u yriucyjy y pex (. VuBapujanra
IeT/be je Jia Cy IBOPOBHU y peiy () 0dojeHu cuBoM D0OjoM; cBpxa DOjerba IBOPOBA je
10j€THOCTABJbEHHE TIPOBEPE J1a JIN jé YBOP JOCTUTHYT Yy MIPETPA3n: JOCTUTHYTH IBOD
ce He ymucyje moHoBo y pei. Cioxenoct osor aaropurma je O(|V(G)| + |E(G))).
Penociien BF'S odbumacka aBopoBa rpada Ha ciauiu 2.7 mojasehn o1 pBeHOr YBOpa

1 nmpukaszaH je y3 YBOpoBe Ha caMOM rpady.
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Cauka 2.7: Penocnien BES odunacka rpada mnosiazehu oj1 IIpBeHO 000jeHOr YBOPA.

2.2.2 KanoHcku obdiuk rpada

3a poBepy n3omMopdu3Ma U U3JINCTABAE C€ KOPUCTU CODTBEPCKH MTAKeT nauty
KOjU YWHU CKYI IporpaMa 3a ojipehuBame rpyie ayroMopdusMa 3a 000jeHe Ipa-
dose. OBa nadopmaImja je IpeIcTaB/beHa Y OOJUKY CKyIla TeHepaTopa, BeInInHe
u opouta rpyie. Takobhe, moryhe je ojipeanTun KaHOHCKU 00JIUK rpada, IIITO OMO-
ryhaBa Tectupame nzoMmopdusmMa JBa rpada.

Hapwuyuje (maprunuonucame) rpada G o3nadasa nojery ckyna V (G) y auc-
jYHKTHe Hempas3He CKyIoBe YBOpoBa (maprunuje). EKkBuBaieHTaH [10jaM MapTUIiujn
rpada je dojere rpacda G, Tj. Toe/bUBAKE PA3IUIUTAX OOja IMapTUIHjaMa CKyIa
V(G). Obojena maprunuja ce Hasusa heauja. Pemocien henuja je duran, anu pejo-
cyes uBopoBa yHyTap hesmmju Huje. Ao cy 7 u mo jBe naprunuje rpada G, taga
je maprunuja 7 GuHuja O TAPTUIIAje Ty, OTHOCHO Ty je Ipyd.ba O T, aKO je CBaKa
henuja u3 mapTuiuje 7, MOJACKYI HeKe hesuje n3 naprurmje mo. [Ipu Tome je cBaka
IMapTUIlfja uCToBpeMeHo n dpuHuja u rpydsba o came cede. Jegnocttipyxa heauja
je henmja Kojy 4mHU caMO jeJaH YBOpP, & guckpelina TapWUYUja je TapTULFja Y
KOMe Cy CcBe heJmje je THOCTPYKe.

Hexka je G rpad, v nepmyrammja ckyna V = V(G), v € V, W C V u Heka je
= (Vo,W1,..., Vi) Heka naprunuja ckyna V. Tama v7 o3HauaBa cJuKy 4Bopa v
nog Jejerom nepmyTarmje v, W = {w|w € W}, G7 je rpad uuju cy uBopoBu
Y um y) cycemHH aKO M CaMoO aKO Cy YBOpOBH T u Yy cycemau y rpady G, a w7 je
naprunuja (V' V', ..., V,)).

Ipyaa aymomopgpusama obojeror rpacda (G, ) je CKyl CBUX mepMyTarmja -y
rakBux na je G7 = G u 0 = 7. Ako je 1 = (Vo, V4,..., Vi) maprunmja ckymna

gsopoBa {0, 1,...,n — 1}, Taga je c¢(7) maprurmja
({0, 1, [Vol = U AIVals -, Vol + VAl = 1}, o {m = Vil ym — 1).

Kanoncko obeneotcasare je dyukmuja C TakBa J1a 3a OWI0 KOju 000jeHH rpad

(G, WeroBy MapTUIUjy 7T U MEePMYTalnjy Yy cKyma V BaxKu:
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)

1) C(G,7) = G%, rue je § mepmyTanmja Taksa 1a je m° = c(7), u

2) C(G7,77) =C(G, ).

Hpyrum peanma, C HyMmepuiiie 9BopoBe rpada pesioM mpema dojama, urHopuiiry hu
Ipu TOMe ToJIa3He peHe OpojeBe uBopoBa. Hapena Teopema rokasyje 3amiTo je

KAHOHCKO 00€JIEZKaBAILE KOPHCHO.

Teopema 2.1. Hexa cy G u Gy odojenu ipagosu koju umajy uctiy 6poj 460po6a
ceaxe boje. Taga je C(G1,m) = C(Ga, ) ako u camo axo je G| = Gy 3a nexy

UePMYTWAUUTY Y 30 KOJy je ucta H0ja C8aKOT 480PG U HEIOBE CAUKE.

Jokas. Hexa je C(Gy,m) = G u C(Gy,m) = G, onma je G = G2, ma je
G] = G, e je nepmyramuja vy = 0105, a 0, HHBEP3HA EPMYyTaIlija NePMyTaIIje
. O

2.2.3 TI'enepucame HenmzoMopdHUX MOBe3aHUX rpadona

Heka je G = (V, E) rpad u 7 naprunmja G ca hemujama Vo, Vi, ..., V. Tazga je
naprunyja 7 rpada G Hetpucilipacho aKo IocToje dpojeBu d;; TAKBH Ja je CBaKH
yBop u3 hesmje V; cycenan ca Tauno d;; uBoposa u3 hemnje V; 3a 0 < 4,7 < k. Ca
TAYHOIINY JI0 Ha peJocsel herja MoCToju jeIMHCTBEHA HAjTPyO/ha HETPUCTPACHA
mapTuiyja Koja je puHmja o1 OMI0 Koje 3aJare mapTUllmje.

Dynxyuja apopureasarsa je dyHkiuja R TaksBa sa 3a ouno koju rpad G =

(V, E), naprunujy 7 rpacda V u nepemyranujy y ckymna V Baxku:

1) R(G,7) je maprurnmja ckyna V' Koja je, ca Taunomrhy 710 Ha pezgociesn hennja,

Hajrpyd/ba HENPUCTPACHA MapTHUiija (GUHUja O T, U
2) R(G7,7") = R(G, 7).

AsnroputaM 10 KOMe pajim mporpam nauty nperpaxkyje cBa moryha dojema
rpada oprann3oBaHa y oOJIMKY MPUJIPYKEHOT cTadsa nperpare. la du ce usdersa
3a0yHa, 3a YBOP CTadJIa IpeTpare KOpUCTH ce u3pas weme. Kopen cradiia nmperpare
ojiroBapa noueTHoM dojewy 7 rpada G u Henpucrpacuoj naprunmju ' = R(G, ).
Ako je 7' muckpeTHa mapTHUIEja, OHJA je rpyna ayToMopdu3Ma TPUBHjAHA, 1A je
oznauaBame C(G, ) moryhe moduTu obesrexkaBameM IBOpoBa u3 G peioM Kako ce
[0jaBJbyjy y mepMmyTanuju 7'. Y OIIITeM CIydajy MOyKe ce MPEeTIIOCTaBUTHU Jia je

7’ HempuUCTpacHa MapTUIlnja IPUAPYYKEeHa HEKOM TeMeHy U cTadja mperpare. AKo

10
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je 7 nuMcKpeTHa MapTUIMja, OHJA TeMe V HeMa CHUHOBe y cTadiry. ¥ IIPOTHBHOM,
YKOJIUKO TapTuija n' Huje jguckperHa, Heka je C' je Heka meHa hesmja Koja
uuje jennocrpyka. Ta henuja 30Be ce yunna heauja 3a oBo Teme (nauty je dupa
no oxpehenom mpasuiy). 3a cBaku uBop v € C TeMeHy V Jojlaje ce jejlaH CUH
OpUIPYKEH NapTUIMju Koja Hacrajy 3amenoM hemmje C' ca ase hemmje {v} u
C ~{v}, Tum pemocie10M, U HEIPUCTPACHO] MAPTUIMJH KOja Ce JOOUja IPIMEHOM
dyukimje R va my. CHHOBI TeMeHa V T€HEPUIIy ce PACTYNUM PelocJIeIoM IIpeMa
o3nakaMma uBopoBa hesuje C.

[IpousBosbHO TEMe cTad/Ia IpeTpare KOMe oJIroBapa JUCKPETHA HETPUCTPACHA
MapTUIlnja oJroBapa o3HadaBamwy (G Ha MPETXOJHO ONMUCAHW HadWH. AyToMopdu-
3MH rpada ce MPerno3Hajy MO TOMe IITO JBe JUCKPETHE MapTUIHje OJI'0Bapa]y
jemnakum (mctum) odesexkeHnM rpadosuma. Kanoncko obesexkabame rpada (Ka-
HOHCKHM 00JInK Tpada) ojroBapa jeJIHOM O] TAKBUX O3HAYaBaa, KOje ce OMpa Ha
KOMILJIMKOBAHU HAYUH, BUJETH paJl [2]. V asropurmy nauty je 1o jsekcukorpadcku

HajBeha JUCKpeTHa IepMyTallnja.

2.3 Kopumnithena tsphema

N3iokeHn Cy JOKa3u KPUTEPUjyMa 3a IPEO3HABAE CYyBUITHUX (HE KPUTUY-
HUX) TpaHa y rpadosuma koju Hucy D2C (2.3.1), ®aHnoBe TeopeMu 0 MAKCUMAJIIHO]
Besmannan D2 rpadoa (2.3.2) u Teopeme Epperna-Pemuja o Munnmainom dpojy
rpana y rpady Jujamerpa 2 Koju Hema jgomunupajyhin usop (2.3.3). Hasesena

TBphema ce KOpucre y rjiaBu 3.

2.3.1 Kpurepujym KpUTUIHOCTU rpaHe y rpady
aujaMerpa 2

Kpurepujym KpuTudHOCTH T'paHe ce 3aCHUBA HA UNHEHUIN Jla IpaHa HHje Y
TPOYTJIY WJIU JIa TIOCTOjU HEKHW YBOP KOju je pa3Bajajyhu 3a Ty rpany. ledunuruje

U JIOKa3 TBphema Cy y HACTaBKY.

Hedbuunumja 2.1. Ysop x € V(G) je pazgsajajyhu 3a wpoytaony pany uv €
E(G) axo

e x € N(v) \ N(u) u N(u) N N(x) = {v}, uau cuumemmpuqro
e x € N(u) ~N(v) u Nv)NN(z) = {u}.

11
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z v x
NN
t u w

Cnuxka 2.8: Ilpumep pasasajajyher uBopa 3a TpOoyraoHy rpany. 3a IPBEHY IpaHy
IIPBEHU YBOD jecTe, a IJIABU HUCY pa3jBajajyhu.

IIpumep 2.2. IIpumepu y 6esu ca 06om gePuHuyujom UPUKA3AHU CY HA CAU-
uu 2.8. 3a pany uv

e usop x jectue pasgsajajyhu, jep je x € N(v) N\ N(u) u N(u) N N(z) = {v};

e usop y Huje padgeajajyhu, 360t x ¢ N(v) ~ N(u), u

e ugop z nuje pasgsajajyhu, jep N(u) N N(z) # {v}.
Teopema 2.2. Axo je diam(G) = 2, onga pana e € E(G) nuje xpuiuuna ako u
Camo aKo

e ¢ Huje WPOYIaoHa TPAHG, UAU

e ¢ je WPoYIaoHa Tpara U uma padgeajajyhiu 4eop.

Zlokxas. [lokasyje ce Hajupe Jia aKO Cy UCIyIbeHE IIPETIIOCTAaBKe, OHJIA je T'paHa €

KpuTnu4Ha.

e Axo rpana e = ab € FE(G) Huje Tpoyraona, onja je distg..(a,b) > 2,

diam(G \ e) > 2 = diam(G), na je rpaHa e KpUTHYIHA.

e Ako je rpana e Tpoyraona u x € V(G) je pasnsajajyhin usop 3a my, 0e3
CMamberbha, OIITOCTH MOXKe ce npernocrasutu Ja je z € N(b) \N(a) u N(a)N
N(z) = {b}. I3 uumenune ga je y rpady F := G \ ab distp(a,x) > 3 caean

Ja je rpaHa e KpUTUIHA.

[Ipernocrasba ce cana ja je rpana e = ab € E(G) TpoyraoHa U KpUTHYHA;
Heka je F':= G \ ab. Taga nocroje usopoBu x, y Takeu ja je distp(x,y) > 2 u
30or Tora zy ¢ F(F'). Kako je rpana e Tpoyraona y rpady G, BaxKu jeJHAKOCT
distp(a,b) = 2, ma je {z,y} # {a,b}. 360r diam(G) = 2 je distg(x,y) = 2; u3
distp(z,y) > 2 caequ {z,y} N {a,b} # 0. Be3 cMamema ONIITOCTH IIPETIIOCTABIbA

ce na je y = a; Taja 36or distg(z,a) = 2 u 3%0r Tora mro rpady F He mocroju

12
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YBOp CyCeJIaH U Ca & W ca Yy = a, 9BopoBu = u b cyceaun y rpady G. C npyre
cTpaHe, YBOp X HUje CycejlaH HU JeJTHOM YBOPY Koju je cycesan a y rpady G (ocum
gBopy b), jep ou y nporusHom dwmiio distp(x,y) < 2. Ilpema Ttome, x ¢ Ng(a) u

Ng(a) N Ng(z) = b, mro 3Ha4m ga je x pasasajajyhu 4Bop 3a rpany e. O

2.3.2 ®daHOBa TeopeMma

VY pauy |9] mokasana je Teopema 0 TOpHOj TpaHuIy 3a BesmauHy D2 rpadosa
pena 110 25. 360r IOBE3aHOCTH Ca, PEe3YJITATUMA, U3 HAPEIHOT MOIVIaB/ba, Y HACTABKY
ce HaBOJM JI0KAa3 OBE TeopeMe.

Heka je G* rpad xoju ce o rpada G noduja na caenehn waanm: V(G*) = V(G)
U 3a cBaKa JBa uBopa z,y € V(G) Baxku ja rpana zy € E(G*) moctoju ako u camo
ako zy ¢ E(G), a uBopoBu = u y cy y rpady G moBe3aHW jeJMHCTBEHAM IIyTEM
nyxwune 2. 3a cBaka jgsa ckymna Vi, Vo C V(G) mexka E(Vy, Vs), onrocuo E*(Vy, Vs)
o3HadaBa CKym rpana u3 (G, omgaocHo G*, Koje crmajajy mo jeman dBop u3 Vi ca
o jegaum uBopom u3 Vo, VY caydajy kaga je V) = V5, oBaj ckyn ce o3HadaBa ca
E(V4,), onnocuo E*(V7), ymecro E(Vy,Vs), onrocuo E*(Vy,Vs). Ba mpousBosbau
yBop x € V(G) meka je N(z) = Ng(z), d(z) = | N(z)|, N*(z) = Ng«(x) u d*(x) =
| N*(2)].

Hexka (u,v,w) o3HauaBa HeypeheHy TpPOjKy pasimduTux 4BOPOBA U, U U wW. 3a

j =0,1,3 neka je
Ty = {(u,0,w) | w,0,w € V(G) AE({u,v,w))| = 5}, 4 = [T)]
ITopen Tora, Heka je ckyn 1y mojiesbe y derupu nojackyna 1y, 0 < ¢ < 3, rae je
To; = {(u,v,w) | (u,v,w) € Ty A |E*({u,v,w})| =14}, 0<i<3

7 HeKa je
toq = |To],0 <7 < 3.

Heka je G duio koju rpad ca n 4BopoBa U m rpaHa. ¥ HACTABKY Ce JTOKa3yjy

TpU JieMe O peJianujama u3Mehy yBegeHnx kapakTepucTuka rpada.

Jlema 2.1.
Z d*(v) —nm = 3tz — t; (2.1)

veV(Q)

Jloxas. 3a npoussosbHy rpany zy € E(G) neka je
Ti(zy) ={(2,y,2) | z € V(G), (2,9, 2) € T1}

13
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Ty(zy) = {(z,y,2) | 2 € V(G), (x,y, 2) € Ts}.

Ouursiesio je ma 3a Tpojky (x,y, z) Baxku (x,y, z) € Ti(ry) ako u caMo axo je
z € V(G)—|N(x)UN(y)]; Baxu (x,y, z) € T3(zy) ako u camo ako je z € N(z)NN(y).
30or Tora je
d(z) +d(y) — |Ts(zy) + Ta(zy)| = n.

CymupameM OBe jeTHAKOCTH 10 cBUM Trpanama zy € F(G) nobuja ce

Z d*(v) — 3tz + t; = nm,
veV(G)
OJIHOCHO
Z d*(v) —nm = 3t3 — t,
veV(G)
O

Hamomena 2.1. Axo je 3t3 — 11 < 0, onga je >,y d*(v) < nm, wiwo um-
aauyupa rutgowesy 3.1. YV nactiasky ce uokasyje ga je 3a dunro xoju D2C ipagp
3tz —t1 < to2 + tos, Ua ce y nactwiasky najupe ogpehyje oproa Ipanuya 3a 36up
too + to3 3a Upoussomar ipagp.

Jlema 2.2.

2tp1 +4tpo + 6oz = Z (d*(v)(n —1—2d(v))) (2.2)
veV(G)

Jloxas. 3a npoussosbHy rpany zy € E*(G) nHeka je
Tﬁ,i(wy) = {(:L‘,y,Z) | KAS V(G)a (:L‘,y,Z) S TO,i}? 1= 17 273

U3 nedunnrmje Ty ; caenu na je ycnos (z,y,2) € To1 U Tps U T3 ekBUBAICHTAH
ca ycioBoM z € V(G) — [N(z) UN(y) U {z,y}]. 3dor Tora je

UTo.(ay)

=1

=n—2—d(x) —d(y) +[N(z) " N(y)|.

U3 nedunnnuje E*(G) caenn na je | N(x) N N(y)| =1, ma je
Toa(zy)| + [To2(zy)| + [Tos(zy)| =n — 1 —d(z) — d(y).

Cymupamem 110 cBuM rpanama xy € E*(G) noduja ce

1 « ¥
to1 + 2to2 + 3to3 = 5(” —1) Z d*(v) — Z d*(v) d(v)
veV(Q) veV(G)
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Y IpeTxo/HOj jeITHAKOCTH Ce KOPUCTU UWIH-EHUIIA J1a je
* 1 *
B@) =5 3 d'w)
veV(Q)

u J1a je

Y. @@ +d)= Y d'(v)d),

zyeE*(G) veV(G)
HOIITO Ce Ha JieBOj crpaHu cBaku cadupak d(v) Opoju d*(v) myra. MuOXKemEM

jeHaYMHE ca 2 jo0uja ce:

2to,1 +4tg o + 6ty 3 = Z (d*(v)(n —1—2d(v)))
veV(G)

Jlema 2.3.

6(toz +tos) < Y (d*(v)(2n — 2 = 3d(v) — (d*(v))?))- (2.3)
veV(G)

Jloxas. 3a weku uBop = € V(G) Heka je

Too(x) = {(z,u,w) | u,we V(G) rako na (x,u,w) € Ty,

x je cycesan taqHo jennoj rpann y E*({z,u,w})}.

Yeohemwem oznake M (z) = V(G) ~ N[z], npmmehyje ce na je N*(x) C M(x). Heka
je

B(x) = M(x) ~ N*(z).
Ba tpojky (z,u, w) € Tpo(x) mo nedununuju ckyna Tj » Bakn uw € E*(N*(z), B(x)).
ObpuyTo, ako je uw € E*(N*(z), B(x)) u na npumep u € N*(z), w € B(x), onna
ur € E*(G) n wr ¢ E*(G), na je (z,u,w) € Tyo(x). IIpema Tome, cymupajyhu

HejeTHAKOCT
Too(z) < |N*(2)||B(2)| = d"(2)(n — 1 = d(z) — d*(z)),
no ceuM uBoposuMa = € V(G), noduja ce

2o < Y (d*(0)(n—1—d(v) - d*(v))).

veV(G)
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Komdunyjyhn oBo ca jemmakomthy (2.2) n xopucrehn uumenniy na je to; > 0,

J0ouja ce

6(to2 + tos) < Z (d*(v)(2n — 2 — 3d(v) — (d*(v))?)).
veV(G)

]

Heka je G D2C rpad ca n uBopoBa u m rpana. Heka je A = (z,y,z) € T;.
[Tocmarpajyhu Heky Tpoyraony rpany us ckymna E({z,y,z}), Ha npumep rpany
zy. Ilomro je rpad G D2C, y omHOCY Ha Ty rpaHy MOpa Ja IIOCTOjH pas3aBajajyhn
4yBop, Tj. uBop w € V(G) \ {z,y, 2} Takas ma je wx ¢ F(G) u N(w) N N(z) =y
wm wy ¢ E(G) u N(w) N N(y) = x. Ako mpernocrasba ce J1a je Ha IPUMEp
wz ¢ E(G) u N(w) NN(z) =y, ouna je (w,x,z) € T1. Y ToM ciaydajy ce Kaxke Ja
je Tpojra A apugpyotcena tpojum (w,x, z) € Tj.

V HacTaBKy ce IOKa3dyje Ja HUKOja JiBa eJleMeHTa cKyna 13 He Mory OuTu
IpHUApy?KeHa NCTOM ejleMeHTy cKyma 1. IIpernocrasiba ce cynpoTHO, J1a HOCTOjH
npyra tpojra A’ = (a/,y/, 2') € T3 pazmuuura ox A, Koja je Takohe mpuapyxkena
tpojin (w,x, z). Tana je xz € E({z',y,2'}); ako je na npumep x = 2’ u z = 2/,
oHJIa je uBop w cycenan uBopy ¥, ma 36or N(w)NN(z) =y Baxuy =yu A’ = A,
cymupotHo npermnoctasiu. C pyre crpane, jeJlaH YBOP HE MOXKe OUTH pa3/iBajajyhu
3a CBE TPU I'PaHe TPOYIJIA, [1a je CBAKOM eJIEMEHTY CKyla T3 IpuIpy»KeHo dap JIBa

estemenTa ckyta 1. [Ipema Tome, yBohemeMm o3Hake

T3 = {(z,y,2) | (v,y,2) € Ty u (x,y,2) je upuapyxen

ca TadHO JBa ejeMeHTa cKyna 1)} .

ty = |T5],
OHJIa je
3ty — 11 < L. (2.4)
Heka je tpojiu (z,y,2) € T; UpuapyKeHO TadHO JaBa ejgeMeHTa ckyna 17, u
Heka cy To HOp. (a,z,2) u (b,y,z). Taga je (a,b,z) € Ty. Kaxe ce na je Tpojka
(a,b, z) npuapyxena tpojku (z,y, 2) € T3. Ilokasyje ce na je (a,b,z) € Too U T 3.
[Tocmarpa ce rpaHa z; Kao mMTO je pedeno, nocroju asop w € V(G) — {z,y, 2},

TaKaB Ja je
o wim wzr ¢ F(G) u N(w) NN(z) = z,
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o wim wz ¢ E(G) n N(w) NN(z2) =

[Torrro cy Tpojku (x,y, 2) IpUAPYKEHA TaIHO JiBa eJIeMeHTa U3 CKyma 1) U MOIITOo

je y mpsom cayuajy (w,a,y) € Ti, a y apyrom cayuajy (w,y,z) € Ti, ma jo

= bu bz € E*(G), jep je wz € E*(G). Ha canvan maumn mokasyje ce ga

je az € E*(G). Tume je mokazano ga je (a,b,c) € Too UTps. Ha ocnoBy ose

qUIbEHUIE U jeaHakocTu 2.1 noduja ce ma je
t5 < to2 + o3
KombunoBameMm ca HejeHakomnrhy 2.4 goduja ce
3tz — 11 < toz + tos.
Teopema 2.3. Axo je G D2C ipagh ca n wsoposa u m ipara, onga je:
(1) > vevia) d*(v) < {51,
(2) m < |3n?] san < 24,
(3) m < in® + (n* — 16.2n + 56)/320 sa n > 25.

Aoxas. (1) Us (2.3) u jenpaxoctu Y, oy d(v) = 2m caemu na je

6(toz +tos) < D (d"(v)(2n —3d(v)) = (d"(1))?)

veV(Q)

< Y en-3dw)

veV(Q)

f 9
_ 3 2
= n —6mn—|—1 E d(v)
veV(G)

Kopucrehu (2.1) u (2.5) noduja ce

Z d*(v én —mn+— Z d*(v),

veV(Q) UEV(G

>, W)

veV(G)

OIHOCHO

IITO je W TPedaJso JIOKA3ATHU.

(2.5)
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ITomrro je toy > 0 tg3 > 0, u3 (2.2) crean na je

4t02—|—t03 Z d* n—1—2d(v)))

veV (G

Muoxkemem 00e cTpane HejeTHaInHE Ca, % cabupameM ca Hejepnakorhy (2.3)

Jo0uja ce

162 +105) < D (@ ()50~ 1) ~8d(w) — ()

veV(G)
1.9 ,
< ¥ Hlm-n-sdw)
veV(G)
= 81(n—1) n—36m(n — 1)+ 16 Z d*(v
16

veV(G*)

CanvaHO Kao 3a MPeTXOHy HejenHakocT, Kopumhemem (2.1) u (2.5) moduja

ce
81
(80n — 144)m < 1 —(n—1)*n (2.6)
81
= %n2(80n — 144) — 4.05n% + 20.25n (2.7)

Hermocpenno ce npoBepaBa fa je 3a n < 4 m < UL ?]. 3Bor Tora ce mozxke

upernoctasuTi ga je n > 5. Tamga je 80n — 144 > 0 u 20.25n — 4.05n2 < 0,
mro 3ajeano ca (2.7) maje
81
< —n? 2.8
NI (2:8)

Op mejeguarocru (2.6) ce kopucrehn nejequaxocr (2.8) moduja

320nm < 81n® — 162n® + 81n + 576m
< 81n® —16.2n% + 81n,
OJHOCHO 1
m < Zn2 + (n* — 16.2n + 81)/320. (2.9)
Axo je n mapan 6poj u n < 24, onga je [in?] = in? u (n*—16.2n+81)/320 <

3 1,2
4 4

6poj u n < 23, onga je n® = [in?] + 1, amm je (n® —16.2n+81)/320 < 3

U J1aJbe BaXHN m < Linﬂ [Tpema Tome, 3a cBako n < 24 Baxku m < Ll 2J

IITO je U TpedaJio JOKa3aTH.

1a KaKo je m Iieo 6pQ] u3 (2.9) cienu na je m < | zn?]. Ako jen HenapaH

18
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Hamomena 2.2. Hetocpegho ce tposepasa ga nejegrakoct (2.6) 3a n = 26

umBsuyupa nejegnaroct m < [1n?].

(3) Ilpumehyje ce ma 3a n > 25 Baxku (80n — 144) > 0. Ykonuko ce obe cTpaHe

Hejennakoctu (2.6) mogese ca (80n — 144), noduja ce

81 , 16.2 51.84 93.312
m < n- — n

320 320 320 * 320n — 576
Kako 3a n > 25 BaxKu HejeIHAKOCT

93.312 < 4.1
320n — 576 ~ 320’

JI0JIa3M ce JI0 HejeTHAKOCTU
1
m < Zn2 + (n* — 16.2n + 56)/320.

Tuwme je m10Ka3 Teopeme 3aBpIIEH. Il

2.3.3 Teopema Epnenia n Pemuja

Epmemt (P. Erdés) u Pewmu (A. Rényi) pemusm cy ciaenelin ekcrpemasaau mpo-
OJ1eM: KOJIMKO HajMame rpana m uma rpad G pega n amjamerpa 2 KOju HeMa YBOP
cyceslaH cBUM ocTajauM dBopouMa? Ako je rpad G mosezaH, oHma je m > n — 1.
Axko je m = n — 1, ouna je G cradmo. Jemumao cradbio pema n > 3 aujamerpa 2 je

3Be3na S,. Hakie, TauHo je ciiemehe TpUBHjaIHO 3alazKarbe.

Sanaxxame 2.1. Axo je G ipagd pega n gujametipa 2 eeaunune m, onga je m =

n — 1, ca jegnaxowhy axo u camo axo je G 38e3ga S,,.

Lomunupajyhu weop je 9BOp KOjuU je cycelaH CBUM OCTAJIUM YBOPOBUMA y I'Da-
dy. Ao ce mckipyunm MoryhuocT ma rpad mma gomumHHpajyhm 9BOp, mpodIemM
II0CTaje MHTEPECAHTHUJU U JIOha I'PaHUIla 3a BeJndnHy rpada ce nosehasa. Ep-
qemt u Pemn Jlokazain cy KJIacUYaH Pe3y/aTaT O MUHUMAJIHOj BeJIUYuHHN Tpada

nujaMeTpa 2 0e3 joMuHupajyher 4Bopa.

Teopema 2.4. [Teopema Epgewa u Pervuja] Axo je G ipagdp gujamettipa 2 pega n

u seaudure m, b6ea gomunupajyher weopa, onga je m = 2n — 5.

[Ipe nokaza Teopeme m KapakTepusalpje rpadoBa Koju JOCTUXKY JIOIbY T'DAHU-
1y u3 opmysaiuje TeopemMe, yBoje ce HEOIIXOIHU ITOJMOBU M J0Ka3yje HEKOJIUKO

rnmomMohHux TBphema.
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V2 Vg (2

o—eo
Vs V1 i V3 V5 V1,2 Vs
*——
Chrd ivﬁ U7 Vg

(a) (©)

/

Uy vy
Vo Uy U2 Vg
Vs V1 U3 Vs V3
(5) (r)

Cauka 2.9: (a) Opurunanau rpad; (6) rpad koju Hacraje odjequmbaBambaM IBO-
poBa v M V3 Y UBOD 1 9; (B) rpad Koju HAcCTaje JIyIJIHPA-EM YBOPA Uy CTEIEHA 2
KpernpameM HOBOI' YBOpa U, ca UCTUM cyceauma; (r) rpad Koju HacTaje JIeCTpyK-
TUBHUM JIYyIUTUPAEM YBOPA Uy KPEUPAEeM HOBOI YBOpa v, U OpHUCAmeM I'paHe
V4V

Objequrvasarse nBa pasaumyanTa 9Bopa 4 U v y rpady G je mocTymak KOjuM ce
u3 rpada G yKIamajy Ta JIBa IBOpa U 3aMembyjy ce HOBHM YBOPOM CYCEJIHHUM Ca
ceakuM 1BopoM u3 ckyna N(u) UN(v) N\ {u,v} (Bumern npumep na canmum 2.995).
ytaauparee wsopa vy rpady G je mocrymax mgomaBarma HOBOT YBopa y G CycemHor
ca cBuM uBopoBuMa u3 ckyma N(v). Jytaauparse weopa cuuetena 2y rpady je
HOCTYHAK JIyIInparha OUJI0 KO YBOpa crereHa 2 (Bujeru npuMep Ha cauim 2.98).
Aecupyrimusno gyuauparse aBopa vy rpady G je mocTymax Jymnpama IBopa v
JI0JIaBaheM HOBOT YBOpa v, M 3aTUM OpHCameM jejHe WJIM BUIIE T'PaHa CyCeIHUX
ca IYBOpoBUMa v U/mimn v’ (BHIETH HpuMep Ha cyury 2.9r).

Hesasucnu cxyt wsoposa y rpady je CKyIl YBOPOBa 3a KOjH je ojrosapajyhn
WHIyKOBaHU rpad npaszan rpad, sujeru npumep Ha caunu 2.10. ['pana y rpady
je gomunupajyha ipana ako je cBaku 4BOP y rpady cycegan dapeMm jeIHOM Kpajy

Te TpaHe.

Hedbununuja 2.2. Pamuauja ipagposa G je damuauja ipagosa xkoja cagporcu ipa-
gose Cs, G1g.3, lletmepcenoos pag (caura 2.11) u xoja je 3amsopena 3a 0GEPAUUTY

qyuaAuparLa 4680posa, cuetera 2.
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V2 (o
o—eo
Us U1 U3
®
iw Vg

Cauka 2.10: IIpumep He3aBuUCHOT cKyna 9BopoBa y rpady. llpBenu aBopoBu |uunte
HE3aBUCHU CKYII.

AR

Ciuka 2.11: PD2C rpadosu u3 dbamunuje § uuja je Beauuunna 2n — 5: Cs, rpad
G133 u Ilerepcenos rpad.

SOA

Ciauka 2.12: Heku PD2C rpadosu u3 damuiuje § nodujenn 1ymmmpameM YBOPOBa
creneHa 2.

[TerepcenoB rpad mema uBopoBe creneHa 2. PernpesentaruBau npumepu rpa-
doBa 100ujeHnx JyIaupameM 9BopoBa crenena 2 y rpadosuma Cs, ognocHo Gy 3,
IIPUKa3aHU Cy Ha cauny 2.12.

I'padopa u3 pamunmje G € G Hemajy momuHHpajyhy rpany, ma je TaqHO CJjie-

nehie zamaxkame.

Banaxkame 2.2. Axo je G € G u u,v € V(G) cy gsa cycegrna wsopa, onga ipag

Koju ce gooduja og G gogasarbem w60pa W G IPAHAMA UW U VW UMG JUjAMETap 3.

ObjemumaBame IBa YBOpa y rpady He mmoBehasa pacTojame nsmelhy OmIo Koja

ABa 9BOpa, IIa je TaIHO cneﬂehe 3allazKalbe.
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V2 (o
o—o
Us U1 U3
®
iw Vg

Cnuka 2.13: Ilpumep rpada y Kome je u3jBojeH cKyn uBopoBa X u Y. YBopoBu
KOju mpuIaiajy ckKymy X cy 000jeHr IPBEHOM O0jOM, & UBOPOBHU KOjU IPHUIIAIA]Y
ckyiy Y 1mpaom dojom. CkymosBu uBopoBa X u Y cy mommHupajyhu y rpady.

Banaxkame 2.3. Jlujamettiap papa godujenor 0djequibaBarbem ¢ea 46opa Huje

eehu 0g gujametlipa WoAa3HOT Tpadga.

Hapenna jema mokasyje jia JIeCTPYKTUBHO JIyILIHpambe YBopa y rpady u3 da-

vuuje G mosehasa mujamerap rpada.

Jlema 2.4. Axo je G € G u axo je pap G' godbujen og G gectupykiuueHuM

gqyuaupareem Hexot weopa, onga je diam (G') = 3.

Joxas. Dynmupamem uBopa y rpady G € G ce noduja rpad G’ koju je D2C.
I'pad G’ ce noduja Bahemem Heke rpane u3 G”. Ykiamame ouiio Koje rpane G
nosehasa jaujamerap, na je diam (G') > 3.

L]

Heka N&(v) = Ng(v) N X osmauasa moxckyn ckyna X C V(G) ox 4soposa
cycemnux uBOpy v, u Heka je dy (v) = | Na(v)|. Cxyn X C V(G) je gomunupajyhu
ckyn y rpady G ako je N[X] = V(G). Heka G[X, Y] o3nauasa ckyI rpaHa 4uju je
jemaH Kpaj y ckyiry X, a Ipyru y cKyny Y ; ako je u3 KOHTEKCTa jacHO Koju je rpad
y nuTamy, Kopuctu ce yuporrhena oznaka [X, Y| (ciuka 2.13). YV namem Tekcry
ce ymecto Ng(X), Ng[X], N&(v) u d¥ (v) kopucre jenmocrasnuje oznaxe N(X),
N[X], Nx(v) u dx(v) yKOIHMKO je U3 KOHTEKCTa jaCHO KOju je rpad y muTamby.

Ha du ce nokaszaJia Teopema Epema u Pemuja, moaa3u ce o MpeTocTaBke Jga
OHA HHUje TadHa, Tj. JIa MocToje rpadoBu JujaMeTpa 2 pesia n BeaunduHe m < 2n—>5
0e3 nmomuHUpajyher uBopa, uan rpadoBu BeudnHe m = 2n — 5 KOjU He TPUTIAJIA]Y
davmmju G. Ilopen Tora, mpermocrasiba ce 1a je G jeman ox TakBux rpadoba

Hajmamer peja. Hapemane gyerupu jieme ojHoce ce Ha Takas rpad G.

JIema 2.5. A(G) <n—3
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Jlokas. 3 aumwennne na rpad G aHema mpomunupajyhn usop cieau ga je A(G) <
n—2. [Ipernocrasiba ce ga je A(G) = n—2. Heka je v uBop ca Hajselium crerenom
y G, weka je W = N(v) = {wy,...,w, 2}, u HEKa je T YBOP KOjU HUje CyCeJaH
gBOpy v. 3a cBako i € [1,...,n — 2] Heka je ¢; = vw; € E(G) = E. Hexka je
fi = w;z ako w;x € FE; y mporuBHOM, ako w;x ¢ FE, Heka je f; = w;w, r1e
je 94BOp w 3ajeJHMYKHU CyceJ YBOpOBa w; W I. 3alazka ce Ja je CBaka rpaHa f;
jemnosuauno oxpebena. 36or Tora je m = |{e1,..,en o, f1,. -, fu2}] = 2n — 4,

mro je koHTpaaukinuja. IIpema Tome, A(G) < n — 3. O

Jlema 2.6. IIpewtoctiasnma ce ga y tpagy G woctwoju weop r € V wakras ga je
d(z) = 2. Hexa je N(z) = {1, 22} u nexa je G' = G — x. Taga je de/(x1,x2) > 3.

Jlokas. IlpernocraBuiba ce cynpoTHO, Ja je dg/ (1, ) < 2. Heka je n' = |V(G')],
am' = |E(G")|. Ako rpad G’ uma gomunampajyhin aBop, Tana je 4Bop  cremeHa
dapem n — 2 y rpacdy G, mro je y cymporHocTH ca Jiemom 2.5. Ilpema Tome,
rpad G’ mema nommaupajyhu usop. Hasme, u3 dg (x1, r2) < 2 cnemn diam (G') <
diam (G) = 2. ITomro rpad G’ mema momuumpajyhin usop, G’ Huje KoMmILIETAH
rpad, ma je diam (G') > 2. IIpema tome, diam (G') = 2. I3 npernocraske na je G
KOHTpAIIPUMEp 3a TeopeMy HajMamer pejga u n' = n — 1, cieau ga je m’ > 2n' — 5,
IpU 9eMy jeJHAKOCT BaykKu ako u caMo ako je G € G. C odzupom 1a je rpad G

n3adpaH Tako Ja je m < 2n — 5, goduja ce 1a je
m=m-2<(2n—-5)—2=2n"—5m'=2n"-5

u G' € G. Ako du duno dg (x1,22) = 1, 1j. T129 € E ongma du ce rpad G Morao
nodoutn ox G momaBameM YBOpa X U I'PaHe Ty U Ty OBako nodoujen rpad Mopao
6u dutn aujamerpa 3 (3amaxkarme 2.1), ITO je KOHTpaAuKIUja, na je dg/ (1, xe) =
2. Heka je ' € Ng(x1) N N/ (22) 3ajennudaku cycesl 4BopoBa x1 U Ty y rpady
G'. Axo dg/(2') = 2, onga ce rpad G moxe modutu of rpada G aymaupamem
gBopa ', 300r dera je G € G, mro je kouTpaaukmuja. [Ipema rome degr(z') > 3.V
oBoM ciryuajy rpad G ce moxke jodutu o rpada G 1eCTpYKTUBHUM Iy ILIAPAHEM

gBopa z’, ma je npema jemu 2.4 diam (G) > 3, HOHOBO KOHTPaUKIH]a. O
JIema 2.7. 6(G) =3

Jloxas. Ako du duno §(G) > 4, onna du 30up creneHa cBux 4BopoBa y rpady G
6uo dap 4n u m > 2n, cynporHo npernocrasnu. [Ipema Tome, §(G) < 3. Heka je

x uBop ca HajmamuM crerieHoM y G. [omrro je diam (G) = 2, rpad G je nosesas,
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na je d(z) € {1,2,3}. Axo 6u Swro d(z) = 1, onna d6u HeKH cyces YBopa & OHO
momuHUpajyhin 4Bop, mTo je KoHTpauKImja, na je d(x) € {2, 3}

[TpermocraBumba ce ma je d(z) = 2 u 1a je N(z) = {z1, z2}. Ha ocnoBy 1eme 2.6
je z1xo ¢ E um N(z1) N N(z2) = {x}. 3a cBaku uBop u € V ~\ {z,x1, 22} je
dist(u, x) < 2, ma je YBOp u CyceJaH WU YBOPY X1 WA IBOPY To (aju He ca 0da
oBa uBopa). Ako je X; = N(z;)~{z},i € {1,2}, onma je V = X; U Xy U{x, 21,22}
u | Xi|+ | Xa| =n — 3. Ako je d(u) > 3 3a cBaku uBop u € X1 U Xy, onja je

— %Zd(u) _ % (d(:c) () + () + Y dw) + S d(u))

ueV ueXy u€Xo

1
5 @+ (X0l + 1) + (1Xe] + 1) + 3|1X4 ]| + 3| Xz)

WV

MTO je KOHTpaaukimja. Jlakime, Heknm yBop m3 ckyma X; U X, je cremena 2 y
G. Y rmaksoMm rpady mocroju usop y; € X; rakaB ja je d(y;) = 2. Heka je
N(y1) = {1, y2}; momrro dist(xs,y;), Mmopa na Oyze ys € Xo.

[Tpernocrasumba ce aa je d(yz) = 2. Ako nocroju aBop z € (X7U X))~ {y1,v2},
ouzia Mopa Ja oyzme dist(y;,z) = dist(ys, 2) = 2, mTo 3a HocHeAMIy UMa A je
z € N(z1) N N(x2) = {z}, mrro je kourpajukumja. Hakie, |Xi| = [Xo| = 1 u
G = C5 € G, mro je takohe KoHTpajuKImja. 3ak/bydyje ce 1a je d(y2) > 3. Heka
je zo € N(y2) \ {x2,y1}. Homro je d(y;) = 2, Ha ocHoBy Jeme 2.6 3aKkibydye ce
na je dg_y, (1,Y2) = 3, n mame 2z ¢ Xp. Ilpema Tome, zo € Xy. Ilame, 300r
dist(z1,22) < 2 u (z1,22) ¢ E, nocroju usop z; € X; \ {y1}, TakaB na z; €
N(z1) N N(z2). Iomro je d(y;) = 2, Ha ocHOBY Jeme 2.6 3akibyUyje ce yo21 ¢ E.
Heka je X! = X; ~ {v;, zi}, i € {1,2}. Banaxa ce na je n = | X|| + | X}| + 7. Heka
je m' = |E(G[{x, 1, T2, Y1, Y2, 21, 22}])|; 3amaxa ce mga je m’ =9

[Ipermocrasrba ce ga je d(z;) = 2. Homro je d(z) = d(y;) = d(z1) = 2, Ha
OCHOBY JieMe 2.6 3ak/bydyje ce jia He MOCTOju YBOp y cKyily X/, KOju je cycelaH
HEKOM OJI YBOPOBa U3 CKymna {Ts,Ys, 22}. Jaswe, momro je diam (G) = 2, ckynosu
{z1, 22}, {z1,y2} m {x1, 22} cy nomunupajyhu y rpady G. 36or tora, ako je u € X3,
ouza je uxy; ¢ E, u {uxs, uys,uz} C E. Hakie, |[X], {x2, yo, 22}]| = 3| X}|. Ako je
u € X1, onga ux; € F u3dor dist(u, zs) < 2 3a nekn uBop v’ € X)) Baxu uu’ € E.
[Ipema Tome, |[X], X5 U {x1}]| > 2|X]}|, na axo je X| # () onja Basku X5 # 0, uin

ekuBaJsieHTHO, ako je X} = (), ouma je X| = (). IIpedpojaBamem rpana y rpady G,
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Joduja ce
m > |[X], Xy U{@ ]| + (X5, {22, y2, 20| + 1
> 2|X|+3|X5+9
= 2(|X |+ | X5 +7) =5+ X5 =2n—5+ | X}
Mebyrum, uz m < 2n — 5 cnegu ga je m = 2n — 5 u X, = (). I3 Tora name

ciemn X = (). Mebyrum, Tana je G = Gig3 € G, mTo je xourpaaukiuja. Jakie,
d(z) > 3.

Heka je e rpana cycegna 4UBOpYy 21, Pa3jMuuTa OJ XL12] U 2123. llomTo je
d(z) = d(y1) = 2, na ocuoBy Jieme 2.6 3akjbydyje ce Ja HHUjeJaH YBOP M3 CKyIa
X| HUje cycelaH HU jeJTHOM O] YBOPOBa o, Yo. Hasbe, momro je diam (G) = 2,
oba ckyma {x1,zo} u {z1,y2} cy momurmpajyhu y G. Ilpema Tome, ako je u € X,
ouna ury, ¢ E, na je {uzy, uye} C E. Hakue, |[X), {za, y2}]] = 2|X}|. Taxobe, ako
jeu € X|, onna je ury € F, na je 300r dist(u, z3) < 2 3a nekn uBop u' € XjU{z}
Baxku na je uu' € E. Ilpema towme, |[X], X} U {xy,z5}]| = 2|X]|. IIpebpojaBamem
rpana y rpady G, noduja ce

m = |[X], X5 Uz, 2o} + [X5, {m2, 92} + ' + [{e}]
> 2|X7| 421X +10 =2(| X | + | X5| +7) —4 = 2n — 4,
IITO je KOHTpaJuKIimja. Tume je ke/beHO TBpherme JI0KA3aHoO. ]

Jlema 2.8. Heka je u weop ca wajmarum cetaerom y pady G, U = N(u) =
{uy,ug,uz} u nexa je W =V ~ N[v]. 3a csaxu wsop w € W saorcu d(w) = 3 u

dy(w) = 1. Iopeg wora, U je nesasucar ckys.

Jloxas. 3a ceaku uBop w € W Baxku dist(u, w) = 2, na je dy(w) > 1. 36or Tora je
[[U, W]| = |W| = n—4, ca jennakomhiy ako u camo ako je dy(w) = 1 3a cBaku 4Bop
w € W. Heka je m' 6poj rpana y unaykoBanom moarpady oapebernom ckymom U.
Cywmupajyhu creniene cBux uBopoBa u3 ckyma U, yaumajyhu y 003up Tpu rpane u3

gBopa u, m’ rpana u3 usoposa y G[U]|, u ua kpajy rpane uzmehy U u W, nobuja

ce
D d) =dy(u) +2m' +|[U,W]| =3+ 2m' + (n—4) =n — 1 +2m/,
velU

ca jennakorhy ako u camo axko je |[U, W]| = n — 4. Kao mro je pedeno, 0Bo BaxKu

ako u caMo ako dy(w) = 1 3a cBaku uBop w € W. CabupameMm cTereHOBa CBUX
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uBopoBa u3 ckyma W, nodbuja ce

D d@) = 6(G)|W|=3(n—4) =3n—12,
veV
ca jemnakorihly ako m camo ako je d(w) = 3 3a cBakum uBop w € W. Kaxko je

m < 2n — 5, moduja ce

An—10 > 2m =) d(v)=d(u)+»_d()+ Y d@)

veV vel veW
> 3+ (n—142m')+ (3n—12) = 4n — 10 + 2m/

C odsupom ma je m’ > 0, 3akibydyje ce ja je m’ = 0 u J1a jeIHAKOCTH Baxke JIyK
oBor Hm3a HejenHakoctu. IIpema Tome, d(w) = 3 u dy(w) = 1 3a cBe uBOpOBE
w € W, mro je Tpedano nokasaru. Jame, uz m’ = 0 caequ na je U mesasucan

CKYTI. 0
[Ipenasm ce Ha J0Ka3 TeOopeMe.

Joxas. Heka je W; = Ny (u;), i € {1,2,3}. U3 meme 2.7 cireqm 1a Cy cBaka JBa OJf
ckynioBa Wy, Wy mu W3 mucjyakran. /lasme, omro je U He3aBUCAH CKYyI U MOIITO je
d(G) = 3, 3akmyuyje ce ga je |W;| > 2, € {1,2,3}. Heka je w, € Wy.3ai € {2,3}
je u;wy ¢ E, ma 9Bop w; UMa cycesa, Ha MpuMep IBop x;, v ckyy W;. Ilpumehyje
ce na je N(w;y) = {u1,xqe,xz3}. Heka je wy € Wy N {zo}. 300r wy ¢ N(wy) je
dist(wy, we) = 2 1 YBOp Wy je cyceaH HEKOM 4Bopy u3 cKyna N(wq) = {uq, T2, x3}.
JacHo je nma je wywy ¢ E. Ako je woxy € E, ouma je N(zy) = {ug,wy,ws}, u
dist(us, z2) = 3, mro je kourpamuknuja. lakme, woxrs € FE. Cama je N(z3) =
{ug, wy,wy}. 300r uzxs ¢ F je dist(us, x2) = 2. Heka je ws € N(uz) N N(zy); npu
tome je wy ¢ {u,z3}. Ciamano, uywy ¢ E; meka je x; € N(uy) N N(wz); npu Tome
Baxku x; € {u,w;}. Cana je N(x9) = {ug, wy, w3} u N(ws) = {ug, x1, x3}. [omro
je x1xe ¢ E, 3aribyuyje ce na je dist(xy,z9) = 2 u 350r Tora xjws € E.
[Tpermoctiba ce ga je d(w;) > 4, i € {1,2,3}, u ga je na npumep d(u;) > 4.
Heka je y; € W N {wy,z1}. Taga je y122 ¢ E u 9BOp y; HUje CycelaH HU jeTHOM
yBopy u3 ckyna N(zs) = {ug, wy, w3}, nomro je yius ¢ E, N(wq) = {uy, xe, 23} 1
N(ws) = {us, x1,z2}. Mehyrum, Taga je dist(y;, z2) > 2, mTo je KOHTpAIUKIHja.
Haxue, 3a caku uBop v € V Baxku d(v) = 3 u G je Ilerepcenos rpad. Amu taga
je G € G, mTo je orer KOHTPaIuKIHja. 3ak/bydak je fa rpad G Koju 3a710Bo/baBa

HaBeJIeHe yCJIOBE He TOCTOjU, YUMeE je 3aBPIIeH JI0Ka3 TeopeMe. ]
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2.4 Heke damvmuauje D2C rpadona

Onucyjy ce ase dpamminje rpacdosa kKoje cy eksuasentre kjiacu D2C rpado-
Ba: (pammnja rpadoBa 3acHNeHNX TPOYIJIOBUMA, U (DaMUJINja CAMOIICHTPUPAHIX
rpacdoBa. Ilopesa Tora, ornmucana je KOHCTPYKIUja Koja moja3ehu o1 mpon3BOJHHOT
D2C rpada de3 Ttpoyriosa gaje deckonauny damuiaujy D2C rpadosa de3 Tpoy-

TJI0OBA.

2.4.1 TI'padoBu 3acuhenm TpoyriioBumMa

VY HacraBky cy onucanu rpacdosu 3aculieHu TpOyrJIoBUMa, 3a Koje je y pajy [5]
nokasaHo Jia cy ycrBapu D2C rpadosmn.

Pasatureyhu tGogipag je moarpad Koju HacCTaje UCKIBYIUBO OPHCAEM I'DaHA.
I'pad G je sacuhen wpoyrrosuma, y mabeM TEKCTY 3acuhenu ipag, ako ce I0-
JlaBareM OMJIO Koje rpane jgoouja rpad ca Behum Opojem Tpoyriosa. Komriuieran
rpad Huje 3acuheH, jep ce y mera He MOXKe JI0JaTH rpaHa. /lomaBameM OUI0 Koje
rpane y 3acuhenu rpad joduja ce rpad ca dap jemuum Tpoyriom Buie. [Ipema
ToMe, Omsto Koju 3acuhenu rpad je D2 rpad. Baxku u odpuyTo: cBaku D2 rpad je
3acuheH.

Munumannu 3acuhenu ipag je rpad Koju je 3acuhieH TpoyrIoBUMa, TAKaB 12 HIA
jelaH merop pasanumyhn noarpad Huje 3acuhen TpoyriopuMa. Jpyrum pedmma,

YKJIAIhamheM OMJIO Koje TpaHe rpad rydu cBOjCTBO 3aCHNEHOCTH TPOYTJIOBUMA.
Teopema 2.5. I'pag je munumanrru 3acuhernu pag axo u camo axo je D2C ipadg.
/loxas. Heka je rpad G munmmasnu rpad 3acuheH TPOYIJIOBHMA.

e IlpermocraBspa ce cymnporHo, ja rpad G Huje aumjamerpa 2. Taga mocroje
yBopoBu u u v TakBu sa je distg(u,v) > 2. Kako je G munumasnu rpad
3acuheH TPOyIJIOBUMA, JI0JaBaibe rpaHe uv mosehasa dOpoj TpoyrioBa; HEKa je
u, v, T, u HOBOJIOOMjeHn Tpoyrao. Mehyrum, Taja je distg(u, v) = 2, cynporno

uperoctasiy. IIpema Tome, diam(G) = 2.

e [Ipenmocrasba ce gabe ga G Huje D2C rpad, Tj. ga nmocroju HeKa rpaHa uv,
qnje yKJaamame He JOBOIU 0 moehama mujamerpa. ¥ rpady F' = G — uv
[I0 IIPETIOCTABIN ITOCTOje YBOPOBU & W Y TAKBU Jia JIOJABae I'pDaHe TY He

noBehasa O0poj Tpoyriosa y rpady F. Tama mgomaBame rpane vy y rpad G
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He noBehaBa Opoj TpOyTJIOBa, CYNMPOTHO MPETHOCTABIM Ja je G MUHUMAJTHI

rpad 3acuhen TpoyriioBuMa.

[IpermoctaBiba ce caga ga je G D2C rpad. Us pnedununuje cioeam ma je cBaku
D2 rpad zacuhen, ma je G 3acuhen. Ykiamame 0o Koje rpane u3z D2C rpada
noBehaBa aumjamerap, ma rpad rydm cBojcTBO 3acmhenoctw, mTo 3Hadu 1a je G

MUHUMAJIHU 3acuhenu rpad. ]

Baxkna nordamumimja MuanMaaanx 3acuhennx rpadosa (a tume u D2C rpa-
dbosa) je bamummja munumasrux pagosa be3 Wpoyirosa — rpadoBa KOjU HEMA]Y
TPOYIJIOBE, aji Ce TOC/e JI0JaBarma OWI0 KOje TpaHe, y IUMAa I0jaBjbyje HEKU

TPOYyTao.

2.4.2 MwuHuMaJIHU caMolleHTpupaHu rpadpoBu

VY HACTaBKy Cy OINCAHU caMoIleHTpupanu rpadosu, Bugern pas [16].
Vuuja GVH nBa rpada G u H wnacraje pojmaBameM rpane usMmely cBakor
upopa u3 G u cBakor usopa n3 H. CrnenujasHo, v-Kounyc Haj rpadom G je yHuHja

rpacda G u npassor rpada peaa 1 Koju uma camo IBOp v.

Tepbewe 2.1. Vnuja GVH je D2C wpag axo u camo axo cy G uw H upasnu
pagposu u peg GV H je bap 3.

Joxas. Ako cy G m H mnpasum rpacdoBu m G mma Oapem 2 dBopa, OHIA je
diam(GVH) = 2. YknamamweM rpane uwv € E(GVH) u3 taksor rpada moduja
ce dgvH—w(u,v) > 2, mrro 3uaun 1a je GVH D2C rpad.

[Tpernocrasrpa ce caga na je GVH D2C rpad. [omro je diam(GVH) = 2,
Oap jeman ox rpadoBa G u H mma Bure o jeanor usopa. IIpermocrasiba ce ma

urp. rpad G cagpxku Heky rpany uv. Tama je

=1 ako TauHO jesjan oJ] YBOpOBa a, b npunaga V(G),

dGVHfuv ((I, b) {

< 2 y OIpOTUBHOM,
mro 3naun ja GV H nuje D2C rpad, Tj. u3Beiena je KOHTPaIUKIIHja. ]
Ilocnemuna 2.1. Tawna cy caegeha wpspherva:

(1) xonyc je D2C wpag axo u camo axo je 36e3ga ca bap 3 4680pa.

(2) cmabdao je D2C pagh axo u camo axo je 36e3ga ca bap 3 usopa.

28



I'VIABA 2. OCHOBHH IIOJMOBH, TBPBEA U AJI'OPUTMU

/loxas. Tlocnenuna 2.1 je qupeKTHa 1ocieauna TBphema 2.1. Y Be3u ca TBphemeMm
(2), zamaxa ce Ja je numjamerap crabia Koje HeMa JgomuHupajyhm asop dap 3.
Saucra, jenuna crabiia Koja cy Jujamerpa 2 cy 3Be3je, nputom 3Be3ga je D2C
rpad. Takobe, jeaunu konycu koju cy D2C rpadoBu cy 3Be3je, ocTajn KOHYCH
nmMmajy 3Be3my Kao moarpad ma mucy D2C. IIpema Tome, mmjamerap cradia je 2
aKo M caMO aKo je cTad/io 3BBe3/a ca dap Tpu uBopa. [lopes Tora, Taksa 3Be3ma

je D2C rpad. O]

Excentipuyuttiet e(:c(v) YBOpAa U je merosa HajBeha ymasbeHOCT 0oJ1 HEKOT JIpy-
ror usopa y rpady. I'pad je camouentipupar ako CBaKud HEroB UYBOP UMa HCTH
ekcenTpurureT. Ilpewnux ipaga je HajMABU EKCEHTPUIIUTET IHETOBUX YBOPOBA.
Munumaninu camouentpupary Ipag je caMorieHTpupann rpad y KoMe YKIabhatbe
OMJI0 Koje TpaHe JOBOMU JO TOra Ja I'pad BuUille HHje camolleHTpupan. I'pad je
MUHUMANHY d-CaMOUeHTTPUpary Tpagd ako je caMOIeHTpUpPaHu rpad u mMa JIuja-

merap d.

Tepbewe 2.2. Csarxu murumasty 2-camoueriipuparu ipag je D2C. Odpnyto,

ceaxu D2C 1pag xoju nuje 36e39a je MUHUMANHU 2-CAMOUEHTTPUPAHY TPA.

/oxas. Heka je G munumasiau 2-camorientpupanu rpad. Taga je mo nedpunumuju
diam(G) = 2. Ilopex tora, nomro je G MUHUMAJTHU 2-CaMOIEHTpUPaHU rpad,
3aK/bydyje ce Ja yKJamame OII0 Koje rpaHe rpada mosehasa mujamerap, mna je G
D2C rpad.

Heka je caga G D2C rpad. Ako je G 3Be3na, ouja je r(G) = 1, mro 3ua4u
na G HEje MuHUMAJHE 2-camorneHTpupanu rpad. Axko G Huje 3Be3na, oHga G
npema nocyeaunu 2.1 Huje Konyc, mro 3Haum ja je r(G) # 1. C od3upom na
je r(G) < diam(G) = 2, caenn ga je r(G) = diam(G), na je G caMOIEHTPHPAHU
rpad mmjamerpa 2. Ako ce mpernocrasu jia G HEje MUHUMAJTHA 2-CaMOIIEHTPUPAHN
rpad, OH/Ia IIOCTOjU IPaHa € TakBa Ja je (G — e caMOIeHTPUPaH, U TO JujamMerpa 2.
Mebyrum, diam(G) = diam(G —e) je y cynmpoTHOCTH ca HOJA3HOM IPETIIOCTABKOM
na je G D2C rpad. Ilpema Tome, G je MUHUMAJIHE 2-CAMOIIEHTpUPAHU rpad, IuMe

je JIoKa3 je 3aBpIIEH. Il

2.4.3 bBeckonauHa damvmuiauja €O,

VY HacTaBKy ce pa3marpa pamMuimja G@, KOja je omucana y pajy [16].
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Cauka 2.14: I'pad 04@.

Axo je G rpad ca ckynom usoposa V(G) = {uj,us,...,u,} u s € N, rpad
G® uma cxyn usoposa V(G®) = {(up,v) : 1 < p<n,1<v< s}, npu gemy
cy usoposu (a,b) u (¢,d) cyceann ako u camo Cy YBOPOBH a U ¢ cycequn y G.

Ouurnenno je G = GO, Ha camiy 2.14 npukaszan je rpad C,~.

Tspbhewe 2.3. Axo je G D2C ipag be3 wpoyinosa, onga je 3a cearo s € N pag
G® waxohe D2C tpagh bes wipoyinosa.

/lokas. IlpermnocraBusba ce ga 'y rpady c® [OCTOjU TPOYTao ca YBopoBuMa (a, b),
(c,d) u (e, f). llo medburunuju cy tajga IBOpoBHU a,c, e cyceauu y rpady G, cy-
IIPOTHO TPETHOCTaBIM ja y rpady G HEMA TPOYTJIOBA.

Axo je diam(G®) > 2, OHJla He MOCTOje HecycemHu IBopoBu (a,b) u (c,d)
TAKBU Jla HEMajy 3ajeHUIKOr cycema. pyrum peumma, cBaku 4Bop (e, f) &
{(a,b),(c,d)} je cyceman HajBuIe jeHOM OJi OBa JIBa YBOpA, INITO 3HAYU Ja je
YBOp € CyceJlaH HajBUINE jeJHOM O JBa 4UBopa a, ¢ y (G, 3 dera ciean ja je
dg(a,c) > 2, cyupoTHO IPETIIOCTABIIH.

[TperniocraBusba ce j1a ce yKiamameM rpade u3Mely Hip. uBoposa (a, b) u (¢, d)
e joduja rpad mujamerpa 2. To onga snadn ga je dg(® (b, ca3((a,b), (¢, d)) =
2. JIpyruMm pednMa, OBa [Ba 9BOpA UMAjy 3aj€JHUIKOr Cycena y G© — (a,b)(c,d)

u G@, aJim je Hemoryhe ja mocToju Tpoyrao y G®, I1a je TO KOHTpaJiumKIja. [

Hanomena 2.3. /la je upetitioctiaska ga ipap G nema Wpoyinoee dutuna y tpeti-
TOgHOM goKa3y uokasyje upumep na couvy 2.15. I'pap G je D2C ipag u uctyroen
je ycaos s = 2. Yraararem mpane usmehy ueoposa (a,b) u (¢,b), ige cy a, ¢ w6opo-
su y pagy G Koju cy geo Wpoyiaa, goaadu ce go ipada qujametipa 2, WULO 3HAYU
ga G® nuje D2C ipadp.

Tspheme 2.3 omoryhyje koucTpykiujy deckonauaaux damuanja D2C rpadosa.

HososbHO je omabpatu neku D2C rpad G 6e3 Tpoyriiosa, IOC/Ie Yera ce 3a CBaKO
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Ciuxka 2.15: I'pada koju ce Kopuctu y HammoMeHu 2.3.
s € N nodujajy pasmuuntu D2C rpadosu G@; nooujern rpagoBu Takohe HEMA]Y
TpoyrioBe. Hapenna mocienniia gaje eKBUBAJEHTHHA OITUC OBE KOHCTPYKIIHjE.

IMocneauua 2.2. Hexa je G D2C ipagp b6e3 wpoyinosa. 3a ceaxo k = 0 ipad xoju

ce goouja caeghum uthepatlueHuUM TOCTUYTKOM

Go = G,
Giy1 = G,@, 3a 8> 2,
je D2C mpag de3 wpoyinosa.

Zloxas. Pesynrar je mupekTHa mocseanuiia TBphema 2.3 mpema Kome, ako je Gy

D2C rpad 6e3 Tpoyriiosa, ouja je u Gy = G,@ D2C rpad 6e3 rpoyrsosa. [
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I'maBa 3

Kputnunu rpadoBu gujamerpa 2

pedga go 13

Y oBoM moraBJby onucaHo je renepucame D2C rpadosa punrpupameM CrimcKa
CBUX HeM30MOp(MHUX moBe3aHnx rpadoBa y OKBupy nporpama geng [3]. ¥ mporpam
Cy JOJATH TeCTOBU JiFjaMeTpa u KPpUTUIHOCTH. OBUM MPUCTYTIOM JIOOUjEHH CY CBU
D2C rpadosu pema 10 13, mITO je HICKOPaK y OTHOCY Ha JOCAJIAINE Pe3y/Irare — y
nperxoHoM pajy [13] objasmben je crimcak D2C rpadosa peaa g0 10. Onucanu cy
U aHAJIM3UPAHU J00UjeHn pe3yaraTu. [I[poBepeHo je HeKOMKO Xuore3a o HajBehem

opojy rpana y D2C rpadoBuma, o1 KOjux je 3a jeJHy IpoHal)eH KOHTparpumep.

3.1 /lodmjarbe KpuTUIHUX rpadona
dbunrTpupamem

Ba nodmjarbe KAHOHCKOT OOJIMKa CBUX Hem30MOpgHMX rpadoBa KOPHUCTHU Ce
ckyn aJyiata u3 makera nauty. OBaj maker mma MoryhuocT odpajie rpadosa y
HEKOJIMKO IOJpKaHuX popMaTa. Y HACTABKY CE OINCYje HAYMH WHTErPaIllje TecTa
JiMjaMeTpa U KpUTHYHOCTH y IIPOTPaM geng, KOju je Jieo HaBeJieHoT nakeTta. [lopes

TOra, pa3mMaTpa ce MOIyNHOCT MmapaJie/Tu3alnje n3BPIIaBamba.

3.1.1 Fopmart g6

Jenan on mogpxkanux dopmara y nporpamy geng je dopmar graph6 (ckp. ¢6).
Qopmar g6 3a npejcraBbambe rpadosa Kopuctu 64 ASCII kapakrepa oj 3HaKa

07 110 3HaKa ,~". CBaKM 3HAK IIpeJCTaB/ba HU3 OJ IECT OMUTOBA, TAKO Ja 3HAK
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1111110

Cauka 3.1: IIperBapama dopmarta g6 y MaTpuIly mMOBE3aHOCTH

79

! mpencrasba Hu3 ourosa [0,0,0,0,0,0], a 3HaK ,,~” mpeicTaB/ba HU3 OMTOBA
[1,1,1,1,1,1]. Ba (meycmepenu) rpad G koju Tpeda npencrasutu y ¢dhopMary
g6 Hajupe ce dopMmupa HU3 OMTOBA KOHKATEHAIIMjOM OWTOBA U3 JIOWHET TPOYTJIa
(cuMeTpHYHe) MaTpUIle TOBE3aHOCTH, BPCTa MO BPCTa, C JieBa Ha JecHO. Ha Kpaj
HU3a J10J1aje ce moTpedan Opoj Hysa, /1a On JTyKNUHA HI3a OUTOBA OWJIA JIeJbUBA Ca
6.

[Ipukaz rpada y dopmary g6 ysek mma dap gBa ASCII kapakrepa. [IpBu
Ko/iupa peji rpada, a oCTaau KapakKTepu KOAWPajy HU3 OUTa U3 JIOHEr TPOyTJia
MaTpuie nosesanoctu. [IomTo je cBaku KapakTep MPEeJICTaB/bHEH Ca IIeCT OUTOBA,

MaKCUMAJHU peJi rpada KOoju ce MOoxKe IpejcTaBuTu y dpopmaty gb je 63.

IIpumep 3.1. Ha cauuyu 3.1 dpukadano je ogpehusarre matlpuye Uo6e3aHOCTU

paga wuja je upegcmasa popmatny g6 "F7?Fw”.

3.1.2 Tecrt nujamerpa

Y okBHUpY IpoBepe Jia Jiu je aujamerap rpada 2 KOPUCTHU ce BapujaHTa aJro-
purma BES, ca orpanndemeM ayOnHe Ha 2, 9UMe ce 3a m3adpaHu YBop v oapebhyje
ckyn Ny(v). 3a 3amaru rpad G = (V, E) musop v € V = V(G), ckyn No(v) rpada
MOXKe ce epUKacHO OJIpeUTH aKo je rpad mpeacraBbeH Hu3oM A memux Opojesa,
4qnje duHapHe mudpe oJroBapajy BpcraMa maTpuile nosedanoctu. [Ipumep oBakse
CTPYKType MoJlaTaKa IIPUKa3aH je Ha caunu 3.2.

Yenos diam(G) = 2 exsusanentan je Taga yeaosy \ oy 4w = 2" — 1, jep
BPCTU OJI CBUX jeauHHIA ojarosapa opoj 2" — 1. Ha caumu 3.3 npukasaH je KO
anropurma N2(A, n,v) Koju peasusyje oBaj yciaoB. ¥ Tom Koy Bit(m, i) oznaua-
Ba i-TU OUT Opoja m, npu 4deMy je mHJekc HajHrmker outa (. [Ipomenssusa N2v

npejicraBba ckyn Na[v], a dpoj 2¥ oxroBapa BpCTH ca jeJHOM jeJMHUIIOM Ha I10-
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000O0O0O0T1 1
000O0O0©O0T1 1
000O0O0©O0T1 1
000O0O0O0TI1—=]1
000O0O0GO 01 1
000O0O0©O0T1 1
1111110 126

Crnuka 3.2: [Ipumep mpeacraB/barba MATPHUIE TOBE3aHOCTH HU30M IEJUX OPOjeBa
qrje duHapHe 1udpe cy ojrosapajyhe BpcTe MaTpuUIiie MOBE3aHOCTH.

// Aln] - =Hus Bpojema Koju
// TpezmcTaBmajy MaTpHIY
// mnoBesanoct: rpapa G = (V,E)

/! n=|V];
// v€E€YV - modeTHu 4BOD;
N2(A,n,v)

N2v <+ 0

for 1+ 0 to n—1 do
if Bit(A4,,i) =1 then
N2v <+ N2vV A;
return N2v

Ciuxka 3.3: N2(A,n,v).

sunuju v, na je yciaos No[v] = V' ekBuBasientan ca yciaoBom N2v V2V = 2" — 1.
Croxkenoct asropurMma ca oBuM KojoMm je O(|V]).

Yeqos diam(G) = 2 ekBuBasienTa je yciaosuma |E| < (“2/‘) (ma G Hmje KOM-
mwieran rpad) u N2(A,n,v) V2" = 2" — 1 3a ceako v = 0,1,...,n — 1. OBa
IIPOBEpa Cce MOXKe yCaBpIIUTHA OjroBapajyhnm m3dopom dBopa v € V 3a Koju ce

OPBO [IPOBepaBa ucymweHocT yeaosa N2(A,n,v) V2V =2 — 1:

® AKO YCJIOB HUje WCIYHeH 3a 4Bop v, Taga je diam(G) > 2 u Hema morpebe

IIpoBEpaBaTU UCTU YCJIOB 3a OCTaJie 9YBOPOBE.

® aKO je YCJIOB UCIIYyIbeH 3a YBOP v, JIAKO ce IPOoBepaBa Jia je JTOBOJHHO IPOBe-

PHUTH MCTH yCJIOB CAMO jOIII 3a YBOPOBE U3 oKosinHe N(v).

YcaBpiiieHa BapujaHTa IIPOBEPE peaJn30BaHa je KomoM isd2( A, n, m) npuka3aHuM
Ha ciumu 3.4. Cinoxenoct ose mposepe je O(|V| - | Na[v]])
Y norneny wHaunHa u3dbopa modeTHor usopa v € V(G) U3BeJeHU Cy eKCIepH-

MEHTHU Ca JB€ XCYyPUCTUKE:
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// Aln] - Hus &pojema xoju
// TpencTaBBajy MaTpHLY
// mnosesamoctu rpapa G = (V, F)
/] n=1V];
// m=|E|;
isd2(A,n,m)
if m=(}) then return false
choose a starting node v
N2v «+ N2(A,n,v)
if N2vv2°<2"—1 then
return false
for w<+ 0 to n—1 do
if Bit(N2v,w) =1 then
N2w < N2(A,n,w)
if N2wVv2¥ <2"—1 then
return false
return true

Cauxka 3.4: isd2(A,n,m).

e H1: Ilouernu uBop v je jeman o uBopoBa ca HajBehuMm cremenoMm y rpady

G;

o H2: [Toyernu 4BOp v je jeslaH 0OJ1 YBOPOBaA Ca HAjMAIBLUM CTEIIEHOM y rpady

G.

Ako mocroju BuIle IBOPOBa KOjU 3aJI0BOJbaBajy M3adpaHU KPUTEPHUjyM, OHJIA CE
y3UMa IIPBU TaKaB YBOP IIPEMa PEeJIOCIIEly YBOPOBA Y KAHOHCKOM OOJIMKY rpada.

Cepxa xeypucrtuke H1 je ma cmamn Opoj mosusa dyukuuje N2(A,n,w). C
Jpyre crpase, ako je diam(G) > 2, xeypuctuka H2 nosehasa Beposaruohy orkpu-
Bama Ja je diam(G) > 2 npBoM IIPOBEPOM, IITO YnuHU ocTase mposepe N2(A, n, w)

CyBUITHUM. YKyIIHa cJIozKeHocT Tecta jujamerpa je O(|V|?), onnocuo
e O(IV]), axo je No(v) # V., u

o O([V]|N2(v)]), axo je Na(v) = V.

3.1.3 Tect kpuruuHoctu rpada aujamerpa 2

[Tposepa ga s je rpad G = (V, E) D2C rpad Bpru ce camo ako je diam(G) =

2. Heka je A marTpuiia HU3 meJux OpojeBa 4uje cy OMHapHE Iudpe BpCTe MaTPHUIE
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// A[n] - Hu3 Bpojema kKojum
// TpencTaBBajy MaTpPHIY
// mnosesaroctu rpapa G = (V, F)
/] n=1V];
// m=|E|;
isd2c(A,n,m)
if —isd2(A,n,m) then
return false
for u+ 0 to n—1 do
for v u+1 to n—1 do
if Bit,(A,) #0 then
if A,NA,#0 then
A+ array of G~ (u,v)
if —isd2(A’;n,m —1) then
return false
return true

Cruka 3.5: isd2c(A,n,m).

noBe3anoctu. ['pana uv € E je Tpoyraona ako je A, A A, # 0. lomaruo yHampehe-
b€ TeCTa KPUTHUYHOCTH 3aCHUBA Ce Ha YUILEHUIH JIa je JIOBOJHHO IIPOBEPUTHU YCJIOB
diam(G \ vw)) > 2 camo 3a Tpoyraone rpane uw € E. Ouucanu tect peajn3oBaH

je xomom isd2¢(A,n,m) npukazanuMm Ha cauiy 3.5 CII0XKEHOCT OBe MpoBepe je

O(IE|[V]?) = O(IV[").

3.1.4 MHuaTerpamnuja TectoBa y mporpam geng

[Tporpam geng [3]| je meo makera nauty ¥ KOPHCTH Ce 3a JINCTAHe CBUX IIO-
Be3aHUX Hem30MOPGHUX rpacdoBa KOju MMajy 3aJaT OpPoj IBOPOBa M OPOj I'PAHA.
[Iponabenu rpadosu npukasyjy ce y dopmary graph6 xKoju je onmcan y tauxku 3.1.
Nmymtemenranmja ucrama cBux D2C rpadoBa ypahena je yrpaamoM OMucaHUX
TeCcTOBa JIMjaMeTpa U KPUTUIHOCTU Y IIPOTrpaM geng

VKOJIMKO ce KpO3 IO3UB IporpamMa geng MpoCae i apryMeHT -¢ ca OpojeM n
9BOPOBa rpada, geng U3JIMCTaBa CBe MoBe3aHe rpadose pesa n. Kajga dyaknmja
main y mporpaMy geng a00uje apryMeHT -c¢, JOI'MYIKO] IIPOMEHJbUBO] connecl nojie-
Jbyje ce Bpeanoct TRUFE, a riodajiHoj MPpOMEHIBUBO] cONnec IoJe/byje ce BPeIHOCT
1. 3a uzymncraBame rpadoBa peKyp3UBHO ce 1To3uBa GpyHKIHIja genexrtend. Y GyHK-
nuju genertend Ha OCHOBY BPEJIHOCTH TJIOOAJIHE ITPOMEHJBUBE connec rpadoBu ce

dunrpupajy nosuBamem dyHKIHje isconnected.
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Ha cimuan nadun pyHkmnuja isd2c UMILJIEMEHTHPA TECT KPUTUIHOCTU. Y PYHK-
IUjy main JoaaTa je IpoBepa Jia Jin je Kpo3 IM03UB IIporpama rmpocjehen aprymenT
-k, koju o3Hauana sa nporpam tpeda ja ussmcra cee D2C rpadose pena n. lona-
Ta je U ry10dasIHa JIOTUYKa IPOMEH/bUBa d2¢ Yuja BPETHOCT 3aBUCH OJ TOTA JIa JIA
je y mporpam npocjehen apryMeHT -k u Koja oxpebhyje na au dpyakuuja genexrtend
Tpeda j1a mo3uBa MYHKINU]Y 4Sd2c TIPUIUKOM (DUITPUPAIHA.

Oyukimja 1sd2¢ ca KOJIOM Ha CJAUNM 3.5 UMILIEMEHTUPA TPOBEPY KPUTUIHOCTH

U IpUXBaTa apryMeHTe
e graph *g — rpad Koju Koju Tpeda NPOBEPUTH,
e int n — pex rpada g, u
e int m — Opoj rpana y rpady g.
Tum graph nedunucan je y maxkery nauty m KOPUCTHU ce 3a IIpeJICTaB/barmbe rpada
nestodpojHuM Hu3oM (HU3 A y Komy Ha caurnm 3.5). Y dbyHKuuju isd2c 3a cBaky

TpoyraoHy rpany e € F mosusa ce dyHKImja isd2 koja nposepasa ycyoB diam (G~
e) > 2.

3.2 Pezyaratu

[Ipukagyjy ce pesyiaraTu eKCIepUMeHaTa CIPOBEJIEHUX & OU Ce yIOPeIuia
edukacHoCT JBe onucane xeypuctuke. PopmMupanu cy Karajo3u rpacdosa gujamve-
Tpa 2 peaa 1o 12 u D2C rpadosa pesa 10 13. Kopucrehu oBe karajore mpoBepeHo

je HekoymmKo xunore3a y Besu ca D2C rpadoBuma.

3.2.1 Ilopeheme nBe xeypucruke

Excriepumentuma ce mporemyje edpukacHocT renepucama D2C rpadosa usBp-
IMaBamkeM OIMCAHOT mporpama. [Iporpam je u3BpIinaBan Ha padyHapy Ca MIPOIECO-
pom AMD Ryzen 7 4800H (2.90 GHz) ca 8 jesrapa, u orepaTuBHOM MEMOPHUjOM
16GB.

Panu nopehema xeypuctnka cBu Hem30MOp(MHU MMOBe3aHN TPadOBU Cy MOIEThe-

HU y HEKOJIUKO I'Pylia:

e CO0: cBu noBe3anu rpadosu,
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e Cl: rpacdoBu G Koj Kojux 3a uzadbpanu 9Bop v Bazku Nao[v| # V' (u 360r Tora
diam(G) > 2),

e (C2: rpadosu G KoJ Kojux 3a n3abpanu 4Bop v Baxku Nao[v] =V, npu demy
je diam(G) # 2, n

e D2: rpacdosu G 3a je diam(G) = 2.

Ba 0de xeypucruke Baxu |C1l| 4 |C2| = |CO| — |D2|.

C obzupom j11a geng ucta rpadose ca 331aTuM OpOjeM YBOpOBa N U T'PaHa, m,
IIporpaM geng ce MOXKe U3BPINABATH MMapaJieTHO, HE3aBUCHO 3a Pa3JIMINTE BPE]I-
HOCTHU M.

Kowmmterna smcra D2C rpadosa pema 10 11 ce moxke modutn u Oe3 mapaJie-
smzaruje. 3a rpadose pera 12 u 13 momuduroBana Bep3uja mporpama geng je
n3BpIIaBana mapaJjenano. [lapagenno nponanaxkeme ceux D2C rpadosa pema 13
TpajaJio je IPeKo Mecer] JIaHa.

Bpeme y cekynmama moTpedHo 3a JiMcTambe CBUX rpadoBa Iujamerpa 2 pejia 10

12 npukazano je y Tadbenn 3.1.

CekBeHInjaTHO [Tapasenno
n H1 H2 H1 H2
9 0.1 0.1
10 2.9 3.2 0.6 0.7

11 278.8 303.9 41.3 44.6
12 | 43717.7 | 47796.0 | 6147.8 | 6839.0

Tadena 3.1: CekBeHnujaiHO U IapaJiesHO BpeMe onipehuBama cBux rpadosa juja-
MeTpa 2 .

Edukacroct oBako mmIieMeHTHpaHe IapaJjen3alifje je OrpaHudeHa quibe-
HUIIOM J1a Opoj rpadoBa jmjaMerpa 2 MMa MPHOJMKHO OMHOMHY PACIOIETy V
3aBHCHOCTH OJI BeqmduHe m. 3a rpadose pema 12 HajBuUIe BpeMeHa HMOTPEOHO je
3a nposepy rpadoa Besmaunne 33 u3 rpyie C0, u To 3a xeypuctuke H1 u H2 pe-
oM 4136.21s u 4552.41s; yKynHO BpeMe u3BpIaBama (Tj. mpoBepe cBUX rpadosa
u3 rpyne C0) je 43717.69s u 47796.05s. [Ipema Tome, 3a mapasenu3anujy nperpa-
re 3a rpadose peqa 12 y upeannom ciaydajy je norpeduo 11 mporecopa (jesrapa).
Kako ce xeypuctuke H1 nokazaja edpukacHuje 3a rpadose peja 13 kopurihena

je camo xeypuctuke H1.
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-5 n
|D2[/]DO]
logy(|1D2C/|D2|)

R B
3 4 5 6 7 8 9

n

Cawuka 3.6: Sasucuoct |D2|/|D0| u log,,(|D2C|/|D2|) ox n, n < 12.

| |
10 11 12

3.2.2 Hajmame u HajBehe Besmmunae D2C rpadoBa pema
n <13
bpoj D2 rpadosa pema mo 12 u D2C rpadosa pema g0 13 npukasan je y

tadbesn 3.2. Hwujarpam wa ciauru 3.6 mpukasyje 3asucHocT oiHoca |D2|/|DO0| u

merosor jiorapurma log,,(|D2C|/|D2|) ox pena n rpadosa.

n ID2[ | |D2C]
3 1 1
1 1 2
5 14 3
6 59 5
7 373 10
8 4154 30
9 01518 | 103
10 4116896 | 519
11| 369315249 | 3746
12 | 64093257952 | 40866
13 688118

Tadena 3.2: Bpoj D2 u D2C rpadosa.

[Tosuaro je ga cy ckopo cBu rpadoBu BeJUKOr pefa aujamerpa 2 [4]. dujarpam
Ha cauna 3.6 mokasyje fa je yaeo D2C rpadoBa y omHOCY Ha cBe moBe3aHe rpadose

usnaz 5 3a n < 12. C apyre crpane, onnoc |[D2C|/|D2| &pso onaza ca pegom n
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rpacdoBa, dap 3a n < 12.
Y Tadenm 3.3 cy mpukaszane MuHIMaJIHe 1 Makcumasne peanantae D2C u PD2C
rpadosa 3a pes rpada 10 13. Munumamaun D2C rpadosu cy 3Be31e S, u camo 3a

IbUX Ce JOCTHUXKE J0Iba I'PaHUIla BEJIMYINHE.

Mun. m Mum. m Maxkc. m Maxkc. m

n D2C PD2C PD2C D2C

3 2 2
4 3 4
5 4 5 5 6
6 5 8 8 9
7 6 9 10 12
8 7 12 13 16
9 8 14 17 20
10 9 15 20 25
11 10 18 24 30
12 11 20 32 36
13 12 22 36 37

Tadena 3.3: Hajmame u mHajsehe Bemmaune D2C, ognocao PD2C rpadosa pemsa 10
13.

Y T1adenu 3.4 je npukazan 0poj rpacdosa 3acuheHnx TPOYIJIOM 0e3 TPOyIJIOBa

u opoj D2C rpadosa.

n |D2C)|
3 1 1
4 2 2
) 3 3
6 4 5)
7 6 10
81 10 30
91 16 103
10 | 31 519
11| 61 3746
12 | 147 | 40866
13 | 390 | 688118

Tabena 3.4: Bpoj rpadosa 3acuhenux Tpoyryiom de3 TpoyriaoBa u opoj D2C rpa-

dona.

40



I'VIABA 3. KPUTHYHH I'PA®OBH JJUJAMETPA 2 PEJIA /10 13

Ciuka 3.7: Beckonauna damumuja Cy [10, Figure 1]

3.2.3 IIpoBepa xumore3a o D2C rpadoBuma

JIucra modbujennx D2C rpadosa pena mo 13 je mckopumheHa ga ce IpoBepHr
HEKOJIMKO XUIIOTe3a HaBeJeHuX y paiy [10].
[Tnecunux [6] (Plesnik), Mapru (Murty) u Cajmon [8] (Simon) cy He3aBHCHO

dopmymucaau ciaemehy xumorely o ropmoj rpanniu Beanunae D2C rpadosa.

Xumoreza 3.1. D2C ipag pega n uma najeuue L”IZJ pana. Jegnaxocti ce gocuiu-

JlIce camo 3a YpasHolWesHcere Komusettne 5uﬂap1ﬂumue Z_pCLéOSG.

®an (Fan, [9]) je mokasao ja je oBa xumoresa TadHa 3a rpadoBe pela 0
n < 24. OBre je Ta TBp/Ama JeJ0M TpoBepeHa 3a rpadose pemga n < 13. 30or
3HaYaja OBOI' TBpPDEma, HEroB J0Ka3 je U3JIOKEH Y TOJI0eIbKY 2.3.2.

Llomunupajyha Tpana je TpaHa 3a KOjy BaxKH Jia je CBaKU YBOP I'pada cyceman
SapeM jesHoM Kpajy Te rpane. @amusuja rpadosa oznaudena ca Cs [7] je bamummja
rpacdoBa kKoja ce g00uja 3aMEHOM TPHU y3aCTOIHA YBOpa X1, Ty, T3 U3 IMUKJIyCa
rpada C5 ca Tpu He3aBucHa ckyna usopoBa X, Xo, X3 maksux ga je |Xs| €
{12%52][2521}, tae je n pen tako mpodujenor rpada, Bugern nomoaesbak 2.4.3.

Hejmu (Dailly) je y pamy [10] dopmysucao ciregehy xunoresy o ropioj rpaHuIm

Besmmunne HebunaprutaHor D2C rpada 6e3 momunupajyhe rpame.

Xwumoresza 3.2. Hexa je G nedutap@uiminu D2C pagd 6e3 gomunupajyhe pare.

(n—1)°
4

u camo axo G uputaga pamusuju Cy .

Taga G uma najeuwe | |+ 1 pana. 3a gosowro eesuko n WEPGHA 8aAHCU GKO

Hagenena xunoresa je nposepena 3a D2C rpadose pena 0 13; nuje nponahen

HUjeJaH KOHTPAIPUMED.

Xwunoreza 3.3. Hexa je G nebutapwutmnu D2C tpad pega n. Axo G nuje uso-
mopgan papy Hs upurxazarom wa couvyu 3.9, onga G uma najeuwe L@j +1

Tpana. Bpoj Tpana goctiuoice 08y Topry Ipanuyy axo u camo axo G tputaga ga-
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@ <
8w
Y
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(m)

(@)
(h)

(k)

Cmuxka 3.8: Hedunapruruu D2C rpadosu pena 1o 11 ca L@j + 1 rpana koju
ne npunasajy damumuju Cs . Tomunupajyhe rpane cy nogebbane |10, Figure 3.

Cimka 3.9: I'pad H5 je D2C rpad ca momunupajyhiom rpanom (momed/bana Ha
camm) 10, Figure 2|.

muauju Cd uau je usomopdan jegnom og Wpunaecti Tpagosa (usysetiara) pega

< 11 apurasanux na cauuu 3.8.

JIucra nsyseraka ca rpadouma peja n < 11 je Bepuduxosana. [lopes Tora,

nponaben je jomr jegan HoBU rpad — m3yseTak peja 12 Benuunne 32, mrTo je Behe

o1 L@J +1 = 31, Bugeru cauky 3.10. Taj rpacd nma momunupajyhy rpany xoja
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Cruka 3.10: I'pad koju je kouTpanpumep xunoresu 3.3. Jomuaupajyha rpana je

0b0jeHa IPBEHO.

je Ha cauiu odojeHa IpBeHO. HapaBHO, mpoBepeHu cy m cBu rpadoBu peja 13;

mehy mwuma Huje nponahen HE jeqaH KOHTpAIpUMED.

43



I'maBa 4

Mwnuaumaaau D2C rpadoBu Koju

caapxke KJIuky K,

Y oBoM TorIaB/bYy Ce ToKa3yje ma ako je m > 3, onma D2C rpad Koju caapxku
kmky K, kao nmoarpad nma dap 2m usoposa (ome/pak 4.2) u ma 10 Ha U30MOD-
duzam nocroju tauno jeman D2C rpad ca 2m uBopoBa Koju cajip:ku Kauky K,
(omespak 4.3). Y noka3sy ce kopucru Jiema o crpykrypu D2C rpada xoju caiap-

x)u KKy K, (omemak 4.1) u Teopema 2.2 0 KpUTEPHjyMy KPUTHIHOCTU I'DAHE Y

rpady.

4.1 Jlema o crpyktypu D2C rpada koju

caap>Ku KJIuky K,,

Axo D2C rpad G caapxku kiuky K,,, m > 3, oujga u3 diam(K,,) = 1 caeau
ma je |[V(G)] =2 m+ 1. Heka K = K(G) C V(@) o3nHagaBa CKyI IBOPOBa KOju
npunaiajy kianku u Heka je A = A(G) = (Uyex N(v)) N\ K ckyn uBoposa rpada
CyCceIHUX YBOpOBHMA KjnKe. V3 dumenure ga je rpad G moBe3aH cjieau Ja je
|A] > 1. Ba uBop v € A TakaB ma je | N(v) N K| = 1 xaxe ce na je jegnoctupyro
wosesan IBOp (y OJHOCY HA KJIMKY). 3a jeJHOCTPYKO MOBE3aHU YBOP v Heka v’

O3HaYaBa JAPYI'H Kpaj IpaHe Koja v moBe3yje ca KJIuKoM, Tj. Heka je N(v)NK = {v'}.

Jlema 4.1. D2C wpag xoju cagpotcu kauky K, y ogrnocy wa xauky uma dap m — 1

JEGHOCTUPYKO TOBE3AHUL UE0POBQ.
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K,
B §$gx/xz
‘\,/ — / \/
(a) Km (6) Hy (8) Hy

Cnuka 4.1: I'pacdoBu Koju ce pazmaTpajy y OKBUPY J0Ka3a jeme o cTpyKrypu D2C
rpada koju cajpxku Kiauky K, 3a m = 5.

Jloxas. TlpernocraBuba ce na je v € A HeKHM 9YBOp BaH KimKe, Takas Ja je | N(v)N
Kl=k>1.

e Akoje k> 1wu u,w € N(v) N K (rpad H;, ciuka 4.15), onga uBop v Huje
pazaBajajyhu HU 3a je[Hy IpaHy y KJIUKH KOja je ITOBe3aHa Ca YBOPOM U, jep

je 9BOp v moBe3aH ca 00a UBopa u, w. McTu 3ak/pydak BaxkKu u axko je k > 2.

e V mpoTUBHOM, aKo je k = 1, oHJia je YBOp v pa3jBajajyhu 3a cBaKy I'paHy
(v, w), w e K~ {v'} (rpad Ha, ciuka 4.18).

Axko je Opoj jemHOCTpyKO TOBe3aHWX YBOpoBa y rpady G mamu ox m — 1,
OHJIa TIOCTOje DapeM JiBa YBOpa U, w € K KOjU HHUCY jeTHOCTPYKO MOBE3AHU. Y TOM
cJiydajy TpoyraoHa I'paHa uw HHje KPUTHYHA, jep y rpady y OJHOCY Ha by He
nocroju pazasajajyhu uBop (ApyruMm pednMa, yKJIamameM Te TpaHe He moBeliaBa
ce nujamerap). Hakime, y D2C rpady G koju cagpxu xiuky K, xao noarpad

rocroje dap m — 1 jeTHOCTPYKO MOBE3aHUX YBOPOBA Y OJHOCY HA KJIUKY. ]

4.2 Homa rpanuinia 3a pea D2C rpada koju
caJp>kKu KJIuKy K,

Teopema 4.1. Hexa je m > 3 u nexa je G je D2C mpag xoju cagporcu xauxy K,,.
Taga je |V(G)| = 2m.

Zloxas. IlpermocraBusba ce cynmpoTHO, fda je m > 3 u ma nocroju D2C rpad G pena
2m — 1 xoju caapxu kauky K,,. Ha ocnoBy sneme 4.1 je |A| = |A(G)| = m — 1.
Heka je A = {v1,v2,...,0,_1}. Heka je uBop v; € A nosesan ca usopom v, € K,

i=1,2,...,m—1, u HeKa je w mpeocTagn YBOp Kiuke, Tj. K \{vi, v, ..., Uy 1} =
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K,

|/ v
o0
v}

Cnuka 4.2: I'pad Koju ce KopucTu y I0Ka3y m0me rpanmie 3a pen D2C rpada
KOju caJip:Ku KJIMKy K, 3a m = 5.

{w}. Osnaveno ca Hjz (cimka 4.2) rpad Koju caiap:Ku KiIuky u m — 1 gojaTHe
rpaHe Koje MOBe3yjy YBOpPOBE KJIMKE Ca OJroBapajynuM jeIHOCTPYKO IMOBE3AHIM
yBopoBHMa. AKO je i # j, onma je dp,(vi,v;) = 3 > 2, 1j. cam rpad Hjs mmje D2C
rpad.

[Tormrro cy 1o TpeTnocTaBI YBOPOBU V1, Vg, . - . , Uy JEJHOCTPYKO TOBE3AHM,
Ja ou ce ox rpacda Hs modbuo D2C rpad, moryhe je momatu camo HEKYy OJ1 I'paHa
vvj, @ # j. MehyTmm, Taga je {v;, vi} C N(vj) N1 N(v;) m {v;, v} € N(vj) NN(v;), m
4BOD v; HUje paz/jBajajyhu 3a rpane vjv; u vjv}, Te cy ose rpane cysuiine. [Ipema
ToMme, HeMoryhe je momaru rpany y rpad Hs tako ma Ttako godujenu rpad Oyie
D2C. Tuwme je mokaszano ja Besmauna D2C rpada koju cajap:ku Kiauky K, Mopa

Ja oymie dap 2m. Il

4.3 JeauncrBenu D2C rpad pena 2m koju

caJp>kKu KJIuKy K,

Heka je 3a m > 3 rpad G,, qedunncan cBOjuM CKyIIOM IBOPOBA

V(G,) ={w,z} U O{Ué,vi}

7 TpaHa

E(G) = (W)U | {{<w,vz>>,<v;,vi>,<vi,x>}u U <v;,v;>}.

i=1 Jj=i+1

Ha coumu 4.3 1 npukazan je rpad Gs. ¥ HACTaBKY ce JIOKa3yje Jia je ca TavHOoIIhy

1o Ha nzomopdusam G, jenmau D2C rpad pema 2m koju canp:xku KiIuKy K,,.
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K,

Teopema 4.2. Hexa je m > 3 u nexa je G D2C ipagh pega 2m xoju cagporcu Kiuky

K,.. Taga je tpagp G uszomopgpan ca ipapom G,,.

Jloxas. Ha ocuoBy jieme 4.1 je |A] = |A(G)| > m — 1. Heka je Hj rpad us
JTOKa3a IMPETXO/IHE TeopeMe, KOjU CaJIPXKU KJIUKY OJ IBOPOBa W, V), Vy, ..., v | U
ojJroapajyhe jeIHOCTPYKO TOBE3aHE UBOPOBE Ui, Vg, ...,Um_1, 0€3 UjeJHE TDaHE
vv;, © # j, sugern cauky 4.2. Heka je H, rpad koju ce ox rpada Hjz moduja
JI0/IaBA-eM M30JI0BaHOr uBopa = (cymka 4.3a). Pasmarpa ce jia jim ce JojaBameM

HeKnXx rpana oj rpacda Hy moxe modoutu D2C rpad. Ilocroje aBe moryhuocTn:

e /lomaTu Hajupe HEKY Tpamy v;v;. AKO je Ha IpuMep J0/1aTa ITPaHa v1vs H IBOP
X HUje MOBe3aH Ca KJIMKOM, OHJIA je IpaHa v|v) CyBWIIHA. JeJMHU HAYUH J1a
rpaHa vjv, IOCTaHe KPUTHYHA je jia ce y rpad Hy 101a TadHo jeqHa o1 rpaHa

/ /
VT, VIT.

Heka je Hs rpad xoju ce moduja ox rpada H, mojaBameM TrpaHa vivs U
viz (ciuka 4.30). Ako ce rpaHa v;v; Pa3IMIUTa O V1V aoja y rpad Hs,

OHJIa TpaHa KJMKe vv; mocraje cysummna. OBa rpaHa He MOXKE Ja ITOCTAHEe

!/
J
KPUTHUYIHA JIOJaBabeM I'paHe Koja IOBe3yje UBOp T Ca KJUKOM, 3aTO IITO
YBOp T TaJa IpecTaje Ja Oyje jeIHOCTPYKO MOBE3aH W TpaHa vjv, mocTaje
cysummna. Hu jenma rpana vv; cem v1v, He MoxKe Ja ce Jiofa y rpad Hs.
[Mommro je tama dist(v;, x) > 2 3a cBako i # 1, cBe rpane v;z, i # 1, Mopajy
oburu nomare y rpad Hs. Heka je Hg (cimka 4.3B) rpad jmodujen Ha 0Baj

Ha4MH.

C obzupom ma je dy,(vi,v3) > 2, cMambeme aujaMerpa ce He MOXKe mocTulin
JioJlaBabeM HOBUX rpana y Hg, MTO je y KOHTPAIUKIIUJU Ca TPETTIOCTABKOM

Jla TpaHa v;v; MOXKe Jia ce noja y rpad Hy.

e Jemune mpeocTaJie rpaHe Koje MOry Ja ce J101ajy y rpad H, cy rpane Koje ca-
npxke 9Bop x. [a ou y mobujenom rpady ouo ucmymen yeiaos dist(v;, v;) = 2
3a cBaku map (i,7), ¢ # j, IBOp T Mopa Ja OyJie CycelaH ca CBUM 9YBOPO-
BUMA U1, Vg, . .., Un_1. Heka je H; (ciuka 4.3r) rpad koju ce moduja ox Hy
JI0JlaBabeM HaBeJIeHUX I'PaHa.

[Mommro je dy,(w,z) = 3, HOTpedHO je Io7aTH TPaHy O/ YBOpa & Ka HEKOM
yBopy u3 kJimuke. Ako ce y H; jnofa rpana wr, OHJA I'paHa wv) MOCTaje
cyBuinHa. JeauHa npeocraia MOryhHOCT je ja ce Jojla HeKa I'DaHa v, HA

npumep rpana viz. Heka je G (cimka 4.31) oBako jobujen rpad.
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Bakspyuyje ce na je G jequnn (10 Ha m3oMopduzam) rpad Koju cajpKu KIUKY

K,, n xoju moxe na oyme D2C.

[Tpu tome je diam(G) = 2, jep je

dist(a,b) = 1 3a cBaka jaBa uBopa a,b € K, a # b;
dist(w, v;) = 2 3a cBako 1 < i < m;

dist(w, ) = 2;

dist(v,v;) =1 ako je 1 <i=j <m;

dist(v}, v;) = 2 3a cBaka aBa uHmekca 1 < i,j < m, i # j;
dist(v], ) = 1;

dist(v}, x) = 2 ako je 1 < i < m;

dist(v;, ) = 1 3a cBako 1 < i < m.

ITopen Tora, cBe Tpoyraoune rpane y rpady G cy KpuTudse, jep

D2C

rpaHa wv| je KpUTUIHA U v; je HeH pa3asajajyhin aBop;

ako je 1 < i < m, oHzIa je rpaHa v|v; KpUTHYHA U v je HeH pasasajajyhu

IBOP;

ako je 1 < 4,j < m, i # j, oHJia je TpaHa v;v; KPUTUYHA U v; je IbeH

pazaBajajyhu 9aBop;
9BOp W je pa3asajajyhu 3a rpane viv; u vix;
9BOP vy je pasjBajajyhum uBop 3a rpaHy viT.

rpacd G usomopdan je rpady G,,. Tume je 3aBpien j10ka3 Teopeme. O

[IpBux mHekosmko rpadosa G, npukaszanu cy Ha caurnu 4.4.
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K,
K . .
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[ ] 2 L} : [ :
(a) Hy (6) Hs (B) Hg
| 3 [.;\l\ [ 2 L ]
| %
o . \u o
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Cruka 4.3: I'padoBu koju ce kopucre y nokasdy jeamacrsenoctu D2C rpada pena
2m koju cazpxu KUKy K, 3a m =5

N
VNN

Cruka 4.4: D2C rpadosu G,, pena 2m, Koju cagapxke kKinky K,,, 3 < m < 8.



I'maBa 5

D2C rpadoBu ca HajMamuUM

OpojeM rpaHa

[Tpema teopemu Epgema-Pemuja (Teopema 2.4 y oe/bKy 2.3.3), BeJnInHa CBa-
Kor rpada aujaMeTpa 2 Koju HeMa JJoMUHUpajyhu uBop je dap 2n — 5. domwy rpa-
HUILy BeJguduHe 2n — 5 moctmky rpadosu u3 dammwimje G (Bugern ciauky 2.11)
u rpadoBU KOjU Ce OJi IbUX MOIY JOOUTHU OIEPAIMjoM JyILIMparba YBOPOBa Ha
pacrojamy 2. Tauno Tpu rpada uz bamunuje G cy PD2C rpacdosu — 1o cy ympa-
Bo rpadosu npukazanu Ha caunu 2.11. Chenehn jioruvuan Kopak je pa3zmarparbe
PD2C rpadosa npse nHapegne moryhe Bejuunte, 2n — 4. Y 0BOM IOIJIaBJbY Jiedu-
uutre ce deckonauna davuanja PD2C rpadosa Z koja 3a cBako n < 6 cajapxku
o jeman PD2C rpad semmunne 2n — 4. Ilokasyje ce ma mocroju ykymao 7 Xa-
vuaronosux PD2C rpadosa Benmuunne 2n — 4. Ilopen Tora, mocroju jegan PD2C
rpad pema n < 13 Besmmamne 2n —4 Koju HEje n3 dhamuanje Z u HUje XaMUITOHOB.
Dopwmynucana je xurnoresa ja ceu PD2C rpadosu pena n > 10 u Besmmunne 2n —4

npunaiajy damuwimjn Z.

5.1 Amnanmza coucka PD2C rpadoa Beaundune
2n — 4 pega oo 13

Qunrpupamem crimcka D2C rpadosa nodujen je ciimcak PD2C rpadosa pena
n < 13. Y Ttabenu 5.1 npukazanu cy opojesu PD2C rpadosa pema n < 13. Samazka
ce ma je ymeo PD2C rpadosa y okBupy D2C rpadosa mocta Beauku, dap 3a
rpadose pesa n < 13, Bugeru gujarpam 5.1.
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n D2 | [D2C] | [PD2C]
3 1 1 0
4 4 2 0
5 14 3 1
6 59 5 1
7 373 10 2
8 4154 30 11
9 91518 103 36

10 4116896 519 240

11 369315249 3746 1986

12 | 64093257952 | 40866 25259

13 688118 | 485958

Tadena 5.1: Bpoj D2 u D2C rpadosa.

log,(|D2C1/|D2])
10%10(|PD20‘/|D2C’)
_7 | | | | | |

[I—
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
n

Cnuka 5.1: Ognoc log,,(|D2C|/|D2|) u log,o(|PD2C|/|D2C|) 3a n < 12.

N3 nodujenor crmmcka PD2C rpadosa pema n < 13 usnsojenu cy PD2C rpa-

doBu Beumunne 2N — 4 U MOME/HEHU Y TPHU TPYIIE:
e rpacdoBH KOju UMAjy jeJIaH IBOP BEJUKOD cTereHa (ciauka 5.2);
e Xamwironosu rpadosu (ciauka 5.3);

e jejiaH oJ1 TUX I'padoBa KOjU HEMA YBOP BEJUKOI CTEIeHa U HUje XaMUJITOHOB

(ciuka 5.4).
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P

Cauka 5.2: I'padosu Z,, pena n (6 < n < 13) u Besmaune 2n — 4.

5.2 damuauja Z

I'pad Z,, n > 6, necdbunucan je na cienehm maunmn. Heka je x ocrarak nipu
Jebery n ca 2 u Heka je y = (n — 2 — x)/2. Heka je T yommrena 3Be3ja ca
YBOPOM ¢ Kao IEHTPOM, Ca T IyTeBa Jy:KuHe 1 U y ImyTeBa Jy:KUHE 2 KOjU I0J1a3€e
u3 4uBopa c. I'pad Z, ce noduja on rpada T momaBarmeM YBOpa v TOBE3AHOT
rpanama ca cBuM uyBopoBuMa u3 ckyna V(T') \ {c}. Ha ciumu 5.2 cy npukasann
rpadosu Z,, 6 < n < 13. Heka je Z = {Z, | n > 6} damunuja xojy yune oBu
rpacoBuH.

Bamazka ce ga ympaso rpadosu Z,, 6 < n < 13, npukazaHu Ha CIAIA 5.2
qune upsy rpyiy PD2C rpadosa pena n < 13 Benuunne 2n — 4. Crenen uBopa ¢
(najaecuujer Ha comiu 5.2) y rpady Z, je n — 2, ITO je caMo 3a jeJlaH Matbe Ol
HajBehe moryhe BpesHOCTH.

Heka je 7 D Z dammiuja rpadoBa KOjU IOCTA]y CTadIa YKIAHAHEM jeIHOT
gpopa. ¥ oBoj Tauku ojapehenu cy csu PD2C rpadoru u3 dbamunuje T uuja je
Beqmunna 2n — 4. Jlokasyje ce na je rpad uz dpamummmje 7 PD2C rpad Bemumunne

2n — 4 ako u camo axo npunaga davuamju Z U {Cs}.
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@ /
Siy

0

Cauka 5.3: Xamurronosu PD2C rpadosu pena n < 13 u Besmmunne 2n — 4.

4

Cnuka 5.4: Jenuucrsanu PD2C rpad pema n < 13 u Beuuune 2n — 4, Koju Huje
XaMUJITOHOB U HUje Y Z.
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Jlema 5.1. Hexa je G € T D2C wpagd u wnexa je v € V(G) usop Wakas ga je
T = G —v cwabno. Taga je diam(T') < 4.

Jloxas. Ilpernocrasma ce cymporuo, na je diam(7) > 4. Taga diam(7') moxke
ouTu mapaH uiau Hemapahn Opoj. Hajupe moka3syje ce ma je y oda ciaydaja rpad G

Vv-KOHYyC HaJ cTtadsmom 1.

diam(7T) =2k + 1, k > 2. ¥V oBom ciayuajy rpad T mma TadHO JBa IEHTPAJIHA
YBOPA; HEKa Cy TO YBOPOBU 71 U T9. Heka cy R; u Ry cTadia Koja cy KOMIIO-

HeHTe noBe3anoctu y rpady 1" — rire, nupu emy je r; € V(R;), i = 1,2.

e Heka cy u; € V(R;), i = 1,2, duwio Koja jaBa 4Bopa u; # ri, Uz 7# Ta.
Tama u3 dr(uy,us) = 3 u dg(uy, ug) < 2 cnequ ma je vuy, vus € E(G).

e Ilocroju dap jeman uBop up € Ry Takas Ja je dr(ry,uz) = 3. U3 yume-
uutie Ja je dg(ry, ug) < 2 coequ vry € E(G). Ha ciimyan Hauns nokasyje

ce ma Baxu vry € E(G).

diam(T") = 2k, k > 3. Heka je r nenrap crabaa T, veka je N(r) = {uy, ug, ..., us}t,
k > 2 u Heka je R; mojcTtadiio ctabia T ca KOpeHOM 1 TakKBO Ja je u;r € R;,
1 <7 < k. Ilomrro je r menTap cradsaa 1', mocToje dap JiBa oBaKBa MojCTad/Ia
unja je BUcuHA Oap 3. be3 cMmamema OIIITOCTH MPETHOCTaB/ba Ce Jia Cy
To cradia R; m R,. Heka cy v; € R;, © = 1,2, nBa 4BOpa TakBa Ja je
dr(r,v;) = 3.

o U3 nejeqnaxoctu dg(r,ui) < 2 caenn na je vr € E(G).

e Heka je w; € T — R, 0uyio Koju 4BOp Koju HHje y mojcraday Ry. U3
dr(wy,uy) = 3 u dg(wy,uy) < 2 cnean ga je vwy € E(G).

e Cumerpuuno, Heka je wy € T'— Ry Ouj10 KOju YBOp KOjU HEje y IOJICTa-

oy Ry. U3 dr(wa,uz) > 3 un dg(ws, uz) < 2 cuean na je vwy € E(G).

Hakne, y oda ciydaja je G v-xomyc Haj crabsom 1. Mehyrum, HA OCHOBY
nocaeaurie 2.1 v-konyc Hag cradiom 1 muje D2C rpad. Tume jemokazano ma je
diam(7T") < 4. O

Teopema 5.1. Heka je G € T PD2C ipag u nexa je v € V(G) wakas usop ga je
T = G — v cwabno. Taga je G € {Cs} U Z.

Jloxas. Ha ocuoBy sieme 5.1 je diam(7T') < 4, Tako jga cy moryhu ciemehu ciyua-

jeBu:

04



I'JIABA 5. D2C I'PA®OBU CA HAJMABUM BPOJEM I'PAHA

diam(T) = 0. ¥V osom cayuajy je T =2 Ky, G = P, u diam(G) = 1, na G Huje
PD2C rpad.

diam(7T") = 1. V oBom cayuajy je T = Ko u G =2 C3 wim G = P3. Hu jenan of
osux rpadosa uuje PD2C rpad, nomro je diam(Cs) = 1, a rpad P Huje

IIPUMHUTHUBAH.

diam(T') = 2. V oBowm ciyuajy je T = S, 3Be3na ca n > 3 uBopa. Heka je V(T') =

{c,u,uz, ..., u,_1}, vae je c menrap 3e3ze 7.

e Ako jen =3, 1j. T'= P3, oHnja Jo7aBameM IBOpa ¥ MOTY J1a ce JT0OU]y
[eT pas/InYuTUX MoBe3aHux rpadosa. HemocpeaHo ce mposepasa jia HI
jeman ox wux muje PD2C rpad.

e Axko je n > 3, onza 30or diam(G) = 2 uBop v Moxke ja Oy/e:

— CycCeJlaH ¢, WiIn
— CYCEJIaH Ui, U, - - . 5 Up_1, WK
— cyceqnan csuM uBopoBuma u3 V(7).

V cBakoMm oJ1 HaBeJIeHUX ciy4dajeBa rpad GG HUje TPUMUTUBAH, jep HIIP.

U1 M Uy UMAjJy UCTHU CKYII CyCesa.

diam(T') = 3 V oBom ciryuajy cradio T cajpKu JiBe 3Be3/le YUju Cy EeHTPH @ U b
noBe3aHu rpaHoM, Tj. I’ = S, ;, i,j > 2. Ilpernocrasma ce ga je deg(a) = i,
deg(b) = j. 3dor diam(G) = 2 uBop v Mopa Ja OyJe cyceJaH CBUM IBOPO-
Buma u3 ckyna N(a) UN(b) \ {a,b}. Ako ce mopesx Tora j0/1a U rpaHa va
u/wm vb, nobujenn rpad Huje Kpurndax, na ce PD2C rpad G moxke noburu

JI0/IaBameM IBOpa v y ctadso 1’ Ha TavHO jeaH HAYIUH.

Axo je i > 3, onya cBaka aBa usopa u3 ckyna N(a) \ {b} umajy mcru map
cycena, ma rpad G HEje IpUMATHBAH; cTora je ¢ = 2. CamvuHo, Mopa 1a Oye
j = 2. Hakue, ako je diam(7") = 3, ouga je Cs jenuuu PD2C rpad koju je
moryhe mobutn oj1 crabma T mogaBameM YBOpa v U HEKUX T'PaHa OJI YBOPa

.

diam(7) = 4. Hexka je ¢ menrap crabia T u neka je N(c) = {vy,vo,...,v:}. Tana
je cBakW 4YBOp v; KOpeH cradja BucuHe Hajsuine 1, 1 < ¢ < k. 30or yciaoBa

diam(T') = 4 6poj crabasa Bucuue 1 mopa na Oyze dap JBa.

U3 ycnosa diam(G) = 2 ciean (Ha CaMYaH HAYWH Kao y JOKa3y JeMe) Ja

je uBop v cycenan ceuM uBoposuma u3 ckyna V(T') N\ {c}. Ilocie monasama
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rpane vc rpad mpectaje Jia Oy/ie KpUTHYaH, I1a ce JiojlaBambeM dBopa v y 1T’

ctadsio T moxke tipormuputu 710 rpada G HA jeJUMHCTBEH HAYUH.

Ako mozacTadio ca KOpeHoM y 4YBOpYy v; MMa JaBa cuHa w' m w”, omuma je
N(w') = N(w"), na rpad G uuje npumurusan. [Ipema Tome, cradmo T je
YOTIIITEHA 3Be3/1a JImjaMeTpa 4.

Hexka crabno T uma y myTeBa cul, u;u! w3 ¢ nyxune 2, 1 < i <y, u x myTesa

cw; m3 ¢ pyxune 1, 1 < < .

e 113 npernocraeke diam(7T') = 4 cienu 1a je y > 2.

e Axo je x > 2, ouna 350r Ng(w;) = Ng(ws) rpad G HEje npuMuTHBaH.

Hakie, z < 1.

3akspytuyje ce Jla y oBoM ciy4ajy rpad G upumnaga damwimju Z u ga je
G=Z, tnejen=2y+x+2=>6.

Kako je diam(G) = 2 u kako je jaujamerap cBakor rpada JoOujeHor o
rpada G ykiaamameM rpade (vw;, vul, vul, cw;, cul, uiu!) Behn ox 2, rpad

G je D2C rpad. Ilopesa tora, rpacd G je TpUMUTUBAH TOIITO:

® He IIOCTOje JIBa CyCejla IBOPa € ca UCTUM CKYIIOM Cycejia, 1

® He IIOCTOje JIBA CyCela IBOPa U Ca MCTUM CKYIIOM CyCe/ia.
Ha ocHOBY pasmoTpeHHX ciydajeBa J0JIa31 ce 10 3aK/byUKa 1a, ako ce PD2C
rpad G moxke jpodutu ox crabna T, diam(7) < 4, momaBameM dYBOpa v

M HEKHWX T'paHa u3 v, oHJa je rpad G m3omopdaH HEKOM o rpacdoBa u3
davmmmnje {Cs} U Z.

5.3 XamumaronoBu PD2C rpadoBu BeanmyumnHe

2n — 4

Cauka 5.3 nmpukasyje cse Xamuiaronose PD2C rpadose pena n < 13 Benuunne

2n — 4. 3amaxka ce Jia pej; HU jegHor o Tux rpadosa Huje Behu ox 9. Hapeana

TeopeMa IToKa3yje ma He moctoje apyru Xamuaronosu PD2C rpadosu BemmunHe
2n — 4.
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Teopema 5.2. Axo je seaununa Xamunatonosot ipagpa G pega n jegrnara 2n — 4,

onga jen < 11.

Jloxas. 3a npomssosbhu uBop v € V = V(G) nera n(v) = deg(v) — 2 o3nauasa
Opoj nujaronasta u3 v 'y puUKCHpaHOM XaMUJITOHOBOM IuKIycy rpada G. Heka cy
gBopoBu v’ u v cycemu uBopa v € V y XaMHJITOHOBOM NUKJ/IyCy. UBOPOBH KOju

Cy Ha yJIa/beHOCTU HajBUIIE 2 O/ YBOpa v CY:
e JIpYTHW KPAajeBU JMjaroHasa 3 v, CBAKU Ca CBOja JIBa CYCeJIa;
e JIpYyI'M KpajeBu Jujaronaja us v', u
e JIDYyI'M KpajeBu Jujaronasa us v'”.

YKyna#n Opoj YBOpOBa Ha YIaJ/beHOCTH HajBuIle 2 o YBopa v (yK/bydyjyhu u 9Bop
v) je HajBUIIE
|No[v]] < 3n(v) +n(v") +n(v") + 5.

Kaxko je diam(G) = 2, mopa na Baxku jenuaxocT |Npv]| = n. Cabupamem He-
jemnakoctu 3n(v) + n(v') + n(v”) +5 > n mo cBum uBopoBuMa v € V moduja
ce:
5271(1}) > n(n —5).
veV

Ykynan 6poj jujaronaia y XaMuJITOHOBOM IMKIycy je |E| —n = n — 4, na je
Y vev n(v) = 2(n — 4) 3ameHoMm oBOr W3pasa y TOpIY HeEjeJHAKOCT Joduja ce
norpebaH yCJIoB Ja BeJimunHa XaMuiIToHOBor rpada G Oyae 2n — 4: 10(n — 4) >
n(n —5), tj. n? — 15n + 40 < 0. Kaxo je Belin kopeH KBajpaTHOI TPHUHOMa Ca
nese crpane (154 1/65)/2 ~ 11.53, 3aKk/bydyje ce Ja MOpa OUTH HCITYHEH yCJIOB
n < 11. ]

[Tocnequnia mokasane TeopeMe je jia cy rpadoBu ca ciauke 5.3 jenHu XaMuJ-
touoBu PD2C rpadosu pema n Bequunne 2n — 4.

Ha OCHOBY CB€r'a U3JIO2KEHOI' MO2K€ C€ ITOCTaBUTHU cneﬂeha XHUIIOTE3a:

Xwurmoreza 5.1. Ceu PD2C mpagosu pega n > 10 u sesuvune 2n — 4 apuiagajy

damuruju Z.
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