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Naslov: Kohomoloxka algebra Grasmanovih mnogostrukosti orijentisanih tro-
dimenzionalnih ravni u euklidskom prostoru
Sa!etak: Ispitivaǌe Grasmanovih mnogostrukosti, koje se prvi put pomiǌu jox
u 19. veku, je jedan od klasiqnih problema algebarske topologije. Kada ispitu-
jemo topoloxke prostore, uvek je korisno odrediti ǌihovu kohomoloxku algebru.
O kohomologiji Grasmanovih mnogostrukosti se ve! dosta zna, ali ǌihovi nat-
krivaju!i prostori, tzv. orijentisane Grasmanove mnogostrukosti, mnogo su maǌe
ispitane.

Orijentisana Grasmanova mnogostrukost G̃n,k definixe se kao prostor ori-
jentisanih k-dimenzionalnih potprostora u Rn. U ovoj disertaciji se bavimo
analizom kohomoloxke algebre orijentisanih Grasmanovih mnogostrukosti G̃n,k

sa celobrojnim i modulo 2 koeficijentima, prete%no za sluqaj k = 3. Diserta-
cija se sastoji od tri poglav´a. Prvo poglav´e je uvod gde !emo dati pregled
poznatih rezultata i potrebnih alata.

U drugom poglav´u !emo izuqavati kohomologiju sa modulo 2 koeficijentima.
Tu su najpre izlo%eni poznati rezultati u sluqaju k = 2. Nakon toga se prelazi
na analizu sluqaja k = 3 gde je dat delimiqan opis kohomoloxke algebre. Ovaj
ode´ak se zasniva na radovima objav´enim u posledǌih nekoliko godina. U tezi
!e biti dat pregled tih novih rezultata, a bi!e i izlo%eni originalni rezul-
tati u sluqajevima kada je n blizu stepena dvojke. U posledǌem delu ovog pogla-
v´a ispitana je i kohomoloxka algebra mnogostrukosti G̃2t,4, dokle se otprilike
trenutno i stiglo sa ispitivaǌem modulo 2 kohomologije.

Tre!e poglav´e je posve!eno integralnoj kohomologiji. Ovo poglav´e, kao i
prethodna, deli se na nekoliko delova u zavisnosti od vrednosti k. Kada je k = 2,
integralna kohomologija je u potpunosti odre#ena i u tezi je izlo%en dokaz u
sluqaju neparnog n. Za k = 3 trenutno je odre#ena integralna kohomologija od
G̃n,3 samo u sluqaju n → {6, 8, 10}, dok za k ↭ 4 postoje tek poneki parcijalni rezul-
tati. U ovoj celini ispitujemo i vezu izme#u celobrojne i modulo 2 kohomologije
ovih Grasmanijana analizom morfizma izme#u ǌih indukovanog redukcijom po
modulu 2.
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Title: Cohomology algebra of Grassmann manifolds of oriented three-dimensional planes in
Euclidean space

Abstract: The analysis of Grassmann manifolds, which were first introduced in the 19th century,
is one of the classical problems in the algebraic topology. When analyzing topological spaces, it is
always useful to determine their cohomology algebra. The cohomology of Grassmann manifolds
is already well known, but their covering spaces, so called oriented Grassmann manifolds, are
far less examined.

The oriented Grassmann manifold G̃n,k is defined to be the space of oriented k-dimensional
subspaces of Rn. In this dissertation we analyze the cohomology algebra of oriented Grassmann
manifolds G̃n,k with integer and modulo 2 coe!cients, predominantly the case k = 3. The
dissertation comprises three chapters. The first chapter is an introduction where an overview
of known results and necessary tools is given.

In the second chapter we study the cohomology with the modulo 2 coe!cients. First of all,
the known results in the case k = 2 are presented. Next, we move onto the case k = 3 where
the partial description of the cohomology algebra is given. This section is based on papers
published in the last several years. We give an overview of these results in the thesis, and we
also present original results for n close to a power of two. In the last part of this chapter, we
investigate the cohomology algebra of the manifold G̃2t,4, and that is as far as we have come
with the examination of modulo 2 cohomology.

The third chapter is dedicated to the integral cohomology. This chapter, like the previous
one, also splits in several sections, depending on the value of k. When k = 2, the integral
cohomology is completely determined, and we present the proof for n odd. When k = 3, only
the integral cohomology of G̃n,3, n → {6, 8, 10}, has been determined so far, while for k ↭ 4
only some partial results are known. In this segment we also analyze the connection between
the integer and the modulo 2 cohomology algebra of these Grassmannians by analyzing the
morphism between them induced by the modulo 2 reduction.
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Uvod

Jedno od bitnih pitaǌa u matematici je klasifikacija odre#enih objekata.
Kanonska raslojeǌa nad Grasmanovim mnogostrukostima igraju k´uqnu ulogu u
klasifikaciji vektorskih raslojeǌa nad parakomptaktnim baznim prostorima.
Naime, pokazano je da ukoliko je B parakompaktan, onda je svako k-dimenzionalno
vektorsko raslojeǌe nad B povlaqeǌe kanonskog raslojeǌa ωk nad tzv. beskonaq-
nim Grasmanijanom Gk. Xtavixe, ako sa Vectk(B) oznaqimo skup svih klasa ekvi-
valentnih k-dimenzionalnih vektorskih raslojeǌa nad B, imamo bijekciju

[B,Gk] ↓ Vectk(B),

f ↔↓ f →ωk.

Sliqno, kanonsko raslojeǌe ω̃k nad orijentisanim beskonaqnim Grasmanijanom G̃k

klasifikuje sva orijentisana k-dimenzionalna vektorska raslojeǌa nad parakom-
paktnim prostorom B.

Pri tom, ako je B kompaktan CW-kompleks ili kompaktna mnogostrukost, onda
je [B,Gk] ↗= [B,Gn,k] za dovo´no veliko n, pa imamo bijekciju Vectk(B) ↗= [B,Gn,k], i
sliqno u orijentisanom sluqaju.

Integralna i modulo 2 kohomologija beskonaqnih Grasmanijana dobro je po-
znata (za integralnu pogledati [5], za modulo 2 [24, teorema 7.1]). Tako#e, Borel
je 1953. u [4] odredio modulo 2 kohomologiju Grasmanove mnogostrukosti Gn,k.

Iako postoji prirodno definisano dvolisno natkrivaǌe p : G̃n,k ↓ Gn,k, koje
jednostavno zaborav´a orijentaciju, ispostav´a se da nije tako lako rezultate
za Gn,k preneti na G̃n,k.

U sluqaju modulo 2 koeficijenata, prvi potpun opis nalazimo kod Korbaxa i
Rusina u [18], gde su oni odredili kohomologiju orijentisane Grasmanove mnogo-
strukosti G̃n,2. Nakon toga, Basu i Qakraborti su dali u [1] parcijalne rezultate
u sluqaju k = 3. Ti rezultati su dopuǌeni najpre radom [7] Colovi!a i Prvulo-
vi!a u sluqaju n = 2t, zatim radom [15] u sluqajevima n → {2t ↑ 3, 2t ↑ 2, 2t ↑ 1}, a
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Uvod

konaqno su Macangos i Vent u [22] zaokru%ili sluqaj k = 3 ispitavxi preostale
vrednosti n. Zapoqeta je i analiza za k = 4 Rusinovim odre#ivaǌem aditivnih
baza od H→(G̃n,4;Z2) za n → {8, 9, 10, 11} u [28], a nastav´ena je delimiqnim opisom
kohomoloxke algebre H→(G̃n,4;Z2) kada je n stepen dvojke u [6].

Integralna kohomologija orijentisanih Grasmanijana je mnogo maǌe ispitana.
Kohomologija od G̃n,2 odre#ena je u [20] za parne n, dok se opis kohomologije u
sluqaju neparnog n mo%e na!i u [29] i u [14]. Kada je k = 3, prvo su Kalafat i
Jalqinkaja u [16] odredili integralnu kohomologiju od G̃6,3, nakon qega je u [14]
odre#ena i kohomologija od G̃8,3 i G̃10,3. Osim ovih rezultata, Macangos i Vent su
u [21] analizirali torzioni deo integralne kohomologije, gde su, izme#u ostalog,
pokazali da se u H→(G̃n,k;Z) mo%e pojaviti jedino 2-torzija ili 4-torzija.

Ci´ ovog rada je da da pregled do sada poznatih rezultata o kohomologiji ori-
jentisanih Grasmanovih mnogostrukosti, kao i da izlo%i originalne rezultate
iz [6], [14] i [15]. Struktura rada je slede!a.

U prvoj glavi su navedeni osnovni pojmovi i rezultati kao i pregled tehnika
koje se koriste u disertaciji. Najpre su definisine (orijentisane) Grasmanove
mnogostrukosti kao i neka korisna raslojeǌa nad ǌima. Opisan je Borelov rezul-
tat iz [4] o modulo 2 kohomologiji Grasmanove mnogostrukosti, a zatim je analizi-
rana i slika homomorfizma p→ indukovanog dvolisnim natkrivaǌem p : G̃n,k ↓ Gn,k.
Ukratko je izlo%ena i teorija kohomoloxkih operacija sa fokusom na Stinrodo-
vim kvadratima. Pored toga, dat je i kratak uvod u teoriju Grebnerovih baza.
Na kraju je uveden i Serov spektralni niz koji je u radu korix!en kao jedan od
glavnih alata za odre#ivaǌe kohomoloxke algebre orijentisanih Grasmanijana.

Druga glava je posve!ena kohomologiji orijentisanih Grasmanovih mnogo-
strukosti sa modulo 2 koeficijentima. Na poqetku je dat pregled poznatih re-
zultata o karakteristiqnom rangu od G̃n,k. Nakon toga su analizirani sluqajevi
k → {2, 3, 4}. U sluqaju k = 2 dat je potpun opis kohomoloxke algebre H→(G̃n,k;Z2)
koji je prvobitno izveden u [18]. Sluqaj k = 3 pode´en je na nekoliko celina. Naj-
pre je izlo%en dokaz za G̃2t,3 iz [7]. Nakon toga su izlo%eni originalni rezultati
iz [15] za n → {2t ↑ 3, 2t ↑ 2, 2t ↑ 1}. U posledǌoj celini dat je pregled rezultata za
ostale vrednosti n iz [22]. Konaqno, u sluqaju k = 4 izlo%eni su originalni re-
zultati iz [6] gde je ispitivana kohomoloxka algebra orijentisanog Grasmanijana
G̃2t,4.

Tre#a glava se bavi integralnom kohomologijom. Kao i u prethodnoj, i u ovoj
glavi analizu delimo na osnovu dimenzije k. Za k = 2 dat je opis kohomologije
H→(G̃n,2;Z) i izlo%en dokaz iz [14] u sluqaju neparne dimenzije n. Za parne n je
naveden rezultat iz [20] bez dokaza. Posle toga je analiziran sluqaj k = 3. Nakon
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uvodnih rezultata, u potpunosti su odre#ene kohomoloxke algebre H→(G̃n,3;Z) za
n → {6, 8, 10}. Kohomologija od G̃6,3 je prvobitno odre#ena u [16], a u disertaciji
je naveden nexto drugaqiji dokaz. Dokazi za n = 8 i n = 10 su originalni iz rada
[14]. Tako#e, u ovim sluqajevima u kojima je izraqunata celobrojna kohomologija,
odre#en je i homomorfizam algebri ε→ : H→(G̃n,k;Z) ↓ H→(G̃n,k;Z2) indukovan modulo
2 redukcijom koeficijenata ε : Z ↓ Z2. U posledǌem ode´ku tre!e glave dat je i
pregled poznatih rezultata za k ↭ 4 iz [21].
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Glava 1

Osnovni pojmovi

1.1 Grasmanove mnogostrukosti

Grasmanova mnogostrukost Gn,k, kra!e Grasmanijan, je prostor svih k-dimen-
zionalnih potprostora euklidskog prostora Rn. Na sliqan naqin se definixe i
orijentisana Grasmanova mnogostrukost G̃n,k. Naime, G̃n,k je prostor svih orijen-
tisanih k-dimenzionalnih potprostora euklidskog prostora Rn.

Topologiju na Gn,k mo%emo definisati na slede!i naqin. Sa Vn,k oznaqimo
Xtifelovu mnogostrukost, prostor svih ortonormiranih k-torki linearno neza-
visnih vektora u Rn, i neka je q : Vn,k ↓ Gn,k preslikavaǌe koje svaku k-torku slika
u k-dimenzionalni potprostor koji tih k vektora odre#uju. Na Vn,k ↘ Rn ≃ · · ·≃Rn

imamo topologiju nasle#enu od topologije proizvoda, a ona se pomo!u koliqniq-
kog preslikavaǌa q prenosi na Gn,k. Dakle, U ⇐ Gn,k je otvoren ukoliko je q↑1(U)

otvoren u Vn,k. Neka je q̃ : Vn,k ↓ G̃n,k preslikavaǌe koje svaku k-torku slika u
orijentisani k-dimenzionalni potprostor koji ona odre#uje. Topologija na G̃n,k

je upravo topologija dobijena pomo!u koliqniqkog preslikavaǌa q̃.
Qesto je korisno posmatrati kanonsko vektorsko raslojeǌe ωn,k nad Gn,k qiji se

totalni prostor E(ωn,k) sastoji od svih parova (P, v) → Gn,k ≃ Rn takvih da v → P .
Dakle, imamo raslojeǌe Rk ϑ↓ E(ωn,k)

p1↑↓ Gn,k, gde je preslikavaǌe p1 dato sa
p1(P, v) = P , tj. p1 je projekcija na prvu koordinatu.

U sluqaju orijentisanog Grasmanijana imamo orijentisano kanonsko vektorsko

raslojeǌe ω̃n,k qiji se totalni prostor E(ω̃n,k) sastoji od svih parova (P̃ , v) → G̃n,k ≃
Rn takvih da je v → P̃ , a preslikavaǌe p1 : E(ω̃n,k) ↓ G̃n,k je ponovo projekcija na
prvu koordinatu.

Najjednostavniji primer Grasmanovih mnogostrukosti vidimo u sluqaju k = 1.

4
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Mnogostrukost Gn,1 je prostor pravih kroz koordinatni poqetak u Rn, dakle to
je upravo realni projektivni prostor RPn↑1. Sa druge strane, orijentisana Gra-
smanova mnogostrukost G̃n,1 je saqiǌena od svih orijentisanih pravih u Rn, pa
je mo%emo identifikovati sa sferom Sn↑1. Prirodno se postav´a pitaǌe da li
se poznato dvolisno natkrivaǌe p : Sn↑1 ↓ RPn↑1 mo%e uopxtiti i na Grasma-
nijane i odgovor je potvrdan. Svaki k-dimenzionalni potprostor u Rn mo%emo
orijentisati na dva naqina. To znaqi da svakom k-dimenzionalnom potprostoru,
elementu Gn,k, odgovaraju taqno dva orijentisana k-dimenzionalna potprostora,
elementa G̃n,k. Stoga ima smisla definisati preslikavaǌe p : G̃n,k ↓ Gn,k koje
slika orijentisani k-dimenzionalni potprostor od Rn u isti k-dimenzionalni
potprostor, ali bez orijentacije. Ovo preslikavaǌe koje zaborav´a orijentaciju
jeste dvolisno natkrivaǌe i komutira naredni dijagram.

G̃n,k

Vn,k

Gn,k

p

q̃

q

U lemi 5.1 u [24] je pokazano da je preslikavaǌe h : Gn,k ↓ Gn,n↑k dato sa h(P ) =
P↓ homeomorfizam, kao i da je Gn,k jedna kompaktna topoloxka mnogostrukost
dimenzije k(n ↑ k). Isto va%i i za orijentisane Grasmanijane, pa !emo ubudu!e
uvek pretpostav´ati da je n ↭ 2k.

Tako#e, mo%e se pokazati da su Grasmanove mnogostrukosti homogeni prostori.
Preciznije, postoje homeomorfizmi

Gn,k ⇒ O(n)/ (O(k)≃O(n↑ k)) ,

G̃n,k ⇒ SO(n)/ (SO(k)≃ SO(n↑ k)) .
(1.1)

1.1.1 Kohomologija Grasmanovih mnogostrukosti

Borel je u [4] odredio kohomologiju Grasmanovih mnogostrukosti sa Z2 koefi-
cijentima. Dokazao je da postoji izomorfizam algebri

H→(Gn,k;Z2) ↗=
Z2[w1, w2, . . . , wk]

(wn↑k+1, wn↑k+2, . . . , wn)
, (1.2)

pri kome koset od wi odgovara Xtifel–Vitnijevoj klasi kanonskog vektorskog ra-
slojeǌa wi(ωn,k), 1 ↫ i ↫ k, (Xtifel–Vitnijeve klase wi(ωn,k) !emo tako#e ubudu!e
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oznaqavati sa wi), a wr, r ↭ 0, su polinomi u Z2[w1, . . . , wk] zadati relacijom

(1 + w1 + w2 + · · ·+ wk)(1 + w1 + w2 + · · · ) = 1, (1.3)

tj. 1 + w1 + w2 + · · · je inverz polinoma 1 + w1 + w2 + · · · + wk u prstenu stepenih
redova Z2[[w1, w2, . . . , wk]].

Iz (1.3) mo%e se dobiti i rekurentna veza

wr = w1wr↑1 + w2wr↑2 + · · ·+ wkwr↑k, r ↭ k, (1.4)

a nije texko pokazati da polinomi wr, r ↭ 0, zadovo´avaju slede!u jednakost

wr =
∑

a1+2a2+···+kak=r

[a1, a2, . . . , ak]w
a1
1 wa2

2 · · ·wak
k , (1.5)

gde je

[a1, a2, . . . , ak] =

(
a1 + a2 + · · ·+ ak

a1

)(
a2 + · · ·+ ak

a2

)
· · ·

(
ak↑1 + ak

ak↑1

)
.

Treba imati u vidu da su svi koeficijenti u Z2, pa je svaki od binomnih
koeficijenata u [a1, a2, . . . , ak] jednak 0 ili 1.

1.1.2 Gisinov niz

Neka je R komutativan prsten (za nas !e R biti Z ili Z2) i Sm ↓ E
p↑↓ B jedno

R-orijentabilno sferno raslojeǌe, tj. neka je dejstvo fundamentalne grupe baznog
prostora B na Hm(Sm;R) trivijalno. Tada ovom raslojeǌu mo%emo pridru%iti
naredni dugi taqni niz

· · · ↓ Hj↑m↑1(B;R)
e↑↓ Hj(B;R)

p→↑↓ Hj(E;R) ↓ Hj↑m(B;R) ↓ · · ·

gde je homomorfizam Hj↑m↑1(B;R)
e↑↓ Hj(B;R) mno%eǌe Ojlerovom klasom e →

Hm+1(B;R).
Dvolisno natkrivaǌe p : G̃n,k ↓ Gn,k mo%emo videti kao sferno raslojeǌe sa

slojem S0, a svako sferno raslojeǌe je Z2-orijentabilno, pa mu mo%emo pridru-
%iti Gisinov niz sa Z2 koeficijentima

· · · ↓ Hj↑1(Gn,k;Z2)
w1↑↓ Hj(Gn,k;Z2)

p→↑↓ Hj(G̃n,k;Z2) ↓ Hj(Gn,k;Z2) ↓ · · · (1.6)

Naredna lema nam daje vezu izme#u dimenzije kohomologije totalnog prostora
sfernog raslojeǌa Sn↑1 ↓ E

p↑↓ B i dimenzije slike indukovanog homomorfizma
im p→. Koristi!emo je u sluqajevima kada imamo aditivnu bazu jednog od ova dva
vektorska prostora da dobijemo informacije o bazi drugog.
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Lema 1.1.1. Neka je n → N i Sn↑1 ↓ E
p↑↓ B sferno raslojeǌe takvo da je H→(B;Z2)

konaqno dimenzionalan vektorski prostor (nad Z2). Ako je p→ : H→(B;Z2) ↓ H→(E;Z2)
indukovan homomorfizam, onda je

dimH→(E;Z2) = 2 dim(im p→).

Dokaz. Posmatrajmo Gisinov niz pridru%en sfernom raslojeǌu Sn↑1 ↓ E
p↑↓ B.

· · · ↓ H i+n↑1(B;Z2)
p→↑↓ H i+n↑1(E;Z2) ↓ H i(B;Z2)

e↑↓ H i+n(B;Z2)
p→↑↓ H i+n(E;Z2) ↓ · · ·

Primetimo da prethodni dugi taqni niz indukuje slede!e kratke taqne nizove:

0 ↓ Ci ↓ H i(B;Z2) ↓ Ki ↓ 0, i → Z,

gde je
Ci = coker

(
p→ : H i+n↑1(B;Z2) ↓ H i+n↑1(E;Z2)

)

i
Ki = ker

(
p→ : H i+n(B;Z2) ↓ H i+n(E;Z2)

)
.

Sumiraǌem ovih kratkih taqnih nizova dobijamo kratak taqan niz

0 ↓ coker p→ ↓ H→(B;Z2) ↓ ker p→ ↓ 0.

Kako je H→(B;Z2) konaqne dimenzije, imamo

dimH→(B;Z2) = dim(coker p→) + dim(ker p→) = dimH→(E;Z2)↑ dim(im p→) + dim(ker p→).

Konaqno,
dimH→(B;Z2) = dim(ker p→) + dim(im p→),

odakle tvr#eǌe direktno sledi.

1.1.3 Slika homomorfizma p⇑

Iako su orijentisana i neorijentisana Grasmanova mnogostrukost povezane
dvolisnim natkrivaǌem, izomorfizam (1.2) nije dovo´an da u potpunosti odre-
dimo i H→(G̃n,k;Z2). Ipak, slika indukovanog homomorfizma p→ : H→(Gn,k;Z2) ↓
H→(G̃n,k;Zk) qini jedan deo kohomologije H→(G̃n,k;Z2). Naime, iz leme 1.1.1 vidimo
da !e im p→ qiniti polovinu kohomologije od G̃n,k u aditivnom smislu.
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Lema 1.1.2. Neka je p : G̃n,k ↓ Gn,k dvolisno natkrivaǌe. Tada

p→(wi(ωn,k)) = wi(ω̃n,k), 1 ↫ i ↫ k. (1.7)

Dokaz. Tvr#eǌe sledi direktno iz aksiome prirodnosti Xtifel–Vitnijevih kla-
sa i komutativnosti dijagrama

Rk Rk

E(ω̃n,k) E(ωn,k)

G̃n,k Gn,k

ω

p1 p1

p

gde je preslikavaǌe ϖ : E(ω̃n,k) ↓ E(ωn,k) dato sa ϖ(P, v) = (p(P ), v).

Xtifel–Vitnijeve klase orijentisanog kanonskog vektorskog raslojeǌa !emo
qesto kra!e oznaqavati sa w̃i = wi(ω̃n,k), 1 ↫ i ↫ k, pa vezu (1.7) mo%emo kra!e
zapisati i kao p→(wi) = w̃i.

Posmatrajmo sada kompoziciju

Z2[w2, . . . , wk] Z2[w1, w2, . . . , wk] H→(Gn,k;Z2) H→(G̃n,k;Z2)

!

q p→

gde je prvo preslikavaǌe inkluzija, a drugo je koliqniqko preslikavaǌe koje po-
tiqe od izomorfizma (1.2). Ova kompozicija slika wi u Xtifel–Vitnijevu klasu
wi(ω̃n,k) → H i(G̃n,k;Z2), 2 ↫ i ↫ k. Iz Gisinovog niza (1.6) imamo da je ker p→ = imw1,
pa specijalno w1 → ker p→ i w1(ω̃n,k) = p→(w1) = 0. Ovo upravo znaqi da se slika
homomorfizma ” poklapa sa slikom homomorfizma p→, pa imamo

im p→ = im” ↗= Z2[w2, . . . , wk]/ ker”. (1.8)

Da bismo odredili im p→ ostalo je jox da odredimo ker”.
Neka je gr → Z2[w2, . . . , wk], r ↭ 0, redukcija polinoma wr modulo w1. Redukcijom

jednakosti (1.4) modulo w1 dobijamo

gr = w2gr↑2 + · · ·+ wkgr↑k, r ↭ k, (1.9)
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dok iz (1.5) dobijamo

gr =
∑

2a2+···+kak=r

(
a2 + · · ·+ ak

a2

)
· · ·

(
ak↑1 + ak

ak↑1

)
wa2

2 · · ·wak
k , r ↭ 0. (1.10)

Ukoliko definixemo g↑1 = g↑2 = · · · = g↑k+1 := 0, onda se lako proveri da (1.9)
va%i za sve r ↭ 1. Indukcijom po i jednakost (1.9) mo%emo generalizovati do
slede!e jednakosti

gr = w2i

2 gr↑2·2i + · · ·+ w2i

k gr↑k·2i =
k∑

j=2

w2i

j gr↑j·2i , r ↭ 1 + k · (2i ↑ 1), i ↭ 0. (1.11)

Zaista, baza indukcije sledi iz (1.9) za r ↭ 1. Ako je i ↭ 1 i ako pretpostavimo
da je (1.11) taqno za i↑ 1, onda za r ↭ 1 + k · (2i ↑ 1) imamo

gr =
k∑

j=2

w2i↑1

j gr↑j·2i↑1 =
k∑

j=2

k∑

l=2

w2i↑1

j w2i↑1

l gr↑j·2i↑1↑l·2i↑1 =
k∑

j=2

w2i

j gr↑j·2i ,

jer se sabirci kod kojih je l ⇓= j skrate.

Propozicija 1.1.1. Neka je p : G̃n,k ↓ Gn,k dvolisno natkrivaǌe. Tada postoji izo-

morfizam algebri

im p→ ↗=
Z2[w2, . . . , wk]

(gn↑k+1, . . . , gn)
,

pri kome koset od wi odgovara Xtifel–Vitnijevoj klasi w̃i = wi(ω̃n,k), 2 ↫ i ↫ k.

Dokaz. Na osnovu (1.8) dovo´no je dokazati da je ker” = (gn↑k+1, . . . , gn). Iz (1.2) i
kako je ker p→ = w1H→(Gn,k;Z2), imamo da je ker(p→⇔q) = (wn↑k+1, . . . , wn, w1). Primetimo
da je

ker(p→ ⇔ q) ↖ Z2[w2, . . . , wk] = (gn↑k+1, . . . , gn).

Zaista, ako je r → ker(p→ ⇔ q) ↖ Z2[w2, . . . , wk], onda r mo%emo zapisati u obliku

r =
n∑

i=n↑k+1

piwi + pw1, (1.12)

gde su pn↑k+1, . . . , pn, p → Z2[w1, w2, . . . , wk]. Svaki polinom mo%emo na jedinstven na-
qin zapisati kao zbir polinoma u kom nema w1 i nekog umnoxka od w1 (prvi po-
linom u ovom zapisu je zapravo redukcija modulo w1 polaznog polinoma). Zapi-
ximo polinome wi i pi u tom obliku, tj. wi = gi + w1fi i pi = pi + w1qi, za neke
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fi, qi → Z2[w1, w2, . . . , wk] i pi → Z2[w2, . . . , wk], pa (1.12) postaje

r =
n∑

i=n↑k+1

(pi + w1qi)(gi + w1fi) + pw1.

Kada razdvojimo sabirke koji sadr%e qinilac w1 od onih koji ga ne sadr%e, do-
bijamo

r =
n∑

i=n↑k+1

pigi + w1q,

gde je q → Z2[w1, w2, . . . , wk]. Kako je r → Z2[w2, . . . , wk], to je w1q = 0, pa zak´uqujemo
r → (gn↑k+1, . . . , gn).

Obrnuto, gi = wi + w1fi → (wn↑k+1, . . . , wn, w1), pa gi → ker(p→ ⇔ q) ↖ Z2[w2, . . . , wk], za
sve i → {n↑ k + 1, . . . , n}.

Konaqno,
ker” = ker(p→ ⇔ q) ↖ Z2[w2, . . . , wk] = (gn↑k+1, . . . , gn).

Ideal u prethodnoj propoziciji !emo oznaqavati sa Jn,k = (gn↑k+1, . . . , gn).
Dakle, kohomoloxka algebra H→(G̃n,k;Z2) se sastoji od slike homomorfizma p→,

tj. elemenata koji se mogu izraziti pomo!u Xtifel–Vitnijevih klasa, ali i od
takozvanih anomaliqnih klasa. Re!i !emo da je klasa anomaliqna ukoliko se ne
mo%e predstaviti kao polinom nad Xtifel–Vitnijevim klasama. Koristi!emo i
pojam nerastav%ive klase. Kohomoloxka klasa je nerastav´iva ukoliko se ne mo-
%e predstaviti kao polinom nad klasama strogo maǌe kohomoloxke dimenzije. U
skladu sa ovom definicijom, sve Xtifel–Vitnijeve klase w̃2, . . . , w̃k su nerasta-
v´ive u H→(G̃n,k;Z2) jer na osnovu propozicije 1.1.1 prva relacija je u dimenziji
n ↑ k + 1, a n ↑ k + 1 > k jer podrazumevamo da je n ↭ 2k. Tako#e, u ode´ku 2.1
!emo videti da su anomaliqne klase u dimenzijama ve!im od k, pa sigurno nema
relacija me#u Xtifel–Vitnijevim i anomaliqnim klasama do dimenzije k.

Odre#ivaǌe kohomologije H→(G̃n,k;Z2) se svodi na dva problema. Prvo je po-
trebno odrediti sve anomaliqne klase, a zatim i multiplikativnu strukturu
algebre H→(G̃n,k;Z2).

1.2 Kohomoloxke operacije

Kohomoloxke operacije su koristan alat za rad sa kohomologijom. Teorija
kohomoloxkih operacija je dosta obra#ivana u literaturi, pa se deta´i mogu
na!i recimo u [12].
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Ako su m,n → N i G,H Abelove grupe, kohomoloxku operaciju tipa (G, n;H,m)
definixemo kao prirodnu transformaciju funktora

# : Hn(·, · ;G) ↓ Hm(·, · ;H),

pri qemu Hn(·, · ;G), odnosno Hm(·, · ;H) vidimo kao funktore iz kategorije topo-
loxkih parova u kategoriju skupova (tj. zaborav´amo strukturu Abelove grupe).
Ovo znaqi da za svaki topoloxki par (X,A) imamo preslikavaǌe

#(X,A) : H
n(X,A;G) ↓ Hm(X,A;H),

a uslov prirodnosti znaqi da ukoliko je f : (X,A) ↓ (Y,B) neprekidno, onda
komutira naredni dijagram.

Hn(Y,B;G) Hm(Y,B;H)

Hn(X,A;G) Hm(X,A;H)

”(Y,B)

f→ f→

”(X,A)

Primetimo da definicija ne zahteva da je preslikavaǌe #(X,A) homomorfizam.
Ukoliko pak #(X,A) jeste homomorfizam za svaki par (X,A), ka%emo da je kohomo-
loxka operacija # aditivna.

Sa druge strane, ako je k → N, stabilna kohomoloxka operacija stepena k je
niz kohomoloxkih operacija {#n}n↔N, takvih da je #n tipa (G, n;H,n + k) i da za
svaki topoloxki par (X,A) i svako n → N komutira naredni dijagram

Hn(A;G) Hn+1(X,A;G)

Hn+k(A;H) Hn+k+1(X,A;H)

ε

”n ”n+1

ε

gde je ϱ povezuju!i homomorfizam iz dugog taqnog niza para (X,A).
Iz [11, str. 4] imamo da su komponente stabilne kohomoloxke operacije obave-

zno i aditivne.
Nada´e !emo usmeriti pa%ǌu na jednu konkretnu vrstu stabilnih kohomolox-

kih operacija, takozvanih Stinrodovih kvadrata. Narednu teoremu navodimo bez
dokaza, a dokaz se mo%e na!i u [25].

Teorema 1.2.1. Postoje stabilne kohomoloxke operacije Sqk, k → N0,

Sqk : Hn(·, · ;Z2) ↓ Hn+k(·, · ;Z2),

koje zadovo%avaju slede!e uslove:
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1. Sq0 = 1;

2. ako je k > |x|, onda Sqk(x) = 0;

3. ako je k = |x|, onda Sqk(x) = x2
;

4. Sqk(xy) =
k∑

i=0
Sqi(x)Sqk↑i(y);

5. Sq1 je Bokxtajnov homomorfizam pridru”en kratkom taqnom nizu 0 ↓ Z2 ↓
Z4 ↓ Z2 ↓ 0;

6. ako su a, b → N0 takvi da je a < 2b, onda

SqaSqb =
↙a

2∝∑
j=0

(
b↑1↑j
a↑2j

)
Sqa+b↑jSqj.

Napomena 1.2.1. Operacije Sqk iz prethodne teoreme nazivamo Stinrodovim kva-

dratima. Formula 4. se zove Kartanova formula, dok su relacije opisane u 6. poznate

kao Ademove relacije. Neretko se Stinrodovi kvadrati zadaju aksiomatski pomo!u

uslova 1. – 6., pa se naknadno pokazuje da takve operacije zaista postoje. Zbog toga

!emo uslove iz prethodne teoreme ponekad nazivati i aksiomama.

Ukoliko je M povezana zatvorena mnogostrukost dimenzije n, iz Poenkareo-
ve dualnosti sledi da za svako k → {0, 1, . . . , n} postoji jedinstvena klasa vk →
Hk(M ;Z2) takva da je homomorfizam Sqk : Hn↑k(M ;Z2) ↓ Hn(M ;Z2) mno%eǌe sa vk,
tj. za svako x → Hn↑k(M ;Z2) je Sqk(x) = vkx (videti [24]). Klasa vk se naziva k-tom
Vuovom klasom mnogostrukosti M .

Ukoliko su wk = wk(ςM) Xtifel–Vitnijeve klase tangentnog raslojeǌa ςM mno-
gostrukosti M , onda va%i Vuova formula

wk =
∑

i+j=k

Sqi(vj) (1.13)

qiji se dokaz tako#e mo%e prona!i u [24, teorema 11.14].
Neka su sada wj, j → N, Xtifel–Vitnijeve klase proizvo´nog raslojeǌa. Tada

va%i i slede!a Vuova formula

Sqi(wj) =
i∑

t=0

(
j + t↑ i↑ 1

t

)
wi↑twj+t. (1.14)
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Dokaz formule (1.14) mo%e se na!i u [30] ili [13]. U [24] se u obliku zadatka
pojav´uje jox jedna formula pod nazivom eksplicitna Vuova formula

Sqi(wj) =
i∑

t=0

(
i↑ j

t

)
wi↑twj+t. (1.15)

Mo%emo primetiti da su formule (1.14) i (1.15) u stvari jedna ista formula
jer nije texko pokazati da za svako 0 ↫ t ↫ i va%i

(
j + t↑ i↑ 1

t

)
′2

(
i↑ j

t

)
.

1.3 Grebnerove baze

U ovom ode´ku !emo dati kratak pregled teorije Grebnerovih baza nad po´em.
Za vixe deta´a pogledati [3].

Glavni rezultat koji !emo koristiti je propozicija 1.3.1. Naime, kada se ko-
homoloxka algebra H→(G̃n,k;Z2) mo%e predstaviti kao koliqnik polinomijalne al-
gebre i ideala u ǌoj, mo%emo odrediti Grebnerovu bazu tog ideala. Nakon toga,
ekvivalencija (a)∞∈(v) iz propozicije 1.3.1 !e nam dati aditivnu bazu kohomo-
loxke algebre H→(G̃n,k;Z2) xto umnogome olakxava raqun u ǌoj.

Neka je K po´e (kod nas !e uvek biti K = Z2) i K[X] polinomijalna algebra
nad K sa konaqno mnogo promen´ivih oznaqenih sa X. Oznaqimo sa M skup svih
monoma u K[X].

Definicija 1.3.1. Monomijalni poredak skupa M je linearno ure#eǌe ↬ koje zado-

vo%ava

(1) 1 ↬ m, za svaki monom m → M ;

(2) ako je m1 ↬ m2, onda je mm1 ↬ mm2, za sve m,m1,m2 → M .

Nije texko pokazati da je svaki monomijalni poredak jedno dobro ure#eǌe
skupa M . Neka je sada ↬ fiksirano ure#eǌe na M . Bi!e nam potrebno nekoliko
novih pojmova.

Definicija 1.3.2. Neka je p =
r∑

i=1
φimi → K[X], gde je φi → K \ {0}, svi monomi

m1, . . . ,mr su me#usobno razliqiti i p ⇓= 0.

(1) Skup monoma polinoma p definixemo kao M(p) = {mi | 1 ↫ i ↫ r}.
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(2) Vode!i monom polinoma p je LM(p) = maxM(p) gde je maksimum uzet u odnosu

na relaciju ↬.

(3) Vode!i koeficijent polinoma p, u oznaci LC(p), je koeficijent u p uz LM(p).

(4) Vode!i qlan polinoma p je LT(p) = LC(p) · LM(p).

Postoji nekoliko naqina da se definixe Grebnerova baza (videti propoziciju
1.3.1), a ovde navodimo jedan od ǌih.

Definicija 1.3.3. Neka je F ↘ K[X] konaqan skup nenula polinoma i I ideal u K[X]
generisan sa F . Ka”emo da je F Grebnerova baza ideala I (u odnosu na relaciju ↬)

ukoliko za svaki polinom p → I \ {0} postoji f → F takav da LM(f) deli LM(p).

Definicija 1.3.4. Grebnerova baza F ideala I je redukovana ukoliko su svi polinomi

u F moniqni, tj. LC(f) = 1 za sve f → F , i ako ne postoje razliqiti polinomi g, h → F
takvi da LM(g) deli neki monom u h.

Za f, g → K[X] \ {0}, definixemo S-polinom kao

S(f, g) =
lcm (LM(f),LM(g))

LM(f)
· f ↑ lcm (LM(f),LM(g))

LM(g)
· g,

gde je lcm (LM(f),LM(g)) najmaǌi zajedniqki sadr%alac vode!ih monoma od f i g.
Primetimo da je S(f, f) = 0 i S(g, f) = ↑S(f, g).

Neka je F ↘ K[X] konaqan skup nenula polinoma i neka su p, q → K[X]. Ka%emo
da se polinom p redukuje do q modulo F ako postoji n ↭ 1 i polinomi p1, p2, . . . , pn →
K[X] takvi da je p1 = p, pn = q i za sve i → {1, 2, . . . , n↑ 1} va%i

pi+1 = pi ↑
LC(pi)

LC(fi)
·mi · fi,

za neke fi → F i mi → M takve da je LM(pi) = mi ·LM(fi). Dokaz slede!e propozicije
se mo%e na!i u [3, propozicija 5.38].

Propozicija 1.3.1. Neka je F ↘ K[X] konaqan skup netrivijalnih polinoma i I
ideal u K[X] generisan sa F . Slede!i iskazi su ekvivalentni.

(a) F je Grebnerova baza ideala I;

(b) svaki polinom p → I se mo”e redukovati do nule modulo F ;
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(v) skup klasa svih monoma koji nisu de%ivi ni sa jednim od vode!ih monoma LM(f),
za f → F , qini bazu koliqniqkog vektorskog prostora K[X]/I.

Slede!a teorema nam daje jox jedan ekvivalentan uslov da je neki skup poli-
noma Grebnerova baza, za ǌen dokaz videti [3, teorema 5.48].

Teorema 1.3.1. Neka je F ↘ K[X] konaqan skup nenula polinoma i neka je I ideal

generisan sa F . Tada je F Grebnerova baza za I ako i samo ako se S(f, g) redukuje do

nule modulo F za sve f, g → F .

1.4 Spektralni nizovi

Jedan od glavnih alata pri odre#ivaǌu kohomoloxke algebre orijentisanih
Grasmanovih mnogostrukosti bi!e Serov spektralni niz koji !emo u ovom ode´ku
opisati na nivou na kome je nama potrebno, a za vixe informacija pogledati [23].

Neka je R komutativan prsten (Z ili Z2) i F ↓ E ↓ B fibracija kod koje
je bazni prostor B prosto povezan. Tada ovoj fibraciji pridru%ujemo Serov
spektralni niz {Ep,q

r , dr} koji konvergira ka kohomologiji totalnog prostora E.
Preciznije, druga strana spektralnog niza je data sa

Ep,q
2

↗= Hp(B;Hq(F ;R)), p, q → Z.

Ukoliko je kohomologija sloja slobodna (a u sluqaju R = Z2 bi!e jer je Z2 po´e),
onda imamo

Ep,q
2

↗= Hp(B;R)∋Hq(F ;R), p, q → Z,
a imamo zapravo i izomorfizam bistepenovanih algebri

E→,→
2

↗= H→(B;R)∋H→(F ;R).

Svaka naredna strana je odre#ena pomo!u diferencijala dr na slede!i naqin

Ep,q
r+1 = ker

(
dr : Ep,q

r ↓ Ep+r,q↑r+1
r

)/
im

(
dr : Ep↑r,q+r↑1

r ↓ Ep,q
r

)
,

dok je mno%eǌe u bistepenovanoj algebri Er+1 indukovano mno%eǌem iz Er.
To da ovaj spektralni niz konvergira ka kohomologiji totalnog prostora znaqi

da postoji stabilna filtracija

0 = · · · = F n
n+2 = F n

n+1 ⇐ F n
n ⇐ F n

n↑1 ⇐ · · · ⇐ F n
1 ⇐ F n

0 = Hn(E;R),

15



Uvod

takva da imamo izomorfizam bistepenovanih algebri
⊕

p,q↔Z

Ep,q
↗

↗=
⊕

p,q↔Z

F p+q
p /F p+q

p+1 .

Ukoliko razmatramo R-orijentabilno sferno raslojeǌe Sk ↓ E ↓ B, znamo i da
se jedini potencijalno netrivijalni diferencijal dk+1 : Ej,k

k+1 ↓ Ej+k+1,0
k+1 svodi na

mno%eǌe Ojlerovom klasom e → Hk+1(B;R) ovog raslojeǌa.
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Glava 2

Kohomologija orijentisanih

Grasmanijana sa Z2 koeficijentima

Pri odre#ivaǌu kohomologije orijentisanih Grasmanijanima sa Z2 koefici-
jentima, bi!e korisno da posmatramo pomo!ni prostor

W n
k,1 =

{
(P̃ , v) → G̃n,k ≃ Sn↑1 | P̃ △ v

}
(2.1)

kao i dva raslojeǌa iz narednog dijagrama.

Sk

Sn↑k↑1 W n
k,1 G̃n,k

G̃n,k+1

sp

p1 (2.2)

Preslikavaǌe p1 : W n
k,1 ↓ G̃n,k je projekcija na prvu koordinatu dok preslikavaǌe

sp : W n
k,1 ↓ G̃n,k+1 slika par (P̃ , v) → W n

k,1 u orijentisani (k+1)-dimenzionalni pro-
stor koji P̃ i v odre#uju. Preciznije, sp(P̃ , v) = P̃ ▽L(v), pri qemu je orijentacija
takva da se na bazu koja zadaje orijentaciju od P̃ doda vektor v (L(v) je jednodi-
menzionalni potprostor od Rn generisan vektorom v). Ideja je da ukoliko znamo
H→(G̃n,k;Z2), horizontalno raslojeǌe mo%emo koristiti da odredimo H→(W n

k,1;Z2), a
onda pomo!u vertikalnog raslojeǌa mo%emo odrediti i H→(G̃n,k+1;Z2). Generalno,

17
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ova tehnika nam daje samo parcijalne rezultate, ali za neke maǌe dimenzije bi!e
dovo´na za potpuno odre#ivaǌe kohomoloxke algebre prostora G̃n,k+1.

Nije texko primetiti da je horizontalno raslojeǌe upravo sferno raslojeǌe
pridru%eno ortogonalnom komplementu orijentisanog kanonskog vektorskog ra-
slojeǌa nad G̃n,k, tj. ω̃↓

n,k. Sa druge strane, vertikalno raslojeǌe je izomorfno
sfernom raslojeǌu pridru%enom kanonskom vektorskom raslojeǌu ω̃n,k+1 nad G̃n,k+1.
Naime, neka je leva vertikala u narednom dijagramu sferno raslojeǌe pridru-
%eno ω̃n,k+1.

Sk Sk

E ↘(ω̃n,k+1) W n
k,1

G̃n,k+1 G̃n,k+1

ω

p1 sp
ϑ

(2.3)

Preslikavaǌe ϖ definixemo na slede!i naqin. Neka je (P̃ , v) → E ↘(ω̃n,k+1) ↘ G̃n,k+1≃
Sn↑1 i neka je Q̃ ortokomplement vektora v unutar P̃ orijentisan tako da kad na
bazu koja zadaje orijentaciju od Q̃ dodamo vektor v, dobijamo bazu koja zadaje
orijentaciju od P̃ . Sada je Q̃ jedan orijentisani potprostor od Rn dimenzije k,
tj. Q̃ → G̃n,k, pa mo%emo definisati

ϖ(P̃ , v) = (Q̃, v).

Sa druge strane, ako je (Q̃, v) → W n
k,1 ↘ G̃n,k ≃ Sn↑1, definixemo

↼(Q̃, v) =
(
sp(Q̃, v), v

)
.

Nije texko uveriti se da dijagram (2.3) komutira i da su preslikavaǌa ϖ i ↼
jedno drugom inverzna.

2.1 Karakteristiqni rang

Modulo 2 kohomologija Grasmanijana generisana je Xtifel–Vitnijevim kla-
sama kanonskog vektorskog raslojeǌa ωn,k, kao xto smo videli u (1.2). Ovo ne!e
biti sluqaj sa orijentisanim Grasmanovim mnogostrukostima, pa je zanim´ivo
dati odgovor na pitaǌe koja je prva kohomoloxka dimenzija u kojoj postoji klasa
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koja se ne mo%e predstaviti kao polinom nad Xtifel–Vitnijevim klasama ori-
jentisanog kanonskog vektorskog raslojeǌa ω̃n,k.

Definicija 2.1.1. Neka je ↽ realno vektorsko raslojeǌe nad CW -kompleksom X di-

menzije d. Karakteristiqni rang raslojeǌa ↽ je najve!i ceo broj m → {0, 1, . . . , d} takav

da se svaka kohomoloxka klasa iz H i(X;Z2), 1 ↫ i ↫ m, mo”e predstaviti kao poli-

nom nad Xtifel–Vitnijevim klasama raslojeǌa ↽. Karakteristiqni rang raslojeǌa

↽ oznaqavamo sa charrank(↽).

U ode´ku 1.1.3 definisali smo pojam anomaliqne klase. Prva anomaliqna kla-
sa u kohomologiji orijentisanog Grasmanijana G̃n,k (tj. prva nerastav´iva klasa
koja nije Xtifel–Vitnijeva klasa raslojeǌa ω̃n,k) nalazi se upravo u dimenziji
charrank(ω̃n,k) + 1.

Korbax je u [17, teorema 2.1] odredio doǌu granicu za charrank(ω̃n,k).

Teorema 2.1.1. Neka je k ↭ 3 i t ↭ 3 jedinstven ceo broj takav da 2t↑1 < n ↫ 2t.

(1) Ako je k = 3, onda

charrank(ω̃2t,3) = 2t ↑ 2,

charrank(ω̃n,3) = n↑ 5 + i, za n = 2t ↑ i, i = 1, 2, 3,

charrank(ω̃n,3) ↭ n↑ 2, inaqe.

(2) Ako je k = 4, onda

charrank(ω̃n,4) = n↑ 5 + i, za n = 2t ↑ i, i = 0, 1, 2, 3,

charrank(ω̃n,4) ↭ n↑ 3, inaqe.

(3) Ako je k ↭ 5, onda charrank(ω̃n,k) ↭ n↑ k + 1.

Nakon toga, Korbax i Rusin su odredili charrank(ω̃n,2) u [19].

Teorema 2.1.2. Neka je n ↭ 4. Tada

charrank(ω̃n,2) =

{
n↑ 2, n neparno,

n↑ 3, n parno.

Rezultat iz teoreme 2.1.1 u sluqaju k = 3 su Petrovi!, Prvulovi! i Radova-
novi! popravili dokazavxi u [26] narednu teoremu.
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Teorema 2.1.3. Neka je t ↭ 3 jedinstven ceo broj takav da 2t↑1 ↫ n < 2t. Tada je

charrank(ω̃n,3) = min{3n↑ 2t ↑ 2, 2t ↑ 5}.

Prvulovi! i Radovanovi! su u [27] u potpunosti odredili i charrank(ω̃n,4).

Teorema 2.1.4. Neka je t ↭ 3 jedinstven ceo broj takav da 2t↑1 < n ↫ 2t. Tada je

charrank(ω̃n,4) = min{4n↑ 3 · 2t↑1 ↑ 5, 2t ↑ 5}.

U [27] su dokazane i naredne dve teoreme koje pobo´xavaju granicu iz dela (3)
teoreme 2.1.1.

Teorema 2.1.5. Neka je k ↭ 2. Tada

charrank(ω̃n,k↑1) ↫ charrank(ω̃n,k).

Teorema 2.1.6. Neka je k ↭ 1.

(1) Ako je n↑ k ↭ k ↭ 6, onda

charrank(ω̃n,k) ↭ n↑ k +

⌊
k

3


↑ 1.

(2) Ako je n↑ k ↭ 6 ·

k
5


, onda

charrank(ω̃n,k) ↭ n↑ k + 2 ·
⌊
k

5


↑ 1.

Napomena 2.1.1. Primetimo da teoreme 2.1.4 i 2.1.5 daju jox jedno doǌe ograniqeǌe

za k ↭ 5
charrank(ω̃n,k) ↭ charrank(ω̃n,4) = min{4n↑ 3 · 2t↑1 ↑ 5, 2t ↑ 5}

koje u nekim sluqajevima mo”e biti bo%a ocena od onih u teoremi 2.1.6.

U literaturi se nailazi i na nekoliko gorǌih ograniqeǌa. Naime, u [19] je
dato slede!e ograniqeǌe.

Teorema 2.1.7. Neka je i ↫ k(n↑k)
2 takvo da je H i(G̃n,k;Z2) ⇓= 0, onda je

charrank(ω̃n,k) ↫ k(n↑ k)↑ i↑ 1.
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Napomena 2.1.2. Iz propozicije 1.1.1 mo”emo zak%uqiti da je Hn↑k(G̃n,k;Z2) ⇓= 0,
pa iz teoreme 2.1.7 dobijamo

charrank(ω̃n,k) ↫ k(n↑ k)↑ (n↑ k)↑ 1 = (k ↑ 1)(n↑ k)↑ 1.

Macangos i Vent su u [22] dali naredno gorǌe ograniqeǌe.

Teorema 2.1.8. Neka je 5 ↫ k ↫ 2t ↑ 5. Tada je

charrank(ω̃2t,k) ↫ 2t ↑ 2.

U istom radu su autori naveli i pretpostavku o vrednosti karakteristiqnog
ranga u opxtem sluqaju. Naime, oni oqekuju da ukoliko je 5 ↫ k ↫ 2t↑1 < n ↫ 2t i
t ↭ 5, onda

charrank(ω̃n,k) = min{2t ↑ 2, k(n↑ 2t↑1) + 2t↑1 ↑ 2}. (2.4)

U svom slede!em radu [21] su dokazali da izraz u (2.4) jeste gorǌe ograniqeǌe
qime su popravili svoj prethodni rezultat iz teoreme 2.1.8. Preciznije, dokazali
su slede!u teoremu.

Teorema 2.1.9. Neka je 5 ↫ k ↫ 2t↑1 < n ↫ 2t i t ↭ 5. Tada je

charrank(ω̃n,k) ↫ min{2t ↑ 2, k(n↑ 2t↑1) + 2t↑1 ↑ 2}.

2.2 Sluqaj k = 2

Modulo dva kohomoloxku algebru orijentisanog Grasmanijana G̃n,2 odredili
su Korbax i Rusin u [18]. U ovom ode´ku !emo prikazati nexto drugaqiji dokaz od
originalnog. Pre svega, navodimo lemu dokazanu u [18] koja !e nam biti korisna
u dokazu glavne teoreme.

Lema 2.2.1. Neka je v = 1 + v1 + v2 + · · · totalna Vuova klasa mnogostrukosti G̃n,2

i neka je w̃2 Xtifel–Vitnijeva klasa kanonskog orijentisanog raslojeǌa ω̃n,2. Tada

v =
∑

0↫j↫n↑1
2

(
n↑ 1↑ j

j

)
w̃j

2.

Odredimo najpre kohomologiju pomo!nog prostora

W n
1,1 =

{
(P̃ , v) → G̃n,1 ≃ Sn↑1 | P̃ △ v

}
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koriste!i raslojeǌe Sn↑2 ↓ W n
1,1

p1↑↓ G̃n,1. Kako je G̃n,1 ⇒ Sn↑1, nije texko primetiti
da je ovo raslojeǌe upravo sferno raslojeǌe pridru%eno tangentnom vektorskom
raslojeǌu nad sferom Sn↑1. Tako#e, mo%emo primetiti da je prostor W n

1,1 zapravo
Xtifelova mnogostrukost Vn,2.

Teorema 2.2.1. Neka je n ↭ 2. Tada imamo izomorfizam algebri

H→(W n
1,1;Z2) ↗=


Z2
(cn↑2)∋Z2


Z2
(cn↑1),

gde je ci → H i(W n
1,1;Z2).

Dokaz. Posmatrajmo Serov spektralni niz tangentnog raslojeǌa Sn↑2 ↓ W n
1,1

p1↑↓
Sn↑1. Ceo spektralni niz sadr%an je u dve vrste, pa jedini diferencijal koji mo%e
biti netrivijalan jeste dn↑2 : E

0,n↑2
n↑2 ↓ En↑1,0

n↑2 . Diferencijal dn↑2 je mno%eǌe Ojle-
rovom klasom koja je na osnovu [24, osobina 9.5] jednaka Xtifel–Vitnijevoj klasi
wn↑1(Sn↑1) tangentnog raslojeǌa nad Sn↑1, ali ova klasa je trivijalna (videti [24,
str. 41]), pa je dn↑2 = 0. Konaqno,

E→,→
↗ = E→,→

2
↗= H→(Sn↑1;Z2)∋H→(Sn↑2;Z2),

odakle sledi da kohomologija totalnog prostora ima navedenu strukturu.

Teorema 2.2.2. Neka je n ↭ 2.

(1) Ako je n neparno, tada imamo izomorfizam algebri

H→(G̃n,2;Z2) ↗=
Z2[w2, an↑1](
w

n↑1
2

2 , a2n↑1

) ↗=
Z2[w2](
w

n↑1
2

2

) ∋Z2


Z2
(an↑1),

pri qemu koset od w2 odgovara Xtifel–Vitnijevoj klasi w̃2 → H2(G̃n,2;Z2), a

koset od an↑1 odgovara nerastav%ivoj klasi ãn↑1 → Hn↑1(G̃n,2;Z2).

(2) Ako je n ′4 2, tada imamo izomorfizam algebri

H→(G̃n,2;Z2) ↗=
Z2[w2, an↑2](

w
n
2
2 , a

2
n↑2 + w

n↑2
2

2 an↑2

) ,

pri qemu koset od w2 odgovara Xtifel–Vitnijevoj klasi w̃2 → H2(G̃n,2;Z2), a

koset od an↑2 odgovara nerastav%ivoj klasi ãn↑2 → Hn↑2(G̃n,2;Z2).
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(3) Ako je n ′4 0, tada imamo izomorfizam algebri

H→(G̃n,2;Z2) ↗=
Z2[w2, an↑2](
w

n
2
2 , a

2
n↑2

) ↗=
Z2[w2](
w

n
2
2

) ∋Z2


Z2
(an↑2),

pri qemu koset od w2 odgovara Xtifel–Vitnijevoj klasi w̃2 → H2(G̃n,2;Z2), a

koset od an↑2 odgovara nerastav%ivoj klasi ãn↑2 → Hn↑2(G̃n,2;Z2).

Dokaz. Posmatrajmo Serov spektralni niz pridru%en sfernom raslojeǌu S1 ↓
W n

1,1
sp↑↓ G̃n,2. E2 strana ovog spektralnog niza sadr%ana je u nultoj i prvoj vrsti,

pa je d2 jedini diferencijal koji mo%e biti netrivijalan. Na osnovu propozicije
1.1.1 znamo da je im p→ ↗= Z2[w2]

(gn↑1,gn)
sadr%ana u H→(G̃n,2;Z2). Dokaz !emo podeliti na

dva dela, u zavisnosti od parnosti n.
Neka je n neparno. Tada na osnovu teoreme 2.1.2 imamo da je charrank(ω̃n,2) = n↑2,

pa postoji nerastav´iva klasa koja nije u im p→ u dimenziji n ↑ 1. Oznaqimo je
sa ãn↑1 → Hn↑1(G̃n,2;Z2). Da´e, iz (1.10) imamo gn↑1 = w

n↑1
2

2 i gn = 0. Znamo da
je d2 mno%eǌe Xtifel–Vitnijevom klasom w̃2, pa kako su sve grupe Hj(W n

1,1;Z2)

trivijalne za 1 ↫ j ↫ n ↑ 3, zak´uqujemo da je d2 : Ej↑2,1
2 ↓ Ej,0

2 izomorfizam za
1 ↫ j ↫ n ↑ 3. Tako#e, Ep,q

2 = 0 za p ↫ n ↑ 2 neparno, pa je i d2 : En↑4,1
2 ↓ En↑2,0

2

izomorfizam. Tako#e, iz teoreme 2.2.1 je Hj(W n
1,1;Z2) = 0 i za n ↫ j ↫ 2n ↑ 4, pa

!e d2 : Ej↑2,1
2 ↓ Ej,0

2 biti izomorfizam i za n + 1 ↫ j ↫ 2n ↑ 4. Generatore na
E2 strani mo%emo videti u tabeli 2.1, a specijalno iz tabele vidimo da je ãn↑1

jedina anomaliqna klasa.

1 1 0 w̃2 0 w̃2
2 · · · w̃

n↑3
2

2 0 ãn↑1 0 w̃2ãn↑1 · · · w̃
n↑3
2

2 ãn↑1

0 1 0 w̃2 0 w̃2
2 · · · w̃

n↑3
2

2 0 ãn↑1 0 w̃2ãn↑1 · · · w̃
n↑3
2

2 ãn↑1

0 1 2 3 4 · · · n↑ 3 n → 2 n → 1 n n+ 1 · · · 2n↑ 4

Tabela 2.1: E2 strana spektralnog niza za raslojeǌe S1 ↓ W n
1,1

sp↑↓ G̃n,2 za n
neparno

Da bismo u potpunosti odredili multiplikativnu strukturu, ostaje samo da
primetimo da je ã2n↑1 = 0 jer je dimenzija mnogostrukosti G̃n,2 jednaka 2n↑ 4.

Pretpostavimo sada da je n parno. Sliqno kao u prethodnom sluqaju, mo%emo
zak´uqiti da su w̃2 → H2(G̃n,2;Z2) i ãn↑2 → Hn↑2(G̃n,2;Z2) jedine nerastav´ive klase
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1 1 0 w̃2 0 w̃2
2 · · · 0 w̃

n↑2
2

2 , ãn↑2 0 w̃2ãn↑2 0 · · · w̃
n↑2
2

2 ãn↑2

0 1 0 w̃2 0 w̃2
2 · · · 0 w̃

n↑2
2

2 , ãn↑2 0 w̃2ãn↑2 0 · · · w̃
n↑2
2

2 ãn↑2

0 1 2 3 4 · · · n↑ 3 n → 2 n → 1 n n+ 1 · · · 2n↑ 4

Tabela 2.2: E2 strana spektralnog niza za raslojeǌe S1 ↓ W n
1,1

sp↑↓ G̃n,2 za n parno

u kohomologiji od G̃n,2 (u ovom sluqaju je charrank(ω̃n,2) = n↑ 3). Tako#e, na osnovu
(1.10) je gn↑1 = 0 i gn = w

n
2
2 . Generatore na E2 strani mo%emo videti u tabeli 2.2.

Ponovo kao i kada je n bilo neparno, zak´uqujemo da je d2 : Ej↑2,1
2 ↓ Ej,0

2 izo-
morfizam za j → Z \ {0, n↑ 2, n, 2n↑ 2}, pa je w̃

n↑2
2

2 ãn↑2 ⇓= 0.
Zbog povezanosti mnogostrukosti G̃n,2, znamo da je H2n↑4(G̃n,2;Z2) ↗= Z2, a kako

je w̃
n↑2
2

2 ãn↑2 ⇓= 0, to imamo dve mogu!nosti. Ili je ã2n↑2 = w̃
n↑2
2

2 ãn↑2 ⇓= 0 ili je
ã2n↑2 = 0. Da bismo odredili ã2n↑2, uoqimo preslikavaǌe Sqn↑2 : Hn↑2(G̃n,2;Z2) ↓
H2n↑4(G̃n,2;Z2). Sa jedne strane, znamo da je Sqn↑2(ãn↑2) = ã2n↑2. Sa druge strane,
ovo preslikavaǌe je mno%eǌe Vuovom klasom vn↑2, a na osnovu leme 2.2.1, imamo

vn↑2 =

(
n↑ 1↑ n↑2

2
n↑2
2

)
w̃

n↑2
2

2 =

( n
2

n
2 ↑ 1

)
w̃

n↑2
2

2 =
n

2
· w̃

n↑2
2

2 .

Dakle,

vn↑2 =

{
w̃

n↑2
2

2 , n ′4 2

0, n ′4 0

Konaqno,

ã2n↑2 =

{
w̃

n↑2
2

2 ãn↑2, n ′4 2

0, n ′4 0

qime je dokaz zavrxen.

2.3 Sluqaj k = 3

Basu i Qakraborti su u [1] dali skoro potpun opis kohomoloxke algebre
H→(G̃n,3;Z2) kada je n blizu stepena dvojke kao i neke delimiqne rezultate za ostale
vrednosti n. Najpre su odredili nerastav´ive elemente u H→(G̃n,3;Z2), a zatim su
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istra%ivali multiplikativnu strukturu ovih algebri. Glavni alat koji su ko-
ristili jeste Serov spektralni niz primeǌen na raslojeǌa (2.2). U ovom ode´ku
!emo dati pregled ǌihovih rezultata.

Teorema 2.3.1. (a) H→(G̃2t,3;Z2) ima po jedan nerastav%iv element u dimenzijama

2, 3 i 2t ↑ 1 i nijedan u ostalim dimenzijama.

(b) H→(G̃n,3;Z2) za n = 2t ↑ 3, 2t ↑ 2, 2t ↑ 1, ima po jedan nerastav%iv element u

dimenzijama 2, 3 i 2t ↑ 4 i nijedan u ostalim dimenzijama.

(v) H→(G̃n,3;Z2) za 2t↑1 < n ↫ 2t↑4, ima po jedan nerastav%iv element u dimenzijama

2, 3, 3n↑ 2t ↑ 1 i 2t ↑ 4 i nijedan u ostalim dimenzijama.

Teorema 2.3.2. (a) Ako je n = 2t, onda imamo izomorfizam algebri

H→(G̃2t,3;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, a2t↑1](

g2t↑2, g2t↑1, a22t↑1 + Pa2t↑1

) ,

pri qemu koseti od w2 i w3 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama kanon-

skog raslojeǌa ω̃2t,3, dok koset od a2t↑1 odgovara nerastav%ivoj klasi ã2t↑1 →
H2t↑1(G̃2t,3;Z2), a P je neki polinom nad w2 i w3.

(b) Ako je n = 2t ↑ 3, 2t ↑ 2, 2t ↑ 1, onda imamo izomorfizam algebri

H→(G̃n,3;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, a2t↑4](

gn↑2, gn↑1, gn, a22t↑4 + Pa2t↑4 +Q
) ,

pri qemu koseti od w2 i w3 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama kanon-

skog raslojeǌa ω̃n,3, dok koset od a2t↑4 odgovara nerastav%ivoj klasi ã2t↑4 →
H2t↑4(G̃n,3;Z2), a P i Q su neki polinomi nad w2 i w3. Pritom, ukoliko je

n = 2t ↑ 3 ili n = 2t ↑ 2, onda je Q = 0.

Teorema 2.3.3. Neka je 2t↑1 < n ↫ 2t ↑ 4. Oznaqimo sa ã3n↑2t↑1 → H3n↑2t↑1(G̃n,3;Z2) i

ã2t↑4 → H2t↑4(G̃n,3;Z2) nerastav%ive klase. Tada u H→(G̃n,3;Z2) va”e slede!e relacije.

(1) Ako je 3n↑ 2t ↑ 1 < 2t ↑ 4, onda

ã23n↑2t↑1 = R1 + ã2t↑4R2 + ã3n↑2t↑1R3, ã22t↑4 = 0,

a ako je 3n↑ 2t ↑ 1 > 2t ↑ 4, onda

ã22t↑4 = Q1 + ã2t↑4Q2 + ã3n↑2t↑1Q3, ã23n↑2t↑1 = 0,

gde su Ri i Qi, i = 1, 2, 3, polinomi nad Xtifel–Vitnijevim klasama w̃2 i w̃3.
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(2) Postoje klase v2t↑8 → p→(H2t↑8(Gn,3;Z2)) i v3n↑2t↑5 → p→(H3n↑2t↑5(Gn,3;Z2)) koje

pomno”ene sa ã3n↑2t↑1 i ã2t↑4, redom, daju generator najvixe kohomoloxke grupe

H3n↑9(G̃n,3;Z2). Xtavixe,

v2t↑8ã2t↑4 = 0, v3n↑2t↑5ã3n↑2t↑1 = 0.

2.3.1 Sluqaj n = 2t

Colovi! i Prvulovi! su u [7] dokazali da se polinom P iz teoreme 2.3.2(a)
mo%e odabrati tako da bude nula polinom, qime su u potpunosti odredili koho-
moloxku algebru orijentisanog Grasmanijana G̃2t,3. U ovom ode´ku !emo izlo%iti
ǌihov dokaz. Preciznije, prikaza!emo primenu Grebnerovih baza pri odre#ivaǌu
ove algebre, dok !emo dokaze samih tvr#eǌa iz teorije Grebnerovih baza preskoc-
hiti. Dokazi svih takvih tvr#eǌa se mogu na!i u [7]. Nada´e podrazumevamo da
je t ↭ 3.

Neka je ↬ leksikografsko ure#eǌe na monomima u Z2[w2, w3] dato sa w2 ̸ w3, tj.

wb1
2 wc1

3 ↬ wb2
2 wc2

3 ∞∈ b1 < b2 ∨ (b1 = b2 ∀ c1 ↫ c2).

U ode´ku 1.1.3 dokazali smo da za dvolisno natkrivaǌe p : G̃2t,3 ↓ G2t,3 va%i

im p→ ↗=
Z2[w2, w3]

(g2t↑2, g2t↑1, g2t)
.

Iz (1.9) imamo
g2t = w2g2t↑2 + w3g2t↑3 = w2g2t↑2

jer je g2t↑3 = 0 na osnovu [17, lema 2.3], pa je

J2t,3 = (g2t↑2, g2t↑1, g2t) = (g2t↑2, g2t↑1). (2.5)

Definiximo
fi = g2t↑3+2i , 0 ↫ i ↫ t↑ 1. (2.6)

Teorema 2.3.4. Skup {f0, f1, . . . , ft↑1} je redukovana Grebnerova baza ideala J2t,3.

Oznaqimo sa J ideal iz teoreme 2.3.2(a), tj.

J =
(
g2t↑2, g2t↑1, a

2
2t↑1 + Pa2t↑1

)
.

Proxirimo ure#eǌe monoma iz Z2[w2, w3] na monome u Z2[w2, w3, a2t↑1] na slede!i
naqin a2t↑1 ̸ w2 ̸ w3. Jasno je da va%i

LM(a22t↑1 + Pa2t↑1) = a22t↑1 (2.7)

jer je P polinom nad w2 i w3.
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Teorema 2.3.5. Skup {f0, f1, . . . , ft↑1, a22t↑1 + Pa2t↑1} je Grebnerova baza ideala J .

Propozicija 2.3.1. Neka je i → {0, 1, . . . , t↑ 1}. Tada je fi ⇓= 0 i va”i

LM(fi) = w2t↑1↑2i

2 w2i↑1
3 .

Xtavixe, ft↑1 = LM(ft↑1) = w2t↑1↑1
3 .

Na osnovu teoreme 2.3.5, propozicija 1.3.1 i 2.3.1 i na osnovu (2.7) dobijamo
narednu posledicu.

Posledica 2.3.1. Skup kohomoloxkih klasa

B =
{
ãr2t↑1w̃

b
2w̃

c
3 | r < 2, (∃i → {0, 1, . . . , t↑ 1}) b < 2t↑1 ↑ 2i ∨ c < 2i ↑ 1

}

je aditivna baza kohomoloxke algebre H→(G̃2t,3;Z2).

Primer 2.3.1. U sluqaju t = 3, aditivna baza od H→(G̃8,3;Z2) je

B = {1, w̃2, w̃3, w̃
2
2, w̃2w̃3, w̃

2
3, ã7, w̃2w̃

2
3, ã7w̃2, ã7w̃3, ã7w̃

2
2, ã7w̃2w̃3, ã7w̃

2
3, ã7w̃2w̃

2
3}

Primer 2.3.2. U sluqaju t = 4, aditivna baza od H→(G̃16,3;Z2) je

B =
{
1, w̃2, w̃3, w̃

2
2, w̃2w̃3, w̃

3
2, w̃

2
3, w̃

2
2w̃3, w̃

4
2, w̃2w̃

2
3, w̃

3
2w̃3, w̃

3
3, w̃

5
2, w̃

2
2w̃

2
3, w̃

4
2w̃3, w̃2w̃

3
3,

w̃6
2, w̃

3
2w̃

2
3, w̃

4
3, w̃

5
2w̃3, w̃

2
2w̃

3
3, w̃

4
2w̃

2
3, w̃2w̃

4
3, ã15, w̃

3
2w̃

3
3, w̃

5
3, w̃

5
2w̃

2
3, w̃

2
2w̃

4
3, ã15w̃2,

w̃2w̃
5
3, ã15w̃3, w̃

3
2w̃

4
3, w̃

6
3, ã15w̃

2
2, w̃

2
2w̃

5
3, ã15w̃2w̃3, w̃2w̃

6
3, ã15w̃

3
2, ã15w̃

2
3, w̃

3
2w̃

5
3,

ã15w̃
2
2w̃3, w̃

2
2w̃

6
3, ã15w̃

4
2, ã15w̃2w̃

2
3, ã15w̃

3
2w̃3, ã15w̃

3
3, w̃

3
2w̃

6
3, ã15w̃

5
2, ã15w̃

2
2w̃

2
3,

ã15w̃
4
2w̃3, ã15w̃2w̃

3
3, ã15w̃

6
2, ã15w̃

3
2w̃

2
3, ã15w̃

4
3, ã15w̃

5
2w̃3, ã15w̃

2
2w̃

3
3, ã15w̃

4
2w̃

2
3,

ã15w̃2w̃
4
3, ã15w̃

3
2w̃

3
3, ã15w̃

5
3, ã15w̃

5
2w̃

2
3, ã15w̃

2
2w̃

4
3, ã15w̃2w̃

5
3, ã15w̃

3
2w̃

4
3, ã15w̃

6
3,

ã15w̃
2
2w̃

5
3, ã15w̃2w̃

6
3, ã15w̃

3
2w̃

5
3, ã15w̃

2
2w̃

6
3, ã15w̃

3
2w̃

6
3

}

Definicija 2.3.1. Visina kohomoloxke klase x, u oznaci ht(x), je prirodan broj n
takav da je xn ⇓= 0 i xn+1 = 0.

Lema 2.3.1. Visina kohomoloxke klase w̃3 → H3(G̃2t,3;Z2) je 2t↑1 ↑ 2, tj. w̃2t↑1↑2
3 ⇓= 0 i

w̃2t↑1↑1
3 = 0.

Dokaz. Kako je ft↑1 → J, imamo da je odgovaraju!a klasa f̃t↑1 = 0 u H→(G̃2t,3;Z2), a
na osnovu propozicije 2.3.1 znamo da je f̃t↑1 = w̃2t↑1↑1

3 , pa je w̃2t↑1↑1
3 = 0. Sa druge

strane, vidimo da je w̃2t↑1↑2
3 element baze B iz posledice 2.3.1, pa je w̃2t↑1↑2

3 ⇓= 0, te
zak´uqujemo da je ht(w̃3) = 2t↑1 ↑ 2.
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Videli smo da je kohomoloxka algebra H→(G̃2t,3;Z2) generisana Xtifel–Vitni-
jevim klasama kanonskog raslojeǌa i jox jednom nerastav´ivom klasom koja nije
u slici homomorfizma p→. U slede!oj propoziciji !emo videti da se kohomoloxke
grupe H→(G̃2t,3;Z2) dele na tri celine. Otprilike prva tre!ina kohomoloxkih gru-
pa sadr%a!e samo elemente koji se mogu predstaviti preko Xtifel–Vitnijevih
klasa, tj. samo elemente iz im p→, druga tre!ina !e sadr%ati elemente i iz im p→

ali i one koji nisu u toj slici, dok !e posledǌa tre!ina sadr%ati isk´uqivo
elemente koji nisu iz im p→, tj. one koji su umnoxci klase ã2t↑1.

Propozicija 2.3.2. (a) Ako je j < 2t ↑ 1, onda je Hj(G̃2t,3;Z2) ↘ im p→.

(b) Ako je j > 2 · 2t ↑ 8, onda je Hj(G̃2t,3;Z2) ↖ im p→ = 0.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.1.3 imamo da je charrank(ω̃2t,3) = 2t ↑ 2 odakle tvr#eǌe
(a) direktno sledi.

Da bismo dokazali deo pod (b), pretpostavimo suprotno: da postoji netrivi-
jalna klasa ⇀ → Hj(G̃2t,3;Z2) ↖ im p→ za neko j > 2 · 2t ↑ 8. Na osnovu Poenkareove du-
alnosti onda imamo i netrivijalnu klasu ς → H3·2t↑9↑j(G̃2t,3;Z2) takvu da je ⇀ς ⇓= 0.
Primetimo da je 3 · 2t ↑ 9 ↑ j < 3 · 2t ↑ 9 ↑ (2 · 2t ↑ 8) = 2t ↑ 1, pa je na osnovu dela
(a) ς → im p→. Dakle, i ⇀ i ς su u slici homomorfizma p→, pa je ⇀ς → im p→ i samim
tim homomorfizam p→ : H3·2t↑9(G2t,3;Z2) ↓ H3·2t↑9(G̃2t,3;Z2) nije trivijalan. Poznato
je da je H3·2t↑9(G2t,3;Z2) ↗= Z2¬w2t↑3

3 ∅, gde je w3 = w3(ω2t,3), pa je ⇀ς = w̃2t↑3
3 ⇓= 0 xto je

u kontradikciji sa prethodno dokazanom lemom 2.3.1.

Korix!eǌem Vuove formule (1.14) i osobina Stinrodovih kvadrata iz teoreme
1.2.1, indukcijom se mo%e dokazati naredna lema.

Lema 2.3.2. Neka su b, c → N0. Tada u H→(G̃2t,3;Z2) va”e slede!e jednakosti.

(a) Sq1(w̃b
2w̃

c
3) = bw̃b↑1

2 w̃c+1
3 ;

(b) Sq2(w̃b
2w̃

c
3) = (b+ c)w̃b+1

2 w̃c
3 +

(
b
2

)
w̃b↑2

2 w̃c+2
3 .

Lema 2.3.3. (a) Sq1(ã2t↑1) → im p→;

(b) Sq2(ã2t↑1) → im p→.

Dokaz. (a) Kako je Sq1(ã2t↑1) → H2t(G̃2t,3;Z2), a vidimo da su elementi baze B iz
posledice 2.3.1 u dimenziji 2t svi oblika w̃b

2w̃
c
3, zak´uqujemo da je Sq1(ã2t↑1) → im p→.

(b) Predstavimo klasu Sq2(ã2t↑1) → H2t+1(G̃2t,3;Z2) preko elemenata baze B iz
posledice 2.3.1.

Sq2(ã2t↑1) = ⇁ã2t↑1w̃2 +W, (2.8)
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za neko ⇁ → Z2 i W → im p→. Pokaza!emo da je ⇁ = 0.
Kako je dim G̃2t,3 = 3·2t↑9, homomorfizam Sq2 : H3·2t↑11(G̃2t,3;Z2) ↓ H3·2t↑9(G̃2t,3;Z2)

je mno%eǌe Vuovom klasom v2 → H2(G̃2t,3;Z2).
Na osnovu formule (1.13) imamo da je

w2(G̃2t,3) = Sq2(v0) + Sq1(v1) + v2 = v2, (2.9)

gde je w2(G̃2t,3) Xtifel–Vitnijeva klasa tangentnog raslojeǌa mnogostrukosti
G̃2t,3, a v1 = 0 jer je H1(G̃2t,3;Z2) = 0.

Iz teoreme 1.1 u [2] dobijamo da je w2(G2t,3) = 0, pa je i

w2(G̃2t,3) = p→(w2(G2t,3)) = 0.

Sada iz (2.9) zak´uqujemo da je v2 = 0, a samim tim je i homomorfizam Sq2 :
H3·2t↑11(G̃2t,3;Z2) ↓ H3·2t↑9(G̃2t,3;Z2) trivijalan.

Ukoliko ponovo pogledamo bazu B, vidimo da je

H3·2t↑11(G̃2t,3;Z2) = Z2¬ã2t↑1w̃
2t↑2↑2
2 w̃2t↑1↑2

3 ∅,
H3·2t↑9(G̃2t,3;Z2) = Z2¬ã2t↑1w̃

2t↑2↑1
2 w̃2t↑1↑2

3 ∅,

pa je

0 = Sq2(ã2t↑1w̃
2t↑2↑2
2 w̃2t↑1↑2

3 )

= Sq2(ã2t↑1)w̃
2t↑2↑2
2 w̃2t↑1↑2

3 + Sq1(ã2t↑1)Sq
1(w̃2t↑2↑2

2 w̃2t↑1↑2
3 )

+ ã2t↑1Sq
2(w̃2t↑2↑2

2 w̃2t↑1↑2
3 ).

(2.10)

Stinrodovi kvadrati su kohomoloxke operacije, pa slikaju im p→ u im p→. Na
osnovu dela (a) i propozicije 2.3.2(b) je Sq1(ã2t↑1)Sq1(w̃

2t↑2↑2
2 w̃2t↑1↑2

3 ) = 0.
Da´e, nastavimo raqun iz (2.10) korix!eǌem (2.8) i leme 2.3.2(b)

0 = (⇁ã2t↑1w̃2 +W )w̃2t↑2↑2
2 w̃2t↑1↑2

3

+ ã2t↑1

(
(2t↑2 ↑ 2 + 2t↑1 ↑ 2)w̃2t↑2↑1

2 w̃2t↑1↑2
3 +

(
2t↑2↑2

2

)
w̃2t↑2↑4

2 w̃2t↑1

3

)
.

(2.11)

Ponovo na osnovu propozicije 2.3.2(b) je W · w̃2t↑2↑2
2 w̃2t↑1↑2

3 = 0, dok je w̃2t↑1

3 = 0
na osnovu leme 2.3.1. Kada nastavimo (2.11) konaqno dobijamo

0 = ⇁ã2t↑1w̃
2t↑2↑1
2 w̃2t↑1↑2

3 u H3·2t↑9(G̃2t,3) = Z2¬ã2t↑1w̃
2t↑2↑1
2 w̃2t↑1↑2

3 ∅,

odakle je ⇁ = 0.
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Teorema 2.3.6. Kohomoloxka algebra orijentisane Grasmanove mnogostrukosti G̃2t,3

je

H→(G̃2t,3;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, a2t↑1](
g2t↑2, g2t↑1, a22t↑1

) ↗=
Z2[w2, w3]

(g2t↑2, g2t↑1)
∋Z2


Z2
(a2t↑1),

pri qemu koseti od w2 i w3 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama kanonskog raslo-

jeǌa ω̃2t,3, dok koset od a2t↑1 odgovara nerastav%ivoj klasi ã2t↑1 → H2t↑1(G̃2t,3;Z2).

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.3.2(a) dovo´no je pokazati da je ã22t↑1 = 0 u H→(G̃2t,3;Z2).
Predstavimo klasu ã22t↑1 → H2·2t↑2(G̃2t,3;Z2) preko elemenata baze B iz posledice

2.3.1. U dimenziji 2 · 2t ↑ 2 bazni elementi su

ã2t↑1w̃
2t↑1↑5
2 w̃3

3, ã2t↑1w̃
2t↑1↑8
2 w̃5

3, . . . , ã2t↑1w̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+1

3 , . . .

gde se ova lista nastav´a dok god je 2t↑1 ↑ 2↑ 3k ↭ 0, tj. k ↫ 2t↑1↑2
3 . Stoga,

ã22t↑1 =

≃ 2t↑1↑2
3 ⇐∑

k=1

λkã2t↑1w̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+1

3 , (2.12)

za neke jedinstveno odre#ene koeficijente λk → Z2. Pokaza!emo da je λk = 0 za
svako k.

Primenom Kartanove formule imamo

Sq1(ã22t↑1) = Sq1(ã2t↑1)ã2t↑1 + ã2t↑1Sq
1(ã2t↑1) = 0.

Tako#e, primetimo da je Sq1(ã22t↑1) → H2·2t↑1(G̃2t,3;Z2), a u H2·2t↑1(G̃2t,3;Z2) nema nenu-
la elemenata iz im p→ na osnovu propozicije 2.3.2(b). Iskoristi!emo ovu qiǌenicu
zajedno sa lemama 2.3.2 i 2.3.3 u narednom raqunu.

0 = Sq1(ã22t↑1) =

≃ 2t↑1↑2
3 ⇐∑

k=1

λkSq
1(ã2t↑1w̃

2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+1

3 )

=

≃ 2t↑1↑2
3 ⇐∑

k=1

λk

(
Sq1(ã2t↑1)w̃

2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+1

3 + ã2t↑1Sq
1(w̃2t↑1↑2↑3k

2 w̃2k+1
3 )

)

=

≃ 2t↑1↑2
3 ⇐∑

k=1

λk(2
t↑1 ↑ 2↑ 3k)ã2t↑1w̃

2t↑1↑3↑3k
2 w̃2k+2

3 .
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Primetimo da je ã2t↑1w̃
2t↑1↑3↑3k
2 w̃2k+2

3 → B za svako k →

1, 2, . . . , ↙2t↑1↑2

3 ∝

, pa za-

k´uqujemo da je
λk(2

t↑1 ↑ 2↑ 3k) = 0.

Kako je

2t↑1 ↑ 2↑ 3k ′2

{
1, k neparno
0, k parno

to je λk = 0 kada je k neparno.
Da bismo pokazali da je λk = 0 i za parne k, uvedimo smenu k = 2j. Tada (2.12)

postaje

ã22t↑1 =

≃ 2t↑2↑1
3 ⇐∑

j=1

λ2j ã2t↑1w̃
2t↑1↑2↑6j
2 w̃4j+1

3 .

Ponovnom primenom Kartanove formule imamo

Sq2(ã22t↑1) = Sq2(ã2t↑1)ã2t↑1 +
(
Sq1(ã2t↑1)

)2
+ ã2t↑1Sq

2(ã2t↑1) =
(
Sq1(ã2t↑1)

)2
,

a kako je
(
Sq1(ã2t↑1)

)2 → H2·2t(G̃2t,3;Z2)↖ im p→ = 0, na osnovu propozicije 2.3.2 i leme
2.3.3, to je Sq2(ã22t↑1) = 0. Sada na osnovu lema 2.3.2 i 2.3.3 imamo

0 = Sq2(ã22t↑1) =

≃ 2t↑2↑1
3 ⇐∑

j=1

λ2jSq
2(ã2t↑1w̃

2t↑1↑2↑6j
2 w̃4j+1

3 )

=

≃ 2t↑2↑1
3 ⇐∑

j=1

λ2j ã2t↑1Sq
2(w̃2t↑1↑2↑6j

2 w̃4j+1
3 )

=

≃ 2t↑2↑1
3 ⇐∑

j=1

λ2j ã2t↑1

(
w̃2t↑1↑1↑6j

2 w̃4j+1
3 +

(
2t↑1↑2↑6j

2

)
w̃2t↑1↑4↑6j

2 w̃4j+3
3

)

=

≃ 2t↑2↑1
3 ⇐∑

j=1

(
λ2j ã2t↑1w̃

2t↑1↑1↑6j
2 w̃4j+1

3 + λ2j

(
2t↑1↑2↑6j

2

)
ã2t↑1w̃

2t↑1↑4↑6j
2 w̃4j+3

3

)
.

Svi monomi ã2t↑1w̃
2t↑1↑1↑6j
2 w̃4j+1

3 i ã2t↑1w̃
2t↑1↑4↑6j
2 w̃4j+3

3 , za j →

1, 2, . . . , ↙2t↑2↑1

3 ∝

, su

me#usobno razliqiti elementi baze B, pa je λ2j = 0 za j →

1, 2, . . . , ↙2t↑2↑1

3 ∝

.
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2.3.2 Sluqaj n = 2t ↑ 1

U ovom i narednom ode´ku !emo odrediti kohomoloxku algebru H→(G̃n,3;Z2) u
sluqajevima n = 2t ↑ 3, 2t ↑ 2, 2t ↑ 1. Izlo%i!emo dokaz iz [15].

Inkluzija euklidskih prostora Rn ϑ↓ Rn+1 indukuje dva razliqita utapaǌa
Grasmanijana. Oznaqimo sa i : Gn,k ϑ↓ Gn+1,k utapaǌe koje quva dimenziju potpro-
stora, a sa j : Gn,k ϑ↓ Gn+1,k+1 utapaǌe koje quva kodimenziju potprostora. Kon-
kretno, ako je V ↘ Rn potprostor dimenzije k, onda je i(V ) = V ▽ 0 ⇐ Rn▽R = Rn+1,
dok je j(V ) = V ▽ R ⇐ Rn+1. Na isti naqin se definixu i utapaǌa orijentisanih
Grasmanijana ĩ : G̃n,k ϑ↓ G̃n+1,k i j̃ : G̃n,k ϑ↓ G̃n+1,k+1. Oqigledno je da ova presli-
kavaǌa komutiraju sa dvolisnim natkrivaǌem p, tj. imamo slede!e komutativne
dijagrame.

S0 S0 S0 S0

G̃n,k G̃n+1,k G̃n,k G̃n+1,k+1

Gn,k Gn+1,k Gn,k Gn+1,k+1

ĩ

p p

j̃

p p

i j

Iz prethodnih dijagrama i prirodnosti Gisinovog niza dobijamo da komuti-
raju i naredni dijagrami (sve kohomoloxke grupe su sa Z2 koeficijentima).

· · · H
r
(Gn+1,k) H

r
(G̃n+1,k) H

r
(Gn+1,k) H

r+1
(Gn+1,k) · · ·

· · · H
r
(Gn,k) H

r
(G̃n,k) H

r
(Gn,k) H

r+1
(Gn,k) · · ·

p→

i→

ω

ĩ→

w1

i→ i→

p→ ω w1

(2.13)

· · · H
r
(Gn+1,k+1) H

r
(G̃n+1,k+1) H

r
(Gn+1,k+1) H

r+1
(Gn+1,k+1) · · ·

· · · H
r
(Gn,k) H

r
(G̃n,k) H

r
(Gn,k) H

r+1
(Gn,k) · · ·

p→

j→

ω

j̃→

w1

j→ j→

p→ ω w1

(2.14)

U teoremi 2.3.1 smo videli da kada su m i n blizu, onda G̃m,3 i G̃n,3 imaju
anomaliqne klase u istim ili bliskim dimenzijama. Da bismo odredili qemu je
jednak kvadrat klase ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2), %elimo da ga pove%emo sa klasom
ã2t↑1 → H2t↑1(G̃2t,3;Z2) za koju znamo da ima trivijalan kvadrat. Ovo !emo posti!i
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analizom prethodnih dijagrama. Za anomaliqne klase znamo da nisu u im p→ pa nam
slede!a lema daje dovo´ne uslove da se anomaliqna klasa slika u anomaliqnu pri
preslikavaǌima ĩ→ i j̃→ iz dijagrama (2.13) i (2.14).

Lema 2.3.4. (a) Neka je r ↭ 0 ceo broj takav da je kerw1 ↖ ker i→ = 0 u Hr(Gn+1,k;Z2)

u dijagramu (2.13). Tada za proizvo%nu klasu x → Hr(G̃n+1,k;Z2) va”i

x /→ im p→ =∈ ĩ→(x) /→ im p→.

(b) Neka je r ↭ 0 ceo broj takav da je kerw1 ↖ ker j→ = 0 u Hr(Gn+1,k+1;Z2) u dijagramu

(2.14). Tada za proizvo%nu klasu x → Hr(G̃n+1,k+1;Z2) va”i

x /→ im p→ =∈ j̃→(x) /→ im p→.

Dokaz. Dokaza!emo tvr#eǌe pod (a) dok se (b) analogno dokazuje. Neka je x /→
im p→ = kerϖ. Onda je ϖ(x) ⇓= 0, a tako#e je i ϖ(x) → kerw1. Kako je kerw1 ↖ ker i→ = 0,
zak´uqujemo da ϖ(x) /→ ker i→, pa je

ϖ
(
ĩ→(x)

)
= i→ (ϖ(x)) ⇓= 0,

odakle dobijamo ĩ→(x) /→ kerϖ = im p→.

Odre#ivaǌe kvadrata klase ã2t↑4 → H2t↑4(G̃n,3;Z2) za k = 2t↑ 3, 2t↑ 2, 2t↑ 1, svodi
se na primenu leme 2.3.4. Iz tog razloga !emo analizirati jezgra preslikavaǌa
i→ : H→(Gn+1,k;Z2) ↓ H→(Gn,k;Z2), kao i j→ : H→(Gn+1,k+1;Z2) ↓ H→(Gn,k;Z2), pa !e nam
biti korisna i naredna lema.

Lema 2.3.5. (a) Za preslikavaǌe i→ : H→(Gn+1,k;Z2) ↓ H→(Gn,k;Z2) va”i

i→
(
wr(ωn+1,k)

)
= wr(ωn,k), 1 ↫ r ↫ k.

(b) Za preslikavaǌe j→ : H→(Gn+1,k+1;Z2) ↓ H→(Gn,k;Z2) va”i

j→
(
wr(ωn+1,k+1)

)
= wr(ωn,k), 1 ↫ r ↫ k,

j→
(
wk+1(ωn+1,k+1)

)
= wk+1(ωn,k) = 0.

(v) Za preslikavaǌe ĩ→ : H→(G̃n+1,k;Z2) ↓ H→(G̃n,k;Z2) va”i

ĩ→
(
wr(ω̃n+1,k)

)
= wr(ω̃n,k), 2 ↫ r ↫ k.
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(g) Za preslikavaǌe j̃→ : H→(G̃n+1,k+1;Z2) ↓ H→(G̃n,k;Z2) va”i

j̃→
(
wr(ω̃n+1,k+1)

)
= wr(ω̃n,k), 2 ↫ r ↫ k,

j̃→
(
wk+1(ω̃n+1,k+1)

)
= wk+1(ω̃n,k) = 0.

Dokaz. Sva qetiri tvr#eǌa se jednostavno dokazuju kada primetimo da inkluzi-
je i, j, ĩ i j̃ indukuju preslikavaǌa izme#u kanonskih raslojeǌa nad (orijentisa-
nim) Grasmanijanima. Nakon toga, samo primenimo osobinu prirodnosti Xti-
fel–Vitnijevih klasa.

Najpre !emo se fokusirati na sluqaj n = 2t↑1. U teoremi 2.3.2 smo videli da je
kohomologija Grasmanove mnogostrukosti G̃2t↑1,3 generisana Xtifel–Vitnijevim
klasama w̃2, w̃3 kao i jednom nerastav´ivom klasom ã2t↑4, tj. klasom koja se ne mo-
%e predstaviti kao polinom nad klasama striktno maǌe kohomoloxke dimenzije.
Ova nerastav´iva klasa je jedinstvena do na dodavaǌe sabirka iz im p→. Naime,
ukoliko je ã2t↑4 jedna nerastav´iva klasa, onda je i ã2t↑4+ w̃ tako#e nerastav´iva
za svako w̃ → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) ↖ im p→. Ovo znaqi da za nerastav´ivu klasu ã2t↑4 iz
teoreme 2.3.2 mo%emo odabrati bilo koju klasu iz H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) \ im p→. Neka
je ã2t↑1 → H2t↑1(G̃2t,3;Z2) nerastav´iva klasa iz teoreme 2.3.6 i ĩ : G̃2t↑1,3 ϑ↓ G̃2t,3

ranije definisano utapaǌe. Pokaza!emo da je ĩ→(ã2t↑1) → H2t↑1(G̃2t↑1,3;Z2) \ im p→.
Kako je 2t↑1 neparan, sve klase u H2t↑1(G̃2t↑1,3;Z2) bi!e de´ive sa w̃3, pa specijalno
postoja!e neko ⇀ → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) takvo da je ĩ→(ã2t↑1) = w̃3⇀. Kada poka%emo da
ĩ→(ã2t↑1) /→ im p→, dobi!emo i ⇀ /→ im p→, pa !emo konaqno mo!i da napravimo izbor
anomaliqne klase ã2t↑4 := ⇀ sa osobinom

ĩ→(ã2t↑1) = w̃3ã2t↑4. (2.15)

Ostaje jox da doka%emo da ĩ→(ã2t↑1) /→ im p→, a to dobijamo primenom leme 2.3.4 i
naredne propozicije.

Propozicija 2.3.3. Neka je H2t↑1(G2t,3;Z2)
w1↑↓ H2t(G2t,3;Z2) mno”eǌe Xtifel–Vi-

tnijevom klasom w1 i i→ : H2t↑1(G2t,3;Z2) ↓ H2t↑1(G2t↑1,3;Z2) homomorfizam indukovan

utapaǌem i : G2t↑1,3 ϑ↓ G2t,3. Tada je kerw1 ↖ ker i→ = 0.

Dokaz. Neka je f → Z2[w1, w2, w3] homogen polinom. Sa [f ] !emo oznaqiti kohomo-
loxku klasu koja odgovara polinomu f pri izomorfizmu (1.2). Neka je [f ] → kerw1↖
ker i→. Iz uslova [f ] → ker i→ i leme 2.3.5(a) imamo da je [f ] = i→[f ] = 0 u H2t↑1(G2t↑1,3;Z2),
pa je

f = (φw2
1 + ⇁w2)w2t↑3 + ωw1w2t↑2 + ϱw2t↑1,
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za neke φ, ⇁, ω, ϱ → Z2. Kako je w2t↑2, w2t↑1 → J2t,3,

[f ] = [(φw2
1 + ⇁w2)w2t↑3 + ωw1w2t↑2 + ϱw2t↑1] = [(φw2

1 + ⇁w2)w2t↑3],

pa mo%emo odabrati ω = ϱ = 0.
Sa druge strane, iz uslova [f ] → kerw1 imamo da je [w1f ] = 0 u H2t(G2t,3;Z2), pa

je
w1f = (λw2

1 + µw2)w2t↑2 + νw1w2t↑1 + ▷w2t , (2.16)

za neke λ, µ, ν, ▷ → Z2. Na osnovu (1.4),

w2t = w1w2t↑1 + w2w2t↑2 + w3w2t↑3,

pa kada zamenimo f sa (φw2
1 + ⇁w2)w2t↑3, jednakost (2.16) postane

(φw3
1 + ⇁w1w2 + ▷w3)w2t↑3 = (λw2

1 + (µ+ ▷)w2)w2t↑2 + (ν + ▷)w1w2t↑1 . (2.17)

Da´e, na osnovu (1.5) u polinomu w2t↑2 se sabirak w2t↑1↑1
2 pojav´uje s koeficijen-

tom 1, a oqigledno je da je (µ+▷)w2w2t↑2 jedini sabirak u (2.17) koji sadr%i w2t↑1

2 .
Dakle, µ+ ▷ = 0, tj. µ = ▷. Jednakost (2.17) sada postaje

(φw3
1 + ⇁w1w2 + µw3)w2t↑3 = λw2

1w2t↑2 + (ν + µ)w1w2t↑1. (2.18)

Na sliqan naqin mo%emo pokazati da je φ = ⇁ = 0. Da bismo odredili φ uoqimo
monom w4

1w
2t↑1↑2
2 i iskoristimo (1.5) da odredimo koeficijente uz ovaj monom u

svakom od sabiraka u (2.18). Ovi koeficijenti su navedeni u tabeli 2.3. Pri-

sabirak a b c
(
a+b+c

a

)(
b+c
b

)

φw3
1w2t↑3 1 2t↑1 ↑ 2 0 1

⇁w1w2w2t↑3 3 2t↑1 ↑ 3 0 0

µw3w2t↑3 - - - -

λw2
1w2t↑2 2 2t↑1 ↑ 2 0 0

(ν + µ)w1w2t↑1 3 2t↑1 ↑ 2 0 0

Tabela 2.3: Koeficijenti uz w4
1w

2t↑1↑2
2 u (2.18)

me!ujemo da je φw3
1w2t↑3 jedini sabirak koji sadr%i w4

1w
2t↑1↑2
2 , pa zak´uqujemo da

je φ = 0.
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Vrednost ⇁ mo%emo odrediti istim metodom. Posmatrajmo monom w3
1w

2t↑1↑3
2 w3.

Koeficijenti uz w3
1w

2t↑1↑3
2 w3 su navedeni u tabeli 2.4, pa mo%emo zak´uqiti da je

⇁ = 0.

sabirak a b c
(
a+b+c

a

)(
b+c
b

)

φw3
1w2t↑3 0 2t↑1 ↑ 3 1 0

⇁w1w2w2t↑3 2 2t↑1 ↑ 4 1 1

µw3w2t↑3 3 2t↑1 ↑ 3 0 0

λw2
1w2t↑2 1 2t↑1 ↑ 3 1 0

(ν + µ)w1w2t↑1 2 2t↑1 ↑ 3 1 0

Tabela 2.4: Koeficijenti uz w3
1w

2t↑1↑3
2 w3 u (2.18)

Konaqno, dobili smo da je [f ] = [(φw2
1 + ⇁w2)w2t↑3] = 0 u H2t↑1(G2t,3;Z2), a kako je

[f ] bio proizvo´an element iz kerw1 ↖ ker i→, dobijamo kerw1 ↖ ker i→ = 0.

Dakle, propozicija 2.3.3 nam omogu!ava da odaberemo nerastav´ivu klasu
ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) sa svojstvom (2.15).

Na osnovu propozicije 1.1.1 je slika od p→ : H→(G2t↑1,3;Z2) ↓ H→(G̃2t↑1,3;Z2) izo-
morfna

im p→ ↗=
Z2[w2, w3]

J2t↑1,3
,

gde je J2t↑1,3 = (g2t↑3, g2t↑2, g2t↑1). Iz [17, teorema 2.1] sledi g2t↑3 = 0, pa iz (2.5) vi-
dimo da je J2t↑1,3 = J2t,3. Ovo nam omogu!ava da iskoristimo Grebnerovu bazu iz te-
oreme 2.3.4. Sliqno kao i u sluqaju n = 2t, i ovde mo%emo Grebnerovu bazu ideala
J2t↑1,3 proxiriti do Grebnerove baze ideala J =

(
gn↑2, gn↑1, gn, a22t↑4 + Pa2t↑4 +Q

)
iz

teoreme 2.3.2(b). Naime, va%i slede!a teorema.

Teorema 2.3.7. Skup {f0, f1, . . . , ft↑1, a22t↑4 + Pa2t↑4 +Q} je Grebnerova baza ideala J u

odnosu na leksikografski poredak pri kome je a2t↑4 ̸ w2 ̸ w3.

Na isti naqin kao i u sluqaju n = 2t, na osnovu teoreme 2.3.7 i propozicije
1.3.1 dobijamo narednu posledicu.
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Posledica 2.3.2. Skup kohomoloxkih klasa

B =
{
ãr2t↑4w̃

b
2w̃

c
3 | r < 2, (∃i → {0, 1, . . . , t↑ 1}) b < 2t↑1 ↑ 2i ∨ c < 2i ↑ 1

}

je aditivna baza kohomoloxke algebre H→(G̃2t↑1,3;Z2).

Primer 2.3.3. U sluqaju t = 3, aditivna baza od H→(G̃7,3;Z2) je

B = {1, w̃2, w̃3, w̃
2
2, ã4, w̃2w̃3, w̃

2
3, ã4w̃2, ã4w̃3, w̃2w̃

2
3, ã4w̃

2
2, ã4w̃2w̃3, ã4w̃

2
3, ã4w̃2w̃

2
3}.

Primer 2.3.4. U sluqaju t = 4, aditivna baza od H→(G̃15,3;Z2) je

B =
{
1, w̃2, w̃3, w̃

2
2, w̃2w̃3, w̃

2
3, w̃

3
2, w̃

2
2w̃3, w̃2w̃

2
3, w̃

4
2, w̃

3
3, w̃

3
2w̃3, w̃

2
2w̃

2
3, w̃

5
2, w̃2w̃

3
3, w̃

4
2w̃3, w̃

4
3, w̃

3
2

w̃2
3, w̃

6
2, ã12, w̃

2
2w̃

3
3, w̃

5
2w̃3, w̃2w̃

4
3, w̃

4
2w̃

2
3, ã12w̃2, w̃

5
3, w̃

3
2w̃

3
3, ã12w̃3, w̃

2
2w̃

4
3, w̃

5
2w̃

2
3, ã12w̃

2
2, w̃2w̃

5
3,

ã12w̃2w̃3, w̃
6
3, w̃

3
2w̃

4
3, ã12w̃

2
3, ã12w̃

3
2, w̃

2
2w̃

5
3, ã12w̃

2
2w̃3, w̃2w̃

6
3, ã12w̃2w̃

2
3, ã12w̃

4
2, w̃

3
2w̃

5
3, ã12w̃

3
3,

ã12w̃
3
2w̃3, w̃

2
2w̃

6
3, ã12w̃

2
2w̃

2
3, ã12w̃

5
2, ã12w̃2w̃

3
3, ã12w̃

4
2w̃3, w̃

3
2w̃

6
3, ã12w̃

4
3, ã12w̃

3
2w̃

2
3, ã12w̃

6
2, ã12w̃

2
2w̃

3
3,

ã12w̃
5
2w̃3, ã12w̃2w̃

4
3, ã12w̃

4
2w̃

2
3, ã12w̃

5
3, ã12w̃

3
2w̃

3
3, ã12w̃

2
2w̃

4
3, ã12w̃

5
2w̃

2
3, ã12w̃2w̃

5
3, ã12w̃

6
3, ã12w̃

3
2w̃

4
3,

ã12w̃
2
2w̃

5
3, ã12w̃2w̃

6
3, ã12w̃

3
2w̃

5
3, ã12w̃

2
2w̃

6
3, ã12w̃

3
2w̃

6
3

}
.

Na isti naqin kao propozicija 2.3.2, dokazuje se i slede!a propozicija.

Propozicija 2.3.4. (a) Ako je j < 2t ↑ 4, onda je Hj(G̃2t↑1,3;Z2) ↘ im p→.

(b) Ako je j > 2 · 2t ↑ 8, onda je Hj(G̃2t↑1,3;Z2) ↖ im p→ = 0.

Primetimo da je w̃2t↑2↑1
2 w̃2t↑1↑2

3 jedini element u B↖ im p→ stepena 2 ·2t↑8 (videti
[15, str. 387]). Tako#e, na osnovu [9, posledica 4.12] znamo da je w̃2t↑4

2 ⇓= 0, pa je

w̃2t↑4
2 = w̃2t↑2↑1

2 w̃2t↑1↑2
3 ⇓= 0 u H2t+1↑8(G̃2t↑1,3;Z2). (2.19)

Sliqno, jedini bazni element u najvixoj kohomoloxkoj grupi H3·2t↑12(G̃2t↑1,3;Z2) je
ã2t↑4w̃

2t↑2↑1
2 w̃2t↑1↑2

3 , pa dobijamo

ã2t↑4w̃
2t↑4
2 = ã2t↑4w̃

2t↑2↑1
2 w̃2t↑1↑2

3 ⇓= 0 u H3·2t↑12(G̃2t↑1,3;Z2) ↗= Z2. (2.20)

Sada %elimo da odredimo qemu je jednak ã22t↑4. Zapiximo ovu klasu preko eleme-
nata aditivne baze B iz posledice 2.3.2. Kako je ã22t↑4 → H2·2t↑8(G̃2t↑1,3;Z2), potrebni
su nam bazni elementi u dimenziji 2·2t↑8. Iz (2.19) imamo da je w̃2t↑4

2 jedini bazni
element iz im p→. Pored ǌega, u bazi su i svi elementi ã2t↑4w̃

2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k

3 za svako
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k ↭ 0 takvo da je 2t↑1 ↑ 2↑ 3k ↭ 0, tj. k ↫ (2t↑1 ↑ 2)/3. Zaista, ã2t↑4w̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k

3 → B
za svako takvo k jer ako bi bilo 2t↑1 ↑ 2 ↑ 3k ↭ 2t↑1 ↑ 2i i 2k ↭ 2i ↑ 1 za neko
i → {0, 1, . . . , t ↑ 1}, onda bismo dobili 2i ↭ 3k + 2 i 2i ↫ 2k + 1, tj. k ↫ ↑1, xto je
nemogu!e. Konaqno,

ã22t↑4 = ωw̃2t↑4
2 +

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

λkã2t↑4w̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k

3 , (2.21)

za neke jednoznaqno odre#ene koeficijente ω,λ0,λ1, . . . → Z2. Prvo !emo u narednoj
propoziciji izraziti sve koeficijente λk, k ↭ 1, preko koeficijenta λ0.

Propozicija 2.3.5. Ako su λk, 0 ↫ k ↫ ↙(2t↑1 ↑ 2)/3∝, koeficijenti iz jednaqine

(2.21), onda
⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

λkã2t↑4w̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k

3 = λ0g̃2t↑4ã2t↑4,

gde je g̃2t↑4 kohomoloxka klasa koja odgovara kosetu polinoma g2t↑4 pri izomorfizmu

iz propozicije 1.1.1.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.3.6 imamo da je ã22t↑1 = 0 u H2·2t↑2(G̃2t,3;Z2), a anoma-
liqnu klasu ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) smo odabrali upravo tako da va%i (2.15).
Dakle, imamo

w̃2
3ã

2
2t↑4 = (w̃3ã2t↑4)

2 =
(
ĩ→(ã2t↑1)

)2
= ĩ→(ã22t↑1) = 0,

pa kad pomno%imo (2.21) sa w̃2
3, dobijamo

0 = w̃2
3ã

2
2t↑4 =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

λkã2t↑4w̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+2

3 (2.22)

(sabirak ωw̃2t↑4
2 w̃2

3 = 0 je nestao na osnovu propozicije 2.3.4(b)). Prime!ujemo da
su u (2.22) sve klase ã2t↑4w̃

2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+2

3 za k ↭ 1 elementi baze B jer ne postoji
i → {0, 1, . . . , t↑1} takvo da je 2t↑1↑2↑3k ↭ 2t↑1↑2i i 2k+2 ↭ 2i↑1. Sa druge strane, za
k = 0, klasa ã2t↑4w̃

2t↑1↑2
2 w̃2

3 nije element baze, pa %elimo ovu klasu da predstavimo
pomo!u baznih elemenata. Primetimo da je monom a2t↑4w

2t↑1↑2
2 w2

3 de´iv sa LM(f1) =
w2t↑1↑2

2 w3 (videti propoziciju 2.3.1), pa po definiciji polinoma f1 dobijamo

f1 = g2t↑1 =
∑

2b+3c=2t↑1

(
b+ c

b

)
wb

2w
c
3 =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

)
w2t↑1↑2↑3k

2 w2k+1
3 . (2.23)
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Da bismo dobili posledǌu jednakost, primetimo da je c neparno, jer je 2b + 3c =
2t ↑ 1, i onda zamenimo c sa 2k+1. Kako je odgovaraju!a kohomoloxka klasa f̃1 = 0
u H→(G̃2t↑1,3;Z2),

0 =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

)
w̃2t↑1↑2↑3k

2 w̃2k+1
3

= w̃2t↑1↑2
2 w̃3 +

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=1

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

)
w̃2t↑1↑2↑3k

2 w̃2k+1
3 .

Mno%eǌem prethodne jednakosti sa ã2t↑4w̃3 imamo

ã2t↑4w̃
2t↑1↑2
2 w̃2

3 =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=1

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

)
ã2t↑4w̃

2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+2

3 (2.24)

Zamenom sabirka za k = 0 u (2.22) sa (2.24) dobijamo

0 =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=1

(
λk + λ0

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

))
ã2t↑4w̃

2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k+2

3 .

Sve kohomoloxke klase sa desne strane jednakosti (2.22) sada jesu bazni ele-
menti, pa zak´uqujemo da svi koeficijenti moraju da budu jednaki 0. Dakle,
λk = λ0

(
2t↑1↑1↑k

2k+1

)
za svako k takvo da je 0 ↫ k ↫ ↙(2t↑1 ↑ 2)/3∝. Konaqno, zak´uqu-

jemo da je
⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

λkã2t↑4w̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k

3 = λ0ã2t↑4

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

)
w̃2t↑1↑2↑3k

2 w̃2k
3 .

Ostalo je jox da doka%emo da je suma sa desne strane jednakosti iznad jednaka
upravo g̃2t↑4.

Ako oznaqimo

S =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

)
w2t↑1↑2↑3k

2 w2k
3 ,

onda iz (2.23) i (1.9) dobijamo da u Z2[w2, w3] va%i slede!a jednakost

w3S = g2t↑1 = w2g2t↑3 + w3g2t↑4 = w3g2t↑4

(jer je g2t↑3 = 0). Kada skratimo w3, dobijamo S = g2t↑4.
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Na osnovu prethodne propozicije, jednakost (2.21) sada postaje

ã22t↑4 = λ0g̃2t↑4ã2t↑4 + ωw̃2t↑4
2 (2.25)

(za neko λ0, ω → Z2). Slede!i korak !e biti odre#ivaǌe koeficijenta λ0.

Propozicija 2.3.6. Neka je H2t↑4(G2t↑1,3;Z2)
w1↑↓ H2t↑3(G2t↑1,3;Z2) mno”eǌe Xtifel–

Vitnijevom klasom w1 i j→ : H2t↑4(G2t↑1,3;Z2) ↓ H2t↑4(G2t↑2,2;Z2) homomorfizam in-

dukovan utapaǌem j : G2t↑2,2 ϑ↓ G2t↑1,3. Tada kerw1 ↖ ker j→ = 0.

Dokaz. Kao i u dokazu propozicije 2.3.3, neka je f → Z2[w1, w2, w3] polinom takav
da je odgovaraju!a kohomoloxka klasa [f ] → H2t↑4(G2t↑1,3;Z2) unutar kerw1 ↖ ker j→.
’elimo da poka%emo da je [f ] = 0 u H2t↑4(G2t↑1,3;Z2).

Na osnovu leme 2.3.5(b), j→[f ] = [ε(f)], gde je ε : Z2[w1, w2, w3] ↓ Z2[w1, w2] re-
dukcija modulo w3. Kako je j→[f ] = 0, dobijamo [ε(f)] = 0, ali u stvari !e va-
%iti i vixe. Naime, ε(f) = 0, jer je stepen od ε(f) u Z2[w1, w2] jednak 2t ↑ 4, a
H→(G2t↑2,2;Z2) ↗= Z2[w1, w2]/(w2t↑3, w2t↑2), pa nema relacija u dimenziji 2t ↑ 4. Dakle,
f = w3h, za neko h → Z2[w1, w2, w3].

Sa druge strane, iz uslova [f ] → kerw1 imamo da je [w1f ] = 0 u H2t↑3(G2t↑1,3;Z2),
pa kako je H→(G2t↑1,3;Z2) ↗= Z2[w1, w2, w3]/(w2t↑3, w2t↑2, w2t↑1), to je w1f = φw2t↑3 za neko
φ → Z2.

Dakle, dobili smo
w1w3h = φw2t↑3.

Ako bi bilo φ ⇓= 0, onda bi polinom w2t↑3 bio de´iv sa w3. Iz (1.5) vidimo da se
u w2t↑3 pojav´uje sabirak w2t↑3

1 . Stoga, φ = 0 i konaqno w1f = φw2t↑3 = 0, pa je i
f = 0.

Sliqno kao i ranije, propoziciju 2.3.6 %elimo da primenimo u kombinaciji sa
lemom 2.3.4(b). Naime, kako je ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) \ im p→, to je

j̃→(ã2t↑4) → H2t↑4(G̃2t↑2,2;Z2) \ im p→. (2.26)

Na osnovu teoreme 2.2.2, imamo da je

H→(G̃2t↑2,2;Z2) ↗=
Z2[w2, a2t↑4](

w2t↑1↑1
2 , a22t↑4 + w2t↑1↑2

2 a2t↑4

) . (2.27)

Neka je ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑2,2;Z2) klasa koja odgovara kosetu od a2t↑4 pri izomor-
fizmu (2.27). Tada iz (2.26) dobijamo

j̃→(ã2t↑4) = ã2t↑4 + µw̃2t↑1↑2
2 , (2.28)
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za neko µ → Z2.
Kako je w̃2t↑4

2 = 0 u H→(G̃2t↑2,2;Z2), kvadriraǌem jednakosti (2.26) dobijamo

j̃→(ã22t↑4) = ã22t↑4 ⇓= 0 u H2t+1↑8(G̃2t↑2,2;Z2). (2.29)

Sa druge strane, na osnovu (2.25) i leme 2.3.5(g) imamo

j̃→(ã22t↑4) = λ0j̃
→(g̃2t↑4ã2t↑4) + ωw̃2t↑4

2 = λ0j̃
→(g̃2t↑4ã2t↑4),

pa zak´uqujemo da je λ0 = 1 i samim tim

ã22t↑4 = g̃2t↑4ã2t↑4 + ωw̃2t↑4
2 . (2.30)

Ovime smo dokazali narednu teoremu.

Teorema 2.3.8. Kohomoloxka algebra orijentisane Grasmanove mnogostrukosti G̃2t↑1,3

je

H→(G̃2t↑1,3;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, a2t↑4](

g2t↑2, g2t↑1, a22t↑4 + g2t↑4a2t↑4 + ωw2t↑4
2

) ,

za neko ω → Z2, pri qemu koseti od w2 i w3 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama

kanonskog raslojeǌa ω̃2t↑1,3, dok koset od a2t↑4 odgovara nerastav%ivoj klasi ã2t↑4 →
H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2).

Primetimo da iz (2.29) sledi da klasa ã22t↑4 → H2·2t↑8(G̃2t↑1,3;Z2) nije trivijalna.
Sa druge strane, jox uvek nije poznato da li je klasa ã32t↑4 → H3·2t↑12(G̃2t↑1,3;Z2)
trivijalna ili ne, kao ni qemu je jednak koeficijent ω → Z2, ali mo%e se pokazati
da su ova dva pitaǌa ekvivalentna xto !emo i videti u propoziciji 2.3.7.

Najpre !emo pokazati da je w̃2t↑1↑2
2 jedini bazni element u im p→↖H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2)

qiji je kvadrat razliqit od 0. Ve! je iz (2.19) poznato da je (w̃2t↑1↑2
2 )2 = w̃2t↑4

2 ⇓= 0,
pa je samo potrebno da se uverimo da je kvadrat klase w̃2t↑1↑2↑3k

2 w̃2k
3 trivijalan za

svako k > 0.

Lema 2.3.6. Neka je k > 0 i 2t ↑ 4↑ 6k ↭ 0. Tada

w̃2t↑4↑6k
2 w̃4k

3 = 0 u H→(G̃2t↑1,3;Z2).

Dokaz. Tvr#eǌe !emo dokazati inverznom indukcijom po k. Ako je k ↭ 2t↑3, tj.
4k ↭ 2t↑1, onda

w̃2t↑4↑6k
2 w̃4k

3 = w̃2t↑4↑6k
2 w̃4k↑2t↑1+1

3 w̃2t↑1↑1
3 = w̃2t↑4↑6k

2 w̃4k↑2t↑1+1
3 f̃t↑1 = 0
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jer na osnovu propozicije 2.3.1 ft↑1 → J2t,3 = J2t↑1,3, pa je odgovaraju!a kohomoloxka
klasa f̃t↑1 trivijalna.

Neka je sada 0 < k < 2t↑3 i pretpostavimo da je w̃2t↑4↑6j
2 w̃4j

3 = 0 za svako celobroj-
no j > k (takvo da je 2t↑4↑6j ↭ 0). Tada postoji jedinstven ceo broj i → {2, . . . , t↑2}
sa svojstvom 2i ↫ 4k ↫ 2i+1 ↑ 4. Primetimo da je tada

12k ↫ 3 · 2i+1 ↑ 12 = 2i+2 + 2i+1 ↑ 12 ↫ 2t + 2i+1 ↑ 12,

tj. 6k ↫ 2t↑1 + 2i ↑ 6, odakle dobijamo 2t ↑ 4↑ 6k > 2t↑1 ↑ 2i. Dakle,

w̃2t↑4↑6k
2 w̃4k

3 = w̃2t↑4↑6k↑2t↑1+2i

2 w̃4k↑2i+1
3 w̃2t↑1↑2i

2 w̃2i↑1
3 . (2.31)

Sa druge strane, na osnovu propozicije 2.3.1 imamo

w2t↑1↑2i

2 w2i↑1
3 = LM(fi) = fi +

∑

2b+3c=2t↑3+2i

(b,c)⇒=(2t↑1↑2i,2i↑1)

(
b+ c

b

)
wb

2w
c
3.

Na osnovu teoreme 2.3.7, za kohomoloxku klasu f̃i, koja odgovara polinomu fi va%i
f̃i = 0, pa iz (2.31) dobijamo

w̃2t↑4↑6k
2 w̃4k

3 = w̃2t↑1+2i↑4↑6k
2 w̃4k↑2i+1

3 w̃2t↑1↑2i

2 w̃2i↑1
3

= w̃2t↑1+2i↑4↑6k
2 w̃4k↑2i+1

3

∑

2b+3c=2t↑3+2i

(b,c)⇒=(2t↑1↑2i,2i↑1)

(
b+ c

b

)
w̃b

2w̃
c
3

=
∑

2b+3c=2t↑3+2i

(b,c)⇒=(2t↑1↑2i,2i↑1)

(
b+ c

b

)
w̃b+2t↑1+2i↑4↑6k

2 w̃c+4k↑2i+1
3 .

Da bismo zavrxili induktivni korak, dovo´no je da doka%emo da za sabirak takav
da je

(
b+c
b

)
′2 1 va%i c+ 4k ↑ 2i + 1 = 4j za neko j > k.

Kako je LM(fi) = w2t↑1↑2i

2 w2i↑1
3 , za netrivijalan sabirak u ovoj sumi mora da

va%i b < 2t↑1 ↑ 2i, pa je c > 2i ↑ 1 (jer je 2b + 3c isto za sve monome u fi). Odavde
dobijamo c + 4k ↑ 2i + 1 > 4k, pa jedino preostaje da doka%emo da je c + 4k ↑ 2i + 1
de´ivo sa 4.

Kako je i ↭ 2 i 2b + 3c = 2t ↑ 3 + 2i, najpre mo%emo zak´uqiti da je c neparno,
pa je c+ 4k ↑ 2i + 1 parno, xto znaqi da jox ostaje da isk´uqimo mogu!nost da je
c + 4k ↑ 2i + 1 ′4 2, tj. c ′4 1. Ako bi bilo c ′4 1 i 2b + 3c = 2t ↑ 3 + 2i, onda bismo
dobili 2b ′4 2, pa bi b moralo biti neparno, xto je u kontradikciji sa qiǌenicom
da je

(
b+c
b

)
′2 1.
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Iz (1.10) vidimo da se u g2t↑4 kao sabirak pojav´uje w2t↑1↑2
2 , a pored ǌega

svi ostali sabirci su oblika w2t↑1↑2↑3k
2 w2k

3 za neko k > 0. Stoga, kada primenimo
prethodnu lemu dobijamo da je

g̃22t↑4 = w̃2t↑4
2 . (2.32)

Nerastav´iv element ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) smo odabrali tako da va%i (2.15),
ali setimo se da je ovaj nerastav´iv element jedinstven do na dodavaǌe klase iz
im p→. Ukoliko je ã2t↑4 nerastav´iv, onda je i ã2t↑4+ w̃ tako#e nerastav´iv za bilo
koje w̃ → im p→↖H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2). Primetimo da bez obzira koji nerastav´iv element
odabrali, jednakost (2.30) i da´e va%i

(ã2t↑4 + w̃)2 = ã22t↑4 + w̃2 = g̃2t↑4ã2t↑4 + ωw̃2t↑4
2 + w̃2 = g̃2t↑4(ã2t↑4 + w̃) + ωw̃2t↑4

2 ,

gde smo u posledǌoj jednakosti iskoristili qiǌenicu da je w̃2 = w̃g̃2t↑4. Zaista,
ako predstavimo w̃ preko elemenata baze B iz posledice 2.3.2, imamo

w̃ =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

φkw̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k

3 ,

za neke φk → Z2. Sa jedne strane je

w̃2 =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

φkw̃
2t↑4↑6k
2 w̃4k

3 = φ0w̃
2t↑4
2 (2.33)

jer su svi sem nultog sabirka trivijalni na osnovu leme 2.3.6. Sa druge strane,
u dokazu propozicije 2.3.5 smo imali

g̃2t↑4 =

⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

(
2t↑1 ↑ 1↑ k

2k + 1

)
w̃2t↑1↑2↑3k

2 w̃2k
3 =

⌊
2t↑2↑1

3

⌋

∑

j=0

(
2t↑1 ↑ 1↑ 2j

4j + 1

)
w̃2t↑1↑2↑6j

2 w̃4j
3 ,

jer je
(
2t↑1↑1↑k

2k+1

)
= 0 za neparne vrednosti k. Kako je w̃3g̃2t↑4 = g̃2t↑1 = 0, to je
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w̃g̃2t↑4 =





⌊
2t↑1↑2

3

⌋

∑

k=0

φkw̃
2t↑1↑2↑3k
2 w̃2k

3



 g̃2t↑4

= φ0w̃
2t↑1↑2
2 g̃2t↑4

= φ0w̃
2t↑1↑2
2

⌊
2t↑2↑1

3

⌋

∑

j=0

(
2t↑1 ↑ 1↑ 2j

4j + 1

)
w̃2t↑1↑2↑6j

2 w̃4j
3

= φ0w̃
2t↑4
2 ,

(2.34)

gde smo u posledǌoj jednakosti jox jednom iskoristili lemu 2.3.6. Konaqno, iz
(2.33) i (2.34) vidimo da je w̃2 = w̃g̃2t↑4.

Propozicija 2.3.7. Neka je ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) nerastav%iva klasa i koefici-

jent ω → Z2 iz teoreme 2.3.8. Tada

ã32t↑4 ⇓= 0 ∞∈ ω = 0.

Dokaz. Iz (2.30) i (2.32) imamo

ã32t↑4 = g̃2t↑4ã
2
2t↑4 + ωã2t↑4w̃

2t↑4
2

= g̃22t↑4ã2t↑4 + ωg̃2t↑4w̃
2t↑4
2 + ωã2t↑4w̃

2t↑4
2

= g̃22t↑4ã2t↑4 + ωã2t↑4w̃
2t↑4
2

= (1 + ω)ã2t↑4w̃
2t↑4
2 ,

jer je g̃2t↑4w̃
2t↑4
2 → H3·2t↑12(G̃2t↑1,3;Z2) ↖ im p→ = 0 na osnovu propozicije 2.3.4. Sa

druge strane, iz (2.20) znamo da je ã2t↑4w̃
2t↑4
2 ⇓= 0 u H3·2t↑12(G̃2t↑1,3;Z2), qime je tvr

#eǌe dokazano.

2.3.3 Sluqajevi n = 2t ↑ 2, 2t ↑ 3

U ci´u odre#ivaǌa kvadrata nerastav´ive klase ã2t↑4 → H2t↑4(G̃n,3;Z2) za n =
2t↑2, 2t↑3, koristi!emo sliqan metod kao i u sluqaju n = 2t↑1. Naime, pokaza!emo
da se nerastav´ive klase mogu odabrati tako da se slikaju jedna u drugu pri
homomorfizmu indukovanom utapaǌem ĩ : G̃2t↑2,3 ϑ↓ G̃2t↑1,3, odnosno ĩ : G̃2t↑3,3 ϑ↓
G̃2t↑2,3. Preciznije, ukoliko je ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) \ im p→ nerastav´iva klasa,
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pokaza!emo da je ĩ→(ã2t↑4) → H2t↑4(G̃2t↑2,3;Z2) \ im p→, tj. i ĩ→(ã2t↑4) je nerastav´iva,
pa !emo napraviti odabir nerastav´ive klase

ã2t↑4 := ĩ→(ã2t↑4) → H2t↑4(G̃2t↑2,3;Z2). (2.35)

Da bismo dokazali da je ĩ(ã2t↑4) → H2t↑4(G̃2t↑2,3;Z2) \ im p→, na osnovu leme 2.3.4(a)
dovo´no je da doka%emo slede!u propoziciju.

Propozicija 2.3.8. Neka je H2t↑4(G2t↑1,3;Z2)
w1↑↓ H2t↑3(G2t↑1,3;Z2) mno”eǌe Xtifel–

Vitnijevom klasom w1 i i→ : H2t↑4(G2t↑1,3;Z2) ↓ H2t↑4(G2t↑2,3;Z2) homomorfizam in-

dukovan utapaǌem i : G2t↑2,3 ϑ↓ G2t↑1,3. Tada kerw1 ↖ ker i→ = 0.

Dokaz. Ideja dokaza je ista kao i u propozicijama 2.3.3 i 2.3.6. Neka je f →
Z2[w1, w2, w3] polinom takav da je [f ] → kerw1 ↖ ker i→. Na osnovu leme 2.3.5(a), imamo
da je [f ] = i→[f ] = 0 u H2t↑4(G2t↑2,3;Z2), pa je f = φw2t↑4 za neko φ → Z2. Sa druge
strane, kako je [w1f ] = 0 u H2t↑3(G2t↑1,3;Z2), imamo w1f = ⇁w2t↑3 za neko ⇁ → Z2. Sada
dobijamo

φw1w2t↑4 = ⇁w2t↑3. (2.36)

Ako bi bilo φ ⇓= 0, onda bi se na osnovu (1.5) sa leve strane jednakosti (2.36)
pojavio sabirak w3

1w
2t↑1↑3
2 , ali ponovo iz (1.5) mo%emo videti da je koeficijent uz

sabirak w3
1w

2t↑1↑3
2 u w2t↑3 jednak

(
2t↑1

3

)
= 0. Stoga, φ = 0, pa je f = φw2t↑4 = 0.

Za odre#ivaǌe kvadrata klase ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑2,3;Z2) bi!e nam potrebna i
slede!a lema.

Lema 2.3.7. Za w̃2 → H2(G̃2t↑2,3;Z2) va”i w̃2t↑4
2 = 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da je w̃2t↑4
2 ⇓= 0. Kako je dim G̃2t↑2,3 = 3 · 2t ↑ 15, to

na osnovu Poenkareove dualnosti postoji klasa ⇀ → H2t↑7(G̃2t↑2,3;Z2) takva da je
⇀w̃2t↑4

2 ⇓= 0 u H3·2t↑15(G̃2t↑2,3;Z2). Primetimo da je 2t ↑ 7 < 2t ↑ 4, pa je ⇀ → im p→ (jer
je prva anomaliqna klasa u H→(G̃2t↑2,3;Z2) u dimenziji 2t ↑ 4). Kako je ⇀ → im p→, to
je i ⇀w̃2t↑4

2 → im p→. Na isti naqin kao u prethodna dva sluqaja mo%e se pokazati
da je ovo u kontradikciji sa ⇀w̃2t↑4

2 ⇓= 0. Doka%imo ipak to sad na malo drugaqiji
naqin.

Posmatrajmo Gisinov niz pridru%en dvolisnom natkrivaǌu p : G̃2t↑2 ↓ G2t↑2.

· · · H3·2t↑15(G2t↑2,3;Z2) H3·2t↑15(G̃2t↑2,3;Z2) H3·2t↑15(G2t↑2,3;Z2) 0
p→ ω

Kako je H3·2t↑15(G̃2t↑2,3;Z2) ↗= H3·2t↑15(G2t↑2,3;Z2) ↗= Z2, to je preslikavaǌe ϖ izomor-
fizam, pa je p→ = 0 xto je u kontradikciji sa qiǌenicom da je ⇀w̃2t↑4

2 → im p→ i
⇀w̃2t↑4

2 ⇓= 0.
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Konaqno mo%emo da odredimo kvadrat nerastav´ive klase. Neka je ã2t↑4 →
H2t↑4(G̃2t↑2,3;Z2) nerastav´iva klasa takva da va%i (2.35) (ovakav odabir mo%emo
napraviti na osnovu leme 2.3.4(a) i propozicije 2.3.8). Sada na osnovu teoreme
(2.3.8) imamo

ã22t↑4 = ĩ→(ã22t↑4) = ĩ→(g̃2t↑4) · ĩ→(ã2t↑4) + ω ĩ→(w̃2t↑4
2 ) = g̃2t↑4ã2t↑4 + ωw̃2t↑4

2 = 0. (2.37)

U posledǌoj jednakosti w̃2t↑4
2 = 0 na osnovu leme 2.3.7, dok je g̃2t↑4 = 0 na osnovu

propozicije 1.1.1. Sada iz relacije (2.37) i teoreme 2.3.2(b) dobijamo slede!u
teoremu.

Teorema 2.3.9. Kohomoloxka algebra orijentisane Grasmanove mnogostrukosti

G̃2t↑2,3 je

H→(G̃2t↑2,3;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, a2t↑4](
g2t↑4, g2t↑2, a22t↑4

) ↗=
Z2[w2, w3]

(g2t↑4, g2t↑2)
∋Z2


Z2
(a2t↑4),

pri qemu koseti od w2 i w3 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama kanonskog raslo-

jeǌa ω̃2t↑2,3, dok koset od a2t↑4 odgovara nerastav%ivoj klasi ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑2,3;Z2).

Kvadrat klase ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑3,3;Z2) odre#ujemo na sliqan naqin. Nerasta-
v´ivu klasu ã2t↑4 biramo na slede!i naqin:

ã2t↑4 := ĩ→(ã2t↑4) → H2t↑4(G̃2t↑3,3;Z2), (2.38)

gde je ĩ : G̃2t↑3,3 ϑ↓ G̃2t↑2,3 utapaǌe. Ovo smemo uraditi na osnovu leme 2.3.4 i
slede!e propozicije.

Propozicija 2.3.9. Neka je H2t↑4(G2t↑2,3;Z2)
w1↑↓ H2t↑3(G2t↑2,3;Z2) mno”eǌe Xti-

fel–Vitnijevom klasom w1 i homomorfizam i→ : H2t↑4(G2t↑2,3;Z2) ↓ H2t↑4(G2t↑3,3;Z2)
indukovan utapaǌem i : G2t↑3,3 ϑ↓ G2t↑2,3. Tada kerw1 ↖ ker i→ = 0.

Dokaz. Ideja dokaza je ista kao i u prethodnim tvr#eǌima ovog tipa.
Neka je f → Z2[w1, w2, w3] polinom takav da va%i [f ] → kerw1 ↖ ker i→. Sa jedne

strane imamo [f ] = i→[f ] = 0 u H2t↑4(G2t↑3,3;Z2), pa je f = φw1w2t↑5 + ⇁w2t↑4 za neko
φ, ⇁ → Z2. Kako je w2t↑4 → J2t↑2,3, zak´uqujemo da u H2t↑4(G2t↑2,3;Z2) onda va%i

[f ] = [φw1w2t↑5 + ⇁w2t↑4] = [φw1w2t↑5],

pa mo%emo odabrati ⇁ = 0. ’elimo da doka%emo da je i φ = 0.
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Iz [f ] → kerw1 imamo da je [w1f ] = 0 u H2t↑3(G2t↑2,3;Z2), pa je w1f = λw1w2t↑4 +
µw2t↑3, za neko λ, µ → Z2. Odavde dobijamo

φw2
1w2t↑5 = λw1w2t↑4 + µw2t↑3. (2.39)

Uoqimo monom w2t↑5
1 w2. ’elimo da vidimo xta su koeficijenti uz ovaj monom

sa leve i desne strane znaka jednakosti u (2.39). Koeficijente uz w2t↑5
1 w2 u wj

raqunamo pomo!u formule (1.5) i u tabeli 2.5 mo%emo videti ove koeficijente u
svakom sabirku jednaqine (2.39).

sabirak a b c
(
a+b+c

a

)(
b+c
b

)

φw2
1w2t↑5 2t ↑ 7 1 0 0

λw1w2t↑4 2t ↑ 6 1 0 1

µw2t↑3 2t ↑ 5 1 0 0

Tabela 2.5: Koeficijenti uz w2t↑5
1 w2 u (2.39)

Analizom tabele zak´uqujemo da je λ = 0. Jednaqina (2.39) sada postaje

φw2
1w2t↑5 = µw2t↑3. (2.40)

Koeficijent uz w1w
2t↑1↑2
2 sa desne strane jednakosti (2.40) je jednak

µ

(
2t↑1 ↑ 1

1

)(
2t↑1 ↑ 2

0

)
= µ,

dok je sa leve strane jednak 0, pa mora biti µ = 0, odakle je i φ = 0, a samim tim
i f = 0.

Konaqno, iz relacije (2.38) i teoreme 2.3.9 imamo

ã22t↑4 = ĩ→(ã22t↑4) = 0 → H→(G̃2t↑3,3;Z2),

qime smo (imaju!i u vidu teoremu 2.3.2(b)) dokazali narednu teoremu.

Teorema 2.3.10. Kohomoloxka algebra orijentisane Grasmanove mnogostrukosti

G̃2t↑3,3 je

H→(G̃2t↑3,3;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, a2t↑4](
g2t↑5, g2t↑4, a22t↑4

) ↗=
Z2[w2, w3]

(g2t↑5, g2t↑4)
∋Z2


Z2
(a2t↑4),

pri qemu koseti od w2 i w3 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama kanonskog raslo-

jeǌa ω̃2t↑3,3, dok koset od a2t↑4 odgovara nerastav%ivoj klasi ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑3,3;Z2).
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2.3.4 Sluqaj 2t↑1 < n ↫ 2t ↑ 4

Kada je 2t↑1 < n ↫ 2t ↑ 4 situacija je nexto drugaqija u odnosu na prethodne
sluqajeve. U ovom sluqaju pored Xtifel–Vitnijevih klasa raslojeǌa ω̃n,3, u ko-
homologiji orijentisanog Grasmanijana G̃n,3 ima!emo dve anomaliqne klase, za
razliku od jedne anomaliqne koju smo imali za n → {2t ↑ 3, 2t ↑ 2, 2t ↑ 1, 2t}, xto vi-
dimo u teoremi 2.3.1. Multiplikativnu strukturu za 2t↑1 < n ↫ 2t↑4 su odredili
Macangos i Vent u [22] koriste!i Kozulove komplekse.

Za k = 3, rekurentna formula (1.9) je oblika

gj = w2gj↑2 + w3gj↑3, j ↭ 1,

dok je (1.10) oblika

gj =
∑

2b+3c=j

(
b+ c

b

)
wb

2w
c
3, j ↭ 0.

Definiximo jox jedan skup polinoma. Neka je rj → Z2[w2, w3] polinom stepena 2j
zadat slede!om rekurentnom formulom

rj = w2rj↑1 + w2
3rj↑3, j ↭ 1,

r0 = 1 i rj = 0 za j < 0. Iz rekurentne formule, polinomi rj mogu se i eksplicitno
izraziti

rj =
∑

2b+6c=2j

(
b+ c

b

)
wb

2w
2c
3 , j ↭ 0.

Glavni rezultat dokazan u [22] je naredna teorema.

Teorema 2.3.11. Neka je 2t↑1 < n ↫ 2t ↑ 4. Tada imamo izomorfizam algebri

H→(G̃n,3;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, a3n↑2t↑1, a2t↑4]

I ,

gde je ideal I generisan polinomima

gn↑2, gn↑1, gn, g2t↑3↑na3n↑2t↑1 + rn↑2t↑1a2t↑4, g2t↑2↑na3n↑2t↑1 + w3rn↑2t↑1↑1a2t↑4,

w3g2t↑4↑na3n↑2t↑1 + rn↑2t↑1+1a2t↑4, a23n↑2t↑1, a3n↑2t↑1a2t↑4, a22t↑4.

Pri gorǌem izomorfizmu, koseti od w2 i w3 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama

w̃2 i w̃3 raslojeǌa ω̃n,3, dok koseti od a3n↑2t↑1 i a2t↑4 odgovaraju anomaliqnim klasama

ã3n↑2t↑1 → H3n↑2t↑1(G̃n,3;Z2) i ã2t↑4 → H2t↑4(G̃n,3;Z2), redom.
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2.4 Sluqaj k = 4

Ako je p : G̃2t,2 ↓ G2t,2 dvolisno natkrivaǌe, na osnovu teoreme 2.2.2 imamo da
je

H→(G̃2t,2;Z2) ↗= im p→ ∋


Z2
(a2t↑2).

Sliqno, ako je p : G̃2t,3 ↓ G2t,3 dvolisno natkrivaǌe, onda je na osnovu teoreme
2.3.6

H→(G̃2t,3;Z2) ↗= im p→ ∋


Z2
(a2t↑1).

Oqekivalo bi se da !e i za k = 4 kohomoloxka algebra H→(G̃2t,4;Z2) mo!i da se
predstavi kao tenzorski proizvod slike od p→ (gde je p : G̃2t,4 ↓ G2t,4 dvolisno nat-
krivaǌe) i spo´ne algebre nad jednom anomaliqnom klasom, ali u teoremi 2.4.3 i
propoziciji 2.4.4 pokaza!emo da to nije sluqaj. Naime, pored Xtifel–Vitnijevih
klasa zaista !emo imati samo jox jednu nerastav´ivu klasu u dimenziji 2t ↑ 4,
ali kvadrat ove klase ne!e biti trivijalan. Kohomoloxka algebra orijentisa-
ne Grasmanove mnogostrukosti se dosta uslo%ǌava kako k raste, xto nam sluqaj
k = 4 ilustruje. Tako#e, u do sada analiziranim Grasmanijanima pojav´ivale su
se po najvixe dve anomaliqne klase, ali izgleda da to generalno ne!e biti sluc-
haj. U [22, ode´ak 9.1] autori su odredili dimenzije anomaliqnih klasa za k = 5
i n → {10, . . . , 33}, kao i za k = 6 i n → {12, . . . , 21}. Ispostav´a se da broj anoma-
liqnih klasa raste i to, na prvi pogled, bez neke pravilnosti. Xtavixe, qak i u
sluqaju kada je n stepen dvojke situacija se uslo%ǌava iako bi se na osnovu dosa-
daxǌih rezultata moglo oqekivati da !emo bar u toj dimenziji imati samo jednu
anomaliqnu klasu. To ipak nije sluqaj, jer ve! G̃16,6 ima dve anomaliqne klase.
Ovaj rezultat mo%da i nije toliko iznena#uju!, jer struktura kohomoloxke al-
gebre orijentisanog Grasmanijana G̃n,k svakako zavisi i od k (mogu!e je da !e se
situacija meǌati u zavisnosti od toga koliko je i k blizu nekog stepena dvojke),
ali kako je do sad analizirano tek prvih nekoliko vrednosti k, neke generalne
pravilnosti mo%emo samo da naga#amo.

U teoremi 2.4.3 uspeli smo da damo opis kohomologije samo za n = 2t, mada i
taj opis je delimiqan. Svi dokazi koje izla%emo u ovom ode´ku su iz [6]. Sliqno
kao teorema 2.4.1, mogla se dokazati i teorema 2.3.1 (u dokazu ove teoreme u [1],
Basu i Qakraborti su tako#e ispitivali filtraciju koju nam Serov spektralni
niz daje). Sa druge strane, dokazi teorema 2.3.2 i 2.3.3 (dati u [1]) razlikuju se
od dokaza teoreme 2.4.3. U [1], autori su se bavili analizom Serovog spektral-
nog niza za raslojeǌa (2.2), dok !e dokazi izlo%eni u ovom ode´ku biti nexto
drugaqiji i kra!i, xto nam omogu!uje primena teoreme Lere–Hirxa i teorije
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Grebnerovih baza. Me#utim, metodi koje smo primenili za odre#ivaǌe kohomolo-
gije od G̃2t,4 ne bi proxli u sluqaju k = 3. Naime, dokaz propozicije 2.4.2 zasniva
se na primeni teoreme Lere–Hirxa, a uslovi te teoreme ne!e biti ispuǌeni za
sve n kada je k = 3. Nada´e podrazumevamo da je t ↭ 3.

U uvodu poglav´a 2 videli smo dva korisna raslojeǌa, pa pogledajmo dijagram
(2.2) u sluqaju k = 3 i n = 2t.

S3

S2t↑4 W 2t
3,1 G̃2t,3

G̃2t,4

sp

p1

Primetili smo da je horizontalno raslojeǌe iz prethodonog dijagrama upravo
sferno raslojeǌe koje odgovara ω̃↓

2t,3, dok je vertikalno izomorfno sfernom raslo-
jeǌu pridru%enom ω̃2t,4.

Da bismo odredili kohomoloxku algebru H→(G̃2t,4;Z2), najpre !emo pomo!u ra-
slojeǌa ω̃↓

2t,3 odrediti generatore algebre H→(W 2t
3,1;Z2), a zatim i generatore al-

gebre H→(G̃2t,4;Z2). Nakon toga !emo dati i opis multiplikativne strukture ove
algebre.

2.4.1 Generatori kohomoloxke algebre H⇑(W 2
t

3,1
;Z2)

Druga strana Serovog spektralnog niza pridru%enog raslojeǌu S2t↑4 i↑↓ W 2t
3,1

p1↑↓
G̃2t,3 sadr%ana je u dva reda, pa je jedini diferencijal koji mo%e biti netrivi-
jalan d2t↑3. Znamo da je ovaj diferencijal mno%eǌe modulo 2 Ojlerovom klasom
raslojeǌa ω̃↓

2t,3, tj. Xtifel–Vitnijevom klasom w2t↑3(ω̃↓
2t,3) → H2t↑3(G̃2t,3;Z2). Sa dru-

ge strane, ova klasa odgovara kosetu klase g2t↑3 pri izomorfizmu iz propozicije
1.1.1, a na osnovu [17, lema 2.3] je g2t↑3 = 0. Dakle, diferencijal d2t↑3 je trivija-
lan, pa je

E↗ = E2
↗= H→(G̃2t,3;Z2)∋H→(S2t↑4;Z2). (2.41)

Kako spektralni niz konvergira ka kohomologiji totalnog prostora W 2t
3,1, mo-

%emo odabrati klasu c2t↑4 → H2t↑4(W 2t
3,1;Z2) sa svojstvom i→(c2t↑4) = s, gde je s →

H2t↑4(S2t↑4;Z2) generator.

50



Glava 2. Kohomologija orijentisanih Grasmanijana sa Z2 koeficijentima

Da´e, na osnovu teoreme 2.3.6 i (2.41) vidimo da je E↗ kao bistepenovana
algebra generisana sa w̃2 ∋ 1, w̃3 ∋ 1, ã2t↑1 ∋ 1 i 1∋ s. Definiximo

w2 := p→1(w̃2), w3 := p→1(w̃3) i a2t↑1 := p→1(ã2t↑1). (2.42)

Propozicija 2.4.1. Prethodno definisane klase w2 → H2(W 2t
3,1;Z2), w3 → H3(W 2t

3,1;Z2),

c2t↑4 → H2t↑4(W 2t
3,1;Z2) i a2t↑1 → H2t↑1(W 2t

3,1;Z2) generixu algebru H→(W 2t
3,1;Z2).

Dokaz. Za proizvo´no r ↭ 0 %elimo da doka%emo da su sve klase u Hr(W 2t
3,1;Z2)

polinomi nad w2,w3, c2t↑4 i a2t↑1. Kako gore pomenuti spektralni niz konvergira
ka H→(W 2t

3,1;Z2), to imamo filtraciju

Hr(W 2t

3,1;Z2) = F r
0 ℜ F r

1 ℜ · · · ℜ F r
r↑1 ℜ F r

r ℜ F r
r+1 = F r

r+2 = · · · = 0,

takvu da je Ep,r↑p
↗

↗= F r
p /F

r
p+1 za sve p ↭ 0.

Obrnutom indukcijom po p ↭ 0 dokazujemo da su sve klase iz F r
p polinomi nad

w2,w3, c2t↑4 i a2t↑1. Tvr#eǌe je trivijalno taqno za p > r. Pretpostavimo da je
0 ↫ p ↫ r, da su sve klase iz F r

p+1 polinomi nad w2,w3, c2t↑4 i a2t↑1 i doka%imo da
isto va%i i za F r

p .
Neka je x → F r

p \ F r
p+1. Ako je x → Ep,r↑p

↗ element koji odgovara kosetu x + F r
p+1 u

koliqniku F r
p /F

r
p+1, onda je, na osnovu diskusije koja je prethodila propoziciji,

x polinom nad w̃2 ∋ 1, w̃3 ∋ 1, ã2t↑1 ∋ 1 i 1∋ s, tj.

x = f(w̃2 ∋ 1, w̃3 ∋ 1, 1∋ s, ã2t↑1 ∋ 1),

gde je f neki polinom qetiri neodre#ene nad po´em Z2. Ovo je jednakost u Ep,r↑p
↗ ,

a pri izomorfizmu Ep,r↑p
↗

↗= F r
p /F

r
p+1 ona odgovara jednakosti

x+ F r
p+1 = f(w2,w3, c2t↑4, a2t↑1) + F r

p+1.

Sada je oqigledno x↑ f(w2,w3, c2t↑4, a2t↑1) → F r
p+1, pa je na osnovu indukcijske hipo-

teze x↑ f(w2,w3, c2t↑4, a2t↑1) polinom nad w2,w3, c2t↑4 i a2t↑1, odakle konaqno zak´u-
qujemo da je i x polinom nad w2,w3, c2t↑4 i a2t↑1.

Kako je a2t↑1 = p→1(ã2t↑1), to je na osnovu teoreme 2.3.6

a22t↑1 = p→1(ã
2
2t↑1) = 0. (2.43)
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2.4.2 Generatori kohomoloxke algebre H⇑(G̃2t,4;Z2)

Posmatrajmo sferno raslojeǌe S3 ↓ W 2t
3,1

sp↑↓ G̃2t,4.
Kako su G̃2t,4 i S3 zatvorene povezane mnogostrukosti dimenzije 4·2t↑16, odnosno

3, to je i W 2t
3,1 zatvorena povezana mnogostrukost dimenzije 2t+2 ↑ 13, pa mo%emo

primeniti Poenkareovu dualnost na H→(W 2t
3,1;Z2).

Serov spektralni niz raslojeǌa S3 ↓ W 2t
3,1

sp↑↓ G̃2t,4 konvergira ka stepeno-
vanoj algebri H→(W 2t

3,1;Z2). Preciznije, postoji stabilna filtracija {F r
s }r,s↭0 od

H→(W 2t
3,1;Z2), tj.

Hr(W 2t

3,1;Z2) = F r
0 ℜ F r

1 ℜ · · · ℜ F r
r↑1 ℜ F r

r ℜ F r
r+1 = F r

r+2 = · · · = 0 za svako r,

tako da su indukovana bistepenovana algebra
⊕

p,q↭0

F p+q
p /F p+q

p+1 i bistepenovana al-

gebra E↗ =
⊕

p,q↭0

Ep,q
↗ pridru%ena ovom spektralnom nizu izomorfne.

Kako je spektralni niz sadr%an u nultoj i tre!oj vrsti, jedini diferencijal
koji mo%e biti netrivijalan je d4, a znamo da se on svodi na mno%eǌe Ojlerovom
klasom raslojeǌa S3 ↓ W 2t

3,1
sp↑↓ G̃2t,4. Primetili smo ranije da je ovo raslojeǌe

izomorfno sfernom raslojeǌu pridru%enom ω̃2t,4, pa je d4 mno%eǌe sa w4(ω̃2t,4) = w̃4.
Na osnovu [23, teorema 5.9], kompozicija

Hr(G̃2t,4;Z2) ↗= Er,0
2 ⊜ Er,0

3 ⊜ · · · ⊜ Er,0
r+1 = Er,0

↗
↗= F r

r ⇐ Hr(W 2t

3,1;Z2) (2.44)

jeste upravo preslikavaǌe sp→ : Hr(G̃2t,4;Z2) ↓ Hr(W 2t
3,1;Z2). Poxto je jedini netri-

vijalan diferencijal d4 mno%eǌe sa w̃4, mo%emo zak´uqiti da je

ker sp→ = w̃4H
→(G̃2t,4;Z2). (2.45)

Ovo znaqi da !e klasa u Hr(G̃2t,4;Z2) ↗= Hr(G̃2t,4;Z2)∋H0(S3;Z2) ↗= Er,0
2 ,,pre%iveti”

do Er,0
↗ ako i samo ako nije de´iva sa w̃4. Imamo i da je Er,3

↗ = 0 za r < 2t↑4 (videti
sliku 2.1 na str. 55), xto !e direktno slediti iz naredne leme, pa je

Hr(W 2t

3,1;Z2) = F r
0 = F r

r za r < 2t ↑ 1. (2.46)

Lema 2.4.1. Mno”eǌe sa w̃4, Hr(G̃2t,4;Z2)
w̃4↑↓ Hr+4(G̃2t,4;Z2), jeste monomorfizam za

r < 2t ↑ 4.
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Dokaz. U teoremi 2.1.3 videli smo da je charrank(ω̃2t,4) = 2t ↑ 5, pa su sve klase u
Hr(G̃2t,4;Z2), za r ↫ 2t ↑ 5, polinomi nad Xtifel–Vitnijevim klasama w̃2, w̃3 i w̃4.
Sa druge strane, na osnovu propozicije 1.1.1 i qiǌenice da je g2t↑3 = 0 [17, lema
2.3] imamo

im p→ ↗=
Z2[w2, w3, w4]

(g2t↑2, g2t↑1, g2t)
.

Da bismo pokazali da je mno%eǌe sa w̃4 monomorfizam za r < 2t ↑ 4, odaberimo
proizvo´no x → Hr(G̃2t,4;Z2) \ {0} i poka%imo da je w̃4x ⇓= 0. Dovo´no je da se uve-
rimo da nijedan polinom stepena (kohomoloxke dimenzije) maǌeg od 2t iz ideala
(g2t↑2, g2t↑1, g2t) nije de´iv sa w4. Ovo direktno sledi iz qiǌenice da g2t↑2 i g2t↑1

nisu de´ivi sa w4. Zaista, iz (1.10) vidimo da se u g2t↑2 pojav´uje sabirak w2t↑1↑1
2 ,

dok u g2t↑1 imamo sabirak w2t↑1↑2
2 w3.

Kako je kompozicija (2.44) zapravo preslikavaǌe sp→, za fiksirano r ↭ 0 ima-
mo da je slika od sp→ : Hr(G̃2t,4;Z2) ↓ Hr(W 2t

3,1;Z2) jednaka F r
r . Ako je klasa x →

Hr(G̃2t,4;Z2) rastav´iva, tj. ako se mo%e predstaviti kao polinom nad klasama
strogo maǌe dimenzije, onda se sp→(x) mo%e predstaviti kao polinom nad klasama
iz F i

i , za 0 < i < r. Stoga, sp→ indukuje epimorfizam

Hr(G̃2t,4;Z2)
/
D(Hr(G̃2t,4;Z2))

↑↓ F r
r

/
D(F r

r ) , (2.47)

gde je D(Hr(G̃2t,4;Z2)) slika preslikavaǌa

r↑1⊕

i=1

H i(G̃2t,4;Z2)∋Hr↑i(G̃2t,4;Z2)
ϖ↑↓ Hr(G̃2t,4;Z2)

datog pomo!u kohomoloxkog proizvoda, dok je D(F r
r ) slika od

r↑1⊕

i=1

F i
i ∋ F r↑i

r↑i
ϖ↑↓ F r

r .

Drugim reqima, koseti u domenu preslikavaǌa (2.47) odgovaraju nerastav´i-
vim klasama u Hr(G̃2t,4;Z2), a naredna lema nam omogu!ava da nerastav´ive klase
u Hr(G̃2t,4;Z2) detektujemo analiziraju!i filtraciju kohomoloxke algebre pro-
stora W 2t

3,1.

Lema 2.4.2. Epimorfizam (2.47) je izomorfizam za r > 4.
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Dokaz. Neka je x → Hr(G̃2t,4;Z2) takav da je sp→(x) → D(F r
r ). ’elimo da poka%emo da

je x → D(Hr(G̃2t,4;Z2)), tj. da je x rastav´iv. Iz uslova sp→(x) → D(F r
r ) sledi da sp→(x)

mo%emo predstaviti kao sp→(x) =
∑

j ajbj, gde aj → F
ij
ij

i bj → F
r↑ij
r↑ij

, za neko 0 < ij < r.
Kako je sp→ : Hk(G̃2t,4;Z2) ↓ F k

k epimorfizam, to postoje klase φj → H ij(G̃2t,4;Z2) i
⇁j → Hr↑ij(G̃2t,4;Z2) takve da je aj = sp→(φj) i bj = sp→(⇁j). Sada je

sp→(x) =
∑

j

sp→(φj)sp
→(⇁j) = sp→

(∑

j

φj⇁j

)
.

Drugim reqima, sp→(x) = sp→(y) za neko y → D(Hr(G̃2t,4;Z2)). Da´e imamo x ↑ y →
ker sp→ = w̃4Hr↑4(G̃2t,4;Z2) (videti (2.45)). Konaqno, postoji klasa z → Hr↑4(G̃2t,4;Z2)

takva da je x = y + w̃4z i y + w̃4z → D(Hr(G̃2t,4;Z2)) jer je r ↑ 4 > 0.

Na osnovu teoreme 2.1.4 je charrank(ω̃2t,4) = 2t ↑ 5, pa je najmaǌe r takvo da je
Hr(G̃2t,4;Z2) \ im p→ ⇓= ℑ jednako 2t ↑ 4. Neka je

ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t,4;Z2) \ im p→ (2.48)

proizvo´na klasa. Tada je ã2t↑4 nerastav´iva, pa je ǌen koset u

H2t↑4(G̃2t,4;Z2)
/
D(H2t↑4(G̃2t,4;Z2))

netrivijalan.

Teorema 2.4.1. Xtifel–Vitnijeve klase w̃2, w̃3, w̃4, zajedno sa klasom ã2t↑4, generixu

algebru H→(G̃2t,4;Z2).

Dokaz. U sluqaju t = 3, tvr#eǌe va%i na osnovu [28, teorema 3.3].
Neka je sada t ↭ 4. Pokaza!emo da su za r ↭ 0 sve klase u Hr(G̃2t,4;Z2) polinomi

nad w̃2, w̃3, w̃4 i ã2t↑4.
Ako je r < 2t↑4, onda je Hr(G̃2t,4;Z2) ⇐ im p→, a na osnovu propozicije 1.1.1 znamo

da w̃2, w̃3 i w̃4 generixu im p→.

Neka je r = 2t↑4. Koset od ã2t↑4 u H2t↑4(G̃2t,4;Z2)/D(H2t↑4(G̃2t,4;Z2)) je netrivija-
lan i D(H2t↑4(G̃2t,4;Z2)) ⇐ im p→, pa je dovo´no da poka%emo da !e ovo biti jedini
netrivijalan koset. Drugim reqima, pokaza!emo da je

H2t↑4(G̃2t,4;Z2)
/
D(H2t↑4(G̃2t,4;Z2))

↗= Z2.
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Kako je t ↭ 4, to je 2t↑ 4 > 4, pa je na osnovu leme 2.4.2 dovo´no da poka%emo da je

F 2t↑4
2t↑4

/
D(F 2t↑4

2t↑4 )
↗= Z2. (2.49)

Na osnovu propozicije 2.4.1 i (2.46) imamo

w2 → F 2
2 , w3 → F 3

3 i c2t↑4 → F 2t↑4
2t↑4 , (2.50)

i elementi u D(F 2t↑4
2t↑4 ) su polinomi nad w2 i w3. Kako je koliqnik F 2t↑4

2t↑4 /D(F 2t↑4
2t↑4 )

netrivijalan, na osnovu propozicije 2.4.1 zak´uqujemo da je koset od c2t↑4 netri-
vijalan, a to je i jedini netrivijalni koset, qime smo dokazali (2.49).

Za r > 2t ↑ 4 %elimo da poka%emo da su sve klase u Hr(G̃2t,4;Z2) rastav´ive,
xto je na osnovu leme 2.4.2 ekvivalentno uslovu da je F r

r = D(F r
r ). Neka je x → F r

r ,
x ⇓= 0. Dovo´no je da doka%emo da je x polinom nad w2, w3 i c2t↑4, pa !e tvr#eǌe
slediti iz (2.50) i qiǌenice da je filtracija stabilna (pogledati i komentar
nakon dokaza).

1
1
1 0

1
1
1 0 1

1
1 2 3 1

1
1

2
t
− 4 2

t
− 1 2

t+2
− 16 2

t+2
− 13

111 xz

1
1
1 3

a2t−1 11

c2t−4 11w2 w3 111 x 111

Slika 2.1: E↗ strana spektralnog niza za S3 ↓ W 2t
3,1

sp↑↓ G̃2t,4

Pretpostavimo suprotno, da x ne mo%emo da predstavimo kao polinom nad w2, w3

i c2t↑4. Tada na osnovu propozicije 2.4.1 i (2.43) imamo x = a2t↑1y, gde je y polinom
nad w2, w3 i c2t↑4 (u zapisu klase x mo%emo da izostavimo monome koji ne sadr%e
a2t↑1 jer !e oni pripadati D(F r

r )). Na osnovu Poenkareove dualnosti postoji klasa
z → H2t+2↑13↑r(W 2t

3,1;Z2) takva da je xz ⇓= 0. Kako je x = a2t↑1y i a22t↑1 = 0 na osnovu
(2.43), klasu z mo%emo odabrati tako da se u ǌenom zapisu ne pojav´uje a2t↑1, tj.
z je polinom nad w2,w3 i c2t↑4. Sada na osnovu (2.50) i stabilnosti filtracije
imamo z → F 2t+2↑13↑r

2t+2↑13↑r , pa kako je x → F r
r , dobijamo

xz → F 2t+2↑13
2t+2↑13

↗= E2t+2↑13,0
↗ = 0, (2.51)

jer je dimenzija baznog prostora G̃2t,4 jednaka 2t+2↑16 (videti sliku 2.1). Konaqno,
(2.51) je u kontradikciji sa qiǌenicom da je xz ⇓= 0.
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U (2.45) smo videli da je ker sp→ = w̃4H→(G̃2t,4;Z2), pa iz teoreme 2.4.1 i propo-
zicije 2.4.1 dobijamo

sp→(w̃2) = w2 i sp→(w̃3) = w3. (2.52)

Tako#e, sp→(ã2t↑4) = c2t↑4 + f(w2,w3) za neki polinom f . Zaista, u suprotnom bismo
na osnovu propozicije 2.4.1 i (2.52) dobili sp→(ã2t↑4) = g(w2,w3) = sp→(g(w̃2, w̃3)) za
neki polinom g, odakle bi sledilo da je ã2t↑4↑g(w̃2, w̃3) → ker sp→ = w̃4H2t↑8(G̃2t,4;Z2),
xto je nemogu!e jer ã2t↑4 /→ im p→.

Ako modifikujemo ã2t↑4 dodavaǌem f(w̃2, w̃3), i da´e imamo nerastav´ivu klasu
za koju sada va%i

sp→(ã2t↑4) = c2t↑4, (2.53)

kao i (2.48) i teorema 2.4.1.

Napomena 2.4.1. Klasa ã2t↑4 je nerastav%iva, tj. ne mo”e se predstaviti kao po-

linom nad klasama strogo maǌe kohomoloxke dimenzije. Tako#e, iz propozicije 1.1.1

vidimo da su i w̃2, w̃3 i w̃4 tako#e nerastav%ive. Teorema 2.4.1 zapravo ka”e da su

ovo jedine qetiri nerastav%ive klase u H→(G̃2t,4;Z2) (do na dodavaǌe rastav%ivih).

2.4.3 Kohomoloxka algebra H⇑(G̃2t,4;Z2)

Propozicija 2.4.2. Ako je ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t,4;Z2) nerastav%iva klasa (odabrana tako

da va”i (2.53)), onda u H→(G̃2t,4;Z2) imamo jednakost

ã22t↑4 = P̃ ã2t↑4 + Q̃,

za neke polinome P̃ i Q̃ nad w̃2, w̃3 i w̃4.

Dokaz. Posmatrajmo sferno raslojeǌe S2t↑4 i↑↓ W 2t
3,1

p1↑↓ G̃2t,3. Kako 1 = i→(1) i s =

i→(c2t↑4) qine aditivnu bazu od H→(S2t↑4;Z2), to na osnovu teoreme Lere–Hirxa
(videti [12, teorema 4D.1.]) imamo aditivni izomorfizam

” : H→(G̃2t,3;Z2)∋H→(S2t↑4;Z2) ↓ H→(W 2t

3,1;Z2)

dat sa ”(x∋ 1) = p→1(x) i ”(x∋ s) = p→1(x) · c2t↑4.
U posledici 2.3.1 videli smo da H→(G̃2t,3;Z2) ima aditivnu bazu sastav´enu od

elemenata w̃b
2w̃

c
3 i ã2t↑1w̃b

2w̃
c
3, za (b, c) → T , gde je T skup svih parova nenegativnih

celih brojeva (b, c) sa svojstvom da za svako i → {0, 1, . . . , t ↑ 1} va%i b < 2t↑1 ↑ 2i

ili c < 2i ↑ 1. Neka je N broj elemenata skupa T , tj. baza od H→(G̃2t,3;Z2) sastoji
se od 2N elemenata. Izomorfizam ” nam onda daje aditivnu bazu od H→(W 2t

3,1;Z2).
Elementi ove baze su
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• ”(w̃b
2w̃

c
3 ∋ 1) = p→1(w̃

b
2w̃

c
3) = wb

2w
c
3;

• ”(ã2t↑1w̃b
2w̃

c
3 ∋ 1) = p→1(ã2t↑1w̃b

2w̃
c
3) = wb

2w
c
3a2t↑1;

• ”(w̃b
2w̃

c
3 ∋ s) = p→1(w̃

b
2w̃

c
3) · c2t↑4 = wb

2w
c
3c2t↑4;

• ”(ã2t↑1w̃b
2w̃

c
3 ∋ s) = p→1(ã2t↑1w̃b

2w̃
c
3) · c2t↑4 = wb

2w
c
3c2t↑4a2t↑1;

za (b, c) → T . Primetimo da je dimH→(W 2t
3,1;Z2) = 4N .

Posmatrajmo sada sferno raslojeǌe S3 ↓ W 2t
3,1

sp↑↓ G̃2t,4. Na osnovu leme 1.1.1
imamo

dim(im sp→) =
1

2
dimH→(W 2t

3,1;Z2) = 2N.

Sa druge strane, na osnovu (2.52) i (2.53) znamo da 2N linearno nezavisnih ele-
menata prve i tre!e vrste pripada im sp→, pa !e oni u stvari qiniti celu bazu
od im sp→. Stoga, kako je i c22t↑4 → im sp→, mo%emo ga predstaviti preko baznih ele-
menata

c22t↑4 = c2t↑4P +Q,

gde su P i Q neki polinomi nad w2 i w3. Na osnovu (2.52) i (2.53) imamo

sp→
(
ã22t↑4 ↑

(
ã2t↑4P (w̃2, w̃3) +Q(w̃2, w̃3)

))
= c22t↑4 ↑ (c2t↑4P +Q) = 0,

pa iz (2.45) zak´uqujemo

ã22t↑4 = ã2t↑4P (w̃2, w̃3) +Q(w̃2, w̃3) + w̃4R,

za neku klasu R → H2t+1↑12(G̃2t,4;Z2) koja je na osnovu teoreme 2.4.1 polinom nad w̃2,
w̃3, w̃4 i ã2t↑4. Konaqno, kada prepakujemo sabirke, dobijamo

ã22t↑4 = P̃ ã2t↑4 + Q̃,

za neke polinome P̃ i Q̃ nad w̃2, w̃3 i w̃4.

Da bismo odredili kohomoloxku algebru H→(G̃2t,4;Z2), bi!e nam potrebna teo-
rija Grebnerovih baza.

Za k = 4, jednakost (1.9) postaje

gr = w2gr↑2 + w3gr↑3 + w4gr↑4, r ↭ 1, (2.54)
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(setimo se da smo definisali g↑1 = g↑2 = g↑3 = 0), a jednakost (1.11) postaje

gr = w2i

2 gr↑2i+1 + w2i

3 gr↑3·2i + w2i

4 gr↑2i+2 , r ↭ 2i+2 ↑ 3, i ↭ 0. (2.55)

Uoqimo ideal
I = (g2t↑2, g2t↑1, g2t , a

2
2t↑4 + Pa2t↑4 +Q),

gde su polinomi P i Q dobijeni od polinoma P̃ i Q̃ iz propozicije 2.4.2 zamenom
Xtifel–Vitnijevih klasa w̃2 i w̃3 promen´ivama w2 i w3, redom.

Kako je g2t↑3 = 0, imamo da je gr → I za sve r ↭ 2t↑2. Specijalno, va%i!e I = (G),
gde je

G = {g2t↑3+2i | 0 ↫ i ↫ t↑ 1} ⊤ {g2t , a22t↑4 + Pa2t↑4 +Q}. (2.56)

Dokaza!emo da je baza G ideala I ≿Z2[w2, w3, w4, a2t↑4] zapravo Grebnerova baza. U
tu svrhu doka%imo najpre dve pomo!ne leme.

Lema 2.4.3. Za sve cele brojeve r ↭ ↑3 i i ↭ 0 va”i

w2i↑1
3 g2

i

r = g2i(r+3)↑3.

Dokaz. Tvr#eǌe dokazujemo indukcijom po i. Za i = 0 jednakost se svodi na gr = gr.
Za i = 1 treba da proverimo da li je

w3g
2
r = g2r+3 za sve r ↭ ↑3, (2.57)

xto !emo dokazati indukcijom po r. Ako je r → {↑3,↑2,↑1}, obe strane ove jedna-
kosti su jednake nuli, a ako je r = 0 (2.57) svodi se na w3 = g3, xto jeste taqno
na osnovu (1.10). Ukoliko je sada r ↭ 1 i ako pretpostavimo da je w3g2j = g2j+3 za
↑3 ↫ j < r, onda na osnovu (2.54) i (2.55) dobijamo

w3g
2
r = w3(w2gr↑2 + w3gr↑3 + w4gr↑4)

2

= w2
2w3g

2
r↑2 + w2

3w3g
2
r↑3 + w2

4w3g
2
r↑4

= w2
2g2r↑1 + w2

3g2r↑3 + w2
4g2r↑5 = g2r+3,

qime smo dokazali (2.57).
Neka je sada i ↭ 2 i

w2i↑1↑1
3 g2

i↑1

r = g2i↑1(r+3)↑3 za sve r ↭ ↑3.

Kvadriraǌem prethodne jednakosti i mno%eǌem sa w3 dobijamo

w2i↑1
3 g2

i

r = w3g
2
2i↑1(r+3)↑3 = g2i(r+3)↑3

na osnovu (2.57), qime je dokaz zavrxen.
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Lema 2.4.4. Neka je 0 ↫ i ↫ t ↑ 1. Tada nijedan od monoma u g2t↑3+2i ne sadr”i

promen%ivu w4.

Dokaz. Na osnovu leme 2.4.3 imamo

g2t↑3+2i = g2i(2t↑i↑2+3)↑3 = w2i↑1
3 g2

i

2t↑i↑2,

pa je dovo´no dokazati da nijedan od polinoma g2m↑2 (m ↭ 0) ne sadr%i monome
de´ive sa w4. Ovo !emo pokazati indukcijom po m. Za m → {0, 1} tvr#eǌe oqigledno
va%i. Neka je sada m ↭ 2 i neka nijedan od monoma u g2j↑2 ne sadr%i w4 za 0 ↫ j < m.
Na osnovu (2.55) imamo

g2m↑2 = w2m↑2

2 g2m↑1↑2 + w2m↑2

3 g2m↑2↑2 + w2m↑2

4 g↑2

= w2m↑2

2 g2m↑1↑2 + w2m↑2

3 g2m↑2↑2,

pa se w4 ne pojav´uje ni u g2m↑2.

Teorema 2.4.2. Skup G (definisan u (2.56)) je Grebnerova baza za I≳Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]
u odnosu na leksikografsko ure#eǌe monoma ↬ dato sa w3 ⊥ w2 ⊥ w4 ⊥ a2t↑4.

Dokaz. Na osnovu definicije ideala I imamo da G generixe ovaj ideal, pa je
na osnovu teoreme 1.3.1 dovo´no da poka%emo da se S-polinomi bilo koja dva
elementa redukuju do nule modulo G. Kako je S(f, f) = 0, posmatra!emo samo S-
polinome razliqitih elemenata iz G.

Polinomi P i Q ne sadr%e a2t↑4, pa je LM(a22t↑4 + Pa2t↑4 +Q) = a22t↑4, a iz (1.10)
vidimo da je LM(g2t) = w2t↑2

4 . Tako#e, za 0 ↫ i ↫ t ↑ 1, na osnovu leme 2.4.4 monom
LM(g2t↑3+2i) ne sadr%i ni a2t↑4 ni w4.

Dakle, ukoliko je bar jedan od polinoma u S-polinomu iz {g2t , a22t↑4+Pa2t↑4+Q},
onda su vode!i monomi ta dva polinoma uzajamno prosti, pa na osnovu [3, teorema
5.66] zak´uqujemo da se ovaj S-polinom redukuje do nule modulo G. Ostaje jox
da razmotrimo sluqaj S-polinoma S(g2t↑3+2i , g2t↑3+2j) za neka dva razliqita broja
i, j → {0, 1, . . . , t↑ 1}.

Iz jednakosti (1.10) vidimo da je redukcija modulo w4 polinoma gr, r ↭ 0,
upravo polinom gr u sluqaju k = 3. Na osnovu leme 2.4.4 onda imamo da je polinom
g2t↑3+2i → Z2[w2, w3, w4] za k = 4 jednak polinomu g2t↑3+2i → Z2[w2, w3] za k = 3. Sa druge
strane, iz teoreme 2.3.4 imamo da polinomi g2t↑3+2i, 0 ↫ i ↫ t↑ 1, qine Grebnerovu
bazu ideala (g2t↑2, g2t↑1) ≿ Z2[w2, w3] u odnosu na leksikografsko ure#eǌe w3 ⊥ w2.
Dakle, S(g2t↑3+2i , g2t↑3+2j) redukuje se do nule za sve i, j → {0, 1, . . . , t↑ 1}.
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Na osnovu propozicije 2.3.1 imamo da je

LM(g2t↑3+2i) = w2t↑1↑2i

2 w2i↑1
3 , 0 ↫ i ↫ t↑ 1.

Dakle, monom wb
2w

c
3 nije de´iv ni sa jednim od ovih vode!ih monoma ako i samo

ako za svako i → {0, 1, . . . , t ↑ 1} va%i b < 2t↑1 ↑ 2i ili c < 2i ↑ 1, tj. ako i samo
ako (b, c) → T (gde je T skup definisan u dokazu propozicije 2.4.2). Zajedno sa
qiǌenicom da je LM(g2t) = w2t↑2

4 i LM(a22t↑4 + Pa2t↑4 + Q) = a22t↑4, propozicija 1.3.1
daje slede!u posledicu.

Posledica 2.4.1. Ako je B =

ar2t↑4w

d
4w

b
2w

c
3 | r < 2, d < 2t↑2, (b, c) → T


, onda koseti

elemenata iz B qine aditivnu bazu koliqnika Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]/I.
Dodatno, ako je N broj elemenata skupa T (kao u dokazu propozicije 2.4.2), onda

je

dim
(
Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]/I

)
= 2t↑1 ·N.

Na potpuno isti naqin se mo%e pokazati da je {g2t↑3+2i | 0 ↫ i ↫ t ↑ 1} ⊤ {g2t}
Grebnerova baza ideala (g2t↑2, g2t↑1, g2t)≳Z2[w2, w3, w4] (u odnosu na leksikografsko
ure#eǌe w3 ⊥ w2 ⊥ w4), odakle dobijamo da koseti monoma wd

4w
b
2w

c
3 takvih da je

d < 2t↑2 i (b, c) → T , qine bazu koliqnika Z2[w2, w3, w4]/(g2t↑2, g2t↑1, g2t). Sa druge
strane, znamo da je ovaj koliqnik upravo izomorfan im p→, gde je p : G̃2t,4 ↓ G2t,4.
Dakle, dim(im p→) = 2t↑2 ·N pa iz leme 1.1.1 dobijamo

dimH→(G̃2t,4;Z2) = 2t↑1 ·N. (2.58)

Teorema 2.4.3. Kohomoloxka algebra orijentisane Grasmanove mnogostrukosti G̃2t,4

je

H→(G̃2t,4;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, w4, a2t↑4](

g2t↑2, g2t↑1, g2t , a22t↑1 + Pa2t↑4 +Q
) ,

pri qemu koseti od w2, w3 i w4 odgovaraju Xtifel–Vitnijevim klasama kanonskog

raslojeǌa ω̃2t,4, dok koset od a2t↑4 odgovara nerastav%ivoj klasi ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t,4;Z2),
a P i Q su neki polinomi nad w2, w3 i w4.

Dokaz. Odaberimo polinome P i Q nad w2, w3 i w4 u Z2[w2, w3, w4, a2t↑4] koji odgo-
varaju polinomima P̃ i Q̃ iz propozicije 2.4.2, redom. Na osnovu teoreme 2.4.1,
homomorfizam algebri

$ : Z2[w2, w3, w4, a2t↑4] ↓ H→(G̃2t,4;Z2),
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dat sa $(w2) = w̃2, $(w3) = w̃3, $(w4) = w̃4 i $(a2t↑4) = ã2t↑4 jeste epimorfizam, pa
!e indukovano preslikavaǌe

$ : Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]/ ker$ ↓ H→(G̃2t,4;Z2) (2.59)

biti izomorfizam. Stoga, da bismo dokazali tvr#eǌe dovo´no je da poka%emo da
je

ker$ = I = (g2t↑2, g2t↑1, g2t , a
2
2t↑4 + Pa2t↑4 +Q).

Na osnovu propozicije 2.4.2 znamo da je a22t↑4 + Pa2t↑4 +Q → ker$. Tako#e, iz pro-
pozicije 1.1.1 imamo

im p→ ↗= Z2[w2, w3, w4]
/
(g2t↑3, g2t↑2, g2t↑1, g2t) = Z2[w2, w3, w4]

/
(g2t↑2, g2t↑1, g2t) ,

jer je g2t↑3 = 0 na osnovu [17, lema 2.3]. Odavde dobijamo da je i g2t↑2, g2t↑1, g2t →
ker$, pa je

I ⇐ ker$. (2.60)

Ostaje jox da doka%emo obrnutu inkluziju.
Iz (2.60) imamo kratak taqan niz vektorskih prostora

0 ↓ ker$/I ↓ Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]/I ↓ Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]/ ker$ ↓ 0.

Da´e, na osnovu posledice 2.4.1 je

dim
(
Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]/I

)
= 2t↑1 ·N,

a iz (2.59) i (2.58) imamo

dim
(
Z2[w2, w3, w4, a2t↑4]/ ker$

)
= dimH→(G̃2t,4;Z2) = 2t↑1 ·N.

Konaqno, zak´uqujemo da je dim(ker$/I) = 0, tj. I = ker$.

2.4.4 Dodatni rezultati o H⇑(G̃2t,4;Z2)

Kako je I upravo ideal koji se pojav´uje u opisu kohomologije od G̃2t,4 iz teo-
reme 2.4.3 i posledice 2.4.1 dobijamo i narednu posledicu.

Posledica 2.4.2. Skup kohomoloxkih klasa

B =

ãr2t↑4w̃

d
4w̃

b
2w̃

c
3 |r < 2, d < 2t↑2,

(
∃i→{0, 1, . . . , t↑ 1}

)
b < 2t↑1 ↑ 2i ∨ c < 2i ↑ 1



je jedna aditivna baza kohomoloxke algebre H→(G̃2t,4;Z2).
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Napomena 2.4.2. Primetimo da sve klase iz prethodne posledice kod kojih je r = 0
pripadaju im p→. Kako je dimH→(G̃2t,4;Z2) = 2 dim(im p→), zak%uqujemo da klase kod kojih

je r = 1 ne!e pripadati im p→.

Glavni rezultat koji %elimo da istaknemo u ovom ode´ku je qiǌenica da je
ã22t↑4 ⇓= 0 u H2t+1↑8(G̃2t,4;Z2).

To !emo dokazati korix!eǌem leme 2.3.4 na sliqan naqin kao i u sluqaju k = 3,
n → {2t ↑ 3, 2t ↑ 2, 2t ↑ 1}. Naime, ako je j̃ : G̃2t↑1,3 ϑ↓ G̃2t,4 preslikavaǌe indukovano
inkluzijom R2t↑1 ϑ↓ R2t pokaza!emo da se pri homomorfizmu j̃→ : H→(G̃2t,4;Z2) ↓
H→(G̃2t↑1,3;Z2) nerastav´iva klasa slika u nerastav´ivu, xto !e nam omogu!iti
da za nerastav´ivu klasu iz ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) uzmemo bax j̃→(ã2t↑4). Dakle,

j̃→(ã2t↑4) = ã2t↑4, (2.61)

a u ode´ku 2.3.2 smo pokazali da !e jednakost (2.30) va%iti za svaku nerastav´ivu
klasu dimenzije 2t ↑ 4, pa !e va%iti i za ovako odabrano ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2).

Sa ovim ci´em dokazujemo narednu propoziciju.

Propozicija 2.4.3. Neka je w1 : H2t↑4(G2t,4;Z2) ↓ H2t↑3(G2t,4;Z2) mno”eǌe Xtifel

–Vitnijevom klasom w1 → H1(G2t,4;Z2) i neka je j→ : H2t↑4(G2t,4;Z2) ↓ H2t↑4(G2t↑1,3;Z2)
homomorfizam indukovan inkluzijom j : G2t↑1,3 ϑ↓ G2t,4. Tada kerw1 ↖ ker j→ = 0.

Dokaz. Iz (1.2), imamo

H→(G2t,4;Z2) ↗=
Z2[w1, w2, w3, w4]

(w2t↑3, w2t↑2, w2t↑1, w2t)
.

Neka je f → Z2[w1, w2, w3, w4] homogen polinom kohomoloxke dimenzije 2t↑4 takav da
je odgovaraju!a klasa [f ] → H2t↑4(G2t,4;Z2) unutar kerw1↖ker j→. Iz uslova [f ] → kerw1

u Z2[w1, w2, w3, w4] imamo
w1f = φw2t↑3, (2.62)

za neko φ → Z2. Sa druge strane, na osnovu leme 2.3.5(b), preslikavaǌe j→ :
H→(G2t,4;Z2) ↓ H→(G2t↑1,3;Z2) je redukcija modulo w4. Zbog toga nam uslov [f ] → ker j→

daje 0 = j→[f ] = [ε(f)], gde je ε : Z2[w1, w2, w3, w4] ↓ Z2[w1, w2, w3] redukcija modulo w4.
Primetimo da u H→(G2t↑1,3;Z2) nema relacija stepena 2t↑4. Zaista, ponovo iz (1.2)
imamo

H→(G2t↑1,3;Z2) ↗=
Z2[w1, w2, w3]

(w2t↑3, w2t↑2, w2t↑1)
,

pa zak´uqujemo da je ε(f) = 0, odakle je

f = w4h, (2.63)
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za neko h → Z2[w1, w2, w3, w4].
Sada iz (2.62) i (2.63) dobijamo

w1w4h = φw2t↑3 u Z2[w1, w2, w3, w4]. (2.64)

Iz (1.5), vidimo da w2t↑3 ima sabirak w2t↑3
1 , dok takav sabirak ne postoji na levoj

strani jednakosti (2.64). Stoga zak´uqujemo da je φ = 0 pa je i f = 0.

Sada iz leme 2.3.4 i propozicije 2.4.3, a na osnovu diskusije koja je prethodila
propoziciji, mo%emo odabrati nerastav´ivu klasu ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2) tako da
va%i (2.61). Tada je ã22t↑4 = g̃2t↑4ã2t↑4 + ωw̃2t↑4

2 u H2t+1↑8(G̃2t↑1,3;Z2), pa je

j̃→(ã2t↑4)
2 = ã22t↑4 = g̃2t↑4 · ã2t↑4 + ωw̃2t↑4

2 . (2.65)

Tako#e, primetimo da je g̃2t↑4 ⇓= 0 u H2t↑4(G̃2t↑1,3;Z2). Zaista, ovo sledi iz propo-
zicije 1.1.1 (jer u dimenziji 2t ↑ 4 nema relacija) i qiǌenice da je g2t↑4 ⇓= 0 na
osnovu (1.10).

Sa druge strane, iz teoreme 2.4.3 imamo da je ã22t↑4 = P̃ ã2t↑4+Q̃ u H2t+1↑8(G̃2t,4;Z2),
pa je

j̃→(ã2t↑4)
2 = j̃→

(
P̃ ã2t↑4 + Q̃

)
= j̃→(P̃ ) · ã2t↑4 + j̃→(Q̃). (2.66)

Sada iz (2.65) i (2.66) zak´uqujemo da P̃ ⇓= 0. Ovime smo dokazali slede!u
propoziciju.

Propozicija 2.4.4. Ako je ã2t↑4 → H2t↑4(G̃2t,4;Z2) nerastav%iva klasa, onda ã22t↑4 ⇓= 0.

Xtavixe, u opisu algebre H→(G̃2t,4;Z2) iz teoreme 2.4.3, polinom P ne mo”e biti

nula.

2.4.5 Dodatna analiza kohomologije H⇑(G̃8,4;Z2)

U ovom ode´ku !emo deta´nije analizirati kohomologiju Grasmanove mnogo-
strukosti G̃8,4 sa ci´em da odredimo polinome P i Q iz teoreme 2.4.3. Glavni
rezultat je sadr%an u narednoj propoziciji.

Propozicija 2.4.5. Imamo izomorfizam stepenovanih algebri

H→(G̃8,4;Z2) ↗=
Z2[w2, w3, w4, a4]

(g6, g7, g8, a24 + a4w2
2 + ωw2w2

3)
,

za neko ω → Z2.
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Dokaz. Dovo´no je da poka%emo da u H→(G̃8,4;Z2) va%i jednakost

ã24 = ã4w̃
2
2 + ωw̃2w̃

2
3, (2.67)

za neko ω → Z2. Na osnovu posledice 2.4.2 znamo aditivnu bazu B za H→(G̃8,4;Z2) i
ona je data u tabeli 2.6.

dimenzija elementi baze

0 1

1 -

2 w̃2

3 w̃3

4 w̃4, w̃2
2, ã4

5 w̃2w̃3

6 w̃2
3, w̃2w̃4, ã4w̃2

7 w̃3w̃4, ã4w̃3

8 w̃2w̃2
3, w̃

2
2w̃4, ã4w̃4, ã4w̃2

2

9 w̃2w̃3w̃4, ã4w̃2w̃3

10 w̃2
3w̃4, ã4w̃2

3, ã4w̃2w̃4

11 ã4w̃3w̃4

12 w̃2w̃2
3w̃4, ã4w̃2w̃2

3, ã4w̃
2
2w̃4

13 ã4w̃2w̃3w̃4

14 ã4w̃2
3w̃4

15 -

16 ã4w̃2w̃2
3w̃4

Tabela 2.6: Elementi aditivne baze

Iz formule (1.10) dobijamo da je

g6 = w3
2 + w2

3 i g7 = w2
2w3. (2.68)
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Kako su odgovaraju!e klase g̃6 i g̃7 trivijalne u H→(G̃8,4;Z2), iz (2.68) dobijamo

w̃3
2 = w̃2

3, w̃
2
2w̃3 = 0, odakle je i w̃3

3 = w̃3
2w̃3 = 0, w̃4

2 = w̃2w̃
2
3. (2.69)

Zapiximo klasu ã24 → H8(G̃8,4;Z2) preko baznih elemenata

ã24 = φã4w̃4 + ⇁ã4w̃
2
2 + ωw̃2w̃

2
3 + ϱw̃2

2w̃4, (2.70)

gde su φ, ⇁, ω, ϱ → Z2. Ako je j̃ : G̃7,3 ϑ↓ G̃8,4 utapaǌe, onda je na osnovu leme 2.3.5(g)
preslikavaǌe j̃→ : H→(G̃8,4;Z2) ↓ H→(G̃7,3;Z2) redukcija modulo w̃4. Primenom homo-
morfizma j̃→ na (2.70) dobijamo

j̃→(ã4)
2 = j̃→(ã24) = ⇁j̃→(ã4)w̃

2
2 + ωw̃2w̃

2
3.

Sa druge strane, znamo da je j̃→(ã4) nerastav´iva klasa u H4(G̃7,3;Z2), pa na
osnovu teoreme 2.3.8 i (2.19) imamo

j̃→(ã4)
2 = j̃→(ã4)g̃4 + ωw̃2w̃

2
3 = j̃→(ã4)w̃

2
2 + ωw̃2w̃

2
3,

za neko ω → Z2 (iz (1.10) vidimo da je g4 = w2
2 za k = 3). Kako su j̃→(ã4)w̃2

2, w̃2w̃2
3 →

H8(G̃7,3;Z2) linearno nezavisni elementi aditivne baze iz posledice 2.3.2, iz pret-
hodne dve jednakosti zak´uqujemo da je ⇁ = 1 i ω = ω. Sada jednakost (2.70) postaje

ã24 = φã4w̃4 + ã4w̃
2
2 + ωw̃2w̃

2
3 + ϱw̃2

2w̃4. (2.71)

Dakle, da bismo dokazali relaciju (2.67) ostalo je jox da poka%emo da je
φ = ϱ = 0. To !emo uraditi korix!eǌem Stinrodovih kvadrata.

Na osnovu Vuove formule (1.14) imamo

Sq1(w̃2) = w̃3, Sq1(w̃3) = 0, Sq1(w̃4) = 0,

Sq2(w̃2) = w̃2
2, Sq2(w̃3) = w̃2w̃3, Sq2(w̃4) = w̃2w̃4.

Kako je dimenzija mnogostrukosti G̃8,4 jednaka 16, homomorfizam

Sq4 : H12(G̃8,4;Z2) ↓ H16(G̃8,4;Z2)

je mno%eǌe Vuovom klasom v4 → H4(G̃8,4;Z2).
Iz [2, teorema 1.1] dobijamo da je wi(G8,4) = 0 za i → {1, 3, 4} i w2(G8,4) = w2

1,
gde je w1 prva Xtifel–Vitnijeva klasa kanonskog raslojeǌa ω8,4, a wi(G8,4) i-ta
Xtifel–Vitnijeva klasa tangentnog raslojeǌa nad G8,4. Ako je p : G̃8,4 ↓ G8,4
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dvolisno natkrivaǌe, onda je i wi(G̃8,4) = p→(wi(G8,4)) = 0, za 1 ↫ i ↫ 4, pa primenom
Vuove formule (1.13) zak´uqujemo da je i vi = 0 za 1 ↫ i ↫ 4. Odavde je Sq4 :
H12(G̃8,4;Z2) ↓ H16(G̃8,4;Z2) trivijalno preslikavaǌe, pa je Sq4(ã4w̃2w̃2

3) = 0. Sa
druge strane, korix!eǌem Kartanove formule i (2.69), dobija se da je Sqi(w̃2w̃2

3) =
0 za 1 ↫ i ↫ 4, pa iz (2.71) i (2.69) dobijamo

0 = Sq4(ã4w̃2w̃
2
3) =

4∑

i=0

Sq4↑i(ã4)Sq
i(w̃2w̃

2
3)

= Sq4(ã4)w̃2w̃
2
3

= ã24w̃2w̃
2
3

= (φã4w̃4 + ã4w̃
2
2 + ωw̃2w̃

2
3 + ϱw̃2

2w̃4)w̃2w̃
2
3

= φã4w̃2w̃
2
3w̃4.

(2.72)

U tabeli 2.6 vidimo da je ã4w̃2w̃2
3w̃4 bazni element, pa iz (2.72) zak´uqujemo da

je φ = 0. Jednakost (2.71) sada postaje

ã24 = ã4w̃
2
2 + ωw̃2w̃

2
3 + ϱw̃2

2w̃4. (2.73)

Primetimo da je Sq1(ã4) = 0. Zaista, kako je jedini bazni element u dimenziji 5
klasa w̃2w̃3, ukoliko bi bilo Sq1(ã4) ⇓= 0, imali bismo Sq1(ã4) = w̃2w̃3. Iz identiteta
Sq1Sq1 = 0 onda imamo

0 = Sq1(Sq1(ã4)) = Sq1(w̃2w̃3) = w̃2
3,

ali u tabeli 2.6 vidimo da je w̃2
3 bazni element pa w̃2

3 ⇓= 0.
Sada primenom Kartanove formule dobijamo Sq2(ã24) = (Sq1(ã4))2 = 0. Sa druge

strane, iz (2.73) je

0 = Sq2(ã24) = Sq2(ã4w̃
2
2 + ωw̃2w̃

2
3 + ϱw̃2

2w̃4)

= Sq2(ã4)w̃
2
2 + ã4w̃

2
3 + ωw̃2

2w̃
2
3 + ϱ

(
w̃2

3w̃4 + w̃3
2w̃4

)

= Sq2(ã4)w̃
2
2 + ã4w̃

2
3,

gde smo upotrebili (2.69) u posledǌem redu. Kako je ã4w̃2
3 element baze, iz napo-

mene 2.4.2 imamo da ã4w̃2
3 /→ im p→, pa i Sq2(ã4) /→ im p→. Odatle, kada izrazimo ovaj

element preko baznih, on mora biti oblika Sq2(ã4) = ã4w̃2 + λw̃2w̃4 + µw̃2
3, gde su

λ, µ → Z2.
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Pokaza!emo da je λ = µ = 0. Iz Ademove relacije Sq2Sq2 = Sq3Sq1 najpre imamo
Sq2(Sq2(ã4)) = Sq3(Sq1(ã4)) = 0. Sa druge strane,

0 = Sq2(Sq2(ã4)) = Sq2(ã4w̃2 + λw̃2w̃4 + µw̃2
3)

= Sq2(ã4)w̃2 + ã4w̃
2
2

= (ã4w̃2 + λw̃2w̃4 + µw̃2
3)w̃2 + ã4w̃

2
2

= λw̃2
2w̃4 + µw̃2w̃

2
3,

a kako su i w̃2
2w̃4 i w̃2w̃2

3 elementi baze, zak´uqujemo λ = µ = 0. Dakle, dokazali
smo da je

Sq2(ã4) = ã4w̃2. (2.74)

Konaqno, Sq4(ã34) = v4ã34 = 0, pa korix!eǌem (2.73), (2.74) i (2.69) dobijamo

0 = Sq4(ã34) = Sq4(ã4 · ã24)
= Sq4(ã4)ã

2
4 + ã4Sq

4(ã24)

= ã44 + ã4
(
Sq2(ã4)

)2

= (ã4w̃
2
2 + ωw̃2w̃

2
3 + ϱw̃2

2w̃4)
2 + ã34w̃

2
2

= ã24w̃
4
2 + ϱw̃4

2w̃
2
4 + ã24ã4w̃

2
2

= ã24w̃
4
2 + (ã4w̃

2
2 + ωw̃2w̃

2
3 + ϱw̃2

2w̃4)ã4w̃
2
2

= ϱã4w̃
4
2w̃4

= ϱã4w̃2w̃
2
3w̃4

(qiǌenica da je w̃4
2w̃

2
4 = 0 sledi iz w̃4

2w̃
2
4 → H16(G̃2t,4Z2) ↖ im p→ = 0 jer imamo samo

jedan bazni element u dimenziji 16 i to je ã4w̃2w̃2
3w̃4, a znamo da on nije u im p→

na osnovu napomene 2.4.2). Konaqno, zak´uqujemo da je ϱ = 0 i (2.73) sada postaje
(2.67).
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Glava 3

Kohomologija orijentisanih

Grasmanijana sa Z koeficijentima

3.1 Sluqaj k = 2

Kohomoloxka algebra H→(G̃n,2;Z) zavisi od parnosti n. U sluqaju kada je n
parno, kohomoloxka algebra je u potpunosti odre#ena u [20], dok je za n neparno
odre#ena u [29]. U narednoj teoremi !emo videti kakvu strukturu ima algebra
H→(G̃n,2;Z) i izlo%i!emo dokaz iz [14] u sluqaju neparnog n.

3.1.1 Kohomoloxka algebra H⇑(G̃n,2;Z)
Teorema 3.1.1. Neka je n ↭ 2.

(a) Integralne kohomoloxke grupe Grasmanove mnogostrukosti G̃2n,2 za 0 ↫ k ↫
4n↑ 4 su

Hk(G̃2n,2;Z) ↗=






Z, za k parno i k ⇓= 2n↑ 2,

Z▽ Z, za k = 2n↑ 2,

0, za k neparno.

dok je Hk(G̃2n,2;Z) = 0, za k > 4n↑ 4. Kao algebra, H→(G̃2n,2;Z) je generisana Ojle-

rovom klasom x2 = e(ω̃2n,2) → H2(G̃2n,2;Z) i x2n↑2 → H2n↑2(G̃2n,2;Z) sa relacijom

xn
2 = 2x2x2n↑2. Xtavixe, ukoliko je e = e(ω̃↓

2n,2) → H2n↑2(G̃2n,2;Z) Ojlerova klasa
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i µ → H4n↑4(G̃2n,2;Z) fundamentalna klasa, onda va”e slede!e relacije

e+ xn↑1
2 = 2x2n↑2, x2n↑2x

n↑1
2 = (↑1)nµ, x2n↑2e = µ,

x2
2n↑2 =

1 + (↑1)n↑1

2
µ, x2n↑2

2 = 2(↑1)nµ, e2 = 2µ.

(b) Integralna kohomoloxka algebra Grasmanove mnogostrukosti G̃2n+1,2 je

H→(G̃2n+1,2;Z) ↗=
Z[x2, x2n]

(xn
2 ↑ 2x2n, x2

2n)
,

gde je x2 = e(ω̃2n+1,2) → H2(G̃2n+1,2;Z) Ojlerova klasa i x2n → H2n(G̃2n+1,2;Z).

Dokaz. Kompletan dokaz dela (a) se mo%e na!i u [20]. Dokaza!emo deo (b). Po-
smatrajmo sferno raslojeǌe S1 ↓ V2n+1,2

sp↑↓ G̃2n+1,2. Preslikavaǌe sp slika par
ortogonalnih vektora u orijentisanu ravan odre#enu ǌima. Celobrojna kohomo-
logija Xtifelove mnogostrukosti V2n+1,2 je dobro poznata (videti [23, str. 153]
ili [8, teorema 2.3]). Aditivna struktura je data sa

Hk(V2n+1,2;Z) ↗=






Z, za k = 0, 4n↑ 1

Z2, za k = 2n

0, inaqe

dok je mno%eǌe trivijalno. Posmatrajmo sada Serov spektralni niz pridru%en
ovom raslojeǌu. Ceo spektralni niz je sadr%an u nultom i prvom redu, pa jedino
diferencijal d2 mo%e biti netrivijalan. Kako je kohomologija totalnog prostora
V2n+1,2 dosta jednostavna (netrivijalna je jedino u tri dimenzije 0, 2n i 4n ↑ 1),
skoro svi diferencijali na E2 strani spektralnog niza !e biti izomorfizmi.
Naime, svaki diferencijal d2 : Ek,1

2 ↓ Ek+2,0
2 je izomorfizam za sve k → N0 sem

eventualno za k → {2n↑ 2, 2n↑ 1, 4n↑ 2}.
Kako je mnogostrukost G̃2n+1,2 povezana, to je H0(G̃2n+1,2;Z) ↗= Z, pa je E0,0

2
↗=

E0,1
2

↗= Z. Poxto je d2 : E
0,1
2 ↓ E2,0

2 izomorfizam, zak´uqujemo da je E2,0
2

↗= Z. Induk-
tivno nastav´amo nadesno i dobijamo da je Ek,0

2
↗= Ek,1

2
↗= Z za sve parne brojeve

k izme#u 0 i 2n ↑ 2. Ukoliko sada krenemo sa druge strane, najpre imamo da je
H4n↑2(G̃2n+1,2,Z) ↗= Z jer je G̃2n+1,2 zatvorena orijentabilna povezana mnogostrukost
dimenzije 4n↑ 2. Zatim, koriste!i izomorfizme d2, dobijamo da je Ek,0

2
↗= Ek,1

2
↗= Z

i za sve parne k izme#u 2n i 4n↑ 2. Ovime smo pokrili sve parne dimenzije.
Xto se tiqe neparnih dimenzija, iz uslova H1(V2n+1,2;Z) = 0, imamo da je E1,0

2 =
E1,1

2 = 0, pa ponovo koriste!i izomorfizme d2 dobijamo da je Ek,0
2 = Ek,1

2 = 0 za sve
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neparne k izme#u 1 i 2n↑1. Sa druge strane, H4n↑2(V2n+1,2;Z) = 0, pa je i E4n↑3,1
2 = 0

i kre!u!i se nalevo du% spektralnog niza, dobijamo da je Ek,0
2 = Ek,1

2 = 0 i za sve
neparne k izme#u 2n + 1 i 4n ↑ 3. Sve grupe Ek,0

2 = Ek,1
2 su naravno trivijalne za

k ↭ 4n↑ 1 jer je G̃2n+1,2 mnogostrukost dimenzije 4n↑ 2.
Dakle, zasad smo odredili sve grupe na drugoj strani spektralnog niza kao

i sve diferencijale d2 : Ek,1
2 ↓ Ek+2,0

2 sem za k → {2n ↑ 2, 2n ↑ 1, 4n ↑ 2}. Kada je
k = 2n ↑ 1, diferencijal d2 : E2n↑1,1

2 ↓ E2n+1,0
2 je trivijalan jer su i domen i

kodomen trivijalni. Kako je H2n(V2n+1,2;Z) ↗= Z2, zak´uqujemo da je homomorfizam
d2 : E2n↑2,1

2 ↓ E2n,0
2 mno%eǌe sa 2, dok je homomorfizam d2 : E4n↑2,1

2 ↓ E4n,0
2 trivi-

jalan jer je E4n,0
2 = 0.

Druga strana spektralnog niza prikazana je u tabeli 3.1. Kohomoloxke grupe
Grasmanove mnogostrukosti mo%emo proqitati iz nultog reda, pa ostaje jox da
odredimo multiplikativnu strukturu.

1 Z 0 Z · · · Z 0 Z 0 Z · · · Z

0 Z 0 Z · · · Z 0 Z 0 Z · · · Z

0 1 2 · · · 2n↑ 2 2n↑ 1 2n 2n+ 1 2n+ 2 · · · 4n↑ 2

·2

Tabela 3.1: E2 strana Serovog spektralnog niza

Oznaqimo sa s → H1(S1;Z) generator i neka je x2 → H2(G̃2n+1,2;Z) element takav
da je d2(1∋ s) = x2 ∋ 1. Znamo da je d2 mno%eǌe Ojlerovom klasom, pa je x2 upravo
Ojlerova klasa raslojeǌa S1 ↓ V2n+1,2

sp↑↓ G̃2n+1,2. Kako je d2 : E2k,1
2 ↓ E2k+2,0

2 izo-
morfizam za sve k izme#u 0 i n↑2, imamo da je grupa E2k+2,0

2 generisana elementom
xk+1
2 ∋ 1. Zaista, ovo se lako pokazuje indukcijom. Ukoliko znamo da je E2k,0

2 gene-
risana sa xk

2 ∋ 1, onda kada primenimo izomorfizam d2 na generator xk
2 ∋ s u E2k,1

2 ,
dobijamo generator od E2k+2,0

2

d2(x
k
2 ∋ s) = d2(x

k
2 ∋ 1)(1∋ s) + (↑1)2k(xk

2 ∋ 1)d2(1∋ s) = (xk
2 ∋ 1)(x2 ∋ 1) = xk+1

2 ∋ 1.

Dakle, grupa H2k(G̃2n+1,2;Z) generisana je sa xk
2, za 1 ↫ k ↫ n ↑ 1. Kako je d2 :

E2n↑2,1
2 ↓ E2n,0

2 mno%eǌe sa 2, mo%emo odabrati generator x2n → H2n(G̃2n+1,2;Z) tako
da je d2(x

n↑1
2 ∋ s) = 2x2n ∋ 1. Sa druge strane,

d2(x
n↑1
2 ∋ s) = d2(x

n↑1
2 ∋ 1)(1∋ s) + (↑1)2n↑2(xn↑1

2 ∋ 1)d2(1∋ s) = xn
2 ∋ 1,

pa zak´uqujemo xn
2 = 2x2n u H2n(G̃2n+1,2;Z). Primenom izomorfizama d2 : E2k,1

2 ↓
E2k+2,0

2 , za n ↫ k ↫ 2n ↑ 2, dobijamo da je E2k+2,0
2 generisano sa xk+1↑n

2 x2n ∋ 1. Zbog
dimenzije mnogostrukosti G̃2n+1,2 imamo i da je x2

2n = 0.
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Konaqno, dobijamo multiplikativni izomorfizam

H→(G̃2n+1,2;Z) ↗=
Z[x2, x2n]

(xn
2 ↑ 2x2n, x2

2n)
.

Ostaje jox da se uverimo da je x2 Ojlerova klasa orijentisanog kanonskog vek-
torskog raslojeǌa ω̃2n+1,2. Primetili smo ve! da je x2 Ojlerova klasa raslojeǌa
S1 ↓ V2n+1,2

sp↑↓ G̃2n+1,2, a u ode´ku 2.2 videli smo da se V2n+1,2 mo%e identifiko-
vati sa prostorom W 2n+1

1,1 , pa iz komutativnog dijagrama (2.3) zak´uqujemo da je
x2 zaista Ojlerova klasa raslojeǌa ω̃2n+1,2.

Napomena 3.1.1. Za razliku od parne dimenzije gde je Ojlerova klasa e(ω̃↓
2n,2) bila

netrivijalna, u sluqaju neparne dimenzije to ne!e va”iti. Naime, e(ω̃↓
2n+1,2) = 0 jer

e(ω̃↓
2n+1,2) → H2n↑1(G̃2n+1,2;Z) = 0.

Propozicija 3.1.1. Ukoliko je ε : Z ↓ Z2 redukcija po modulu 2, imamo indukovan

homomorfizam ε→ : H→(G̃n,2;Z) ↓ H→(G̃n,2;Z2). Pri ovom homomorfizmu generatori od

H→(G̃n,2;Z) slikaju se u generatore od H→(G̃n,2;Z2). Konkretno,

(a) Ako je x2 → H2(G̃2n,2;Z) i x2n↑2 → H2n↑2(G̃2n,2;Z), onda je

ε→(x2) = w̃2, ε→(x2n↑2) = ã2n↑2,

gde su w̃2 → H2(G̃2n,2;Z2) i ã2n↑2 → H2n↑2(G̃2n,2;Z2) iz teoreme 2.2.2 (preciznije,

generatori x2n↑2 → H2n↑2(G̃2n,2;Z) i ã2n↑2 → H2n↑2(G̃2n,2;Z2) mogu se odabrati

tako da va”i ε→(x2n↑2) = ã2n↑2).

(b) Ako je x2 → H2(G̃2n+1,2;Z) i x2n → H2n(G̃2n+1,2;Z), onda je

ε→(x2) = w̃2, ε→(x2n) = ã2n,

gde su w̃2 → H2(G̃2n+1,2;Z2) i ã2n → H2n(G̃2n+1,2;Z2) iz teoreme 2.2.2.

Dokaz. Dokaza!emo deo (b), dok se deo (a) pokazuje na sliqan naqin.
Na osnovu teoreme 2.2.2,

H→(G̃2n+1,2;Z2) =
Z2[w2](
wn

2

) ∋


Z2
(a2n).
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Teorema o univerzalnim koeficijentima nam daje naredni komutativni dijagram

0 Ext(Hk↑1(G̃2n+1,2),Z) Hk(G̃2n+1,2;Z) Hom(Hk(G̃2n+1,2),Z) 0

0 Ext(Hk↑1(G̃2n+1,2),Z2) Hk(G̃2n+1,2;Z2) Hom(Hk(G̃2n+1,2),Z2) 0

ϱ→ ϱ→ ϱ→

Kada je k = 2, Hk↑1(G̃2n+1,2) = 0, pa se prethodni dijagram svodi na

0 H2(G̃2n+1,2;Z) Hom(H2(G̃2n+1,2),Z) 0

0 H2(G̃2n+1,2;Z2) Hom(H2(G̃2n+1,2),Z2) 0

ϱ→ ϱ→

Iz Poenkareove dualnosti imamo da je H2(G̃2n+1,2) ↗= Z, pa je desni homomor-
fizam ε→ epimorfizam, a kako su horizontale izomorfizmi, ε→ : H2(G̃2n+1,2;Z) ↓
H2(G̃2n+1,2;Z2) je tako#e epimorfizam. Dakle, ε→(x2) = w̃2.

Sliqnu situaciju imamo i za k = 2n. Kako je H2n↑1(G̃2n+1,2) = 0, dobijamo sliqan
dijagram kao prethodni pa je ε→ : H2n(G̃2n+1,2;Z) ↓ H2n(G̃2n+1,2;Z2) tako#e epimor-
fizam i konaqno ε→(x2n) = ã2n.

3.2 Sluqaj k = 3

U ovom ode´ku !emo u potpunosti odrediti integralnu kohomoloxku algebru
orijentisane Grasmanove mnogostrukosti G̃n,3 u sluqajevima n = 6, 8, 10. Kohomo-
logija od G̃6,3 je odre#ena u [16], a u nastavku !emo videti nexto drugaqiji dokaz
od tog u [16]. Kohomologije od G̃8,3 i G̃10,3 su odre#ene u [14] i ovde !emo te dokaze
izlo%iti. Sva tri dokaza se baziraju na primeni Serovog spektralnog niza na
raslojeǌe S2 ↓ W n

2,1
sp↑↓ G̃n,3 (videti (2.2)). Najpre je potrebno odrediti kohomo-

logiju totalnog prostora ovog raslojeǌa.

3.2.1 Kohomologija pomo#nog prostora W n

2,1

Posmatrajmo pomo!ni prostor W n
2,1 dat sa

W n
2,1 = {(P̃ , v) → G̃n,2 ≃ Sn↑1 | P̃ △ v}

72



Glava 3. Kohomologija orijentisanih Grasmanijana sa Z koeficijentima

i sferno raslojeǌe Sn↑3 ↓ W n
2,1

p1↑↓ G̃n,2, gde je p1 projekcija na prvu koordinatu.
U uvodu poglav´a 2 videli smo da je ovo raslojeǌe upravo sferno raslojeǌe
pridru%eno vektorskom raslojeǌu ω̃↓

n,2.

Teorema 3.2.1. Neka je n ↭ 3. Integralna kohomoloxka algebra od W 2n
2,1 je

H→(W 2n
2,1;Z) ↗=

Z[x2, x2n↑2, x2n↑1]

(xn↑1
2 ↑ 2x2n↑2, x2

2n↑2, x
2
2n↑1)

,

gde je x2 → H2(W 2n
2,1;Z), x2n↑2 → H2n↑2(W 2n

2,1;Z) i x2n↑1 → H2n↑1(W 2n
2,1;Z).

Dokaz. Posmatrajmo Serov spektralni niz pridru%en raslojeǌu S2n↑3 ↓ W 2n
2,1

p1↑↓
G̃2n,2. Na osnovu teoreme 3.1.1(a) imamo u potpunosti odre#enu E2 stranu ovog
spektralnog niza. U tabeli 3.2 predstav´eni su generatori na E2 strani.

2n↑ 3 1 x2 x2
2 · · · xn↑2

2 xn↑1
2 , x2n↑2 x2n↑2x2 · · · x2n↑2x

n↑2
2 x2n↑2x

n↑1
2

...

0 1 x2 x2
2 · · · xn↑2

2 xn↑1
2 , x2n↑2 x2n↑2x2 · · · x2n↑2x

n↑2
2 x2n↑2x

n↑1
2

0 2 4 · · · 2n↑ 4 2n↑ 2 2n · · · 4n↑ 6 4n↑ 4

Tabela 3.2: E2 strana spektralnog niza za raslojeǌe S2n↑3 ↓ W 2n
2,1 ↓ G̃2n,2

Svaki generator x u nultoj vrsti je zapravo oblika x∋ 1, 1 → H0(S2n↑3;Z), dok
je svaki generator x u vrsti 2n↑3 oblika x∋s, gde je s → H2n↑3(S2n↑3;Z) generator.

Kako je cela druga strana spektralnog niza skoncentrisana u dve vrste, jedini
diferencijal koji mo%e biti netrivijalan je d2n↑2. Dakle, imamo E2 = E3 = · · · =
E2n↑2 i E2n↑1 = E2n = · · · = E↗. Primetili smo da je S2n↑3 ↓ W 2n

2,1
p1↑↓ G̃2n,2 upravo

sferno raslojeǌe pridru%eno ω̃↓
2n,2, pa je diferencijal d2n↑2 mno%eǌe Ojlerovom

klasom ovog raslojeǌa, tj. ukoliko koristimo notaciju iz teoreme 3.1.1(a), imamo
da je diferencijal d2n↑2 : E

k,2n↑3
2n↑2 ↓ Ek+2n↑2,0

2n↑2 dat sa

d2n↑2(x∋ s) = xe∋ 1.

Kako je x2 = e(ω̃2n,2) i e = e(ω̃↓
2n,2), to je x2e = e(ω̃2n,2 ▽ ω̃↓

2n,2) = e(▷2n) = 0 (▷2n oznaqava
trivijalno 2n-dimenzionalno vektorsko raslojeǌe nad G̃2n,2), pa zak´uqujemo da
je d2n↑2 : E

k,2n↑3
2n↑2 ↓ Ek+2n↑2,0

2n↑2 trivijalan sem eventualno u dimenzijama k = 0, 2n↑ 2.
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Na osnovu teoreme 3.1.1(a) imamo da je e = 2x2n↑2 ↑ xn↑1
2 , pa je

im
(
d2n↑2 : E

0,2n↑3
2n↑2 ↓ E2n↑2,0

2n↑2

)
= Z¬2x2n↑2 ↑ xn↑1

2 ∅,

odakle dobijamo

E2n↑2,0
↗ = E2n↑2,0

2n↑2

/
im d2n↑2

=
Z¬x2n↑2∅ ▽ Z¬xn↑1

2 ∅
Z¬2x2n↑2 ↑ xn↑1

2 ∅
↗= Z¬x2n↑2∅

i E0,2n↑3
↗ = 0. Da´e, iz prethodno zapa%ene qiǌenice da je x2e = 0 i teoreme

3.1.1(a) zak´uqujemo da je d2n↑2 : E
2n↑2,2n↑3
2n↑2 ↓ E4n↑4,0

2n↑2 dato na generatorima sa

d2n↑2(x
n↑1
2 ∋ s) = 0, d2n↑2(x2n↑2 ∋ s) = (↑1)nx2n↑2x

n↑1
2 ∋ 1,

odakle dobijamo E2n↑2,2n↑3
↗

↗= Z¬xn↑1
2 ∅ i E4n↑4,0

↗ = 0.
Osim na ova qetiri mesta, E↗ strana u potpunosti se poklapa sa E2 stranom.
Sada mo%emo odrediti algebarsku strukturu od H→(W 2n

2,1;Z). Imamo izomorfi-
zam algebri

H→(W 2n
2,1;Z) ↗= total(E→,→

↗ ), (3.1)

gde je total(E→,→
↗ ) totalni kompleks (videti [23, str. 24]), tj. imamo izomorfizam

grupa
Hk(W 2n

2,1;Z) ↗=
⊕

p+q=k

Ep,q
↗ ,

a mno%eǌe u H→(W 2n
2,1;Z) je indukovano mno%eǌem u E→,→

↗ .
Iz E↗ strane vidimo da !e H→(W 2n

2,1;Z) imati generatore x̄2, x̄2n↑2 i x̄2n↑1 koji
odgovaraju x2 ∋ 1, x2n↑2 ∋ 1 i x2 ∋ s, redom, a iz relacija u H→(G̃2n,2;Z) dobijamo
relacije u H→(W 2n

2,1;Z). Na primer, generator u H4n↑3(W 2n
2,1;Z) odgovara generatoru

x2n↑2x2 ∋ s = (x2n↑2 ∋ 1)(x2 ∋ s), pa mora biti jednak x̄2n↑1x̄2n↑2.

3.2.2 Osnovne osobine kohomoloxke algebre H⇑(G̃n,3;Z)
Lema 3.2.1. Neka je n ↭ 7. Tada su prve i posledǌe qetiri kohomoloxke grupe od G̃n,3

date sa

H0(G̃n,3;Z) ↗= Z,
H1(G̃n,3;Z) = 0,

H2(G̃n,3;Z) = 0,

H3(G̃n,3;Z) ↗= Z2,

H3(n↑3)↑3(G̃n,3;Z) = 0,

H3(n↑3)↑2(G̃n,3;Z) ↗= Z2,

H3(n↑3)↑1(G̃n,3;Z) = 0,

H3(n↑3)(G̃n,3;Z) ↗= Z.

Tako#e, grupa H4(G̃n,3;Z) je slobodna.
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Dokaz. Posmatrajmo dugi taqan niz u homotopiji za raslojeǌe SO(3) ↓ Vn,3
sp↑↓ G̃n,3,

gde sp slika ure#enu trojku linearno nezavisnih vektora iz Rn u orijentisanu
trodimenzionalnu ravan koju odre#uju. Deo ovog dugog taqnog niza dat je u na-
rednom dijagramu.

· · · ↓ ◁3(Vn,3) ↓ ◁3(G̃n,3) ↓ ◁2(SO(3)) ↓ ◁2(Vn,3) ↓ ◁2(G̃n,3)

↓ ◁1(SO(3)) ↓ ◁1(Vn,3) ↓ ◁1(G̃n,3) ↓ 0

Xtifelova mnogostrukost Vn,3 je (n↑ 4)-povezana, pa kako je n ↭ 7, to je ◁1(Vn,3) =
◁2(Vn,3) = ◁3(Vn,3) = 0. Tako#e, ◁1(SO(3)) ↗= Z2 i ◁2(SO(3)) = 0, pa prethodni dugi
taqni niz postaje

· · · ↓ 0 ↓ ◁3(G̃n,3) ↓ 0 ↓ 0 ↓ ◁2(G̃n,3) ↓ Z2 ↓ 0 ↓ ◁1(G̃n,3) ↓ 0.

Sada je oqigledno ◁1(G̃n,3) = ◁3(G̃n,3) = 0 i ◁2(G̃n,3) ↗= Z2.
Kako je G̃n,3 1-povezana mnogostrukost, to !e Hurevi!ev homomorfizam h :

◁i(G̃n,3) ↓ Hi(G̃n,3) biti izomorfizam za i = 1, 2, a epimorfizam za i = 3. Korix!e-
ǌem ovog izomorfizma zak´uqujemo da su prva, druga i tre!a homoloxka grupa
od G̃n,3 izomorfne 0,Z2 i 0, redom. Da´e, teorema o univerzalnim koeficijentima
nam daje izomorfizam

H i(G̃n,3;Z) ↗= Ext(Hi↑1(G̃n,3),Z)▽ Hom(Hi(G̃n,3),Z),

odakle dobijamo prve qetiri kohomoloxke grupe od G̃n,3, kao i qiǌenicu da je
H4(G̃n,3;Z) slobodna. Konaqno, primenom Poenkareove dualnosti

H3(n↑3)↑i(G̃n,3;Z) ↗= Hi(G̃n,3)

dobijamo i posledǌe qetiri kohomoloxke grupe od G̃n,3.

Napomena 3.2.1. U [16] je dokazano da lema 3.2.1 va”i i za n = 6. Nax dokaz leme

3.2.1 ne bi proxao u sluqaju n = 6 jer je V6,3 samo 2-povezana, pa ne bismo mogli na isti

naqin da zak%uqimo da je ◁3(V6,3) = 0. Xtavixe, to nije ni taqno jer se ispostav%a

da je ◁3(V6,3) ↗= ◁3(G̃6,3) ↗= Z2 (do ovog rezultata se mo”e do!i analizom raslojeǌa

SO(3)≃SO(3) ↓ SO(6) ↓ G̃6,3). Me#utim, i u ovom sluqaju se dobije da je H3(G̃6,3) = 0,
pa bi se ostatak tvr#eǌa mogao dokazati na isti naqin kao u prethodnoj lemi.

Ukoliko oznaqimo slobodni deo homoloxke grupe Hi(G̃n,3) sa Fi, a torzioni sa
Ti, tj. Hi(G̃n,3) ↗= Fi ▽ Ti, na osnovu teoreme o univerzalnim koeficijentima imamo

H i(G̃n,3;Z) ↗= Fi ▽ Ti↑1.
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Kako je G̃n,3 ⇒ SO(n)/ (SO(3)≃ SO(n↑ 3)) iz (1.1), to znamo Poenkareov poli-
nom za G̃n,3 na osnovu [10, str. 494-496]. Poenkareov polinom nam upravo otkriva
slobodne grupe Fi, a kako je na osnovu Poenkareove dualnosti

Ti
↗= T3(n↑3)↑i↑1,

to se odre#ivaǌe kohomoloxkih grupa od G̃n,3 svodi na odre#ivaǌe torzionih
delova Ti za 4 ↫ i ↫


3(n↑3)

2


.

Napomena 3.2.2. U teoremi 3.1.1 videli smo da je jedan od generatora kohomoloxke

algebre H→(G̃n,2;Z) upravo Ojlerova klasa e(ω̃n,2). Isto !e va”iti i u sluqaju k = 3.

Naime, Ojlerova klasa y3 = e(ω̃n,3) je nerastav%iva u H→(G̃n,3;Z). U dokazima teorema

3.2.2, 3.2.3 i 3.2.4 vide!emo da je jedan od generatora kohomoloxke algebre H→(G̃n,3;Z),
za n = 6, 8, 10, Ojlerova klasa raslojeǌa S2 ↓ W n

2,1
sp↑↓ G̃n,3 gde sp slika (P̃ , v) → W n

2,1 u

orijentisanu trodimenzionalnu ravan koju P̃ i v odre#uju. U uvodu poglav%a 2 videli

smo da je ovo raslojeǌe izomorfno sfernom raslojeǌu pridru”enom orijentisanom

kanonskom vektorskom raslojeǌu ω̃n,3, pa je zaista y3 = e(ω̃n,3).

3.2.3 Kohomoloxka algebra H⇑(G̃6,3;Z)
Teorema 3.2.2. Integralna kohomoloxka algebra od G̃6,3 je data sa

H→(G̃6,3;Z) ↗=
Z[y3, x4, x5]

(2y3, y3x5, y23, x
2
4, x

2
5)
,

gde su y3 → H3(G̃6,3;Z), x4 → H4(G̃6,3;Z) i x5 → H5(G̃6,3;Z).

Dokaz. Kohomoloxke grupe od G̃6,3 odre#ene su u [16] i date su u tabeli 3.3. Multi-
plikativnu strukturu !emo odrediti na drugi naqin u odnosu na onaj izlo%en
u radu [16]. Znamo da je 1 → H0(G̃6,3;Z) generator. Oznaqimo generatore ostalih

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Hk(G̃6,3;Z) Z 0 0 Z2 Z Z 0 Z2 0 Z

Tabela 3.3: Integralne kohomoloxke grupe od G̃6,3

netrivijalnih grupa sa y3, x4, x5, y7 i x9, redom. Ci´ nam je da poka%emo da se y7
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i x9 mogu predstaviti preko ostalih generatora, kao i da odredimo sve relacije
u ovoj algebri. Posmatrajmo sada Serov spektralni niz pridru%en raslojeǌu
S2 ↓ W 6

2,1
sp↑↓ G̃6,3. U tabeli 3.4 vidimo E2 stranu ovog spektralnog niza. Tako#e,

na osnovu teoreme 3.2.1 imamo

H→(W 6
2,1;Z) ↗=

Z[x2, x4, x5]

(x2
2 ↑ 2x4, x2

4, x
2
5)
. (3.2)

2 1 y3 x4 x5 y7 x9

1

0 1 y3 x4 x5 y7 x9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tabela 3.4: Generatori na E2 strani spektralnog niza za sferno raslojeǌe S2 ↓
W 6

2,1 ↓ G̃6,3

Neke relacije me#u navedenih pet generatora slede iz trivijalnosti odre#enih
grupa. Na primer, y23 = 0 jer je y23 → H6(G̃6,3;Z) = 0. Sliqno x2

4 = 0, x2
5 = 0 i y3x5 = 0.

Tako#e, imamo i da je 2y3 = 0 jer je H3(G̃6,3;Z2) ↗= Z2.
Kako je H3(W 6

2,1;Z) = 0, to diferencijal d3 : E
0,2
3 ↓ E3,0

3 mora biti ,,na”, pa je d3
mno%eǌe sa y3. Preciznije, ovaj diferencijal je na generatoru dat sa d3(1 ∋ s) =
y3∋1, gde je s → H2(S2;Z) generator. Sliqno, ako je x → Ek,2

3 , onda je d3(x∋s) = xy3∋1.
Grupa E7,0

↗ izomorfna je podgrupi slobodne grupe H7(W 6
2,1;Z) ↗= Z, te je i ona

sama slobodna, pa zak´uqujemo da je trivijalna (jer je koliqnik od E7,0
2

↗= Z2).
Samim tim, diferencijal d3 : E

4,2
3 ↓ E7,0

3 mora biti epimorfizam, stoga d3(x4∋s) =
y7 ∋ 1, tj. y7 = x4y3.

Ostaje jox da poka%emo da je x9 = x4x5. Na osnovu [23, teorema 5.9] imamo da
je kompozicija

Hk(G̃6,3;Z) ↗= Ek,0
2 ⊜ Ek,0

3 ⊜ · · · ⊜ Ek,0
k+1 ⊜ Ek,0

↗
↗= F k

k ⇐ Hk(W 6
2,1;Z)

upravo preslikavaǌe sp→ : Hk(G̃6,3;Z) ↓ Hk(W 6
2,1;Z). Primetimo da kako je E9,0

2 =

E9,0
↗ , to je sp→ : H9(G̃6,3;Z) ↓ H9(W 6

2,1;Z) monomorfizam.
Strana E↗ prikazana je u tabeli 3.5.
Za k = 4 imamo da je E4,0

↗
↗= F 4

4 = F 4
0 = H4(W 6

2,1;Z), pa je u ovom sluqaju preslika-
vaǌe sp→ izomorfizam, te generator x4 mo%e biti odabran tako da je sp→(x4) = x4.
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2 Z 0 0 Z2 Z Z 0 Z2 0 Z

1

0 Z 0 0 0 Z Z 0 0 0 Z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tabela 3.5: E↗ strana spektralnog niza za raslojeǌe S2 ↓ W 6
2,1 ↓ G̃6,3

Sa druge strane, za k → {5, 9} imamo

Ek,0
↗ = F k

k = F k
k↑1 = 2F k

k↑2 = 2F k
0 = 2Hk(W 6

2,1;Z),

jer je Ek↑2,2
↗

↗= F k
k↑2/F

k
k↑1

↗= Z2. Iz ovog razloga generatore x5 i x9 mo%emo odabrati
tako da je

sp→(x5) = 2x5, sp
→(x9) = 2x4x5.

Konaqno, imamo
sp→(x4x5) = 2x4x5 = sp→(x9)

i sp→ je monomorfizam u dimenziji 9, pa zak´uqujemo da je x9 = x4x5.
Ostaje jox da se uverimo da je H→(G̃6,3;Z) zaista izomorfna koliqniku iz for-

mulacije teoreme. Kako je kohomoloxka algebra H→(G̃6,3;Z) generisana sa y3, x4 i
x5, postoji epimorfizam

” : Z[y3, x4, x5] ↓ H→(G̃6,3;Z).

Na osnovu prve teoreme o izomorfizmu je

H→(G̃6,3;Z) ↗= Z[y3, x4, x5]/ ker”,

pa ako oznaqimo I := (2y3, y3x5, y23, x
2
4, x

2
5), ostaje da doka%emo da je ker” = I. Iz pret-

hodnog dela dokaza je oqigledno I ⇐ ker”, pa imamo kratki taqni niz Abelovih
grupa

0 ↓ ker”/I ↓ Z[y3, x4, x5]/I
!↑↓ H→(G̃6,3;Z) ↓ 0.

Koriste!i tabelu 3.3, uz malo raquna, mo%e se proveriti da su Z[y3, x4, x5]/I
i H→(G̃6,3;Z) izomorfne Ableove grupe. Kako su ove grupe konaqno generisane,
epimorfizam ” iz gorǌeg kratkog taqnog niza mora biti izomorfizam. Dakle,
ker” = I.
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Sliqno kao u propoziciji 3.1.1, korix!eǌem teoreme o univerzalnim koefi-
cijentima mogu se odrediti slike generatora od H→(G̃6,3;Z) pri homomorfizmu
ε→.

Napomena 3.2.3. Neka je ε : Z ↓ Z2 redukcija po modulu 2 i uoqimo indukovan ho-

momorfizam ε→ : H→(G̃6,3;Z) ↓ H→(G̃6,3;Z2). Tada imamo ε→(y3) = w̃3, ε→(x4) = ã4 i

ε→(x5) = w̃2w̃3, gde su w̃2 → H2(G̃6,3;Z2), w̃3 → H3(G̃6,3;Z2) i ã4 → H4(G̃6,3;Z2) iz teoreme

2.3.9.

3.2.4 Kohomoloxka algebra H⇑(G̃8,3;Z)
Teorema 3.2.3. Integralna kohomoloxka algebra od G̃8,3 je

H→(G̃8,3;Z) ↗=
Z[y3, x4, x7]

(2y3, y3x4, y33, x
3
4, x

2
7)
,

gde su y3 → H3(G̃8,3;Z), x4 → H4(G̃8,3;Z) i x7 → H7(G̃8,3;Z).

Dokaz. Poenkareov polinom za G̃8,3 mo%e se na!i u [10, str. 496] i jednak je

p(G̃8,3) = 1 + x4 + x7 + x8 + x11 + x15,

pa znamo sve slobodne delove kohomoloxkih grupa. Stoga, na osnovu diskusije
iz ode´ka 3.2.2, ostaje da odredimo torzione delove T4, T5, T6 i T7. Kohomoloxke
grupe od G̃8,3 date su u tabeli 3.6.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Hk(G̃8,3;Z) Z 0 0 Z2 Z T4 T5 Z▽ T6 Z▽ T7 T6 T5 Z▽ T4 0 Z2 0 Z

Tabela 3.6: Integralne kohomoloxke grupe od G̃8,3

U teoremi 3.2.1 dokazali smo da je

H→(W 8
2,1;Z) ↗=

Z[x̄2, x̄6, x̄7]

(x̄3
2 ↑ 2x̄6, x̄2

6, x̄
2
7)
. (3.3)

Posmatrajmo Serov spektralni niz pridru%en sfernom raslojeǌu S2 ↓ W 8
2,1

sp↑↓
G̃8,3. Strana E2 ovog spektralnog niza data je u tabeli 3.7.
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2 Z 0 0 Z2 Z T4 T5 Z▽ T6 Z▽ T7 T6 T5 Z▽ T4 0 Z2 0 Z

1

0 Z 0 0 Z2 Z T4 T5 Z▽ T6 Z▽ T7 T6 T5 Z▽ T4 0 Z2 0 Z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Tabela 3.7: E2 strana spektralnog niza za raslojeǌe S2 ↓ W 8
2,1 ↓ G̃8,3

Kako je ceo spektralni niz sadr%an u dve vrste, jedini diferencijal koji
mo%e biti netrivijalan je d3. Dakle, E2 = E3 i E4 = E5 = · · · = E↗. Znamo da je
H5(W 8

2,1;Z) = 0, pa diferencijal d3 : E
2,2
3 ↓ E5,0

3 mora biti ,,na” i zbog toga je T4 = 0.
Tako#e, iz istog razloga i d3 : E

3,2
3 ↓ E6,0

3 mora biti ,,1-1”, pa T5 sadr%i element
reda dva. Sa druge strane, H12(W 8

2,1;Z) = 0 pa je i diferencijal d3 : E10,2
3 ↓ E13,0

3

,,1-1”, stoga T5 mora biti izomorfna podgrupi od Z2. Kako T5 sadr%i element reda
dva, T5

↗= Z2. Poxto je E5,2
3 = T4 = 0, diferencijal d3 : E5,2

3 ↓ E8,0
3 je trivijalan,

pa je E8,0
↗

↗= Z ▽ T7. Iz (3.3) vidimo da je H8(W 8
2,1;Z) slobodna, pa ǌena podgrupa

E8,0
↗ mora tako#e biti slobodna, tj. T7 = 0. Sliqan argument mo%emo primeniti i

na H9(W 8
2,1;Z). Grupa H9(W 8

2,1;Z) je slobodna, pa i ǌena podgrupa E9,0
↗ mora biti

slobodna, a kako je E9,0
↗ izomorfna podgrupi od T6, zak´uqujemo da je E9,0

↗ = 0. Da
bi bilo E9,0

↗ = 0, diferencijal d3 : E6,2
3 ↓ E9,0

3 treba biti ,,na”, a kako je T5
↗= Z2,

to je T6 izomorfna podgrupi od Z2, pa ostaje jox da odredimo da li je T6 = 0 ili
T6

↗= Z2.
U tabeli 3.8 date su kohomoloxke grupe od G̃8,3 sa Z i Z2 koeficijentima. Vrstu

sa Z2 koeficijentima dobijamo korix!eǌem integralne kohomologije i teoreme o
univerzalnim koeficijentima

Hk(G̃8,3;Z2) ↗=
(
Hk(G̃8,3;Z)∋ Z2

)
▽ Tor(Hk+1(G̃8,3;Z),Z2).

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Hk(G̃8,3;Z) Z 0 0 Z2 Z 0 Z2 Z▽ T6 Z T6 Z2 Z 0 Z2 0 Z

Hk(G̃8,3;Z2) Z2 0 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 ▽ T6 Z2 ▽ T6 Z2 ▽ T6 Z2 ▽ T6 Z2 Z2 Z2 Z2 0 Z2

Tabela 3.8: Kohomologija od G̃8,3 sa Z i Z2 koeficijentima
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Na osnovu primera 2.3.1, H6(G̃8,3;Z2) ↗= Z2. Iz tabele 3.8 vidimo da je H6(G̃8,3;Z2) ↗=
Z2 ▽ T6, pa je T6 = 0.

Dakle, odredili smo sve integralne kohomoloxke grupe od G̃8,3 i one su pred-
stav´ene u tabeli 3.9.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Hk(G̃8,3;Z) Z 0 0 Z2 Z 0 Z2 Z Z 0 Z2 Z 0 Z2 0 Z

Tabela 3.9: Integralne kohomoloxke grupe od G̃8,3

Sada !emo odrediti multiplikativnu strukturu kohomoloxke algebre H→(G̃8,3;Z)
na sliqan naqin kao u dokazu teoreme 3.2.2. Oznaqimo najpre generatore kohomo-
loxkih grupa H i(G̃8,3;Z), i → {3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 13, 15}, sa y3, x4, y6, x7, x8, y10, x11, y13, x15,
redom. Ovi generatori su predstav´eni u tabeli 3.10.

2 1 y3 x4 y6 x7 x8 y10 x11 y13 x15

1

0 1 y3 x4 y6 x7 x8 y10 x11 y13 x15

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Tabela 3.10: Generatori E2 strane spektralnog niza za raslojeǌe S2 ↓ W 8
2,1 ↓ G̃8,3

Kao i kod odre#ivaǌa H→(G̃6,3;Z), ci´ nam je da poka%emo da se generatori y6,
x8, y10, x11, y13, x15 mogu predstaviti preko generatora y3, x4 i x7, kao i da va%e re-
lacije navedene u formulaciji teoreme.

Iz trivijalnosti nekih kohomoloxkih grupa, odmah dobijamo pojedine rela-
cije. Konkretno,

y33 = 0, x3
4 = 0, x2

7 = 0

jer ovi elementi pripadaju trivijalnim grupama.
Sada !emo odrediti diferencijal d3. Iz (3.3) vidimo da je H3(W 8

2,1;Z) = 0,
pa je diferencijal d3 : E0,2

3 ↓ E3,0
3 epimorfizam, tj. d3 je upravo mno%eǌe sa y3.

Naime, ukoliko oznaqimo sa s → H2(S2;Z) generator, onda je d3(1 ∋ s) = y3 ∋ 1, pa
i za sve x → Ek,2

3 je d3(x∋ s) = xy3 ∋ 1. Primetili smo da je d3 : E
3,2
3 ↓ E6,0

3 ,,1-1”, a
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kako je E3,2
3

↗= E6,0
3

↗= Z2, to je ovaj diferencijal izomorfizam, pa zak´uqujemo da
je

y6 = y23.

Sliqno dobijamo i relacije

y10 = y3x7, y13 = y3y10 = y23x7.

Da´e, diferencijal d3 : E
4,2
3 ↓ E7,0

3 slika Z u Z, pa je d3 mno%eǌe nekim celim
brojem, ali kako je H6(W 8

2,1;Z) ↗= H7(W 8
2,1;Z) ↗= Z, to ovaj diferencijal mora biti

trivijalan. Stoga,
y3x4 = 0.

Da bismo pokazali da se i preostala tri generatora x8, x11 i x15 mogu izrazi-
ti preko ostalih, potrebno je da kao i u dokazu teoreme 3.2.2 iskoristimo [23,
teorema 5.9] koja ka%e da je kompozicija

Hk(G̃8,3;Z) ↗= Ek,0
2 ⊜ Ek,0

3 ⊜ · · · ⊜ Ek,0
k+1 ⊜ Ek,0

↗
↗= F k

k ⇐ Hk(W 8
2,1;Z)

zapravo preslikavaǌe sp→ : Hk(G̃8,3;Z) ↓ Hk(W 8
2,1;Z). Ako je k → {4, 7, 8, 11, 15}, onda

Ek,0
2 = Ek,0

↗ , pa je sp→ u ovim dimenzijama injekcija. Serovom spektralnom nizu
raslojeǌa S2 ↓ W 8

2,1
sp↑↓ G̃8,3 pridru%ena je filtracija

0 ⇐ F r
r ⇐ F r

r↑1 ⇐ · · · ⇐ F r
1 ⇐ F r

0 = Hr(W 8
2,1;Z),

i pri tome je Ep,r↑p
↗

↗= F r
p /F

r
p+1.

Kada je k → {4, 7, 11} imamo Ek,0
↗

↗= F k
k = F k

0 = Hk(W 8
2,1;Z), pa je sp→ : Hk(G̃8,3;Z) ↓

Hk(W 8
2,1;Z) izomorfizam. To znaqi da generatore x4, x7 i x11 mo%emo odabrati tako

da va%i
sp→(x4) = x̄2

2, sp→(x7) = x̄7, sp→(x11) = x̄2
2x̄7. (3.4)

Sa druge strane, za k → {8, 15} je Ek↑2,2
↗

↗= F k
k↑2/F

k
k↑1

↗= Z2, pa imamo

Ek,0
↗

↗= F k
k = F k

k↑1 = 2F k
k↑2 = 2F k

0 = 2Hk(W 8
2,1;Z).

Stoga generatore x8 i x15 mo%emo odabrati tako da va%i

sp→(x8) = 2x̄2x̄6, sp→(x15) = 2x̄2x̄6x̄7. (3.5)

Sada na osnovu (3.3), (3.4) i (3.5) imamo

sp→(x8) = 2x̄2x̄6 = x̄4
2 = sp→(x2

4),

sp→(x11) = x̄2
2x̄7 = sp→(x4x7),

sp→(x15) = 2x̄2x̄6x̄7 = x̄4
2x̄7 = sp→(x2

4x7).

(3.6)
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Konaqno, primetili smo da je sp→ monomorfizam u dimenzijama 8, 11 i 15, pa iz
(3.6) dobijamo da va%e relacije

x8 = x2
4, x11 = x4x7, x15 = x2

4x7

u H→(G̃8,3;Z).
Sada se na isti naqin kao u dokazu teoreme 3.2.2 poka%e da je kohomoloxka

algebra H→(G̃8,3;Z) zaista izomorfna koliqniku iz formulacije teoreme.

Na sliqan naqin kao i u propoziciji 3.1.1, mo%e se odrediti u xta se slikaju
generatori od H→(G̃8,3;Z) u H→(G̃8,3;Z2) pri preslikavaǌu ε→.

Napomena 3.2.4. Neka je ε : Z ↓ Z2 redukcija po modulu 2 i uoqimo indukovan ho-

momorfizam ε→ : H→(G̃8,3;Z) ↓ H→(G̃8,3;Z2). Pri ovom homomorfizmu generatori od

H→(G̃8,3;Z) slikaju se u generatore od H→(G̃8,3;Z2). Konkretno, ε→(y3) = w̃3, ε→(x4) = w̃2
2

i ε→(x7) = ã7, gde su w̃2 → H2(G̃8,3;Z2), w̃3 → H3(G̃8,3;Z2) i ã7 → H7(G̃8,3;Z2) iz teoreme

2.3.6.

3.2.5 Kohomoloxka algebra H⇑(G̃10,3;Z)
U narednoj teoremi dokaza!emo da je kohomoloxka algebra od G̃10,3 izomorfna

koliqniku polinomijalne algebre nad pet neodre#enih i sume ideala I i J . Kako
je mnogostrukost G̃10,3 dimenzije 21, znamo da je Hk(G̃10,3;Z) = 0 za k > 21, te !emo
za ideal J uzeti ideal generisan svim monomima kohomoloxke dimenzije ve!e od
21. Sa druge strane, ideal I !e biti generisan svim polinomima koji odgovaraju
relacijama u kohomoloxkim grupama do dimenzije 21.

Teorema 3.2.4. Integralna kohomoloxka algebra od G̃10,3 je

H→(G̃10,3;Z) ↗=
Z[y3, x4, x9, x12, x13]

I + J ,

gde su y3 → H3(G̃10,3;Z), xi → H i(G̃10,3;Z), i = 4, 9, 12, 13, ideal I je generisan polinomima

2y3, y33, y23x4, y3x
2
4, x3

4 ↑ 2x12, y3x9, x4x9 ↑ 2x13,

y3x13 ↑ x4x12, x2
9, y23x12, x2

4x12, x9x12 ↑ x2
4x13,

dok je ideal J generisan monomima

ya3x
b
4x

c
9x

d
12x

e
13 takvim da je 3a+ 4b+ 9c+ 12d+ 13e > 21.
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Dokaz. Poenkareov polinom za G̃10,3 poznat je iz [10, str. 496] i jednak je

p(G̃10,3) = 1 + x4 + x8 + x9 + x12 + x13 + x17 + x21,

pa su ǌime odre#eni slobodni delovi kohomoloxkih grupa od G̃10,3. Iz ovog po-
linoma i leme 3.2.1 dobijamo da su kohomoloxke grupe od G̃10,3 sa celobrojnim
koeficijentima upravo

H→(G̃10,3;Z) = (Z, 0, 0,Z2,Z, T4, T5, T6,Z▽ T7,Z▽ T8, T9, T10,Z▽ T9,

Z▽ T8, T7, T6, T5,Z▽ T4, 0,Z2, 0,Z).

Slede!i korak je da odredimo sedam nepoznatih torzionih grupa.
Na osnovu teoreme 3.2.1, imamo da je

H→(W 10
2,1;Z) ↗=

Z[x̄2, x̄8, x̄9]

(x̄4
2 ↑ 2x̄8, x̄2

8, x̄
2
9)
. (3.7)

Posmatrajmo, kao i u ranijim dokazima, Serov spektralni niz pridru%en sfernom
raslojeǌu S2 ↓ W 10

2,1
sp↑↓ G̃10,3, kao i raslojeǌe SO(3) ↓ V10,3

q↑↓ G̃10,3 gde q slika
trojku linearno nezavisnih vektora u orijentisanu trodimenzionalnu ravan koju
ti vektori odre#uju. Iz [8, teorema 2.3] imamo izomorfizam algebri

H→(V10,3;Z) ↗=
Z[v8, v9, v15]

(2v8, v28, v
2
9, v

2
15, v8v15)

, (3.8)

gde je vi → H i(V10,3;Z), za v = 8, 9, 15.
Za spektralni niz koji odgovara raslojeǌu S2 ↓ W 10

2,1
sp↑↓ G̃10,3 koristi!emo

oznaku E, dok !emo za spektralni niz koji odgovara raslojeǌu SO(3) ↓ V10,3
q↑↓ G̃10,3

koristiti oznaku Ē.
Jedini netrivijalan diferencijal u prvom spektralnom nizu je d3. Kako je

H5(W 10
2,1;Z) = 0, to je d3 : E

2,2
3 ↓ E5,0

3 ,,na”, pa je T4 = 0. Sliqno, kako je H8(W 10
2,1;Z) ↗=

Z, to slika diferencijala d3 : E5,2
3 ↓ E8,0

3 mora biti T7, a kako je E5,2
3 = T4 = 0,

to je i T7 = 0. Da´e, grupa H6(W 10
2,1;Z) je slobodna, pa je i ǌena podgrupa E6,0

↗
tako#e slobodna, te d3 : E3,2

3 ↓ E6,0
3 mora biti epimorfizam. Sa druge strane,

H5(W 10
2,1;Z) = 0, pa d3 : E3,2

3 ↓ E6,0
3 mora biti i monomorfizam, tj. zak´uqujemo da

je ovaj diferencijal izomorfizam, pa je T5
↗= Z2.

U tabeli 3.11 vidimo drugu stranu spektralnog niza E.
Kako je H9(W 10

2,1;Z) ↗= Z, to ǌena podgrupa E9,0
↗ mora biti slobodna, pa d3 : E6,2

3 ↓
E9,0

3 slika Z2 na T8, tj. grupa T8 izomorfna je koliqniku od Z2. Iz teoreme o
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2 Z 0 0 Z2 Z 0 Z2 T6 Z Z▽ T8 T9 T10 Z▽ T9 Z▽ T8 0 T6 Z2 Z 0 Z2 0 Z

1

0 Z 0 0 Z2 Z 0 Z2 T6 Z Z▽ T8 T9 T10 Z▽ T9 Z▽ T8 0 T6 Z2 Z 0 Z2 0 Z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Tabela 3.11: E2 strana spektralnog niza za raslojeǌe S2 ↓ W 10
2,1 ↓ G̃10,3

univerzalnim koeficijentima imamo da je H8(G̃10,3;Z2) ↗= Z2 ▽ T8, a u [18] pokazano
je da je H8(G̃10,3;Z2) ↗= Z2, pa zak´uqujemo T8 = 0.

U tabeli 3.12 vidimo deo spektralnog niza pridru%enog drugom raslojeǌu.
Grupa H18(V10,3;Z) je trivijalna iz (3.8), pa je d3 : Ē16,2

3 ↓ Ē19,0
3 izomorfizam i

Ē19,0
4 = 0. Odavde zak´uqujemo da je d2 : Ē15,3

2 ↓ Ē17,2
2 monomorfizam jer je ovo

3 0 T6 Z2 Z 0 Z2 0

2 Tor(T6,Z2) T6 ∋ Z2 ▽ Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 0

1

0 0 T6 Z2 Z 0 Z2 0

14 15 16 17 18 19 20

Tabela 3.12: Deo Ē2 strane spektralnog niza za raslojeǌe SO(3) ↓ V10,3 ↓ G̃10,3

jedini diferencijal sa domenom Ē15,3
k . Sa druge strane, kako je H19(V10,3;Z) = 0 iz

(3.8), to ovaj diferencijal mora biti i epimorfizam pa zak´uqujemo da je T6
↗= Z2.

Vratimo se sada na prvi spektralni niz i tabelu 3.11. Diferencijal d3 : E
7,2
3 ↓

E10,0
3 mora biti epimorfizam jer je E10,0

↗ slobodna kao podgrupa slobodne grupe
H10(W 10

2,1;Z). Poxto je E7,2
3

↗= T6
↗= Z2, grupa T9 je ili trivijalna ili izomorfna

Z2. Primenom teoreme o univerzalnim koeficijentima imamo da je H9(G̃10,3;Z2) ↗=
Z2 ▽ T9, a u [18] je pokazano da je ova grupa izomorfna grupi Z2, pa je T9 = 0.

Preostaje nam da odredimo jox T10. U tabeli 3.13 prikazan je drugi deo spek-
tralnog niza za raslojeǌe SO(3) ↓ V10,3 ↓ G̃10,3.

Iz (3.8) vidimo da je H14(V10,3;Z) = 0, pa je d3 : Ē
12,2
3 ↓ Ē15,0

3 izomorfizam. Stoga
jedini diferencijal sa domenom Ē11,3

k koji mo%e biti netrivijalan je d2 : Ē11,3
2 ↓

Ē13,2
2 i on mora biti monomorfizam, jer je grupa H14(V10,3;Z) trivijalna. Dakle,

grupa T10 izomorfna je podgrupi od Z2. Iz [18] imamo da je H10(G̃10,3;Z2) = 0, pa
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3 0 T10 Z Z 0 Z2

2 Tor(T10,Z2) T10 ∋ Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 ▽ Z2

1

0 0 T10 Z Z 0 Z2

10 11 12 13 14 15

Tabela 3.13: Deo Ē2 strane spektralnog niza za raslojeǌe SO(3) ↓ V10,3 ↓ G̃10,3

zak´uqujemo da je i T10 = 0.
Konaqno, integralne kohomoloxke grupe date su u tabeli 3.14.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Hk(G̃10,3;Z) Z 0 0 Z2 Z 0 Z2 Z2 Z Z 0 0 Z Z 0 Z2 Z2 Z 0 Z2 0 Z

Tabela 3.14: Integralna kohomologija od G̃10,3

Oznaqimo odgovaraju!e generatore sa y3, x4, y6, y7, x8, x9, x12, x13, y15, y16, x17, y19, x21.
’elimo da poka%emo da se svi generatori mogu izraziti preko y3, x4, x9, x12 i x13,
kao i da va%e relacije navedene u formulaciji teoreme.

Jedini netrivijalni diferencijal u prvom spektralnom nizu je d3 i sliqno
kao u prethodnim dokazima mo%emo zak´uqiti da je d3 upravo mno%eǌe sa y3.
Preciznije, ukoliko je s → H2(S2;Z), onda je d3 : Ek,2

3 ↓ Ek+3,0
3 dat sa d3(x ∋ s) =

xy3 ∋ 1.
Iz (3.7) vidimo da su sve kohomoloxke grupe Hk(W 10

2,1;Z) slobodne. Zato su i
Ek,0

↗ sve slobodne, pa je d3 : Ek,2
3 ↓ Ek+3,0

3 epimorfizam za k → {0, 3, 4, 12, 13, 16} (v.
tabelu 3.15), odakle dobijamo da va%e slede!e relacije

y6 = y23, y7 = y3x4, y15 = y3x12, y16 = y3x13, y19 = y23x13,

pa smo generatore y6, y7, y15, y16 i y19 ,,eliminisali”, tj. izrazili smo ih pomo!u
ostalih.

Ponovo koristimo [23, teorema 5.9] koja ka%e da je kompozicija

Hk(G̃10,3;Z) ↗= Ek,0
2 ⊜ Ek,0

3 ⊜ · · · ⊜ Ek,0
k+1 ⊜ Ek,0

↗
↗= F k

k ⇐ Hk(W 10
2,1;Z)

preslikavaǌe sp→ : Hk(G̃10,3;Z) ↓ Hk(W 10
2,1;Z).
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U tabeli 3.15 vidimo E3 stranu spektralnog niza i u ǌoj istaknute netrivi-
jalne diferencijale. Tako#e, dimenzije u kojima je kohomologija od W 10

2,1 netrivi-
jalna su podeb´ane.

2 Z 0 0 Z2 Z 0 Z2 Z2 Z Z 0 0 Z Z 0 Z2 Z2 Z 0 Z2 0 Z

1

0 Z 0 0 Z2 Z 0 Z2 Z2 Z Z 0 0 Z Z 0 Z2 Z2 Z 0 Z2 0 Z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Tabela 3.15: E3 strana spektralnog niza za raslojeǌe S2 ↓ W 10
2,1 ↓ G̃10,3

Iz tabele 3.15 vidimo da za k → {4, 8, 9, 12, 13, 17, 21} va%i Ek,0
2 = Ek,0

↗ , pa je u
ovim dimenzijama preslikavaǌe sp→ monomorfizam.

Neka je
0 ⇐ F p

p ⇐ F p
p↑1 ⇐ · · · ⇐ F p

1 ⇐ F p
0 = Hp(W 10

2,1;Z)
filtracija pridru%ena prvom spektralnom nizu. Ako k → {4, 12, 13} imamo da je
Ek,0

↗
↗= F k

k = F k
0 = Hk(W 10

2,1;Z), pa sp→ slika generator od Hk(G̃10,3;Z) u odgovaraju!i
generator od Hk(W 10

2,1;Z), tj. x4, x12 i x13 mo%emo odabrati tako da va%i

sp→(x4) = x̄2
2, sp→(x12) = x̄2

2x̄8, sp→(x13) = x̄2
2x̄9. (3.9)

Sa druge strane, za k → {8, 9, 17, 21} imamo

Ek,0
↗

↗= F k
k = F k

k↑1 = 2F k
k↑2 = 2F k

0 = 2Hk(W 10
2,1;Z),

jer je Ek↑2,2
↗

↗= F k
k↑2/F

k
k↑1

↗= Z2, pa mo%emo odabrati x8, x9, x17 i x21 tako da va%i

sp→(x8) = 2x̄8, sp→(x9) = 2x̄9, sp→(x17) = 2x̄8x̄9, sp→(x21) = 2x̄2
2x̄8x̄9. (3.10)

Sada iz (3.7), (3.9) i (3.10) dobijamo

sp→(x8) = 2x̄8 = x̄4
2 = sp→(x2

4),

sp→(2x12) = 2x̄2
2x̄8 = x̄6

2 = sp→(x3
4),

sp→(2x13) = 2x̄2
2x̄9 = sp→(x4x9),

sp→(x17) = 2x̄8x̄9 = x̄2
2x̄

2
2x̄9 = sp→(x4x13),

sp→(x21) = 2x̄2
2x̄8x̄9 = x̄4

2x̄
2
2x̄9 = sp→(x2

4x13) = sp→(x9x12),
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a kako je sp→ monomorfizam u ovim dimenzijama, dobijamo da u H→(G̃10,3;Z) va%e
relacije

x8 = x2
4, 2x12 = x3

4, 2x13 = x4x9, x17 = x4x13, x21 = x2
4x13 = x9x12.

Dakle, zak´uqujemo da je cela algebra H→(G̃10,3;Z) generisana sa pet generatora
y3, x4, x9, x12 i x13.

Neke relacije slede iz trivijalnosti odre#enih kohomoloxkih grupa. Tako je
recimo y23x4 = 0, y3x2

4 = 0, x2
9 = 0, y23x12 = 0, x2

4x12 = y3x4x13 = 0 jer se svi ovi
elementi nalaze u trivijalnim kohomoloxkim grupama. Tako#e, proizvod y3 i bilo
kog drugog elementa mora biti trivijalan ukoliko pripada torziono slobodnoj
grupi, pa je tako y33 = 0 i y3x9 = 0. Da´e, ya3xb

4x
c
9x

d
12x

e
13 = 0 kad god je 3a + 4b + 9c +

12d+ 13e > 21 jer je G̃10,3 mnogostrukost dimenzije 21.
Ostalo je jox da se uverimo da va%i y3x13 = x4x12.
Iz [18, propozicija 3.1] imamo

H4(G̃10,3;Z2) = Z2¬w̃2
2∅, H12(G̃10,3;Z2) = Z2¬ã12∅, H16(G̃10,3;Z2) = Z2¬w̃2

2ã12∅,

a prirodnost u teoremi o univerzalnim koeficijentima daje slede!i komutativni
dijagram.

0 Ext(Hk↑1(G̃10,3),Z) H
k
(G̃10,3;Z) Hom(Hk(G̃10,3),Z) 0

0 Ext(Hk↑1(G̃10,3),Z2) H
k
(G̃10,3;Z2) Hom(Hk(G̃10,3),Z2) 0

ϱ→ ϱ→ ϱ→

Za k = 4 je
Ext(Hk↑1(G̃10,3),Z) = Ext(Hk↑1(G̃10,3),Z2) = 0

i homomorfizam ε→ : Hom(H4(G̃10,3),Z) ↓ Hom(H4(G̃10,3),Z2) je ,,na”, pa je i ε→ :

H4(G̃10,3;Z) ↓ H4(G̃10,3;Z2) ,,na”. Dakle, ε→(x4) = w̃2
2. Sliqno va%i i za k = 12, pa je

ε→(x12) = ã12. Konaqno, ε→(x4x12) = w̃2
2ã12 ⇓= 0, pa je x4x12 ⇓= 0, tj. x4x12 = y3x13.

Sliqno kao u dokazu teoreme 3.2.2 pokazuje da je kohomoloxka algebra H→(G̃10,3;Z)
izomorfna koliqniku iz formulacije teoreme.

Napomena 3.2.5. Kako je Z[y3, x4, x9, x12, x13] Neterin prsten, mogu!e je na!i konaqan

skup generatora za ideal I+J iz teoreme 3.2.4. Jedan naqin da se dobije ovaj konaqan

skup generatora je da krenemo od generatora ideala I i onda da proveravamo redom

monome ya3x
b
4x

c
9x

d
12x

e
13 gde je 3a + 4b + 9c + 12d + 13e = k za k = 22, 23, 24, . . . i ukoliko
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neki ya3x
b
4x

c
9x

d
12x

e
13 nije u I, dodamo ga na listu generatora ideala I + J . Ovu proveru

dovo%no je uraditi do dimenzije 34 jer je svaki monom ya3x
b
4x

c
9x

d
12x

e
13 stepena ve!eg od

34 de%iv nekim monomom stepena izme#u 22 i 34.

Kada obavimo opisanu proceduru vidimo da je na generatore od I potrebno dodati

jox samo qetiri nova generatora. Naime, I + J je generisan generatorima od I i

dodatno monomima x9x13, x2
12, x12x13 i x2

13.

Konaqno, kohomoloxka algebra od G̃10,3 je

H→(G̃10,3;Z) ↗=
Z[y3, x4, x9, x12, x13]

K ,

gde je ideal K generisan polinomima

2y3, y33, y23x4, y3x
2
4, x3

4 ↑ 2x12, y3x9, x4x9 ↑ 2x13,

y3x13 ↑ x4x12, x2
9, y23x12, x2

4x12, x9x12 ↑ x2
4x13,

x9x13, x2
12, x12x13, x2

13.

Napomena 3.2.6. Sliqno kao i u napomenama 3.2.3 i 3.2.4, ako je ε : Z ↓ Z2 redukcija

po modulu 2, onda se ispostav%a da je

ε→(y3) = w̃3, ε→(x4) = w̃2
2, ε→(x9) = w̃3

2w̃3, ε→(x12) = ã12, ε→(x13) = ã13,

gde su w̃2, w̃3, ã12 i ã13 generatori iz teoreme 2.3.2.

3.3 Pregled poznatih rezultata za k ↭ 4

Integralna kohomologija orijentisanih Grasmanijana je zasada slabo ispita-
na. Videli smo ve! u sluqaju k = 3 da trenutno imamo potpun opis integralne
kohomologije samo za n → {6, 8, 10}. Osim Poenkareovih polinoma (koji se recimo
mogu proqitati iz [10, str. 494–496]), malo toga se zna o kohomologiji od G̃n,k,
k ↭ 4. U skorije vreme, napredak u ispitivaǌu H→(G̃n,k;Z) za k ↭ 4 ostvarili su
Macangos i Vent u [21], a u ovom ode´ku !emo navesti par glavnih rezultata iz
tog rada, kao i neka oqekivaǌa autora.

Poznato je da u integralnoj kohomologiji Grasmanovih mnogostrukosti Gn,k

mo%e biti samo 2-torzije, pa se prirodno postav´a pitaǌe da li to va%i i kod
orijentisanih Grasmanovih mnogostrukosti G̃n,k. U teoremama 3.2.2, 3.2.3 i 3.2.4
se jeste pojavila samo 2-torzija, ali ovo ne!e va%iti za proizvo´no n. Naime, u
[21, teorema 8.8] je dokazana slede!a teorema.

Teorema 3.3.1. Neka je t ↭ 4.
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(a) Postoji klasa reda 4 u H2t↑1(G̃2t↑1,5;Z).

(b) Postoji klasa reda 4 u H2t↑1(G̃2t,6;Z).

Sa druge strane, ispostav´a se da nixta osim 4-torzije ne mo%e da se pojavi
u H→(G̃n,k;Z), o qemu govori naredna teorema (v. [21, posledica 3.2]).

Teorema 3.3.2. U integralnoj kohomologiji orijentisane Grasmanove mnogostruko-

sti mo”e se pojaviti samo 2-torzija ili 4-torzija, tj.

4Tor
(
H→(G̃n,k;Z)

)
= 0.

U [21, pretpostavka 8.6] su navedene i neke pretpostavke, koje su motivisane
kompjuterskom proverom maǌih dimenzija. Konkretno, autori oqekuju da !e va-
%iti slede!a qetiri tvr#eǌa.

(1) Ako je k ↫ 4, onda u H→(G̃n,k;Z) nema 4-torzije.

(2) Ako je 1 < k < 2t ↑ 1 i k neparan, onda u H→(G̃2t,k;Z) nema 4-torzije.

(3) Ako je k ↭ 6 paran, i ako oznaqimo

c = min
{
k(n↑ 2t↑1) + 2t↑1 ↑ 2, 2t ↑ 2

}
,

onda postoji klasa reda 4 u Hc+1(G̃n,k;Z).

(4) Neka je k ↭ 5 neparno, t ↭ 5 i 2t↑1 < n < 2t. Ako je n > k+1
k 2t↑1, onda postoji

klasa reda 4 u H2t↑1(G̃n,k;Z).
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de la Sociedad Matemática Mexicana 8 (1963), 20–25.
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