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3axBaJTHUTIA

La au je naw mcusommu nym yranped npedodpeher ual camo Cnaem CAYUAGJHUL 0KOA-
Hocmu, mewxo je pehu. IlIma 200 da je y numany, 3ax8aaHa cam Ha NPUAUYY 0a ce baBUM
MONONO2UJOM.

Y mwyockoj je npupodu da ce gorycupa na onO aouwe, 6 0a Y3uma oo 00bpo 30paso 3a
20moeo. 3602 Moza je NENO NOBPEMENHO OCBPHYMU CE U PASMUCAUMY HA YEeMY CMO C8e Y
acusomy 3axsannu. Jedwa o0 cmeapu Kojy HUKGOG HUCGM Y3UMAAQ 30PABO 30 20MOB0 U
Ha k0jo] hy yeex bumu 3axsaana je moja capadwa ca banemom. Ocum came mamemamure
KOJy cam 00 1beza HAYHUAQ, BUDCAQ CAM WIMA 3HAYY OUMU 002080DAH NPEMG CeOU, HAYUU
U HACMABU. 3AUCTNG CAM YHCUBAAGL Y HAULEM 30JEOHUUOM Pady U OYOOKO Cam MY HaA C8EMY
304T68aAHA.

IIpujammna mu je dyamcHocm 0a ce 3aT8AAUM U YAGHOBUMA KOMUCUJE HA “YUMADY 08€
Jucepmayuje u 0a8amY KOPUCHUT KOMERMAPQ KOJuMa je 08aj pad 000ammo nobdoouULaH.

Hanocaemxy, najeehy saxearrnocm 0yzyjem c80joj nopoouyu u NPujamesuma jep cy ae-
poBaaly y Mere u 0OHOG KOG jG HUCAM.

Beorpan, nemembap 2024. Mununa JoBanosuh



HacmaoB: RKoxomoaomka anaredpa ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU OPUjEHTUCAHUX TPO-
MUMEH3UOHAJIHUX PABHU Y €YRIUICKOM IMIPOCTOPY

Caskerak: VcnutuBame ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH, KOje€ C€ NMPBU MyT MIOMUKY jOII
y 19. Beky, je jeman on kKiacudyHUX NpobieMa ajaredbapcke TomoJsoruje. Ranma mcnuty-
jeMO TOIOJIOMIKE TPOCTOPE, YBEK je KOPUCHO OPEeNUTU HBUXOBY KOXOMOJIOMKY aJaredpy.
O roxomosoruju I'pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH ce Beh mocra 3HA, aJu BUXOBU HAT-
KpuBajyhu mpocTtopu, T3B. opujeHTucane I'pacManoBe MHOTOCTPYKOCTHU, MHOTO CY Mame
UCIITAHE. _

Opujenrucana I'pacmanoBa MHOrOCTPYKOCT G, ) OEPUHHIIE CE€ KAO NPOCTOP OpH-
JeHTuCaHux k-AMMEH3MOHAJHUX notmpoctopa y R™. Y oBoj muceprammju ce GaBuUMO
aHAJIM30M KOXOMOJIOIEKe ajrebpe opumjeHTmMcaHux l'pacmanoBux MHOrocTpykoctu G,
ca IeJOOPOJjHUM U MOZYJIO 2 KOoe(UIMjeHTHMa, IpeTeRHO 3a ciaydaj k = 3. Hucepra-
I1ja ce cacToju on Tpu morJassa. [IpBo morsaBsme je yBom rame hemo matu mpersen
MO3HATUX Pe3yJTaTa U MOTPEOHUX ajiarTa.

Y npyrowm morisiaBspy hemo m3ydyaBaTy KOXOMOJIOTH]Y Ca MOIYJIO 2 KOe(pUIjeHTIMA.
Ty cy Hajupe u3io:keHU MO3HATU pel3yaratu y ciaydajy k = 2. Hakon Ttora ce mpesnasu
Ha aHAJIMU3y caydaja k = 3 rae je maT meJumMWYaH OMUC KOXOMOJoIke anrebpe. OBaj
0lleJbaK Ce 3aCHUBA HA PaJOoBUMa 00jaB/HEHUM Y MOCIEIHUX HEKOJIUKO ToauHa. Y Te3u
he Obutu mat mpersen TUX HOBUX pe3yJaTara, a Omhe U MU3JIOKEHU OPUTUHAJJIHU PE3YJI-
TATU y CIydajeBUMa Kaja je n OJm3y cTeneHa ABOJKE. Y TOCIEAmEM Ny OBOT IOTJa-
BJba UCIHUTAHA je ¥ KOXOMOJIOMIKA ayiredpa MHOrocTrpykoctu (a4, HOKJIE Ce OTIPUIINKE
TPEHYTHO U CTUIJIO Ca UCHUTUBAIHEM MOIYJIO 2 KOXOMOJIOTHUjE.

Tpehe nornasme je mocseheno maTerpannoj koxomosgoruju. OBo morsiaBsbe, Ka0 U
IPEeTXOqHA, MeJU Ce Ha HEKOJIUKO IEeJOBa Yy 3aBUCHOCTU O BpemHocTtu k. Kana je k = 2,
WHTErpaJiHa KOXOMOJIOTHja je y HMOTIYHOCTU onpebheHa m y Te3u je M3JI0KEH MOKa3 y
ciyuajy HemapHor n. 3a k = 3 TpeHyTHO je onpeheHa mHTerpaJiHa KOXOMOJOTHja O]
G camo y cayuajy n € {6,8,10}, nok 3a k > 4 nmocroje Tek MOHEKU IAPIUjaTHA PE3yJI-
TaTtu. Y OBOj MEJUHU UCHUTYjeMO U Be3y u3Melhy mesobpojHe U MOMYJIO 2 KOXOMOJIOTH]je
oBux l'pacmaHmjana azHagm3oM MoOp¢uU3Ma u3MeDy HBUX MHIYKOBAHOI PEIYKIMUjOM IIO
MOy Iy 2.
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Title: Cohomology algebra of Grassmann manifolds of oriented three-dimensional planes in
Euclidean space

Abstract: The analysis of Grassmann manifolds, which were first introduced in the 19th century,
is one of the classical problems in the algebraic topology. When analyzing topological spaces, it is
always useful to determine their cohomology algebra. The cohomology of Grassmann manifolds
is already well known, but their covering spaces, so called oriented Grassmann manifolds, are
far less examined. _

The oriented Grassmann manifold G, ;, is defined to be the space of oriented k-dimensional
subspaces of R™. In this dissertation we analyze the cohomology algebra of oriented Grassmann
manifolds G, with integer and modulo 2 coefficients, predominantly the case kK = 3. The
dissertation comprises three chapters. The first chapter is an introduction where an overview
of known results and necessary tools is given.

In the second chapter we study the cohomology with the modulo 2 coefficients. First of all,
the known results in the case k = 2 are presented. Next, we move onto the case £ = 3 where
the partial description of the cohomology algebra is given. This section is based on papers
published in the last several years. We give an overview of these results in the thesis, and we
also present original results for n close to a power of two. In the last part of this chapter, we
investigate the cohomology algebra of the manifold G 4, and that is as far as we have come
with the examination of modulo 2 cohomology.

The third chapter is dedicated to the integral cohomology. This chapter, like the previous
one, also splits in several sections, depending on the value of k. When k = 2, the integral
cohomology is completely determined, and we present the proof for n odd. When k = 3, only
the integral cohomology of G, 3, n € {6,8,10}, has been determined so far, while for k£ > 4
only some partial results are known. In this segment we also analyze the connection between
the integer and the modulo 2 cohomology algebra of these Grassmannians by analyzing the
morphism between them induced by the modulo 2 reduction.
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Y Bono

Jemno on OWMTHUX mUTama y MaTeMaTUIM je Kilacupuranudja omxpebheHmx objeraTa.
KRanoncka pacnojewma Han ['pacMaHOBUM MHOTOCTPYKOCTUMA UIPAjy KJbYUHY YIOTY Yy
KJIaCU(PUKALUj BEKTOPCKUX paciiojema HaJd MapaKOMITAKTHUM Oa3HUM IPOCTOPUMA.
Hamme, moka3aHo je ma yKOJMKO je B mapakOMIaKTaH, OHIA je CBAKO k-IMMEH3MOHAJIHO
BEKTOPCKO paciojeme Haa B moBiademe KAHOHCKOT Paciojema 7y, HaJ T3B. DECKOHAU-
uuM ['pacmannjanom Gy. Illrasume, ako ca Vecty(B) 03HAYMMO CKyI CBUX KJIaca €KBU-
BAJICHTHUX k- IMMEH3WOHAJHUX BEKTOPCKUX paciojema Hal B, uMaMo OUjeKIu]y

[B, Gk] — Vectk(B),
=

CauvHO, KAHOHCKO PAacCiojeme Vi Hald OPUjeHTUCAHUM OECKOHAUYHUM | pacMaHujaHoM (NJk
KIaCU(PUKYje CBa opujenmucana k- IMMEH3OHAJIHA BEKTOPCKA Paciojemna Hal IapaKoM-
MMAKTHUM IIPOCTOPOM B.

[Tpu Tom, ako je B rommnaxkran CW-kKOMIJIEKC MM KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT, OHIA
je [B,Gy| = [B,Gnx) 32 noBosmHO Benuko n, na nMamo oujermujy Vecty(B) = [B,Gpk], n
CIUYHO y OPUjEHTUCAHOM CJIYYa]y.

WNuarerpanra u Momayno 2 KoxoMosoruja dOeckoHauynux ['pacmanujana mobpo je mo-
3HaTa (3a MHTErpaJHy noraenatu (5], 3a momyso 2 [24, teopema 7.1]). Takobe, Bopex
je 1953. y [4] ompenuo moxyno 2 koxomonorujy I'pacmanoBe mHOrocrpykoctu Gy, k.

Nako mocroju nmpupomgHo nedUHUCAHO ABOJUCHO HATKPUBAE P ! énk — Gy, KOjE
jemHocTaBHO 3a00paBsba OPUJEHTAIM]Y, UCTIOCTaB/ba Ce Ja HUje TAKO JIAKO PE3yJITaTe
3a G, npenernu Ha Gy ).

Y cayuajy Mmomyio 2 KoepuiyjeHaTa, IpBU INOTIYH ONMC HaJa3mMo kKon KopOama u
Pycuna y [18], rae cy oHm ogpenniu KOXOMOJIOTH]y OopujeHTrcane I pacMaHOBE MHOTO-
CTPYKOCTU (NJW. Haxron Tora, Bacy u Yakpaboptu cy nanu y [1] mapuujanue pesynrare
y cayuajy k = 3. Tu pesyararu cy monymenu Hajupe pamom [7] Honosuha u IIpsyo-
suha y cayuajy n = 2!, 3arum panom [15] y cayuajesuma n € {28 — 3,2 — 22! — 1}, a
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KoHauHO cy Mananroc u Bent y [22] 3aokpyskunu ciaydaj k = 3 ucouraBmu npeocrasie
BpeHOCTH n. 3amoueTra je n aHanmusa 3a k = 4 Pycunosum onpebusamem anmTuBHUX
6aza on H*(Gna;Zs) 3a n € {8,9,10,11} y [28], a HacTaB/beHA je NEIMMUYHUM OIKCOM
Koxomonomke anrebpe H*(G,.4;Zy) kana je n cremen asojxe y [6].

Murerpanna kKoxomMosoruja opujeHTUCannx I'pacManmnjana jé MHOrO Mame UCIUTaHA.
Koxomonoruja on G, 2 onpebena je y [20] 3a mapHe n, DOK ce OIUC KOXOMOJIOTHUjE Y
cayuajy Hemapuor n moxke Hahu y [29] u y [14]. Kana je k = 3, nupso cy Kanadar u
Jamuunkaja y [16] ogpenunau mHTErpasHy KOXOMOJOTH)Y O 6’673, HAKOH uera je y [14]
onpebena u KoxoMoJOTHja O 58,3 u 61073. OcuwMm oBux pesyinrara, Manauroc u Bent cy
y [21] amanu3upanau TOp3MOHU €0 MHTErPAJIHE KOXOMOJIOTHUje, Tae cy, udMmebhy ocrasor,
IoKa3ajau na ce y H*(émk;Z) MOJKe IIOjaBUTU JeOUHO 2-TOp3uja uiau 4-top3uja.

lnm oBor pagna je ma ma mperJen IO cata HO3HATUX PE3YJITaTa O KOXOMOJIOTUJU OPU-
jentucanux ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTH, KA0 U Oa U3JIOKU OPUTUHAJHE PE3yJITaTe
u3 [6], [14] u [15]. Crpykrypa pana je caeneha.

Y mpBOj rsiaBm cy HaBeIEeHU OCHOBHM IIOJMOBU M PE3YJITATH KAO M IpErJyel TEXHUKA
Koje ce ropucrte y mucepranuju. Hajupe cy medpuuucune (opujenrtucane) I'pacmanose
MHOTOCTPYKOCTU Ka0 U HEKa KOPUCHA paciojema Han wuMma. Onucan je bopenos pesy-
rar n3 [4] o Mmoxyso 2 koxomosnoruju ['pacMaHOBE MHOTOCTPYKOCTH, & 3aTUM j€ aHAJI3M-
paHa " CJIUKa XOMOMOp(GuU3Ma p* MHAYKOBAHOT NBOJUCHUM HATKPUBAHEM P : énk — Gpk-
YKpPaTKO je U3JT0:KEeHAa U TeOPUja KOXOMOJIOMIKAX omeparnuja ca porycom Ha CTUHPOIO-
BuM KBaapatuma. [lopen Tora, mar je m Kparak yBon y Teopujy ['pebmepoBux 0Oasa.
Ha kpajy je yBemen m CepoB cHeKTpaJHU HU3 KOjU je y PaIy KOPUIINEH KAao jemaH On
rJIaBHUX ajiaTa 3a oxpebumBame rKoxomomomke anredbpe opujenrucanux ['pacmanujana.

Jlpyra rsiaBa je mocBeheHa KOXOMOJIOTHjU OPUjEHTUCAHUX | pacMaHOBUX MHOTO-
CTPYKOCTU ca MOAYJO 2 KoepunujeHTmMa. Ha moueTky je maT mperiien MO3HATUX pe-
3yJITaTa O KapaKTEPUCTUYHOM PaHTy O énk Hakon Tora cy aHajm3upaHU CiydajeBuU
k€ {2,3,4}. Y cayuajy k = 2 mar je mOTIyH OOUC KOXOMOJIOIIKE ajrebpe H*(émk;Zg)
Koju je npBobutHO usBenen y [18]. Cuyuaj k = 3 monesbeH je Ha HEKOIMKO IeauHa. Haj-
npe je M3JI0KEH J0Ka3 3a égt’g u3 [7]. Hakon Tora cy m3/10:K€HU OPUTMHAIHA PE3yJITaTu
u3 [15] 3a n € {2 —3,2" — 2,2 — 1}. Y nmocnenmo]j nennHu #AT je mperyien pesysirara 3a
ocrasne Bpenuoctu n u3 [22]|. Konauno, y cayuajy k = 4 U3J10:KeHU Cy OPUTUHAJIHU DPe-
3ynaraTtu u3 [6] rme je ucnmuruBana KOXOMOJIOMEKA anredbpa opujertucanor I pacManujana
éQtA.

Tpeha raasa ce 6aBu UHTErpaJTHOM KOXOMOJOTrHjoM. Kao u y mpeTxomaHoj, 1 y OBOj
rJlaBU aHAJU3Y AEJUMO Ha OCHOBY aumeHnsuje k. 3a k = 2 maT je ommc KOXOMOJIOTHje
H*(Gp9;7Z) n manosken noka3 u3 [14] y cuayuajy HemapHe auMeH3uje n. 3a mapHe n je
nasenen pesyarar u3 [20] 6e3 mokasa. ITocise Tora je amaausupan ciayuaj k = 3. Hakon
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YBOIOHUX pe3yJTaTa, y MOTIyHOCTH Cy oapeheHe KOXOMOJIOIEKe aJrebpe H*(émg;Z) 3a
n € {6,8,10}. Koxomonoruja ox 66,3 je mpBobutHO onpebena y [16], a y mucepraunuju
je HaBelleH HemToO apyrauduju nokas. /lokaszu 3a n =8 u n = 10 cy opuruHaJHu U3 pana
[14]. Tarobe, y oBuM ciyuajeBuma y KojuMa je m3padyHara HeJ00pOjHa KOXOMOJIOTHja,
onpeben je u xomoMopduzam aaredbpu p, : H*(énﬁk; 7) — H*(én’k; Zs) MHAYKOBAH MO LY JIO
2 penykmnujoMm koedunujenata p : Z — Zs. Y mocienmeM OnesbKy Tpehe riaBe mat je u
mperien HO3HATUX pesynrara 3a k > 4 u3 [21].



I'maBa 1

OcHOBHU TOjMOBU

1.1 TI'pacmaHOBe€ MHOTOCTPYKOCTH

I'pacmarnosa mnozocmpyxocm G\, kpahe I'pacmarujan, je TpocTOp CBUX k-TUMEH-
3HOHAJIHUX HOTHPOCTOPa eyKIuACKOr npocropa R". Ha ciawvyan mauws ce meduaume u
opujenmucarna I'pacmarosa mrozocmpyxocm G, k. Hamme, Gn k jé TPOCTOP CBUX OPU]jEH-
TUCAHUX k- IMMEH3MOHAJIHUX MOTIIPOCTOPA €YKIUIACKOT npoctopa R™.

Tononorujy va G, ) MokeMo nepumuucaru Ha ciaenehm maumn. Ca V,; o3HaumMo
IImugenosy mrozocmpykocm, IPOCTOP CBUX OPTOHOPMUPAHUX A-TOPKH JIMHEAPHO He3a-
BUCHUX BekTopa y R", u Heka je q : V, ;, — G, IpecankaBame Koje CBaKy k-TOPKY CIIMKa
y k-mMMeH3MOHAJIHU NOTIPOCTOP Koju Tux k Bexkropa oxpebyjy. Ha V,, , CR" x--- x R"
MMaMO TOIOJIOTH]Y HaciieheHy Ol TOMOJOruje Mpou3BoLa, & OHA ce MOMONY KOJIWYHUY-
KOT TIpeciukaBama ¢ npenocu Ha Gy i. Hakne, U C G, je otsBopen ykomuko je ¢~ (U)
orBoper y V. Heka je ¢ : V,p — énk IpeCcInuKaBame KOje CBakKy k-TOPKY CJIUKa Yy
opujeHTHCAHN k-OVMEH3MOHAJHN MOTIPOCTOP Koju oHa oxpebyje. Tomomoruja Ha énk
je ympaBo TomoJjioruja nobujena moMohy KOJWYHUYKOT MPECIUKABAHA (.

UecTo je KOPUCHO MOCMATPATH KAGHOKCKO 8EKMOPCKO PACAOJERE Yy i HAL Gy j UUJU CE
roTanHu npoctop E(v,y) cacroju on cBux maposa (P,v) € G, x R" TakBux na v € P.
Iakse, umamo pacaojeme RF < E(v,4) n, Gk, TOE je ImpeciluKaBame p; JaTO Ca
p1(P,v) = P, Tj. p; je upojeknuja Ha NPBY KOOPIUHATY.

Y cayuajy opujenTucanor ['pacmaHujana uMaMoO 0pUJEHMUCAHO KAHOHCKO 8EKMOPCKO
pacaojeme Yy, drju ce ToTasHu npocrop E(7,x) cactoju on csux maposa (P,v) € G, X
R"™ TakBux ma je v € ﬁ, a mpecaukaBame Py E(Y,5) — énk je TIOHOBO IIPOjeKnunja Ha
IPBY KOOPAWHATY.

HajjemnocraBuuju npumep ['pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU BUIUMO y ciay4dajy k = 1.
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Mmuorocrpykoct ()1 je IPOCTOp IpaBUX KPO3 KoopauHaTHM noderak y R", makie To
Jé yIpaBO peaJyiHu MpOjEeKTUBHU MPOCTOP RP"!. Ca mpyre crpane, opujeatucana ['pa-
cMaHOBa MHOrocTpykocT (3,1 je caummeHa OJ CBUX OPUjeHTUCAHMX mpaBux y R”, ma
je MoskeMmo maeHTUGUEOBaTU ca chepom S" 1. IlpupoanHo ce mocraBiba MUTAHmE Ma Jn
ce TO3HATO ABOJHUCHO HaTKpuBame p : S ! — RP" ! momxe yommruru u ma I['pacma-
HUjaHe u oAroBop je morBpmaH. CBaku k-mumensmoHasHu moTmpocTop y R” moxkeMmo
OpUjeHTHCATH Ha OBa HauuHA. 10 3HAUM & CBAKOM k- IMMEH3MOHAJIHOM IOTIPOCTOPY,
enementy G, j, OArOBapajy Ta4vHO IOBAa OPUjeHTUCAHA Kk-IVMEH3WOHAJHA IOTIPOCTOPA,
eJeMeHTa énk Crora mma cMucia AepUHUCATA TPECIUKABAKE D : @nk — Gpr EKOje
CIUKa OPUjeHTUCAHU k- AIMMEH3WOHAJHU MOTHpOCTOp on R" y mcTu k- AMMEH3MOHAJHU
MIOTIIPOCTOP, ayiu 6e3 opujerTamuje. OBo mpecinKkaBame Koje 3abopaBiba OPUjeHTALN]Y
jecTe OBOJIMCHO HATKPWBAaMH€E€ W KOMYTUDA HAPEMTHU IUjarpaM.

Y smemu 5.1 y [24] je mokazano na je upecnukaBame h: Gy — Gy, fato ca h(P) =
Pt xomeomopduszam, kao u ga je G, jeIHA KOMIAKTHA TONOJIONIKA MHOTOCTPYKOCT
mumensuje k(n — k). Vcro Basku u 3a opujentucane ['pacmanujane, ma hemo yb6ynyhe
YBEK IIPETIOCTaB/bATH Aa je n = 2k.

Tarobe, moske ce mokasatu na cy ['pacMaHOBE MHOTOCTPYKOCTU XOMOTE€HU TPOCTOPMU.
[Ipenmzamje, mocroje xoMeOMOpHU3MU

G = O(n)/ (O(k) x O(n — k),

N (1.1)
Gox = SO(n)/ (SO(k) x SO(n — k).

1.1.1 KoxomoJsoruja I'pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTU

Bopexn je y [4] onpenuo koxomonorujy I'pacManoBUX MHOTOCTPYKOCTH ca Zg Koehu-
nujentuma. Jlokazao je ma moctoju m3omopduszam aaredpu

ZQ[wl,wg, e ,wk]

(wnfk+1>wnfk+27 S 7wn)

I

H* (G Zs) , (1.2)

npu KoMe KoceT on w; oaroBapa [lltudesn-ButHujeBoj kimacu KAHOHCKOT BEKTOPCKOT Pa-
crnojema w;(Yur), 1 <i <k, (IItupen—Buranjese rnace w;(7y,x) hemo rakobe ybynyhe

5)
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03HAYABATHU Ca W;), & Wy, r = 0, cy momusoMu y Zs|wy, ..., wg] 3anatu pesamumjom

(I+w +wy+---+wp)(1+w +wWe +-+-) =1, (1.3)
Tj. 1 +wW; + Wy + -+ je maBep3 mosmHOMA 1 + Wy + We + -+ - + W Y TIPCTEHY CTENEHUX
penoBa Zs|[wy, wa, .. ., wgl].

N3 (1.3) moske ce mo0OUTH 1 PEKYPEHTHA Be3a
Wy = W Wy + WoWy_g + + ++ + WpWy_g, rz ka (14)
a HUje TEeNIKO MOKAa3aT! Ja MOoJuHOMU W, T = (0, 3amoBosbaBajy cienehy jemHaxkoct

W, = Z [ar, ag,. .., ag] witws? - wpk, (1.5)

a1+2az2+---+kagp=r

ar+as+---+ag\ a2+ -+ ag ap—1 + Qg
[a17a27"'7a‘k]: .
aq a2 ax—1

Tpeba umartu y BuUAy Oa cy CBU KoepuuujeHTH y Zo, Na je CBaAKU O OWHOMHUX
KoepuuujeHara y [ai,as,...,ax] jennax 0 niam 1.

rie je

1.1.2 TI'mcuHOB HU3

Heka je R xomyTaTuBan npcreH (3a mac hie R 6uru Z uma Z;) u S™ — E % B jemno
R-opujenTabunno chepHO paciiojeme, Tj. HeKa je IejCTBO (pyHIaMeHTAJHe I'pyle 6a3HOT
npocropa B wa H™(S™; R) rpuBujanuo. Tana 0oBOM paciojemy MOKEMO MPUIAPYKUATA
HapEeIHU AyTY TAYHU HU3

o5 H™YB;R) S HY(B;R) % HI(E;R) — H ™B;R) — - --

rae je xomomopdusam H'"™ Y B;R) = H’(B;R) wmmosxeme OjIepoBoM KIacoM e €
H™ 1 (B; R).

JIBonmmCcHO HATKpUBaMmE P : énk — Gpp MOKEMO BUIETH Kao CPepHO paciojeme ca
crojem S° a cBako cdepHO paciojeme je Zy-OpujeHTabUIHO, a My MOMKEMO TPUIAPY-
xuTu ['McMHOB HU3 ca Zs KOe(DUIIN)jeHTUMA,

oo HI NG Zo) 25 HI(Gps Zo) 55 HY (G Zo) = H (Gpi Zo) = -+ (1.6)

Hapenna mema nam maje Be3y m3mehy auMeH3Mje KOXOMOJIOTHjE€ TOTAJIHOL IPOCTOPA
: n—1 P .
chepHOr paciojema S — I/ — B u nuMeH3Wje CIMKe WHIAYKOBAHOI XOMOMODP(U3Ma
im p*. RopuctuheMmo je y cayuajeBuma Kajga MMaMO aJATUBHY 0a3y jeqHOr O OBa MIBA
BEKTOPCKaA IPOCTOpa ma nobumjemo mHBopManuje o 6a3m qpyror.



YBon

Jlema 1.1.1. Hexa jen € N u S"' — E 5 B cfeprno pacrojeme maxeo da je H*(B;Z,)
KOHAYHO OUMEHZUOHAAGH 8EKMOPCKY Npocmop (wad Zy). Axo je p* : H*(B;Zy) — H*(E;Zs)
UHOYK08aAK TOMOMOPPU3AM, ONOIG je

dim H*(F;Zs) = 2 dim(im p*).
Jloxas. Tlocmarpajmo 'ncuHOB HU3 IpUApPY:&EEH chepHOM paciojemy S 1 — E 5 B.
coo s H (B Zy) B H N (B Zy) — HY(B; Zy) < H™(B; Zy) 2 H™(E Zy) — - - -
[TpuMeTuMO ma TPETXOMHM AyTM TAYHU HU3 MHAyKYyje ciaemehe KpaTke TauHe HU30BE:
0—C;— H(B;Zy) - K; — 0, i€Z,
rue je
C; = coker (p* : H*" " (B; Zs) — H"(E; Zy))
K; =ker (p*: H"(B; Zs) — H"(E; Zy)) .
CyMupameM OBUX KPATKUX TAYHUX HU30Ba HOOMjaMO KpaTak TavyaH HU3
0 — coker p* — H*(B;Zs) — ker p* — 0.
Kako je H*(B;Zy) kOHAYHE AWMEH3Uj€e, MMAaMO
dim H*(B; Zsy) = dim(coker p*) + dim(ker p*) = dim H*(E;Zy) — dim(im p*) + dim(ker p*).

Konauno,
dim H*(B;Zs) = dim(ker p*) + dim(im p*),

omakje TBpheme MUPEKTHO CJIICIN. ]

1.1.3 Cuauxa xomomop¢usma p*

Naxrxo cy opujentmcana m HeopujeHTmcaHa ['pacMaHOBa MHOTOCTPYKOCT IIOBE3aHE
NMBOJIMCHUM HaTKpUBameM, m3doMopduszam (1.2) Huje HOBOBAH Oa y MOTIYHOCTU OApPEe-
o u H*(Gop; Zy). Wnax, cimka wagykoBaHor xoMomopdusma p* : H* (G Zs) —
H*(émk;Zk) UYMHU jedaH 1e0 KOXOMOJIOTU]je H*(émk;ZQ). Haunme, u3 neme 1.1.1 Bugumo
na he imp* YMHUTU MOJOBUHY KOXOMOJOTH]jE O énk Y aIUTUBHOM CMUCIY.
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Jlema 1.1.2. Heka jep: énk — Gy 080aucHo namrpusawe. Tada

P (wi(Ynk)) = wi(Vng), 1 < < k. (1.7)

Jloxas. TBpheme cienm muperTHO 13 akcuome npuponroctu llltudpen—BurHujeBux kia-
ca M KOMYTAaTUBHOCTU AWjarpama

rae je mpecnukasame ¢ @ E(V, ;) = E(ynx) maTo ca o(P,v) = (p(P),v). ]

[Mtuden-BurHnjeBe kiace OprjeHTUCAHOT KAHOHCKOT BEKTOPCKOT Paciiojema heMmo
yecro kpahlie osmauaBatu ca w; = w;(Ynx), 1 < ¢ < k, ma Besy (1.7) moxemo kpahe
3amucatu u Kao p*(w;) = w.

[TocmaTpajMo cama KOMIO3UNN]Y

Do[ws, ..., wi] < Zofwr, wo, ..., wy] 5 H* (G Zo) 2 H*(Gp: Zo)

re je IpBO IpecInKaBalbe UHKIY3HUja, a APYTO je KOJUYHUYKO NpecauKaBame Koje Io-
trde ox uzomopousma (1.2). OBa rommnosunuja ciauka w; y [ltudpen—Buraujey knacy
Wi (Ynk) € Hi(én’k;ZQ), 2 < i < k. I3 T'ucunosor =uza (1.6) nmamo na je kerp* = imwy,
na crmenujanso wy; € kerp* m wy(Ynx) = p*(wy) = 0. OBo ympaBo 3HAUM na Ce CIUKA
xoMmomop¢pusMa ¢ mokaama ca CIMKOM XOMOMOp(@U3Ma p*, ma mMamo

imp* =im® = Zslw,, ..., wg]/ ker . (1.8)
Ila bucmo ompenuau im p* ocraJso je jom ma omxpenumo ker P.
Heka je g, € Zslws, ..., wi], v = 0, peayknuja moauHOMa W, MOLYJIO wi. Pemykiumjom

jemnaroctu (1.4) Momyno w; mobujamo

Gr = WaGr_2+ -+ WGr_k, T =Kk, (1.9)
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mok u3 (1.5) mobujamo

as+ -+ ay Qp—1+ap\ 4 a

Qf—
2a0+--+kag=r k=1

YKOIUKO mepUHUMEMO ¢ 1 = g o = -+ = g_j4+1 := 0, oHga ce mako nposepu na (1.9)
Basku 3a cse r > 1. Wuanykmujom mo ¢ jemuakoct (1.9) MOkeMO remepasu3oBaTu 10
caenehe jemnaxkocTu

k
Gr =02 g gt W G = Y WP gy, =14k (2-1),i20.  (1.11)
j=2

Saucra, 6a3za uaaykuuje caemu u3 (1.9) 3a r > 1. Ako je i > 1 1 ak0 IpeTHIOCTaABUMO
na je (1.11) tauno 3a i — 1, onma 3a r > 1+ k- (2 — 1) umamo

k k k k

o 21'71 ) o 27L71 27L71 ) ) o 21 )
gr = Wy Gr—j.2i-1 = w;  Wp Grjgi-l_p.2i-1 = Wy Gr—j.2is

j=2 j=2 1=2 =
jep ce cabupnu Ko KOjux je | # j ckpare.

IIpono3umuja 1.1.1. Hexa je p : émk — G 080aucro namxpusamwe. Tada nocmoju uso-
mopuzam anzebpu

. . Z2[w27”'7wk]
im p* = ,
(gn—k+17 .. 7gn)
npu Kome Kocem 00 w; odeosapa Llmudes—Bummnujeso) kaacu w; = w;(Yn i), 2 < i < k.
Jloxas. Ha ocuoBy (1.8) moBosuO je morazaru na je ker ® = (g,_gs1,---,9,). I3 (1.2) m
Kako je ker p* = w1 H* (G, x; Zs), mmamo na je ker(p*oq) = (Wy—g1s - - - , Wy, wy ). IIpumernmo
na je
ker(p* © Q) N ZQ[U}?? s 7wk] = (gn—k+17 cee 7gn)

3aucra, ako je r € ker(p* o q) N Zslws, ..., wy], oHAA T MOKEMO 3amuCcaATU Y OOIUKY

r = Z piw; + pwi, (112)

i=n—k+1

THE CY Pnkils---sDPny P € Lowy, wo, ... wg]. CBAKM MOIUHOM MOKEMO HA jeUHCTBEH Ha-

UMH 3alliCaTr KaoO 36I/Ip IIOJIMHOMa Yy KOM HEMa Wj; WM HEKOI' YMHOIIKa OO Wi (HpBI/I IIO-
JMHOM Y OBOM 3allCy je 3alpaBO PeAYKIUja MOLYJO w; MOJA3HOT MOJIMHOMA). 3allu-
MUMO IIOJUHOME W; U P; ¥ TOM OOJUKY, Tj. W; = ¢; + wif; u p; = P; + w1q;, 3a HEKe

9
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fi, q; € Zz[wl,wg, R ,U}k] u Fz S Zg[wg, ce ,wk], IIa (112) HOCTaje
r= Z (p; + wi1q:)(gi + w1 fi) + pws.
i=n—k-+1
Kanma pazmgBojumo cabupke KOju camp:ke YMHUJAI Wi OI OHUX KOjU T'a HE caap:ke, HO-
oujamo

r= Z Pigi + w1gq,
i=n—k+1

rae je q € Zolwy, wy, ..., wg|. Kako je r € Zs[ws, ..., wg], To je wiq = 0, na 3axmydyjemo
7 € (Gnkily---rqn)-

O6puyTO, g;i = W; + W1 fi € (Wp—p41,- .., Wn,w1), Ta g; € ker(p* o q) N Zplws, ..., wil, 32
ceeie{n—k+1,...,n}.

Konauno,

ker @ = ker(p* © q) N Z2[w27 s 7wk] = (gnfk+17 ce 7gn)
]

Wnean y nperxonuoj nponosuiju hemo o3avaBaTl ca Jy ;= (Gn_k+1s-- - n)-

Ilakme, koxoMoJIOmKa ajaredpa H*(émk; Zs) ce cacToju ol CIMKEe XOMOMOpQu3Ma p*,
Tj. eseMeHaTa Koju ce Mory m3pasutu nomohy Hltuden-BurHujeBux kmnaca, aau 1 on
TAKO3BaHUX anoMmasuunur kiaaca. Pehu hemo ma je kimaca aHoMaJUYHA YKOJIMKO CE HE
MoOske npenctaBuTu kao noaunoM Han [lltuden-BurnujeBum rnacama. Kopuctuhemo u
mojaM Hepacmasnuse Kiace. KOXOMOJIONMIKA KIaca je HepaCcTaB/hUBA YKOJIUKO CEe HE MO-
’Ke MPEeICTAaBUTU KAaO MOJUHOM HAJ KJacaMa CTPOro Mamhe KOXOMOJIOIIKE AUMEeH3uje. Y
ckaany ca oBoMm mepuuunujom, cse lltupen—Buraujese knace ws,...,w, Cy HEepacTa-
BJbUBE Yy H*(émk;Zg) jep Ha ocHOBY mnpono3unuje 1.1.1 npBa penamuja je y AUMEH3UjU
n—k+1, an—k+1 >k jep monpazymeBamo na je n > 2k. Tarkobe, y omemky 2.1
hemo BumeTu ma cy aHOMaJUdvHE Kjaace y AuMeH3ujaMa BehuMm on k, ma cUrypHO HeMa
penanuja Mebhy ltuden-BruTHUjeBuM 1 aHOMAIWMYHUM KjIacaMa IO IuMeH3uje k.

OnpebuBame KOXOMOJIOTHjE H*(émk;ZQ) ce coau Ha nBa mpobiaema. IIpBo je mo-
TpeOHO ONpeNTU CBE aHOMAJUYHE KJIace, & 3aTUM U MYJITUIIMKATUBHY CTPYKTYDY

anrebpe H*(G x; Zs).
1.2 KoxomoJonike omepamnuje

Koxomonomke omeparuje cy KOpUCTaH aJiaT 3a pal ca KoxomoJjorujom. Teopuja
KOXOMOJIOIIKUX Ollepaluja je mocta obpabuBana y nmreparypu, ma ce AETaAbU MOTY
Hahwu permmo y [12].

10
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Axko cy m,n € N u G, H AGenose rpymue, xoromosowry onepayujy tuna (G,n; H,m)
neprHUIIEMO Kao IPUPOAHY TPaHchopManujy GyHKTOPa

©:H"(,-;G) = H™(-,-; H),
npu vemy H"(-,-;G), omaocao H™(-,-; H) BuamMo ka0 (yHKTOPE U3 KATErOPHUje TOIO-

JIOIIKAX TapoBa y KaTeropujy ckymosa (Tj. 3abopaBibaMo cTpykTypy AbGesnose rpyme).
OBo 3Haum na 3a cBaku TomoJomky nap (X, A) UMaMoO HpecInKaBame

Ox,a)  H"(X, A;G) — H"(X, A H),
a yCJIOB NpUpOAHOCTH 3Hauu na ykoauko je f : (X, A) — (Y, B) HenperumHo, oHIa
KOMYTHpPa HapEeIHU IUjarpaM.

©
H"(Y,B;G) —=2 H™(Y,B: H)

f*l lf*

H™(X, A: G) 59 pm(X, A: H)

[Ipumernmo na mepuHMIUja HE 3aXTeBa Jda je IpeciukaBame O(x 4) XOMOMOpdU3aM.
Yromuko mak O(x 4) jecte xomoMmoppusam 3a cBaku map (X, A), KaxeMo na je KOXOMO-
Jomka omneparuja O adumuseha.

Ca mpyre crtpame, ako je k € N, cmabusna KOXOMOJIOIIKA Ollepalja cremeHa k je
HU3 KOXOMOJIOMEKUX omnepanuja {0, },en, TakBux na je ©, tuna (G,n; H,n+ k) u na 3a
cBaku Tonosomkn nap (X, A) u cBako n € N koMmyTupa HapegHu qujarpam

H™(A;G) —2— H"" (X, A: Q)

enl l®n+1

H™ (A H) —2— HH (X, A H)

rae je 0 mosesyjyhu xomoMopduszam u3 myror rauynor Husa mapa (X, A).

N3 [11, cTp. 4] mmaMo ma cy KOMIIOHEHTe CTabuJIHe KOXOMOJIOIIKE olepaluje obase-
3HO U aIUTUBHE.

Haname hemo ycmepuTu naskmy HaA jeIHY KOHKPETHY BPCTY CTAOMIIHUX KOXOMOJIOII-
KUX omepamnuja, Tako3zpanux Cmunpodosur xeadpama. Hapenny Teopemy maBomumo Ge3
IoKa3a, a mokas ce Moxke Hahwm y [25].

Teopema 1.2.1. ITocmoje cmabuare xozomonowxe onepavuje Sq*, k € Ny,
Sq* H'(-, - Zy) — H" (-, -1 Zy),

Koje 3a0o8o.masajy caedehe ycaose:

11
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~

.S =1;
2. axo je k > |z|, onda Sq*(z) = 0;
3. axo je k = |z|, onda Sq*(z) = 2%;
k k . k .
4. 5q"(wy) = 3 Sq'(x)Sq" " (y);
i=0
5. Sq¢* je Boxwmajnos xomomopduszam npudpyxcen xpammom maurom nuzy 0 — Zo —
Z4 — ZQ — 0,’

6. axo cy a,b € Ny maxeu da je a < 2b, onda

5] . o
Sq*Sq® = ]Z::o (b;_IQ_j?)Sq‘z*b_Jqu.

[N]1S)

Hanomena 1.2.1. Onepauuje Sq¥ uz npemzoone meopeme nasusamo Cmunpodosum xea-
opamuma. Popmyna 4. ce 30ee Kapmanoaa gopmyaa, dox cy peaayuje onucare y 6. nosname
xao Ademose peaauuje. Hepemxo ce Cmunpodosu xkeadpamu 3a0ajy aKCUOMAMCKY NOMO Y
yeaosa 1. — 6., na ce naxnadHo nokaszyje da maxse onepavuje 3aucma nocmoje. 3602 moza
hemo ycaose uz npemroone meopeme NoHexad Ha3UBAMU U AKCUOMAMA.

Yxonuko je M moBe3aHa 3aTBOpEHA MHOIOCTPYKOCT muMensuje n, u3 lloerrapeo-
Be nyaJsiHOCTH ciemu ma 3a cBako k € {0,1,...,n} mocroju jemmHcTBeHa Kiaca vy €
H*(M;Zy) taxsa na je xomomopduzam Sq* : H" *(M;Zy) — H"(M;Zy) MuEOEEmE Cca vy,
Tj. 3a cBako x € H" " *(M;Z,) je Sq"(z) = vpxr (Bumeru [24]). Knaca v, ce maszusa k-Tom
Byosom xaacom muOrOCTPYROCTU M.

Yronuko cy wy = w(7y) Hltuden—Buranujese kaace TaHreHTHOTD paciiojema Ty MHO-
rocrpykoctu M, onna Baxku Byosa gopmyaa

Wi = Z Sq'(v;) (1.13)

unju ce noka3 rakobe mo:ke mpouahu y [24, Treopema 11.14].
Hexra cy cana wj;, j € N, IllTuden—Burrujese knace npousBobHOT paciojema. Tana
Baskmu u ciaeneha Byosa ¢opmyia

- L fj+t—i—1
Sq'(w;) = Z (‘7 )wi_twﬁt. (1.14)

t=0 t

12
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Hoxkaz popmyie (1.14) moske ce Hahwm y [30] mnm [13]. Y [24] ce y 06nury 3anarka
IojaBJbyje joml jemHa (GopMyJsa ION HA3UBOM excnauyumma Byosa gopmyaa

Seftuy) = Y ( o )wi_twﬁt. (1.15)

t=0

Moskemo npumerutu na cy ¢popmydie (1.14) u (1.15) y crBapu jemna ucra popmyiia
jep Huje Temko mokal3aTtu ma 3a cBako 0 <t < ¢ Baku

(7)=00)

1.3 I'pebmepoBe Gaze

Y oBoM omesbKy hemo matum kpaTtak nperJsen teopuje ['pebrepoBux 6a3a HaI MOJHEM.
3a Bume gerasba morienartu [3].

['naBuu pesynarar koju hemo xopuctuTu je nmponosunuja 1.3.1. Haume, kana ce ko-
xomounomka anredpa H*(Gy, x; Zy) MOske IPEACTABATY KAO KOJIUYHUK IOJTMHOMUjAIHE AJl-
rebpe u umeasa y moj, Mo:keMo oapenutu ['pebuepoBy 0a3y tor mumeasa. Hakon tora,
exkBruBaJieHnnja (a)<=-(B) u3 nponosumuje 1.3.1 he mam naru agurTusay 6a3y KOXOMO-
JommKe ajarebpe H*(én,k;ZQ) [ITO YMHOIOME OJIAKIIABA PAUYH Yy 0)j.

Heka je K nome (rox mac hie ysex 6utu K = Zy) u K[X] nomunomujanna anreGpa
man K ca KoHaYHO MHOrO mpoOMeH/bUBUX o3HadeHux ca X. Osmaummo ca M CKyn CBUX
monoma y K[X].

Hedbuaunuja 1.3.1. Mornomujaarnu nopedax cxkyna M je auneapno ypehewe < xoje 3a0do-
80ma8a

(1) 1 X m, 3a ceaxu monwom m € M;
(2) axo je my < mo, onda je mmy < mmy, 3a cee m,my, mo € M.

Huje Temro mokazaru na je CBakM MOHOMUjaJIHUM TOPENaK jemHO TOOpo ypebeme
ckyna M. Heka je cama < ¢urcupano ypebeme nHa M. Buhe HaMm morpeOHO HEKOIMKO
HOBUX IIOjMOBA.

Hedounnmuja 1.3.2. Heka je p = > aym; € K[X], 2de je a; € K\ {0}, cou monomu

=1
my,...,m, cy mehycobro pazsuvumu u p 7 0.

T

(1) Cryn mornoma noauroma p dedunuwemo xao M(p) ={m; |1 <i<r}.

13
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(2) Bodehu monom noaurnoma p je LM(p) = max M(p) 2de je maxcumym yzem y oonocy
HA PEAUUTY <.

(3) Booehu xoeduyujenm nosuroma p, y osnwayu LC(p), je woeduyujernm y p yz LM(p).
(4) Boodehu waan noaurnoma p je LT(p) = LC(p) - LM(p).

[TocToju HekoNMMKO HauMHA na ce nedunuite [ pebuepoBa 6a3a (BUAETH TPOIO3ULL]Y
1.3.1), a OBIe HABOAWMO jelaH Ol HUX.

Hedbuaunuja 1.3.3. Heka je F' C K[X]| xonauan ckyn nenyaa noauroma u I uwoean y K[X]
eenepucar ca F. Kancemo da je F' I'pebneposa baza udeana I (y oonocy na peaayujy <)
ykoauro 3a ceaxy noaurom p € I\ {0} nocmoju f € F maxase da LM(f) deau LM(p).

Hedbunaunuja 1.3.4. I'pebreposa baza F udeana I je pedykosana ykoAuKo Yy c8U NOAUHOMY
y F monuunu, mj. LC(f) =1 3a cee f € F, u axo ne nocmoje pazauiumu nosukomu g, h € F
maxeu da LM(g) deau wexu monom y h.

3a f,g € K[X]\ {0}, nedpmunmenmo S-nmonuHoM Kao

~lem (LM(f), LM(g)) lem (LM(f), LM(g))
S(f,9) = LM(f) . LM(g)

9,

rae je lem (LM(f),LM(g)) najmamu 3ajenanurmu canpskanan Bogehux monoma oxn f u g.

IIpuvernvo na je S(f, f) =0mn S(g, f) = =S(f. 9)-
Heka je F' C K[X] konauan ckyn HeHysa mojguHOMa 1 Heka cy p,q € K[X]. Kaxemo

Ia ce TOJUHOM p Penykyje no ¢ Moayiao F' ako moctoju n > 1 ¥ MOTUHOMU Pi, Pa, ..., Pp €
K[X] rakBu na je py =p, p, =q u 3a cBe i € {1,2,...,n— 1} Bakn
LC(p:)

Pi+1 = Pi — LC(fi) -m; - fi,

3a Heke f; € F'um; € M rakse na je LM(p;) = m; - LM(f;). Hoka3 caenehe nponosuruje
ce moxke Hahu y [3, mponosunuja 5.38].

IIpono3sunumja 1.3.1. Hexa je F C K[X] xonauan ckyn wempusujasnuxr nosuroma u I
udean y K[X]| zenepucan ca F. Caedehu uckasu cy exeusaneHmmu.

(a) F je I'pebreposa b6aza udeanra I;

(6) ceaxu noaurnom p € I ce momce pedyxosamu 00 wyae mooyao F;
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(8) ckyn Kaaca c6UT MOHOMA KOJU HUCY OepUBY WU Ca JeOHuM 00 800ehuxr moroma LM(f),
3a [ € F, wunu 6a3y koauunuukoz eexmopckoz npocmopa K[ X] /1.

Cnenmeha Teopema HaM maje jomn jemaH €KBUBAJIEHTAH yCJIOB Ha j€ HEKU CKYI MOJIM-
HoMma ['pebuepoBa 6a3a, 3a meH HOKa3 Bumetu [3, Teopema 5.48].

Teopema 1.3.1. Heka je F' C K[X]| xonauwan cxyn wenyasa nosunoma u nexa je I udean
eenepucar ca F. Tada je F' I'pebneposa basa sa I axo u camo axo ce S(f,g) pedykyje do
Hyae modyaro F 3a cee f,g € F.

1.4 CuoekTpaJiHU HU30BU

Jemam on rumaBHUX ajara npu onpebumBamy KOXoMoOJOIIKe aJaredbpe OpUjeHTUCAHUX
I'pacmanoBux MHOTOCTPpYKOCTU Ouhe CepoB CIeKTpaJHU HU3 KOJU NeMO Y OBOM OZEJbKY
omycaTy Ha HUBOY Ha KOME je HaMa HOTPeOHO, a 3a Bulle nHpopManuja moraexatu [23].

Heka je R romyraruBan upcred (Z wmu Zy) u ' — E — B ¢ubpanuja Kox Koje
je 6a3um mpoctop B mpocto moBesan. Tana oBoj ¢ubpamnumju npuapyxyjemo Cepos
cuexkrpasau Hu3 {FP9 d,} KOju KOHBeprupa Ka KOXOMOJIOTHJU TOTAJHOr mpoctopa F.
[Ipenmsnuje, npyra crpaHa CIEKTPAJHOT HU3a je AaTa ca

Ey?= HP(B;HY(F;R)), p,q€ L.

YKOJIMKO je KoXxoMoJoruja cioja cirobomua (ay cayuajy R = Zs 6uhie jep je Z, nome),
OHZIa, UMAMO
Ey" = HP(B;R) @ H'(F;R), p.q€L,

a MMaMO 3alpaBo U M30MOpP(U3aM OUCTENEHOBAHUX aJaredopu
Ey* =~ H*(B;R)® H*(F; R).
Csara Hapenna crpana je onpebena nmomohy mudepennujana d, Ha cienehu HAYUH
P - Fpa p+r,q—r+l .
ERY, = ker (dr: EP? — Ef ) /Hn (d, : Ep—rmatr=l — Epay,

IOK je MHOMKeHhe y OuCTeneHOBaHO] ajredpu F,,, MHAYKOBAHO MHOKEHmEeM u3 .
To ma oBaj cnmekTpaJHU HU3 KOHBEPrUpa K& KOXOMOJIOTUjU TOTAJIHOT IPOCTOPA 3HAYN
Ia IOCTOjU cTabmiIHA (UiITpanuja

0= =Fy=FY CF'CF', C---CF' CF} = H'(E; R),
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TakBa Ja MMaMO M30MOp(dr3aM OUCTENEHOBAHUX aJaredpu

D mre = @ FroE.

D,qEZL p,qEL

Yrommko paszmMarpamMo R-opujeHTabuino chepro paciojeme S¥ — E — B, 3mamo u 1a
. . . 3 . Jvk ]+k+170
ce jeMHU TOTEHIMja HO HeTPUBUjaJHu Audepentmjant dyy @ Ey, — Ej ] CBOIW HA

vuOxeme Ojmeposom kmacom e € HH(B; R) oor pacmojema.
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I'imaBa 2

KoxomMmoisioruja opmujeHTHCAaHUX
I'pacmanujana ca Z9 KoeduimjeHTIMA

IIpu ompebuBamy roxoMoiormje opujeHTrcaHux ['pacmanujanmMa ca Zs Koeduiu-
jeHTMMa, Ouhe KOpUCHO na mocMaTpaMoO TOMONHU TPOCTOP

Wiy = {(P,v) € Gpp x S| P L v} (2.1)
Kao0 U OBa paciojema U3 HApPEIHOT Amjarpama.

Sk:

~

Sn—k’—l SN Wkn,l L} én,k (22)

sp

~

Gn,k+1

[pecnurasame p; : Wi — Gnk je mpojernuja Ha NPBY KOOPAMHATY IOK IPECIUKABAHE
sp: Wity — G, k+1 CIIMKA Iap (P v) € Wi, y opujentucanu (k + 1)-auMeH3MOHATHA TPO-
CTODP KOju Puv onpebyjy. llpenusuuje, sp(P v) = PEBE( ), IPU YeMy je OpUjeHTaluja
TakBa ma ce Ha 6a3y Koja 3amaje opujeHTAImy ox P moma BEKTOD v (L(v) je jemunomu-
MEH3MOHAJHN MOTIPOCTOP onx R™ renepucan BekropoMm v). Vaeja je ma yKOJIMKO 3HAMO
H*(émk; Z3), XOPU30HTAITHO PACIOjeHe MOKEMO KOpucTuTu Aa oxpemamo H* (W) ;7Zsy), a

oHJa IOMONY BepTUKAIHOT paciojema MoxkeMo oxpennt U H* (G, 413 Zo). I'enepaiso,
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I'nmaa 2. Koxomonoruja opujentucannx ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

OBa TEXHMKa HaM Jlaje CaMo TaplujaJiHe Pe3yJiTaTe, ajlu 3a HeKe Mame MuMeHsuje ouhe
OBOJbHA 3a HOTIYHO onpeDhuBame KOXOMOJIOIKe aaredope mpoctopa Gy, jiq.

Huje Temko mpuMeTuTH na je XOPU30HTAJIHO Pacilojeme YIpaBO CPepHO paciojeme
OPUAPY’KEHO OPTOTOHAJIHOM KOMILIEMEHTY OPUJjEHTHUCAHOT KAHOHCKOT BEKTOPCKOT pa-
cnojema HaL G, Tj. ?ﬁk Ca mpyre crpaHe, BEPTUKAJHO DPACIOjerme je M30MOP(PHO
cepHOM paciojernhy NPUAPYKEHOM KAHOHCKOM BEKTOPCKOM PACIIOjelmY Yy k41 HA émkﬂ.
Hawnme, Hera je n1eBa BepTUKajla y HApPEZHOM AujarpaMy CcepHO paciojeme IPUAPY-
FKEHO Yy k1

Sk Sk
E'(Ynk+1) — Wi (2.3)
r. -
pll \‘—w—"’ lsp
én,k—l—l _ én,k—l—l

[IpecukasBame ¢ nepuruniemo Ha caenehwn mauun. Heka je (ﬁ, v) € E'(Ynpt1) C émk“ X
Sl u meka je @ OPTOKOMILJIEMEHT BEKTOPa ¥ yHyTap P OpUjeHTUCAH TAaKO Ha KaJl Ha
Ga3y koja 3amaje opujeHTanujy on () momamo BEKTOp v, nobujamo Oasy kKoja 3amaje
opujentammjy on P. Cana je ) jenan opujentucanu nornpoctop ox R" mumensuje k,
Tj. Q € G, 1, Ia MOKEMO Ne(PUHUCATH

p(P,v) = (Q,v).
Ca mpyre crpase, ako je (@,v) e Wiy C énjk x S"1 nedumEmEMO
0(@0) = (sp(@.0).v).
Huje Temko yBeputu ce na mujarpam (2.3) KOMyTupa U Aa Cy NPECIUKABAHA @ U 1)

jemHoO ApyroM WHBEP3HA.

2.1 KapakrepucTuuHM pPaHT

Mogyno 2 koxomousoruja I'pacmanmjana remepucana je llltuden—ButHujeBuMm kia-
caMa KAHOHCKOT BEKTOPCKOI paciojema Yk, kao mrTo cMmo Bumean y (1.2). Oso mehe
OuTu ciaydaj ca OpUjeHTHUCAHUM | pacMaHOBUM MHOTOCTPYKOCTHMA, Ma j€ 3aHUMJLUBO
JaTy OArOBOP Ha MUTAHE KOja je IPBa KOXOMOJIOIIKA AWMEH31ja Y KOjOj TOCTOjU KJIaca
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I'nmaa 2. Koxomonoruja opujentucannx ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

KOja ce He MOKe npencTtaBuTu kao nmosmHoMm Han [lltuden—BuramjeBum knacama opu-
jEeHTHCaHOI KAHOHCKOI BEKTOPCKOI PACJIOjeHma Y, k-

Hedmuunmja 2.1.1. Hexka je £ peaano sexmopcro pacaojewe nad CW -xomnaexcom X Ou-
menzuje d. Kapaxmepucmuyunu pane pacaojema € je najeehu yeo 6pojm € {0,1,. .., d} makae
da ce ceaka Koromonowra xaaca uz H'(X;Zs), 1 < i < m, moxce npedcmasumu Kao nosu-
Hom Had HImudea—Bumnujesum xaacama pacaojena §. Kapaxmepucmuvwnu pane pacaojena
€ os3navasamo ca charrank(§).

Y omemky 1.1.3 nepurmcanmu cMo nojaM aHoMaJauyHe kjaace. [IpBa aHomanmnyHa Kia-

ca y KOXOMOJOTHWjU OpMjeHTHUCaHOT | pacMmanujaHa énk (Tj. mpBa HepacTaB/HUBA KIACA
koja Huje IlItudes—BurHujeBa kiaca paciojema 7, ) HAJIA3U CE yIPABO Yy AUMEH3UjU
charrank (%, x) + 1.

Kop6amr je y [17, reopema 2.1] onpenno nomy rpaxuny 3a charrank(7, k).

Teopema 2.1.1. Hexa je k >3 ut > 3 jeOuncmeen ueo 6poj makae da 27 < n < 28
(1) Axo je k =3, onda

charrank(Jye 3) = 2" — 2,
charrank(y,3) =n—5+14, san=2"—4i,i=1,23,

charrank(7y,3) > n — 2, unave.

(2) Axo je k =4, onoa

charrank(3,4) =n —5+14, san=2"—1i,i=0,1,2,3,

charrank(7, 4) > n — 3, unaue.

(3) Axo je k > 5, onda charrank(y,x) > n —k + 1.

Haxon Tora, Kop6am u Pycun cy onpennmnn charrank(7,2) y [19].

Teopema 2.1.2. Hexa je n > 4. Tada

n—2, n Henapo,

charrank (7, 2) = {
n—3, n napro.

Pesyarar u3z teopeme 2.1.1 y cayuajy k = 3 cy Ilerposuh, IIpsynosuh u Panosa-
HoBuh mompaBuiu nokaszasmu y [26] HapenHy Teopemy.
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I'nmaa 2. Koxomonoruja opujentucannx ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

Teopema 2.1.3. Heka je t > 3 jeduncmaen yeo b6poj maxae da 2871 < n < 2t Tada je
charrank(7,, 3) = min{3n — 2" — 2,2" — 5}.
[Ipeynosuh u Panosanosuh cy y [27] y nornyroctu onpenunu u charrank(7,.4).

Teopema 2.1.4. Hexa jet > 3 jeOuncmeen ueo 6poj maxas da 201 < n < 2t. Taoda je
charrank (%, 4) = min{4n — 3 - 27! — 52" — 5}.

Y [27] cy mokaszane u HapegHe ABE TeOpeMe Koje mobosbliaBajy rpasuiy n3 meua (3)
Teopeme 2.1.1.

Teopema 2.1.5. Hexa je k > 2. Tada
charrank (7, x—1) < charrank(7,,x).

Teopema 2.1.6. Hexa je k > 1.
(1) Axo jen —k >k > 6, onda

- k
charrank(y,x) > n —k + {gJ -1

(2) Axo jen—k>6-|%], onda

k
charrank(Y,x) =2 n—k+2- {EJ —1.

Hanmomena 2.1.1. Ilpumemumo da meopeme 2.1.4 u 2.1.5 dajy jow jedno 0ome 02paruvemne
3a k=5
charrank (%, ;) > charrank(¥, 4) = min{4n — 3. 2" — 5 2" — 5}

Koje Y HEKUM CAYHAJe8UMa MOxuce bumu boma oyena 00 onux y meopemu 2.1.6.

Y aurepaTypu ce HamJIa3W U HA HEKOJIWKO TOPHUX orpanunvema. Haumme, y [19] je
narTo caemehe orpaHuyeme.
Teopema 2.1.7. Hexka je i < @ maxso da je Hi(én,k;ZQ) #0, onda je

charrank (Y, ) < k(n — k) —i — 1.
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I'nmaa 2. Koxomonoruja opujentucannx ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

Hamomena 2.1.2. U3z nponoszuuyuje 1.1.1 moxmcemo saxpyvumu 0a je H"‘k(én,k;Zg) # 0,
na u3 meopeme 2.1.7 dobujamo

charrank (Y, 1) < k(n—k)—(n—k)—1=(k—1)(n—k) — L.
Mananroc u Benr cy y [22] manu mapenHo ropme OrpaHudemne.

Teopema 2.1.8. Heka je 5 < k <2t — 5. Tada je
charrank(Fa ) < 2" — 2.

Y umcTom pamy Cy ayTOpW HaBeJU U MPETIOCTABKY O BPEIHOCTU KapaKTePUCTUUHOT
paHra y ommTeM ciydajy. Haume, oHM oueryjy ma ykommko je 5 < k<2l <n <2 n
t > 5, oHIma

charrank(¥,, ;) = min{2" — 2, k(n — 2'71) + 271 — 2}. (2.4)

Y cBom caenehem pany [21] cy mokazanu na m3pas y (2.4) jecre ropme OrpaHUYeHe
YyuMe Cy MONPAaBUIU CBOj MPeTX0oaHU pe3yaTtaT u3 treopeme 2.1.8. [Ipenusnuje, nokazaiu
cy caenehy Teopemy.

Teopema 2.1.9. Hexa je 5 < k <20t <n <2 wt > 5. Tada je

charrank(9,, ;) < min{2" — 2, k(n — 271) 4 2171 — 2},

2.2 Ciayuaj k=2

Monymno mnBa KOXOMOJOMIIKY ajaredpy opujerntucanor ['pacmanujana én,g openuin
cy Kop6am u Pycun y [18]. ¥ oBoM onemky fiemo npruka3aTu HEMTO APYTavnju IOKa3 O
opurunaJsHor. IIpe cBera, HaBomuMmo sneMmy nokasany y [18] koja hie mam Gutu kKopucuHa
y IOKa3y IJIaBHE TeOpEME.

Jlema 2.2.1. Hexa je v =1+ v; + vy + -+ - momaana Byosa xaaca mrozocmpyxocmu Gy, o
u neka je Wy Imugpes—Bumnujesa xaaca KaHOHCKOZ 0PUJEHMUCANO2Z PACA0TERE V2. TaOA

n—l—j)Nj
v = E . ws.
-nl( ‘7 ?
0<y< 5=

OnpenuMo Hajupe KOXOMOJIOTHjY TOMONHOT mMpocTopa
Wiy = {(P,v) € Gpy x S" ' | P Lo}
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I'nmaa 2. Koxomonoruja opujentucannx ['pacmanujana ca Zs KoepUIUjeHTIMA

ropucrehnu pacnojeme S"2 — Wi LaN én,l. Rako je ém ~ S"" !, HWje TemKO TPUMETUTH
1a je OBO paciiojeme yIpaBo C(hepHO paciaojeme NPUAPYKEHO TAHIE€HTHOM BEKTOPCKOM
paciaojemy Han chepom S"L. Takobe, MOKeMO IPUMETUTU 14 je IPOCTOP W1, 3ampaso
IIITudenoBa MHOrOCTPYKOCT V;, 9.

Teopema 2.2.1. Hexa je n > 2. Tada umamo uzomoppuzam anzebpu

H* (W{fﬁ L) = /\22(071—2) Xz, /\ZQ(Cn—l)a
2de je c; € H' (W3 Zy).

. . _ p1
Jloxas. Tlocmarpajmo CepoB CHEKTpaJHU HU3 TAHTEHTHOT paciojema S" 2 — WP, —

S™=1. Ileo cnekTpaJsHU HUA3 Cap:KaH je y ABe BPCTE, a jeUHU AUPEPEHI)as KOjU MOKe

. . -2 -1 . . .
6uTy HerpuBHjanan jecre d,_o : Eo"yt — E',Y. Mupepennujan d,_y je Maoxeme Ojire-

POBOM KJIACOM KOja je Ha oCHOBY [24, ocobuna 9.5] jennaka llltuden—Buraujesoj knacu
wy,_1(S™"!) TarrenTHOT pacaojema wam S"!, anu oBa Kaaca je Tpusujasnna (Bumetu [24,
crp. 41]), na je d,,_» = 0. Konauno,

By = Ey* = HY(S" Zy) @ H(S" % ),
OonakKje clequ Oa KOXOMOJIOTHja TOTAJJHOT IPOCTOPa MMa HaBeOeHY CTPYKTYDPY. [l
Teopema 2.2.2. Hexa jen > 2.
(1) Axo je n menapro, mada uMamo uzomopPuszam anzebpu
=~ Ln|wa, a1

H*<Gn,2;Z2) el = a1
<w22 7a%—1> <w22 )

npu wemy xocem 00 wy odezoeapa IImudea—Bumnujesoj kaacu Wy € H2(6n72;22), a

I

Kocem 00 a,_1 00208aPG HEPACMABAHUBO] KAACU Up_1 € H”_l(Gn,Z; Zs).
(2) Axo je n =42, mada umamo uzoMopPusam aseedbpu

Ly [w2, an—z]

n 9 n—2 )
2 2
<w2 5 an_2 w2 CLn_2>

H*<én,2;z2) =

npu wemy xocem 00 wy odzoeapa ILImudenr—Bumnujesoj kaacu Wy € H2(6n72;Z2), a

Kocem 00 a,_s 00208aPA HEPACTNABHUBO] KAACY (y_o € H”_Q(GmQ; Zs).
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(3) Axo je n =40, mada umamo uzomopPusam aseedbpu

iy | w1, Gy, — 7z
(Gn 9; L) = [152 an—) = o[ X7, /\Zz(an 2),

(i) (o)

npu wemy xocem 00 wy odzoeapa IImugden—Bumnujesoj kaacu Wy € HQ(émz;ZQ), a

Kocem 00 Q,_s 00208aPA HEPACTNABHUBO] KAACY (y_g € H”*2(Gn,2; Zs).

Jloxas. Tlocmarpajmo CepoB CHeKTpajHU HU3 IPUIAPY:KEH chepHOM paciojemy S' —
11 2, ém E5 cTpana 0OBOr CIEKTpaJIHOT HM3a CaAp:KaHa je y HYJTOj W IPBOj BPCTH,
na je dy jenuHM ﬂM(bepeHuMJ aJl KOju MOKe OuTu! HeTpI/IBI/IJ anan. Ha ocroBy mponozunuje
1.1.1 3mamo ga je imp* = % canpskana y H* (Gn’g,Zg). IToka3 hemo momenutu HA
OBa neJa, y 3aBUCHOCTU OJ IMAapPHOCTH M.
Hexka je n menapno. Tanga Ha ocHOBY Teopeme 2.1.2 mmamo na je charrank(y, ) = n—2,

a MOCTOjU HepacTaBJ/bMBa Kilaca Koja HUje y imp* y JII/IMGHSI/IJI/I n — 1. O3maunmo je

ca a,.1 € H" I(GnQ,ZQ) Hame, u3 (1.10) mmamo g, 1 = wy? wu g, = 0. 3namo nma
je dy muoweme IlTuden—BurnujeBom kaacoMm Wy, ma kako cy cse rpyme HY(Wi;Zs,)
rpuBnjague 3a 1 < J < n — 3, 3arpyuyjeMo na je ds : Eg_Q’l — Eg’o usoMopousaM 3a
1 <j < n-—3. Takobe, EP? = 0 3a p < n — 2 wenapuo, na je u dy : By %' — EF2°
usomoppusam. Tarxobe, u3 reopeme 2.2.1 je H/(W';Zy) = 0w 3a n < j < 2n — 4, na
he dy : B} — FEJ° 6uru msomopgusam u 3a n + 1 < j < 2n — 4. Temeparope Ha
Es crpanu Mmoxkemo Bumetu y tabenu 2.1, a cmenujasao u3 tabesie BUAUMO 14 j€ Gy 1
jenmHa aHOMAJUYHA KJIACA.

n—3 n—3
1 110 QTJQ 0 w% tee 1/52 2 0 671,1 0 ﬁgan,l s @2 2 an 1
n=3 n—3
0/11]0 ’&72 0 w% cee @2 2 0 fdnfl 0 @25n,1 s ﬁ)é 2 fdnfl
o(r{2(3,4|---|(n—-3n—2/n—1|n| n+l1 |- 2n —4

. sp =
Tabena 2.1: F, cTpaHa CHeKTpadHOr HM3a 3a paciojeme S' — W, — G,a 3a n

HEMapHO

Ila 6ucMO y MOTIYHOCTH OAPEIVIN MYyJITUIIMKATUBHY CTPYKTYpPY, OCTaje caMo na
npumernmo na je a2_; =0 jep je mumensuja muOrocrpykoctu G, o jemnara 2n — 4.

[IpernocTasumo cana na je n mapro. CIMYHO Ka0O y MPETXOMHOM CIYUajy, MOKEMO
3aKJLYYUTU 12 Cy Wy € H? (GM,ZQ) U a, o€ H" 2(Gng, Zs) jenuHe HePACTABJLUBE Kilace
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a2 n=2

1|10 |wy|0|ws]|--- 0 | wy? , a2 0 Woly—2 0 c [ Wy Apg
= =2

010 |wy|0|wd]--- 0 | wy? , a2 0 Woly—2 0 e [ Wy Apg

o1, 2 (3[4 ] |n-3 n—2 n—1 n n+1|---| 2n—4

. sp N
Tabena 2.2: F, cTpaHa CIEKTPAJIHOr HU3a 3a paciojeme S' — W =5 G, 5 3a n mapHo
1,1 :

Yy KOXOMOJIOTHJU O CNJH,Q (y oBoMm cayuajy je charrank(¥,2) = n — 3). Takobe, Ha ocHOBY

(1.10) je gno1 = 0 u g, = wi. Deneparope Ha Fy cTpanu MokeMo BumeTn y tabemu 2.2.
1 jen 6 j je dy : B)* — EJ°
OHOBO KO M Kala je n Guio HemapHo, sakmbydyjemo na je d : By — EJ° uso-

mopouzam 3a j € Z\{0,n —2,n,2n — 2}, na je Wy? an_2 # 0.
360r MoBe3aHOCTH MHOTOCTPYKOCTU (9, 3HAMO ma je H*"4(G,2;7s) = Zsy, a Kako

n—2 n—2
je Wy? a,_9 # 0, To mmamo mse moryhmoctu. Unu je a2 , = Wy> po # 0 mim je

a2 _, = 0. Ila Gucmo ompemunu a2 _,, youumo Tpeciaukapame Sq¢" 2 @ H" (G0, Z9) —

H*%(G,2;Zy). Ca jemme ctpane, 3aamo na je Sq¢" 2(a,_2) = a’_,. Ca mpyre ctpase,
OBO TIpECIMKaBalm€e je MHOKeme ByoBoM KiacoM v, s, a Ha OCHOBY JjeMme 2.2.1, mmamo

1 _n=2 —2 n —2 -2
_(n—1 2\~ 2 ~ne= N ngE
2

Iakie,
n—2
__n .
w n =4 2
2 9 4
Un—2 =
0, n=40
Konauno,
n=2
— ) wy? ap_2, N =42
ap_o =
0, n=40
yuMe je I0Ka3 3aBPIIeH. [

2.3 Cuayuaj k=3

Bacy u Yakpaboptu cy y [1] mamu CkOpo MOTIYyH OMUC KOXOMOJIOWIKE AJrebpe
H*(Gp3:Zs) rana je n 6n3y cTemeHa NBOjKE KAO U HEKe NeJIMMUYHE De3yJITaTe 3a OCTalle
Bpennoctu n. Hajupe cy onpennnn mepacrasmsuse eneMmernte y H*(G,, 3;Zs), a 3aTUM Cy
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UCTPAKUBAIN MYJITUIIMKATUBHY CTPYKTYpPY OBuX ajarebpu. ['maBHU anat Koju cy Ko-
puctunu jecre CepoB CIEKTPAJIHN HU3 TPUMEHEH HA paciojema (2.2). Y oBOM OIebKy
hemo matu mpersen BHUXOBUX pe3yaTaTa.

Teopema 2.3.1. (a) H*(égtvg;Z2> UMA N0 JEOaH HEPACMABHUE eAeMEHM Y OUMEHIUJAMA
2,3 u 2" — 1 u nujedan y ocmarum OuMeEH3UJaMAQ.

(6) H*<én73;22) 3a n = 28 — 3,28 — 2,28 — 1, uma no jedan mepacmasmus esemenwm Yy
oumenzujama 2,3 u 2" — 4 u nujedan y ocmanrum OUMENIUJAMG.

(e) H*(émg; Zy) 302071 < n < 28—4, uma no jedan nepacmassue esemenm y OUMEHIUIAMA
2,3,3n — 2" — 1 u 2" — 4 u nujedan y ocmasum OumeHIUjaMa.

Teopema 2.3.2. (a) Axo je n =2', onda umamo uzomoppusam aseedbpu

Lo [w2, w3, &2t71]
(g2t—2792t—1a az_; + Pazt—l) 7

H*(ézt,:a;zz) =

npu wemy kocemu 00 wy u ws odeoeapajy Llmupes—Bumnujesum rkaacama KaHoH-
cKO2 pacaojema Yaorz, 00K Kocem 00 Gyi_y 00208apa HEPACMABAHUBO] KAGCU Agt_1 €

Hzt_1<62t’3;22); a P je nexu nosurnom nao wy u ws.
(6) Axo jen =2'—3,2" —2,2" — 1, onda umamo usomopgusam areebpu

Ly [w27 w3, flzt—d

H* én : L) = 7
( ? 2> (gn_Q’ 9n—1,9n, agt_4 + Pa,gt_4 + Q)

npu wemy kocemu 00 wy u ws odeoeapajy Llmupes—Bumnujesum raacama KanoH-
cKO02 pacaojena Yns3, 00K Kocem 00 Got_g 00208GPA HEPACMABHUBO] KAACU Aoty €

H2t_4(Gn73;Z2), a P u Q cy mexu nosunomu nad we u wsz. Ipumom, ykoasuxo je
n=2"-3 urun=2"—2, onda je Q = 0.

Teopema 2.3.3. Hexa je 271 < n < 28 — 4. Osnauumo ca Qsp_ot—1 € H3”‘2t‘1(én73;22) U
Uyr_g € H* 4G, 3;Zs) nepacmasnuse waace. Tada y H* (G, s;Zy) eance caedelie peaanuge.

(1) Axo je3n —2' —1 < 2" — 4, onda
3ot = Ry + Qo4 Ro + 3ot 1 Rs, a5, =0,
a axo je 3n — 28 —1 > 2" — 4, onda
A5y = Q1+ G2r—4Q2 + Azp—21-1Q3, A3_pr_1 =0,

20e cy R, u Q;, i =1,2,3, noaunomu nad llmugpes—Bumnujesum xaacama wy u Ws.
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(2) Hocmoje wnace vy_g € p*(H? "3(Grs;Zs)) U vapoi_s € p*(H™ 2 75(G3; 7)) woje
NOMMHONCENE CA U3p_2t—1 U Azt_4, PEOOM, 0GJY 2EHEPATNOP HAJEUULE KOTOMONOWKE 2PYNe
H3"%(G,, 3, Zs). IImasuwe,

Vgt _ghgt 4 =0, Uzp_ot_ 503, 2t—1 = 0.

2.3.1 Cuayuaj n = 2!

[Tonosuh u Ipeynosuhi cy y [7] morasamu na ce moaumnoMm P u3 Teopeme 2.3.2(a)
MOzKe ofmabpaTu Tako Aa Oyle Hyja TMOJMHOM, YMMe Cy Y MOTIYHOCTU OAPEIUIA KOXO-
MOJIOIIKY aJredpy opujentucasor I'pacmanujana Gyt 3. Y 0OBOM 0Ole/bKy NeMO M3I0KUTA
BUX0B noka3. [Ipenusnuje, npurazahemo npumeny ['pebuepoBux 6a3a npu onpebuBamy
oBe aJjiredpe, MOk heMo mokaze camux TBphema u3 Teopuje ['pebHepoBUx H6a3a MPeCKOIl-
xutu. Jlokasu cBux taksux TBphema ce mory mahwu y [7]. Hamame monpasymesamo na
jet = 3.

Heka je < nercurorpagdcko ypebeme Ha MoHOMUMA y Zo|ws, w3] maTo ca we &= ws, Tj.

wglwgl < wgzw? S b1 < by vV (bl = by VAN c1 < CQ).

Y omemky 1.1.3 mokasaym CMO Ja 3a ABOJMCHO HaTKpuBame p : Got g — (ot 3 BaKU
Ly|wy, ws]

(g2t—27 got—_1, g2t) '

*

imp

N3 (1.9) nmamo
g2t = Wagat_g + W3Got—3 = Wag2t—2
jep je got—3 = 0 ma ocuoBy [17, nema 2.3], na je
Jot 3 = (Gat—2, Gar—1, g2t ) = (ot —2, gar—1). (2.5)
IeduraMmmnmo
fi = (Jot_3.9i, 0 < 1 < t—1. (26)
Teopema 2.3.4. Ckyn {fo, f1,..., fi—1} je pedyxosana I'pebreposa baza udeara Jor 3.
Osmaunmo ca J mpean u3 Teopeme 2.3.2(a), Tj.
J = (92t72792t717(13t_1 + Pa2ffl) .

[Tpomwupumo ypebeme MoHOMa 13 Zs[ws, w3] HA MOHOME Y Zg|wse, W3, gt 1] Ha ciaemehn
HAUUH (gt 1 > Wy > W3. JACHO je na BayKu

LM(a3:_ | + Pay_1) = a3 _, (2.7)

jep je P monauHOM HaI ws W wWs.
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Teopema 2.3.5. Cxyn {fo, f1,..., fi-1,a%_, + Pas_1} je I'pebneposa basza udeanra J.
IIponosunuja 2.3.1. Hexa jei € {0,1,...,t —1}. Tada je f; # 0 u sancu

LM(f;) = wy i,
HImasuwe, fi_1 = LM(f;_1) = wgt -1

Ha ocuoBy teopeme 2.3.5, nponosurnuja 1.3.1 u 2.3.1 u na ocuoBy (2.7) mobujamo
HapeIHy MOCJIEIUILY.

Ilocaemuma 2.3.1. Cxyn KoromMosowKuT KAGCa

B = {ay_ywyw§ | r<2, (Vie{0,1,....t—1}) b<2"' =2 v e<2 —1}
je adumusna basa Koxomosowke anszebpe H*<égt’3; Zs).
IIpumep 2.3.1. V cayuajy t = 3, adumuerna basa 00 H*(§8,3;Z2) je

B = {1 Wo, Ws, w27 Wal3, w37 ar, ’w2w3, ar7Ws, A7W3, a7w2, a7 WaWs, a7w3, a7w2w3}

IIpumep 2.3.2. V cayuajy t = 4, adumusra basza 00 H*(é]_(;,g;ZQ) je

_ R T T R R N~y e . e P QTP ~3
B = {1 w?)w3aw27w2w37w27w37w2w37w27w2w37w2w3aw3aw27w2w37w2w37w2w3a
~6 ~3-2 ~4 ~5~ ~2~3 ~4-~ ~3~3 ~5 ~5~2 ~2~

Wy, w2w3, W3, WyWs3, w2w3, w2w3, w2w3, CL15, WoWs5, w3, w2w3, w2w3, a15w2,
w2w3, a15W3, w2w§, w3, (11511]2, w2w3> a15WaWs3, w2w3, a15w2, a15w3, @2@3,
a15w§w3, w%wg, a15w§, a15w2w3, ClmU)%UJg, CL15U)§, wg’wg, a15wg, a15w§w3,
A5 Wi Wy, G5 WaS, WS, A5 WEW2, T, Gr5Wo W3, G5 WS, A5 WA,
515{1\}/2@3, a15@§@§7 515{5;’7 615{53@37 515w§@§, 6157:52@27 al5w§’w§a 615{527
a15w§w3, a15w2wg, a15wgw3, a15w§wg, CL15’LU2’LU3}

Hedbumannmja 2.3.1. Bucuna xoromosowre kaace T, y osnayu ht(zx), je npupodan 6poj n

maxae da je " # 0 u 2" = 0.
J'IeMa 2.3.1. Bucuna xoxomonowxe kaace w3 € H? (th 3;Zs) je 2071 — 2, mj. w 240w
~9t— 1_

Joxas. Kako je f;_1 € J, umamo ma je OJIFOBapaJyBa KJIaca ft 1=0 y H* (th 3;Zs), a

t—1 —-1_
Ha OCHOBY Ipomo3uiyje 2. 3 1 3Hamo ma je ft L =w; ', maje w§ = 0. Ca gpyre
~9t—1__ . ~ot—1__
CTpaHe, BUAVMMO 14 je wg ? enement Gaze B u3 nociemume 2.3.1, ma je ws; 2 # 0, Te
3akmyuyjemo aa je ht(ws) = 2071 — 2. H
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Bunenu cmo ma je KOXoMoJIomKa aaredpa H*(égt’g; Zs) renepucana [ltupen—BurHu-
jeBUM KJiacaMa KaHOHCKOT pacJojema M oIl jeJHOM HepaCTaBJ/HUBOM KJIACOM KOja HUje
y caunu xoMoMopdusma p*. Y caenehoj mponosunuju hemo BumeTu na ce KOXOMOJIOIIKE
rpyne H*<62t13; Zs) nene va Tpu neaune. Ornpunuke npsa TpeiHA KOXOMOJIOMKAX TPY-
na canp:kahe camo esmeMenrte koju ce mory mpexncraButu npeko ltuden—BuraujeBux
KJIaca, Tj. caMo esieMeHTe m3 imp*, apyra tpehuna he caap:xkatu enemente m m3 imp*
aJu U OHE KOjU HUCY y TOj CJAUIM, NOK he mociienma TpehwmHa caap:KaTu UCKILYJIUBO
eJIeMEeHTe KOjU HUCY U3 im p*, Tj. OHE KOjU Cy YMHOIIIM KJIACE (ot 1.

IIpono3unmja 2.3.2. (a) Axo je j <2'— 1, onda je Hj(égt’3;22> C im p*.
(6) Axo je j > 220 —8, onda je Hi(Gy 3;Zs) Nimp* = 0.

Joxas. Ha ocuoBy Teopeme 2.1.3 umamo na je charrank(Jae 3) = 2" — 2 omakse tBpheme
(a) OUpEKTHO cJienu.

Ila 6ucmo nokaszanu neo nox (6), IPETHOCTABUMO CYIPOTHO: Ja IOCTOJU HETPUBU-
jajHa Kjiaca o € Hj(égt,g; Zs) Nim p* 3a mero j > 22" — 8. Ha ocuosy Iloenkapeose my-
AJHOCTU OHJA MMaMO U HETPUBUjAJHY KIACy T € H3'2t_9_j(62t73; Zs) TakBy ma je oT # 0.
[Ipumernnvo na je 3-28—9— 5 <3-28—9— (22" —8) =2' — 1, ma je mHa OCHOBY gexna
(a) 7 € imp*. Hakse, u 0 u 7 cy y caunu xomoMopdusma p*, ma je oT € imp* u camum
TUM XOMOMOpdu3am p* : H3'2t_9(G2t’3;Z2) — H3.2t_9(é2t’3;22> Huje TpuBujasad. [lo3maro
je ma je H¥2' %Gy g; Zn) = Zon(w? ~3), Tre je ws = ws(yar3), ma je or = w2 > # 0 mTo je
Y KOHTPAAWKINJU ca TPETXOMHO AOKa3aHOM jJeMoM 2.3.1. ]

Kopumhemem Byose popmyne (1.14) u ocobuna CTUHPOIOBUX KBAAPATA U3 TEOPEME
1.2.1, manyknujoM ce MOKe OOKa3aTU HapeIHa JeMa.

Jlema 2.3.2. Hexa cy b,c € Ny. Taoa y H*(GQt’g;ZQ) saxce caedehe jednaxocmau.
(a) Sq*(whas) = bwy ws™;
(6) SqP(whws) = (b+ )y as + (3)wy w5

Jlema 2.3.3. (a) Sq'(ao_1) € imp*;
(6) Sq*(ay_1) € imp*.

Joxas. (a) Kako je Sq'(ay_,) € H2t<égt’3;22), a BUOUMO Ia Cy ejeMeHTu Oasze B u3
nocaemuie 2.3.1 y numensuju 2! cBu o6auka ngﬁg, 3akmyudyjemo na je Sq(ay_1) € im p*.

(6) IpencraBmo knacy Sq(dy_y) € H2 T (Gy 3;Zy) mpeko enemenara 6aze B u3
nociaenuie 2.3.1.

SqQ(agt_l) = 66215_1@2 + VV, (28)
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3a Heko B € Zy u W € imp”. Ilokazahemo na je = 0. B B

Kako je dim G2t73 = 3-2! =9, xomomopduzam Sq® : H32 1 (Gy 53 7)) — H>?' =Gy 33 Zs)
je MEHOKeme ByoBoM KaacoMm v, € H2(52t73; Zs).

Ha ocuoBy ¢opmyuie (1.13) umamo ma je

wz(é?,:a) = Sq2(vo) + Sql(m) + v = Vo, (2.9)

rae je w2(G2t 3) LHTMq)eﬂ BurtHujeBa kKilaca TAHTE€HTHOI pPacjojema MHOTOCTPYKOCTU
Gzt 3, a v =0 jep je H' (G2t 33 Ln) = 0.
N3 reopeme 1.1 y [2] mobujamo nma je we(Gar3) =0, na je n

U)Q(th’g) = p*(wz(G2t73)) =0.

Cana u3 (2.9) zakmyuyjemo ma je vy = 0, a camuM TuMm je u xomomopduzam Sg?
H3'2t*11(G2z,3; Zy) — H3'2t*9(G2t,3; Zs) TpUBUjAJIAH.
Y KOJIMKO MOHOBO morjenaMo 0a3y B, Bumumo na je
32117~y . ~ot=2_9 ~ot—1_9
H (Gar3;Zo) = Lofazywy; ——“wy ),
32t—9/ 7~y | ~ot=2_1 ~gt=1_9
H (GQt’S’ZQ) — Z <a,2t 1ZU2 w3 >,
mna je

~t=2_2 ~ot=1_2
0 = S¢*(ay 1105 w3 )

= S (ay_1)@5 @3+ Sq'(ap_1)Sqt (@ Pai ?) (2.10)
F Ay SR (@Y 2w ),

CTuHpPOIOBM KBaApaTU Cy KOXOMOJOIIKE Ollepaluje, ma ciaukajy imp* y imp*. Ha

ocHOBY mena (a) u mponosumuje 2.3.2(6) je Sqt(ay_1)Sq (@2 a2 =0.

Hame, nacraBumo pauys u3 (2.10) ropumhemem (2.8) u neme 2.3.2(06)

(ﬁGQt 1UJ2+W) o2 2{1\)/%1s -2

_ _ _ _ _ 2.11
+52t,1((2t*2 22 o e+ (U Y e ) (2:11)

[TornoBo Ha ocHoBy mponosunuje 2.3.2(6) je W - ~2t 2 gwgt 1y ~ 0, 1ok je wgtfl _0

Ha ocHoBy Jseme 2.3.1. Kana macrasumo (2.11) konauno mobujamo
~t=2_1 ~2i=1_2 320-9 /-~ ~t=2_1 ~2t=1_2
0 = Bage_1ws5 wy y H (Got 3) = Zo(agr—1w; ws )
omaxrie je = 0. ]
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Teopema 2.3.6. Koxomonowra anrzebpa opujenmucane I'pacmarnose mrozocmpyrocmu Got 3

je
~ Lo wa, w3, ast_] Zowa, ws)
H* (Gt 3;7Z5) = = ®z, Ng,(az2t-1),
(tafz,gztfl,agt,l) (920—2, g2t—1) 20

npu wemy Kocemu 00 wy u ws odzosapajy LImugden—BumHujesum kaacama KaHOHCKO2 PACAO-
. ~ . ~ t_1,
Jema Fat 3, 00K Kocem 00 ag_1 00208aPa HEPACTNABAHUBOJ KaacU Aot 1 € H* ~HGat 35 Zs).

Jlokas. Ha ocHOBY Teopeme 2.3.2(a) DOBOJBHO je IOKa3aTu na je dx_, =0y H*(Gaor 3, Zs).

Mpeacrasumo kracy az_, € H** 2(Gy 3;Zy) mpexo enemenarta Gaze B u3 mociemane
2.3.1. Y mumensuju 2 -2' — 2 Ga3HU €JIEMEHTHU Cy

~ ~ot—l_§5 ~3 ~ ~ot—1_8 ~5 ~ ~ot—1_92_3k ~2k+1
a2t,1w2 wg, a2t71w2 ,I.U37 ceey a2t71w2 w3 P
. _ . t—1_
rIe ce OBa JMCTa HACTaBJba AOK rox je 2071 —2—3k >0, 1j. k < 25=2. Crora,
t—1_
| 252
~2 ~ ~9t=1_92_3k ~2k+1
e 1 = E Apot 15 ws (2.12)
k=1

3a Heke jennHCTBeHO onpebene roedunujente N\, € Z,. Ilokazahemo ma je A\, = 0 3a
cBako k.
[Ipumenom Kapranose ¢popmyse mmamo

Sql(fdgtq) = Sql(a2f—1)a2t—1 +52t—15q1(52t—1) = 0.

Tarobe, npumerumo na je Sq'(as, ) € H>? NGy 3: ), ay H* Y Gy 3; Zy) HeMa HEHY-
Ja ejeMeHaTa u3 im p* Ha ocHOBY nponosunuje 2.3.2(6). Uckopuctuhemo oBy uumenuiy
3ajenHo ca ygemaMa 2.3.2 u 2.3.3 y HapeAHOM padyHY.

125 =2

N
0=5¢"@ )= Y MSqM(@yo@d g
k=1

t—1_
Lg‘g‘ZJ
_ 1/~ ~ot—1_9_3k ~9k+1 | ~ 1/~2t71-2_3k ~2k+1
= E Ak (Sq (@gt_1)ws w3+ age_15q (w; w3" )
k=1

125=2]

t—1 ~ ~ot=1_3_3k ~2k+2
= (2770 =2 = 3k)ag_w; w3
1

ES
Il

30



I'naBa 2. Koxomonoruja opujentucanux ['pacmanujana ca Z, KoepunujeHTIMA

[IpuMeTuMO 1a je dgr_ 115 213 Sk@2k2? ¢ B 3a cBako k € {1,2,..., Lth_zJ}, ma 3a-
KBbYydyjeMo ma je
Me(271 =2 —3k) = 0.

Kaxko je

1, k memapno
21— 9 3k =, HEHapH
0, k mapmo

To je A\ = 0 xKana je k HemapHoO.
Ila 6ucmo nokasanu na je A\, = 0 u 3a napue k, yBeaumo cmeny k = 2j. Tana (2.12)
mocraje

Rty

~2 Z ~ ~2t=1_2_ 65 ~4j+1
az2t 1 — )\2] a2t71w2 ’LU3 .
Jj=1

[TonoBroM mpumenoMm Kapranose ¢popmyiie numamo
" -~ ~ ~ 2
S(@ ) = Sq*(az—1)az—1 + (Sq"(@x—1))” + G 15¢* @ 1) = (Sq"(@-1))",

a Kako je (Sql(’dy,l))2 € H?? (Gy 3 Zs) Nim p* = 0, ma ocHOBY mponosmmuje 2.3.2 1 Jeme
2.3.3, o je S¢*(a%_,) = 0. Canma ma ocHoBy seMa 2.3.2 u 2.3.3 umamo

|22t

0= Sq (CLQt 1 Z )\QJS(] (CLQt 1w2t -2 6‘7@4J+1)
J=1

L2t =

~2t=1_9_ 65 ~45+1
E Ngjge1Sq* (W5 wy’ ™)

t—2
L2731J
~ ~2t=1_1-65 ~45+1 2t=1_92_65\ ~2t=1 465 ~45+3
= E )\2]‘@21&_1(’(1)2 Wi +( 5 )w2 Wy
j=1

|22

Z ~2t=1_1_6j AR 2t=1 265\~ ~2t=1_46j ~45+3
= ()\Qjagt 1Woy Ws +)‘2j< 9 )agt_lwz W4 .

J=1
~ot=1_1_6j ~4 ~2t=1_4—6j ~4j+3 . t-2_
CBU MOHOMU gt 110, Ty i Ay Wy Twd ™ 3a € 31,2, |25, ey
. . 2t 2 1
Mehycobuo paszmuunTu eementu 6aze B, ma je Ay =03a j€11,2,...,[=5—];. ]
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2.3.2 Cayuajn=2" -1

Y oBOM M HapemHOM OEJbKY heMO OApenuTH KOXOMOJIOUIKY aJreopy H*(CNJW;;;ZQ) y
cayuajesuma n = 28 — 3,21 — 2,2t — 1. Uznosxuhemo moras u3 [15].

WNuknysuja eykauiackux mnpocropa R® «— R pmaykyje mBa pasimumra yTamama,
I'pacmanujana. O3saunmo ca i : G — Gpi1) yTalame Koje dyBa IUMEH3Ujy IOTIPO-
cropa, a ca j : Gpi < Gpi1 k41 yTalame KOje dyBa KOJUMEH3Hjy IOoTnpocTopa. KoH-
KpeTHO, ako je V C R™ motnpocrop mumensuje k, ouna je i(V) =V H0 CR*"®R = R" 1,
ok je j(V) = V ®R C R*". Ha UCTY HAYMH Ce AeGUHUITY U yTalalkha OPUjEeHTUCAHUX
I'pacmanujana e Gnk — Gn+1k u ] Gnk — Gn+1 kr1. OuuriaenHo je ma oBa MpPeCu-
KaBama KOMYTHUPA]y Ca OBOJUCHUM HATKPUBAIEM P, Tj. UMAMO cjenehe KOMyTaTuBHE

oujarpaMe.
SO [ SO SO _ SO
én,k s én+1,k énk e én+1,k+1
”l lp ”l l’”
Gn,k ;) Gn+1,k Gn,k % Gn—f—l,k—l—l

W3 mperxomuux mujarpamMa u IpupomHocTu ['mcuHOBOr HM3a HOOUjaMo da KOMYTU-
pajy u HapemHu mujarpamu (CBe KOXOMOJIOIIKE Ipyne Cy ca Zs KOe(QUINjeHTUMA ).

s HT(Gn—H,k) p_> HT(GTH-LIC) i> HT(G'rL—H,k) g HT+1(Gn+1,k) —7

l f l l (2.13)

S HT(Gn,k) P_) Hr(én,k) L> Hr(Gn,k’) L HH_l(Gn,k) —

- — H"(Gny1k41) " H"(Gry1got1) = H" (Gt 1) — HY (G o) — -

lj* lg* lj* lj* (2.14)

*

i HT(Gn,k) p—> Hr(én,k) L) HT(Gn,k) L) HH_l(Gn,k) —

Y rmeopemm 2.3.1 cmo Bumenm na kKaza cy m m n 6mamsy, onma G, 3 u G,3 uMajy
aHOMAJIMYHE KJace Yy UCTUM WM OJuCKuUM muMenzujama. lla bucmo ompenuiau dyemy je
. ~ to4
jemnak kBagpatr knace ay 4 € H? “H(Gai_13;7s), sKeauMo 1a ra MOBEKEMO Ca KJIacoM

~ t_ =~ . .
Aot 1 € H* 7Y (Goe 3;7Z5) 3a kOjy 3HAMO ma uMa Tpusujadan kBagpat. Oo hemo mocruhu
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AHAJM30M IPETXOMHUX AujarpaMa. 3a aHOMaJIMYHe Kjaace 3HaMO [a HUCY y im p* ma HaMm
cireneha nmeMa naje mOBOJLHE yCJIOBE na Ce aHOMAJIWYHA KIaca CIUKA Y AaHOMAJIMUYHY IPU
npeciaukaBamuMa i u j* w3 mujarpama (2.13) u (2.14).

JIema 2.3.4. (a) Hexa jer > 0 ueo bpoj makae da je kerwy Nkeri* =0 y H (Gyy1k; Z2)
y dujazpamy (2.13). Tada 3a npouseonny kaacy x € H' (Gui1x; Ze) 6axcu

r¢impt — i*(z) ¢ imp".

(6) Hexa je r > 0 yeo bpoj maxas da je kerwy Nker j* =0 y H'(Gpq1 4413 Z2) y Qujazpamy
(2.14). Tada 3a npouszeonny waacy x € H' (Gpi1p11; Z2) 8axcu

rdimpt = j*(z) ¢ imp*.

Jloxas. Norazahemo tBpheme mox (a) mok ce (6) amasorHo mokasyje. Heka je x ¢
imp* = ker p. Onga je p(z) # 0, a takobe je u p(zr) € kerw;. Kako je ker w; Nker:* = 0,
3akmyudyjeMo ma p(z) ¢ keri*, ma je

omarte mobmjamo i*(z) ¢ ker ¢ = im p*. [l

Onpebusame kBagpaTa knace oy € H> ~4(Gp3;Z;) 3a k =28 —3,20 —2,2! — 1, cBOMM!A
ce Ha npuMeny jeme 2.3.4. VI3 Tor pasmora hemo aHajm3upaTu je3rpa IpeCcIUKaBaba
i H(Graap; Lo) — H*(Gpp;Zy), ®ao 1 j* @ H(Grg 41 L) — H* (G Zy), ma he mam
OUTV KOpUCHA U HAapegHa JeMa.

JIema 2.3.5. (a) 3a npecauxasamwe i* : H*(Gpi1x; L) — H* (Gnp; Za) 6axcu
- (wr(’yn+1,k)) = wr(’yn,k)y 1<r <k

(6) 3a npecaukasawe j* 1 H*(Gpi1 py1; Lo) = H* (G i Zs) 6axcu

N

" (wr(’}/nJrl,kJrl)) =W (V) 1<7r <Kk,

7 (W1 (Vs1,441)) = Wit (V) =

(e) 3a npecaurasame i* - H*(én+17k;Zg) — H*(émk;Zg) 8aMCU

i (wr<;3//n+1,k)) = wT(/in,k)’ 2

/A

r < k.
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(2) 3a npecaurasame 5* : H*(én+17k+1;Z2) — H*(émk;Zz) 8axNcU

J*(wr('yn—i-l k—l—l)) = wr(:?n,k)u 2<r< k)

]*(wk—i-l %+1,k+1)) = wk+1(%,k) =0.

Zoxas. Cea werwpu TBphema ce jeHOCTABHO NOKa3yjy Kala NPUMETHMO Ja WHKIY3U-
je i,7,1 ¥ j MHOYKYjy TpecaukaBama u3MeDy KaHOHCKUX paciojema Hald (OpujeHTuca-
uuM) ['pacmanujanuma. Hakorn tora, camo mpumenumo ocobuny unpupogaoctu [Iltm-
pen—BurHujeBux kiaaca. []

Hajope hewmo ce porycuparu na cayuaj n = 2'—1. Y teopemnu 2.3.2 cMO Bugeau na je
koxomostoruja ['pacmaHoBe MHOTOCTPYKOCTH (NJQt_Lg regepucata llITudpen—Buraujesum
KJIacaMa Ws, W3 Ka0 U jJeJHOM HEePACTABJLUBOM KJIIACOM (gt 4, Tj. KIACOM KOja Ce HE MO-
’Ke TpeICTaBUTU Kao MOJUHOM HAJ KJIAacaMa CTPUKTHO MaHe KOXOMOJIOUIKE AMMEH3Uje.
OsBa HepacTaB/bUBA KJIacCa je jeIMHCTBEHA OO HAa MomaBame cabupka m3 imp*. Hawmwme,
YKOJIUKO j€ Qgt_4 Je,I[Ha HEepaCTaBJ/LUBA KJIaca, OHIA je U dgt_4 + W TaKohe HepacTaBbUBA
3a cpako W € H* 4(th 13;Z2) Nimp*. OBo 3HAYM na 3a HEpPACTABILUBY KIACY dgt—_y W3
Teopeme 2.3.2 MoxkeMo omabparu 6GuUIO Kojy kaacy m3 H2 ™ (GQt_Lg;ZQ> \ imp*. Hera
je age_q € H2t_1(52t73;Z2) HepacTaBUBa Kjaaca u3 Teopeme 2.3.6 u i égt,w — éQt,E‘)
pasmje neumncano yramame. llokasaliemo ma je i*(dy_1) € H* NGy_13:Zs) \ imp*.
Kako je 2! —1 memapamn, cse kaace y Hztfl(ég_l,g; Zs) buhe neswuBe ca wWs, Ma CIENNjaIHO
nocrojahe Heko o € H2t_4<égt_173;22) TakBO ma je i*(dy_1) = Wyo. Kama mokamemo ma
7*(52,5,1) ¢ imp*, nobuhemo u o ¢ imp*, na hemo romauno mohu ma mampaBumo uzGop
aHOMAJIMYHE KJIACe Ugt_4 := O Ca OCODMHOM

l'*(dzt_l) - ’[1\}/35215_4. (215)

Ocraje jom ma moka:keMo na Z*(’th_l) ¢ imp*, a To nobujamo mpumenHom seme 2.3.4 u
HapeaHe TPOIO3UIINjeE.

Iponosunuja 2.3.3. Hexa je H* (G 3; %) — H? (Gyr3; %) mmoacemwe HTmuden—Bu-
MHUJEBOM KAACOM Wy U T* : H2t_1(th,3;Z2) — HQt_l(GQt_l,g; Za) TomoMOpPuzam uHOYKOBar
ymanamwem i : Got_1 3 = Gat 3. Tada je ker wy Nkeri* = 0.

Jokas. Hera je [ € Zso[wy,ws, w3] xomoren nomuuom. Ca [f] hemo o3naumTy Koxomo-
JIOWIKY KJacy Koja oarosapa noaunomy f npu uzomopdusmy (1.2). Hera je [f] € ker wy N
keri*. V3 ycaosa [f] € ker i* u teme 2.3.5(a) mmanmo ma je [f] = i*[f] = 0y H* " (Ga_13;Zs),
na je

f = (qw} + Bwe)War_3 + yw Wyt 5 + SWae_y,
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3a Heke a, 3,7,0 € Zy. Kako je Wayt_o, Wat_1 € Jot 3,
[f] = [(qw? + Bwo)War 3 + YwiWar g + 0Wat 1] = [(qw] + Pws)War 3],

ma Mo:keMo omabpatu v = = 0.
Ca npyre crpame, u3 yciosa [f] € kerw, mvmamo ma je [wyf] = 0y H? (Gy 3;7Z), ma
je
wlf = ()\wf + ng)wgt_g + rvwiwot_1 + €m2t, (216)
3a HEKe A\, [, v, & € Zy. Ha ocuosy (1.4),

Wot = W1 Wot_1 + Wollgt_o + W3Wat_3,
ma kama zameHuMo [ ca (qw? + Bws)Wy_3, jemnaroct (2.16) moctame
(qw? + Bwywy + ews)War_5 = (AwF + (1 + €)wy)War o + (V + £)w Wae-1. (2.17)

Hame, Ha ocHoBy (1.5) y mommHOMY Wyt _o Cce cabupak wgt_l’l nojaBJbyje ¢ KoepuiujeH-
ToM 1, a ouuriaenso je ga je (j—+&)wyWy_ jemuan cabupak y (2.17) koju caxpu w? .

Haxrme, p+¢ =0, tj. p = ¢. Jemnarocr (2.17) cama mocraje

(qw? 4 Bwiwy + paws)Wy_3 = Awiwge_g + (v + p)w Wae_1. (2.18)

Ha canvan mauun moskemo mokasatu ga je a = [ = 0. [la ducmo oapeaunau o youaumo
t—1_ . .

MOHOM w‘fwg 2 uckopuctumo (1.5) ma ompemumo koeuUIUjeHTE Y3 OBaj MOHOM Y

cBakoM on cabupaka y (2.18). OBu koedpuuujentu cy HaBenenu y tabemu 2.3. Ilpwu-

cabupaxk a b c (“+2+C) (berC)
Qw3Wat_3 121 =210 1
Burwaar_g | 3|27 —=310 0
HW3Wat 3 - - - -
ATy | 220120 0
(v + p)w a1 | 32071 =210 0

Tabena 2.3: Koepummjertu ys wiw? 2y (2.18)

,172

. . — . . t .
mehyjemo na je awiwy 3 jemuuu cabupak Koju caapEu wiws , TIa 3aKJBbYy4dyjeMo Oa

je a=0.
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Bpemnoct § moskemo ompemutu uctuMm meronom. [locmarpajmMmo MoHOM w?w%t71*3w3.
Koepunujertn y3 w?w§t71_3w3 cy HaBeneHu y tabenu 2.4, ma MOKEMO 3aKBYUYUTU Oa je
g =0.

cabupak a b c (“Jrsﬂ (berC)
Oé’wi))wgt_g 0 2t_1 -3 |1 0
6w1w2E2t_3 2271411 1
,lL’lUg@gt,g 3 2t71 —-310 0
)\W%@Qt,g 1 2t_1 -3 |1 0
(v+ p)wiwg— | 2 | 2071 =3 |1 0

; 3,,271=3
Tabena 2.4: Koedunujertu y3 wiw; ws y (2.18)

Kouauno, mo6unu cvo ma je [f] = [(aw? + Bwy) Wy _s) = 0y H* ~H(Gai 5;Zs), a kaxo je

[f] 6o npomsBoman enement u3 ker wy Nkeri*, mobujamo ker wy Nkeri* = 0. [l

Haxkme, nmpono3unuja 2.3.3 HaM oMoryhasa ma omadepeMO HepacTaBJ/bUBY KJIACY
Aoty € HQt_4((§2t_1,3;Z2) ca csojcTBOM (2.15).

Ha ocroBy mpomnosunuje 1.1.1 je ciura on p* : H*(Gat—y13;Zs) — H*(égt,Lg;ZQ) 130-
MOpdHA
Zz[w2,w3]

Y

Jat_13

rae je Jor_13 = (gar—3, gat—9, gor—1). VI3 [17, Teopema 2.1] caemm gor_3 = 0, ma u3 (2.5) Bu-
nuMo fa je Jaoi_13 = Jor 3. OBo Ham omoryhasa na uckopuctumo I'pebrepoBy 6a3y u3 Te-
opeme 2.3.4. Ciimuno Kao u y caydajy n = 2!, u opae mosxkemo ['peGrepoBy 6asy mueaJia
Jat_1 3 mpommputu 1o I'pebrepose dasze nneana J = (gn_g, Gn—1sGns Q3¢ 4 + Page_q + Q) u3
teopeme 2.3.2(6). Hanme, Basku caeneha rteopema.

Teopema 2.3.7. Cxyn {fo, f1,..., fi-1,03_, + Pay_4 + Q} je I'pebueposa 6asa udeana J y
00HOCY Ha NEKCUKOZPAPCRY Nopedak Npu Kome je Aoty = Wy > Ws.

Ha ucty maumn kao u y caydajy n = 2!, Ha ocHOBY Teopeme 2.3.7 U IPONO3UILL]jE
1.3.1 mobujamo HapemHy MOCJIEIUILY.
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Iocaemuma 2.3.2. Ckxyn K0OXoMOAOWKUT KAGCA
B = {ah_ywyw§ | r<2, (Vie{0,1,....t—=1}) b<2""=2" v <2 —1}
je adumusena basa koromonowre anzebpe H*(Gar_y 3;ZLs).
IIpumep 2.3.3. V cayuajy t = 3, adumuena b6aza 00 H*(Gr3;Zs) je
B ={1,@,@ )~~~ s~~~ )~ o)~~~ o~ o ~~~}
- , W2, W3, Wy, G4, WaW3, W3, AgW2, A4W3, WaW3, A4Wy, A4gWoW3, a/4w37 A4WolWsg g -
IIpumep 2.3.4. V cayuajy t = 4, adumuena baza 00 H*(G153;Zs) je
~  ~ o9 ~ ~ 9 ~3 )~ o~ o) ~f ~3 o3~ 9~ ~F ~ ~3 ~f~  ~4 ~3
B — {1,?1)2,wg,IUQ,wQU}3,w3,w2,w2w3,w2w3,w2,w3,w2w3,w2w3,w2,w2w3,w2w3,w3,w2
~9 ~6 ~  ~9 3 B~ o~ o~ ~f~) ~ o~ a5 =33~ o~ )~ ~f ) o~ =) ~5
W3, Wy, A12, WyW3, WyW3, WolWg3, WylWg, G12W2, W3, WylW3, A12W3, WyW3, Wyls3, a12w27 Was,
~ ~ ~ ~f ~3od ~ ~9 ~ ~3 D~ ~ o)~ o~ o~ o~ o)~ o~ ~3o5 ~ ~3
A12WaW3, W3, WyWsg, G12W3, G12Wq, WyWsz, G12WoW3, W2W3, A12W2W3, A12Wy, Wol3, A12W3,
~ ~3~ o~~~ ~D~) ~ ~F o~ ~ =3~ o~ 3~ ~ o~ ~ ~3-0 ~ ~f ~ ~3-~3
A12Wo W3, WolWg, A12Wo W3, A12Wq, A12W2W3, A12Wo W3, WoWg, A12W3, A12Wo W3, A12Wy, G12Wo W3,
~ ~B e~~~ s~ ~f ~) o~ ~f o~ a3 a3~~~ o~ ~f )~ o~ ~f o~~~ =3~y
A12Wy W3, A12WaW3, A12Wo W3, A12W3, A12Wo W3, A12Wo W3, A12Wo W3, A12W2W3, A12W3, A12Wy W3,
alngwg, a12w2w3, a12w2w3, alngwS, a12w2w3}
Ha mctu mauwn kao nponosunuja 2.3.2, nokasyje ce u ciaeneha mpomno3unyja.
IIpono3unuja 2.3.4. (a) Axo je j < 2' — 4, onda je HI(Got_13;Zs) C imp*.
(6) Axo je j > 2-2' =8, onda je H?(Gat_13;Z2) Nimp* = 0.

. -2 ~ot—1_o .
[IpumeTrumo na je w2 1w§ Je,L[I/IHI/I ereMeHT y BNimp* crenena 2 2t 8 (Bumern

[15, crp. 387]). Taxobe, ma ocroy [9, mociemma 4.12] 3uamo xa je @2 1 # 0, ma je
W =@ T T 240y HYU MGyl Z). (2.19)

. . . . ot _ o .
CamuHo, jequan OA3HU €NIEeMEHT Y HAJBUIIO] KOXOMOJIOMEKO] rpymm H*? ~12(Gy_ 3;Zs) je

t— 2 ~ot—1 .
Qy_4W; 'ws %, ma mobujamo

agt_41’17§t_4 = 'th 4~%t ’ 1~2t -2 7é 0 Yy H3'2t_12(é2t_173;22) = ZQ. (220)

Cana seqMOo fa OPeMMO YeMy je jeTHAK G5 _,. SAIUIIIMO OBY KJIacy HPEKO eJleMe-

HaTa a;uTHBHE Gaze B u3 mocmemue 2.3.2. Kako je a2,_, € H*?*~ (th_l’g; 7Zs), noTpebHu
. . ~9t_4 .

cy HaMm Ga3Hu ejeMenTH y mamensujn 2-2° —8. M3 (2.19) umamo na je ws * jenunu GazHu

: * ~ ~2t=1_2_3k ~ok
eneMeHT u3 imp*. Ilopen mwera, y 6a3m cy m CBU €JI€MEHTU gt 4W, w3” 3a CBAKO
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k>0 Takso ma je 2071 —2—3k >0, 1j. k < (27! — 2)/3. Baucra, ax_s07 > Fo € B
3a cBako TakBo k jep ako 6um 6ummo 2~ 1 2 —3k > 271 — 20 »u 2k > 20 — 1 3a HEKO
i €{0,1,...,t — 1}, onma 6ucmo mobunu 2° > 3k +2 u 2° < 2k + 1, 1j. k < —1, mro je
memoryhe. Konauno,

===

a2, ~2 - ~ ~9t=1_9_3k ~2k
k=0
3a HeKe jenHO3HAYHO onpebene koedurujente v, Ao, A1, ... € Zo. [IpBo hemo y HapenHoj

IPOIO3UINjU N3PA3UTHU CBE KoeduimjenTe A\, k > 1, mpexko rKoepunujeHTa .

IIponosumuja 2.3.5. Axo cy N\, 0 < k < [(277' — 2)/3], xoeduyujenmu uz jednarune
(2.21), onoa
5
3

~ot—1_9_3k ~2k
E Ak Qo4 Wh = NoJat—4Q2t_4,

20€ je Got_4 KOTOMOAOWEKA KAACA KOJA4 00208GPA KOCEMY NOAUHOMA Got_g NPU USOMOPHUIMY
u3 nponosuyuje 1.1.1.

Jokas. Ha ocuosy Teopeme 2.3.6 mmamo ma je dz_, = 0y H**2(Gy3;Z2), a anoma-

mraEy Kaacy do—gy € H? ~4(Gy_13;7y) cMo omaBpamu ympaso Tako ma Bawm (2.15).
Iakime, nmamo

A~ ~ o~ T g~ 2 Tk
wgazt 4= (w3a2t74)2 = (Z*(aﬁfl)) =1 (agt 1) =0,

na kaJ nomHOkUMO (2.21) ca w:, mobujamo
ot—1_o
=]
A~ ~ ~9t—1_o__ ~
0= wWsas_4 = E Aot gt 23k p2ht2 (2.22)
k=0

42 = 0 je mecrao ma ocmoBy mpomnosurmje 2.3.4(6)). Ipumehyjemo ma

cy y (2.22) CBE RJIACe dot_ 4w§t 23k ~§k+2 3a k > 1 enmementu 6a3ze B jep He mocrToju
i €{0,1,...,t—1} TakBo ma je 201 —2—3k > 2071 —2" u 2k+2 > 2'—1. Ca apyre crpane, 3a

t—1 ~ .
k=0, K1aca ay_4W; W2 HUje eJeMeHT 0a3e, Ta KeJUMO OBY KJIACy Ma IPeACTaBUMO

t71_2

(cabupak Y07

nomohy 6a3uux ememenara. IIpuMeTHMO 12 je MOHOM dgi_4ws w? memus ca LM(f;) =

—1_ . . .
wgt s (BumeTn mponosunujy 2.3.1), na mo mepuHUNAjU TOIUHOMA fi HOOUjAMO

V )
b+c 2071 1 — t—1_o_
Ji =021 = E ( b ) wiws E ( ok 1 1 )w% g, (2.23)

2b+3c=2t—1 k=
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Ila bucmo mobMIM MOCTAENHY jeTHAKOCT, IPUMETUMO Ja je ¢ HemapHo, jep je 2b+ 3c =
2' — 1, u onna 3amenumo c ca 2k + 1. Kako je omrosapajyha xoxomonomsa kxaca f; = 0
y H*(Gar_13; Zs),

)
0— Z <2t;k_+11_ k) G2 ke
k=0
===

_ gt-l g9~ 27t —1-k ~2t=1 23k ~2k+1
= W, w3 + Z ok 41 Wy w3 .
k=1

MHOKemeM IpEeTXoaHe jeTHAKOCTU Ca (gt _4W3 UMAMO

===

~  gt-1_g 2L 1 —k\ . e ~
Gy_gs | 2w? = Z ( %%+ 1 >a2t4w§t 2Bk g 2ke2 (2.24)
k=1

3amenom cabupka 3a k =0y (2.22) ca (2.24) mobujamo

S 21— 1k
0= >»_ (Ak + )\0( oo 1 )) T AT

k=1

CBe KOXOMOJIOIIKE KJIace ca HecHe cTpaHe jenHakoctu (2.22) cana jecy GasHu ese-

MEHTH, IIa 3aKbydyjeMO na CBM KoepuuumjeHTH Mopajy na Oyny jemmakm 0. Ilakie,
t—1_1_ .

e = Xo(® 2k+11 ") 3a cBako k TarBo ma je 0 < k < (207! — 2)/3]. Komauno, 3armyuy-

jeMo ma je

== ===

~ ~9t—1_o__ o~ ~ Qt_l_l_k ~t7177k~]€
S s (T e

k=0 k=0

Ocrano je jom ma mOKa)keMO Oa je cyMa ca JeCHe CTPaHe jeIHAKOCTU M3HA jeTHAKa

YIPaBO (ot 4.
Axo o3HaunmMmo

N

D A R AP
s= 2 (T e

k=0
ouma n3 (2.23) u (1.9) mobujamo na y Zslws, ws] Basku caenehia jeanaroct

w3S = got_1 = Wagai_3 + W3gt_g = W3Gat_4

(jep je got—3 =0). Kagma ckparumo ws, nobujamo S = got_4. ]
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Ha ocuoBy nperxonse nmponosunuje, jemaakoct (2.21) cama mocraje
~ ~ ~ ~9t _
agt_4 = )\092t74a2t,4 + wag 4 (225)
(3a HEKO \g,7 € Zs). Cunenehiu kopak he 6utu onpebusame koedpunmjenta .

ITponosumnuja 2.3.6. Hexa je H* ~4(Gor_1.3;Zs) — H* =3(Gyr_15; L) Mmoaceme Imugden
Bummnujesom xaacom wy u j* : HQt*‘L(GZt_Lg;Zg) — H2t74(G2t_272;ZQ) TOMOMODPuU3aM UH-
dykoear ymanamwem j : Gat_99 — Gat_1 3. Tada ker wy Nker j* = 0.

Jloxas. Kao u y nmokazy mponosunuje 2.3.3, Hera je [ € Zolwy, wy, w3] momuuom Takas
na je omrosapajyha xoxomosomka kmaca [f] € H* ~4(Gy_13;%y) yayTap kerw; N ker j*.
Kemumo na mokaskemo na je [f] =0y H? ~4(Gy_13;Zs).

Ha ocmoBy meme 2.3.5(6), j*[f] = [p(f)], rme je p : Zo|wy,wa, ws] — Zo|wy,ws]| pe-
nyknuja Momyino ws. Kako je j*[f] = 0, mobujamo [p(f)] = 0, anmu y crBapu he Ba-
s#utn u Bume. Hammve, p(f) = 0, jep je cremen onx p(f) y Zo|wy,ws] jemmar 28 — 4, a
H*(Gat—99; L) = Zo|wy, we]/(Wat_3, Wat_5), ma HeMa penanuja y aumensuju 2' — 4. akie,
f = wsh, 3a HEKO h € Zo|wy, wo, w3).

Ca apyre crpame, u3 yciosa [f] € kerw, umamo ma je [wif] =0y H*3(Gy_y3;Zs),
na Kako je H*(Gaot_y3;ZLo) = Lo|wy, wa, ws]/(Wat _3, Wat_o, Wat_1), TO je wy f = aWat_3 38 HEKO
o c ZQ.

Haxne, mobuau cMo

wlwgh = Ozmgt_g.

Ako 6u 6uno « # 0, onma 6Gu MOAUHOM Wt 3 OO nemus ca wz. M3 (1.5) Bumumo na ce
— . . t_ __ .
y Wy _3 mojaBmbyje cabupak w: °. Crora, a = 0 1 KOHAUHO w,f = QWqr_g = 0, ma je u

F=0. 0
CnnuHo Kao u paHuje, npornosunujy 2.3.6 KeJuMo 1a TPUMEHUMO y KOMOUHAIU ca
nevom 2.3.4(6). Hanme, kaxo je dy_g € H> ~4(Gy_13;Z,) \ im p*, 0 je
}*(52t_4) & H2t_4<égt_272; Zg) \ ll’Ilp>k (226)
Ha ocuoBy Teopeme 2.2.2, umamo na je

Ly [w27 a2t74]

211 9 2t-1_2 :

H*(égt_gg;ZQ) = (227)

Heka je a4 € H2t*4(6’2t_2,2; Zs) rnaca Koja oAroBapa KOCETY O Got_4 IPU U30MOP-
pusmy (2.27). Tana n3 (2.26) mobujamo

j* (aQt_4) = EQt_4 -+ /,ngt_liz, (228)
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3a HEKO [l € Zs. B
Kako je ws * =0y H*(Gy_29;Zs), kBampupamem jemaaxoctu (2.26) mobujamo

’j/ (agt ) = azt 4 7’é 0 y H2t+l_8(égt_272;22). (229)

Ca npyre crpane, Ha ocHOBY (2.25) u neme 2.3.5(r) nmamo

T2 ) = Mg (Gar—atinr—_s) + Y07 ~* = Noj* (Gt —4dine _4),

ma 3aKbydyjeMo ma je \g = 1 u caMuM TuMm

G2y = Gor—agdigi_g + 2 2. (2.30)
OBuMe cMO MOKA3aj HAPEIHY TEOPEMY.
Teopema 2.3.8. Koxomonrowra arzebpa opujenmucane I'pacmarose mHozocmpykocmu éQt_Lg

je
Zowa, w3, agt_4]

* ~ .
H*(Goi_13;Zg) = 201y’
(gzi 2, g2t 1, A5y + Got 4l 4 + YWy )
30 HeKo 7y € Lo, npu wemy Kocemu 00 wy u w3 0dzosapajy LlImudes—Bumnujesum xaacama

KGHOHCKOZ PACAOJena Yor_13, 00K KOCEM 00 Qgt_g 00208GPA HEPACTNABNHUBO] KAACY Qgt_g €

Hzt_4<égt_1’3; Zg) .

o~ ot _ =~ . .
[Ipumerumo na u3 (2.29) cnemm na knaca ax_, € H*? ~8(Gyr_1 3;Z) HUje TPUBUjaIIHA.
. . . ~ ot ~
Ca mpyre cTpaHe, jOIl yBeK HHUje HO3HATO na JU je Ruaaca G, € H¥? 13(Gor_y3;7s)
TPpUBUjaJHA UIN HE, KAO HU YeMY je jeTHAK KOe(UIUJeHT Y € Zso, aJIl MOKE Ce IIOKA3aTun
fia Cy OBa JBa MNTAHA CKBMBATCHTHA IITO hemo u Bumetu y mponosunuju 2.3.7.
. . t__ =~
Hajupe hemo mokaszartu na je o 2 jemunu Gasuu enement y im p*NH2 ~4(Gyr_y 53 Zo)
t—1 ot _
unju je kBanpar pazanuut ox 0. Beh je u3 (2.19) mosnato na Je (@22 =@t £ 0,
~9t—
na je caMo moTpebHO 1a ce yBepUMO Ma je KBaApaT Kaace Wi - orwaF TpI/IBI/IJaJIaH 3a

cBako k > 0.

Jlema 2.3.6. Hexa je k >0 u 28 —4 — 6k > 0. Tada

wgt_LL_Gk@gk =0 y H*(GQLL:&; Ly).
Jloxas. Tepheme hemo nokaszaru mHBEep3HOM MHAYKNUjoM mo k. Awo je k > 273, 1j.
4k > 2171 ompna

~9ot_ 46k ~4k ~ol 46k ~4k—2t"141 ~2t-1_1 _ ~ot_4 6k ~4k—21"141F
w; W3 = W Wy ws = Wy Wy fie1=0
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jep Ha ocHOBY nponosunuje 2.3.1 f;_1 € Jot 3 = Jy_1 3, ma je ogrosapajyha KOXOMOJIOIIKA
KJIaca ﬁ_l TPpUBUjAJHA.

Hexa je cama 0 < k < 272 u mpeTmocrasumo 1a je @St%*w@gj = 0 3a cBako 1eI06p0oj-
HO j > k (TarBO ma je 2'—4—6j > 0). Tama nocroju jemuacTBeH neo 6poj i € {2,...,t—2}
ca cBojcTBOM 2! < 4k < 271 — 4. TIpumernmo 1a je Tana

12k <3271 —12.= 2742 p ol 19 <2 427! 12

Tj. 6k < 271 4+ 20 — 6, omakie mobujamo 2 — 4 — 6k > 271 — 21, Jlakmne,

~9t 46k ~dk __ ~2'—4-—6k—2t"1 420 ~4f—204]1 ~2t—1_2i ~2i_]
Wy Wy = W, Wy w; ws . (2.31)
Ca mpyre crpase, Ha OCHOBY mpomno3utuje 2.3.1 umamo

- i i b+ c
T R NTIEY R DI (M I
2b+3c=2t—3+2¢
(b,c)#£(2t—1—21,2¢ 1)

Ha ocmoBy Teopeme 2.3.7, 32 KOXOMOJIOMKY KJIacy ﬁ, KOja OAroBapa MOJUHOMY [; BaAKU
fi =0, na us (2.31) mobujamo

~ot _4—6k ~4k _ ~2t7142' 46k ~4k—2i4+1 ~2t—1 921 ~9i_]
Wy Wy = Wy Wy Wa Wy

 ~ot=149i 4 Gk ~4k—2i 41 b+c\
= Wy W3 § b WoWs3

2b+3c=2t—3+2¢
(b»c)7é(2t_1 -2 72Z 71)

_ b+ C\ —yiot110i 4 6k ~ctdk—2i41
b

2b+3c=2¢—3+2¢
(bye)#(2t1 28,20 -1)
Ila OucMO 3aBpIMIMIN MHIYKTUBHA KOPAK, JOBOJHHO je a MOKaKEeMO Oa 3a cabupak TakaB
na je (bzc) =, 1 Baswu c + 4k — 2' + 1 = 45 3a Hero j > k.

Kako je LM(f;) = wgtil_giwgi_l, 3a HETPUBUjAJIaH cabUpak y OBOj CyMU MoOpa naa
Basku b < 271 — 2! ma je ¢ > 2° — 1 (jep je 2b+ 3c ucto 3a cse MoHOMe y f;). Omasne
nobujamo ¢ + 4k — 2¢ + 1 > 4k, ma jemuHO mpeocTaje na HOKaxkeMo ma je ¢ + 4k — 20 +1
nesbuBO ca 4.

Kako je i > 2 u 2b+ 3¢ = 2! — 3 + 2°, Hajope MOKEMO 3aKbYUUTU Oa je ¢ HellapHO,
na je ¢ + 4k — 2" + 1 mapHO, mMTO 3HAYM Oa jOII ocTaje Oa UCKLyduMo Moryhaoct ma je
c+4k —2"+1=,2, 71j. c=41. Ako 6u 6uno c =4 1 u 2b+ 3c = 2! — 3 + 2¢, omna Gucmo

noowunu 20 =4 2, ma O6u b MOpaJso OUTU HEmapPHO, MTO j€ Y KOHTPAIUKIU]U Ca YNHEHUIIOM

na je (be“c) =, 1. ]
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. . t—1_
M3 (1.10) Bumumo ma ce y ¢or_4 Kao cabupak TojaBibyje ws 2, a TOpem Hera

t—1_o
cBu ocTamu cabupmu cy obauka wi 2 Fw?f 3a mexo k > 0. Crora, Kaja IPUMEHIMO

NPEeTXOOHY JieMy mobujamMo ma je
Gora = W5 " (2.32)

~ t_ =~
Hepacrasmus enement agt—y € H* ~*(Gar_1 3;Zs) cMO onabpanm Tako na Basku (2.15),
aJli CeTUMO ce Ia je 0Baj HepacTaBJLUB eJeMEeHT jeJUHCTBEeH 10 Ha JoJaBame Kiace U3
im p*. YKOIUKO je ayt_4 HEpACTABJLUB, OHMA j€ U oty + W Takohe HepacTaBJ/LUB 3a OMJIIO
. ~ . t_ = .
koje w € imp*NH?* ~*(Gar_1 3;Zs). pumernmo na 6e3 063Upa KOju HEPACTABILUB CIEMEHT
omabpauu, jemnarkoct (2.30) u name Baku

(agt_4 + {17)2 = fdgtiél + iUV2 = ggt_452t_4 + ’}/ﬁgt_4 + {172 = ,g/gt_4<f(\l/2t_4 + {D) -+ 71’55—4’

rae CMO Yy TIOCTeI0] jeIHAKOCTA MCKOPUCTUIN UMIEHUILY 2 je W2 = Wiai_4. SAUCTA,

aKoO IpeJCTaBUMO W IPEKO ejgeMeHaTa Oa3e B u3 mociaemune 2.3.2, uMaMo

N

3
~ ~9t—1_o__ ~
w = E s ARk
k=0
3a Heke qy € Zo. Ca jemne cTrpame je

===

3

~ ~ot _ 4Gk ~. ~ot _

w? = E s Rk = agws ! (2.33)
k=0

jep cy CBU ceM HYJTOr cabupka TPUBUjaJHU Ha OCHOBY Jeme 2.3.6. Ca mpyre crpane,
y OOKa3y mpomno3uruje 2.3.5 ¢cMO MMajn

75| ===

_ 27— 1 — K\ g1 g o 27— 1 =25\ 19 ;i

jep je (275—21];1146) = 0 3a menapue BpemuocTu k. Kako je wsgst_s = got_1 = 0, TO je
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===

3
~ } : ~2t=1_92-3k ~2k | ~
Wgat_4 = AWy W3 got_4
k=0
~2t—1_2~
- a0w2 got—4g (2 34)
=]
3
t—1 :
o ~2t7172 2 - 1 - 2] ~2t717276j ~4]
= W, 4i+1 Wo W3
§=0 J
_ ~ot_4

rae CMO y HOCJIenHhOj jeAHAKOCTU jOIn jeaHOM ucKopucTtuaum jemy 2.3.6. Komauwmo, us
(2.33) u (2.34) BumUMO na je W? = Ws 4.

IIponosunuja 2.3.7. Heka je ast_4 € HQt_4(62t_173;ZQ> HEPACMABHUBE KAACAL U KOEPUUU-
jewm vy € Zy uz meopeme 2.3.8. Tada

ay 4 #0 <= ~4=0.
Joxas. N3 (2.30) u (2.32) umamo
~ o e
agf—z; = 92t-4a§t_4 + Wagz_4w§ 4
~ ~ ~ot__ . ot
= ggt—4a2f74 + 792'57410% ‘o ’yagt,4w§ 4

2~ ~ ~ot_4
= (ot _40Q2t_4 -+ YQot _4W,

(1+ 7)5%—4@?_4;

jep je Gor_qr Y € H3?12(Gy_y4:75) Nimp* = 0 ma ocHoBy mpomosmmuje 2.3.4. Ca
apyre crpame, u3 (2.20) 3HaMO 18 je dy_g0s £ 0y H¥?12(Gy_y4;Zy), wmme je TBD
beme mora3zano. ]

2.3.3 Cuyuajesm n =2'—22" -3

Y mmmy ompebusama KBagpaTa HepacTaBbuBe KaIace dy_y € H2 4(Ghs;Zy) 3a n =
2t —2 2! -3, kopuctuheMo caMYaH METON Kao U y caydajy n = 2!—1. Haume, nokaszahemo
Ia ce HepACTaB/LMBE KIace MOry omabpaTu Tako Oa Ce_CIHUKAjy jeiHa y APYTy Ipu
XOMOMOP(U3MY MHIyKOBaHOM yTamameM i : Gar_gg — Gor_13, OMHOCHO % : Gai_gz3 —
égt_Q,g. [Iperu3HUje, YKOIMKO je Ggi_y € H2t_4(égt_1’3;Z2> \ im p* HepacTaBmUBa Kiaaca,
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. e~ t_ =~ . . Tk~ .
nokazahiemo na je i*(dge_4) € H? ~*(Gort_23;7Zs) \ imp*, 1j. u i*(aGyr_4) je HEpacTaBLUBA,
ma heMo HampaBUTH OHAOUP HepaCTaBJHUBE KJIace

agt_4 3:7*(521&_4) € H2t_4(égt_273;Z2). (235)

Ha Guemo mokaszamu na je i(ay_y) € H* 4(Gyr_ss;Zo) \ imp*, Ha ocuoBy meme 2.3.4(a)
HOBOJBHO je na MOKaskeMo cienehy mpomo3utujy.

ITponozunuja 2.3.8. Hexa je H* ~*(Gor_1.3; %)~ H* =3(Glyr_y 55 L) mmoaceme Imugden—
Bummnujesom xaacom wy u i* : H2t74(G2t_173;ZQ) — H2t*4(G2t_2,3;Zg) LOMOMODPuU3aAM UN-
dykosar ymanamwem i : Gat_g3 — Gar_q 3. Tada ker wy Nkeri* = 0.

Jloxas. Vneja norkasza je mcra kao m y nponosunujama 2.3.3 u 2.3.6. Hera je [ €
Zo|wy, we, ws] mommuOM Takas ga je [f] € kerw; Nkeri*. Ha ocuoBy seme 2.3.5(a), umamo
na je [f] = *[f] = 0y H* 4Gy_93;%), ma je f = iy _4 3a HeKO a € Zy. Ca mpyre
crpane, kKaxo je [wyf] =0y H* “3(Gy_13;Zs), mmano wy f = By _s 3a Hewo B € Zy. Cana
nooujamo

QW Wat_g = [PWot_3. (236)

Ako 6u 6uno « # 0, ouma 6u ce Ha ocHOBY (1.5) ca smeBe crpane jemHakoctu (2.36)

. t—1_ . .
nojasuo cabupak wiws; °, amu moHOBO U3 (1.5) MOKEMO BUIETH 12 je KoehUIMjeHT y3

t—1__ . . t—1 . __
cabupak wiw; 7y Wyr_3 jemHaK (23 ) =0. Crora, a =0, na je f = awy_4 = 0. ]
3a ompebuBame kBampara Kmace dg_y € H> *(Goi_ys;7;) 6uhe mam morpebHa u
caeneha smema.

Jlema 2.3.7. 3a Wy € H*(Gyr_ys; L) samcu w2 * = 0.

/loxas. 1llpernocraBuMO CynpoTHO na je {55“4 # 0. Rako je dim égt_m =3-2' - 15, To
na ocuoBy IloeHRapeoBe AyanHOCTH mocTOju Eaaca o € H*7(Gy_y4:7,) Taxsa na je
oWt £ 0y H¥? 5(Gy_ys;Zy). llpumerimvo ma je 28 —7 < 28 —4, ma je o € imp* (jep
je mpBa aHOMAJUYHA KJIAca Y H*(égt,m;ZQ) y mamensuju 2' — 4). Kako je o € imp*, To
jen Ufﬁgt_4 € imp*. Ha mcTtm HaumH Kao y NPeTXOdHa MABa CIydaja MOMXKE Cce MOKa3aTu
Ia je OBO Y KOHTPAIUKIUU Ca 0@?‘4 # (0. lokaykmMO WAk TO cal HA MAaJO APYyraduju
HA4YUH. _
[MTocmarpajmo ['mcuHOB HU3 TPUAPYKEH ABOJMCHOM HATKpUBAWKY P : Gat o — Got_s.

> H3? (G 5 7o) LN H?2 3Gy 3, L) —55 H¥? (G5, Z2) — 0

Kako je H¥*(Gyi_y3; %) = H¥? 15(Gyi_g5;7%y) =2 Ly, TO je MpECTUKABAIE (0 M30MOD-
. . . . ~9t _ .
dusam, ma je p* = 0 mMTO je y KOHTPAIUKIM]M Cca UMIHEHWIOM M2 je ows; — € imp* m

ow? £ 0. [l
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Konaumo wmosmemo ma oapemmmo KBaapaT HepacTaBibuse kmace. Hera je dp_g €
H?~*(Gyr_s3;Z,) HepacTapmbuBa KIaca TakBa oa Baxu (2.35) (oBakaB 0mabup MOMEMO
HAIPABUTU Ha OCHOBY JjeMme 2.3.4(a) m nponosummje 2.3.8). Cama HA OCHOBY TeopeMme
(2.3.8) mmamo

Wy =1 (@_y) = 0" (Gor—a) - 1" (Aot —a) + 70 (W5 ) = Goralior g + @3 *=0.  (2.37)

.. ~9t _ .~
Y mocienmo]j jemHaKOCTH wWs 1 = 0 ma ocmoBy neme 2.3.7, IOK je Gor_y = 0 HA OCHOBY

nponosurmje 1.1.1. Cana n3 penamuje (2.37) u Teopeme 2.3.2(6) mobujamo caenehy
TeopeMmy.

Teopema 2.3.9. Koxomoaowrxa aneebpa opujenmucarne I'pacmanose MHOZOCMPYKOCMU
GQt—2,3 Je

ZQ[w27 ws, a21—4] Lo [wz, @Ug}
= Az /\ (G’Qt—4)7
(92t—4, g2t—2, th_4) (92t—4, g21—2) 2

I

H*(é2t—2,3; Z2)

npu wemy Kocemu 00 wy u ws odzosapajy LImugdens—BumHujesum Kkaacama KaHOHCKO2 PACAO-
. ~ . ~ t_ =~
Jema Yot o3, 00K Kocem 00 agt_y 00208apa HEPACMABHUEO] Kaac Ggt—y € H* ~HGat_o93;Zs).

~ t__ = .
Keampar wnace dge 4 € H? ~*(Go_33;7Zs) onpebyjemo ma caumuan maums. Hepacra-
BJLUBY KJIACY dgt_4 OMpamMo Ha ciaenehu HAYMH:

agt_4 2:7*(6215_4) € H2t74(égt_373;Z2), (238)

rae je i @ Go_33 — Gai_g3 yramame. OBO cMeMO ypaauTu Ha OCHOBY JeMme 2.3.4 u
cienehe mpono3unuje.

ITponosunuja 2.3.9. Hewxa je H* (G _93;%5) — H*3(Gor_9s;7s) Mmnoxcewe ITmu-
Pea—Bumnujesom xaacom wy u romomopdusam i* : Hgt_4(G2t,2’3;ZQ) — H2t_4(G2t,373;Zg)
undyxosar ymanamwem i : Gat_z3 — Gat_o3. Tada ker wy Nker* = 0.

/loxas. lneja nmokaza je ucta Kao U y IPETXOMAHUM TBphHEmUMa OBOT THUIIA.

Heka je f € Zs|w;,wq, ws] monuuaom takas na Basku [f] € kerw; Nkeri*. Ca jenue
crpare umamo [f] = i*[f] = 0y H* 4(Gy_s3;Zs), ma je f = quyWy_5 + fWyr_y 38 HEKO
a, B € Zy. Kako je Wy _4 € Jyr_o3, 3axmyayjemo na y H? ~H(Gy_y3;Zy) oBma BN

[f] = [aw Wy 5 + B 4] = [aw War 5],

ma Moskemo omabpatu [ = 0. sfReaumo ma morakemo ma je u a = 0.
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s [f] € kerw; umamo ma je [wif] = 0y H? “3(Gy_o3;Zy), ma je wif = MuiWar_y +
[Wot_3, 38 HEKO A, i € Zy. OmaBme mobujamo

Cl{w%wgt_5 = )\wlwgt_4 + ,uwgt_g. (239)

t_
Younmo monOM w? °

we. yRenmuMo na BAMMO mTa CYy KOE(YUIMjEHTU y3 OBaj MOHOM

. . t_ _
ca JeBe u mecHe cTpade 3Haka jemHakoctu y (2.39). Koedunujenre y3 w% Swy y w;
pauyramo nmomohy dopmyse (1.5) u y tabenn 2.5 MOKeMO BUAETH OBE KOE(PUIMjEHTE Y

cBaKOM cabupkry jennauwnse (2.39).

a+b+c <b+c)

cabupax a b|c ( . b

Oéw%wgt_5 2t —71110 0
)\w1WQt_4 2t —611]0 1
Mw2t73 2t —5111]0 0

Tabena 2.5: Koepurmjertn y3 w? Pw, y (2.39)

Ananuzom Tabese 3akmyuyjemo ma je A = 0. Jemnauwmua (2.39) cama mocraje

aw%ww,g) = /VLEQt,g. (240)

1_ . .
? ca mecHe crpame jemmaxoctu (2.40) je jemmak

2t71_1 2t71_2
()0 )

IOK je ca JeBe cTpaHe jemHak (0, ma mopa outu pu = 0, omakie je u a = 0, a caMuM TUM

u f=0. [

. t—
Koedunujert y3 w w3

Konauno, u3 penanuje (2.38) u Teopeme 2.3.9 mmamo
54 :Z*@guzx) =0 € H" (G 33, L),
unme cMo (nmajyhu y Bumy Tteopemy 2.3.2(06)) mokazanu HapeIHY TEOPEMY.

Teopema 2.3.10. Koromonowrxa anzebpa opujenmucane I'pacmanose MHOZOCMPYKOCMU
G 33 je

o W Lolwa,ws,as—g| ., ZLo|wa,w
H*(Gar—z3; Zo) = 2, s = i) o Dol g ®z, Nz (azi—a),
(ta—fn gat—a, agt_4) (92t—57 92L4)

npu wemy Kocemu 00 we u ws 00zo8apajy IlImugpes—Bummnujesum xaacama KaHOHCKO2 PAcaO-
. ~ Rk ~ t_4,
jema Yot_3 3, 00K KOCEM 00 Agt_y 00208aPA HEPACTNABNHUBO] KAACU Aoty € H? 4(G2t_3,3; Zs).
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2.3.4 Cayuaj 2l <n <2l —4

Kama je 217! < n < 2! — 4 curyanuja je HemTo Apyraunja y OOHOCY Ha IIPETXOIHE
cayuajese. Y oBoM ciaydajy mopen Illtuden-BurHujeBux kiaaca paciojema 7,3, Y KO-

xomoustoruju opujerTucanor I'pacmanujana G, 3 mmaheMo nBe aHOMaJIMYHE KJace, 3a
PAa3JIMKy O jelHe aHOMAaJIMYHE KOjy CMO mMamm 3a n € {28 — 3,2 —2 2 — 1 2'} mro Bu-
muMo y Teopemu 2.3.1. My aTUmIMKaTUBHY CTPYKTYpPY 3a 2071 < n < 2 —4 cy onpemunn
Mananroc n Benr y [22] kopucrehu Kosynose rommiekce.

3a k = 3, pexkypentaa ¢popmyina (1.9) je obuauka

gj = Wagj—2 +wsgj—3, J =1,

ok je (1.10) obuuka

b+c ..
n= 3 (7} s =0

2b+3c=j

Hepuanmumo jom jenar ckyn monuuoMa. Heka je 1; € Zslws, ws] monuHOM cremena 2j
3amaTr ciaenehoM perkypeHTHOM (HOPMYJIOM

2 .
rj = warj_1 +wirj_3, J =1,
ro=1mur; =03aj <0. V3 pekypeaTHe popmyJie, IOJIUHOMU 7; MOTY C€ M €KCILJIUIUTHO

b
n= X (1 )uer. iz

2b+6c=2j

N3Pa3nuTU

['maBHUM pesynrar mokasaH y [22] je HapemHa TeopeMa.
Teopema 2.3.11. Hexa je 27! < n < 2! — 4. Tada umamo uzomopdusam aseebpu

=~ ZQ[U&, W3, A3p—2t—1, a2t74]

H*(Gp3:Zs) = 7 ;

ede je udean I zeHepucar NOAUHOMUMA

Gn—2y Gn—1, Yn, G2t—3-nQ3n_2t_1 + Tp_ot-1Q2t_4, Got_2_pA3p_2t_1 + W3Tp_ot—1_102t_4,

2 2
W3G2t—4—nA3n—2t—1 + Tp_ot-141020—4, A3, ot 1, A3p—2t—102t—4, Aoi_y.

IIpu zopwem uzomopdusmy, xocemu 00 we u w3 odeosapajy LlImupes—Bumnujesum xaacama
Wy U W3 PACAOJERA Yy 3, 00K KOCEMU 00 Uzp_ot_1 U Aot_y 00208APAJY GHOMANULHUM KAACAMA

Aspp_ot_1 € HS”_Qt_l(én,g; Zs) u agt_y € H2t_4(én73; Zs), pedom.
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2.4 Cuayuaj k=14

Axo je p: 6252 — Gyt OBOJIMCHO HATKpPUBAH-€, HA OCHOBY TeopeMe 2.2.2 mMaMoO na
je ~
H* (Gt 95 Z2) = imp" @ My (aze—2).
Cnuuno, ako je p : 5233 — Gyt 3 OBOJMCHO HAaTKPUBame, OHIA je Ha OCHOBY TeopeMe
2.3.6 N
H*(Gat 3;Z2) = imp" @ Ny (asr—1).

OueruBano 6u ce ma he m 3a k = 4 KOXOMOJOMmKA ajaredpa H*(égtA;ZQ) mohu nma ce
OpEeACTaBU KaO TEH30PCKU MPOU3BOJ cauke on p* (rme je p: 62t74 — Gt 4 OBOJIMCHO HAT-
KPUBAabe) U CIOJbHE ajiredbpe HaL jeJHOM aHOMAJIUYHOM KJIACOM, ajuu y Teopemu 2.4.3 u
npono3unuju 2.4.4 norkazahemo na to Huje caydaj. Hanme, nopen Hltuden—BuraujeBnx
KJaca 3a1cTa HeMo MMaTé caMoO jOoIl jelHy HepacTaBJLUBY Kjaacy y AuMeHsuju 2' — 4,
ajy KBaIpaT oBe kjace Hehe Outu TpuBHjadan. Koxomosomka anredbpa opujeHTHCA-
He ['pacMaHOBe MHOTOCTPYKOCTU C€ NOCTa YCJIOXKIaBa Kako k pacTe, MITO HAM CIIyYaj
k =4 unycrpyje. Takobhe, y mo canma ananumsupanuM ['pacManujaHuMa MojaB/bUBAJIE CY
ce O HAJBUIIE ABE aHOMAaJIMYHE Kjace, ajii M3rjena na TO reHepajno nehe outwu ciayi-
xaj. Y [22, omemaxr 9.1] ayTopu cy oapenuian JUMEH3Uje AHOMAJIWYHAX Kiaaca 3a k=5
nun € {10,...,33}, kao m 3a k =6 u n € {12,...,21}. Mcnocrasma ce na Gpoj aHoma-
JUYHUX KJIaca pacTe U TO, Ha IPBU Horjen, 0e3 Heke npaBuanoctu. lllTaBurmie, yak u y
CcIyJajy Kalla je n CTEeleH ABOjKe CUTYyAaIlldja Ce YCIOKIbaBa MaKo OU ce Ha OCHOBY JOCAa-
MAIIBUX Pe3yITaTa MOTJIO OYEKMBATH Ja eMo Oap y TOj AMMEH3UjU UMATU CaMoO jeIHy
apoMaanuHy kiaacy. To mnakx Huje ciydaj, jep Beh Gig MMa OBe aHOMAJIMYHE KJace.
Osaj pesynTaT MOxAa U HUje TONMKO u3HeHaDyjyh, jep CTPYKTypa KOXOMOJIONIKE aJi-
rebpe opujentucanor I'pacmanujana G, cBakako 3aBucu u ox k (moryhe je na he ce
cuUTyaluja MEHATU Y 3aBUCHOCTU Ol TOTA KOJUKO je U k Gin3y HEKOr CTemeHa ABOJKe),
ajii KaKO je MO Cajll aHAJU3UPAHO TEK IPBUX HEKOJIWKO BPETHOCTU k, HEKEe TeHepaJiHe
IPaBUIHOCTU MOYKEMO caMoO na Harabhamo.

Y Teopemu 2.4.3 ycmeau cMo Ja JaMoO OIKC KOXOMOJIOrmje camo 3a n = 2!, mana u
Taj onuc je menumudan. CBU JOKA3M KOje M3IAKEMO Y OBOM onesbky cy u3 [6]. Cauuno
kao TeopeMma 2.4.1, morsa ce mokazatu u teopema 2.3.1 (y moka3sy ose teopeme y [1],
Bacy n YakpabopTu cy Takobhe ucnuruBany puiarpanujy kojy HaM CepoB CHEKTPaJIHU
mu3 naje). Ca mpyre crpane, mokasu teopema 2.3.2 u 2.3.3 (matu y [1]) pasnuryjy ce
oxn nmoka3a teopeme 2.4.3. Y [1], ayropu cy ce 6aBuim ananu3zom CepoBOr CIEKTPaJI-
HOI HU3a 3a paciojema (2.2), nok he HOKa3u M3IOKEHU y OBOM OJIEJbKY OUTU HEIITO
apyrauuju u kpahu, mro Ham omoryhyje mpumena teopeme Jlepe—Xwupina u teopuje
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['pebrepoBux 6aza. MehyTum, MmeTomu koje cMoO nmpumenuam 3a onpebusame KOXOMOIIO-
ruje on Gyt 4 He Ou npomum y caydajy k = 3. Haume, nokas nponosunuje 2.4.2 3acHuBa
ce Ha npuMenu teopeme Jlepe—Xwupmia, a yciaoBu Te Teopeme Hehe OUTU HUCIYHEHU 3a
cBe n kana je k = 3. Hamame moapasymeBamo ma je t > 3.

Y yBOmy mOrjaBjhba 2 BUAEJNU CMO JIBa KOPUCHA paciojema, Ia MOorjenajMo Aujarpam
(2.2) y cayuajy k=3 un=2"
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~

t_ t p1 ~
S W2 Py Gy

sp

~

Gt 4

[IprnmeTnnu cMoO na je XOPU30HTAJHO PACIOjerme M3 IMPETXOMOHOT AujarpaMa yIpaBo
cepHO paciojeme Koje OAroBapa 553, IOK je BEPTUKAJIHO U30MOP(HO cPepHOM pacio-
jemy IPUADYKEHOM Yot 4.

Ila GucMo ompenuiiu KOXOMOJIOIIKY aJarebpy H*(ém; Zs), najupe hemo nomohy pa-
cJojema ?2%73 OIpEenUTU reHepaTope aJjredbpe H*<W327t1;22), a 3aTUM U TeHepaTope aJ-
rebpe H*(éQtA;ZQ). Hakon Tora hemo matu m onmmc MyJITUINIMKATUABHE CTPYKTYpeE OBE
asrebpe.

2.4.1 TI'emepaTopm KOXOMOJIOIIKe aJjiredope H *(ngtl;Zg)

Ilpyra crpasa CepoBOr CIEKTPAJHOT HU3a IPUAPYKEHOT paciojemy S2 4 = VV32t1 LAN
égt’g cagpskaHa je y IOBa pela, Ia je jenuHu audepeHnujal KOju MOyKe OUTU HETPUBU-
jaman dyt_3. 3HaMO na je oBaj mudepeHIUjasl MHOKeme Momyiao 2 OjaepoBOM KJIacoM
paciojema Yy 5, Tj. [ltupen—Buraujesom kiacom war_3(Yai 5) € H*3(Gye 3: 7). Ca mpy-
re CTpaHe, oBa Ki1aca oAroBapa KOCETY KJace (ot_3 IPU M?;OMopcppBM}/ 13 TIPOIO3UIje
1.1.1, a ma ocuoBy [17, nema 2.3] je got_3 = 0. Ilakne, mupepentmjan dy:_3 je TpuBMja-
JIaH, Ta je N

Eu = By 2 H*(Gye 3, %) @ H (S* 4 Zy). (2.41)
Kako cmnexkTpaJsHym HW3 KOHBEPrUpa Ka KOXOMOJIOTHjU TOTAJJHOI IPOCTOPA Wgztl, MO-

t__ t . . .
KeMo omabpaTu kaacy co_y € H? ~4(W2,;Zs) ca cBojcTBOM i*(cot_4) = s, Tae je s €

H?~4(S*~*. Z,) remeparop.
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Hame, HAa ocHOBY Teopeme 2.3.6 u (2.41) Bumumo na je E, kKao OucremeHoBaHa
anrebpa remepucana ca wy ® 1, w3 ® 1, a1 ® 1 n 1 ® s. Hepuaummmo

Wa 1= pj(Wa), W3 1= pj(W3) 1 agr—1 1= pj(age—1). (2.42)

IIponosunuja 2.4.1. IIpemzoono dedunucane xaace wy € HQ(W:,?;; Zs), w3 € HS(Wg?fl; Zs),
t_ t t_ t t

Corg € H* "N W35 Zo) wage_y € H> 7' (W3 Zs) eenepuwsy anzebpy H*(W3,; Zs).

Zlokxas. 3a mpom3BosHO 1 > (0 sKeJIMMO Oa OOKasKEeMO ma Cy CBe KJjace y HT(Witl;Zg)

HOJMHOMM HAJ Wg, W3, Cot_4 M agt_j. KAKO rope MOMEeHYTU CIEeKTPAJHU HU3 KOHBEPTUpa

ka H*(W3,;Z,), To umamo dpuarpanmjy

T

H (Wi Zo)=Fg 2F[ 2 2, DF D =Fl,= =0,

e EPT—P o frET
TakBy na je B/ P = Fp/Ferl 3a cBe p = 0.

O6puyToM uaaykmujoM mo p > 0 mokaszyjeMo ma cy CBe Kjace U3 F; MOJVHOMU HAaI
W, W3, Cot_4 U agt_1. 1IBpheme je TpuBHMjasHO TadyHO 3a p > r. lIpermocraBumo na je
0 <p<r, gacy cBe kKjiace u3 F;H MMOJIMHOMUY HAI Wo, W3, Cot_4 W Agt_q ¥ HOKAKUIMO Ia
VCTO Bayky U 3a ).

3 T T 3 o~ 'D,T—p 3 T

Heka je x € F) \ »i1- Aro je T € ELJP enemenT Koju oArosapa kocery r + Fj .,y
KosmaHuKy Fy/F7. |, OHma je, Ha OCHOBY MMCKycHje KOja je TPeTXOAuna MPONO3UIIjH,
T TMOJIMHOM Ham Wo @ 1, w3 ® 1, a1 ® 1 m 1® s, Tj.

T = f<@2®17/&73®1,1®5,52t,1 & 1),

rzue je f HeKM HOJMHOM 4YeTupu Heonpebene Han nmomeM Zp. OBo je jemnakoct y EDV 7P,
ST ~Y T T 1
a mpu uzomop¢usmy ELIP = [7/F7, | oHa 0AroBapa jeaHaKOCTH

x+ F) = f(Wa, W, Cor_g, 000 1) + I 5.

Cana je ouursnenso = — f(wg, W3, Cot 4, 89t_1) € FJ,,, ma je Ha OCHOBY WHMIYKIAjCKE XUIIO-
Tese x — f(Wg, W3, Cot_4, a9t 1) TIOJIMHOM HAJ Wa, W3, Cot_4 U Agt_1, ONAKIE KOHAUHO 3aKJbY-
JyyjeMo na je U r TOJUHOM Hal Wo, W3, Cot_4 U agt_q. ]

Kako je age_1 = pj(ast_1), TO je Ha ocHOBY Teopeme 2.3.6

Az = py(az_1) = 0. (2.43)
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2.4.2 T'emepaTopm KOXOMOJIOIIKe ajiredope H *(CNJQtA; Zs)

[TocmaTpajmo chepHO paciojeme S* — W N th 4
Kako cy Got 4 u S® 3aTBOpEHE TOBE3aHEe MHOI‘OCprKOCTI/I mumensuje 4-28—16, omrocHO
. t .
3, TO je m Wfl 3aTBOpPEHA MOBe3aHa MHOIOCTPYKOCT muMensuje 272 — 13, ma moskeMmo
t
npumenutu [loenkapeoBy nyamnoct wa H*(W3;Zs,).
C jema $% — W2 B G
€pPOB CIIEKTPAJIHU HU3 Ppaciiojema — W3, — Gary KOHBEprupa Ka CTENeHO-
BaHO] ayurebpu H*(WSl,Zg) [TpemusHauje, mocroju crabunna ¢uiarpamuja {F7}, o O
. .
H (WS 1,Z2) T].

H(W31vz2):FSQF{2"'QFT13FTQ v =F . ,=---=0 3a cBako r,

TaKO Ma Cy WHIAYKOBaHA OucTemeHOBaHa ajredpa @ F;,’Jrq/F;,’:f 1 OucCTeneHOBaHA AJl-
p,q=0
rebpa E, = EP9
) o P mpuapy:keHa OBOM CIEKTPAJHOM HU3Yy U30MOP(HE.

P,q=0
Kako je cmexkrpasny HU3 canp:kaH y HyaTO] n Tpehoj BpcTu, jenmuu audepeHyja

KOju MOKe OuTH! HeTpI/IBI/IJaJIaH je d4, a 3mamMo na ce oH cBoaM Ha MHO%eme OjmepoBom

KJacoM paciojema S° — W 2 Got 4. llpumeTnim cMO paHUje Oa je OBO pacilojeme

“30MOPOHO chepHOM paCJIOJe}by IPUAPYKEHOM Yot 4, Ta je dy MHOKEHEe ca Wy(Yat 4) = Wy.
Ha ocuoBy [23, Teopema 5.9], koMmmosunuja

H (G 43 7o) 2 E3° — E}° — - BN = B0 = FT C H' (W3 Zo) (2.44)

jecre ynpaso npecnukasame sp* 1 H"(Gar 43 Zs) — H“(Wg 1:Zs). llomto je jenuHu HETPU-
BUjasiaH muepeHnujan d, MHOKEHmE Ca Wy, MOKEMO 3aKBYUUTH Oa je

ker sp* = Wy H* (G 4; Zo). (2.45)
OBo 3maun na he kaacay Hr<62t,4; L) = H’"(éng; Z,)@H (S% Z,) = E3°  npexusern’”

no E7Y ako m camo ako Huje nesmuBa ca Wwy. Vimamo u na je E72 =0 3a r < 2 —4 (Bumetn
cauky 2.1 ma ctp. 55), mro he nupekTHO CclenuTy U3 HapeIHE JieMe, Ia je

H' (WiiZs) = Fy = F sar<2' -1 (2.46)

Jlema 2.4.1. Muoxcewe ca wy, HT(éQtA;ZQ) D4, HT+4(621’4;ZQ), jecme MonomopPuzam 3a
r <2t —4.
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Joxkas. Y teopemm 2.1.3 Bumenu cmo ma je charrank(Ja:4) = 2° — 5, ma cy cBe kiace y
HT(éQtA; Zs), 3a r < 2! — 5, momuromu man ltuden—ButaujesuM knacaMa Wy, W3 U Wy.
Ca mpyre crpase, Ha OCHOBY nponosunuje 1.1.1 u unmenune na je goe 3 = 0 [17, mema
2.3] nmamo

Loy [w27 w3, w4]
(92t—2, 9211, 92t)

Ila GucMO TOKa3aJM & je MHOKEHmE ca Wy MOHOMop¢uszaMm 3a r < 2 — 4, omabepmmo

npou3BobHO = € H"(Gar 4;Zs) \ {0} u moraskumo na je wyzr # 0. loBosmHO je ma ce yse-
pUMO & HUjemaH MOJMHOM CTemeHa (KOXOMOJIOMKE MUMeH3uje) Mamer on 2! u3 mmeana

(g2t_2, got_1, got) HUje memus ca wy. OBO AUPEKTHO CIEAN U3 YUHEHUIE I (ot o U (ot 1
. . =1
HUCY IeJbuBU ca wy. 3aucta, u3 (1.10) Buaumo na ce y got o mojaBibyje cabupak wg L

t—1_
IOK Y got_1 MMaMO cabupak ws  ws. []

Kako je kommnosumuja (2.44) 3anpaBo mpecaunkaBame sp*, 3a ¢purcupano r > 0 uma-
MO [a je CJauKa om sp* : HT(GQ%;ZQ) — HT(ng;Zz) jemnaxa F). Axo je kmaca x €
Hr(égtA;Zg) pacTaB/bUBa, Tj. aKO Ce MOKEe MPENCTABUTU KAO MOJMHOM HaJ KiacaMma
CTPOTO Mame IUMEeH3uje, OHIa ce sp*(x) Moyke MpencTaBUTHA KAaO MOJUHOM HAJ KIAcama
u3 F}, 3a 0 <i < r. Crora, sp* uHIyKyje enumoppusam

HT(é?t»‘l;Z?) /D(Hr(ézt,zx;zz)) i /D(Frr)’ (2.47)

rae je D(H"(Gy ;7)) cuka IpecImEaBama

r—1
@ Hi(G2f,4§ ZQ) ® HT?i(G2t74; ZQ) = HT(thA; Zg)

i=1

[aTOr MOMONY KOXOMOJIOIIKOI Ipou3Boaa, nok je D(F!) cauka ox

r—1
DFrerRl=F.
i=1
Jlpyrum peurMa, KOceTu y IOMeHy IpeciukaBama (2.47) oarosapajy HepacTaBJbU-
BUM KJlacama y Hr<é2t’4; Zs), a HapenHa JieMa HaM oMoryhasa na HepacTaBJbUBE KIlace
y HT(éQtA;ZQ) IETEKTYjeMO aHaJm3upajyhu ¢uiarpanujy KOXOMOJOIKe ajaredbpe mpo-
cTopa Wi,

JIema 2.4.2. Enumopduszam (2.47) je uzomopdusam sa r > 4.
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Jloxas. Heka je x € H™(Gy 3 Zy) Taxas ma je sp*(z) € D(FT). Hemmmo na mokameMo aa
jex € D(H’“(égt/;; Zs)), Tj. na je x pacraBmus. U3 ycamosa sp*(z) € D(F) cnenn na sp*(x)
MOYKEMO NPEeACTABUTH Kao sp*(x) = ), a;b;, rae a; € FZJJ nb; e F:__g, 3a HeKo 0 < i; < 7.
Kako je sp* : Hk(égtA;Zg) — FF emmvop@usam, To mocroje knace a; € H"j(CN;’ztA;Zg) u
Bj € H™=5(Gyr 43 Zy) TakBE 1A je a; = sp*(a;) u b; = sp*(B;). Cana je

J

Hpyrmv peunma, sp*(z) = sp*(y) 3a mexo y € D(H"(Gyiu;Z,)). Hame nmamo = — 1y €
ker sp* = Wy H ™*(Gat 4;Zs) (Bumetn (2.45)). Konauno, nocroju xnaca z € H™*(Gat 45 Zs)
TakBa ma je ¥ =y + Wyz u Y+ wyz € D(H"(Got 4;Zs)) jep je r —4 > 0. []

Ha ocuoBy teopeme 2.1.4 je charrank(¥q:4) = 2 — 5, ma je mHajmame r Takso ma je
H"(Got 4;Z2) \ imp* # () jenuaro 2" — 4. Hera je

Ggi_y € H* "Y(Gor.4; Zs) \ im p* (2.48)

npou3BOJbHA Kiaaca. Tana je ase 4 HEpacTaB/bUBA, A je HEH KOCET y

H 4G o) [ (g2 4(Giy 11 2)
HETPUBU]jAJIAH.

Teopema 2.4.1. [lImugpes—Bumnujese xaace W, Wz, Wq, 34jeOHO CA KAGCOM Qot_y, 2EHEPUULY

anzebpy H*(Gat 43 Zs).

Joxas. Y cayuajy t = 3, TBpheme Basku Ha OCHOBY [28, Teopema 3.3].

Hexka je cama t > 4. Ilokaszahemo na cy 3a r > 0 cBe kiace y H’”(CNJQtA; Zs) monuHOMU
Ha o {EQ, 1,173, ’L’E4 n azt_4. _

Axo je r < 2'—4, ouna je H"(Gat 4; 7o) C im p*, a Ha ocHOBY nponosunuje 1.1.1 3namo

na Wy, W3 U Wy TeHepUNry im p*.

Hexa je r = 20 —4. Kocer on ay_y v H* (Gt 4; Zs) | D(H* (G 4; 7)) je merpusuja-
nam u D(H? 4Gy 4; 7)) C imp*, ma je mOBOBHO ma mOKakemo ma hie oBO OuTm jemwHu
HeTpuBUjaJaH KoceT. Ipyrum peumma, mokaszahemo na je

WG Ta) [ Dt (Gip ) = Lo
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Kako je t > 4, o je 2! —4 > 4, na je Ha OCHOBY JeMe 2.4.2 mOBOJHHO Oa MOKaKeMO Ia je

2t 4 /D = Zs. (2.49)
Ha ocuoBy nponosumnuje 2.4.1 u (2.46) nmamo
wo € F2, wy € F§ w ey y € F2 71, (2.50)

2t—4 : 2t—4 2t—4
u enementu y D(F;, ")) cy monusHoMu HaI W U W3. Kako je xommunuk F,, ~//D(F;, "))
HeTpUBUjaJaH, Ha OCHOBY mpomno3urije 2.4.1 3akmpydyjeMo na je KOCeT OJ Cot_4 HETPU-
BUjaJIaH, a TO je U jeIWHU HETPUBUjaJHU KOCET, ynMe cMo nokaszanu (2.49).

3a r > 2! — 4 kenuMo ma HOKa:KeMO Ia Cy CBe Kjaace y H’”(égtA;ZQ) pacTaBJbUBeE,
IITO je Ha OCHOBY Jjeme 2.4.2 eKBUBaJeHTHO yciaoBy ma je F' = D(F’). Heka je x € F,
x # 0. IloBOBHO je ma MOKasKeMO 1a je & MOJUHOM HAI Wo, W3 U Cot_y4, TIa Ne TBpheme
canemutu n3 (2.50) u ummenune ga je guarpanuja crabuiaHa (MOrIeIaTH M KOMEHTapP
HAKOH IOKAa3a).

3 a2t_1
ol W2 W3 Cot_4 T Tz
0 2 3 2t — 4 2t —1 2tt2 _ 16 2t+2 _ 13

t sp <
Cmura 2.1: F,, crpana cnexTpaJsor Hu3a 3a S° — Wi — Gy

[IpermocTaBuMO CynpOTHO, A& & HE MOYKEMO I8 MPEeaCTaBUMO Ka0 MOJUHOM HAI Wo, W3
u cot_y4. Tana na ocuoBy nponosunuje 2.4.1 u (2.43) umamo x = agt 1y, Tae je y MOJUHOM
HAI W2, W3 U Cot_4 (Y 3AIMCy KjIace T MOMKEMO Ia M30CTABUMO MOHOME KOJjU HE CaIpiKe
agt_1 jep he onm npunanaru D(F))). Ha ocaoBy IloenkapeoBe gyasHOCTH ITOCTOjU KIaca
z € H2t+2_13_"(W§t1;Z2) rakBa na je rz # 0. Kako je x = ax_1y u a3, ;, = 0 HA OCHOBY
(2.43), knacy z MOKEMO 0nabpaTy TaKO Ja Ce y HEeHOM 3alUCy He HOjaBibyje agt 1, Tj.
Z je TOJNMHOM HAaJ Wo, W3 U Cyt_4. Canma Ha ocHoBy (2.50) m crabumHocTu duarparuje

2t+2_13—r

umamo z € Iy, 37", ma kako je r € F, nobujamo

vz € F2, 3 27180 — g (2.51)

jep je mumensuja 6a3HOT MPOCTOPA 6234 jemnaka 272 —16 (Bugeru cauky 2.1). Konauno,
(2.51) je y KOHTpaIUKIUjU Ca YUEEHUIOM na je xz # 0. ]
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Y (2.45) cmo Bumenu na je ker sp* = @4H*(é2t74;22), ma u3 Teopeme 2.4.1 u mpomo-
3unmje 2.4.1 mobujamo
sp*(wy) = wo u sp*(w3) = ws. (2.52)
Tarobe, sp*(agt_4) = cot_g + f(Wq, w3) 3a HerM nosuHOM f. 3amcra, y CympOTHOM OHCMO
Ha oCcHOBY nponosuruje 2.4.1 u (2.52) nobuan sp*(ay_4) = g(wa, w3) = sp*(g(ws, w3)) 3a
HEKU TOJMHOM ¢, Oflakjie OU CIemUyIo 1a je Gy — g(Ws, W3) € ker sp* = 1”64H2t_8(62t74; Zs),
mTo je memoryhe jep age_4 ¢ imp*.
Ako Momupukryjemo ay_4 momasameM f(Ws, Ws), U Aabe UMaMO HEPACTABILUBY KIacy
3a KOjy cala BaykN
sp*(Ggt_4) = Cot_4, (2.53)

kao u (2.48) u Teopema 2.4.1.

Hamomena 2.4.1. Kaaca asi_y je Hepacmas.musa, mj. He MOACE ce NPeICmasumy Kao no-
AUHOM HAO KAGCAMA CMPO20 MABE KOTOMOoAouke Jumensuje. Taxohe, uz nponosuvyuje 1.1.1
sudumo 0a cy u Wa, W3 u Wy maxohe nepacmaspuse. Teopema 2.4.1 3anpaso xaxce da cy
080 jedune wemupu Hepacmasnuee kaace y H*(Gat 43Z2) (0o Ha dodasame pacmasmpusur).

2.4.3 KoxomoJuomka ajgredopa H *(éQtA; Zs)

ITpono3unuja 2.4.2. Axo je ag_4 € H2t_4(é2t74; Zs) nepacmas.rusa kaaca (00adpara maxo
da saxcu (2.53)), onda y H*(Gat 43 Zs) umamo jednaxocm

~9 e~ =~
aye_y = Page 4+ Q,
3a Hexe nosunome P u Q) naod wo, W3 U Wy.

Jloxas. TlocmaTpajMo chepro paciojeme S 4 5 w2 & Gys. Kako 1 = i*(1) m s =
i*(cyr_y) umme amurusHy 6Gaszy om H*(S?~*Z,), To ma ocuoBy teopeme Jlepe-Xupira
(Bumetu [12, Teopema 4D.1.]) umamo aauTUBHM M30MOpdUI3aM

(I) . H*(62t73;Z2) ® H*(S2t74;ZQ) — H*(Wngl,Z2>

mat ca P(r® 1) =pi(z) n P(r®s) = pj(x) - car_y.

Y mocnemunu 2.3.1 Bumeau cMoO Oa H*<62t’3; Zs) uMa anuTUBHY 6a3y CACTABILEHY O
eneMeHaTa WHw§ U Ao _wHwS, 3a (b,c) € T, rme je T ckyn cBUX TapoBa HEHETaTUBHUX
neaux 6pojeBa (b,c) ca cBojcTBOM gma 3a cBako i € {0,1,...,t — 1} Bamwm b < 2071 — 2
nmu ¢ < 2° — 1. Heka je N 6poj enemenara ckyna 1, Tj. 6a3a on H*(éy,g;Zg) cacroju
ce on 2N ememenara. Vzomopduszam ¢ mam ouma maje amuTuBHy 0a3y O H*(Witl;Zg).
Enementnr oBe 6ase cy
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°
KA

WyWs ® 1) = pi(W5w5) = waws;

[ ]
KA
£
o
£
wo
&
N
I
s
[
2
o
£
wo
L
I
g
N
=
WO
3
-

o O agt_lwgwg X S) = p?(agt_lwgwg) cCot_y = WgWgCQt_4a2t_1;

3a (b,c) € T. llpumerumo na je dim H*(Wii;ZQ) = 4N.

) , . -
IlocmaTpajmo cana cpepuo paciaojeme S° — W3 =5 Gory. Ha ocmosy neme 1.1.1
MIMAaMO

1 ¢
dim(im sp*) = §dim H* (W35 Zs) = 2N.

Ca gpyre crpane, Ha ocHOBY (2.52) u (2.53) 3mamo ma 2N JIuHeEApHO HE3aBUCHUX €JIe-
MeHaTa IpBe u Tpehe BpcTe mpumana im sp*, ma he oHM y CcTBApU YMHUTU eIy 0azy
on im sp*. Crora, Kako je u ¢5,_, € im sp*, MOKEMO r'a IPEACTABUTU IIPEKO DA3HUX elle-
MeHaTa

9 — —
C2t_4 - 02t74P + Q,

rae cy P u () Hekm MONTMHOMYU HAT Wy 1 w3. Ha ocroBy (2.52) um (2.53) mmamo
sp* (5gt—4 - (52t74p(@2, 753) + @(@27 @3))) = Cgt—4 - (C2L4F + @) =0,
na u3 (2.45) 3akmydyjemo
U5y = Qg4 P(Ws, Ws) + Q(Ws, W3) + Wy R,

Y t+1__ =~ . . ~
3a mexy knacy R € H*  ~'2(Gy 4;7Zs) KOja je Ha ocHOBY Teopeme 2.4.1 monmHOM HaI W,
W3, Wy U Aot_y. KOHAUHO, Kaga mpernakyjeMo cabupke, mobujaMo

~9 S~ -~
ay_y = Pagi_4+ Q,
3a Heke nosumEoMe P u () Ham Wy, W3 U Wy. []

Ila GucMo oxpemuiIn KOXOMOJIOMIKY aJredopy H*(éztA; Zs), 6uhe Ham norpebHA TEO-
puja I'pebuepoBux Oa3a.
3a k =4, jemnaroct (1.9) mocraje

Gr = Wagr—2 + W3Gr—3 + Wagr—g, T =1, (2.54)
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(cetumo ce nma cMmo mepumHUCAIM g1 = g = g_3 = 0), a jemmakoct (1.11) mocraje
gr = w2 g_gint + W Gy + WD Gp_gire, T =242 —3 0 >0. (2.55)

YouuMmo maea
I = (g2t*27 got—1, gat, agf—4 + Pa2tf4 + Q)v

rae cy nmojuaomu P u () mobujenu om moJIuHOMA Pu @ u3 mpomno3uije 2.4.2 3aMeHoM
Itudpen—BuruaujeBux ki1aca wy U w3 IPOMEHbUBAMA Wy U W3, PEIOM.
Kako je gor_3 = 0, mmamo na je g, € I 3a ce r > 2! —2. Cnenujanno, saxuhe I = (G),
rue je
G={gy 340 | 0<i<t—1}U{got,a5_, + Pag_4 + Q}. (2.56)

Hokazahemo na je 6a3za G uneana I <Zslwy, w3, wy, ag_4| 3anpaso I'peGueposa 6a3a. Y
Ty CBPXY HOKQKMMO HAjupe aBe moMohHe jgeme.

Jlema 2.4.3. 3a cee uyene bpojeser > —3 ui =0 saxncu

201 20
Ws Gy = G2i(r+3)-3-

/loxas. Tepbewme mokasyjemo mHAyKHUjoM 1O ¢. 3a ¢ = () je AHAKOCT ce CBOAU HA §, = G-
3a ¢ =1 Tpeba ma mpoBepUMO Aa JU je

w3g® = gorys  3a CBE T = —3, (2.57)

mro hemo nokazatu mugyknujom mo r. Ako je r € {—3,—2,—1}, oBe crpane oBe jemHa-
KOCTHU Cy jemHake Hymau, a ako je r = 0 (2.57) cBomu ce Ha w3 = g3, WITO jeCTe TAYHO
Ha ocHOBY (1.10). Ykoauko je cama r > 1 m ako IpeTnocTaBuMO na je 1,U3g]2- = (2j+3 3a
—3 < j <r, onma Ha ocHOBY (2.54) u (2.55) mobujamo

2 2

wsg; = w3(Wagr—2 + W3Gr—3 + WaGr—4)
9 9 2 9 2 9
= WiWs3(, o + W3W3G, 35+ WiW3G,_4

2 2 2
WyG2r—1 + W3G2r—3 + WiGor—5 = Gori3,

ynme Mo pokaszanu (2.57).
Hexka je cama i > 2 un

21'—1_1 2i—1
ws 9r = g2i-1(r43)—-3 34 CBe r = —3.

Kanpupamem mpeTxonHe jeIHAKOCTU U MHOKEHEM Ca w3 A0OUjaMo

2t—1 2% 2 o
Wz gy = W3Gi-1(p43)—3 = Y2i(r+3)-3

Ha OCHOBY (2.57), umMe je mHOKA3 3aBpIIEH. [l
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Jlema 2.4.4. Heka je 0 < @ < t — 1. Tada nujedar 00 MOHOMA Y Got_3.9i HE CAOPACU
NPOMEHDHUBY Wy.

Jloxas. Ha ocuoBy seme 2.4.3 umamo

92t —3+2i = §oi(2t—i—24+3)—3 = w3 T gai-i_s,
a je HOBOJLHO IOKA3ATU Ia HUjEeNaH O HMOJMHOMA gom_o (m > 0) He caap:Ku MOHOMeE
nespuse ca wy. OBo hemo nokaszaru uunykuujom mo m. 3a m € {0,1} rBpheme ounrienuo
Baskm. Heka je cama m > 2 1 HeKa HUjenaH O MOHOMA Y (oj_o He canp:iu wy 3a 0 < j < m.
Ha ocuoBy (2.55) umamo

om—2 gm—2 om—2
gam—2 =Wy  Gom-1_p T W3  Gom-2_9F+ Wi G2

2m—2 2m—2
= w2 gom—1_9 + w3 gom—2_9,

ma ce w, He MOjaBJbyje HU Y (om_o. []

Teopema 2.4.2. Ckyn G (dedunucan y (2.56)) je I'pebreposa basa 3a I <1Zs|ws, w3, wy, Aot 4]
Y 00nocy ma aexcukozpapcro ypehemwe monoma < 0amo ca w3 < We < Wy < Agt_4.

Zoxas. Ha ocuoBy nedununuje nneasna I mvamo na (G reHepuine oBaj maeas, ma je
Ha OCHOBY Teopeme 1.3.1 MOBOJLHO ma MOKaKEMO ma ce S-TMOJMHOMU OWII0 KOoja mBa
eseMeHTa penykyjy mo myae moxyio G. Kakxo je S(f,f) = 0, mocmarpahemo camo S-
MOJIMHOME Pa3JIuunTuX ejeMerHara u3 G.

[Monuuomu P u () He canp:e as_4, na je LM(a3, , + Pay_4+ Q) = a3,_,, a u3 (1.10)
BuarMo na je LM(gq) = w? . Takobe, 3a 0 < i < t— 1, ma ocHoBy 1eMe 2.4.4 MOHOM
LM(ggt_3,9i) HE CAOPKU HU Ggt_4 HU Wy.

Ilakie, yKOIUKO je 6ap jeqan o1 HOIuHOMA y S-HONUHOMY U3 {gar, a3, + Pax_4+Q},
ouza cy Bomehim MOHOMU Ta JBa MOJIMHOMA y3ajaMHO MPOCTH, a4 HA OCHOBY [3, Teopema
5.66] 3akmyuyjemMo ma ce oBaj S-moaumHOM penykyje mo myse momyino G. Ocraje jom
a PasMOTPUMO ciaydaj S-TmoaumHOMA S((ot_3, 0, §ot_349i) 38 HEKA OBA pa3auumTa Opoja
i,j€{0,1,...,t—1}.

N3 jemmaroctu (1.10) Bumumo na je peaykuuja MOLYJIO Wy HOJUHOMA ¢, r = 0,
yIPaBO HMOJIMHOM ¢, V ciyuajy k = 3. Ha ocHoBy neme 2.4.4 onma umaMo na je MOJUHOM
Got_340i € Lows, w3, wy] 3a k = 4 jeqHak MOTUHOMY Got_3,0i € ZLowe, ws] 3a k = 3. Ca npyre
cTpaHe, n3 TeopeMe 2.3.4 nMaMO Oa HOJMHOMU (ot 340, 0 < 7 <t — 1, unae ['peOrepoBy
6a3y nneana (got_o, gor—1) I Zo|ws, ws] y omHOCy Ha snekcukorpagcko ypebeme ws < ws.
Hakse, S(gat_319i, gat_342i) PEOyKyje ce mo myiue 3a cse i,j € {0,1,...,t— 1}. []
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Ha ocuoBy mponosunuje 2.3.1 nmamo na je

LM(922_3+2i> = w;til_ingi_l, 0 < 1 < t—1.

Ilakae, MOHOM wgwg HUje HeJbUB HU Ca jeIHUM O OBUX BOmenmx MOHOMA aKO U CaMoO

ako 3a cBako i € {0,1,...,t — 1} Baskm b < 271 — 2/ unm ¢ < 2 — 1, Tj. ako U camo
ako (b,c) € T (rme je T ckyn meduuumcan y mokasy nponosuimuje 2.4.2). 3ajemso ca
wnmenrmom ga je LM(gx) = w?  u LM(a2_, + Pay_4 + Q) = a2 _,, nponosummja 1.3.1
naje caenehy mocisenuy.

IMocnemunma 2.4.1. Axo je B = {agt%wé‘fwgwg | r < 2,d <272 (b,c) € T}, onda Kocemu

eaemenama u3 B wune adumueny 6azy xosuunuka Zg|ws, ws, wy, agt 4] /1.
Jlodamwo, axo je N bpoj eaemenama ckyna T (kao y doxazy nponoszuyuje 2.4.2), onoa
je
dim (Zg[wg,w3, Wy, CLQt_4]/I> =92i-1. N,

Ha mormyHo mctm HaumH ce Moske mokasaru na je {gor 3400 | 0 < i <t — 1} U {ga}
['pebrepoBa 6a3a uneana (gor_2, got_1, gor ) < Zg[ws, w3, wy] (y OMHOCY HA JIEKCUKOIPAPCKO
ypebeme w3 < wy < wy), omakge mobujaMo ma KoceTm MoOHOMa wiwiw§ Taksux ma je
d < 272 u (b,c) € T, unHe Ga3y KOMUUHUKA Zo|ws, w3, wy]/(got_2, got_1,got). Ca mpyre

cTpaHe, 3HAMO Ja je OBaj KOJIWYHUK ynpaBo m3oMopdar imp*, rae je p : Gaa — Goi .
Haxmne, dim(im p*) = 272 . N na u3z neme 1.1.1 mobujamo

dim H*(Gar 4; Zs) = 271 - N. (2.58)

Teopema 2.4.3. Kozomonowra anrzebpa opujenmucare I'pacmarnose mrozocmpyxocmu Gat 4

je
=~ Ly [w2, w3, W4y, a2f74]

H*(Got 4; 7)) = ,
(Gotai 22) (92t—2,92t_1,92t, az_; + Pay_4 + Q)

npu wemy xocemu 00 W, ws U wy odzoeapajy Imugens—Bummrujesum Kaacama KaHOHCKO?

. ~ . ~ t_4,
Pacaojema Yot 4, 00K Kocem 00 agt 4 002068aPA HEPACMABHUBO] KAacU Aoty € H? 4 Gar 45 7o),
a P u @ cy nexu noauromu Had wy, w3 U Wy.

Joxas. Opabeprmo nonuaoMe P u () HAX wo, ws U Wy Y Zo|Ws, w3, Wy, gt 4] KOjU OArO-
Bapajy mosmaoMuMma P u () u3 mpomnosunuje 2.4.2, penom. Ha ocuoBy Teopeme 2.4.1,
xoMoMopduzaM anredpu

U ZQ[U)Q, ws, W4, a2t74] — H*(éQtA; ZQ),
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mat ca V(wy) = wy, V(ws) = ws, V(wy) = wy n W(ag_4) = agt_4 jecre enumopdusam, ma
le MHAYKOBAHO HMpeciIuKaBame

U : Zio[ws, ws, wy, ag_yg)) ker W — H* (G 4; Zo) (2.59)

outu mzomopduzam. Crora, ma GUCMO JOKA3aaU TBphHEme JOBOJLHO je Ma MOKAKEMO Ia
je
2
ker W = I = (gat 2, 9ot 1, gat, 504 + Paz_4 + Q).

Ha ocumoBy nponosummje 2.4.2 3namo ma je aj_, + Pay_y + @ € ker . Takobe, n3 npo-
no3zunuje 1.1.1 nmmamo

lmp* = Z2[w2’ e w4] /(th—37 gat—2, gat—1, th) - Z2[w27 s w4] /(th—27 ga2t—1, g2t>’

jep je got—3 = 0 ma ocuoBy [17, nema 2.3]. OmaBne mobujamo na je u got o, got_1,got €
ker ¥, ma je
I CkerV. (2.60)

Ocraje jom na mokakeMO OOPHYTY WHKJIY3U]jY.
N3 (2.60) umamo kpaTak TavyaH HU3 BEKTOPCKUX IPOCTOPA

0 — ker W/I — Zo[wa, w3, wy, agt_4| /I — Lo[wa, w3, wy, ase 4]/ ker ¥ — 0.
Ilame, na ocuoBy mociaemure 2.4.1 je
dim <ZQ[w2,w3,w4, G,Qt_4]/[> =271 N,
a n3 (2.59) u (2.58) umamo
dim (Zg[wg,w3, Wy, agt_ 4]/ ker \II> = dim H*(égtA; Zy) =271 N.

Konauno, 3akmyuyjemo na je dim(ker W/I) =0, 1j. I = ker V. [

2.4.4 JlomaTHuU pe3yJTaTU O H*(éQt’4;Z2)

Kako je I ynpaBo umeas Koju ce mojaBibyje y OMUCY KOXOMOJIOTHj€ O éQtA U3 TeOo-
peme 2.4.3 m nocnenune 2.4.1 nobujaMo U HapemHY MOCJIEIUILY.

ITocaemuma 2.4.2. Cxyn KoromosowKuT KAGCa
B= {agt_@gwgwg r<2,d< 272 (Vie{0,1,... t—1})b<2 =2 v c<2 - 1}
je jeoHa adumuena 6a3a KOTOMOAOWKE anzedbpe H*(égtA; Zs).
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Hamomena 2.4.2. [Ipumemumo da cee xaace uz npemroone nocieduye ko0 xojux je r =0
npunadajy im p*. Kaxo je dim H*(Gat 45 Zs) = 2dim(im p*), saxwpyuyjemo da kaace k00 Kojux
je r =1 nehe npunadamu im p*.

['maBHM pe3ysaTar KOju KeJIMMO na MCTAaKHEMO y OBOM OJEJbKY je YMm-eHUuIla 1a je
~9 ottl_gr~ |
Aot _y % 0 y H 8(G2t}4,Zg).

To hemo norazartu kopumhemem seMe 2.3.4 HA cIMYaH HAYWH Ka0 U Y ciaydajy k = 3,
n e {2 — 3,2 —2,2" — 1}. Haume, aro je j: Gor_13 <> Gar 4 IpeCIMKaBame UHIYKOBAHO
makysujon R* -1 < R? mokasahemo ma ce mpu xomomopduamy j* : H*(Gog; Zo) —
H*(Gyi-13;7Z>) HEepacTaB/pUBa Kilaca CJIMKa y HepacTaBpuBy, mTo he Ham omoryhwurn

~ 2 —4( Y ) (Y
[1a 33 HEPACTABJBUBY KIACY U3 Qot—y € H* "*(Gat_y 3;Zy) y3memo Gamr j*(ag—y). Harie,
j*(62t74) - a2t74, (261)

a y omesmky 2.3.2 cmo nokasanu na he jemmaroct (2.30) BaskuTu 3a CBaKy HEPACTABIHUBY
kmacy mamensuje 28 — 4, ma Hie BasknTn U 3a 0BaKo 0Mabpan0 oy € H? ~4(Gyi_13; 7).

Ca oBUM mMJ/bEM MOKA3yjeMO HAPEIHY IIPOMO3UIM]Y.

ITponozunuja 2.4.3. Heka je wy : H* 4Gy 43 Zy) — H? ~3(Gyr4; L) mmonceme MImugen
~Bummugesom xaacom wy € HY (Gar 45 7s) u nexa je j* H2t_4(G2t74; Zy) — H2t_4(G2t,173; Zs)
romomoppusam unoykosar unkayaujom j : Gor_q 3 — Gor 4. Tada ker w; Nker j* = 0.

Jokas. N3 (1.2), mmamo

Z
H*(G2t74;Zg) o 2[w17w27w37w4]

(Wot_3, Wt —o, Wat_1, Wat )

Heka je f € Za[w, ws, w3, ws] XOMOreH OIMHOM KOXOMOJIOIIKE nuMensuje 2" —4 rakas na
je omrosapajyha knaca [f] € H2t_4(G2t’4;Z2) yayTap ker wiNker j*. I3 ycnosa [f] € ker w;
y Zo|wq, we, w3, ws] mMaMO

wy f = aWa_3, (2.62)

3a HEKO « € Zy. Ca mpyre crpane, Ha ocHOBY Jjeme 2.3.5(0), mpeciukaBame j*
H*(Gat4;Z9) — H*(Gar—13;7Zs) je penykunja Momyio wy. 360r Tora Ham yciuos [f]| € ker j*
naje 0 = j*[f] = [p(f)], vme je p: Zo|wy, wa, w3, wy] — Zalwy, we, ws] pemyrnnja MOLYIIO Wy.
[Ipumeruno na y H*(Gai_13;Zs) Hema penannja crenena 2' —4. 3aucra, nonoBo u3 (1.2)
IMaMO

Ln|wy, wa, ws]

(Wot 5, Wot—o, Wat_1)’

12

H*(G2t71,3; ZQ)

na 3akmyuyjemo na je p(f) =0, onakme je

f=wih, (2.63)
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38 HEKO h € Zy[wy, wa, w3, wy].
Cana u3 (2.62) u (2.63) mobujamo

w1w4h = Oé@gt_g y Zg [wl, Wy, W3, w4]. (264)

— 2t_3 . .
N3 (1.5), Buoumo na Wyt 3 uMa cabupak w; °, HOK TaKkas cabUpak He MOCTOJU Ha JIEBOj
crpanu jennaxoctu (2.64). Crora 3akmyuyjemo na je o =0 na jeu f=0. []

Cana u3 meme 2.3.4 u nponosurje 2.4.3, a Ha OCHOBY AMCKYCH]j€ KOja je IPETXOINIA
MPOMO3UIjUA, MOKEMO 0Na0paTy HEPACTABILUBY KIIACY (gt_y4 € Hzt_“(th_Lg; Z3) Tako na
.~ ~ ~ ~9t _ t+1_q, .
pazkn (2.61). Tana je G2 _, = Got 4l 4 +yW5 *y H* ~8(Gat_13;Zs), na je

T (Gara)? = @y = Gora - Tt g + y@2 . (2.65)

Tarkobe, mpumeTumo na je got_4 # 0y H2t_4(62t,173;Z2). 3aucra, OBO CJIEOU U3 IPOIO-
summje 1.1.1 (jep y mumensuju 2 — 4 mema penanmja) m dumeHune na je got 4 # 0 Ha
ocuoBy (1.10).
Ca mpyre crpase, u3 TeopeMe 2.4.3 umaMo 1a je a5, = Py 4+Qy H2t+1*8(6’2t74; Zs),
na je B o o o
G (—a)? = j* (Pat—a + Q) = j*(P) - aze—s + j*(Q). (2.66)
Cana u3 (2.65) u (2.66) saxmyuyjemo ma P # 0. Omme cmo mokasamm caemehy
ITPOTIO3UITA] Y.

IIponosunuja 2.4.4. Axo je Gyi_4 € H2t_4(é21’4; Zs) nepacmasnusa kaaca, onda ag,_, # 0.

HImasuwe, y onucy anzebpe H*(Gat 43 Zs) u3 meopeme 2.4.3, noaurom P ne moxce bumu
HYAA.

2.4.5 JlomaTrHa amaJjii3a KoxomoJioruje H *(68,4; Zs)

Y oBOM onesbKy heMo meTasbHHje aHAJIM3UpaTH KoxoMoiorujy ['pacManoBe MHOTrO-
crpykoctu Gg, ca muibeM na ogpenumMo monmuHoMme P um () m3 teopeme 2.4.3. I'maBHU
pe3yaTaT je caap:KaH Y HapeaHO] MPOTO3UIIN]jN.

IIponosumnuja 2.4.5. Mmamo uszomop@uzam cmenenosarur anrzedbpu

ZQ [w27 w3, Wy, (14]

H*(Gy.q; 7o) =
(G Z2) (96, g7, 9s, a3 + asw3 + ywow3)’

30 HeKo Y € Ls.
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Lokas. IoBossHO je nma nokaskemo na 'y H*(Gsa;Zs) Baku jeHAKOCT

~2 _ ~ =9 ~ ~2
ay; = Wy + YWaws,

(2.67)

3a HEKO v € Zy. Ha ocnoBy mocaemume 2.4.2 3maMO amuTuBHY 0asy B 3a H*(ésA;ZQ) u

oHa je mara y tabenu 2.6.

TUMEH3U]) &

eJeMeHTUu Oase

© 00 N O Ut e W N = O

e e S S S
[ TNV V)

16

W
w3
~ ~2 ~
Wy, w27 ay
Wo3
~2 o~ o~ o~ o~
W3, WalWy, G4W2
W3Wy, A4W3
~ ~2 o2 o~ ~)
w2w3, w2w4, asWy, a4w2
WrW3Wy, A4WoW3
W3Wyg, A4 W3, G4 WaWy4
aqW3Wy
~ 2 o~ =)~ =)
WoW3Wy, A4 Wo2W3, A4W5W4
(4 WaW3Wy
o~ ~2 ~
AqW3Wy

~ ~ ~) ~

AWoaW35Wy

Tabena 2.6: EaemenTtu amutusae 0ase

N3 popmymne (1.10) mobujamo ma je

3 2 2
g =W; +w3 MW gy = WWs.

(2.68)
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Kako cy omrosapajyhe kmace gg u g; TpUBUjaJHE Y H*(égA;ZQ), u3 (2.68) mobujamo
W = W3, Wawz = 0, omarme je m Wy = Wyws = 0, Wy = Wyils. (2.69)
Bammmmmo knacy a2 € H3(Gy.q; Zs) Ipexo GasHux eseMeHaTa

rae ¢y «,f3,7,0 € Zs. Axo je j : é773 — 5’874 yTamname, OHIa je Ha OCHOBY Jeme 2.3.5(r)
npeciaukaBame j* 1 H*(Gga;Zo) — H*(Gr3;7Z2) penyknuja Monyio wy. IIprnmenom xomo-
Mop¢usma j* ma (2.70) mobujamo

3 (@) = (@3) = 65" (@) as + ;.
Ca mpyre cTpase, 3HAMO 14 je }*(54) HepacTaB/LUBa KJIACA Yy H4(é773;Z2), ma Ha
ocHoBy Teopeme 2.3.8 u (2.19) nmamo

75(@1)% = J*(@0)ga + FW0oW3 = J*(da) W3 + T3,

3a HeKO § € Zy (3 (1.10) Bummmo na je gy = w2 3a k = 3). Karo cy j*(a,)02, W2 €
HS(G7,3; Zs) TUHEAPHO HE3aBUCHU €JIEMEHTH aIuTUBHE 6a3e u3 nmociuemuie 2.3.2, U3 npet-
XOZHE [IBe jeIHAKOCTU 3akpbyudyjeMo na je f =1wu vy =7. Cana jemmakocr (2.70) mocraje

@2 = alyly + A43 + Yo W2 + STy (2.71)

Hakne, ma 6ucmo mokasanau penanujy (2.67) ocrtano je jom na HOKaKeMO na je
a =0 =0. To hemo ypamuru ropumhemem CTUHPOIOBUX KBaIpara.
Ha ocuoBy Byose dopmyme (1.14) umamo

Sq' (W,) = ws, Sq'(ws) =0, Sq'(ws) =0,
Sq*(W2) = W5, Sq°(Ws) = Wy, Sq*(is) = Waiby.
Kako je mumensmja MHOrOCTPYKOCTU 68,4 jenHaka 16, xomoMopdusaMm
Sq4 : H12(6874; ZQ) — H16<ég’4; ZQ)

je MEHOKeme ByoBoM EKaacoMm v, € H4(é874; Zs).

U3 [2, Teopema 1.1] nobujamo na je w;(Ggs) = 0 3a i € {1,3,4} u wo(Ggy4) = wi,
rae je wy, upBa Hltuden-BurHujeBa kiaaca KaHOHCKOT paciojema g4, a w;(Gs4) i-Ta
[MItudpen-BurHujeBa k1aca TaHreHTHOr paciojema Han Gsg. AkO je p : 58,4 — Gga
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IBOMMCHO HATKpuUBame, ona je 1 w;(Gss) = p*(w;(Gsa)) = 0, 3a 1 < i < 4, ma mpEMenroM
Byose ¢opmyne (1.13) sakmyuyjemo ma je m v; = 0 3a 1 < i < 4. Onasne je Sq? :
H'(Gys4; %) — H'(Gs4;Zy) TpuBmjammo mpeciukasame, ma je Sq¢t(a,wyw?) = 0. Ca
npyre ctpane, kopumhemem Kapranose gopmyse u (2.69), nobuja ce na je Sq'(wyw3) =
03al1<i<4, naun3 (2.71) n (2.69) nobujamo

4
0 = Sq*(aswy3) = Y Sq*(ay) Sq' (W)
=0

= (Oé?i41ﬂ4 + 64{1\)13 + 7@2@% + 5@%@4)@2@%
= 04/6747:[721,1751,[74.
Y tabenu 2.6 BUAUMO 1a je G4WoWsWs OGA3HU eJeMeHT, a u3 (2.72) 3akpbydyjeMo na
je @ =0. Jemnakoct (2.71) cama mocraje

[Tpumerumo na je Sq'(ay) = 0. 3aucra, kKako je jenuHn Ga3HU €JIEMEHT y IUMEH3UjU 5
KJIaca W, YKOIUKO 61 6uio Sq'(ay) # 0, mmamu 6ucmo Sq'(ay) = wyws. VI3 maentureTa
Sq¢'Sq' = 0 orma mMamo

0= Sql(Sql('@)) = Sql(iﬁgiﬁg) = @g,

amu y tabenu 2.6 BUAMMO ma je Wi Ga3HU eqeMeHT ma Wi # 0.
Cana npumenom Kapranose ¢popmyne nobujamo S¢*(a?) = (Sq'(as))? = 0. Ca mpyre
crpane, u3 (2.73) je

0 = Sq¢*(a3) = Sq*(asw; + YWow; + dwsty)
= S¢*(@y) W3 + Qw3 + yWiW5 + 6 (W3Wy + Way)
= Sq2(54)f5§ + 64{[73,
rae cmo ynorpebusnu (2.69) y mocnemmenm peny. Kako je a,wi enement 6aze, U3 HaIo-
Mene 2.4.2 umamo ma aqwi ¢ imp*, ma u S¢*(as) ¢ imp*. Onatne, Kama U3pasUMO OBA]

eJIEMEHT NPEeKo GasHux, oH Mopa Outu obmura S¢*(44) = AsWs + Moy + pal3, TAE CY
)\, n e ZQ.
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[Tokazahemo ma je A = u = 0. I3 Anmemose peramuje S¢?Sq?> = Sq¢®Sq¢* majope mmamo
S¢*(Sq?(ay)) = Sq¢3(S¢*(ay)) = 0. Ca mpyre cTpane,

0= Sq2(5q2(54)) = Sq2(54@2 + )\@2@4 + /ubﬁ}g)
= Sq2(54)@2 + 5463
= (541752 + )\1,172’{2}11 + Mﬂ;g)’lﬂg + 54’1’173
ATy + iR,
a KaKo Cy M Wiy U WeWs eneMeHTH Gasze, 3akmyuyjemo A = pu = 0. Ilakme, mokazasu

cMO na je
Sq2(54) == 64@2. (274)

Komnauno, Sq¢*(a3) = vsa3 = 0, na kopumhemem (2.73), (2.74) u (2.69) mobujamo

4/~3 A/~ ~2
0= Sq"(ay) = Sq"(as - a3)
A= =2 |~ QA2
= Sq*(asg)ay + asSq™(ay)
~4 ~ 9/~ 2
= ay + a4 (Sq (a4))
= (AyW3 + Yoy + dWawy)? + a3i0;
S P S R PO
= A W5 + OWo W) + A3a4Wy5
= QW5 + (W3 + YWws + SWy)A4Ws
o~ ~4~
= da4WywWy
= 0a4WoWaily
(ummenuna ma je Wiw2 = 0 cremn u3 Wiw2 € H(Gy 4Zs) Nimp* = 0 jep mmamo camo
jenam GasHu ejeMeHT y muMeH3Uju 16 u TO je auWwoWiwy, a 3HAMO Aa OH HUje y imp*
Ha OCHOBY HamoMese 2.4.2). Konauno, 3akmydyjemo na je 0 = 0 u (2.73) cana mocraje

(2.67). 0
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I'maBa 3

KoxomMmoisioruja opmujeHTHCAaHUX
I'pacmannjana ca Z koepumnujeHTIMA

3.1 Cuayuaj k=2

Koxomomomrka anrebpa H*(émg;Z) 3aBUCU OJ MAPHOCTU n. Y CIy4ajy Kaaa je n
IapHO, KOXOMOJIONKa anrebpa je y mormyroctu oxpebena y [20], mok je 3a n HemapHO
onpebena y [29]. Y mapemnoj teopemu hemo BumeTm KakBy CTPYKTypy uMa asrebpa
H*(émg;Z) n u3noxkuhieMo moka3 u3 [14] y cayuajy HemapHoOT n.

3.1.1 KoxomoJomka anredopa H*(éng; Z)

Teopema 3.1.1. Hexa je n > 2.

(a) Hnmezpanne xoromoaowre epyne I'pacmanose muozocmpyrkocmu Gono 30 0 < k <

dn — 4 cy
7, 3a k napro u k # 2n — 2,
H*(Gono;2) =27, sak=2n—2,
0, 3a k nenapwo.

00K je H’“(égng; Z) =0, 3a k> 4n — 4. Kao aazebpa, H*(égmg; Z) je eenepucana Ojae-
posom Kaacom Ty = €(Yono) € H*(Gono;Z) u xay—o € H*™ *(Goya;Z) ca peaayujom
5 = 2T9%9y—2. IMmasuwe, yrxoauxo je e = e(%ﬁm) € H?2(Gano;Z) Ojaeposa xaaca
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u e H4”_4(égn72; Z) pynoamernmanna Kaaca, onoa saxce caedehe peaayuje

n—1 n—1 n
e+ ah T =2Ton_9, Top_oxy = (—1)"u, x9,_se = p,

14 (—1)!
2, = U 5 N e S

(6) Hrmezpanna xoxomosowra anzebpa I'pacmarnose mrozocmpyxocmu Gaopy12 je

Z[@, szn]

H*(Gops12;Z) = ,
S P T

20e je xo9 = e(Yant12) € H2(52n+1,g; 7)) Ojaeposa kaaca u Toy, € HQ”(éan,Z; Z).

Joxas. Komnneran nokas mena (a) ce moxke nahum y [20]. lokazahemo neo (6). Ilo-
cMaTpajMo cepHO paciojeme St — Vont1,2 SN 62n+1,2- [IpecaukaBame sp ciamka map
OPTOrOHAJNIHUX BEKTOpa y OpUjeHTucany paBaH oapebheny muma. [lemoOpojrna Koxomo-
noruja Itudenose mrorocrpykoctu Va,i12 je mo6po mosHara (Bumeru [23, crp. 153]
ninu [8, Teopema 2.3]). AnuTuBHA CTPYKTypa je mara ca

Z, 3ak=0,4n—1
H*(Vapi12:2) 2 Zy, 32 k =2n

0, nHaYe

IIOK je MHOKeme TpuBujasHo. [locmarpajmo cama CepoB CHEKTPAJHU HU3 MPUAPYKEH
0BOM paciojewy. lleo cnexkTpanam HU3 je calIp:kaH y HYJITOM U IPBOM Peny, IIa jeAMHO
mudepernujan do MOske OUTK HeTpUBUjaaH. Kako je KOXOMOJIOTHja TOTAIHOT MPOCTOPA
Vont1,2 mocTa jemHocTraBHA (HeTpuBHjalHA je jenmHo y tpu mumensuje 0,2n u 4dn — 1),
CKOPO cBU audepeHnujaiu Ha Fy cTpaHM CIEKTpaJJHOr HU3a he OUTM M30MOP(YU3MU.
. k1 k42,0 -
Hamme, cBaku mudepennujan ds : By~ — E2+ je m3omopduzam 3a cBe k € Ny cem
eBeHTyaJsHO 3a k € {2n — 2,2n — 1,4n — 2}.
. ~ . ~ . 0.0
Kako je mEOrocTpykocT (a,i19 moBesana, 10 je HY(Gopi12;72) = 7, ma je Ey" =
0,1 . 0,1 2,0 . . 2,0
E5” = 7Z. llomro je dy : By — E m3oMmopdusam, 3akpydyjeMo na je Ey" = Z. Nnnyk-
6uj je By = EYt 27 6poj
TUBHO HACTaBJbaMO HAJECHO M nobmjamo na je b, = Ey° = 7 3a cBe mapHe OpojeBe
k uameby 0 m 2n — 2. YKOJIMKO caja KpEHEMO ca Apyre CTpaHe, HajUpe MMaMoO na je
H*""%(Gopy12,2Z) 27 jep je Gany12 3aTBOPEHA OPUjEHTAOUIHA TIOBE3aHA MHOTOCTPYKOCT
. . . k0 k,1
numMensuje 4n — 2. 3atuM, kopucrehu msdomopdusme dy, nodbujamo na je Ey” = Ey =7
u 3a cBe mapue k uzmelhy 2n u 4n — 2. OBuMe CMO MOKPUJIM CBE MapHE IUMEH3Uje.
. 10
[Ito ce Tuue HEmapHUX muMeH3Uja, u3 ycaosa H' (Vo 1192;Z) = 0, mmamo na je Ey” =
1,1 . . k0 k1

E5" =0, na nmoroBo kopucrehu m3omopdusme dy nodbumjamo na je Fy," = Ey =0 3a cBe
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nenapue k uameby 1 u 2n—1. Ca npyre crpane, H" ?(Vy,,12;Z) =0, na je n E;l”*g’l =0
u kpehyhwu ce HameBo oy CHEKTPAJHOT HU3a, OOOMjaMo Oa je E§’O = Ef’l =0 u 3a cBe
Henapue k m3mebhy 2n + 1 u 4n — 3. Cse rpymne E§’0 = E§’1 Cy HapaBHO TPUBHUjAJIHE 34
k>4n —1 jep je GQHLQ MHOTOCTPYKOCT AmMeH3uje 4n — 2.

Ilakise, 3acam ¢cMO OAPEIUIW CBe TPyIle Ha APYroj CTPAHU CHEKTPAJHOT HU3a Kao
u cBe madepenmmjane dy @ Byt — E5T0 cem 3a k € {2n — 2,2n — 1,4n — 2}. Kaza je
k = 2n — 1, magepenmmjan dy : B2 "' — EJY je rpusujanan jep cy um momen u
konoMmeH tpusujaaan. Kako je H?"(Va,119;7Z) = 7y, 3aKbydyjeMO Oa je XOMOMOD(pHU3aM
dy : B3 - B3 muomeme ca 2, 10k je xomomopusam dy : By — By rpusu-
jaman jep je Ey"? =0.

pyra cTpana cuekTpaJHOT HU3a IpUKa3aHa je y tabenu 3.1. Koxomousomnke rpyme
['pacmaHOBE MHOTOCTPYKOCTH MOKE€MO NPOYUTATHA U3 HYJTOT pena, Ma OCTaje joml na
OPEeaUMO MYJITUIIUKATUBHY CTPYKTYDPY.

o |z |

]zl z || NM I :
o|zjopz|--| 2 | oz o >z || z |

‘---‘2n—2‘2n—1 ‘2n+1‘2n—|—2‘ ‘471—2‘

Tabesa 3.1: FE, crpana CepoBOr CHEKTPAJIHOT HU3A

Osnaummvo ca s € H'(S';Z) remepatop u Heka je Ty € HQ(égnH 9;7) eJIeMEHT TaKaB
na je dy(l1 ® s) = x9 ® 1. Buamo nma je dy MHOxKEeme OjIepoBOM KIACOM, Ha je Ty YIPaBO
OjnepoBa knaca paciaojema S' — Vont1.2 2, G2n+12 Rako je d2 E%1 E2k+20
Mop¢du3am 3a cBe k mameby 0 u n—2, nmamo na je rpymna E k+2,0 reHepucaHa e.HeMeHTOM

k“ ®1. SaMCTa OBO Ce JIaKO IMOKa3yje MHIYKIUjOM. Y KOJIUKO 3HAMO 1a Je E reHe-
pMcaHa ca 75 ® 1, oHma Kama TpUMEHNMO M30MOPduU3aM dy Ha TeHepaTop T ® sy EQ]C L
nobujaMo reHepaTop O E2k+2 0

dy(zh @ 5) = da(zhb @ 1) (1@ 5) + (~1D)* (@b @ )dy(1®5s) = (2 @ 1) (22 ®1) = 25T @ 1.

n30-

Ilakse, rpyna Hgk(é2n+1’2;Z) regepucana je ca x5, 3a 1 < k < n — 1. Karo je d :

E§”‘2’1 — E2n0 MHOKEHE ca 2, MOKEeMO omabpaTu reHepaTop T, € H2"(égn+1,2; Z) Tako
na je do(zh ' @ 5) = 29, ® 1. Ca, Ipyre CTpaHe,

do(ay ™ @) = da(2y ' @ D)(1@s) + (=1)*" (a7 @ DNdo(1 @ 5) = a5 @ 1,

na 3aKbydyjeMo i = 2y, y H?"(Goyi12;Z). Ilpumenom m3omopdusama dy : Egk’l —
E§k+2’0, 3an < k< 2n—2, J1061/1JaMo na je E2k+20 reHepmcaHo ca :I;SH "ron @ 1. 360r

JII/IMeHSI/Ije MHOTOCTPYKOCTH G2n+172 nmMaMo 1 ga je ilfgn = 0.
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Korauno, nobmjamMo MyJITUINIUKATUBHU M30MODPYU3aM

Z[.TQ, I'Qn]

(1:3 - 2x2m x%n) .

H*(é2n+1,2; Z) =

Ocraje jom ma ce yBepuMmo ma je ro OjaepoBa Kjaca OPUjEeHTUCAHOI KAHOHCKOI BEK-

TOPCKOT PACIOjema Yant12. lIpumernnu cmo Beh ma je xo OjnepoBa kiaca paciojema
1 SP Y

St = Vopti12 — Gapyi12, @'y OfeBKy 2.2 BTN CMO Oa ce Vo,yq o MOKE MICHTUOUKO-

BaTu ca mpoctopoM Wi ma w3 xomyrarusmOr mmjarpama (2.3) 3akmydyjemo na je

x9 3amcra OjrepoBa KIaca Paciojema Va1 2. ]

Hamomena 3.1.1. 3a pazauxy 00 napre dumensuje 20e je Ojaeposa kaaca e(%lng) bunra
HEMPUBUJAAHG, Y CAYUAJY HenapHre Jumensuje mo wehe sancumu. Haume, e(%ﬁﬁm) =0 jep

e(Vany12) € H? N (Gopy12:Z) = 0.

IIponosumuja 3.1.1. Yxoauxo je p : Z — Zy pedyruyuja no Mooysy 2, umamo unoyKoean
zomomopusam py : H*(Gpno;Z) — H*(Gy2;Zs). Ipu 08om zomomoppusmy zenepamopu 00
H*(Gpo:Z) caukagy ce y 2enepamope 00 H* (G, 2;Zs). Konkpemno,

(a) Axo je xo € H2<égn72; Z) u xon_o € H2n*2(é2n72; Z), onoa je
p*(IQ) = 2172, P*($2n—2) = 52n—2,

20e cy wy € H2(62n,2;22) U Qgp—o € H2”*2(égn,2;Zg) u3 meopeme 2.2.2 (npeyusnuje,
2enepamopu To,_o € H* 2 Gono;Z) u Ggno € H* *(Gopa;Zo) mozy ce odabpamu
maxo 0a 8axcu p.(Tay_2) = don_2).

(6) Axo je x5 € H2<ézn+1,2§ Z) u xay € HQn(é2n+1,2; Z), onoa je
,0*(172) = Wy, p*(l’zn) = Qap,
20€e cy Wy € HQ(égnH,g; Zy) u Gy, € H2n<62n+1,2;Z2> u3 meopeme 2.2.2.

[oxas. Hoxrazahemo meo (6), mok ce meo (a) mokasyje Ha CIMYaH HAYVH.
Ha ocuoBy Teopeme 2.2.2,

~ Z
H*(Gony1,2:Zs) = Lolwi] ® Agy(az2n).

(wg)
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Teopema o yHUBep3aJHUM KOe(DUIMjEeHTUMa HaAM Oaje HApEeIHW KOMYTATWUBHU IUjarpam

0 — Ext(Hp_1(Gons12),Z) — H*(Gopsr.2:Z) — Hom(Hy(Goni12),Z) — 0

lp* lp* l :

00— EXt(Hk71(62n+172)7Z2) — Hk(égn+172;22) — HOHI(H]{;<62”+172>,ZQ) -0
Kana je k =2, Hk_l(CNJQMLQ) = 0, ma ce TpeTXOMHU AUjarpam CBOAU HA

0 — Hz(észrl’Q;Z) —» H0m<HQ(62n+172),Z) — 0

o -

0 — H2(62n+172;Z2> —» Hom(H2(62n+172),Z2) — 0

W3 IloenkapeoBe ayaJJHOCTU MMaMO 14 je HQ(CNJQMLQ) > 7, na je mecHu XOMOMOP-
duzam p, emmmopduszam, a KaKO Cy XOPU3OHTaJEe U30MOPOUIMU, Py : HQ(C?Q,LH,Q;Z) —
H2(égn+172;22) je Takobe emumopduzam. Hakie, p,(xs) = Wo.

Cnnyny curyanujy umamo u 3a k = 2n. Kako je HQn_l(égn_i_l’Q) = (0, mobujamo canyan
aujarpaM Kao MPEeTXOMHU Ma je Py : H2n(52n+1,2;Z) — HQ”(égnH,g;Zg) Takobhe emmMop-
Gu3amM U KOHAYHO py(Ta,) = Gop. ]

3.2 Cuayuaj k=3

Y oBoM ozesbKy hemo y MOTIyHOCTHM OAPEAUTH MHTErPaHy KOXOMOJIOMKY ajredpy
opujentucare I'pacmanoe mMHOrocrpykoctu G, 3 y ciaydajeBuma n = 6,8,10. Koxowmo-
noruja ox Gg3 je onpebena y [16], a y HacTaBky heMo BrAeTH HEIITO APYraduju NOKAa3
ox Tor y [16]. Koxomomoruje on Gs3 u Gho3 cy onpebere y [14] u opne hemo te mokasze
n3noxkutu. CBa Tpu moka3a ce Oasupajy Ha mpumeru CepoBOr CHEKTPAJJHOT HU3a Ha

. 2 n Sp =~ . .
pacmojeme S° — W3y — Gn3 (Bugern (2.2)). Hajupe je moTpebHO 0apeamTu KOXOMO-
JIOTHUjy TOTAJIHOT IPOCTOPA OBOI PAacCIojema.

3.2.1 Koxomousoruja nomohnor npocropa W3,

[Tocmarpajmo momohnm npocrop W3y nmar ca
7 ={(P,v) € Gpa x S"' | P Lo}
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7 chepHO paciojeme S" 3 — W3y LEN Gn2, TO€E je p; IPOjeKnuja Ha NPBY KOODIVHATY.
Y yBomy morsaBjba 2 BUAEJM CMO 1Ia je OBO paciojeme yIpaBo CHEepHO paciiojeme
IPUIPYKEHO BEKTOPCKOM PAaCiOjemy ﬁiQ.

Teopema 3.2.1. Hexa je n > 3. Hnmezpasna Koromosowra aszedpa 00 WQQ,’} je

Z|T2, Ton—2, Ton—1]

—n—1 — —92 —92 )
(Ty™ — 2Ton—2,T5, 9, T5, 1)

H* (W3 Z) =

20e je Ty € H2(W22771L; Z), Top—o € H2n72(W225L; Z) U Top—1 € H2n71(W22771L; Z)

Jlokas. Tlocmarpajmo CepoB CIEKTpaIHU HU3 IPUAPYHEEH paciojemy S 3 — Wfff LA

Glan2. Ha ocmoBy teopeme 3.1.1(a) mmamo y mormynoctu onpebeny Es crpaHy OBOr
CHEeKTpaJIHOT Hu3a. Y Tabenu 3.2 mpeacTaB/bEHM Cy reHepaTopu Ha [y cTpaHU.

2 n—2 n—1 n—2 n—1

2n—3 |1 To x5 | x4 Ty, Top—2 Top—2%a | ** | Ton—2Ts Ton—2T4
2 n—2 n—1 n—2 n—1

0 1 T2 Ty | - Ty Ty -, Top-2 Topn—2%2 | =+ | Tapn—2T9 LTon—2To

0 2 4 |-+ | 2n—4 2n — 2 2n in — 6 dn —4

Tabena 3.2: E, cTpaHa CHEKTpaJJHOT HM3a 3a paciojeme S35 — W;’f — Gan2

Cpaku remepaTop z y HYJTOj BpCTH je 3ampaso obmuka @ 1, 1 € H°(S?"3;Z), nok
je cBakm remepaTop x y BpcTu 2n—3 obimka x®s, rae je s € H*"73(S5?"3; Z) remeparop.

Kako je nema apyra crpana COEKTPAJHOT HU3a CKOHIEHTPUCAHA y IBE BPCTE, jeIUHU
oudepeHnnjast Koju MoKke OUTU HeTpUuBUjaaH je ds, . llakme, umamo Fy = F3 = .-+ =
Eyn u Eyyy = Eop = -+ = Ey. lpumernim cmo ga je S**7°5 — W3t 7, é%,g YIPaBO
cpepHO paciojeme NPUAPYKEHO %an na je mupepenunjan ds, o MHOKeHme OjaepoBom
KJIACOM OBOT' PaCJiOjema, Tj. YKOJIMKO KOPUCTUMO HOTanujy u3 reopeme 3.1.1(a), nmamo

. . | k2n—3 k-+2n—2,0
na je mudepeHnujat da,—o @ By, Es. 75 naT ca

dop2(x® ) =ze® 1.
Kako je o3 = €(Yonz) 1 € = e(3a;,5), TO je z2e = e(Fan2 D Yoy 0) = €(e**) = 0 (¢*" o3HauaBa
TPUBUjAJIHO 2n- IUMEH3UOHATIHO BEKTOPCKO paciojeme Hal (Ga,o), Ia 3aKbYIyjeMO Ia
. 2n— 2n—2 . .
je dap—o: E;C;L_HQ S E;:r_; Y rpuBmjasan ceM eBeHTyamHO y muMensujama k = 0,2n — 2.
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Ha ocroBy Teopeme 3.1.1(a) mmamo ma je e = 279, o — 25 ', ma je

m (dgn_g EgnQTLZ 3 — EQQZ:QQ’O) = Z<21’2n 9 — l’g 1>,

omakJe mobujamo

_ 2n—2,0 Z Ton—2 D Z{x n-l
Egg 20 = Egn s /im don—2 = (2n=2) <n 1 ) = Z(xon—2)
Z<2$2n 2 — Ty >
u E%"3 = 0. Jlame, U3 NPETXOMHO 3allaskKeHE UMHCHUIE Aa je Tze = (0 U Teopeme
. .  2n—2,2n—3 4n—4,0
3.1.1(a) 3armyayjemo ma je dop_o: E5 5 — E5,~5" maTo Ha TeHepaTopuMa ca

d2n72(l'72171 ® S) = O’ d2n*2(:€2n*2 ® S) = (_1)71:62”721_;*1 ® 17

omarie mobujamo E2—22n=3 o2 7071y pin—40 —
OcuMm HA OBa yeTupu Mecra, F,, cTpaHa y HOTIYHOCTU ce TOKJamna ca Fs cTpaHoM.
Cama MokeMO oapeauTu ajrebapcky CTPYKTYPY O H*(VV2 1, 7). Imamo m3omopdu-
3aM aJjredopu

H"‘(VV2 1, 7Z) = total(EL"), (3.1)
rae je total(EX*) Toramnu kommiekc (Bumeru [23, crp. 24]), Tj. mMamMo m3oMopduzam
rpyna

HY W3 Z) = D B2,

ptq=Fk
a MuOmeme y H* (W31 Z) je nnaykoBano MHOKemeM y E3*.

W3 E, crpane BuauMo ma he H*(WZQ’?;Z) MMATU TeHePATOpe To, To,_ 9 U To, 1 KOJU
oaroBapajy To @ 1, o, 2 @1 1 19 ® s, pemoM, a u3 penanuja y H*<égn’2;Z) nobujamo
penamnuje y H*(W21,Z). Ha npumep, remeparop y H'73(W3';Z) onrosapa remeparopy
Top 2Ty @ 8 = (Top o ® 1)(x2 ® §), ma MOpa OUTU jemHAK To, 1To, o ]

3.2.2 OcHOBHe 0ocOOUMHE KOXOMOJIOIMIKEe ajireope H *(éng;Z)

Jlema 3.2.1. Hexa jen > 7. Tada cy npse u nocaedmwe wemupu KOXOMOAOUKE 2pyne 00 Gn 3
dame ca

HYGps;2) 27, H™ 373G, 45 7) =0,
HYGps;Z) =0, H 372G, 5 7) = Ly,
H*Go3:Z) =0, H" 3G, 42Z) =0,
H¥Go3:Z) = Ly, H>" (G5 7) = 7,

Taxobe, epyna H4(@n,3;Z) je caoboona.

74



I'nmaBa 3. Koxomonoruja opujentucannx ['pacmanujana ca Z koepunujeHTUIMA

Lokas. IlocmarpajmMo myru ravas HU3 y XoMOoTOnUju 3a paciaojeme SO(3) — V, 3 RN én,g,
raoe sp ciauka ypebeny Tpojry JumHeapHO He3aBUCHMX BekTopa um3 R" y opujeHTumcany
TPOAMMEH3NOHATIHY pPaBaH Kojy onpeDyjy. leo oBor myror tadyHor HM3a OaT je y Ha-
pPEIHOM Aujarpamy.

= m3(Vig) = m3(Grs) = m(SO(3)) = m3(Vys) = ma(Gs)
— m(SO(3)) = 1 (Vys) = 11 (Grs) = 0

MItugenosa muorocrpyroct V,, 3 je (n — 4)-moBesana, na kaxo je n > 7, to je m(V,3) =
ma(Vis) = m3(Vi3) = 0. Tarobe, m(SO(3)) = Zy n WQ(SO( )) = 0, ma mperxomHU Ayru
TaYHU HU3 MTOCTaje

-0 = m3(Grs) = 0= 0 = my(Grs) = Zy — 0 — 11 (Grs) — 0.

Cana je oumrnenso m(Gps) = m3(Gns) = 0 1 mo(Grs) = Zs.

Kako je émg l-moBe3ana mHOrOCTpykKOoCcT, TO he XypeBuheB xomomopduzam h :
ﬂi(ém;;) — Hi<én’3) bdutu mzomopdusam 3a i = 1,2, a enumopdusam 3a i = 3. Kopumhe-
BEM OBOI M30MODP(U3Ma 3aKbydyjeMO na Cy IpBa, Apyra u Tpeha XOMOJIOMKA I'pyna
on émg nzomop¢ue 0,Z 1 0, penom. [lase, TeopemMa 0 YHUBEP3AJIHUM KOe(PUIN]eHTIMA
HaM Jaje “u30MopgusaM

H!(Gys;Z) = Ext(H;_1(Gns), Z) & Hom(H;(G3), Z),

omakie nobujaMo IpBE YeTUPU KOXOMoJomke rpyne on G,3, Ka0 U YMHEHULY 1a je
H*(Gp3;Z) cnobomna. Konauno, npumenom [loeHkapeoBe mayaqHOCTH

Hg(nig)ii(énﬁ; Z) = Hz(én,S)
JIO6I/IjaMO 1 nocJjaenmhe YeTUPU KOXOMOJIOIIKE I'pyIle o4 én73. D

Hanomena 3.2.1. Y [16] je dokazarno da aema 3.2.1 eancu u 3a n = 6. Haw dokaz aeme
3.2.1 ne bu npowao y cayuajyn = 6 jep je Vg 3 camo 2-noeezarna, na He bUCMO MO2AU HA UCTU
HavuH 0a BARNDYUMO da je m3(Vs3) = 0. IlImasuuie, mo wuje Hu MawHo jep ce ucnocmas.na
da je m3(Ves) = 7r3(G6 3) = Zg (0o osoz pesyamama ce moxce 00hu AHAAUIOM pacnoye%a

SO(3) x SO(3) = SO(6) = Gg3). Melymum, uy osom cayuajy ce dobuje da je Hy(Gg3) = 0,
na bu ce ocmamar mephewa M02a0 00KA3AMU HA UCTNU HAYUH KGO Y NPEMTOOHO] AEMU.

YKOJIUKO 03HAUMMO ca0b0mHU geo xomousomke rpyne H;(G,3) ca F;, a Top3noHu ca
T;, tj. H;(Gp3) = F; ®T;, Ha OCHOBY TeOpeMe O YHUBEP3ATHUM KOC(PUIVjEHTIMA UMAaMO

Hl(én,iiyz) = E D sz'fl-
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Karo je Gns ~ SO(n)/(SO(3) x SO(n —3)) u3 (1.1), To 3mamo IloeHKapeos momu-
HOM 3a G, 3 Ha ocHOBY [10, cTp. 494-496|. IloeHKapeOB MOIMHOM HAM YIPABO OTKPUBA
caobonue rpyme Fj;, a Kako je Ha ocHOBY lloenkapeoBe myaJHOCTHU

Ti = T3(n-3)—i-1,

TO ce ompebmBame Koxomonomkux rpymna ox G,s cBomm Ha onpebuBame TOpP3MOHUX
. 3(n—3
menoBa 1; 3a 4 <1< {%J

Hamomena 3.2.2. Y meopemu 3.1.1 sudeau cmo 0a je jedar 00 2eHepamopa KOLOMOAOUKE
anzebpe H*(én,g; Z) ynpaso Ojaeposa xaaca e(Yy,2). Uemo he sanmcumu v y caywajy k = 3.
Hauwme, Ojaeposa kaaca ys = e(7,3) je nepacmasnwuea y H* (én 3;Z). Y dokazuma meopema
3.2.2, 3.2.3 u 3.2.4 sudehemo da je jedar 00 zeHepamopa KOTOMONOUKE cmze6pe H* (Gn 3;7Z),

san = 6,8,10, Ojaeposa xaaca pacrojewa S* — Wi 2 G 3 2de Sp cauka (P v) € W3 y
OPUJERMUCAHY MPOOUMEHIUOHAANHY DABAH KOJY Puw oopehyjy. ¥ yeody nozaasma 2 sudeau

cMO 0aG je 080 PAcAOjeEmE UIOMOPPHO CHEPHOM DACAOTEDY NPUOPYHCEHOM OPUJEHMUCAHOM
KAHOHCKOM B8EKMOPCKOM PACAOJERY Vn.3, NG je 3aucma Y3 = e(Vn3).

3.2.3 KoxomoJomka ajsreopa H*(CN}’G,g;Z)

Teopema 3.2.2. Unmeepaana xKoxomonowra anzebpa 00 Ggs je dama ca

Z[y3>$47$5]
Go3;
( o5 ) (2y3ay3x57y3ax47‘rg)

20e cy Y3 € Hg(égyg;Z), = H4(6673;Z) u Ty € H5(é673;Z).

Zlokas. KoxoMouomke rpyme o 6673 onpebewne cy y [16] n narte cy y tabemu 3.3. MynrTu-
IUIMKATUBHY CTPYKTYypy NeMO OoIpeanTu Ha APYTW HAYUUH y OJHOCY Ha OHAj U3JIO/KEH
y pany [16]. 3namo na je 1 € H°(Gg3;7Z) remepatop. O3HAUMMO T€HEPATOPE OCTAJUX

Tabena 3.3: Nurerpanue koxomosomke rpyne on Ggs

HETPUBUjaJHUX TpyHa ca Y3, T4, Ts, Y7 U Tg, penoM. 1l HaM je ma mokakeMo na ce Y7
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U X9 MOTY MPEICTABUTU MPEKO OCTAJUX T'eHepaTopa, Kao W Ja OAPEIWMO CBe peJjaluje
y oBoj anrebpu. Ilocmarpajmo caga CepoB CHEKTpaJHU HU3 NPUAPY/KEH PaCiojemy
S? — W3, s Ges. Y Tabemn 3.4 Buammo E, cTpamy oBOT crekrpassor Husa. Takobe,
Ha OCHOBY TeopeMe 3.2.1 mmamo

L[T2, T4, Ts)

H*(Wyy3 Z) = (3.2)

(f% - 2547 Eivfg .

211 Y3 | Ty | Ts Y7 Z9

1

01 Y3 | Ty | Ts Y7 Ty
011234 |5[6]7[8]9

Tabena 3.4: Deneparopu Ha E, cTpaHNM CHEKTPaJHOT HU3a 3a cHepHO paciojeme S? —
ng — G673

Hexe penanuje meby HaBenenux meT reeepaTopa ciiesie U3 TPUBMjAIHOCTH Oapehenmx
rpyna. Ha nmpumep, y3 = 0 jep je y3 € H(Gg3;Z) = 0. Cimuno 23 =0, 22 = 0 u yzz5 = 0.
Taxobe, umamo u na je 2ys = 0 jep je H3(é6,3;Z2) >~ 7.

Kako je H*(W3;7Z) = 0, To mudpepennujan ds : EY? — E3° mopa 6utu ,Ha”, ma je ds
MHOKEH€e ca y3. [lpenusnauje, oBaj mupepennujan je Ha remeparopy aar ca dz(l1® s) =
ys®@1, rae je s € H?(S2; Z) remeparop. Cinuno, axo je = € Ey?, onna je ds(z®s) = ys®1.

Ipyna E’° uzomopdua je moarpynu ciobomme rpyte H7(W§1;Z) = Z, Te je m OHA
cama ciaobo0mHA, Ma 3aKbydyjeMo Oa je TpuBujasHa (jep je KOIUYHUK O E;’O = Zo).
Cavum tum, qupepenuujan ds : E§’2 — E;O Mopa 6utu enumoppuzam, crora dz(ry®s) =
yr ® 1, 1j. Y7 = 2ays.

Ocraje jom na moka:kemo na je rg = x,4xs. Ha ocuoBy [23, Teopema 5.9] mumamo na
je KOMIIO3UIIja

H’f(é&?,;z) ~ g0, BFO E,’jfl =N H’“(WQI;Z)

ynpaso npecimkasame sp* : H¥(Ggs:Z) — H¥(W$,;Z). TlpumeTnMo Ia Kako je By =
E20) 10 je sp*: H9<6673;Z) — HY(W3,; Z) MorOMOPdU3aM.

Crpana FE, npurazana je y tabeau 3.5.

3a k =4 umamo na je B3 = F} = Ff = HY(W3;7Z), na je y oBOM cirydajy OpeciuKa-
Bame sp* m3oMop(uU3aM, Te TeHEPATOp T4 MOsKe 6uTu omabpaH Tako na je sp*(ry) = Ty.
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212|010 |Zy | Z|Z|0]|Zs|0]|Z

0/Z|0|0]|0|Z|Z|0| 0 |0]Z
O(1(23[4|5[|6|7 8|9

Tabena 3.5: E, crpaHa CIEKTPAJHOT HU3a 3a paciaojeme S° — W3, — G

Ca mpyre crpane, 3a k € {5,9} umamo
B = RE = B, = 2Rk, = 25 = 2H(W3, ),

jep je EX 22> FF JFF | =7, W3 osor pasmora reHepatope Ty U Ty MOEKEMO omabparu
TaKo na je
sp*(xs) = 2T5, sp*(x9) = 2T475.
Konauno, nmamo
sp*(r4w5) = 27475 = sp*(wy)

u Sp* je MOHOMODp()U3aM y OVMEH3Uju 9, ma 3aKbydyjeMo Oa je Tg = T4Ts.

Ocraje jom ma ce yBepmuMoO 1a je H*(CNJ673; Z) 3aucTta M30MOp(QHA KOIUUHUKY U3 HOp-
MyJamuje teopeMe. Kako je KOXOMOJIOIKa ajaredpa H*(é&g;Z) TeHepUCaHa ca Y3, Ty U
T5, TOCTOjU enuMopQu3aM

D : Z[y3,$4,$5] — H*<G6’3,Z)
Ha ocuoBy mpBe Teopeme o m3oMoppusMy je

H*(é&g; Z) = Zlys, x4, x5)/ ker @,

na axo ozHaummo I := (2y3, y3Ts, Y3, r3, %), ocTaje ma mokaskemo ma je ker ® = I. U3 mper-

XomHOT mesa mokasa je oumrsenuo I C ker ®, ma mMaMo KpaTku TadyHu HuU3 AGesIoBUX
rpyna

0 — ker ®/1 — Zys, x4, x5/ = H*(Gg3;7Z) — 0.
Kopucrehu tabeny 3.3, y3 maso pauyna, MOke ce mposeputu na cy Zlys,xy,xs|/I
n H*(Gg3;Z) uzomoppue AGieose rpyme. Kako cy oBe rpyle KOHAYHO IeHEPUCAHE,

emmMopdum3am @ m3 ropmer KpaTkor TayHOI HU3a Mopa Oumtm m3omopdusaMm. [lakie,

ker® = 1. ]
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Cauuno kao y npomo3unuju 3.1.1, kopumhemem Teopeme O yHUBEP3aJTHUM KOe(U-
[UjeHTHMa MOry ce oxpemutu ciauke reseparopa on H*(Ges;7Z) npym XoMOMOP(U3MY
Px-

Hamomena 3.2.3. Hexa je p : 7 — Zy pedykuuja no modysy 2 u youumo undyko8am To-
momopusam p. : H*(Ges:Z) — H*(Gegs;Zs). Tada umamo pi(ys) = ws, p«(z4) = a4 u
p(T5) = Watls, 20e cy Wy € H*(Ge3;Zs), w3 € H*(Ge3;Zs) u ay € H*(Ge3;Zs) usz meopeme
2.3.9.

3.2.4 Koxomousomka anre6pa H*(Gys;Z)

Teopema 3.2.3. Unmezparra Koromosowxka anzedbpa 00 5873 je

Z[y3,334,.’£7]
(2y3a Y3y, yga xi? x%) ’

H* (68,3; Z) =

20e cy y3 € HS(CNJ&;),;Z), x4 € H4(C~¥873;Z) u Ty € H7(CN¥8’3;Z).
Zloxas. TloeHkapeoB MOIUHOM 3a 6873 moske ce nahim y [10, cTp. 496] u jenmak je
p(é&g) =142 + 2"+ 28 + 21+ 21,

a 3HaMO CBe CJIODOIHE mesoBe KOXOMOJIOMEKUX rpymna. Crora, Ha OCHOBY IOUCKYCH]je
u3 omesbka 3.2.2, ocrTaje ma oapenuMo Top3moHe menose Ty, 15, T u T;. Koxomomommke
rpyne oxn (g3 mare cy y Ttabemm 3.6.

k ‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘ 7 ‘ 8 ‘9‘10‘ 11 ‘12‘13‘14‘15
HGew2) |Z|0]0|z |2 |0 | 0 |20T 20T |5 | 13 (2o | 0 |2, ] 0 | 2

Tabena 3.6: MaTerpanue koxomomomke rpyne on Ggs

Y teopemnu 3.2.1 mokaszaau cMO nga je

Z{iéa i‘67 'f7]

H*(W28,15Z) = (3.3)

(i’% - 2'%67 f%? Q_’%) .

[Tocmarpajymo CepoB CHEKTPAJIHU HU3 OPUAPYAKEH CHepHOM paciojemy S? — W;l 2,

Ggs. Crpana E, OBOI CHEKTPaJHOT HU3a naTa je y Tabemm 3.7.
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212010 | Ze |Z Ty |T5 | 2T | ZDT7 |Ts |15 | ZBTy| O |Zy| O | Z

0|1Z 0|0 |Zy | Z\|\Ty|T5 | ZBTs |ZDT7 | Ts |15 | ZBTy| 0 |Zo| O | Z
oO(1(2, 34|56 ]| 7 8 19110 11 12 113114 | 15

Tabena 3.7: E, cTpaHa CHEKTPAJHOT HM3a 3a paciojeme S? — W — Gy

Kako je meo cmexkTpasHu HM3 caap:kaH y OBE BPCTE, jeIWHU IU(EpPEHIjasl KOju
MOske OuTu HerpuBujasdan je ds. larme, Fy = Fsu By = F5 = --- = E. 35amo na je
H5(W§1; Z) = 0, ma mudepenmmjan ds : Ey° — Ey° Mopa Gurn ,ua” u 360r Tora je Ty = 0.
Takobe, u3 ucror pasmora u ds : Eg”z — E§’° Mopa butu ,,1-17, ma T5 canp:xu ereMeHT
pema asa. Ca apyre crpame, H'?(W$;Z) = 0 na je u mupepennumjan ds : E% — By
,,1-17 crora T5 mopa butu nzoMopdHa noarpynu on Zs. Kako T5 cagp:xum ereMeHT pena
nBa, 1Ty = Zy. IlomTo je E§’2 =T, = 0, mudepennujan ds : Eg”Q — E§’O je TpuBHMjaJaH,
na je ES? = 7 ® Tr. V3 (3.3) Bumumo na je H¥(W3,;Z) crobomna, ma meHa MOATPYIA
E30 mopa rakobe 6utu caobomna, Tj. Ty = 0. Civuan apryMeHT MOKEeMO MPUMEHUTU U
wa, H(W3;Z). Tpyna H?(W$;7Z) je cnoGonua, ma u mena moarpyna E2° mopa Guru
cnobomna, a kKako je B2 uzomopdua moarpymu on Ty, 3akmyuyjemo na je E%0 = 0. Ila
6u om0 E2° = 0, madepennujan ds : Ee” — Ey° Tpeba Guru ,Ha”, a kako je Ty = Zo,
TO je Ty m3oMopdHA IOATPYyNU OX Zsy, Ia OocTaje joum ma oaperumo na jau je 1g =0 mam
Ts = Zs. ~

Y Tabenu 3.8 mare cy koxomomaomke rpyne oxn (s 3 ca Z u Zy koepunujerruma. Bpery
ca Zo KoedunujeHTrMa 100mjaMo KopuiIihemeM MHTerpajaHe KOXOMOJIOTje U TeoOpeEMe O
YHUBEP3aJIHIM KO€(OUINjeHTUMA

H*(Gy3:Z) = (H’f(ég,g; 7)® Zg) @ Tor(H*Y(Cy 3, Z), Zs).

k 01123 |4/|5 6 7 8 9 10|11 |12 |13 | 14| 15
Hk(ég,g; Z)|Z|0|0|Zy|Z | O Ly 7.®Ts Z T Zo | Z | O |Zy| O | Z
Hk(é&g; Zg) Zg 0 ZQ ZQ Zz ZQ ZQ D TG ZQ D TG Zz D TG ZQ D TG Z2 Zz Zg Zg 0 Zz

Tabena 3.8: Koxomonoruja on Ggs ca Z u Zs KoepUIujeHTIMA
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Ha ocuoBy mpumepa 2.3.1, H6<ég’3; Zs) = Zo. VI3 Tabene 3.8 Buaumo na je H6<ég’3; Zs) =
Zo & Ty, ma je Ty = 0. B

Ilakne, ogpenuian CMO CBe MHTErPaJIHe KOXOMOJoUKe Ipymne on (g3 U OHE Cy Ipen-
craB/beHe y Tabenu 3.9.

k ‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15
HGon2) |2] 0102 2]0] 2 |2|2] 0] 2] 2 | 0 | 2] 0|

Tabena 3.9: Wuterpasne xoxomomnomke rpyne on (g

Cana heMmo ompemuTy MyJITUINIMKATUBHY CTPYKTYPY KOXOMOJIOIIKE ajrebpe H*(ég,g; 7)
Ha CIMYaH HAYMH Kao y Jokasy Teopeme 3.2.2. O3HaumMo Hajope reHepaTope KOXOMO-
nomkux rpyna H'(Gss;Z), i € {3,4,6,7,8,10,11,13,15}, ca ys, 24, Y, 7, Ts, Y10, L11, Y13, L15,
penom. OBu remeparopu cy mpencraBberu y tabeau 3.10.

2|1 Y3 | X4 Yo | T7 | T8 Y10 | T11 Y13 15

1

01 Yz | Ta Yo | T7 | Tg Y10 | T11 Y13 15
0(1(23 (4|56 |7 |8[|9]10|11 12|13 |14 15

Tabena 3.10: TemepaTopu E, crpame CIeKTpaiHOr Hu3a 3a pacaojeme S — W5, — Gys

Kao un xon onmpebuBama H*(é&g;Z), IUJb HAM je Oa MOKasKeMO na Ce TeHepaTopu Yg,
T8, Y10, L11, Y13, T15 MOTY MPEACTABUTUA TPEKO TE€HEPATOPA Y3, T4 U T7, KAO U & BasKe pe-
Janyje HaBeneHe y (opMyIanuju TeopeMe.

W3 TpuBmMjasHOCTU HEKUX KOXOMOJIOIIKMX IpyMa, oaMaX AoOujaMo MojeauHe peJia-
nuje. Kourperno,

ys =0,2]=0,22=0
JeEP OBM eJIEMEHTM NPUIaajy TPUBUjAJHUM T'pyHaMa.

Cana hemo ompemuru mudepenuujan ds. M3 (3.3) Bumumo na je H*(W3;Z) = 0,
na je mudepennujasa ds : E§’2 — Eg”o enmmMopduzaM, Tj. d3 je ynmpaBO MHOKEHE Ca Us3.
Hawnme, ykonuko osnaummo ca s € H?(S?% Z) renepartop, onzna je d3(1 ® s) = y3® 1, na
u 3a CBe T € E§’2 je d3(x ® s) = zys ® 1. [lpumernanu cmo na je ds : E§’2 — Eg’o »1-17, a
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. 132 ~ 6.0 ~ . . . .
Kako je B3° = By = Zy, TO je oBaj muepeHnujaa m3oMoppusaM, Ia 3akbydyjeMo na
je
2
Yo = Ys3-

Canuubno nobujaMo m pesamnuje

2
Y10 = Y3T7, Y13 = YsYio = Yzx7.

Hame, mupepernujai ds : E§’2 — E’g’o ciuka Z y Z, na je dz MHOKEHE HEKUM IIeJIUM
6pojem, am kaxo je HO(W$;7Z) = H'(W$;Z) = Z, to oBaj mupepenmujan Mopa Guru
tpuBujangan. Crora,

ysry = 0.
Ila GucMoO TOKa3aJm Aa Ce W IPEeoCTajia TPU IeHePpaTopa Tg,T1] U T15 MOTY U3Pa3U-

TU OPEKO OCTAJUX, MOTPEeBHO je na Kao u y mokasy teopeme 3.2.2 MCKOpucTuMo |23,
TeopeMa 5.9] Koja Kaske ma je KOMIIO3UIU]a

H*(Gs3;2) = EX0 — EF0 — . o EYY, — EEY > FF C HY (W35 Z)

3amIpaBo MpeciauKaBame sp* : Hk<ég’3;z> — Hk(Wil;Z). Axko je k € {4,7,8,11,15}, ouna
Eg’o = E!;;O, ma je sp* y oBuM muMmen3ujama umHjernuja. CepoBOM CHEKTPAJIHOM HU3Y
paciojema S* — W3 2, Gg3 mpuapysxena je ¢puarpammja

0CF CF_,C-CF CFy=HWy;Z),

u pu ToMe je ERTP = FU/ETL
Kaza je k € {4,7,11} nmamo EX0 = FF = Ff = H*(W$,;Z), na je sp* : H¥(Gyy;Z) —
Hk(Wil; 7)) nzomopduzam. To 3HAUM na reHepaTope Ty, Ty U T1; MOKEMO 04abpaTu TaKo
& BaKuU
sp*(z4) = T3, sp*(x7) = T7, sp*(x11) = T3T7. (3.4)

Ca npyre ctpamne, 3a k € {8,15} je EX22 > FF | /FF | & 7y, na umamo
EN) > Ff = Fy | =2F , =2F; =2H"(W3,;Z).
Crora remeparope Is U 15 MOKEMO 0#abpaTH TAKO Ia BarKN
sp*(xs) = 2TaT6, sp™(T15) = 2T2T6T7. (3.5)
Cana Ha ocHOBy (3.3), (3.4) u (3.5) mmamo
sp*(ws) = 22576 = Ty = sp”(23),

“(z11) = 55537 = sp”(x427), (3.6)

(
*(1'15) = 2f2f6i‘7 = i‘gﬂ_h = Sp* ($Zl’7)

sp
sp
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Kormauno, npuMmernnu cmo na je sp* MoHomopduzaM y muMmensmjama 8,11 m 15, ma u3
(3.6) nobujamo ma Baske pesanuje

2 2
Tg = Ty, T11 = T4T7, T15 = TyX7

y H*(Gs3;Z).
Cana ce Ha MCTM HauWH Kao y JOKa3y Teopeme 3.2.2 TOKake Ha je KOXOMOJIOIIKA
asnrebpa H*((Gy3;7Z) 3ancra n3oMOp(dHA KOJIUYHUKY U3 GOpPMyIIaluje Teopeme. []

Ha canuan mauun kao u y nponosurmju 3.1.1, Moske ce ompenuTn y mra ce CIUKajy
reaeparopu on H*(Ggs;Z) y H*(Gs3;Zy) Ipy IPECIUKABALY .

Hamomena 3.2.4. Hexa je p : 7 — Zo pedykyuja no mooyay 2 u youumo urkdykosar To-
MOMOpPusam py : H*(é&g;Z) — H*(é&;g;Zz). IIpu o8om TomomopPusmy eenepamopu 00
H*(é&g; Z) caukajy ce y zenmepamope 00 H*(C~¥873; Z3). Konkpemmno, p.(y3) = W3, p«(x4) = w3
u ps(x7) = a7, 20e cy Wqy € H2<ég’3;Z2), W3 € H3(§8,3;Z2) uay € H7(5873;ZQ) u3 meopeme
2.3.6.

3.2.5 Koxomousomka anre6pa H*(Gys;Z)

Y HapemHoj TeopeMu nokaszahemo ma je KOXOMOJIOMEKA ajaredpa o 61073 n3oMophHA
KOJIMYHWKY TIOJTMHOMUjaJIHe aaredbpe Hal neT Heoapebenux u cyme uneana Z u J. Rako
je muoroctpykoct Gig3 mamensuje 21, snamo na je H*(Gio3;Z) =0 3a k > 21, te hiemo
3a umeaa J y3eTu maeas TeHepUCcaH CBUM MOHOMUMAa KOXOMOJIOIIKe auMen3uje Behe on
21. Ca mpyre crpane, uneas Z he butu reHepucan CBUM MOJUHOMUMA KOjU OATOBAPajy
peramujaMa y KOXOMOJIOIIKUM TpynaMa no auMmensuje 21.

Teopema 3.2.4. Hnmezpasna Koromorowxa arzebpa 00 61073 je

~ Z
H* (G035 Z) = [y, x;?;m, x13] |

20e cyys € H¥(Ghos; Z), 1 € H{(Gros;Z), i = 4,9,12,13, udean T je 2eMepucar nosunomuma

3 9 2 3
2y3, Y3, Y3Ta, Y3Ty, Ty — 2T12, Y3Tg, T4y — 2T13,

2 2 2 2
Y3T13 — TaT12, Tg, Y3zT12, TyT12, T9T12 — TyT13,

00k je udean J 2eHEPUCAH MOHOMUMG

yarbrsalyat, maxeum da je 3a + 4b 4 9c + 12d + 13e > 21.
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Joxas. IloerkapeoB moJmHOM 3a 610,3 nosuat je u3 [10, ctp. 496] u jennax je
p(Gros) =1+ a2t + 28+ 2% + 2% + 213 4 217 4 22,

na cy muMe onpeberm crnobomHM es1oBM KOXOMOJOmMEUX rpyna on Ghgps. V3 osor mo-

auHOMa M Jeme 3.2.1 mobumjamo ma cy koxomojomke rpyme onx Gips ca meIobpojHUM
KOe(UII]eHTUMa YIPaBO

H*(élo,fi; Z) = (Za 07 07 ZQ) Z7 T47 T57 T67 L ¥ T7a Z b TS) T97 TIO) Z b T97
Z @ T87T77T67T57 L S T47 07227 O7Z)

Cnenehu ropak je ma oapemuMo cemaM HEMO3HATUX TOP3UOHUX T'PYIIA.
Ha ocuoBy teopeme 3.2.1, umamo na je

Z[£27£87£9]

H*(W,0,Z) = (3.7)

(i‘% - 2j87 i‘%, fg) .
[TocmaTpajmo, kao 1 y parujuM nokaszmMa, CepoB CIEKTPAaJIHU HU3 IPUAPYKEH CHepHOM
paciojemy S? — WQ{{{ 2 Gho3, ®a0 u pacaojeme SO(3) — Vigs =N Gio3 TOE ¢ CIuKa
TPOJKY JIMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA Y OPUjEHTUCAHY TPOJAUMEH3MOHAJHY DPaBaH KOJy
tu Bekropu onpebyjy. U3 [8, reopema 2.3] umamo msomopduzam anrebpu

Zi\vg, Vg, U
H*(Vig3; Z) & [vs, 9, V1] (3.8)

- 2 2 .2 )
(2U87 g, Vg, V15, USU15>

2

rze je v; € H'(Vio3;7Z), 3a v =8,9,15.

3a cmexTpasHM HEM3 KOjU OArosapa paciojemy S* — W39 * Ghos xopuctuliemo
o3Haky E, mokx hemo 3a cnekrpannu HU3 Koju oarosapa paciojemy SO(3) — Vigs KN 610,3
KOPUCTUTH O3HAKY F.

Jenuen HeTpuBHMjasiaH OUdepeHIMjaJ y IPBOM CIEKTpaJHOM HuU3y je dz. Kakxo je
(W3, Z) = 0, 1o je dy : E3* — B3 ,ma”, ma je Ty = 0. Comramo, kako je H3(W34;Z) =
Z, To cnuka mudepeHnujanaa ds : E§’2 — ES’O Mopa owmtu 17, a Kako je E§’2 =T, =0,
10 je u Ty = 0. Hame, rpyma H°(W,Y;Z) je cnoboxmma, ma je u mena moarpyma EJ
rakobhe cmaobomua, Te ds : E§’2 — E§’0 Mopa butu enmmop¢uzam. Ca apyre crpane,
H5(W212;Z) =0, ma ds : E§’2 — Eg’o MOpa OuTHM M MOHOMOD®U3aM, Tj. 3aKbYyUIyjeMO aa
je oBaj mudepennujai nzoMopduszam, na je Ty = Z,.

Y Tabenu 3.11 Buaumo Apyry CTpaHy CIEKTPAJHOT Hu3a F.

Kaxo je HY(W};Z) = Z, To mena moarpyma E%° mopa 6utu cnobomma, ma ds : By” —
Eg’o ciuka Zo Ha Ty, Tj. rpyna Ty m3omopdHa je KOIUYHUKY On Zo. VI3 Teopeme o
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21Z|0|0|Zy |Z |0 |Ze |Ts|Z|ZDTg | Ty |Tho | ZPTy | ZBTs| 0 |Ts |Zo| Z | 0 |Zy| 0 | Z

0[Z|0|0|Zy|Z |0 |Z |T6|Z|ZDTg | Ty |Tio | ZPTy | ZPTs| 0 |Ts|Zo| Z | 0 |Zy| 0 | Z
0/1(2,3 (4|56 7|8 9 |10]11 12 13 14 115116 | 17|18 |19 |20 |21

TaGena 3.11: E, crpasa cnekTpassor Hu3a 3a paciaojeme S° — W3l — G

yHUBep3atEMM Koedurujentuma mamo na je H8(Ghos; Zo) = Zy & Ty, a y [18] noxazamo
je ma je H8(610,3;Z2) & Z,, na 3armpyuyjemo Ty = 0.

Y tabenm 3.12 BUAMMO €0 CIEKTPAJHOT HU3A NPUIAPYKEHOD APYTOM PACIOjemy.
I'pyma H'®$(Vigs;Z) je tpuBujamna u3 (3.8), ma je ds : E3"? — E3”° msomopdumsam u

Eig’o = 0. OmaBne 3armyuyjemo ma je ds : E215’3 — £?217’2 MOHOMOp(dU3aM jep je OBO

3 0 Ts Zo | Z | 0 |Zy| O

2 | Tor(Ty, Zo) | Te ® Zo © 7o | Zo | Zo | Z | Z | O

1

0 0 T, Zo | Z | 0 |2Zy| 0
14 15 16 | 17 | 18 | 19 | 20

Tabena 3.12: Ileo E, crpane crnekTpajiHor Hu3a 3a paciojeme SO(3) — Vigz — 51073

jeoHN mudepeHnujaa ca JOMEHOM E,?’?’. Ca nmpyre crpane, Kako je ng(Vm,g;Z) =0 u3
(3.8), To oBaj mudpepenuujas Mopa OUTK 1 enUMOPPU3aM 1a 3aKbydyjeMo na je Tg = Zs.

Bpatumo ce cana va npBu cunekrpaJsuu Hu3 u tabeny 3.11. udepenmnujan ds : Eg’Q —
E;"% mopa 6urn emumopdusam jep je E90 croGomma kao moarpyma cioGoEe TpyIe
H(W3%;Z). Tlomto je Ey? = Ty = Zy, rpyna Ty je wmu TPUBMjaHA WIH M30MODQHA
Zs. llpumeHOM TEOpeMe O YHUBEP3aJHUM KOEPUIMjeHTUMa UMaMO 14 je Hg(élo’g;ZQ) &
Zo ® Ty, a 'y [18] je morazano ma je oBa rpymna m3oMop¢Ha rpynu Zs, na je Tg = 0.

[Ipeocraje mam ma ogpemumo jom Tig. Y Tabesau 3.13 mpukaszan je ApyTru A€O CIEK-
TpaJsHor Hu3a 3a paciuojewme SO(3) = Vigs — Gios.

U3 (3.8) Buamvo ma je H'*(Vigs; Z) = 0, ma je ds : E3>® — E3”° usomop¢usam. Crora
jeouHU nudepeHnujal ca JOMEHOM E’;l’?’ KOjU MO:Xe OUTU HeTpuBUjaJaH je ds : E’211’3 —
E)»* u om mMopa Guri MOHOMOD¢U3aM, jep je rpyma H'Y(Vi03;Z) Tpusujanua. lakue,
rpyna Tjp uzomopdua je moarpynu ox Zs. M3 [18] umamo na je H10(51073;Zg) = 0, ma
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3 0 Tw |Z|Z|0| 2Z

2 | Tor(Tio, Zo) | Tio ® Zy | Zy | Zy | Ty | Zoy @ Zoy

1

0 0 Tw |Z|Z|0| 2Z
10 11 |12|13|14] 15

Tabena 3.13: Ileo E, crpane crnekTpajisor mHuza 3a paciojeme SO(3) — Vigs — 51073

3akmyuyjemo na je u Tiy = 0.
Korauno, nHTErpaiHE KOXOMOJIOIIKE Tpyle nate cy y Tabenu 3.14.
k ‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘15‘16‘17‘18‘19‘20‘21
HGos2) | 2]0] 0|2 |2]0] 2% |2]2] 0] 0|2 2|0 %]z 2|0 |Z] 0] 2

Tabena 3.14: MaTerpagna KOXOMOJIOTHU]a O 61073

Osuraunmo oarosapajyhe remeparope ca ys, T4, Yo, Y7, s, L9, T12, L13, Y15, Y16, 17, Y19, To1 -
Kenmumo nma moraskeMo na ce CBU reHepaTOpU MOTY U3PA3UTU MPEKO Y3, Lq, Tg, T2 U T13,
Ka0 U [a Baske pejaluje HaBeleHe y (GOPMYJIalju TeOpeMe.

Jenvem HerpuBHjasHN AUPEpEHIUja]l Yy IPBOM CIEKTPAJHOM HU3Y je d3 M CIMYHO
Ka0 y MPETXOMHUM AOKa3UMa MOKEMO 3aKbYUUTU Aa je d3 yIpaBO MHOKEHE Ca U3.
perusuuje, yromuko je s € HX(S%Z), ouna je ds - Ey? — EX™% par ca ds(z @ s) =
zys & 1.

U3 (3.7) Bumumo gma cy cse kKoxomosomke rpyne H"(W3Y;7Z) crnoGomme. 3aro cy u
EX0 cpe crobomme, ma je ds : E§’2 — E§+3’0 emumopdusam 3a k € {0,3,4,12,13,16} (B.
tabeny 3.15), omaksie nobujamo na Baske cienehe penamnuje

2 _ _ _ 2
Ys = Y3, Y7 = Y34, Y15 = Y3T12, Y16 = Y3213, Y19 = Y3713,

ma CMO T€HEePaTope Ys, Y7, Y15, Y16 U Y19 »CIUMUHUCAIN , Tj. U3PA3UINA CMO UX MOMONY
OCTaJInX.
[Toroso kopucTumo [23, Teopema 5.9] Koja Kaxke na je KOMIO3UIUja

HYGuosiZ) = By — B3 — - — By — B = Ff C HY(W,%:2)
npecaukasame sp* 1 H¥(Gios; Z) — HFW3S:Z).
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Y Tabenm 3.15 BuamMo F3 cTpaHy CHEKTPAJHOI HU3a U Y H0] UCTAKHYTe HETPWBU-
jamue mupepennujaine. Takobe, muMmensuje y KojuMa je koxomosoruja on Wil merpusu-
jasHa cy momebJibaHe.

21ZJ0 0| Zo|ZNO |Zo |Zo | Z\|Z | O | O | Z Z~ O | Zo |ZeN Z | O | Zo| O | Z

O0|Z|O0|0MZy |Z|0P2e 2o |Z|Z| 0 | 0 |Z |Z |0 PlaPZo| Z | 0 P2y| 0| Z
0|12 3|4|5|6 |7 (891011 |12 1314|1516 |17 18|19 |20 |21

TaGena 3.15: F3 crpaHa CHeKTpaJHOr HE3a 3a paciojeme S* — W30 — Gios

N3 rabene 3.15 Bumumo ma 3a k € {4,8,9,12,13,17,21} Basku E§’0 = E* majey
OBUM OUMEH3HMjaMa IpecilukaBame sp° MOHOMOD(U3aM.
Hexka je
0CFPCFE  C---CFCF =H'(W,%7Z)

¢unTpanuja TpUApPYy:KEHA OPBOM cHeKTpasHoM Huly. Axo k € {4,12,13} umamo nma je
EX) = Ff = Ff = H*(W,Y;Z), na sp* ciuga remeparop on H*(Gio3;Z) y omrosapajyhn
reneparop ox H*(W31;Z), 1j. x4, 212 1 213 MOKEMO 0IaBPATH TAKO A4 BAKIM
sp*(xy4) = T3, sp*(x12) = Tols, sp*(w13) = ToTy. (3.9)
Ca mpyre crpane, 3a k € {8,9,17,21} umamo
PRV B = FE, = 2, - 25 — 2 (WA Z),
jep je Efo’2’2 = F,ffz/Flff1 > 7o, a MOKEMO omabpaTu I, Tg,L17 U Ty TAKO O BaKWU
sp*(xg) = 2@8, sp*(xg) = 2f9, Sp*(l'17) = Qi'gfg, Sp*($21) = Qfgii‘gfg. (310)

Cana u3 (3.7), (3.9) u (3.10) mobujamo

87



I'nmaBa 3. Koxomonoruja opujentucannx ['pacmanujana ca Z koepunujeHTUIMA

a Kako je sp* MOHOMOp(dHM3aM y OBUM AuMeH3ujama, mnobujamo ma y H*(Gios;7Z) Bake
penamnuje

2 I _ _ 2 _
xrg = Ty, 2212 = Ly, 2x13 = T4Ty, Ti7 = T4T13, Tol = TyX13 = T9X12-

Iakme, 3axkpydyjeMo na je 1meaa aaredpa H*(élug; 7) reHepucaHa ca ImeT reHepaTropa
Y3, T4, Ty, T12 U T13.

Heke penanuje caenme u3 tTpuBujaHOCTU OApeheHUX KOXOMOJIOMEKUX rpyma. Tako je
pemumo yaxy = 0, ys3zi = 0, 23 = 0, yazz = 0, 23715 = yzxszi3 = 0 jep ce cBu OBH
eJIEMEHTHU HaJla3€e Y TPUBUjAJIHNM KOXOMOJIOMIKUM rpynaMa. Takobhe, mpousBon ys 1 OUII0
KOT' IPYTOT eJIEMEHTa MOpa OUTU TPUBHUjAJIaH YKOJIUKO IIPUIATa TOP3UOHO CJI000MTHO]
rpynu, na je tako ys = 0 u ysre = 0. Hame, yizhz§rdyrs, = 0 kanx rox je 3a + 4b + 9c +
12d 4+ 13e > 21 jep je 61073 MHOT'OCTPYKOCT numensuje 21.

OcTano je jom ma ce yBEpUMO Ma BaKU Y3T13 = T4T12.

N3 [18, nponosunuja 3.1] nmamo

H4(é10,3;Zz) = Zo{w3), Hu(élo,:’,;zz) = Zo(a12), Hlﬁ(élo,:’,;Zz) = Zo{W3a1),

a IPUPOJHOCT y TEOPEMU O YHUBEP3AJIHUM KOe(pUIUjeHTUMAa faje ciaenehu KoMy TaTuBHI
aovjarpaM.

0 — Ext(Hy—1(G1o3),Z) — H"(G103:Z) — Hom(Hy(Gro3),Z) — 0

0-> EXt(kal(éloﬁ),ZQ) — Hk(él(Lg;ZQ) — Hom(Hk(é1073),Zg) -0

3a k=4 je B N
EXt(H}C_1<G1073), Z) = EXt(Hk_l(Gl()?g), ZQ) = 0

1 XOMOMOpOU3aM py : Hom(H4((§’10’3),Z) — Hom(H4(é10,3),Zg) je ,HA”, ma je m p, :
H4(61073;Z) — H4(51073;Z2) wHa”. Ilakae, p,(r4) = ws. Cnuuno Bazku u 3a k = 12, na je
ps(T12) = a12. Komauno, p.(r4712) = Waas # 0, ma je z4r12 # 0, Tj. 14712 = Y3T13. N
Cnuuso Kao y nokasy teopeme 3.2.2 mokasyje ga je koxomouonka anredpa H*(Gyos; Z)
n30MOp(HA KOJIWYHUKY M3 POPMYyJalnuje TeOpeMe. ]

Hamomena 3.2.5. Kaxo je Z[ys, 14, T9, 212, 113] Hemepun npcmen, mozyhe je nahu xonavan
ckyn zenepamopa 3a uoean L+ J uz meopeme 3.2.4. Jedan navun da ce dobuje 08aj KOHAUaH
cKkyn zenepamopa je 0a kpenemo 00 zewepamopa udeansa L u onda 0a nposepasamo pedom
monome yirharsrl, xS, 20e je 3a + 4b+ 9c + 12d + 13e = k sa k = 22,23,24,... u yxoauko
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newu yiabaird,as, nuje y I, 0odamo za na aucmy zenepamopa udeana I + J. Osy nposepy

dosonno je ypadumu do dumensuje 34 jep je ceaxu monom ysabaiard,as, cmenena eehez 00
34 dewus HEKUM MOHOMOM cmenena usmehy 22 u 34.

Kada obasumo onucany npoyedypy sudumo da je na zenepamope 00 L nompebro dodamu
jows camo wemupu wosa zenepamopa. Haume, T + J je eenepucan zemepamopuma 00 L u
000aMHO MOHOMUMA ToT13, T3y, T12T13 U Tis.

Kownauno, xoromonowra aneebpa 00 61073 je

~ Zlys, T4, Ty, T12, T13]

* ~ .
H (Gm,g,Z)
20e je udean K zenepucar noAUHOMUMA

3 .2 2 .3

2y3, Y5, Y3Ta, Y3Ty, Ty — 2T12, Y3Tg, TaTy — 2713,
2 2 2 2

Y3T13 — TaT12, Tg, Y3T12, TyT12, T9T12 — TyT13,

2 2
T9Z13, T19, TL12213, Ti3-

Hamomena 3.2.6. Cauuno xao u y nanomenama 3.2.3 u 3.2.4, axo je p : Z — Ly pedyxuyuja
no moodyay 2, onoda ce ucnocmas.ma 0a je

pe(ys) = Wa, pulwa) = Wy, pu(9) = Wothy, pulw12) = Uiz, pu(13) = Az,

20e cy Wo, W3, A1z U A13 2eHepamopu us meopeme 2.3.2.

3.3 IlIpersen mo3marux pe3yJjrara 3a k > 4

MuTterpanua KoxoMoJoruja opujeHTUCaHNX |'pacManujaHa je 3acana ciabdo ucuura-
Ha. Bunmenu cmo Beh y cuyuajy £ = 3 ma TpeHyTHO MMaMO IMOTIIYH ONWUC WHTErpaJIHe
koxomosoruje camo 3a n € {6,8 10}. Ocum IloenkapeoBux monumHOMa (KOjU Ce PEIUMO
mory mpouuratu u3 [10, cTp. 494-496]), mano Tora ce 3Ha O KOXOMOJIOTUjUA O émk,
k > 4. Y cropuje Bpeme, HallpeIak Yy UCIUTUBAHY H*(én,k;Z) 3a k > 4 ocTBapuiu cy
Mamnanroc u Benr y [21], a y oBoM ozmesmky hiemMo HaBecTu map TJIaBHUX Pe3yJTara U3
TOT paja, Ka0 U HEKa OYEKUBarmba ayTopa.

IToszmaro je ma y mHTerpannoj xoxomosoruju I'pacmanoBux MHOrocrpykoctu G, i
MOzKe OUTHM caMoO 2-TOp3uje, Ma €€ NPUPOJHO MOCTAB/ba MUTAKE A& JU TO BaKU U KO
opujenTucanux I'pacManoBux MHOTOCTPYKOCTH G ). Y TeOpemama 3.2.2, 3.2.3 u 3.2.4
ce jecTe mojaBuiia caMoO 2-TOp3uja, aju OBO Hehe BakuTM 3a mpou3BoJbHO n. Haumme, y
[21, Teopema 8.8] je morasama ciemehia Teopema.

Teopema 3.3.1. Hexa jet > 4.
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(a) Hocmoju xaaca peda 4 y H2 Y (Gy_15; 7).
(6) Hocmoju kaaca peda 4y H*(Gar ;7).

Ca_mpyre cTpane, NCHOCTaBba Ce Ja HUMTA OCUM 4-TOp3WUje HE MOke Ja ce TojaBu
y H*(Gnx;Z), o uemy roBopu HapenHa teopema (B. [21, mocaemuna 3.2]).

Teopema 3.3.2. V unmezpasro] K0xomono2uju opujenmucane I'pacmarose mHozocmpyko-
CMU MONCE CE NOJABUMU CaMO 2-mop3uja usu 4-mop3auja, mj.

4 Tor (H*(émk; Z)) = 0.

Y [21, upernocTtaBka 8.6] cy HaBeleHe U HEKe NPETHOCTABKE, KOje CYy MOTUBUCAHE
KOMIIjYTEPCKOM MPOBEPOM MamuUX AuMeH3uja. KOHKpeTHO, ayTopu OUeKyjy ma he Ba-
xuTu caeneha yerupu TBphema.

(1) Axo je k <4, ouna y H*(G,x;Z) sema 4-top3suje.
(2) Ako je 1 <k <2'—1 u k menapan, onga y H*(éQt’k;Z) Hema 4-topauje.
(3) Axo je k > 6 mapaH, 1 ako O3HAYNMO

c=min {k(n —2"7") + 271 —2,2" — 2},

onma nocroju rknaca pena 4 y H™Y G, x;Z).

(4) Heka je k > 5 memapho, t > 5 u 27! < n < 2'. Ako je n > E271 onna mocroju

knaca pexa 4y H* NGy 7).
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Npwunor 1.

M3jasa o aytopcrTay

Motnucanw-a __Munuya Josanosuh
Gpoj ynuca __2015/2018

Wajasnyjem
A3 j@ NOKTOPCKA AMCEpTaUMja NOA HACNOBOM

¢ Pe3IynTarT CoNCTEEHOr NCTPAaXHBAYXDr pana,

*  [la NPeANOXEHa AMCEePTaUM]a Y UENUHN HK Y Aenoanma Hirje Buna npeanoxena
3a pobujae GuNO koje AMNNOME NPeMa CTYAMICKMM NPOrpaMMMma apyTvx
BMCOKOLLKONCKUX YCTaHOBA,

e [1a Cy Pe3ynTaTi KOPEKTHO HABEAEHH 1

¢ N1a HWMCaMm KpWMo/Na ayTopcxa NPaBa W KOPWCTMO MHTENEXTYanHy CBOjMHY
APYTMX nhua.

Mornuc goxTopanaa

ssssgs Teiuebects—

Y Beorpany, 2%.42. 2024




Mpunor 2.

WU3jaBa 0 UCTOBETHOCTH WITAMNAHE U eNeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOpPCKOr paaa

uljasnyjem A3 je WTaMnasa Bepauja MOr AOKTOPCKOr Pafa MCTOBETHA ENEeKTPOHCKO]
BEPIMM KOjy cam npepao/na 3a ofjasnusawe wa noprany [ururankor
penoauTopujyma Yuusepaurera y Beorpaay.

Rossorvasam pa ce ofjase MO NuvwHK NOAGUM BE3aHW 33 AobMjae axagemcxor
3823 AOKTOPA HAYKA, K30 WTO Cy MME W NPe3NME, rOAUHa W MecTo poljersa u gaTym
onGpane paga.

Osu nuunm nogaum mory ce objaBuTi Ma MpPeXHMM CTPEHMUEMa AMMMTanHe
GubnuoTexe, y enexTpoHckosm karanory u y nyGnukaumjama Yuusepautera y Beorpaay.

Nortnuc poxTopanpa

fussssyn Tofiauoleute

Y beorpany, _2%. 12. 2024,




Mpwunor 3.

U3jaBa o kopuwhemwy

Osnawhyjem Yuusepaurercky Gubnuorexy .Ceeroszap Maproewh® na y [Awruranm
penoauTopiym Yeusepautera y Beorpaay ywece Mojy AOXKTOPCKY AucepTaumjy noa

xoja je Moje ayTopcxo Aeno.

Owncepraumjy ca caum NPpUNO3uMa NPeAac/na CaM y enexTPoHCKoM (opmary noroaHom
32 TPAJHO APXMBMPANE.

Mojy poxTopcxy Ancepraumnjy noxpatseny y [wrirantu penosutopujym Yuueepautera
y Beorpany mory aa xopucte ceu koju nowTyjy oapeabe cagpxawe y onabpasom Twny
nuuenue Kpearwshe aajenrmue (Creative Commons) 3a xojy cam ce oanysmo/na.

1. AyTopcreo
2. AYTOPCTBO - HEXOMEPUM|ANHO
3. AyropcTeo ~ Hexomepumjanio — 6ea npepane
4. AYTOPCTBO ~ HEKOMEPUMJANHO — AGNUTH NOA MCTHM YCNOBUMA
5. Aytopcreo ~ 6Ge3 npepane
Ay'ropcmo = AENKTH NOA NCTHM YCNOBHUMA

(MonumMo Aa 3a0KpyxMTe Camo jeaHy OA WeCT NOHYMEeHWMX NUUEHUM, KpaTak onuc
nUUEeHUM AaT je Ha nonefuxn nucra).

Mornue pokropanpa

ﬁumva_lémdo“

Y Beorpany, 2%. 42. 202k,



1. Ayropcteo - [lossorsasare ymuoxasawe, AucTpuOyumjy M jasHO CaonuTasarme
Aena, W Npepane, ako Ce HaBeae MME ayTopa Ha HauwH oapehex on cTpawe ayTopa
WNK AABAOLA NUUEHLE, YaK 1 Yy xomepunjante capxe. Oso je Hajcnoboanmja oa camx
NALEHUM.

2. AyTOpCTEO ~ HexOMepUMjanHo. [l0380MLaBaTe yMHOXaBake, ANCTPUOYUM)y 1 jaBHo
CaoNWTasawe Aena, u Npepane, arxd Ce HaBeAE WMEe ayTopa Ha Haumd oapelew oa
CTpaKe ayropa W pasaoua nuuesue. Osa NMUEHUa He N03B0/bABa KoMepUMjanty
ynotpeby aena.

3. Ayropcreo - wexomepumjanso ~ Gea npepape. [lo3sorbasare ymHOXasawe,
ancTpubyuniy W jasHo caonwrasawe aena, Gea npomexa, npeobnuxosarma wnW
ynotpebe nena y ceoM aeny, axd Ce Haseae wme aytopa Ha Hauwe oppefed of
CTpane aytopa WM nasaoua nuuesue. OBa NMUEHUA He A03BOMLABa KOMEpUMjanHy
ynotpeGy aena. Y oaMOCy Ha CBE OCTane NWUEHLE, OBOM NMUEHUOM Ce Orpaxuyasa
wajaehu oGum npasa xopuwhena aena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMEPUMJANHO — AENMTM NoA WMCTMM ycnoswma. [lossorvasare
ymMHOXasawe, ancTpnbyumjy W jJasHO CaoNWTasane Aena, n npepaae, axo ce xaseae
MME 3yTopa Ha HauwW oapeleH oA CTPaHe ayTopa WM AaBaoUa NMUEHUE W axo ce
npepana AnCTpuGyWpa NOA WCTOM WNM CNUMHOM Nuuenuom. Osa nuuenua He
A03BOML3BA KOMEpUKjanKy ynotpeGy aena v npepana.

5. Ayropcteo —~ Ges npepane. [loaporbasate ymHoxasawe, AMCTpOyuMjy u jaeHo
caonwrasawe aena, 6e3 npovena, npeobnuxosaa wn ynorpebe aena y csom aeny,
K0 CO HABeAEe MMe ayTopa Ha HauymM oapehen oA CTpame ayropa wiw Aasaoua
muenye. Osa nuuexua no3BOHasa xomepumjany ynorpeby aena.

6. AyTOpcTBO - AGNUTH NOA KCTUM ycnosuma. [lO3BOrbaBaTe yMHOXaBawe,
AMCTPHGYUM]y 1 [aBHO CAONWITABAKE AENA, U NPepane, axo Ce Hasene WMe ayTopa Ha
HauuMH oapehen on CTpade ayTopa WNM [asaoua nNWueHue W axo ce npepaja
amcTpubywpa NOA MCTOM MNM CrwyHOoM  nuuenuom. OBa NWUeHUa A03BOMaBa
xomepumjaniy ynotpeby aena w npepana. Cnuvna je copTBEpCKMM NUUEHUaMma,
OAHOCHO NMUEHUAMa OTBOPEHOr KOAA.
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