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Dissertation title: Weak integration of vector-valued functions with values in operator
ideals and their connection to elementary operators

Abstract: The subject of this dissertation is the study of the belonging of weak operator in-
tegrals in appropriate ideals of compact operators, as well as the investigation of perturbation
inequalities. These questions were previously considered in [16], where Cauchy—Schwarz type
inequalities were established. In addition to providing norm estimates, these inequalities also
yield sufficient conditions for an operator integral to belong to a given ideal. In the first part
of the dissertation, using these inequalities, perturbation norm inequalities are derived for
elementary operators generated by analytic functions. Specially, for an analytic function f,
trigonometric polynomials 7, S: R — C and ¢t € R, if frg;, frr, and fsg, are the associated
analytic functions, and if X € B(#H) and the operator ) (A, X B, —C,XD,) belongs to a
symmetric norming (s.n.) ideal C4(H), for some s.n. function @, then the following inequality
holds
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under certain conditions on the families (A,)%, (B,)5 4, (Cn)22, and (D,,)22; in B(H).
Next, the dissertation considers vector measures induced by weak* integrable operator-
valued functions taking values in Shatten—von Neumann ideals. Furthermore, the criteria
for the compactness and nuclearity of the Gel'fand integral are derived, with emphasis on
positive operator-valued functions.
Finally, depending on the properties of the symmetric norming function ®, the conse-
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are explored. More precisely, it is proved that the weak* integral belongs to the symmetric
ideal Cy(H), as well as the Gelfand and Pettis integrability of the Cy(?)-valued function 7.
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YBOI

Teopuja arncrpakTHrX XMUJIOEPTOBUX MIPOCTOPA U OI'PAHMYEHUX OIIEPATOPA HA FHhUMa 3aI0-
YHib€ CBOj MHTEH3WBAH Pa3B0j MMOYETKOM JIBaJIECETOT BEKa, JIOITPUHOCOM BUIIIE MaTEMATUYIaPA.
Mebhy muma ducmo mocedHo m3aBojun nmena Xujiadepra, Puca u ¢dor Hojmana. Obdmact 110-
JIATHO JI00Mja Ha 3HAYA]Yy ca pa3sBOjeM KBaHTHE MEXaHUKe, I'Jle U JIeKI heHa HajBeha nmpumMena
y Haymu. C jipyre cTpane, ieHe IPUMeHe y MAaTEMATHIIN JIEXKe y PelllaBarby JIU(ePEHIIjaTHIX
U UHTETPAJIHUX jeITHAYNHA, TJIe Ce TIOCeDHO NCTUYE KJIaca KOMIAKTHUX OIIePATOpa, Unje OCHOBE
zasajy Ppeaxoam u [MImut. /[yds/be n3ydaBame KOMIIAKTHUX OIl€pAaTOpPa KOHAYTHO JIOBOJIH JIO
TeopHuje CUMETPUIHUX WJIeasia U YHUTAPHO NHBAPUjAHTHUX HOPMHE. Y OBOM IIPOIIECY, HAjBUIIe
oucmo ucrakm Ku-®ana, Kankuna, [Ilatena u na kpajy ['oxdepra n Kpejna.

Kopenu wunrerparuje BekTOp-BpejHOCHUX (DyHKIHja cexy y gaBHe 30-Te rojune aBa-
Teceror Beka. MeDhy 3HavyajHuM MMEHUMa Be3aHUX 3a PAa3BOj IMOMEHYTE TEOPHje UCTHIEMO
Boxuepa, landopma, [leruca u lesbdanma. Ucrakau ducmo pamgose 2], [9] u [32] y kojuma
Cy YBeJICHU THIIOBA WHTErpaJia KOju JJaHAC HOCe MMeHA HaBeJeHnX ayTopa. Takohe BaykaH
JIOIIPUHOC 3a9eTKy Teopuje manu cy u bupkod u Cera.

Konauno, reopujy eslemenrapuux rpancgopmepa Ha B(H) cy 3acHoBasu Jlymep u Pocen-
baym y [27], unju ce massm passoj moxke nahm y pagosuma [5], [6], [7], [8] u [29], xao u
pedepenniama y wuma. Harmacumo osae pag [14], toe . P. Jonuh usBomn nejemnakocTn
Kommu—IIIBapiioBor Ttuma 3a o-ejeMeHTapHe olleparope, Koje he OWTH jesiHA OJ1 TJIABHUX
Tema TPBOT Jiesta jaucepranuje. Hacrasmajyhin y ucrom jmyxy, ayrop y pauy [16] masemene
HEjeTHAKOCTU YOIIIIITABA U Ha OIEPATOP-BPEIHOCHE (DYHKIHje, T/ CYMHUPahe Oleparopa
zamemyje [esbdanmosum naTerpasgom. CrenujajgHo, TPUMEHOM HABEIEHUX HEjeTHAKOCTH Ce
u3BOJIe ojipehene mepTypdalnrone HejeTHAKOCTU O-eJIEMEHTApHUX TpaHchopMepa aHaJIUTH-
gkuM yHKIHjaMa, IITo je MpuKasaHo y pagosuma [20] u [22].

Tema oBe aucepraruje odyxBaTa MPETXOJHO HaBejeHe odjacTu. Hamme, ryriaBHe MeToje
U JIOOWjeHU Pe3yJITaTU Ce OJIHOCE Ha CJIady MHTEerpalujy ornepaTrop-BPeJIHOCHUX (DYHKIIHja, ca
BPEJIHOCTUMA Y CUMETPUYHUM HjeajumMa. l3marame y aucepTaiuju je Moje/beHO y 9eTUPHU
MIOTJIABJbA.

IIpBo nornassbe je mocBeheHO OCHOBHUM IOjMOBUMA U3 TEOPHje OlepaTopa Ha XUI0epTo-
BUM IIPOCTOPUMA, TEOPUjU Mepe n mHTerpaimje Ha banaxoBum mpocrToprumMa, Kao U Heje THAKO-
cruma Komu-IIIBaproBor Tura.

Y Apyrom morjaBsby je M3JI0XKEeHa Teopuja IepTypdalinja eJieMeHTapHUX TpaHcdopMepa.
@yuKIKje KojuMa ce BpIlle MepTypoalyje Cy WHIAYKOBAHE AHAJIUTUYIKAM (DYHKITjaMa Cca
nosuTuBHUM TejiopoBuM kKoedunujeHTuma. I[locebHO je mpumemeHa TeopHuja Ha CJIydaj
[ITarer—don HojmarnoBux cumeTprmaHO HOpMupajyhux dyHKIH]A.

Tpehe norsmasme ce daBu cmadbom™ muTerparmjom B(H)-Bpeanocuux dyHKIMja Kao u
unykoBanux B(H)-speaHocHux Mepa. [VIaBHI akIieHAT je HA TIO3UTUBHUM OIIEPATOP-BPEHO-
cHuM pyHKIIjama Koje yaumajy speanoctn y [Hlarenosum npennma. /latu cy u ogrosapajyhn
KPHUTEPU)YMH 32 KOMIIAKTHOCT U HyKJeapHOCT ['esbdaHmoBor mHTErpasa.



VBOJI

Kona4uno, 4eTBpTO HOIJIaB/hE CE HAJIOBE3YjE Ha IMIPETXOIHO. ¥ IHeMy Cy U3JI0KEHU Pe3yITa-
TH O KPUTEPHUjyMUMa MPUIaIHOCTU [esbdaH 0BoOT nHTErpaJsa MpOU3BO/HLHOM HJIeay KOMIIa-
KTHUX oreparopa. JlogaTHo, kopucrehu Teopujy cumeTpuvdHO HOpMmupajyhux dyHKimja
U ujeasa, Kao U allCTpaKTHe MHTerpamuje Ha banaxoBumMm mpocTOpUMA, MIPEJICTaB/bEHU CYy
pesynraru o ciaaboj” u Ileruc narerpabuinoctn Co(H)-BpennocHnx QyHKIH]A.



I'maBa 1

OcHOBHHU MIOjMOBU

1.1 IIpocrtop orpanmdyeHuxX oreparopa Ha
XnjadepToBOM MPOCTOPY

OcHoOBU 00jeKTH, KOjU Cy TIPEJIMET OBE JINCEPTAIHje, Cy OrPAHMYEHN JTUHEAPHU OIEPATOPU
Ha cernapabdbumwiaoMm XuadepToBoM mpoctopy H. Ckajmapuu mpouwsBoji jiBa BekTopa f,g € H
hemo ozmauaBatu ca (f,g), Ipu deMy je OH JIMHeApaH IO UPBOj, a AHTHJINHEAPAH II0 JPYTOj
kommorerTn. CBa Teopuja u pe3yaratn he OUTH M3JI0KEHN y CIIy4ajy Kaja je H OecKoHadHe
JIUMeH3uje, nMajyhu y By Ja OHM CBH BaXKe U Y KOHATHO-TMMEH3UOHATHOM caydajy. lakie,
ambujentaaan XuidepToB npocTop H uma npedbpojuBy oproHopMmupany 0a3y (0.H.D.) u cBH
OPTOHOPMUpAHU cucTemMu (0.H.C.) Cy HajBuine mnpedpojuBe KapauHajHocTu. CKyI CBHX
npedpojuBux o.H.c. hemo o3HauaBaTu ca ‘B. 3a cBako f € H u e € B Baxu Becemosa
HEjeTHAKOCT

Dol fen)l® < IR

n=1

rJe je y ciaydajy Kaja je e jenmHa 0.H.D. yBek ucrymena jeanakoct (ITapcesasosa), kaja ce
cBak’ BeKTOp f € H moxke passutu y PypujeoB pes

f=Y (fen)en,
n=1

Ipyd YeMy pej KOHBeprupa y Hopmu mpoctopa H. yaanu mpocTop, Tj. TPOCTOP CBHUX
OIpaHMYIEHNUX JINHEAPHUX olepaTopa Ha H je n30MeTpudKu m3oMopdan ca H mpeko (aHTuIm-
HeapHe) Kopecnogenimje H* 3 ¢* <> f € H, rie 3a cBako g € ‘H Baxu ¢*(g) = (g, f) (Pucosa
TeopemMa O KopecrojieHImju). 3dor Tora hemo H* yeek moucrosehuBatu ca H, umajyhu
Ha yMy IPETXOJ/IHO HaBeJeHe uuibenurle. Jlasbe, MpocTop CBUX OrpaHUYEHUX JIMHEAPHUX
oneparopa Ha H hemo osmnausasatru ca B(H). To je BamaxoB mpocrop Kajga ce HOpMUpPa
ca ||All = supy, < [|AR[|, 3a ceako A € B(H). Jesrpo omeparopa A € B(H), Tj. cxyn
CBUX BeKTOpa Koju ce ciukajy y 0, osmauaBamo ca N(A), JOK HeroBy CJUKY (CKyIl CBHX
BpeIHOCTH) o3HadaBaMo ca R(A). Y nuramy cy BEKTOPCKH MOTIpOCTOpH, 1pu demy je N(A)
yBeK 3aTBOpeH, ok R(A) o He mopa dutu. Ca r(A) hemo o3HauaBaTi AUMEH3Hjy MPOCTOPA,
R(A), nmajyhu y Bumy ma taj 6poj moxke durum u deckonadan. Yroauko je r(A) < +oo,

3a omeparop A KaykeMo Ja je KOHA4YHOr paHra. 3a e, f € H, meduHUIIEMO OIepaTop

def
(e ® f*)x = (x, f)e, 3a x € H. CBaku omepaTop KOHAYHOI DaHra Ce MOXKe IPEJCTABUTU

3



1.1. ITPOCTOP OI'PAHUYFEHUX OIIEPATOPA HA XUJIBEPTOBOM IIPOCTOPY

y OOJIIKY ZZ(:AB er @ fr, 3a Heke eq, f1,...,exa), fr(a) € H (3a BHUIIE neTa/ba BUIETH IPBO
norsasibe y [11]). IIpoctop cBux omeparopa KoHauHOr paHra o3HadaBamo ca K(H).

A njynrosanu oneparop o1 A € B(H), koju o3HagaBamo ca A*, je jenuHCTBEHU OmIEPATOP
3a koju Baxku jga je (Af,g) = (f, A*g) 3a cBako f,g € H. HomarHo, yBeK Baxku Ja je
H = N(A*) @ R(A), kao u na je ||A| = ||A*]| = ||A*A||%. Ba A € B(H) kaxkemo na je
caMoaJIjyHroBaH ako je A = A*, kaja BaxKu j1a My je KBajpaTHa ¢popMma, Tj. IPEC/INKaBambe
f— (Af, f) 3a f € H, peanna. AKo je JOJATHO W MO3UTHUBHA, 3a omepaTop A KaxKeMmo Ja
je mosuruBaH u mumemo A > 0. Takobhe, 3a omeparop A Kaxkemo J1a je moJjy-aeduHUTAH
ako je mmu A > 0 wmu —A > 0. Jemgan oj HajOUTHUjUX yCJIOBa KOju he ce 10jaB/bUBATH Y
JINCEPTAI)HU je YIIPpaBO MO3UTUBHOCT ojpehenux omeparopa. [lojam mo3uTUBHOCTH UHIYKY]e
peanujy mopeTKa Ha KJIaCW CaMOa/[jYHTOBAHUX OIlepaTopa KOjy O3HadaBaMoO ca <, TJe je
A< B akko je B—A >0, 1j. akko je (Af, f) < (Bf, f), 3a cako f € H. Jenno on riuaBHUX
CBOjCTaBa MO3UTUBHUX OTIEPATOPA jeCcTe MOCTOjarbe KBaIPaTHOT KOPEeHa, Tj. BayKH

Tephemwe 1.1.1. 3a cearo 0 < A € B(H) uoctoju jeguncuserno 0 < B € B(H) wakso ga
je B? = A.

Omnepatop B u3 mperxomHor TBphema, Koju Ha3uBaMO KBaJAPaTHUM KOPEHOM OIepaTo-
1 .
pa A, osnaugaBamo ca VA mmm Az. 3a cako A € B(H), Baxku jga je omepatop A*A yBek

nosutuBan. Ha ocuoBy TBpbhema 1.1.1, yBex je modpo nedunmcan omeparop |A| et (A*A)%.
[Tpumerumo na je |||A]]| = ||A]], 3a cBako A € B(H). Oz BesuKe BaxKHOCTH Cy U OIEPATOPU
KOJU 9yBajy HOPMY, Tj. CKaJapHU TPOU3BOI.

Hedunnnnuja 1.1.2. Oneparop V € B(H) ce nasusa msdomerpuja axo je |[Vh| = ||A],
3a cBako h € H. Ykosmko je V' jomatHo u cypjekruBan, pehu hemo na je V' yHurapan
or1epaTop.

MN3zomerpuje cy dalr oHU OllepaTopu KOjU UyBajy CKaJapHU IMPOU3BOJI, Tj. 3a HUX BayKH
ma je (Vf,Vgy = (f,g), 3a ceako f,g € H. Jlakse, nu3omerpuje dyBajy HOpME BEKTODA,
Kao W HUXOBY MeDhycodHy oproronasHoct. OaBie cien Ja CBaka M30METPHja eJIEMEHTe
u3 B cimka y ejeMenTe u3 ‘B, aju He MOpa HYKHO CJIUKATH OPTOHOpMHUpaHy 0a3y (0.H.D.)
y 0.0.0. To je TauyHO MCK/BYyYMBO KOJ| yHUTApHUX omneparopa. Ko mux BaxKu U J1a UM je
UHBEP3 YHHTapaH, Opu deMy mMaMmo jemHaxoct V1 = V* Taga je makne V*V = VV* = I.
YHUTApHU ONIEpaTOPH MPHUIAIAjY jeIHO] IIUPOj KJIACH OIlepaTopa KOju KOMYTHUPAjy Ca CBOjUM
aJIJYHTOBAHUM OIIEPATOPOM, T3B. HOpPMaJHUM omneparopuma. CaMoajyHIOBaHU OMEPATOPU
cy OuurjaesHo Takohe y TOj KJjlacu. Y JucepTalyju heMo KOPUCTUTHU HapEeHe JIBE TeopeMe
KOje J1ajy peIpe3eHTallljy OrPaHUYeHnX oleparopa mnpeko yHutapuux. Ode cy OpurnHasHo
uckazane y tepmunuma C* amredpu. Fbuxosn mokasu ce mory mahm y [24, Teopema 1. u
[Mocrenumna 2.], pemom.

Teopema 1.1.3. Heka je A € B(H) waxas ga je |All <1—2, 3a nexo n > 3. Taga toctoge
yruwapru otepataopu Uy, Us ... U, € B(H) wakreu ga je A = M

Teopema 1.1.4. Coarxu A € B(H) ce moorce natucaliv ka0 TOBUTUBEH YMHONCAK 36Upa
Wpu YHUWapHa ouepatiopa 1a H.

Hagseimmo cagia jorrr jeiny OuTHy Kjacy orneparopa, Koja YOUITaBa KJIacy N30MEeTPUYHUX
orrepaTopa.



1.1. ITPOCTOP OI'PAHUYFEHUX OIIEPATOPA HA XUJIBEPTOBOM IIPOCTOPY

Hedbunuunmja 1.1.5. Oneparop V € B(H) ce Ha3uBa MaprmjaHOM U30METPHUJOM aKO
nocroju 3arsopen norupocrop L C H, rakas ga je |[Vh| = ||h|, 3a cBako h € L, nok je
Vh = 0, 3a cee f € L*. Ilpoctop L ce nasupa modernum mpoctopom, a R(V) = V(L)
JIOJIA3HUM IIPOCTOPOM Iapiyjaaine uzomerpuje V.

AHaJIOrHO IOJIAPHO] JEKOMIIO3UIMjU KOMILIEKCHUX OpOjeBa, BaxKW HapeIHO TBPhme o
T3B. MOJIADHO] JIEKOMIIO3UNuUju orpanudenor omneparopa A € B(H), rme |A| urpa ysory
KOMILJIEKCHOT' MOJIyJIa, & OojroBapajyha mapiiujajHa W30MeTpHuja yJIOry HeroBOI apryMeHTa.
[Ipenmusnuje, Baxku ciegeha

Teopema 1.1.6. 3a ceaxu ouepatiop A € B(H) toctioju jeguHctisena GaPUUIAAIHG U3OME-
wpuja V € B(H) waxea ga je A=V |A| u ga sasrcu N(V) = N(]A]).

Hatgomerna 1.1.7. Tlaprujamna nsomerpuja V' y MpeTxogHOj TEOPEMH MMA IOJIA3HU MPOCTOP
R(]A]) n nomasau nmpocrop R(A).

KomnakTau oneparopu Ha H

Cajia, yBOAMMO KJjacy oreparopa Koja he urpatu NEeHTPaJIHy yJIOrY Y JIHCepTaIldju.
Y oBOM OJIeJbKY H3/BajaMO CBa IbUXOBA CBOjCTBA M TBphema Koja Cy HEONXOJHA 3a JaJbe
usnarame. Komiiernuju npukas ce moxke Hahu y [11] u [35].

Hedununmja 1.1.8. Oneparop T € B(H) ce Ha3uBa KOMIIAKTHUM aKO IIPEC/INKABA
OorpaHHYEHEe IIOJICKYIIOBE OJ1 7 y pejlaTuBHO KOMIIAaKTHe CKymoBe. KJiacy cBUX KOMIIAKTHUX
oneparopa Ha H oznagaBamo ca C.(H).

Baxu na je Co(H) jeman 3arBopen jsocrpanu ugean y B(H). IIpoBepa KOMIAKTHOCTH
oneparopa u3 B(H) ce yriaBHOM BpIIHM MPEKO HAPEJIHOI KPUTEPUjyMa.

JIema 1.1.9. Hexa je A € B(H). Taga sasicu ga je A € Coo(H) arro 3a cearu nuz (h,)>
y H xoju caado wesrcu ka 0 sasicu ga je lim,, o || Ahy,|| = 0.

[Tocedan akmenar y aucepranuju he OuTH TO3UTUBHU KOMHIAKTHU omeparopu. Caja
HABOJINMO je/THO eJIEMEHTapHO TBpheme Be3aHO 3a TaKBe OlepaTope.

JIema 1.1.10. Hexa je 0 < A< B € Coo(H). Onga je A € Coo(H).

)
n=1

Jloxas. Heka je u (h,)S°, npousBosban Hu3 y ‘H xoju ciado texu 0. Tama je

0 < [|[VAh,|? = (Ahy, hy) < (Bhy, hy) < 516111\]) |hnll - [[Bhall — 0,

Kaja n — 00, jep je mu3 (hy, )%, orpanmuen u B € Cu(H). Haxie, lim,_,o ||v/Ah,|| = 0, na

je omeparop VA € Cu(H), omaxie je u omeparop A = /A - /A Takohe KommaxTam, mTO je
TpedaJjio m JOKa3aTH. O

Hapenna Teopema mnpesicraB/ba KaMeH TeMesball y U3yvdaBalby KOMIAKTHUX OIepaTopa Ha
XuadeproBoMm mpocTopy. Mako BaxKu W y cjaydajy HOPMAaJIHHX OllepaTopa, UCKa3yjemo je y
OPBOOMTHOM ODJIMKY, Tj. KaJa je IMOCMATPaHU KOMIIAKTAH OIEPATOp U CaMOAJjyHroBaH (3a
eH JIoKa3 u Burre nadopmanuja sugern |10, Teopema IV.5.1.]).
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1.1. ITPOCTOP OI'PAHUYFEHUX OIIEPATOPA HA XUJIBEPTOBOM IIPOCTOPY

Teopema 1.1.11. Hexa je A € Coo(H) camoagjyniosan. Taga cy cee ne-nyaa couctusene

_ _ o , o _ A ,
8PEGHOCTIY, PEAAHE U KOHAYHE 8UWECTUPYKOCTIY, Ta ux je motyhe Gopehatiy y HuU3 ()\n);(zl) KOJU

_ _ _ _ . _ _ . . . r(A)
ouaga uo auCoOAYwWwHO)] 6PEGHOCUWU U UWEINCUY O, Yy caAyvajy rxaga je T(A) = —+00. Axo Je (en)nzl
Ogiosapajyﬁu 0.H.C. COUCWBEHUT BEKWOPG, B6AHCU ga ce ouepauiop A wmoorce ﬂpegcmaeumu

passojem
r(A)

A= " M(Ae, @€, (1.1.1)
n=1

9e y cayuajy r(A) = +00 Upetliroghy peg KoH8epTupa YHudopmHo.

VYKouko je orneparop A u3 nperxomHe TeopeMe KOHAYHOI paHra, O.H.C. (en);(:Al) je moryhe
JIOIYHUTH JI0 Da3€ IeJIOr IPOCTOPa, P YeMy BEKTODH U3 JIOIIyHE IIPUIIAJIA]Y je3rPy OIepaTo-
pa A. Kako je y oBoMm ciydajy 0 concrBeHa BpeIHOCT DeCKOHadHe BuiecTpykocTu (jep je
dim N(A) = +00), HE3 CONCTBEHUX BPEIHOCTU ()\n(A));(fl) hemo momyHuTH Cca OECKOHATHO
uymna. Jdakne, u y caydajy kama je r(A) < 400, Baxku ga ce omeparop A Moxe 3amucaTt y

OOJIUKY

A= N(Ae, @€}, (1.1.2)

re je (An(A))5S, 1o arcoayTHO] BPEIHOCTH Oaiajyin Hu3 CONCTBEHUX BPETHOCTH KOJH TEXKN
0 u (e,)22, € B oarosapajyhn HE3 COICTBEHNX BEKTOPaA 011 A.

Kao mro cMo Bujiesin, CBaKU HO3UTUBAH OIEPATOD MMa jeJMHCTBEHO JeUHUCAH KB Ipa-
THE KopeH. Ko KOMIIaKTHUX orieparopa, Kopucrehu ClieKTpaJsHy TeopeMy, CTelleHOBalbe Ha
[IPOU3BOJbAH [IO3UTUBAH CTEIEH YBOIUMO Ha cienehn HaduH.

Hedunuunmja 1.1.12. Heka je 0 < A € C(H) u p > 0 npousBo/bHO. AKO je CHeKTpasHu
pa3Boj oneparopa A nmar ca (1.1.2), rana gedunurnemo

EHe
IIpumernmo ma ce y ciaydajy p = %, olepaTop M3 IPETXOJHe JiepbuHUIMje MTOKJIala ca
onepaTropoM u3 Tsphema 1.1.1, ¢ ob3upom ja je y nuramy MO3UTUBAH ONEPATOD YUU je
KBaJIpaT jeJHaK omepaTopy A.
Ko mosuTuBHEX KOMIAKTHUX OIepaTopa, 3a HU3 COICBEHUX BPEIHOCTU BaxKu cjejehe

CBOj CTBO MOHOTOHOCTH.

Tephewe 1.1.13. Heka cy 0 < A < B € C(H). Taga je A € Coo(H) u sasrcu ga je
Mn(A) < A\ (B), 3a cearo n € N.

/loxas. Kommakraoct omeparopa A ciemu gupektao u3 Jleme 1.1.10. Ocrarak TBphema
CJIeJIN W3 MO3HATOT ,MHUHUMAKC CBOjCTBA COIICTBEHUX BPEJHOCTH KOMITAKTHUX O3UTUBHUX
omeparopa (3a BuIle Jeraba BUIETH IPYro moryiasibe y [11]). H

Axo je omreparop A KommnakTaH, Takas je u oneparop A* A, kao u oneparop | A|. [Ipumenom

Teopeme 1.1.11 na omeparop 0 < |A| € C(H), mobujamo |A| = Z;(g‘))\nﬂADfn ® fr

rie je (fn)nll‘) o.u.c. Koju pasanume R(|A]). dame, uz Teopeme 1.1.6 mmamo jemHakoct

A=V]|Al = an‘) M (A (V fn) ® fr, 30or yandopmMie KOHBEpreHIyje IPeTXOJHOr Pela y

cyuajy kama je r(|A|) = +oo. Cucren Bextopa (e,) 40 % (v £,)714D rakobe oproropnmpan
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1.2. CUHMETPHYHO HOPMUPAJYHE OYHKIUJE U UH/IYKOBAHHU [IPOCTOPH HU30BA

u pasanute R(A), na ocaoBy Hamomene 1.1.7 u ocoduna naprujaianux uzomerpuja. Kao u y
cJlydajy KoJ| CIIeKTPAJHOT pa3Boja, YKOJIHUKO je oneparop A (nma camum tum u |A|) KoHagnor

pamra, o.1.c. (e,) 1) 1 (£,) 1) Moskeno npormpuru 10 Gaza (e,)2%, u (f,), o H. Hus

. d
Opojesa s,(A) 24 M (|A]), 3a n € N (mo morpedu gomymen ca DeCKOHAYHO HyJIa), HA3WBA
Ce HU3 CHHTYJIADHUX BPEJHOCTH KoMIakTHOr orneparopa A. V13 nperxomuor, robujamo Ja
Baxku ciezeha

Teopema 1.1.14. Csaxu otepatiop A € Coo(H) ce mootce Upegciasuiu Upeko pega
n=1

19e (€5)02 1, (fn)22, € B u (5,(A))2, je nHus Gosumueruxr Opojesa Koju MOHOTOHO WENHCU KA
0. Hszpas (1.1.3) nasusamo IHImuttiosum passeojem otepatiopa A.

Kao u y cirygajy crnekrpaJiHOT pa3Boja, napiujasne cyme [IImutoBor pasBoja omeparopa
A € €. (H) xouBeprupajy yandopmHo Ka oneparopy A. Kao aupekTHy mocseauity mpeTxoise
TeopeMe Jodujamo ciejehe

Tephewe 1.1.15. 3awisoperve towupocwiopa I(H) y nopmu apoctwopa B(H) je apoctuop
komuarinur otepainiopa Co(H).

1.2 CumerpuuyHo HopMupajyhe dyHkimje u
VMHOAYKOBAaHHU IIPOCTOPYW HU30Ba

IIpBu 51eo onmesbKa je mocBeheH mpocTopuMa HU30Ba KOMILIEKCHUX OpOjeBa, Tj. MOTIPO-
cropuma ox CN. Ca ¢y hemo o3HABATH HPOCTOpP CBUX KOMILIEKCHHX HU30Ba KOJH HMAjy
KOHA4YaH OPOj He-HyJIa BPEIHOCTHU, JOK NeMO ca ¢y 03HAYaBATU ITPOCTOP CBUX KOMILJIEKCHUX
HU30Ba KOju Texke Ka (.

Hedbununmja 1.2.1. 3aa € ¢ neduaAIEMO HHAYKTHBHO HI3 ¢, TAKO Ja je a] = maX;ey |a;l,

* * * * *
ai + a3 = maxiz;(|ai| + |aj),...,af +a5... + aj, = max;, i, ey pazmenmn (@i | + @]+
la;,|),.... Taj un3 masusamo omazajyhe mnpeypebeme HU3a a U 3a Hera BaxKHU Ja Cy My
eJIeMeHT! IO3UTHUBHU, Ka0 U Ja je a] = a5 = ... > a,, = .. ..

Hatomena 1.2.2. Ilpumerunmo fa je HU3 U3 TPETXO/IHE JlepUHUII]jE YBEK J00PO JedduHUICaH,
Kao ¥ Jla ce MOXKe jiecuTd Ja Hu3oBU (|a,|*)2, u (af)22, memajy ucre ememente. To ce
JleriaBa MCKJbYYNBO Ka/la HU3 @ MMa OECKOHAYHO He-HyJla BPEJIHOCTH W Oap jeHOM y3uMa

BPETHOCT HYJIa, KaJIa BaXKW Jia HU3 @ HUJEJTHOM He y3WMa BPEHOCT HYJIA.

Ba 1 < p < oo, ca P odene:kaBaMO KJACHYHE IIPOCTOPE pP-CyMaOWIHHX HU30BA, Tj.
CKYIl CBUX KOMIUIGKCHHX HM30Ba @ TakBHX Ja je » - |a,|[’ < 4o0o. HaBegenun mpocropu
cy Banaxosu kaza ce Hopmupajy ca |lal|, == /Y., |a,[P. Ouurmenso je xa je coo S €2 C co,
3a cBako 1 < p < oo. omarno, Baxkn u ja je 7 C ¢4, 3a cBako 1 < p < ¢ < +oo. IIpocrop
CBUX OIPAHMYEHNX KOMILJIEKCHIX HU30Ba O3Ha4daMmo ca (> u oH je BanaxoB kaja ce Hopmupa
ca ||allcc = sup,cy |an|, ka0 u mweros (3arBopenn) mornpocrop ¢p. Camum TuM je u £ C £
3a cBako 1 < p < oo. Ha mpocropy ¢y ce Mory mocmarparu ce HaBegene nopwme || - ||,, 3a
1 < p < 00, m Baxku Jia oH HUje Banaxos HU y jemnoj o tux mopmu. lllrtaBure, Baxku 1a je
ool = 07, 381 < p < 00, 10K je Toolll* = ¢y. Jenno ox GurHEX CBOjCcTBA KOje 3a10BO/bABA]Y
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1.2. CUHMETPHYHO HOPMUPAJYHE OYHKIUJE U UH/IYKOBAHHU [IPOCTOPH HU30BA

p-HopMe jecte na je |lall, = [la*|,, 3a cBako a € ¢y m cBako 1 < p < o0o. Y HACTaBKY
AKCHOMATH3YjeMO CBE TaKBE HOPMeE Ha Co.

Hedbunnnmja 1.2.3. [peciukasamwe @: ¢gg — [0, +00) ce Ha3UBA cuMeTpUIHO HOpMUPajyha
(c.u.) dyHKIMja ako 33/10BOJbaBa cjejelia cBojcraa:

e 1. &(a) >0, 3a cBako a # 0

2. ®(Xa) = |A\|P(a), 3a cBako A € C u cBako a € ¢

>@4

(a
(
o 3. D(a+b) < ®(a) + (b), 3a caxo a,b € g
(a) = ®(a*), 3a cBaKo a € toy

(

e 5. ®(1,0,0,...) =1.

YeTBpTO CBOjCTO Ce HA3WBA CBOjCTBO CUMETPUYHOCTH U OHO HaM Jaje jJa je dyHkruja P
MHBAPUjAHTHA y OJHOCY Ha IepMyTallyje, Kao U Ha IPOMEHe apryMeHTa KOOp/uHaTa Hu3a (Tj.
HA MHOXKEH€ WIAHOBa HU3a KOMILJIEKCHUM OpojeBuMa momyia 1). Kopucrehu ocobune c.H.
dyukmja je moryhe mokazaru Jia je 3a cBako a € ¢g, #Hu3 $(ay, as,...,a,,0,0,...) MOHOTOHO
pactyhu.

IIpumep 1.2.4. VY Jdebunurumju 1.2.1, dyskimje || - || : oo — [0, +00) nedunncane nspasu-

def
Ma ||al|m) = aj+as+...4+a), 33 cBaKO a € ¢y, TakoDhe mpecTaBIbajy IpUMepe C.H. QYyHKITja.
Csa CBOJCTBa ocuMm Tpeher ciene Hemocpeano u3 aeduHUIM]E, TOK HEjeJHAKOCT TPOYIJIA
JI00MjaMoO U3 HU3a HejeTHAKOCTU

la+bllm = max [a; +by[+. .. +lag, +b,| < max a; |+ b [+ ...+ aq, [+ [bi, ]
cy pa7L3J171/I‘T;I/ITI/I cy pla,STI}/I"r;I/ITI/I
< max ay|+..ag, [+ max by [+ [bi, | = [lallm) + (bl )
cy pasiattu cy pasiattu

Csaka c.H. PYHKIHja ce MOKe IPUPOHO MPOITUPUTHU €& IIPOCTOPA Cgg, Y3 OIYBAE CBUX
cBojcraBa u3 Hedbununuje 1.2.3.

Hedbununuja 1.2.5. Heka je ¢ c.H. bynkimja Ha ¢gg. Taga oHa WHIYKYje TPOCTOP HA30BA

o = {a € ¢y: P(a) = sup ®(aq,as, . ..,a,,0,0,...) < +oo}.

neN

OBako npojgyxeme c.H. GyHKiuje ¢ (Koje o3HAUABAMO HUCTO) 3a/iaje KOMILIETHY HOPMY
Ha IPOCcTOpy . IIpocTopu P, y ciyuajy 1 < p < 00, ce MOr'y BHJIETH KaO €y IIPOCTOPH, 33

c.u. dyukngje || - ||, koje hemo y macraBky osmauasaru ucro ca 7. Takobe, mpoctop ¢q ce
MOXKe BHJIETH Ka0 IIPOCTOD Cq, TJe je c.H. dyHkimja ¢ jeqnaka |||/, & Kojy hemo y HacTaBKy
osHagasaryu ca (. I[lpumerumo ma je [|(an)iZ;[|? = [|(|an|?);Z, 1, 32 cBako a € cop. Crmana

KOHCTPYKIIHja C€ MOXKE€ YPAJIUTU 38 MIPOU3BOJbHY C.H. (DYHKIIH]Y.

Hedbunaunuja 1.2.6. Heka je ¢ npousBosbraa c.H. pyuknuja u p > 1. Tama uzpas

0" ((a,)20) < /((lanl)2y) (1.2.1)

neduHUIIe jeHy c.H. DYHKIN]Y KOJYy Ha3mBaMo p-Momuduramnuja c.H. pyHKnuje P.
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1.2. CUHMETPHYHO HOPMUPAJYHE OYHKIUJE U UH/IYKOBAHHU [IPOCTOPH HU30BA

Ilpuapy»KeHn npocTop ¢, ) jé 3ampaBo MPOCTOP CBUX KOMIUIEKCHUX HHU30Ba (an)2 4,

taksux ja je (|a,|P)%,; € cp. Hykneapua c.u. dynkuuja ! ce wecro osnauasa ca £. Jlaxe,
Baxkn Ja je /P = (V) 3a cBako 1 < p < oco. Kao mTo je HallOMeHyTO, 3a CBe IIPOCTOPE P-
cyMadUJIHUX HU30Ba BarXKH JIa je Cop IyCT y ibuMa. To He Mopa J1a Oyjie cirydaj ca IpOn3BOJHHOM
c.H. dyukiujom P.

Hedunmuunuja 1.2.7. Heka je ® c.H. pyukmuja. Taga 3aTBopeme MOTIIPOCTOPa oo Y banaxo-

o
BOM IIDOCTOPY € O3HaA4YaBaMO Ca CEI))

Kaxko je ¢yy cenapaduyian, TakaB je OYHUIJIEIHO W IIPOCTOP cg ), IIpoctopu ¢g u cg’ ) ce me

MOpajy IMOKJIamaTu. ¥y cIydajy Kaja je To Tako, yBomuMo ciaeaehy medurumjy.

Hedbunaunuja 1.2.8. 3a c.H. dyuknujy ¢ Karkemo j1a je MOHOHOpMAIN3Yjyha akkKo je ¢p =
cflf Y CYIPOTHOM KazKeMo Ja je dumHopmasmsyjyha.

Hatomena 1.2.9. Ucnocrassba ce ja je c.H. dyuknuja ¢ mononopmasmsyjyha akko 3a ¢Bako
a € ¢p Baxu Ja je lim,, oo (a1, @na2, Gnys, .. .) = 0. Takobhe, Bazku na je ¢ monoHOpMAIUZY-
jyha akko je BamaxoB mpocTtop ¢¢ cemapadmiaH (J0Ka3 OBe TBD/Ehe CIMYaH je Kao U 3a
OllepaToOpHe ujealie y HACTaBKy moryiasiba). Kako cy mpocropu ¢ u /P cBu cenapadiiHu, 3a
1 < p < o0, ogrosapajyhe c.un. dpynkimje P cy mononopmaauzyjyhe, 3a 1 < p < oo.

Hedununuja 1.2.10. 3a nse c.u. dyskiuje ¢ u W kaxkeMo J1a Cy eKBUBAJEHTHE, Y O3HAIH
® ~ U, ako BaxKu J1a je

®(a) V(a)

su < 400 71 su
0#(161200 \Il((l) 07&161:‘)00 @(CL)

< 400

ExBuBasienTre c.H. DyHKIMje 3a/ajy UCTe WHIYKOBaHe CKyroBe Hu30Ba. Jla je m odpar
tadaH cieau u3 BamaxoBe Teopeme o Xomeomopdusmy. Ogarie 3akbydyjeMo w jia Cy
€KBUBAJIEHTHE C.H. (DYHKIMje HCTOBPEMEHO MOHOHOpMAaJu3yjyhe.

C.n. dynkiuje n3 llpumepa 1.2.4 cy nedunncane Ha IesoM IPOCTOPY Co, T1a J€ €|j| . = Co;
3a ceaxo n € N. Hlrasumte, Baxu ja je || - [|1) = €°°, Kao u HejeHAKOCTH

>(a)=aj} <aj+ay...+a, <n-a} =n-07a),
3a CBaKo a € ¢y. Jlakie, Baxku 1a je || - H(n) ~ (>, 3a cBako ne N.

Tepbewe 1.2.11. 3a csaxy c.n. pynkuujy ® u cearxo a € ¢yy 6astce nejegharocitiu

[e.e]
max |a,| < ®(a) < ; =) (1.2.2)

Kako je sieBu uspas y mejeanakoctu (1.2.2) zampaBo £*°(a), caemu jga je (°° HajMmamba
o/l CBUX C.H. (DyHKIHja, Ha 3a By KaxkeMo fa je muHuMajHa. CJaudHO, JIeCHU u3pa3 y
Hejeqrakoctu (1.2.2) je jemnax f(a), ojakie 3ak/bydyjeMo Ja je c.H. QyHKuja ¢ MakCuMall-
Ha. ¥ HACTaBKy Jucepralruje he OMTHM YecTO OJI 3HA4Yaja Jga JU je 3ajara C.H. PyHKIHja
eKBUBAJIEHTHA €A HEKOM OJI OBUX €KCTPEMHHX C.H. PYHKIHja, Tj. ca MUHUMAJTHOM WU CA

MakcuMaJjHoM c.H. pyuknujom. Kopucrehu mperxoino TBpheme qoKa3yjemo

Tephemwe 1.2.12. Hexa je ® tupoussonna c.n. pynxyuja un € N puxcuparo. Taga 3a cearu
nu3 (a™)°_, eaemenatia u3 oy WAKBUT Ga CY UM C6€ 8PegHoCiiu Tocae N-Te KOOPJUHATIE

jegraxe 0 u KOju TOKOOPGUHATIHO WEAHCE HEKOM HU3Y a, 6a2tcu ga je lim,, ., P(a™) = ®(a).
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1.2. CUHMETPHYHO HOPMUPAJYHE OYHKIUJE U UH/IYKOBAHHU [IPOCTOPH HU30BA

Jloxas. TlpumeTnMo TPBO Ja je a € g, KA0 U Jia Cy My CBe KOODPJMHATE TIOCJIE N-Te jeTHAKE
0. 13 mejennakocru (1.2.2) nobujamo na je

(0.9] n
[@(a™) — ®(a)| < D(a™ —a) <Y laf’ —ax| = Y |af’ — ax| = 0,
k=1 k=1
KaJl m — 00, YNMe je JJ0Ka3aHa TpayKeHa KOHBEPTeHIN]a. L]

Hatomena 1.2.13. U3 mperxomuor tBphema cienu ga cy dyukmuje P,: C* — [0, +00)

def
necdunrncane ca D, (ag,as,...,a,) = ®(ay,ag,...,a,,0,0,...), 3a (a1,as,...,a,) € C" u

n € N, TOKOOp/IMHATHO HENPEKUTHE, ITa CAMUM TUM U HETPEKUHE Y CTAHAP/IHO] TOIIOJIOT ]!
na C".

Hocamammu npuMepr C.H. (DYHKIHja Cy CBH OWJIM MOHOHOpMaJm3yjyhu. Y HacTaBKy
YBOJINMO KJIAaCy IPOCTOpPa HU30Ba KOjU Cy oM oapeheHnM ycioBuMa yBeK OnHOpMaIu3yjyhu.
Ba cBaku Heonasajyhu Hu3 nmosuruHuxX Opojesa II = (7,)°% |, rue je mp = 1, dopmye:

ZL ay

dp(a) = sup =5 3a a € ¢y (1.2.3)
neN Zkzl Tk,
u
®,(a) = Zafﬂrn, 3a a € ¢ (1.2.4)
n=1

3a/ajy c.H. PyHKIMje Ha Cpy. ¥ 3aBUCHOCTH OJ cBojcTaBa Hu3a II, cBojcTBa HaBeeHUX C.H.
dyukmja HaBOMMO y HapeaHOM TBphemy (3a mokas sugernu |11, Jleme 111.14.1. u 111.15.1.]).

Tephemwe 1.2.14. Hexa je nus Il = (7,)°2, otiagajyhu nus Gosuiuenux dpojesa Wwakxas ga
je m = 1. Taga:

a) Axo je > o7 T, < 400, onga je Py ~ 01 u D ~ 0

5) Axo j@ lim,, o 7, > 07 Orga je Oy ~ > u D, ~ gl;

8) Axo je Y ° m, = 400 u lim, oo™, = 0, onga nujegna og c.n. Pynryuja P u D
HUjJe eKBUBANEHTIHA HU MUHUMGAAHO] HU Marcumainoj. DPynkuyuja P je y osom cayywajy
ounopmanusyjyha, gox je P moronopmanrusyjyha.

I[Ipumerumo 1a je c.H. dynkmnuja P, yBek Mmononopmasm3yjyha. Ykosmko au3 Il 3a10B0-

JbaBa CBOJCTBA W3 JieJIa 1MOJ| B) MPETXOJHOI TBphema, era HA3UBaAMO OUHOPMAAU3YjyRum.

. def def
Oxrosapajyhe mHIyKOBaHe IPOCTOPE HU30Ba NeMO O3HAYABATHU Ca Cf = Co, U € = Cp, .

Hedbununnmja 1.2.15. Heka je ® c.u. dbynknuja. Tana je dynkuuja &*: cgg — [0, +00),

neduHUCAHA Ca
d*(a) = sup { Z anby,
n

3a CBaKO a € (g, jesiHa c.H. ¢yukiuja. Kaxemo ma je c.H. dynknuja ®* ajjyHroBana c.H.
byuknuju P.

:b e Coo,@(b) < 1},

Hoka3 j1a je peTxojHa JedUHHUINja KOPEKTHA, Tj. Jla HaBeJIeHW U3pa3 3a/iaje jedHy C.H.
dyukmjy ce moxe Halim y [11, Teopema II1.11.1.]. ¥V ucroj reopemu je noxazana u cieaeha
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Teopema 1.2.16. Hexa je ® apoussomna c.n. ¢pynkuyuja. Taga je ona agjyHniosana c.m.
dynxyuju O, wj. sasrcu ga je P = P.

Oyukimje P u (9 cy mehycodHo ajjyHroBane axko je i —1—5 = 1. Takobhe, c.H. dynKIHje P
u ¢, cy mehycodno anjyrrosane, 3a cBakn no3utuBaH Heomanajyhu uus Il = (7,)0°, r1e je
w1 = 1 (ciienu nupekTHO U3 jedbuHUIMja HaBeaeHuX C.H. pyHKImja). [lojam ajjyHrosase c.H.
dyHKIHje je y YCKO] BE3W ca JIyaJJHUM IIPOCTOPOM HHU30Ba. JlOKa3 HapejiHe TeopeMe ce MOKe

nahn y [35, Teopema 1.17.].

Teopema 1.2.17. Hexa je ® c.n. pynxuuja. Taga sasrcu:
a) 37071 lanbn| < @(a)®*(b), sa cearo a,b € cop;

(CIN = - _
0) (cg')" = cpx, g€ UBOMEWPUYKY USOMOPPUIAM CEAKOM OTPGHUUEHOM AUHEAPHOM HYHKUU-

OHANY Y € (cg))* gogenmyje Hwus b € cg« Wakas ga 3a c6aKO a € cf;)

ola) =377 apb,.
8) Tpoctwop cg)) (Wj. co) je pedaexcusan axko cy obe c.n. Pynryuje ® u P* mornonopmanu-
3yjyhe.

8aHCU JEGHAKOCTH

Hauomena 1.2.18. HejennakocT y ety 1ox a) je 3aJI0BOJbEHA M 32 CBAKO 4 € Cp U b € Cge.

Taxobe, kako je c.u. dyuknuja ¢, mononopmasmsyjyha, ua ocaoBy Teopeme 1.2.17 Baxku 1a

je (cx)* = ¢r. HapasHo, yBek BaxKu Jia je u (c(rf))* > ¢, ma je (cHO))** ~ (1.

1.3 Wneanu xkommnakTHux omneparopa y B(H)

Pokyc oBOr oje/bKa Omhe CUMETPUYHHU KA OIPAHHMYEHUX OIllepaTopa U CUMETPUIHE
HOpMe Ha IhUMa. 3a IodeTak moTpedHa HaMm je ciemeha

Hedbunnnuja 1.3.1. 3a ckyn J C B(H) kaxkemo ja je aBocrpauu ugean y B(H) axo
BaXKH

e 1. 3acBako X, Y € JBaxu najeu X +Y € 7J;
e 2. BacBako X € Ju A € B(H) Baxku ja cy u oneparopu AX, XA € J;
e 3. J je merpusmjasan, 1j. Baxku na je {0} C T C B(H).

[Tpumepn aBocTpanux uiaeana ca Kojuma cmo ce Beh cycpemu cy K(H) u Co(H). Ucnocra-
BJbA Ce JIa Cy y IIUTalby EKCTPEMHU CIydajeBu. lIpenmsnuje, BaxKu HapeIHa Teopema (3a J0Kas3
norsiegaru |11, Teopema II1.1.1]).

Teopema 1.3.2. Hexa je J geoctipanu (ne nyotcno zameoper) ugean y B(H). Taga eaorce
UHKAYUJE:
K(H) C T C Cou(H). (1.3.1)

Kaxko je, na ocuoBy Tephema 1.1.15, K(H) rycr y Co(H) y omepaTopHOj HOPMU U KAKO
je Coo(H) KOMILTIETAH Y O], TUPEKTHO CJIEITH

ITocaenuna 1.3.3. Jegunu satusopenu geoctiparu ugean y B(H) je Coo(H).
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Ha ocHOBy mperxoJiHOT, JIBOCTpaHe ujieasjie heMO Ha3WBATU W UJICAJIMMaA, KOMITAKTHUX
oneparopa. Kao mrTo cMO BHJeJN, OHU HUCY KOMILIETHH Yy OIEPATOPHOj HOpMHU (OCHM Yy
ciyuajy Co(H)). 3aro je mpupoiHO mocMaTpaTd W JApyre HOpMe Ha huMa. HajBaskHujy
KJIACy TaKBUX HODMH HaM Jaje cieseha

Hedununmja 1.3.4. Heka je J nsocrpanu ujean y npocropy B(H). Ba mpecimkabarbe
[l : T — [0, +00) KakeMo Jia je CHMeTPHUYHA HOPMAa aKo Cy 33JI0BOJbeHH cJiesielin yciaoBu:

1. || X]]| >0, 3acBako 0# X € 7J;

2. IN- XNl = Al I X]|l|, 3acBako A € C u cBako X € J;

3. IX + Yl < [IXI + I, sa cBaxo X, Y € J;

4. ||[AX B < |A]l - [IX]| - |1 Bl, 3a cBako A, B € B(H) u cako X € J;
o 5. || X|| = || X]| = s1(X), 3a cBakn orpannden oneparop X pamra 1.
YKOJIMKO ycsioB 4, KOju 30BEMO CBOjCTBO CHMETPHUYHOCTH HOPME, 3aMEHUMO yCJIOBOM
L. IUXV]| = IX||, 3acBako X € J u cBake yuurapse oneparope U,V € B(H),
oHsia 3a ||-||| kaxkemo 1a je yHuTapHO MHBapujaHTHa (y.n.) HOpMA.

IlojMOBU cUMETPUYHUX U y.M. HOPMH Ha JIBOCTPAHUM UJICATUMA, CY €KBUBAJEHTHU, O YEMY
HaM IOBOPH HapeHa

Teopema 1.3.5. Hexa je J geoctparu ugean y B(H). Taga je ||-|]| : T — [0, +00) cumetipuuna
HOPMA AKKO J€ Y.U. HOPMA.

Jloxas. Heka je ||-||| jexna cumerpuuna wopma ua J. Tagna, 3a npoussosbhe yautapue U,V €
B(H) u ceako X € B(H), xako je |U]| = [[V] = 1, Baxu ma je [[UXVI|| < U]} | X|]-[[V] =
I X]| - Ba mokaz obpatme Hejemnakocru, nmpumerumo na je [|X|| = [|[UHUXV)V| <

[T - UXV|- IV = lUXV]| . Oaxme, [[UXV|] = [[X]||, ma je [|-| jexsa y.u. mopma
Ha J.

HpeTHOCTaBI/IMo caga na je ||| jemma y.u. mopma ma mmeany J. Heka cy A, B € 3(7—[)
n X € J npousBosbHE. 3a cBako € > 0, moctoju n > 3 TakBO na je ”JL”L <1-— n. Ha
ocuoBy Teopeme 1.1.3; mocroje yuurapuu omneparopu Ui, Us,...,U, € B(H), raksu na je
”A‘ﬂ‘ﬁ = Dtlotetln OQpuabne caean ga je
hax sl =l + )| x| = P oo xs
HAH te

MU X B[+ . +[[U.XBl) = ——(IXBlll+ . .+ X Bl

All+e¢
< IAlxe (1All+<) X Bl

Kako je € > 0 dmro npomnsBosbHO, modujamo Ja Baxkn Hejemauaxoct ||AXB|| < ||A| - [|X B -
Cangno, npumenoMm Teopeme 1.1.3 Ha omeparTop HBI%’ 3a 1pou3BoJbHO £ > (0, modujamo

ma Baxku mejennakoct || XBl| < || X [|B||. Konauno, mokazamu cmo na je ||AX B
IAIIBI X, ma caenn ma je |||-||| jemsa cumerpuana HOpMa Ha J. O
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Kopucrehu Teopemy 1.1.6, MoxKe ce moKa3aTu Jia je CBAKH JBOCTPAHU HJICAJ CAMOA/IjyHTO-
BaH, Tj. Baxku Ja ako A € J ouna u A* € J, kao u ma |A|,|A*| € J. lonarHo, Baxku Ja je
A= AT = WA= 1A= -

HBocrpanu unean y B(H) koju uma Ha cedu jedUHUCAHY CUMETPUYIHY HOPMY KOja ra
quHn BaHaxXoBUM IPOCTOPOM HA3WBAMO CHMETPUYHO HOPMHpPaHUM (C.H.) WIEATIOM.
Kao m y caydgajy nmpocropa HI30Ba, BaxKu ciefieha

Teopema 1.3.6. Axo c.n. ugeanu Iy u Jo umajy uctie esementiie, HUT08e HOPME CY EKEUBA-
NEHUIHE.

oka3z nperxojine Teopeme je mocseauna Banaxose Teopeme o XomeomopdusmMy u Moxke
ce wahu y [11, Teopema I11.2.1.].

Kaxko 3a cBaka JBa KOHa4YHa OPTOHOPMHpAHA CHCTEMa y H MCTe KapAUHAJIHOCTH MOCTOjU
yaurapan oneparop U € B(H) Koju jeJaH mpeciukaBa Ha JPYTH, CJIEIA Jia CBaKa Y.W.
Hopma Ha K(H) y3uma mcre BPEJHOCTH Ha OlEepaTOpHMa KOjU UMajy UCTH (KOHAYAH) HU3
cunrysapaux speaocru. Ouasie ciieu HapeHa BaxKHa TeopeMa (3a BHIIe JeTaba MOorJIeia-
T joka3 |11, Teopeme I11.3.1.]).

Teopema 1.3.7. Ilocwioju 1 — 1 xopectiogenyuja usmabhy céuxr c.H. GyHKUUja Ha Cog U CEUT
y.u. nopmu wa I(H). Ipeyusnuge:

a) Hexa je ||-||| jegra y.u. nopma na K(H). Taga jegnarocta

n
E arer @ ey,
k=1

ge je (ex)r_, upoussomar o.m.c. y H, 3agaje jegny c.n. GyHKUUY Ha Cop.

def
®(ay,ag,...,a,,0,0,...) = ,  3a c8aKo a € Cqy,

6) Hexa je ® jegra c.m. dyrnryuja na coo. Taga jegnarxocta

1Al = D((s,(A)2), 3aceaxo A€ K(H), (1.3.2)

n=1
3agage jegry y.u. nopmy Ha I(H).

Hopwmy uniaykoBany c.H. pyukimjom P, 3agary uzpasom (1.3.2) iemo yoyayhe oznauaBartu
ca || - |le. Kao u y ciyuajy HE30Ba mocroju npupoman (MakCuMasaH) C.H. Heasl Ha KOMe je
ona nedunncana. O TOMe TOBOpPHM HapejHA TeopeMa, YHju JOoKa3 ce Moxke Hahm y |11,
Teopemu 111.4.1.].

Teopema 1.3.8. Hexa je ® tpoussonna c.n. pynxuyuja. Taga je

def

eq>(7‘[) = {A € BOO(H) : (Sn(A))Zozl € Cq;} (133)

C.H.  UGEAA HOPMUPAN, CUMETAPUNHOM HOPMOM gedunucarom ca ||A|le = D((s,(A) ), 3a

cearo A € Co(H).

Kama 3a ® yamemo c.u. dyuakimjy £, tae je 1 < p < oo, modujamo kjaacy 13B. IllaTeH-
®on HojmanoBux maeasa xoje osnadasamo ca C,(#H). Hakme, kommaxkran omeparop A
npunajga uueany C,(H) sa 1 < p < oo akko je Y >~ sP(A) < 400 U BEroBy HOPMY

n=1°n
liemo oznavasaru ca |4, &f Al = />~ sh(A). C.u. dynkuuja £>° HapaBHO HHIYKYje

IPOCTOP CBUX KOMIIAKTHUX OIEPaTOpa, IITO OlPaB/IaBa meroBy cranigapiany o3Haky C..(H).
Meby naBeneHuM wujeajmMa ce IMOCEOHO M3JBajajy cjaydajeBu p = 1 u p = 2, 0 KojuMa he
OWTH BUIIE peYN MaJIO KacHUje.
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Hedununnmja 1.3.9. Heka je || - ||¢ mpousBospHa y.u. HOpMa MHIYKOBaHa C.H. QyHKIHjoM P.
Tana c.u. mopwmy || - ||, Hasusamo p-momudukanujom nopwme || - ||o.
Axo je A € Com(H), Tama je u [A| € Cor(H) u Baxu jemnaxocr [||Alll jo = [|All 4o -

Haxne, sazku 1a je (sn(|A]))5l; € cywm, onaxie je (DyHKIMOHATHE DatvyH 3a KOMIAKTHE
camoazjyuroBane) (s,(|A|P))2, = (s2(]A]))S2, € cp U BaKU HU3 jeTHAKOCTH

1Al g0 = Al g0 = 7 (51(1A]), s2(|A]), - ..) = B(s1(|AP), s2(|AP), ...) = [|A]P]le-

[Tpumernmo u na je Cpm) (H) = {A € Coo(H) : |A]P € Co(H)}. YuurapHo nHBapujaHTHE HOP-
Me || - ||p2) KOje cy HacTase 2-monuduKaImjomM Heke y.u. HopMe || - ||¢ HasuBamo () HOpmama,
JIOK ce HOpMe ODJHKa || - |42+ HasuBajy Q* HopMmama. Baxu na je cBaka p-monudukanuja
HOpMe yjenno 1 () HOpMa 3a cBako p = 2, jep je (¥(2))@ = .

Hauomena 1.3.10. Axo y.u. sHopmu ||-||| omrosapa c.u. dyuknuja ® uz Teopeme 1.3.7, unmy-
koBaHu c.H. niean Cq(H) hemo oznauasaru u ca €. (H). Takobe, nojam p-moudukarumje
je Morao jia ce yBejie JJUPEKTHO Ha y.M. HOpMaMa, 0e3 ocjlambarba Ha Be3y ca C.H. (DYHKIIjOM
KOja je y KOPECIIOJIEHIINjH ca oM, Ha cjejehu nadwmh:

de 1 .
LAl () e/ I[|APl[|7, 3a cBako A € B(H), raxso ga je [A]P € €y (H). (1.3.4)

Huje Temko mpoBepuTu jia ce mMOjMOBH IOKJIAIA]y, & je caMUM THM HaBeJeHa JIeUHUIIT]aA
kopekTHa. Taxobe, mpoussosbhy y.u. () Hopmy hemo 3aT0 noBpemeHo o3HadaBaTn # ca |||-||| (2).-

C ob3upom ga cy c.n. dyuknuje P 3amnpaBo p-moaudukanyje c.H. dyHKImje ¢, caean na
cy IlarenoBe p-HopMme 3ampaBo p-mojudukayje Hykiaeapue Hopme || - ||;. Jdakie, y.u. Hopme
| - ||, cy Q nopme, 3a cBako p > 2, 10K cy y nuramy (Q* mopme 3a 1 < p < 2.

3a cBako k € N nedunuiiemo 138. Ku-®anoBe HOpMe Ha IIPOCTOPY CBUX KOMIIAKTHUX

oneparopa m3pazoM |[|Al) xf Y opey Sk(A). Yumenuna ma je cy y HUTamby CHMETPHYHE

HOpPMe Ha IMPOCTOPY KOMITAKTHHUX orepaTtopa ciean u3 Teopeme 1.3.8, jep cy HacTaJe oJ C.H.
dyukiuja u3 [lpumepa 1.2.4. Creneha teopema npesicrasba T38. Ku-PaHoBO JTOMUHAIIMOHO
cBojeTBo (3a moka3 sugetn |11, Teopema 111.4.2.]) u npescraB/ba OCHOBHE ajiaT IIpHU TOKA3UBA-
by TIPUTIATHOCTH HEKOT OIlepaTopa 3aIaTOM C.H. UJIealy, Kao U 3a MPOIEHY HOPMe OIepaTopa
y EbEMY.

Teopema 1.3.11. Hexa cy A € Co(H) u B € Co(H) waxsu ga je || Bl|x) < [|A] ), 3a cearo
n € N. Taga sasicu ga B € Co(H) u ga je || Blle < [|A|ls-

Cuenujasno, Ha ocHOBY TBphema 1.1.13, ycoBu mpeTxoaHe TeopeMe Cy 3a10BOJbeHU KaJia
je0< AL B.

Hapenna teopema, koja je mupektHa nociemuna [35, Cras 2.6] u |3, Teopema 4.6], Ham
Jlaje olepaTUBaH HAYUH 3a MPOBEPY IMPUIAIHOCTH C.H. WAy MPOU3BOJHHOI OI'PAHUYIEHOT
omeparopa, Kao u 3a ofpehuBarme mherose HopMe y ujeady.

Teopema 1.3.12. 3a csaxo A € B(H) saocu ga je A € Co(H) axo u camo axo 3a ceaxo
e, f € B savicu ga ((Aen, fn))i, € o, Y KOM cayuagy je

[Alle = sup ®(((Aen, fn))rZ1), (1.3.5)
e, fEDB

1g9€e ce CYupemym gocmuice na cuctilemuma eeximopa Llmutiosor pazeoja otepatiopa A.
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Hatomena 1.3.13. da du 3akspyunnu Ja orpanuden oneparop A npunana uaeany Co(H ),
JIOBOJBHO je na 3a cBako e € B Baxknu ja je ((Ae,,e,)), € cp. Jokaz KoMmakTHOCTH
oneparopa A je cimvan jokazy y Ilpodumemy 177 uz [12]. ame, 3a & ~ (° ako ca
Ax m Ay o3HaUMMO peajiHM M MMarvHapHH Jeo oia A pemom, Kako 3a cBako h € H Baxku
(AR, B)|* = |(Axh, h)|* + [(Ash, h)|?, ciemu na je |(Ah,h)| > |(Axh,h)| na naxie u ga
je P(((Anen, en))iey) < P(((Aen,en))2,) < +oo, 3a cBako e € B. Kako je omeparop
Ap KoMmakTaH W camoajjyHrosaH, Ha ocHoBy Cnexkrpasine Teopeme ciemu ma je Ay =

i Amfm @ fr sa mexo f o= (fu)i2, € B. Maxiae, ®(((Anfn, fo))oz1) = P((Ma)o2y) =
D((s,(An))2,) < 400, omakie modujamo na je Ay € Co(H). Comuno, Ay € Co(H), nma je
nakje u A = Ay + 1Ay € Cy(H) muro je Tpedasio u jgoKa3aTH.

CoimgHo, Kao u 'y ciay4ajy Hu3oBa, c.H. ugean Cq(H) e mopa durtnu cenapaduian. C apyre

def W”'H@ je yBek cemapadmia, jep je takaB u K(H) y cBakoj

cTpaHe, Hjeas C'E; ) (H)
on HopMmu || - ||¢. Baxku u ma je 651:)(7'[) ={A € Cu(H) : (sn(A))2, € cg’)}, OfTaKJIe CJIe/in
na ce npocropu Cp(H) u (‘Zg )('H) MOKJIATIA]Y aKKo je c.H. dyHkimja ¢ mononopmasauzyjyha.

Cenapabdusiae c.H. ujeasie je MOryhe y mOTIIYHOCTUA OIUCATH.

Teopema 1.3.14. Hexa je J cetuapadburan c.1. ugean y B(H). Taga je on jeghar (kao Banazxos
upoctwop) ugeary CEI)O) (H), 3a nexy c.n. pynryujy P.

Hokas nperxojue Teopeme ce moxe Hahu y [11, Teopema II1.6.2.]. 13 ucror mokasa ce
BUJIM ¥ JIa YKOJIUKO j€ Gg’ (1) C Co(H), ctenm na c.u. unean Co(H) Huje cenapabuian, MTo
je ciaydaj akko je c.H. dyHknuja ¢ dunopmanausyjyha. OmaBae IUpeKTHO cie U HApeIHa,

Teopema 1.3.15. Hgean Co(H) je ceuapaduran axko je c.n. dynkyuja © mononopmanu-
3yjyha.

Hauomena 1.3.16. 3a caku A € Cy(H ) Baxku jga mapumjajne cyme eroor IIIMurosor
pasBoja Kouseprupajy ka A akko je A € (‘3((; ) (H).

Hapenna slema HaM jaje pe3ysiTarT O KOHBEPIGHIMjH HH30Ba MO3UTHBHUX OIEPATOPA Y
CenapaduIHIM HjleaanMa KOMImakTHuX omeparopa. Ciamano tepheme y [llarenoBum umeasn-
Ma, Ca MaJIO OIIITHjUM IIPETIOCTABKaMa 33 HU3 ollepaTopa (5e3 mpeTiocTaBke MO3UTHBHOCTH ),
moxe ce nahu y [35, Teopema 2.16.].

Jlema 1.3.17. Hexa je A, € B(H), 3a n € N, nu3 Go3utUusHUT 0TEPATLOPG KOJU KOHEBEPTUPG
caabo xa A € B(H) u nexa toctwioju ouepatiop B € €. (H), ige je €. (H) ceuapadburan
ugean, wakas ga je A, < B, 3a ceaxo n € N. Taga |||A, — Al|| = 0, xag n — oco.

Jloxas. Ilymramem aumeca kag n — oo y Hejennakoctu (A, f, f) < (Bf, f) modujamo na je
A < B, nok u3 cBojcrsa MoHOTOHOCTH |||-||| modujamo ma A, A € € (H), 3a cBako n € N,

Heka je € > 0 mpoussosbno. Kako je npean €. (H) cenapaduan, ocToju OpToIpojeKTop
KOHAYHOT paHra P (HIp. OPpTONPOjeKTOp Ha JIMHEAJ IIPBUX HEKOJUKO CONCTBEHUX BEKTOPA U3
CIIEKTPAJIHOT pa3Boja omepartopa B) takas na 3a @) = I — P Baxu |[|QBQ)||| < e. JonarHo,
15 QA,Q < QBQ 1 QAQ < QBQ nobmiano 1 je [|QAQ| < = 1 [|QAQ]| < e. Tipena [1.
[Mocnenuna 1V.2.6] rakohe umamo ja je

4@l = VAW ARl < VA I1VAR@Hl

/ / /
= |4l @4l ™ < 1Bl
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Comrano, nodujamo aa je ||| AQ||| < ||| B|||Y? €¥/2. Konauno, kako je P 0pTonpojeKTop KOHAMHOT
panra, u3 cjabdbe KOHBepreuiuje ausa A, cienn na H|P(An — A)PH‘ — 0, Kag n — oo.
Ha ocnoBy mejemnakocTn Tpoyriia 100ujaMo

4n = Alll < [[[P(An = AP + [[@(An = A)[| + [[[P(An = A,
mTo Texku Ka ) mpema Beh JIOKa3aHUM MPOIEHAMA. [

IIpumernnmo ga je cemapadusnoct uaeasa €. (H) HeonxonHa y NPETIOCTABI IPETXOIHE
neme. Hanwme, 3a nosurusan B € € (H) \ €. (H)?), naprujnue cyme merosor [Imurosor
pa3Boja, Koje cy Takohe IO3UTUBHU OIE€paTOpH, HE KOHBeprupa Ka B y HopMmu ujeasia, Ha
ocuoBy Hamowmene 1.3.16. Caudno je ciiydaj u y HapeJHOj TeopeMu, Koja he OuTu mpecyiHa

y JIOKa3y jeJHOr BaXKHOT TBpDema y 4eTBpTOj IyiaBu jucepranuje (joka3 je moryhe nahu
y |11, Teopemu II1.6.3.]).

Teopema 1.3.18. Hexa je & mornonopmanrusyjyha c.n. dynxuuja u (X,)02, nus camoagjynio-
sanux ouepawiopa y B(H) roju xonsepiupa jaxo xa X € B(H). Taga 3a ceaxo A € Co(H),
nusosu otuepatopa (X, A)0 1, (AX,)2, u (X, AX,)2 , koneepiupajy y nopmu ugeana Co(H)
xa ouepawmopuma X A, AX u XAX, pegom.

C obsupom ma cy cse c.H. dyskiuje P, 3a 1 < p < oo, MoOHOHOpMaau3yjyhe, cBu
[TarenoBu uneanu cy cemapaduiaau. Cumerpudano Hopmupajyhn mnean €;(H) nazuBamo
nIealioM HyKJieapHux oreparopa. Jlokas Hapesse Teopeme ce moxke Halin y [35, Teopemu 2.14.]
U TOTIIYHO OIIMCYj€e MO3UTUBHE HyKJeapHe OIepaTope.

Teopema 1.3.19. Hexa je 0 < A € B(H). Taga je epegroctti uspasa

o)

(Aen, en) (1.3.6)

n=1
yeex uctia 36 ceaku u3bop 0.m.6. (€,)0>, y H. Cyma (1.3.6) je xvonauna axxo je A € C1(H)
u jegnaxa je || Al|1.

Uspas (1.3.6) je nakse 10dpo jpedunucan (KoHadaH) 3a CBe NO3UTUBHE HyKJI€apHE Ollepa-
tope. Mcnocrasiba ce ma he To BaxkKuTu 1 3a cBe ocrajie HyKJeapHe omeparope. lIpennsnuje,
Baxku ciezicha Teopema (3a Burre jerasba norienarn |35, Teopemy 3.1.]).

Teopema 1.3.20. Heka je A =" s,(A)e, @ fr € C(H). Taga 3a ceary 0.n.6. (h,)5,
saorcu ga je Yy o |(Ahy, hy)| < 4o00. Ipecaukasare tr: € (H) — C gawmo uspasom

tr(A) Z S (Ao, ha) = 3 s0(A) (en, f) (1.3.7)

je gobpo gedunucano (ne 3asucu og usbopa 0.w.06.) u Ha3uea ce WPATOM HYKAEAPHOT
ouepatiopa A. Iwasuwe, tr € (C(H))* u eavrcu ga je |[tr|e, - = 1, @wj. ga je
| tr(A)| < [|A|l1, 3a csaxo A € C1(H). Jogaturo, 3a ceaxo A € C1(H) u B € B(H) sasicu ga
je tr(AB) = tr(BA).

Ha ocnoBy Teopeme 1.3.19, cieaun na ce HOpMa Tpara JIOCTHXKE HA CBUM ITO3UTUBHUM
HyKJIeapHUM ollepaTopuma, Tj. Baxku ja je tr(A) = ||Al|1, 3a cako 0 < A € €1 (H). Kao mro
hemo cama BujeTu, 1mojam Tpara he OUTH KJ/bydaH 3a ONNCHBAIGE OTPAHUYCHUX JTUHEAPHUX
dbyHKIHOHANA Ha C.H. naeaguMma. Ciamano Kao u y Teopemu 1.2.17, Baxku TBpheme Koje maje
Be3y m3Mely myanmHux mieasa m aJijyHroBaHe c.H. dyHKIHje. Tagnuje, Baxxu cireseha
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Teopema 1.3.21. Hexa cy ® u ®* wmehycodono agjyniosane c.m. ¢ynruyuje. Taga, us A €
Co(H) u B € Co-(H) caegu ga je AB € C1(H) u sasrcu nejeguaroctii ||AB||1 < || Alle|| Bl ex-
ITwmasuwwe, 3a cearo B € Co«(H), Upecaurasare A — tr(AB) je jegan olparuuenu Aureapar
dynryuonan na Co(H) wuja je nopma jegnara | Blles. Axo je ®* < £ (usu exsusasrenimuno

O < ('), onga je ceaxu oOTparUMENU AUMEAPAN, PYHKUUOHAA HA Gg)(H) 0807 0dauka, .
(Gg’)(’H))* = Co+(H) (usomewmpuuru). Iocedno, apocwop Co(H) je pedaexcusan axko cy
obe c.n. Pynryuje ® u O* mononopmarusyjyhe. YV cayuajy xaga je ® ~ L1, sasrcu ga je

(Co(H))* = B« (H).

Hokas nperxomane Teopeme je moryhe nahu y [35, Teopema 3.2.]. 13 naBeenor nzoMerpu-
9HOT m3oMopduzma, Tj. dpopmysie 3a HOpMy DYHKIIMOHAIA, CJAEIH 1 je

| tr(AB)|

[Alle = sup
1Bl

0£Bee) (1)

(1.3.8)

Y
H*

3a cBaky c.H. dyHkujy ® koja nuje expupasienTHa ca £ u ceako A € Cp(H). V ciyuajy
kaja je @ ~ ¢! takohe Baxku dbopmysta (1.3.8), mTO ce BUAM U3 U30METPUIKOT U30MOphU3Ma
(Co(H))* = Bg+(H), u unmenune ga je HOpMy BeKTOpa Morylie m3pasuru npeko (yHKIHU-
onasa (mocseauna Teopeme Xan-Banaxa), Kao u 4umenuie Ja je ®* ~ (> ma mopa dutn

moHoHOpMasim3yjyha. VY oba ciyudaja, 3a ceako A € Cp(H ), bdynkuuja X +— % j

nenpexnna Ha €Y (H) \ {0}, ma ce cympenym moxke yseru u no K(H) \ {0}, Tj. mo rycrom
nojcKymy. [lak/ie, Baxu HapeIHa

JIlema 1.3.22. Hexa je ® upoussonna c.n. Ppynryuje u A € Co(H). Taga sasrcu caegehia
jegraxocti

tr(AK
|Alle = sup M (1.3.9)
orikex) 1K ||or

Y cayuajy kaga je ® ~ £ mpunagsocr c.H. ugeany Co(H) je moryhe, mo yriemy Ha
MIPETXO/HY JIEMY, HCIIUTATU IIPEKO OIePaTopa KOHAYHOr PAHTa.

Tepbhemwe 1.3.23. Hexa je ® c.n. pynryuje neexsusarenting munumarnoj v A € B(H).
Taga, A € Co(H) axxro je

| tr(AK)]

sup —————

< 400.
ozxexr) || K]

(b*

Hokas nperxomuor tephema ce moxe nmahwm y [11, Jlemun 12.1.] y rtpehem mnorsasiby.
Hamomenumo j1a mperxonuo tBpheme Huje TadHo y ciaydajy Kaja je & ~ ¢>°. Hamme, axo
je & = (> (cimuaH 3aK/bydaK BayKd 3a CBE HOPME €KBHBAJIEHTHE MUHMMAJIHO]), Ta 8 UMAaMO

nma 3a cBako 0 # K € IC(H) Baxku 1a je lﬁrl((ﬁl)‘ < 1, na je HaBeJeHW CyNPEMyM KOHAYaH, ajiu

omnteparop I ue npunana uieaiy Co(H). Kopucrehin Jlemy 1.3.22 hemo cana jokazaru ciady
HOJIYHEITPEKUIHOCT 0/103710 HOpMe || - ||¢. Taunuje, Bazku cienehe

Tepbhewe 1.3.24. Hexa je ¢ upoussomna c.n. dynxuyuja u nexa je (X,)02, nus ouepatuopa

y Co(H) xoju caado weoncu ka X € Co(H). Taga sascu mejegnaroct
| Xl = ||lw— lim X,|¢ < liminf || X,||e. (1.3.10)
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1.3. HJFEAJIH KOMIIAKTHUX OIIEPATOPA Y B(H)

Jlokxas. Heka je 0 # K € K(H) npomssosan. U3 dopmysre (1.3.9) ciaean ma 3a cBako
n € N Baxu HejesHAKOCT % < || Xn|le. Heka je K = >0, sp(K)ep ® fi. Cana, us
dbopmyste (1.3.11) nobujamo na Bazku jeguakoct tr(X,K) = " s,(K)(X,ex, fr), kao u ga
jetr(XK) =>" sn(K)(Xex, fr), Kako je w—lim,_,o X,, = X, cirenu na je lim, (X, ey, fi)
= (Xey, fr), 3a cBako k € {1,2,...,m}, ma godujamo ma je lim, ., tr(X,K) = tr(XK).
JaxkJte, BaxKu J1a je

|tr(XK)]:, | tr( X, K)]

n—oo

< liminf || X, ||¢.
n—oo

Konauan 3ak/bydak caja cuaean ysumamem cytnpemymam mo K € I(H) \ {0}. ]

Y Teopemn 1.3.20 cmo Buziesn na tr mMa CBOjCTBO KOMYTATUBHOCTH, Tj. Ja je tr(AB) =
tr(BA), 3a ceako A € B(H) u B € C1(H). OBo cBOjCTBO BayKu U y ONIITUjEM CIy4ajy, Tj.
BaXKU

Teopema 1.3.25. Hekxa cy A € B(H) u B € C(H) warsu ga cy AB, BA € C(H). Taga
8aDHCE JEGHAKOCTLU

Z sn(B)(Aen, f,) = tr(BA), (1.3.11)

e je B=3%""s,(B)e, ® f7.

Hokaz nperxoaHe Teopeme ce moxke Hahn y [11, Teopemu 8.2|. Fbenn yciaoBu cy mocebHO
sasoBosbeHn Kaga je A € Cop(H) u B € Cp+(H), mro caenn mupextro u3 Teopeme 1.3.21. Y
caydajy Kaja je ® = (2 paxxu ma je u ®* = (2, ma Teopema 1.3.25 Taja mMa mocedan 3HaYaj.
Unean Cy(H) ce nazusa npeanom Xuiadoept-IIImuroBux oneparopa. O ce mocedro nusisaja
Mehy c.H. ugeasmma, jep je Ha meMy MOryhe yBecTu CKaJlapHU IIPOU3BOJ, (DOPMYJIOM

(A, B)e,m) «f tr(AB*), 3acBako A, B € Cy(H). (1.3.12)

Ca yBemenuM crajgapHuM pon3BojoM, npocrop Co(H) je jeman cenmapadbunan Xuabepros
npocrop. 3a omeparop A € B(H) Baxu na je Xundepr-IlImuros ako je

1A]5 = tr(AA%) Z | Ae,||? = Z [(Aem, e,)]? < +o0, (1.3.13)

m,n=1

3a CBaKy OpTOHOpMHUpaHy 0a3y (e,)5

3a kpaj, mojceTuMo ce jia u3 TBphema 1.2.14 cienu na je 3a OuHopmaausyjyhm Hus
II = (m,), c.un. dyskmuja ¢, yBek mononopmasm3yjyha, 1ok je c.H. dyukimja Py yBek
ounopmasmsyjyha. Caga, uz Teopema 1.3.15 u 1.3.21 caean

ITocnemumna 1.3.26. Hexa je Il = (7,)0° , dbunopmarusyjyhu nus. Taga je c.n. ugean Cr(H

I \/

ceuapadbunran, gox je c.m. ugean Cr(H) neceuapadbunan. ogaiuno, sascu ga je ((‘3%})) (H))

C.(H), xao u (Cr(H))* = Cn(H).
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1.4. TEOPUJA MEPE U HHTEI'PAIIUJE ¥ BAHAXOBUM IIPOCTOPHUMA

1.4 Teopuja mepe u nHTerpaiuje y banaxosum
IpocTOpUMa

Y oBom ozesbKy, ca X hemo o3nadaBaru Bamaxos mpoctop jok hemo ca X* o3znagaBaTu
BeroB (TOIOJIONIKH) Jiyas. ¥ HaCcTaBKy JHcepTalyje, Ije ce pasMaTpajy HOjMOBU Be3aHU 3a,
treopujy BanaxoBux mpocropa, ca (p*,x) hemo o3nadaBaTu jaejctBo dyHKIMOHANA ©* € X*
Ha BeKTOp & € X, YKOJMKO je HeJIBOCMUCJIEHO Ja HUje y NHUTamy CKaJapHU IIPOU3BOJ HA
Xwunbeprosum npocropuma. Takobe, ca (€, 9, 1) hemo o3HaYaBaTH TPOCTOP Ca MEPOM.

BekTopcke mepe

Y oBoMm mOn0JIe/bKY hemMo TpWKa3aTh OCHOBHE IIOjJMOBE Be3aHe 3a Mepe Koje y3UuMajy
BpesnHocTu y BanmaxoBum mpocropuma. Jlokasm cBUX HaBeJIEHUX pe3y/aTaTa ce Mory Hahm

y [4]-

Hedumuunuja 1.4.1. [Ipecaukapame v: 9N — X ce Ha3mBa KOHAYHO aAUTUBHOM BEKTO-
PCKOM MEePOM aKo 3a CBaKa JiBa JucjyHKTHa ckyna F, F' € 9 axu na je v(EUF) = v(E)+
V( ) Axo, FIOZQTHO, 38 CBAKH HES JWICJyHKTHUX cKymoBa (F,)%% | n3 9 BaxKu jeJHAKOCT
v , TJle Pejl KOHBEpPrupa y HOPMHU IIPOCTOpa X, HPEeC/IUKaBambe U

1 En ne1 V(En p prupa y HOp pocropa X, 1p

Ha3WBaMO npeSpOJI/IBo aJIUTUBHOM BEKTOPCKOM MEPOM.

Hatomena 1.4.2. HannomennMo J1a je MpeTxXoHU 1ojaM Moryhe yBecTu u y cay4dajy kaja je I
camo ajredpa ckymosa Ha (). MehyTuMm, Kako cy IJIaBHU PE3y/ATATU y JIUCEPTAINjU U3BEICHN
caMo y cJayd4ajy o-ajaredpu, Teopujy hemo, 3apa/i jacHohe uzJarama, IpeJICTaBUTH Y CKJIALY
ca MTPETXOTHOM JIe(DUHUITI]OM.

YKOJIMKO KaKeMO CaMo JIa je ¥ BEKTOPCKa Mepa, IoJ[pa3yMeBaMO caMO KOHAYHY aIUTUBHOCT.
Hagemumo cagna jeman npumep npedpojuBO aJuTHBHE BEKTOPCKE Mepe.

IMpumep 1.4.3. Heka je M) o-amredpa Jleberosux moxckynosa of [0,1] u m JleGerosa
mepa Ha My 1. 3a npoussossro T € B(L'0, 1], X), nedbunnmumo npeciankasame v: Mg 1) —

X ca vp(E) = T(xE), 3a ceako E € M. Baxkn na je vp KOHAYHO aJUTHBHA, KAO U JIa
je lvr(E)|| < T - lIxellzipy = m(E) - ||T)|. Crenn ma 3a ceaxku mus (E,)p, AucjyHKTHIX
ckynosa y Mo ] BaxKu

VT(|_| E) S )

k=1

= lim
n—oo

\

o 0 #) en( 0 5) o

k=n+1 k=n+1

KaJ n — 00, OJIaKJe CJeJid MpedpojuBa aIuTUBHOCT BEKTOPCKE Mepe Vr.

Hedunummja 1.4.4. Heka je v: 9 — X Bekropcka mepa. IlpeciukaBame |v|: 9 —
[0, +00] medunICaHO H3pa3OM

lV|(E) = supz |lv(A)||, 3acsako E € M,

T Aer

rJie ce CYIpPeMyM y3UMa II0 CBIM KOHAYHIM MEDPJBbUBUM JUC]JyHKTHUM pasJlaratbiMa 7 CKyIa
E, nasuBamo BapwujamujoM ox v. Ako je |v|(§2) < 400, KaxkeMO na je V' OrpaHUYEHe
Bapwujaruje.

19



1.4. TEOPUJA MEPE U HHTEI'PAIIUJE ¥ BAHAXOBUM IIPOCTOPHUMA

Huje Temko mokazaTu fia je Bapujalyja BEKTOPCKE Mepe MOHOTOHA M KOHAYHO a/INTUBHA.
BekTopcke mepe nedpunucane y [Ipumepy 1.4.3 umajy orpanndeny Bapujarujy. 13 nejeanako-
cru ||v(E)|| < m(E)-||T||, mupexrro ciaeqn na je u |v|(E) < m(E)-||T||, 3a ceako E € My 1.

Hedununmja 1.4.5. Heka je v: M — X Bekrtopcka mepa. Ilpeciukasame |[v|: 9 —
[0, +00] meduHICAHO H3pa3OM

WIE) Y sup |¢"V|(E), 3acsaxo E € 90,

llp* [l x+ <1

rjie je |¢*v| Toranna Bapujanuja KomiuiekcHe mepe ¢*v: E — ¢*(v(F)), Ha3uBamo moJryBapu-
jamujom ox v. Ako je ||v][(2) < +o0o, KaxkeMoO [1a je v OrpaHUYeHe MOJIyBapujaije.

Kao u Bapwujamnuja, nmosyBapujaruja je MOHOTOHO IPECJUKABAIbE, AU je 3a Pa3JIuKy O
Bapujaruje camo cydaautusHo. Takobe, u3 nedunurmja ako ciaenu ga je |v|[(E) < |[v|(F),
3a cBako F € 9N, onmakje cjeln J1a je CBaKa BEKTOPCKA Mepa OrpaHHYeHe I0JIyBapujalinje
takoDe u orpanudene Bapujaruje. la odparHo He Mopa Ja BaxKu, roBopu HaMm cienehu

IMpumep 1.4.6. Heka je npeciukasame v: M ) — L0, 1], nedbunucano ca v(E) = XE,

3a ceako E € My ). Taga, 3a ceaku mMep/bus E cTporo nosuTusHe Mepe, axo je B = |_|ZQ:1 E;
IEI'OBO MEPJbUBO pa30dujarbe, BaXKu

n—1

Do IEBllse =D el + Ixuz, 2l = n,
k=1 k=1

3a ceako n€ N. akue, ||v||(F) = +00, na v Huje orpanndene Bapujarmje. la je mosysapuja-
Ija O/l ¥ KOHAYHA CJIeJM U3 HApeIHOr ImpuMepa, Kaja ce 3a npocrop X y3ame L0, 1] u 3a
orrepaTop 1’ y3me jeTMHUYHU OIEePaTOop.

IMpumep 1.4.7. Hexka je T € B(L>[0,1], X) n upecimkasame v: M1 — X nedunncano

d . . .
ca v(E) 24 T(xE), 3a ceako E € M 1. Hexka je p* € X* Taxkas na je ||¢*||x+ < 1. Ako je 7w
IpOM3BOJbHA MepJbUBa Tojesta naTepBada [0, 1], Baxu na je

Sl v(E) =) e Txpl =) e s ey Ty

Eer FEer FEer

= w*T(Z 6‘iarg(@*TXE)XE) < T " |z,

Een

Ze—iarg(s@*TXE)XEH < ||T*|| = ||T||

Eern

Y3umameM cynpeMyMa o ¢cBuM pazdbujamuma m godujamo aa je |¢*v|([0, 1]) < ||T||. Konauno,
y3uMambeM cynpemyma 1o ceuM ||@*|| < 1 podujamo ma je ||v]|([0,1]) < ||T|| < +oo, Tj. na
BEKTOPCKa Mepa I/ UMa KOHAYHY IOJIyBapHjallujy.

Pauyname mosyBapujaruje 1o jgeduHUNMjA MOXKe MPEACTAB/HATA MPOOJEM YKOJIUKO X
“Ma He3roJlaH JyaJiHu mpoctop. Hapemano TBpheme HaM jaje ajarT jga TO ypaJuMo, Oe3
Io3HaBaba MmpocTopa X *.

Tspbhemwe 1.4.8. Hexa je v: M — X esextiopcka mepa. Taga, 3a ceaxo E € M esasrcu
jegraxocti

[v[|(E) = sup : (1.4.1)

Z )\kI/(Ek)
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1.4. TEOPUJA MEPE U HHTEI'PAIIUJE ¥ BAHAXOBUM IIPOCTOPHUMA

7g9€e ce CYUPEMYM Y3UMG U0 CBUM KOHAUYHUM MEPHUBUM JUCTYHKTUHUM Daddujarbuma ckyta B
U U0 C8UM KOHAYHUM CKYTLOBUME KOMUNEKCHUT Opojesa mogysa < 1. /logatino, eastcu ga je

sup [[v(F)| < lv[[(E) <4 sup [[v(F)]],
EDFem EDFem

HA OCHOBY “ela 3aKHoY4UYjemMo ga je V MEPa KOHAYHE TOAYBAPUJaAULIEe aAKKO CY j0] 6PeqHOCTLU
oiparuvere y X.

30or mocseamer 3aK/bydKa y MPETX0IHOM TBPhErby, BEKTOPCKE Mepe OrpaHudeHe 0JIyBa-
pujaiuije Ha3WBaMO OIrPAHUYEHUM BeKTOpPCKUM Mepama. Kao mro hemo caja Bumerw,
Moryhe je jeIHOCTaBHO YBECTH WHTErPAIUjy OTPAHUYEHUX (DYHKIIMja 10 OTPAHUYEHO] BEKTO-
pckoj mepu. Osmaummo ca B(2,9) mpocTrop ¢BUX OrpaHWYeHHX MepJ/bUBUX (DYHKIMja Ha
), Hopmmpan ca yHUPOPMHOM HOpMOM. Ha moTmpocTopy mpocTux Mep/bUBUX (DYHKIIHja

d : :
nebunnmnmo oueparop T, ("7 A\exE,) 2 > r_i Mv(Eg). Moryhe je nokasaru Ja je Ha
0Baj HAYWMH J00PO JIeDUHUCAH JMHEApaH OlePATOp KOjU CJIMKa IIPOCTOP IMPOCTUX MEPIHUBHX
dbyakmmja y X, kao u 1a je

1T f1l = Hflloo

\ el @, (42)

npema dopmynu (1.4.1), 3a cBaky mpocry f = > ;| \iXg,, THe ¢y ckymosu Ei, ..., E,
Mehycobno mucjynkTau. Jlakse, omeparop T, je orpaHmdveH, ma ce MOXKe 10 HEIPEKUIHOCTHU
(mormpocTop cBuX mpoctux GyHKnuja je rycr y B(,9M)) mpomyRurtu Ha IE0 MPOCTOP
B(Q,91) des ysehamwa HOpme (o3magaBahemo ra mcro ca T,), 3a Kojy 300r jeTHAKOCTH
(1.4.1) Baxu ma je |1,/ = ||v[|(2). Tako nedunncan oneparop apyradmje O3HAIABAMO U Ca

fﬂ fdv “r T,(f). Ucra KoHCTPYKITHja BayKu U 3a OEpaTOp MHTErPaIlfje M0 BEKTOPCKO] MEPH,
nedbunncan Ha mpocropy L®(, 9, 1), kao npormmpeme ca mpocropa I1(£2, 9, 1) (mpocrop
KJjlaca mpocTux MepsbuBux dyukimja). C 003upoM Jjia ce OBjie paJiu O IIPOCTOPY KJIACA i C.C.
jennakux QyHKIHUja, ITOTPESHO je J1a ce BEKTOPCKa Mepa I aHy/Iupa Ha CKyNnoBuMa ji Mepe 0.

Teopema 1.4.9. Hexa je (U, M, 1) apoctop ca mepom u v: M — X oparnuvera 6extmop-
CKG MEpPa KOja ce AHYAupa Ha cKyuosuma p-mepe nyaa. Taga je ma L°(Q,9M, 1) godbpo
geunucar ouepatiop uNeIpayuje 4o SEKWOPCKO] MEPU V, Y 03HAUL fQ fdv € X, 3a csaxo
f e L>(Q,M, 1), apu wemy je [, xpdv = v(E) 3a ceaxo E € M.

Hapenrno dutHO cBOjCTBO BEKTOPCKE Mepe, KOje je jadue oJ1 aHyIuparma Ha CKYIIOBUMa Mepe
HyJla, ce IIPUPOJIHO jaBJha Yy TEOPHjH cjade MHTerpaluje y banaxoBum mpocropuma.

Hedunnnnmja 1.4.10. Heka je (2,90, u) upocrop ca mepom u Heka je v: MM — X jenna
BEKTOPCKA Mepa. 3a I KaykKeMo JIa je [~HeIPEeKUIHA aKKO BayKu Jia je

lim v(E) =0,

w(E)—0

Tj. aKo 3a cBako € > 0 mocroju & > 0 TakBO jga 3a cBako E € M Baxku na u3 u(F) < § ciaenn
na je |[v(E)| < e.

Hamomenumo m fma cy yCJIOBU U-HENPEKUHOCTU BEKTOPCKE Mepe U W aHyJHpame Ha
ckynoBuMa p-Mepe () eKBUBAJIEHTHH Y CJIyvajy KaJla je Mepa i KOHAYHA W KaJa je BEKTOPCKa
Mepa v npebpojuso ajutusHa (Bugeru |4, Teopema 1.2.1.]).
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1.4. TEOPUJA MEPE U HHTEI'PAIIUJE ¥ BAHAXOBUM IIPOCTOPHUMA

Caada mHTerpamuja y banaxosuMm npocropuma

Y 0BOM IIO/I0/IETHKY HABOIMMO OCHOBE TeOopHje cyade nHTerparyje y banaxoBum nmpocTopu-
Ma. Burre nmetasba 0 0BOj TemMu, Kao U JIOKa3e HaBeJeHNX TBphema, je moryhe nahu y apyrom
noryasiby y [4].

Hedunnnnmja 1.4.11. 3a dysxmujy f: Q — X kaxkemo ja je ciaabo mepspuBa (nHTErpadu-
JIHA) aKo 3a cBako xr* € X* Baxku na je npecsmkasase t — (x*, f(t)) MeppuBo (uHTErpadbu-
JTHO).

Hapeana Teopema mpejicraBba OCHOBY y TEOPUjH CJIade WHTErpaIije BEKTOP-BPETHOCHUX
dyukIuja.

Teopema 1.4.12. Hexa je f: Q — X caabo uniterpadbuana. Taga 3a ceaxo E € M toctoju
xy € X™ waxseo ga 3a ceaxo x* € X* saorcu

(a3, 2") = / (", £(£))du().

3a pynrwyugy f waga xascemo u ga je dangopg uniierpadbuana, gox xy nasusamo Jangopgo-
suM untmerpasom pynxyuje f o ckyuy E.

Kon ciabo nnaTerpabuinmx gpyHkimja ce 1mocedHO M3/iBajajy OHEe KOjUMa WHTErpaJl ,He
0exku y Jpyru Jyasr .

Hedbnannuja 1.4.13. Heka je f: () — X cmadbo nnrerpadusina, Taksa ja 3a csako E € 9
rnocroju rr € X TakBoO Jia 3a cBakKo x* € X* Baxnu

(a*,5) = /E (a*, F(1))dpu(t).

Tama kaxkemo j1a je dyuknuja f Ileruc uarerpaduiina u o3nadaBamo meH lleTrcos nnrerpadt
zp ua E ca (P) — [, fdu.

Ha mnpocropy cnado mnaTerpaduyinux GpyHKIHja ce TPUPOIHO yBogu ciieseha penaruja
eKBUBAJICHIIN]eE.

Hedbunannmuja 1.4.14. Kaxkemo ga cy ase ciabo mepsbuse dyukimje f,g: 8 — X ciabo
eKBUBAJICHTHE aKo 3a cBako r* € X* Baxku ma je (z*, f(t)) = (z*,¢g(t)) 3a c.c. t € Q.

Y omrmmrem ciaydajy, caado eKBUBaJeHTHe (DYHKIMje He MOpajy OUTH jeJHAaKe CKOPO CBYIA.
Nmak, 3a mmpoKy KJjacy IIpocTopa To jecte TadHo. [Ipernusnuje Bazku

Tepheme 1.4.15. Vkoauxo je upoctiop X* cetiapadbunan, Kiace eK8UBAAEHUUIE CAGDO EKBUBA-
AEHTUT PYHKYuja cy wpusujaite, Wwj. axo 3a céaxo r* € X* saorcu ga je (z*, f(t)) =0 c.c.
onga je f(t) =0 c.c.

Ha ocnoBy nokaza Teopeme 1.4.12, 3a cBaky ciado nnrerpadminy byakiujy f: Q — X,
nu3zpas

sup / (", F(1))|duct) (1.4.3)

z*€B(X*)

je KOHa"aH U JUPEKTHO ce TPOBEpaBa Jia 3ajiaje HOpMy Ha cjereheM mpocTopy.
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Hedbununuja 1.4.16. I[Ipocrop Ki1aca ekBuBaJsieHuje cjiadbo ekpuBasieHTHUX [leTnc nnrerpa-
dunux dyukmja ozaagasamo ca P(Q, 9, u, X), a Hopmy 3ajary uzpasom (1.4.3) ozHauaBamo

ca || f|le.

Axo je mpocrop X pedekcuBaH, OHJa je cBaka cjiabo MepsbuBa dyHKIMja [leTnc nnre-
rpadwina. [letuc uarerpabuine dyuknuje cy y AupeKTHO] Be3U ca MPEOPOJUBO & IUTUBHUM
BeKTOpCKUM Mepama. O jeHO] O TUX MOBE3aHOCTU HAM roBopu ciieseha

Teopema 1.4.17. Hexa je f € P(Q, M, u, X). Taga je upecaukasare vy: M — X gedpunucaro
ca

def
v (B) ™ (P) - [ fa
E
3a ceaxo E € M, jegra Upedpojuso aguiuusHa [L-HeUpeKugha eexmopcka mepa Ha (€2, 9N).

Y caydajy KaJja mocMarpamo (pyHKIHje KOje Y3UMajy BPEIHOCTH Yy JIyaJITHOM ITPOCTOPY,
Moryhe je pasmaTpaTu MEPJHUBOCT U MHTErPAOUIHOCT Ha cjejiehn HaqumH.

Hedunnnnmja 1.4.18. Kaxemo na je dynkmja f: 2 — X* crado* mepsbuBa (MHTErpaduiIHa )
aKo 3a cBako r € X BaxKu Jia je npecyaukasase ¢ — (f(t),r) MepipuBo (MHTErpabUIIHO).

CauvaHO Kao u y caydajy cjiade HHTerpadInHOCTH, UCIIOCTAaB/ba Ce J1a IIOCTOjU O/roBapajyhu
uHTerpas. 3a pasiuky o JlandopaoBor nnTerpaia, caadu* MHTErpaJ ocTaje y IpoCcTopy ¥
KoMe (pyHKIHja y3uMa BpegHocT. llpernusnuje, Baxku

Teopema 1.4.19. Hexa je f: Q2 — X* crabo® unmeipadbuarna. Taga 3a ceaxo E € IMN Goctioju
ry € X* wakeo ga 3a cearxo x € X eadicu

(. x) = /E (). ) du(t).

3a pynrkuugy [ waga xasrcemo u ga je I'ewgarg untieipadusna, gox xy; nasusamo Ienparngo-
sum untierparom dynryuje f o ckyay E u osnauasamo ca (G) — [ g fdu.

Ilopen Tora mro HeMa ,OexKama’ y JApYrH jayasi, cjaada’ Mep/bUBOCT U WHTErPAOUTIHOCT
Cy 1O NpaBUJIy MHOTO 3TOJHHUjUA 3a PaJl U MPOBEPY, C OO3UPOM Ja JIYAJHU IIPOCTOP MOXKE
duTHn jako KOMILIMKOBaH (Kao MITO je ciaydaj ca npocropom B(H), koju je mama oj najseher
3HA4aja).

Hedbunannmuja 1.4.20. Kaxkemo j1a cy aBe cirado® mepsbuse dyuknuje f,g: 2 — X* cmado*
eKBUBAJICHTHE, aKo 3a cBako r € X Baxu Ja je (f(t),x) = (g(t),x) 3a c.c. t € Q.

Hu cnabo* ekBuBasienTHe (hyHKIHje HE MOpajy OUTH jeJHAKEe CKOPO CBy/a. AHAJIOTHO
Tephemy 1.4.15 Baxku HaApeIHO

Tspbewe 1.4.21. Vkoauro je poctiop X cetapadbunan, Kaace exsusasenyuje caado* exsusa-
AEHTIUT PYnKYUja cy wpusujasne, Wj. axo 3a ceaxo v € X eaorcu ga je (f(t),xz) =0 3a c.c.
t € Q, onga je f(t) =0 c.c.

Jlokas. Heka je {x, : n € N} ryct y X. Cnequ na 3a cako n € N nocroju F,, = 9 mepe

0, Takas ja je (f(t),x,) = 0 Bau E,. Taga je £ «f U2, E, € M raxohe mepe 0 u Bazku ja

je (f(t),z,) = 03a cBako t € X \ E u cBako n € N. U3 nenpexkngaoctn dyuknmonamna f(t)
cajia nobujamo na 3a ceako t € X \ E Baxku ma je f(t) = 0, unme je 10Ka3 3aBpIIeH. O
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Cimaao Kao u y ciaydajy cjade MHTEerpadUIHOCTH, 3a cBaky lesbdans nnrerpaduiiny
f:Q — X* Baxku 5a je uspa3s

11 sup [ 145te) ) ldnc) (14.4)

z€B(X)

KoHa4daH Ha ocHOBY Teopeme 1.4.19 u Baxku Jia 3a/1aje HOpMY Ha HAPEIHOM IIPOCTOPY.

Hedbununuja 1.4.22. IIpocTtop kjaca ekBuBaJjieHIIHje cIad0* eKBUBaJeHTHUX [erbdant
uaTerpadminnx dbyHKnuja, Hopmupan ca (1.4.4), oznauasamo ca G(Q, M, u, X).

Hopwme Ilerucoor u T'esbdangoBor mHTErpaja 1o MPOU3BO/LHOM MEDPJ/HUBOM CKYILY CY
yaudopmuo orpanmndene. [Ipenusnuje, 3a ceako f € P(Q, M, u, X) u ceako E € M Baxku
= sup

H(P)—/fdu <fc*,/fdu>‘ = sup
E [lz* ]| x+ <1 llz*]] x+ <1

< sup / (@, F(Eldu(t) < sup / e FO) () = | flle. (L45)

[lz* || x+ <1 flz* [ x=<1

[ st >>du<t>]

JoKk 3a cBako f € G(Q,9M, u, X*) u ceako F € I Baxu
= Sup

G- [ fd duz )| =
@~ [ran] = s |( [ s >\ s

< sup / (F(t), 2)ldu(t) < sup / (F(t)2)du(t) = [ flle. (L4.6)

ll=llx <1 ]| x <1

/ <f<t>,x>du<t>'

Axo je BanaxoB mpocrop X pediiekcuBan, Tajla YBEK BayKd Jia je CBaka CJ1ado™ mHTe-
rpabusHa (yHKIMja U ciado mHTerpaduiHa (ma camum tuM u lleruc mHTerpadmina). Y
HapeJIHO] JeUHHUIUU YBOJIUMO CBOJCTBO IpocTopa X Koje HaM oMoryhaBa Jia IPEeTXOJIHU
3aKJby9aK YOIIITHMO.

Hedbnannmja 1.4.23. Kaxemo na je Banaxos mpocrop X cirado* CeKBEHIIM]aJIHO TYCT y
X** ako 3a cBako x** € X™ mocroju nu3 (x,)22; y X TakaB ma 3a cBako z* € X* Baxu Ja
je lim,, oo (2%, x,) = (2™, x*).

Csaxka cj1ado mepspuBa pyuknuja f: 2 — X* je u crado* mepspuBa. Ycios u3 ledwururuje
1.4.23 maMm J1aje Jia BazKW M 00OpAaT, Tj.

Jlema 1.4.24. Hexa je X cnabo® cexeenyujarro wyctwi y X **. Taga je ceara caadbo* mepmuea
dynxyuga f: Q — X* waxohe u crabo mepousa.

/loxas. Heka je f: Q — X* cnadbo* mepsbuBa u HeKa je £ € X™** npoussBospan. M3 mperto-
CTaBKM CJIEJIN J1a TTOCTOju Hu3 (X,)50 ; Takas j1a 3a cBako x* € X* paxu na je lim,, o (z*, x,) =
(x**,x*). Hakie, 3a cBako t € Q Baxkn Ja je lim, o (f(t),x,) = («*, f(t)). U3 cnade*
MepJbuBocTH yHKImje f ciaemu ga cy npeciaukasamwa t — (f(t),x,) Mep/buBa 3a CBaKo
n € N, na je u upeciukaBame t — (x**, f(t)) Takohe Mep/pUBO Kao JMMEC MEPJbUBUX, THME
je mokazaHa TparkeHa cjaada MepsbuBOCT dyHKIHjE f. ]

Jlema 1.4.25. Hexa je X cetuapadburar Banaxos upoctiop koju je caadbo* cexsenuujarro 1ycii
y X**. Taga je ceaxa caabo* untmerpaburna pyrnxyuja f: Q — X* u caado unittierpaduina u
8AIHCU

sup / (@, FE)du(t) = |flls. (14.7)

r** GB(X**)
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Joxas. 3a f € G(Q,M, u, X*) Baxn nejempakoct || fllg < SUPepixey fo [(@*, (1)) |du(t),
jep je cympeMmyM JecHOT m3pas3a y3eT 1o Behem ckyty. Jla ducmo gokazaan odOpaTHy HejeiHa-
KOCT, y3MUMO TIpou3BosbHO z** € B(X**). Ha ocHoBy npernocraske u Hamomene nociie |26,
[Tocneauna 3., mocroju uu3 (x,)5%, y B(X) koju kouBeprupa Ka x** y caaboj* Tomomaoruju.
Hakue, 3a cBako t € Q, Baxku Ja je lim,, o (f(t), z,) = (™, f(t)). Y3 momoh Paryose seme
J100mjaMo

/| (@)Y du(t) 11m1nf/| , T | dpe(t)

<sup [ (@), 2ldut) < s [ 170, 2)aute) = 17l
neN z€B(X
Konauan 3ak/byuak cajia cjie/in y3uMameM cyrnpeMyma mo r** € B(X ™). O

Hatomena 1.4.26. Ako je momaTHo Mepa (4 KOHAYHA, CBaKa CJ1ad0™ mHTerpadmiHa GpyHKIH]ja je
u Ileruc naTerpaduina, Kao mro ce moxke Bugetu y [31] u [30, Teopemu 5|. Jdakie, mpocropn
P(Q, M, p, X*) u G(Q, M, u, X*) ce moknamajy y Tom ciaydajy (Kao HOPMHpAHH IPOCTOPH,
Ha ocHoBy Jleme 1.4.25). Komnaunoct mepe p je obie Heomxojna 36or npumene Burasmjese
TeopeMe 0 Kousepreuuju y |25, Teopemu 1].

Cnada* marerpanmja B(H)-Bpennocuux dyHKIIja

Y 0BOM MOJIOZIETBKY Ce DABUMO OIepaTop-BpeHOCHUM (0.B.) (dyHKIHjaMa ca BPeJIHOCTUMA,
y B(H). Kako, na ocuoBy Teopewme 1.3.21, Baxku uzomopdusam (€1 (H))* = B(H), onepaTop-
BpepHocHa dyHKmja o : ) — B(H) he durn ciadbo® mepspuBa (MHTErpadWIHA) aKKO je 3a
cako Y € Ci(H) upecnukaBame t — tr(<%Y) mep/puBO (MHTErpadWIIHO), TIE Yy CIyUajy
MHTErpaOMIHOCTH BAazKH j€JHAKOCT

tr (/Q Ay dpu(t) Y) = /Qtr(;Z{tY) du(t), 3a cBako Y € Cy(H). (1.4.8)

Y HacTtaBKy JucepTaliije heMo KOPUCTUTH UCKJBYUUBO HAPEIHY OUTHY KapaKTepU3aIlwjy,
3HAYAJHO ONEPATUBHU]Y U JIAKIIY 3a mposepy Hero (1.4.8).

Jlema 1.4.27. Ouepawmop-epegrocha gyrryuja o7 : Q — B(H) je caadbo™ meprusa (uniterpa-
buana) axxo 3a cee f,g € H eaorcu ga je ckanrapno upecaurasarse t — (o, f,g) mepruso
(unerpadbu.nmo).

Jloxas. Ceaku jemHomuMensuonasan omneparop f ® ¢* je y Ci(H) u Baxu tr o (f ® g*) =
tr(f ® g°) = (“f,g), na meppuBoct (MHTErpabUIIHOCT) UpecKuKaBama t — tr(e4Y)
noBjaadn caady”™ Mep/bUBOCT (MHTErpadHIIHOCT).

ObparHo, ako cy cBa npeciukaBamwa t — (o f, g) MepibuBa, Tajga 3a cako Y € Ci(H)
anju je IlImuros passoj Y =3 > s, (V) f, ® €}, Baxkn

Y) = an(Y)an,eny (1.4.9)

36or arnconyrHe cymaduianoctu pega y (1.4.9) (koja Baxku jep je Y € C1(H)) modujamo na je
tr(«,Y’) Mep/buBa Kao Tadka Mo TadKa JMMeC MepJbUBHUX (DyHKIIH]a.
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Kana cy csa npeciukaBamwa t — (4 f,g) nogaTHo m MHTerpaduwiHa, Ja Ou JOKa3aJu
UHTErpadIMHOCT IpecnKaBamba t — tr(2%Y’) J10BOJBHO je Ja JI0OKaXKeMO JIa je TPEeCInKaBabe
¢: HxH— LYQ, 1), nebunucano ca

o(f,g9) = {(Af, qg), 3a cBako t € Qucse f,g € H (1.4.10)

jeJIHO OTPAHUYEHO CECKBUJIMHEAPHO TpecimkaBame. Ouarie, Ha ocHOBY jemanakoctu (1.4.9),
nodujaMo Jia je mpeciaukasambe t — tr(.a4Y) Tauka no tauka jgumec o L'(€), u)—amncosyTHo
cymabuisor pega (36or Y 7 5,(Y) < +00), na je caMuM THM U MHTErDaOHUIIHO.

Jokazahemo j1a je ¢ 3aTBOpEHO JIMHEAPHO IIPECNKaBaihe 1Mo 00e IpoMeHsbuBe. Pukcu-
pajMo g € H u gebunmmumo J,: H — LY(Q,u) ca J,f(t) = (4 f,g). Oneparop J, je
muneapan u 3arBoper jep ||f, — fll + | Tyfa — hllor — 0 3a mexe f, f, € H,n = 1,2,... u
h € LY(Q,u), ummmunupa (npesiackoM Ha ofrosapajyhu MoJHU3 yKOJUKO je MOTPedHo) Ja
je lim, o J,fn(t) = h(t) 3a cxopo cBako t € . 3a TakBe t € (), Kako je . OrpaHHYeH
oreparop, Takohe Baxu na ( f,, 9) — (. f, g) xag n — oco. Hakie, J, f(t) = h(t) 3a ckopo
cako t € (), ma je Ha ocHoBy Teopeme o 3arsopenom I'paduky (Bugeru [34, Teopema 2.15.])
oreparop J, orpaHudeH, Tj. 3a HeKy KoHcTaHTy C, < +00 BaxKu Ja je

et fs )0 = 17af | < Goll £l 3a cpaxo f € H.

Awnanorno, nedunnmmumo {Z;}rey € B(H, L' (Q,u)) ca Zyg(t) = (Fg, f), 3a cBako g € H.
Ioadammmmja omeparopa {Zs}|s|<1 je TauKa 110 TadKa OrpaHHYeHa jep je

\\Slﬁp HIngLl = H51|J|1p H (A f,qg HLl = ”SIHJP ||Jng Cy < 400, 3acBako g € H.
Ha ocuosy Ilpunnuna Yuudopmue Orpanuuenoctu (Bugeru |34, Teopema 2.4.|) mocroju
koncranta M := supy <1 [|Zf|lB,01) < +00, onakie je

sup |[(f = sup g, f sup ||Z =M,
11l Hgll<1H )l Hfu,ngu@H( Fo A < i<t 12l
IITO je TpedaJso U JIOKA3ATH. [

Hatomena 1.4.28. Kako je H cemapaduian, cieand Jia je 3a CBaKy cJiabo* MepJbUBY O.B.
byukunjy o : Q — B(H) u h € H npeciukasame t — || h|| = /> o, [(Hh, e,)]?, Tae je

(,)22, 0.0.0. y H, Takohe mepspuBo. Ilpurom, ako je &/ cimabo* mHTerpadmiiHa, 3a CBAKO

EFEecMuh € H Baxu
(o) -3
E lflI=1

([ orn) n] = s
E I fll=1
< / sup (b, £)ldut) / | hldu(t), (14.11)
E

=1

[ 1an f>du<t>\

OpU 9eMy IOCJIe/[Ib WHTerpaj He Mopa outu KoHadaH. JlomarHo, ako {h, : n€ N} rycr y
jemunmanoj sontu o ‘H, godujamo na je n upeciaukasaie t — || || = sup, ey || %A, || Takohe
MepPJBUBO U Ja 3a cBako F € I Baku

forol = o K)ol = | et

< [ etr.glautt) < / sup (. g |du(t) / Al dp(t)
IIfH Hgll 1 E|fl=lgll=1

IpU YeMy IpecanKaBambe t — ||.o7 || He Mopa OuTH HHTErpadUIHO.
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Kpo3 nacraBak jguceprarnuje, YKOJUKO ce He HAIVIACHU JIpyraduje, MoJ cJaadoM™ MepJbUBO-
mthy (uaTerpabusnomtliy) o.B. dyskimje hemo ysek cmarparu y cmuciay B(H), 1j. ako
je npecimkaBamwe t — (o f, g) mepspuBo (unrerpadsnno). lesbdanmoB unrerpan ox of €
G(Q, M, 1, B(H)) no E € M hemo osuauasary ca [, o/ dp. JJoNaTHO, MOKEMO H3padyHATH
Tl'esdanoBy HOpMY 1Ipeko ceckBuimHeapHe dopme. [Ipernusnuje

Tepbhemwe 1.4.29. 3a o7 € G(Q,M, u, B(H)) saorcu

|llc= sup / (A fg)ldpu(t). (1.4.12)
1fl=lgll=1 JQ

Cauuno, 3a o/ € P(Q,M, u, Coo(H)) sasicu

|le =  sup / (A f, ) du(t). (1.4.13)
IflI=llgll=1 J

Jloxas. Hoxkazahemo ciyuaj of € G(Q, M, u, B(H)). 3a jequnuune Bekrope f,g € H Baxu
lf@g = |lf]l-llgll =1 u manmo

/|ter®g Dldu(t) /uftf, Vdu(t) < ||/lc.

Yaumamem cynpemyma 1o || f|| = ||g|| = 1 nodujamo mejeanaxoct ,.>" y (1.4.12). ObparHo,
Heka je Y = :{g sn(Y)e, ® fr nykieapan omneparop npezcrasber y [IImuroBoMm passojy
rie je |V = Y12 5,(Y) < 1. Taga je

an ) Hien, fn)

/|tuzf; )| du(t) / an /\ Hren, fo)ldp(t) <
+o0

> sul¥) sup / (Afgldn® < sup [ [(hf.g)ldu(e).

n—1 £ I=llgll=1 I£I=lgll=1 /<
Yaumamem cynpemyma mo Y € B(Cq(H)) modujamo cynpoTHY HeEjeHAKOCT. O
Hedununmja 1.4.30. 3a ciabo* mepspuy dyukiujy o : Q0 — B(H) xaxkemo Ja je jako

KBaJpPaTHO HHTerpadmiiHa ako 3a cBako h € H Baxu 1a je [, | h|*du(t) < +oo.
I[IpocTop cBux Taksux dyHKnuja ozuadasamo ca L% (€, u, B(H)). Taj npocrop je HopMupan

ca
— sup \/ / |\ bl |2dut)
[|h][=1

Bume nndopmanuja o HaBerenoM npocropy ce mory Hahu y [16]. V macraBky jgucepranuje
hie nam majBumme Tpedatu cnenujaaan caydaj npocropa L (2, u, B(H)), xkaa je mepa  ckyn
IPUPOJHUX OpOojeBa U Mepa [t OpojadKa.

s = H/ el
Q

Hedbunnnmja 1.4.31. 3a vus oneparopa (A4,)%°, v B(H) kaxxkemo 1a je jako KBaJApaTHO
cymabuiian (j.K.c.) ako 3a cBako h € H Baxu ma je y - [|A,h|[* < 4+o0. IIpocrop cBux
TaKBUX HU30Ba o3Hadasahemo ca (2(B(H)).
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Ba j.x.c. dammnjy (A,)>2, Baxku Ja HU3 mapuujaanux cyma S, := » ., A7 A, crnabo
KOHBeprupa Ka omeparopy S := > A*A,. 1j. Ka omeparopy uuja je KBajaparHa (opma
jemnaka (Sh,h) = (3°>° A% A,h,h) =3 7 ||A.h|?, 3a cBako h € H. Kako je uuz (S,)02,

MOHOTOHO pacTyhu HU3 MO3UTUBHUX OlEPATOPA, Ta KOHBEPTEHIIH]ja je JI0JIATHO U jaka (ojaTie
u TepMuH j.K.c.). IloTmpocTop cBuX j.K.Cc. HH30Ba Umja cyma mpunaja GUKCHPAHOM HJIeaJry
Cs(H) oznauasaliemo ca £2(Cy(H)). J.k.c. bamumuje oneparopa hie y HacTaBKy Jqucepraiuje
UT'PATH KJBYUYHY YJIOTY y KOHCTPYKIIUJH T3B. 0-€JIEMEHTAPHUX OMEPATOPA.

3a kpaj ozes/bKa, JI0Ka3yjeMo na ciado® mHTerpaduiiHe o0.B. dykimje uaaykyjy B(H)-
BEKTOPCKE Mepe 110 KojuMa je Moryhe MHTerpajuTh CBe €CEeHINjaJTHO orpaHutiene (OyHKIIM]je
(1j. morylie je mpormperme o0 HEMPEKUTHOCTH Ca IIPOCTOpa CBUX IpocTux (yHkImja). Heka
je o € G(Q, M, pu, B(H)) npecnuxasame. Tana npeciukasamwe v: M — B(H), nebunncano
ca

v(E) =) / o/du, 3a cako E € 9N, (1.4.14)
E

peJcTaBba jeHy (KOHATHO aIUTHBHY ) BEKTOPCKY Mepy. Vcmocrasiba ce 1a TakBa BEKTOPCKA
Mepa Mopa OUTH OrpaHWdYeHa, Tj. BaXKu cJiejiehe

Tephemwe 1.4.32. Hexa je o7 € G(Q,M, u, B(H)). Taga sexwopcka mepa v: M — B(H),
gedpunucana uspasom (1.4.14) uma xonauny wosysapujayufy u eastcu upouena ||v||(2) <

[Egles

oxas. Heka je Q =||'_, F,, Ipou3Bo/bHO KOHAYHO pasbujame mpocropa ) Ha JUCjyHKTH
J k=1 Ln> TP ) J y

YHUjy MepPJbUBUX TOJICKYIIOBA U HEKA CY A1, Ag, ..., A, € C momayna < 1. Taga, Baxku ma je
> v (Er) > M / JZ/d,uH sup (Z Ak / ,;zfdu) frg
k=1 k=1 Ej, I£lI=llgll=1

n

= s S [ (@t < s STl / (A f, du(t)
Ifl=lgl=1|5= " J, 17 1=lgll=1 4=

< s Y / (A, du(t) = sup / (A, () = | 6 < +oo.
IflI=llgll=1 = J Ex I flI=llgll=1

VauMameM cylnpeMyMa 0 CBUM KOHAYHUM MEpPJbUBUM pasdujamuma mpocTopa {2 u CBUM
KOHAYHUM CKYIIOBUMa KOMILIEKCHUX OpojeBa MojyJa < 1, Ha ocHOBY TBphema 1.4.8 j100ujamo
na je [|v]|(2) < ||| < +o0, mTo je Tpebaso u jpoKas3aTH. O

[Ipumernmo 1@ ce rope jeduHICAHA BEKTOPCKA Mepa aHyJmMpa Ha CKyrnoBuMa ji-Mepe (.
Hawnwme, 3a cBako f,g € H Baxu 1a je

g = (( [ i) ta) = [ s aano =o

3a cBaku ckyn F € 9 raka ma je u(E) = 0. Cama, wa ocuoBy Teopeme 1.4.9 mmamo
na je 100po JeduHCAH OmepaTop WHTerparmje mo BeKTopckoj mepu (1.4.14) Ha mpocropy
L*>®(Q,9M, 1), Tj. mMamo orpanuden juHeapad oneparop T: L(Q,9M, u) — B(H), takas ma
3a cBako f € L>®(Q, M, u) Baxkn

Tf = / fdv. (1.4.15)

Crernpjanro, 3a csako E € M saxu ga je T(xg) = v(E) = [, o/dp. Honarwo, us [4,
Teopema 1.13.] crenu na je ||T]| = [|v[|(2) < ||¥7]|c-
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1.5. HEJE/IHAKOCTH KOIIH-IIIBAPIA U o-EJIEMEHTAPHU TPAHCDOOPMEPH

1.5 Hejegnakoctu Komm-1IIBapiia n o-esemMeHTapHU
TpaHcdopmMepu

Hedbunnunmja 1.5.1. 3a omeparope A, B € B(H) nmedunuiiemo omeparop JIBOCTPAHOD
muOXKewa A ® B: B(H) — B(H) ca (A® B)X = AXB, 3a cako X € B(H).

[Ipumernmo ja cy KJIACHYHE OmepaTropu MHOXKema omnepatopoM A € B(H) cueBa u
3JIeCHA CaMO CIIeIUjaIHi CIy4ajeBH OIEepaTopa JIBOCTPAHOI MHOXKEHa M jegHaku cy A ® I
u I ® A, penrom. Omeparopu IBOCTPAHOT MHOXKEHa Cy T'DaJUBHU OJIOKOBU €JIEeMEHTAPHUX
tpancdopmepa, Tj. npecinkaama odimka X — » . Ay X By, nHIyKOBaHe KOHAIHIM (DaMuIIijamMa
n n
(Ag)i_y u (Bg)}_, orpanmdenux omeparopa Ha H.

Hedbunnunmja 1.5.2. 3a damunnjy omeparopa (% )icq y B(H) Kaxkemo ma ce cactoju of
mehycobHo kKomyTupajyhnx HOpMasHEX omepaTopa (M.K.H.0.) aKO 3a CBako t, s € ) BaxKu Ja

jo oy sty = ol
Hoxa3 napejae Teopeme ce moxke Hahu y [14, Teopema 2.2].

Teopema 1.5.3. 3a j.k.c. Pamuauje (A,)>2, u(B,)2, ouepatuopa na B(H) xoje cy m.%.H.0.
8adHCU

i A, XB,||| < (i A;An) X <§: B;;Bn> 2 : (1.5.1)
n=1 n=1 n=1

3a ceaxo X € B(H) u cee y.u. nopme |||-|||. Axo je Cy(H) ceuapaduran v X € €. (H),
onga cyma ca aese ciupane nejegharociu (1.5.1) Koneepiupa y mopmu WoT UGEGAA.

Cuenumjasino, y ciayuajy IllareHoBux mieasa, M.K.H.O0. YCJOB U3 IMPETXOJHE TeopeMe je
moryhe u3ocrasuTu, Tj. Baxku HapegHa teopema (Bugeru |15, Teopemy 2.1]).

Teopema 1.5.4. Hexa cy (An)02, u (By)52, nus06u opanuserur otepatiopa wa H waxeu
gajed o2 NALh|2+ AL R|2+ || Bohl|? + || Bih||* < 400, 3a csaxo h € H u nexa je X € B(H).
Taga je

<

1 X

i A, X B, i ApAx f: B:B,
n=1 n=1 n=1

Axo je X € C(H), waga je warohe u Y - A, XB, € Cx(H). Hogawmro,

00 00 p—1 00 00 p—1
<1304 (Z AnA;;> A,X 7Y B, <Z B;;Bn> B:l|  (1.5.2)
n=1 n=1 n=1 n=1

p

i A, XB,
n=1

p

3a ceako 1 < p < 00, 1ge snesa cyma koneepiupa y wopmu upocmopa C,(H) xag tog je
X € C,(H).

Hapesaa Teopema yormimnrasa mpeTxogHu pesyirar, Tj. Hejexnakoct (1.5.2). Mako hemo
KOPUCTUTHU CAMO JIUCKPETHY BEP3Ujy Y JAUCEPTAIMjU, HABOAUMO j€ U Y UHTETPAJHOM OOJIUKY
(kakKo je M M3BOPHO WMCKa3aHa u jjokazana y [16, Teopemu 3.3|).
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1.5. HEJE/IHAKOCTH KOIIH-IIIBAPIA U o-EJIEMEHTAPHU TPAHCDOOPMEPH

Teopema 1.5.5. Heka je p o-konauna mepa wa Q0 u nexa cy o, B: Q2 — B(H) crabo*
mepause 0.6. pynryuje, wakee ga o, A*, B, B* € LL(Q, u, B(H)). Taga, sa cse p,q,r > 1
waxee ga je % = % + % u cearo X € C,(H) saorcu

q—1 r—1
’ < \/ / a* ( / dﬂ%*du> A duX \/ / %( / %*%du) Brdul| .
P Q Q Q Q
p

Cueyujanro, kaga je i dpojawka mepa wa N, wj. y cayuajy kaga cy (An)oq, (A5, (Bn)s,
u (B)22, j.k.c. Pamuauje ouepamopa y B(H), saorcu nejegharoctt

/%X@du
Q

oo oo g-1 oo 0o r—1
<IN 4; (Z AnA;';> A,X 7Y B, (Z B;;Bn) B:|| . (1.5.3)
D n=1 n=1 n=1 n=1

p

i A, XB,
n=1

Uspas ca necue crpane Hejeanaxkoctu (1.5.3) je jako porodaran. Y3 moJaTHe IPETIOCTABKE
unBeprubnaHocTn oneparopa y - A, A% u > 2 BB, ysohemem oxrosapajyhe cmene,
Mmoryhe ra je 3HaYajHO yIPOCTUTH (JO/yIe Ha PAYyH U3pas3a ca JieBe CTPaHe HEjeIHAKOCTH).

ITocnemumna 1.5.6. Hexa cy (A,)5 1, (A5)2 1, (Bn)o, u (B, j.x.c. pamuauje ouepatuopa

n=1»
y B(H) waxee ga cy Y - A AL w2 BB, uneepliubusiu u nexa ¢y p,q,r > 1 wakeu
ga je % = % + +. Taga, 3a céaxo X € Cy(H) eavicu nejegnaroct

1

_1
(Z AnA;) q > A, XB, (Z B;;Bn)
n n=1 n=1

=1

11
2r 2

1 1
< (Z A;;An> X <Z BnB;;) . (1.5.4)
n=1 n=1
p p

JToxas. Ysemmio cumere C,, O, AnAjib)%q_%An u D, ™ B,(>2>, B:B,)> ", 3a ne N.
Nmamo na 3a cako h € H Baxku naje y - [|Crh|* < (D007, AnA:)é_l oo TALR|? < +oo,
na je dammimja (C,)>, jx.c. Canano, u davummje (CF)0 1, (D)2, u (D})%, cy takobhe

n=1» n=
j-K.C. 1 BaKe JeJTHAKOCTHU

i C,C* = (i AnA;;> o i ApAr (f: AnAjL> C <§: AnAZ)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Q=

|~

1
(g

n=1

N

11
> D;D, = (Z B;;Bn> > B;B, (Z B;;Bn)
n=1 n=1 n=1 n=1

oJlaKJIe CAeIn A je

q—1

y ic;; (i Onc;;> C,
n=1 n=1

* o0 i_% o0 l_é o0 2%1_% o0
=>4 (Z AnA;;> (Z AnA;;> (Z AnA;;> Ay = %Y Az A, (15.5)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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1.5. HEJE/IHAKOCTH KOIIH-IIIBAPIA U o-EJIEMEHTAPHU TPAHCDOOPMEPH

(1.5.6)

00 o] Lr_l o] 1_% 00 %_l
= %D _B. (Z B;;Bn> o (Z B;;Bn> (Z B;;Bn>2 ZB;; —

n=1

Konauno, npumenom uejegnaxkoctu (1.5.3) u3z Teopeme 1.5.5 wa damunuje (C,)5, u (D,,)2

u kopucrehn jegnakocrn (1.5.5) u (1.5.6) modujamo Tpazkeny nejegraxoct (1.5.4). O

Y nape;iaoj temu Haoaumo Komm-I1IBapiose HejetHAKOCTH 38 0-eJIeMeHTapHe orepaTope
koju nejersyjy Ha Cpu)(H) u €y p+(H) nneamnma (za Bume jeraba U JI0Ka3 BUJIETH [19,
Jemy 2.1.]).

JIlema 1.5.7. Hexa cy (AX)2,,(B,)>2, u (B2, jx.c. damuauje y B(H), nexa je P

n=1»
apouseomna c.H. Pynryuja u p = 2. Taga 3a cearo X € Cuu(H) sastcu
1 1 1
(o) o0 2 o0 2 [e.e] 2
> A, XB, < (DAl maxS (1> BiBa|| L|D BB ¢ IIXlge- (15.7)
n=1 o® n=1 n=1 n=1

Axo cy Pamuauje (A5 u (Bp)e2 j.k.c, Upu wemy je damuauja (B,)S, gogattino m.x. 1.0,
onga 3a ceaxo X € Co(H) savicu

i A, XB, i A, A*
n=1 n=1

1

2
<
q;,(p)

X <§: B;;Bn> 2
n=1

q)(p)
1 1
2 2

< X g - (1.5.8)

i AL A i BB,
n=1 n=1

Cauuno, axo cy gamunuge (An)oy u (By)2, j.x.c, tpu wemy je pamuauja (An) | gogatwno
M. K. 1.0, onga 3a ceaxo X € Co(H) saorcu

1
2

1
> A,XB, < (Z A;An> 2 x| Y BB,
n=1 q)(P) n=1 n=1

‘b(p)
1 1
o0 2 oo 2
<[Saal |5z,
n=1 n=1
Axo cy Ppamunuge (A,)5, u (B2, j.x.c. Wwakese ga je bapem jegra 0g UL M.K.H.0, OHJQ 34
cearxo Y € (‘3@@)*(7{) 6a91CU

(X gm - (1.5.9)

1 1
o] [e%¢) 2 00 2
Y AYB,| < (ZA:;%) Y(ZBnBZ>
n=1 oP)* n=1 n=1 P
o0 3 || 3
< DAL - DoBuB| Y llywr - (1.5.10)
n=1 n=1




1.5. HEJE/IHAKOCTH KOIIH-IIIBAPIA U o-EJIEMEHTAPHU TPAHCDOOPMEPH

Y cayuajy nneana Xuidepr-IlImurosux oneparopa, Koju je uctoBpemero oosmka Cg ) (H)
u € q)@)*(?-[), IIPETIIOCTABKE O KOMYTATUBHOCTHU U3 IIPETXOJHE TeopeMe je Moryhe m30CTaBUTH.
Burie neraba y Besu Hapease Jieme ce mory uahin y [18, Jlemu 2.1.]. OBze HaBogumMo camo
dopmynanuje cayuaja (al) u (12) HaBegeHe Jieme.

Jlema 1.5.8. (a) Hexa cy (AX)S, u (B2, j.k.c. amuruje otepatmiopa y B(H) u neka je
X € Cy(H). Taga Y" | A, X B, xonsepiupa y Xuabepli—IImutiosoj nopmu u 6asicu

1

2

(1.5.11)

1
S AXB| < || A4z - ‘X (Z BnBZ>
n=1 n=1 n=1

(6) Hexa cy (A,)22, u (By)22, j.%.c. pamusuje otepatiopa y B(H) u nexa je X € Co(H).
Taga Y>> | A, X B, xonseptupa y Xuabep—ILLmuiiosoj HOpMU U 6a9fCU

<
2

2

2

i A,XB, (i A;;An> X f: BB,
n=1 n=1 n=1

Jloka3 mapejme Teopeme, MCKa3aHe MPeKo TpaHcdOpMepa THIA YHYTPAIILEr IPOU3BOJIA
(T.y.r. Tparcdopmepa), moxke ce Hahu y [16, Teopema 3.1.].

1
2

< (1.5.12)

2 2

Teopema 1.5.9. Hexa cy (A,)5% 1, (B,)22; u (X)), nusosu otepatiopa y B(H) waksu ga
cy nusosu (A, | X170, u (U,|X,|°B,)%, y apoctuopy £2(B(H)), sa nexo 6 € [0,1], apu
wemy cy uapyujasne udomewpuje U, godbujene us woaapne gexomuosuyuje X, = U,|X,|, 3a
ceaxo n € N. Taga:

a) 3a ceaxo m € N saorcu

[l (S0 <1
k=1 n=1 k=1

TNl

<i An|X;|2_29A1*1> ﬁsl% <i B;|Xn‘20Bn> )

n=1 k=1 n=1

6) 3a ceaxo m € N u o > 0 saorcu

isg (f: AnXBn> < is,g (i An|X;;|2—29A;;> zm:s,g (i B;;|Xn|293n> :
k=1 k=1 n=1

n=1

6) 3a ceaxo o > 0 sasrcu youwierna Xeageposa nejegrarocti

e c.n. pynrkyuje P, Py u P3 3agosomasajy Hejegraroct

«

< . (15.13)

®3

S B, B,
n=1

- (64
> AuX;EA
n=1

i A, X, B,
n=1

i3] By

Dy ((sntn)nzr) < Pal(sn)nZr) - Pa((tn)nZr),

3a €6a%0 ()02 1, (tn)22 € Coo-

32
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Ba HumsoBe oneparopa A = (A4,)°, u B = (B,),, o-esementapuu oneparop X —
> | A, X B, xoju aejersyje Ha onrosapajyhem uneany ox B(H) (umm na nenom B(H)) hemo
oznagaBaTu ca &4 p. Taxkobe, axjynrosane nusose (A7), u (B))s2, hemo o3nagaBaru ca A*
u B*, penom. Teopuja o-eneMeHTapHUX OIEpaTOpa Ce€ MOXKE BHJIETU Kao CIEIHjaJiaH Caydaj
TAKO3BAHUX WMHTErPAJHUX TpaHcdopMepa Koju ce yBoje mpeko [esbdaHgIoBOr HHTErpaJa.
Hapeany Teopemy HaBOJMMO y TEPMUHHUMA O-eJIEMEHTAPHUX TpaHcdOpMepa, JOK je OPUTHU-
HasHO hopmysucana y |17, Teopema 2.1.| mpeko T.y.i. Tpancdopmepa.

Teopema 1.5.10. Hexa je ® upoussowna c.n. ¢pynwkyuja v (An)2, (A%, (Bn)X, u

n=1> n=1»

(BX)2, nusosu ouepatiopa xoju Uputagajy tpoctmiopy (2(Co(H)) Taga, sasice nejegnaroctiu

1 1
00 2 00 2
€4 BllB30-eatrn < || Y Andnll - {[D_ BiBa (1.5.14)
n=1 o n=1 P
u
1 1
oo 2 o0 2
1€a Blles ey < || D AnAn| | BuB; (1.5.15)
n=1 ) n=1 &

Y cueyujannom cayuajy xaga je A* = B (wj. xaga sascu ga je AX = B, 3a ceaxo ne N)
umamo jegraroctwu y (1.5.14) u (1.5.15), @j. easrcu

1€4,4- 1330z = 1Ea,a-(Dlle = || Y AnAy, (1.5.16)
n=1 P
u
HgA,A* Cox (H)—C1(H) — ZAZAn (1517)
n=1 P

Jloxas. Ipumemwyjyhu nejequakocr (1.5.13) w3 Teopeme 1.5.9, e je o = 1,0 = %,CI)l =®u
Py = &5 = @(2), JI0OMjaMo J1a BaxKu

iAnXBn < iAn\XﬂA
n=1 @ n=1 H(2)
= IS axea| IS BB <> Az | B 1X), (15.8)
n=1 Sllp=1 o n=1 Dllp=1 N

3a ceako X € B(H). Omaue mupektHo ciemu Hejeanakoct (1.5.14), Kao u jemHakocT
(1.5.16) koja ce mocrmzke Ha omeparopy X = I. Kako je tpancdopmep Ep a: Co+(H) —
C,(H) xomjyrosam tpamncdopmepy €4 p, Hejemmakoct (1.5.15) u jemmaxocr (1.5.17) cuene
U3 YNHeHUIE Ja KOHJYTOBaHU OIEpaTOpPW WMajy jeTHAKy HOPMY, Tj. Ja BaXKW jeTHAKOCT
||5A,B |3(H)—>€q>(7-t) = ||5B,A||€q>* (H)—C1(H)- =
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I''maBa 2

IlepTypOaliuje ejemMeHTapHUX
ollepaTopa reHepruCaHNX aHAJIUTUIKUM
dbyHKIIIjaMa ca MO3UTHUBHUM
TejiaopoBuM KoeduimmjeHruMma

2.1 IlpunpemHu pesyJjraTu

Y oBoMm moraBsby he SuTu mpescTaBbeHn pesyiararu odjasibenu y [21]. Ownm npejcra-
BJbAjy KaMeH TeMesball 3a paJl ca IepTypdalujaMa eJIeMeHTAPHUX OIEePATOPa T'€HEPUCAHUX
AHAJUTUIKAM (pyHKIIjama. l3j1arame MOYUHBEMO jeJITHOM OMTHOM TEXHUYIKOM JIEMOM, KOja
omoryhaBa padyH ca HaBEJIEHUM IEePTYpOaIjaMa.

JIlema 2.1.1. Hexa je X € B(H) u nexa cy (A2)0, (Bn), (CH)22, u (D)2, j.x.c.

n=1»
pamuruje y B(H), waxse ga je A, C, = C, Ay, u By, D,, = D, B, 3a ceaxo m,n € N. Taga,
Kopuctiehu myatiu-ungexcne cxpahenuue My el (ny,---,n) € N* u A, = Hle A, el
A,, -+ Ay, sasicu ga je 3a cearo m € N

WK

(

An®Bn)mX . (i Cn®Dn)mX
n=1

1

I s
—

oo

m—k—1,2 B
( 3 An®Bn> (; Cn®Dn> ;(A,@Bn — C,®Dy) X

k=0 n
m—1 00
- Z Z Anm—k—lan®anBnm—k—1Z(An®Bn - Cn®Dn)X (211)
k=0 (ny—g—1,m5)eNm—1 n=1
m—1

> An,, Cn, i(AnXBn ~ C,XD,)Dny B, , ..

(k1,75 ENM—1 n=1

bl
o

Axo cy, ¢ gpyie ctpare, (A,)0 1, (B2, (CL)e, u (D), jk.c. pamuauje y B(H), onga

n=1’ n=1»
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je

(> aea,) ) (Z @0, ) (1)
n=1
m—1 0o

- Z A:"mfk—lc’;;k Z(AZAW« - C;Cn)cnkAnm,k,N (212)
k=0 (1 _g—1,m)EN™1 n=1
( B,®B: ) (ZD ®D*>
n=1
m—1 o

- >, Bu.,.D.> (BB;,—D,D;)D; By . . (2.1.3)
k=0 (np_g—1,nE)eN™—1 n=1

Jlokas. Jla ducmo mokasanu jexanakoctu y (2.1.1), mpumernmo mpBo jJa ¢y TpaHcdopMepH
=2 A®B, uF =32 C,®D, mehycobrno komyrupajyhu u na 3anososbasajy
JETHAKOCTH

gm = anEN"L A’I’Lm@Bnm? Fm — znmeN'm Cnm®Dnm, (2.14)

3a cBako meE N, kao u

Em—F" = Zsm’flg F)F Zsm“f’f(s F)
k=0 k=0
m—1 00
=y > An,, Cn®DpBn, > (A,8B,—C,@D,). (2.15)
k=0 (ny_j_1,mp)ENT—1 n=1

[Tpea jemnakocr y (2.1.5) ce mokasyje IUPEKTHO WHIYKIHJOM, JOK IOCJIE/Eba CIEIN W3
dopmyna (2.1.4). Jlakme, npumenom dopmyaa (2.1.5) wa X € B(H) modbujamo dopmyry
(2.1.1). Takobe, dopmyse (2.1.2) u (2.1.3) upescraBbajy cnenujante ciaydajese Gopmyiie
(2.1.1), uume je qOKa3 3aBPIIIEH. O
Hedbunnunuja 2.1.2. Axo je U c.H. dyskmuja u ako cy A = (A,)52,,B = (B,)X,
dbamunje y B(H), onga ca 74 pw (OIHOCHO 74 g ) O3HAYABAMO CIIEKTPAIHU PAJH]yC Orpa-
andenor tpamcdopmepa » - A ® B, u3 Cy(H) y Cy(H) (ommocuo uzs B(H) y B(H)).

def
Takole, kopuctuhemo n ynporrheny o3HaKY 74w = TA+Aw-

Hexke mporniene cnekTpajHuX pajujyca 14 gy Cy JaTe y

JIlema 2.1.3. Hexa cy ®,V c.n. dynxuuje, p = 2 u (A,)22 1, (Br), damuauje y B(H).

n=1»
(a) Axo cy (An)0, u (B;;)nzl J.K.Cc. pamuiuge, onga 6asicu

m
TA o = lim E A:L A y T'B* o = lim E Bn B:L N (216)
m—00 m m—00 m
nmeN™ nm,eEN™
1 1
2m
r <\/T A= \/TBye~ = lim E Ar A lim E B _ B’ 2.1.7
A,B,‘I’ ~X A,Z B ,Z o0 Ny N Moo n MNm Y ( )
n,EN™ n,eN™

(al) axo je ¥ := (' (xaga asice jegnakocu o pn = limmﬁooHZ AnmA’;LmHI/m UTrpep =

hmm%oo HznmeNm B:LmBnm Hl/m)7

nmEN"L
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(a2) axo je U := & u bap jegna og Pamuuja (A,), uau (B2, je m.k.n.0,
(a8) axo cy (obe) pamuruje (An)o2, u (Br)2, M.K.1.0;

2m 2m
TA,BY <A/T A - \/TB*goo— 11m ZAnm . n%l_rgo ZBnm o |l (2.1.8)
n,EN™ n,EN™
axo cy (AL)>°, u (BE), j.x.c. pamuruje u
(61) W := (2,
(62) ¥ := ®"” u axo je gogaiino (Bp)2, jegha m.x.1.0. damuruja;
21
TABWSA/TA '\/TB,zoo:n}Jig;O ZA:,mAn 7%51010 ZBnm || (2.1.9)
nmEN™ n,eEN™
axo cy (An)22, u (Bn)22, j.k.c. Pamuruje u
(61) W := (2,
(62) U := ®"” u axo je gogatuno (An,)02, jegna m.%.n.0. pamuaugja;
2
raBw<y/Tan /o= = lim > A, A n}gréo > B, B, | (2.1.10)
n,EN™ n,EN™
axo cy (AL)2, u (Bn)22, j.x.c. amusruje u
(1) ¥ := (.
Jloxas. Hdokas npse dopmysie y (2.1.6) ce 3acHuBa Ha jeJHAKOCTHMA
o0 1
Tagpe = lim H (Z AZ@AQ = lim H ZA*@A H
1
= lim %mAnmA , (2.1.11)

rze je apyra jemnakoct y (2.1.11) zacroBana Ha dhopmysu (1.5.16) y Teopemu 1.5.10, g0k je
nocsema jennakocr y (2.1.11) sacHoBana Ha npumenu upse dopmyrne y (2.1.4) Ha map
bavmmmja ((A5)5 1,(An)72°:1) ymecro ((An)52y, (Br)S2,). Onasue Takobe cienm u Basm-
aHOoCT apyre dopmyre y (2.1.6).

Camano, dopmyna y (al) crean u3

-t ool

rap = lim H (i A;®An)
n=1

e B(€1(H)
= lim || Y A, AL || (2.1.12)
m—0oQ0
Ny EN™

rae je apyra jennakocry y (2.1.12) sacuoBana Ha dopmysn (1.5.17) y Teopemu 1.5.10, mok
nocsesa jeaaakoct y (2.1.12) cieau u3 cuenmjassor ciaydaja B := A* y dopmynu (2.1.4).
[Tpumenom dopmyie (2.1.12) wa damuaujy (B)>2, ymecro (A,)22, nodujamo dhopmyity

— 13 *
Tpe = My, o HaneNm B;, B, ||

37



2.1.

HIPUIIPEMHU PE3YJITATH

Ha ducmo nokazamu wejennakoct (2.1.7) y cayuajesuma (al), (a2) u (a3), KpeHUMO O

IPOIIEHA
2 o .
rapy = lim

<

< lim

m—ro0

< lim
m—00

<; An@Bn) B(qu,(?-[)) o
<<n21 A;Z@An) (I)) ® <<n21 Bn®B;> (I)) e (2.1.13)
<°° AZ@An) | ’ (i Bn®BZ>m(I W= ram vy (2.114)

e je Hejennakoct y (2.1.13) y cayuajy (al) sacuoBana wa Komu—IIIBapiioBoj Hopma HejeHA-
koctu (1.5.2) y cayuajy p := 1 u3 Teopeme 1.5.4, y ciayuajy (a2) je 3acHOBaHA Ha HEjeIHAKOCTU
(1.5.10) y Jlemu 1.5.7 m y cayqajy (a3) je 3acnoBana Ha Hejennakoctn (1.5.1) y Teopemn 1.5.3.
Hejemnakocr y (2.1.14) je 3acHOBaHA HA CBOjCTBY CUMETPHUYHOCTH Y.U. HOPME, JIOK jeTHAKOCT
y (2.1.14) cneam u3 dbopmysa (2.1.11) u (2.1.6), mrro cBe 3ajenHo noka3yje nejeaunaxoct (2.1.7)

y ciaydajeBuma (al),

(a2) u (a3).

Hoxkas nejeauakocru (2.1.8) ce ociiama Ha TPOIEHE

lim
m—00

2
TA,B,w
lim

m—r0o0

lim

m—r0o0

<; 4,58, B(Cu ()
((; A,04;) ([))1 HI@ <(; Bn®B;1> (I)) e (2.1.15)
( Y A”®AZ> (I)Hm‘ (f: Bn®B7t>m(I) E: T Ax goo * T Bx oo, (2.1.16)

ryie je Hejeqnakoct y (2.1.15) y cayuajy (61) sacuoBana wa Komu—IIIBapiioBoj HopMma HejeHA-

koctu (1.5.11) w3 Jleme 1.5.8, nok je y caydajy (62) sacHoBana Ha Hejemaakoctu (1.5.

8) y

Jemu 1.5.7. Hejenmaxoct y (2.1.16) je mOHOBO 3aCHOBaHA HA CBOJCTBY CHMETPUIHOCTH Y.H.
HOpMe, JIOK jefHakocT y (2.1.16) coeau u3 dopmyna (2.1.11) u (2.1.6).
Comano, nokas Hejeanakoctu (2.1.9) ce ocsama Ha MPOIEHe

lim

2
TA’B’\IJ m—00

lim
m—r00

lim
m—0o0

<

n=1 B(Cy(H))
((Z A;®An) (I))2®I ‘ ((Z B;;®Bn)m(1)>2 " (2.1.17)
n=1 B(Cy (H)) n=1

(Z A;;®An)m(1) H . H (g B,’;®Bn)m(1) H i P Ao - 7B o, (2.1.18)

rye je nejepnakocr y (2.1.17) y cayuajy (81) 3acnoBana na Komu—IIIsapiiosoj HopMa HejeHa-
koctu (1.5.12) u3z Jleme 1.5.8, 1ok je y cayuajy (B2) 3acHoBaHa Ha Hejemnakoctu (1.5.9) uz
Jleme 1.5.7. Hejemnakocr y (2.1.18) je moHOBO 3acHOBaHA Ha CBOjCTBY CHMETPHYHOCTH Y.H.
HOpMe, JIOK jefnakocT y (2.1.18) caeam u3 dopmyra (2.1.11) n (2.1.6).
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Konauno, nokas uejeanakoctu (2.1.10) y (1) ce ocnarma Ha

m

T’ABKOO = hm H ZA ®B

() (S|

rze je mejeauakoct y (2.1.19) sacnoBana na Komu—IIIBaprosoj Hopma Hejennakoctu (1.5.2)
y Teopemu 1.5.4, nok jempnakoct y (2.1.19) ciean uz dopmysa (2.1.11) u (2.1.6). O

B(B(H
1
2

2
— TA*,EOO . T‘B’goo, (2119)

Jlema 2.1.4. 3a nus (cm)p—g y [0,+00) u R > 0 warse ga je Y~ cnR™ < o0,
gedpunuwumo dynkyujy f: D0, R) — C: z +— Y °_cpnz™ u nexa je ¥ apoudeosna c.n.
dynryuja. Axo je rppv < R 3a nexe gamuauje E = (E,)X, u F = (F,)>,, onga

f(zzo:l En®Fn) cCy(H) = Co(H): X = > 7" _cm (Zle E,.@F,)" X gedunuwe jegan ompa-
nuuen wpanchopmep na Cy (M), wuja nopma sagosomasa tpoveny || f(Xor | E,QF,) ||B(eq; 20) S
P cmHZZO:lEn®FnHZ(%(H))< +00.

Cueyujanrno, axo cy E* := (EX)°2, u F := (F,)2, j.%.c. pamuauje y B(H), waxse ga
je max{rg: g, Tppeo} < R wauw max {||3oc, E,Exl], |30, FiF,||} < R onga sascu ga cy
FOw E,QF), f(Oor, Fr®F,) u f(>or, E,®F,) gobpo geunucanu (xao) otparnusenu
wparcgopmepu 1a B(H).

Hokas. Yenos rppy < R nam maje > - ocmszoﬂ En@F””g(e\p(H)) < +00 U alCOJIyTHY

KOHBEPIeHIINn]y O f(zn | EnQF, ) = > o o Cm (Efle En®Fn)m, OJIaKJIe CJIEIU TPaYKeHa,
IPOIeHA.

Ha ducmo onpaenamm 106py gedunncanoct uspasa f (> o, E,QE%) u f(> o Fi®F,)
IOJ] YCJIOBOM MAaX{T g+ poo, Tpyee } < R, IPEMETHMO Jia IOCTOjU IPUPOJAH OPOj 1M, TaKas Ja
je max{||(>r, En®E;:)mHB(B(H», 1>, F;@Fn)mHB(B(H))} < R™ 3a cBako N 3 m > m.,
oakie ciemu aa peroBu Yoo Cu (S0 B @EN)" u Yo cn (3o, Fi®F,)" kousepru-
pajy amncosnytao y B(H), ma 0da pena kouseprupajy y mopmu mnpocropa B(B(H)). Cauuno,
KaKoO je 7p o < R Ha ocuoBy Hejemnaxoctu (2.1.10) u3z Jleme 2.1.3(x), onasae cirenu na je
f (Zzozl En®Fn) J100po JlecbuHMCaH Kao orpanuydeH tpancgopmep Ha B(H).

Oso je Takobe ciydaj ako je max{”ZZO:l E E* ,||ZZ°:1 F;FHH} < R, y KoM ciydajy

1 1
je HZZOZIEn@FnHB(B(H» < HZZOZIEHE;‘L ZHZZOZI E’anH2 < R, omakie cieau na je pen
S o em(Dome, En®Fn)m Takohe amncosyTHO KoHBepreuTtan y mnpocropy B(B(H)), na cy u

mwspasu f(> 7 E,QF,) u f(O. 7 E,QFE), f(O.°°, Ff®F,) nodbpo nedunucaxu. O
Jlema 2.1.5. 3a nus (cn)X_y y [0,400) u R > 0 waxse ga je Y .- cnR™ < 00,

gepuruwumo dynxyujy f: DO, R) — C:z — >0 ¢,2™. Aro cy A == (A,)2, u C :=
(Cn)22, jk.c. Pamunuje wakse ga je A,,C, = C Am 3a ceaxo m,n € N u saoxcu ga je
max{ra e, reee} < R uau max {||>07, ArA S, CrCL|} < R, onga je:

(a) (Z A0 )T - f (i CrC, ) (1)

co m—1 00
=y Y S A, Ch > (ALA, - CiC)C, A, >0, (2.1.20)
m=1 k=0 (n;,_p_1,m4)ENT1 n=1
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axo je Y " AYA, =3 CrC,;

(6) (ZA*@A ) (\/_®\/_+ZC*®C )
(Z CrC, ) (1 +Zcm<Dm+Z (Z O*®C> D)
(

> f Z (Jj;@()n) (I)+ f(D) — f(O)I, (2.1.21)

ako je Y ALA, —> 2 C:C, = D > 0, e je D ouepatiop Koju KOMYWUpa ca c6uM
eaementiuma pamuauge (A,)o2, U (Cn)22,. Axo je, gogawmmo, Yy - A*A — > > C:C
unseptiudbusaH otepatiop u [ Huje Koucanra ynkuyuja, onga je u f (220:1 A;@An) (1) —
F(3o0, CrC,) (I) marole uneepmudunan;

@ | aa)-s(Xae)

oo m—1 00
=3y YA, Cnld (A4 -CiC)|CL A, L (21.22)
m=1k=0(n,,_j_1,ng)eEN"—1 n=1

aro ¢y (An)22, u (Ch)2, gogatino m.x.1.0. Pamuauje (bes upewnocwaske » - A% A >

Z;:,O:l C:; Cn) :

oxas. Uspasu f(D o0 Ar@A,) u f(3r, Ci®C,) cy m0dpo meduHACAHN O, HPETIOCTa~
BKOM MAax{7 4 s, oo} < R, Ha ocHOBy Jleme 2.1.4. JTokaz dopmyre (2.1.20) ce ocnama Ha
cireehn HUA3 jeTHAKOCTH

~
N\

) A* ®A ) (I) — f(i C;‘;@Cn) (I)

cm(<ZA*®A> (ZC*@C) )

—

[
M83

m=1
0o m—1 00
=) cm > A L Ch Y (AA, - CiC)C, A, L (2.1.23)
m=1 k=0 (nm—kfl,nk)ENm_l n=1
m—1

3 cm’<z (434, ~ GO oA, >0, (2.1.24)

1 k=0 (n,,_g_1,mx)eNm—1

I
M 3
(S

3
[

rje apyra jeaHakoct y (2.1.23) caemu u3 jemnaxkoctu (2.1.2), mok je jemmakoct y (2.1.24)
nocjeauna nosurusHe gedunurHOocTH oueparopa y o (A*A — C*C)), kao u gedunuuje
mostysa oneparopa y B(H).

VY3 mokazany dopmymy (2.1.20), npuMeTnmo na je npsa HejenHakoct y (2.1.21) mocaenura
dbopmyie (2.1.20), npumersene Ha j.k.c. bammnujy (C,,), ymecro (C,,),, rae je Co :=+/D.
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Hausbe,
f (i CroC, +x/5®x/5) (I)

n=1

=col + i Cm i (ﬁ)( O_o C,’;@Cn)k(@@\/ﬁ)m‘k(f) (2.1.25)

m—

—al 3 (D7 ()X Cec) () (L e, )

k=1

> (3 i, ) (1) + f(D) = FO)L, (2.1.26)

rje jeaqHakoct y (2.1.25) ciaenn u3 npumene dunoMHe hopmysie, MpuUMermeHe Ha MehycoOHO
xKomyTupajyhe Tpamchopmepe Y00 C¥*® C, u /D ®VD. Hejenrnakoer y (2.1.26) je maka
nocseuna jeanakocrn (Yoo, C;@C’n)k(Dm_k) = meent On D™ *C,,. > 03a cBako m € N
u csako N> k < m.

Ako je, momarmo, » 0 A*A — > CrC, mnosuTuBHO JeUHUTHO M HHBEPTHOUIIHO,
IIa THMe OrPaHHYEHO 010310 ca D := 6, 3a neko § > 0, onua je f(d 0, Ar®A,)(I) —
F(O0, CroC)(I) = (F(0) — f(0)I, te je f(6) — f(0) > 0 xax rox f HHje KOHCTAHTHA
dynxmmja, omake cuemu ga je f(Y oo Ar®A,)(I) — f(> e, Ci®C,)(I) naBepTHOMIHO ¥
OBOM CJIy4ajy, IITO je Tpedasio U JOKA3aTH.

Ba oka3 jena (B) umamo jia je

( f (g:l a4,) - f (i:l c;;cn>>2

oo m—1 00 2
ZZ Z CmA* —k—1 nkZ(A*A C*Cn)cnkAnmkl)
=1k=0(n,,_r_1,n))ENm—1 n=1

-y Yy ¥ > ey G4, cio)
=1

m,j=1k=0 =0 (Mp—k— 1nk)€Nm_1(l]- i— 1l')€Nj71

XCliAljfifl Mo —k— 1 (ZA*A _C* n>anAnmfk71 (2'1'27)

. :
_ WE * *
= E E CmCiAn, AL Cn, O

m,j=1k=0 i=0 (n,, j_1,m,)ENT1(L;_;_1,l;)ENI~1

X (i ACA C:Cnfc‘li%Al“l

N (2.1.28)
n=1
oo m—1 o] 2
(ZZ S A, ChD (4ArA-CrC) anAnm“), (2.1.29)
m=1k=0 (n,,_r_1,n,)EN™—1 n=1

mro jokasyje dopmyiay (2.1.22). Osxe npsa jeanakoct y (2.1.27) cienu w3 jegHakoctu y
(2.1.23), jemmakoct y (2.1.28) je mocjeauria OINIITe KOMYTATUBHOCTUA CBHUX OIEPATOPA KOjU
yUYecTBYjy y U3pasy, JoK ce jemHakocT y (2.1.29) mpoBepaBa AMPEKTHO HA UCTH HAYUH KO 1
napyra jegnakoct y (2.1.27). O
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2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

2.2 TI'smaBHU pe3yJTaTu

Hedunnnuja 2.2.1. 3a anamuruuky dyukiujy f(z) := >~ ¢,2™ ca Ry hiemo o3nauaBaru
ikt

HeH pa/Iujyc KOHBeprenuuje. 3a TpuronoMerprjcku nomaom 1: R — C: t— Y7 age™,
. d

rae K € No u {ap}i__, je un3 y C, nedunummno fr(z) 2f Yo _gemT(mt)z™ 3a cako t € R

u |z| < Ry,

K K [oe]
Kaxo je Gy(2) def Yo = > Yo ez = 3 T(mt)z™ (sa |z < 1)
k=—K m=0

k=—K =
paruonanHa QyHKIUja 3a cBako t € R, dyrknuja fr; ce Moxke BHIETH KaO KOHBOJIYIINOHU

npoussoy f * Gy. Ilpumernmo rakobe na je |¢,,T'(mt)| < |cp| maxgooq |T'] 32 cBaxo m € N,
omakJje ciueau na je Ry, = Ry.

Hatomena 2.2.2. Ba anamuruaky yskuujy f(z) = Y ~_ cn2™, cBako a, 3 € C u npons-
BOJbHe TpUroHOMeTpujcKe mmosuaome 1 u S Baxku ciiesiehe ¢BOjCTBO JTMHEAPHOCTH:

for+pst(z Zcm (T + BS)(mt)z" = afri(z) + Bfsi(2) 3a cBako t € R. (2.2.1)

m=0

Kako je mokazano y [19], caka dyukmmja f ca HO3UTUBHUM KOeMUIMJEHTHMA HAM Jaje

cienehe wernpn dyuxmmje nedbunncane 3a |z| < Ry ca fu(2) «f f(— u fon(2) et

M, Koje Takohe mMmajy mosuTuBHE Koeduimjente, u (yHKIH]je fc(z) = %ﬂw) "

fs(z) = = % ca agrepuupajyhum koedunumjenruma. OBe detupu GyHKINjE U HUXOBE

JMHeapHe KOMOHMHAaIUje ce Takohe MOry BHJETH Kao IpuMepu fr; QyHKIMUja yBeseHHX

y Hebununujy 2.2.1 3a oxrosapajyhm u3dop tpuronomerpujckor mogumHoma 1" u t € R.

Hanve, kopucrehn muenrnrere f(z) = fiz(2), f(iz) = Yo _gcmi™z™ = Yo cme ™2 2™ =

fcoerisin,%(Z)? f(—Z) = Z;j:()cm(_l)mzm = Zx:ocm COS(2m%) fl 2sin?,% u f(—ZZ) =

> o o Cm(—8)2™ = > 0 Cm€ MM = o isin,T, 33j€JIHO CA CBOjCTBOM JIMHEADHOCTH

(2.2.1) nmobujamo crenehe frz penpesentamuje bynkmmja: fon(2) = freos2,z(2), fon(z) =
72

f25in2 ( ) fc( ) fcos,g( ) fs( ) fsm,g( )

Teopema 2.2.3. Hexka je (¢p)50_, nu3 y [0,4+00), f(2) = > oem2™ u R >0, wakeu ga je
S emR™ < 400, umneka cy T: R — C:t s S ape™ u S: R — C:t s S beilt
WPUTOHOMETLPUjCKY Toaunomu 3a Heke K, L € N, u t € R. Hexa je jow X € B(H), nexa cy

A= (A,)°,,B = (B,)>2,,C := (C,)°, u D :=(D,)>2, damuruje y B(H), waxree ga je
A,C, =C,A, u B, D, = D,B,, 3a ceaxo m,n € N, p > 2 u nexa cy @,V c.n. pynxyuje
waxee ga Yy - (A, XB, — C,XD,) € Cy(H).

(a) Axo cy A, B*, C’ u D* jaxo neagpaumo cymaduare, Wyg. 6aHCU maX{HZ A*An”,

Hzn 1 B, B, H} < R uau max{ra g, rp«peo, T oo, ’I“D*goo} < R,

n:1 n=1
OHGa UMAMO §a jJe ’Z (A*A - CC )‘ (fTSt(Zn 1ARDB, )X—fTS,t(anlc’n@Dn) X) X
>0 (BB, — D,D;)|* € Cy(H) u:
Z (454, - CC,) <fTSt<Z A,®B >X fTSt(Z Cr®D > >
n=1 n=1
n=1 v
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N

) (S|
n=1 n=1
X fS’S,t (f: BnB’;kL> - fS'S,t (i DnD:z> '
n=1 n=1 v

> (A.XB, - C,XD,)
n=1

(2.2.2)

(al) axo cy gogawno A, B*,C u D* m.k.1n.0. Pamuruje;

X

(a2) axo je

o0

n=1

: ( TS, (i An®Bn>X — frsy (i Cn®Dn> X)

1

n=1

v
i n Bn - CnXDn)
1

fTT,t(niole:zAn> fTTt(Z ) -
fose (3 BOBE) (1) = Fsse (X 22D D)

(p)* . — o0 * * .
U= " | damuauge A,C cy gogatuno m.x.m.0. u y o (B,B:—D,D:) je

1

2

, (2.2.3)

UONY-gePUHUTIHA;

N

X

00 1

>4, = G50 (1rse( 3 A0B) X = frsa( 3 Cuo,) )
f:(BnB;; —D.D}) :

1
2

fTT,t(iAq*m@An) fTTt(ZC ®C>
n=1

fS’S,t (i BTLB:L> - fS\S’,t (Z DnD:L)
n=1 n=1

i A,XB,— C,XD,)

: (2.2.4)

(a3) axo je U := " pamuiuje B, D cy gogatino m.x.1.o. u Yo (AXA, — CiC) je toay-

gepunuitina;

N

(44, - G0, ( rse (D AnBa) X = frso( Y CasD,) X)
n=1 n=1 n=1
n=1 N

n)

fTT,t(iA,t@A (D) fTTt<ZC*®C )|
Fose (S BB D) ~ fuso (3 Dn®D:;)<I>

: (2.2.5)
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2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

(a4) awo je W 1= 01 (i, |-y = [-|h) u ofia Y2, (A7 A, — C5C,) u 5, (B,B; — D,Dy) cy
WONY- JEPUHUTTHU.

(6) Axo cy Pamuauje A*, B*,C* u D* jx.c. waxee ga je ouepawmop y - (A, A% — C, C)
CWPoTo UOAY-JePUHUTUAH U 6aHCU §a je MAX{T Axgoe ,TErgoe ,Tupeo , Tpueo) < R uau je
max {||>07 | A, Az | ([0 BuBi|l |0, C.Cxlls (|20, DD} < R, waga je waxobe

n=1*“"n""n n=1~-"n>-"n
1
(fros(CniAn®Bn) X — frsi(3 ol Ca®Dn) X) 3002, (B, By — D, D;,)|* € Cu(H) u santcu:

x (fTS7t<iAn®Bn> X - fTS,t(i CuD,) X)

2

Frea(3 AEA)D) ~ Frra(3 D

1
2

= v
<[> a4 - e h S (A.XB, — C,XD,)
o= =
x fg&t(f; B,@B,)(I) - fg57t<i D,&D;)(I) : , (2.2.6)
n= n= w
(61) avo je W = £ (wj. |o = ||2) Pywwuuja frp, nuje woncuaniana u ouepatiop
S (B,B; — D,Dy) je tioay-gedunuinan;
(fTs,t(il A,®B,) X ~ fTS,t(il Cn®Dn>X) il(BnB; ooy
n= = = v
< (3 An02)D) = frns (3 Cusci)en E
o[ g rr—eyes K S (4,XB, - C,XD,)
o o
x fssﬂf(i1 B,@B)(I) - fssﬂf(f:l D, D)) i (2.2.7)
n= n= v
(62) axo je W = (2 u ouepainop Y0, (B, By — D, Dy) je woay-gepunuiian;
‘ fraa( e ) a3 Cun )|
x (fTS,t(iA@Bn)X - fTS,t<ilCn®Dn> X) il(BnB;; —D,D;) :
= = = v
<[> a4 - e h S (4.XB, — C,XD,)
= =
x| fase <§:1 B,B;) ~ fssu( Ool D,D;) : , (2.2.8)
n= n= w
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2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

(63) axo je ¥ := Q(p), bynxyuja frry nuje konctaninag u pamuaruje B u D cy gogatino
M.K.H.0;

N

NE

<fTS,t (i An®Bn> X — frsq (i C'n®Dn> X>
frrs (i A@A)D) = frrg (i C,C3)(1)

1

3\

T
Il

N

x i(AnA; e f: A XB, — CoX D))
n=1 n=1
< fsss (X B.By) — fsse (D03 (229)
n=1 n=1 N}

(64) axo je W := "y damuauje B u D cy gogatirno m.x%.m.o.

(6) Axo cy damuauje A,B,C u D j.x.c. waxse ga je ouepatiop y . (BiB, — D:D,)
CWPOTO TWOAY-gePUHUTAH U 6adHCU ga Je MaX{T A g, TR oo, TC oo, Tpy=} < R uau sasrcu ga je
max {[| 325, A, 15252 BiB L [0 CiCul 202 DiD, ||}y < R, waga je manobie u

\ZZO1 (474, - CC )} (frse(>om14,@By) X — frss (3o ,Co®D,) X) € Cy(H) u savrcu:

o0

Y (4;4, - CrC

n=1

<[t (X Bio )0~ fosa (3 D300

(TSt(ZAneaB )X - fm(Zo @D,) )

1
2

Y
<||rr (S aoa) 1) (X Cre0, )| S (4X B, ~ 0, XD,)
n=1 n=1 n=1
x i(B:;Bn —D'D,) L (2.2.10)
n=1 N

(61) axo je W := *, pynkyuja fss, nuje Koncmantma u otepawop y - (AxA, — C:C,) je
UONY-GEPUHUTLAH;

§;<A*A _cro) (fTSt(zA,L@B)X fTSt(zcn®D>X) w
< s (S Biom 1) fosd( Diom ) :
x fTT,t(ni;A,t@A) fTTt<ZC*®C> éiA XB,— C,XD,)
x i(B;‘;B_n—D;;Dn) E , _ (2.2.11)
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2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

(62) axo je ¥ := (% u ouepawmiop Y o (AXA, — C:C,) je tonry-gedunuitian;

( TSt(Z A,RDB, >X fTSt(Z C,2D )X)

_1

2

(e o]

> (4:4, - CrCy)

n=1

x| fss (f_oj B.B,) - fss. (E_j D;,D,)

v
< fTTt<ZA*®A ) I)— fTT7t<§C;®Cn>(I) ;i(AnXBn— C, X D,)
X f:(B;;Bn—D;;Dn) - , (2.2.12)
1 v
(63) aro je W := OV, dynwyuja fss, nuje xonclianting u damuauje B u D cy gogatumno
M H.0;
i(A*A —cicy) <fTst(ZAn®B )X - fTSt<ZCn®D>X)
p v
< f@S,t(i BZBn> — fasu (Z_; DZDn> :
x fTT7t<§;A;§®An>(I) - fTT7t<§:lC,’;®Cn>(I) %i(AnXBn— C,.XD,)
x i(B;Bn—D;Dn) E , (2.2.13)
— v

(64) axo cy ¥ := " y pamuruje B u D cy gogatwino m.x%.H.0.

Jowas. Oedummmmo Ag, (B, F) E | frp, (X5, Bi0E,) (1) — frr (X0, Fi®F,)(I)| u

def 00 * 00 * . .
Afgs’t(E,F) = ‘fSS,t(anlE QF )( ) — fSSt(En | FX®F, )(I)} 3a j.K.c. ammimje omepa-
topa E = (E,)>, u F = (F,)%,. YKOJIHUKO cy d)aMI/IJII/IJe E u F nomaTHO M.K.H.O0, IMaMO

Aa axu jenmaxoct Ayg (F, F) ‘fTTt(Zn VELE) = frry (Yool FXF, )}

IIpBoO, puUMETHMO Ja MO 61/1J10 KOJUM Off yCJIOBa max{r g, rprpoe, Topee , T} < R
W maX{HZZO JARA || ||Zn B, B;; Hzg‘;lc;;c H Hzn D, D; ||} <R xoju ce nojasimyjy
y (al)-(ad) rpaunccopmepu fTTt(Zn 1A7*1®An) 7fSSt(Zn 1 B,® ) fTTt(Zn 1C*®C)
fas:(> oy D,®D;) cy orpanndenn na B(H) na ocroBy apyror nena Jleme 2.1.4. Comramo,
frst (Zf;l An®Bn§ u frs: (Zf;l C’n®Dn) cy orpanunuenu Tpancdopmepn Ha Cy(H) y ciyua-
jeBuma (al)—(ad) na ocuoBy Jleme 2.1.4 u nejennakocru (2.1.7) uz Jleme 2.1.3.

Hoxkaz nena (al) ce 3acuuBa Ha ciejelieM HU3Y jeHAKOCTU U HEjeTHAKOCTH:

i(A*A _ce) <T5t(ZAn®B )X fTSt(ZCn@)D) >
X i(BnB;; — D, D)) ’
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2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

=D (44, - CiC Z Z Z S(mt) (2.2.14)
n=1 n=1 k=0 (n,,_g_1,m,)eNT—1
> 3
X An, . ,Cn (A XB, — C,XDy)Dp, B, . ,|> (B,B;—D,D;) ‘
n=1 v
oo m—1 00
(Z > > enlTmt)P4;,  Ch) (434, - CiC,) (2.2.15)
m=1 k=0 (n;,_—1,m4)ENT1 n=1

% 0o oo m—1
ankAnm“) > (4. XB,— C,XD,) (ZZ > cnlS(mt)P

n=1 mlkOnmklnkEle
1

2
* *
an BnnLkl)
o0

Mgy

(o)

n=1

x B D,

Mm—k—1

k=0 (1 _1,mp)ENM—1 n=1

cm|S mt)|? Z Z

k=0 (n,_k_1,nk)ENm—1

1
2

XCp, A

Mm—k—1

> (4, XB,—C,XD, )
n=1

B, ankZ (B,B; — D,D;)D;, B,

n=1

m—k—1

Z_ el T(mt)|? ((Z A;;®An)m(1) _ (i c;;®cn)m(1)) :

x Y (A,XB, - C,XD,)

n=1

x i: Cn|S(mt)? ((i B,2B;) (I) - (i Dn®D;)m(1)> :
IS A2 - (i )|
<t Bo) (0 - s (S D.202) 0

| A7 (AP (AX B, — CuXDy)Ag, (B, DY)
n=1

(2.2.16)

N4

i(A XB,— C,XD,)

1
2

\\

. (2.2.17)

Jennakocr y (2.2.14) je zacmoBana nHa dopmymu (2.1.1), mok je nejemnakoct y (2.2.15)

sacHoBana Ha Komm—IIIBaprioBoj Hopma Hejemnakoctu (1.5.1) uz Teopeme 1.5.3, npumermeHoj
1

Ha M.K.H.0. (phammimje A := (,/cmT(mt)‘Zzozl(A;‘LAn— C’:;C’n)| 2Anm_k_10nk) 1<m0<k<m—1, H

(nm—k—lank)eNM7l

1
= ( /_cmS(mt)Bnm_k_ank|22°:1(BHB;; — DnD;;)y?) l<m0<k<m—1, , yMecTo Ha (A,), n
(nnz—k—lvnk)eNm71

(Bn)2,, peaom, mTo je mocaeamiia dumeHnie na je dammmja (A,)%, U (C,)5%, takobhe
M.K.H.O, TIOJ[ MpeTIocTaBkama oBe Teopeme. Jemnakocr y (2.2.15) je 3acHoBaHa Ha JyILIO]
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2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

npumenn opmyrne(2.1.22) ma ¢,|T(mt)]* u ¢,|S(mt)]* ymecro ma ¢, 3a ceako m € N,
JIOK je jemHakoct (2.2.16) sacHoBana Ha ujenturerumMa (2.1. 2) (2.1.3). Hoka3s mena mog,
(al) cama cienu u3 ‘II/II—beHI/IH‘e aaje Ap (A,0)= {fTTt (Yo A A = frre (X C;C’n)’ u
Agy (B DY) = | fas.: (O BuBy) = fas:(>omy DnDZH c 063HP0M na cy dbamummje {A,}22 U
{Cp}2, u {B,}>>, U{D, }n:1 M.K.H.O.

Hokaz memosa (a2), (a3) u (ad) je cimuan kao y (2.2.14)—(2.2.17), ¢ TUM IITO yMeCTO
Teopeme 1.5.3 caga kopucrumo Komu-IlIBaprioBy vHopma Hejennakoct (1.5.10) u3 Jleme 1.5.7
Ja ducmo Jokazann HejeqHakoct y (2.2.15) y (a2) u (a3), 10K KOPUCTUMO CIIEIMjAJIaH CIIydaj
p := 1 y Komu—IIIsapriosoj Hopma uejeauakoctu (1.5.2) y Teopemu 1.5.4 na ducmo nokazasm
HejeqaakocT y (2.2.15) y (ad). Mspas y (2.2.17) nocraje uzpas y (2.2.3), jep je damuauja
(An)22, U (Ch)2, M.K.H.0. Oz upernocTaBkaMa u3 (01), u canmgno, nocraje u3pas y (2.2.4),
jep je damminja (B,)5, U (D,); M.K.H.0. IO IPETHOCTaBKaMa u3 (a3).

3a moka3 Jena (5), IPUMETHMO IPBO Ja MO YCIOBUMA MAX{T g+ goo, T B goo, T goo, ' oo} <
R wmr max{[|>07 A Ax | 1202, BBl > CuColls |2oney D, D;||} < R xoju ce moja-
Bibyjy y (61)—(64), Bazkn na cy Tpancdopmepn frs: (> oo An®By) 1 frs (>, Co®D,,)
orpanndenn Ha Cy(H) Ha ocHOBy Jleme 2.1.4 u nejennakoctu (2.1.8) u3 Jleme 2.1.3. Tpancdo-
pMepu fTT,t (ZZO:I An®A;k7,)a fSS,t (fozl Bn®B;:)7fTT,t(ZZO:1 Cn®c;:) u fSS,t(ZZOﬂ Dn®D:)
cy orpannuenu Ha B(H) Ha ocuoBy apyror jgena Jleme 2.1.4.

Hoxkas nejenakoctu (2.2.6) y cayuajy (01) ce ociama Ha cienehn HU3 jeTHAKOCTH U jeJTHY
HEjeTHAKOCT:

Agpp (A7 C*)fé (fTS,t(i An®Bn)X - fTS,t(i C’n®Dn)X>
n=1 n=1

1

n=1

N4

co m—1
= ‘AfTTt A* C* (Z Z Z e mt (mt)Anm_k_1an

L k=0 (ny—g—1,mp)ENT1

1

X Y (A, XB, — OnXDn)anBnmkl) > (B,B; - D,D;)
n=1 n=1 U

m—1

<§: > enT(mt)S(mt)An, , ,Chn, (2.2.18)

m=1 k=0 (nm_k_l,nk)ENm*1

N

Ag (ALCT)”

<[ 4; - €| Y Do, )| (BB - D)
n=1 n=1 )
oo m—1
<anaorty S TP An, , Co, (22.19)
m=1 k=0 (np_j_1,m5)ENm—1
<[> (A, AL = C.Co|Con AL Ap (ALCHT
n=1

i Y. culS(mt)PBn, , Da,
-
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2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

x Y (B,B; - D,D;)D;, B;
n=1

Mm—k—1
4
=|Af, (ASCYTEAL L (AL CYA,, (A CT) 7| (2.2.20)
<D (4,4, -c.col Y (AXB, - C.XD,)Ay,, (B, D)z (2.2.21)
n=1 n=1 N

Omneparop Ay (A% C’*)’% je medunncan Ha ocHOBY mojgarHux yciaosa u3 Jleme 2.1.5(0),

IpUMeeHuX Ha frr, yMecTo Ha f u damumnje A* u C* ymectro A u C. pyra jennaxoct y
(2.2.18) je 3Bor cmene mpomensbuse Y = |> > (A, Ar — C,C)| 2> (A XB, — C,XD,,),
HejeqHakocT (2.2.19) je zacnoana na Komm—IIIsapriosoj Hopma Hejegnakoctn (1.5.11) u3
Jleme 1.5.8, mpumemene Ha NpedpojuBy daMunjy (AfTT,t(A7 C’)_%,/cmT(mt)Anm_k_IC’nk

570 (A, AL - C,C)

é) 1<m,0<k<m—1, yMmecto Ha damuinjy (A, )2, Ha npedpojuy damuiujy

T ——1,mk ) ENT 1
1
2) 1<mo<k<m—1, yMmecto Ha (B,);, mHa Y yme-

(/S (mt) Dy B, | S(B, B~ D,D;) -
N ——1,M%)ENT T
cro Ha X. Jeamakocr (2.2.20) je modbujena gymioM npumenom dpopmysie (2.1.3), aume je mora3
ciydaja (61) 3aBprieH.
Hoka3 ciayuaja (62) ce ociama Ha

(fTs,t(nfjl AEB)X - fTs,t(nfjl C,oD,)X) niojl(BnB: —p,0y)| )
= | A g, (A5 CYEA, (AYCH) 72
X <fTS,t(§:1 An®Bn>X— fTS,t(ni: Cn®Dn>X> i:l(BnB;— D, D;) :
S HAfTT,tu_l*, )2 ‘Afm(A’: C*;—% _ Q (2:2.22)
x (fTS,t(niAn@Bn)X _ fTs,t(ni;Cn@Dn)X) g;(BnB;— D, D) : )

2

< HA frndA5C) (2.2.23)
<|I1> (A4,4; —c,C| > (AXB, - C.XD,)Ay,, (B, DY
n=1 n=1 )\

rJie je Heje qHaKOoCT y (2.2.22) mocieiuna CBojCTBa CUMETPUIHOCTH Y. 1. HOPME, JIOK HEjeTHAKOCT
(2.2.23) cream m3 Masonpe JoKa3aHe HejenHakocTn (2.2.6).

Hokas ciayuaja (61) Hasukyje jmokasy ciaydaja (63), rje je jeuHa pasiuka IITo je 3a J0Ka3
nejennakoctu (2.2.19) norpeduo npumenuru Komu-IlIapriosy nopma nejeaaaxocr (1.5.8) us
Jleme 1.5.7 ymecro uejeaunakoctu (1.5.11) uz Jleme 1.5.8 na pavuinje A u B. Nzpaszy (2.2.21)

MOKEMO TIPETO3HATH Kao Tocaenmu u3pas y (2.2.8), jep je damminja (B,)2, U (D,)>,
M.K.H.O.

49



2.2. I'JIABHU PEBYJITATH

Hejemnakocr (2.2.9) y cayuajy (64) cienu w3 mejennakoctu (2.2.8) Ha MCTH HAYUH Kao
mro HejeaHakocT (2.2.7) cienu u3 Hejemnakoctu (2.2.6).

Canano, ;:La ducmo ﬂOKasaﬂI/I ciy4aj (B) o yCIoBmMa max{m 23 B0, T2, T goo} <R wnm
maX{HZZol n=1 n=1 n=1 (B1)-
(B4), HpI/IMeTI/IMO ,z;a, cy TpchcbopMepH fTSt Z 1A,®B, ) fTS t(zn 1C'n®Dn) OorpaHrYeHI
Ha Cy(H) ma ocHoBy Jleme 2.1.4 u mejenmakoctu (2.1.9) uz Jleme 2.1.3. Tpancdopmepn
fTT,t(ZZOﬂ A:;@An)? fSS,t(ZZO:1 B:L®Bn)? fTT,t(ZZOﬂ O:L®Cn) u fS‘S,t(Zzozl D;®Dn> Cy orpa-
uudenn Ha B(H) na ocHoBy npyror npena Jleme 2.1.4.

Hoka3z uejequakoctu (2.2.10) y cayuajy (Bl) ce 3acHuBa Ha

(TSt(ZAneaB)X fTSt(ch@aD) )

1

2

o0

> (44, -CiC)

n=1

Jtssi (3 BB (1)~ fusd( 3 DD, (1)
n=1 n=1

\\

:‘ f557t<§:13;;®3n> (I) - f557t<§:1D;§®Dn> (I) - (2.2.24)
x ( Ts’t(ilB;‘L@A;) X fTS7t<i1DZ®C’;§>X’> i(A;An— CiC,) :
o = = v
<[> B8, - DD ;i (BiX" AL — D X"C5) (2.2.25)
n=1 n=1
x fm(f; A0 4,)(1) - fTT,t<2:1 CieC,) (1) :
n= n= v
- fTT,t(i: AR A,) (D) - fTT,t(io; C1C,) (1) : (2.2.26)
S (AXB, - C,xD)|> (BB, - D;D,) B
n=1 n=1 v

rje cy jeanakoctu y (2.2.24) u (2.2.26) dasupane Ha B* cBojcTBY CBUX y.M. HOpMH, JIOK C€
HejeHAKOCT y (2.2.25) nodbuja npumeHoM HejeaHakocTu (2.2.6).

Conuno, wejenakoct (2.2.11) y cayuajy (B2) ce mokasyje kopucrelin B* cBojerBo y.u.
HODMU U IIPUMEHOM ojiroBapajyhux uejeaunakocru (2.2.7).

Konauno, nejemnakocr (2.2.12) y (B3) u mejemnakocr (2.2.13) y (B4) ce pemom m3Boje
u3 Hejennakoctu (2.2.8) y (63), ognocno nejeanaxoct (2.2.9) y (64), xopumhemem omer B*
CBOjCTBa y.M. HOPMU. 0

Hauomena 2.2.4. IIpumerumo na je R < Ry noj yciosuma Teopeme 2.2.3.

Crenujanan ciygaj Cy := Dy := 1 u C,, := D, := 03an > 2y ciay4ajesuma (a2) u (a3)
Teopeme 2.2.3, nam maje

‘ ZAA

(m( )X — fTSt<ZAn®B) )‘I_nf;BnB;;é

n=1

q;,(p)*
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2.3. IIPUMFEHA PE3YJITATA

< ‘

x| fssa (DI = fsso (D B.B; ) (1)
n=1

a1 = iz (3 AiA) ()

1
2

(2.2.27)

(I><p)*

2.3 IIpumena pesyJjraTta

Crenujaman cayuaj T = S = 1 ma R u f(z) := arcsinz + alog(ﬁz+. /1_1_5222) _
00 1 1DraB2rt@2n)! _op
Zn:() ( +(22n()n1)2ﬁ(2n+i§ ) 22t 34 o B - [ ] u

|z| < 1 (3a Bure neraspa BHUJETH J0Ka3 (27)
y [19, Hocaenuna 2.5]) nejenqnaxocTu (2.2.27) HaM Jiaje IpUMep:

(I — i A;An); <%X + alog(B + \/?52))( — arcsin (i An®Bn)X
n=1

n=1

(i eSS
n=1 el

oP)*
< (gz +alog(B+v/1+ B2)1 - arcsin(z AZ®An) (1)
n=1
1
o0 o 2 2 oo
—alog (BZA;®An+ IR + B2 (Z A;;@An> )(I)) (X - ZAnXBn)
n=1 n=1 n=1
X (g[ + alog(B ++/1+ B82)I — arcsin (Z Bn®B;‘L> (I)
n=1
1
o0 oo 2 2
—alog (5 > B,®B;+,|IQI + 2 (Z Bn®B;;> ) (I ))
n=1 n=1 @(P)*
Homarno, yaumamwem A := A, By := B, A, :=B,:=03acBakon >2ulT =85 =1 na

R, Bugumo ma (2.2.27) yommrrasa jeo (62) y |20, TeopeMH 2.1].

Cuenujanan ciyuaj T = S =1 na R y neny (64) Teopeme 2.2.3, OPUMEILeH Ha HOHIIO0ra-

puramcky byakiyjy Li,, nedunucany ca Liy: D — C: 2z — ( ) 01 Zl? —=dr =3~ 2. 3q
a > 0 naje

n=1 n«
(Lia<i An®Bn)X _ Lia<i Cn®Dn) X>
n=1 n=1

2

NE

1

@(P)

vl S
Il

N

Lia<§: An®A;§> (I) — Lia<§: Cn®C;;> (I)

(e 9]

NI

n=1

i A.XB, — C,XD,)

n=1

x Lia<§: BnB;;> - Lia<§: DnD;;) )
n=1 n=1

)
q)(p)

ol



2.4. AHAJIOTHU PE3YJITATH 3A IIATEH-®OH HOJMAHOBE HOPME

ako je (y3 ycioe Teopeme 2.2.3(64)) u max{r g« goo, 1'ps goo, T* oo, T yoo } < 1.

2.4 Amnanorau pesyiararu 3a Illaren-don HojmanoBe
HOpMeE

Y oBoM ozesbKy U3BOAUMO oaroBapajyhe meprypdarnonne Hejennakoctu 3a uaeane C,(H),
rie hemo ce ocmamaTn Ha HAPEIHY JIEMY.

JIlema 2.4.1. Hexa je (c,)>X_, nu3d y [0,+00), dynryuja f(2) = Yo oCmZ™ u R > 0,
makeu ga je Y oo cnR™ < 400, u nexa cy T: R = C:t— > ape™ v S:R—=C:t—
S, bie™ wpuionometiipujeru Goaunomu. Hexa cy gogatino X € B(H) u (An)2, (Bn)2,
(CL), u (D)2 j.x.c. pamuauje y B(H), wakse ga je A,,C,, = C, A, u By, D,, = D,B,,
sa ceaxo m,n € N, Y% (A A —C,Cr), >~ (B:B,—D:D,), > (A*A, —C:C,) u
> o \(B,B; — D, Dz) cy toay-gedunuiinn u v < R ouau |[|[Y07 GiG,|| < R 3a G €
{A,B,C,D, A*, B*,C*, D*}. Taga, 3a ceaxo t € R saorcu

oo m—1 l 00 112
3 S e T(mt) ‘Z (A A —C:C )| An, . Co |54, 45 —C.0n)?| (2.4.1)
m=1 k=0 (n,,_j_1,m,)eNm—1 n=1
0 1 2
frre( 3 A A,) (D) fTTt<ZC*®C) Z (A,4; - C,00 (2.4.2)
n=1
oo m—1 1 00 112
> > T(mt>\Z<AnA:;—cnO:> ) S 0y eeren]
m=1 k=0 (n,,_p_1,m,)eNm—1 n=1 n=1
0 1 2
fTT’t(ZAn@)A*) fm<ZC ®C ‘ ‘Z (AA, —cxc)|’|, (2.4.3)
n=1

SHIEDS

m=1 k=0 (n,,_p_1,m)eENT1

1 o0

‘B Dy,

1
2

Nm—k—1

S(mt)‘Z(B;;Bn _D:D)

n=1

) 1 2
fgSi(ZB;@B ) fSSt<ZD*®D ‘ (Z (B,B: — D D)’ (2.4.4)
n=1
oo m—1 1 00 112
)IDIEEEDS S(nt)|S (B, B; - D,0,)| By Di S BB, - DD,
m=1 k=0 (n,,_g_1,m)eENT—1 n=1 n=1
[e') o0 1 1 2
2 S
=‘ fssa( Y B.@B)(D) - fss,t(zmm)(f)\ > BB, D;D,)| (2:4.5)
n=1 n=1 n=1

Jloxas. Uzpas y (2.4.1) je jennax

m—1

%’i Z cm|T(mt)Cph ALy

m=1 k=0 (nrnfkfl 7nk)€Nm/_1

‘i(AnAj; —C.0)

o0 1
2

’ZA*A = CiC)|An, O | ) (A, 4], - C,C))

Mm—k—1

n=1
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2.4. AHAJIOTHU PE3YJITATH 3A IIATEH-®OH HOJMAHOBE HOPME

1
2

- ’i(AnA; - C,Cr)

Frao(32 4:04,) (D) = £, (Y CreC,) <I>\ (2:4.6)

1
2
)

<[ -c,0
n=1

JI0K je m3pa3 y (2.4.6) jennax ca (2.4.2) dnme je jmokazana jegnakoct y (2.4.2).
Jennakocru y (2.4.3), (2.4.4) u (2.4.5) ce m0Ka3yjy aHAJIOIHO. N

OBo moryaB/be 3aBpIIaBaMO TEOPEMOM y KOjoj M3BOAUMO OJiroBapajyhe HOpMa HejeHa-
koctu y [Ilaren—cdon Hojmanosum upeannma.

Teopema 2.4.2. Hexa cy, y3 upewnocwaske Jeme 2.4.1, ouepatmopu Y - (A, A% —C, Cx)
u Yy 2 (BiB, — D:D,) gogatwno u cmpolo Goay-gepunutinu u weka ¢y p,q,r = 1 wgj.
2/p=1/q+1/r. Taga, 3a ceaxo X € B(H) warso ga je > (A, XB, —C,XD,) € C,(H)

6aIHCU

|“fTT¢(iAn®A:;)<I> -t Y CoC) [, - co)|
n=1 1 —
x i(AZAn ek (fTs,t(i A,@B,) X fTS’t<§: Cu2D,) X)
n=1 ot o
x i(BnBZ — D, D;) 2 f@s,t<i B'® Bn)( I - fsS,t(i D Dn) ) :
n=1 — —
<Sws oo
n=1 »
S ‘ ‘f TTi(io:Aii@An)(I ) —fTT,t(iO,’;@cn)(I) : f:( A A —C ) ik 2.47)
n=1 p— e
X i(AnAZ - C.CH E i(AnXBn — C,XD,) i(B:an _D'D) -3
n=1 =1 !
X )fss,t<§:Bn®BZ>(I) — fSS,t<§:Dn®D:>(I) 3 io:(B:;Bn DD e
n=1 n—1

n—= P

Jowas. Osmaumio ca Ajc = Y00 (ALA, — C2C)|?, Apece = |32, (A, A% — C,C0)|?,

1 o0 . . 1
Y=Y A e (A X B, — C, X D, ) A . Tasia Baxu

* U yBEJIMMO OIIEPATOP

AA,C’ (fTS,t (Z An®Bn) X — fTS,t (Z Cn®Dn) X) AB*,D*
n=1 n=1

[y

3

[ 107

> cnT(mt)S(mt)AscAn . Ch,

0 (nankfl 7nk)€Nm_1

(A, XB, — C,XD,)Dy, By, .  App

i
I
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2.4. AHAJIOTHU PE3YJITATH 3A IIATEH-®OH HOJMAHOBE HOPME

[aary

m—

= Z Z Z enT(mt)S(mt)ApcAn,, o CnAascn

m=1 k=0 (n,,_j_1,n,)eNm-1
XxYAppDn,Bn, , App=> EYF, (2.4.8)
we
rze je € dg{(m,k,nm,k,l,nk) s (my M p_1,m) €E NX NI NF O <k <m—1} usza
cBaKO w = (m,k, N, _r_1,n;) € ) Heka je E, déf./cmT(mt)AA cAn, 1 An, . CnDacr

def\/ S (mt)Ap pDp, B, ., Ap«p+. Tana, upema dopmynama (2.4.1)-(2.4.2),(2.4.3),
(2. 4 4) (2.4.5) umamo

N ELE,=|Ay, (A, C)2A g 042, S B, E::]AfTT’i(A*,C*)%AACF,

weN weN
% FF,=|Ag, (B,D):Ap-p:?, ZQ FF:=|Ap, (B D:App|? (2.4.9)
we we

na Ha ocHOBY dopmyia (2.4.8)-(2.4.9) mobujamo npsy jeanakoct (2.4.10) y

1_

‘AfTT’t(A*,C’*)i Ool(A*A _crenltl! )Z ArA, — o
x ( rse (f} A,@BZ;X — frss (2} C’n®Dn>X)
Xiw;szmﬂ%J;m??mmmmfil
-|(z= B 2ZE VR (S RE )217"5 [ ean
< (gGZ(U%GwG;)q ) (%H Z ) H*) p (2.4.11)
(g Em) v (5 Rs)” (2.4.12)

11
rje ce apyra jeasakoct y (2.4.10) moduja cmenama npomensbuse Gy, i= (Zweﬂ EwE:)) 4 2f

=

a1
u H, = F,(3 o FIF,)% ?3a cBako w € Q. Hejenmaxocr (2.4.11) caemn n3 Komm—
[Tsapriose nopMa Hejeauakocru (1.5.3) u3 Teopeme 1.5.5, npumersene Ha Y € C,(H) u Ha
npedpojuse j.K.c. haMuinje {G }wGQ u{H,}, .o - Jupexran PatIyH HaM caja Jlaje jeIHaKOCTH

1
2wea GGl = (Xwen Eo E*)Qq : Ywea BoEL(Xoeq B E*)Qq = = (Fuea BLES) ", onaxne
caenn Ja je

1 L 1

(Eg (% GwGi)q_le)Qq = (ZQ Bi(E paE)" (S Baz)

1
1

L1 2q %i 1 2
(S ) B = (S BB = 1A A0 Are ]

wes weN
S (A,4x — .00l

n=1

— ‘ ‘fTT,t (Til AZ®AH> (I) - fTT,t <§1 C’;‘;@;Cn) (I) 3
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2.4. AHAJIOTHU PE3YJITATH 3A IIATEH-®OH HOJMAHOBE HOPME

Kao u Ja je

(S () )"

we weN

|50 £ BaoB) (0 - fosa (X Paarp )| | S 8:8, - Dio ||
n= n=1 n=
Hakie, nzpasu y (2.4.10)-(2.4.11) nokasyjy Tpaxeny nejemuaxoct (2.4.7). O

Hauomena 2.4.3. ¥Ymecro npumene sejeanakoctu (1.5.3) u3 Teopeme 1.5.4 ma damvuinje
{Gu}peq 1 {Hu},cq, Mormm cvmo mupexTHO ga npumennmo Ilocnemumy 1.5.6 na dammimje
{Eu}peq B {Fu}eq » OAKTIe SUCMO JTMPEKTHO JIoommn u3pas (2.4.12).
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I'maBa 3

Ciada™ mHTerpanuja mo3suTUBHUX
orepaTop-BpeJHOCHUX (PyHKIIja

Pesysiraru usiioxkenu y oBoj riiasu cy odjaBibenu y [23]. Wcnuryje ce 1o KOjUM yCJI0BUMA
ce MOKe 3aKJbyYUTH KOMIAKTHOCT (UJIH MIPUIAIathe KOHKPETHOM HJIeasTy KOMIIAKTHIX Ollepar-
Topa) mHTerpasa ciaadbo® mHTerpabusne 0.B. dyHKImje, npu demy je Hajehm akieHar Ha
MMO3UTHUBHE 0.B. pyHKIHje. Takohe, U3BO/E ce CBOjCTBA BEKTOPCKUX Mepa WH/LYKOBAHUX ITO3U-
THUBHUM O.B. DYHKIIIjaMa.

3.1 Ilo3uTmBHE omepaTop-BpeagHOCHE BEKTOPCKE Mepe

Bekropcka mepa (1.4.14) mmmykoBana cjaabo* umHTerpadmiHoM o0.B. QyHKIujom & je,
Iope/i KOHAYHe aJUTUBHOCTU, W TPEOPOjUBO A UTUBHA Yy CJIADO] OMEPATOPHO] TOIIOJIOTHU)H,
Tj. 3a cBako f,g € H u Hu3 nucjyakraux (E,)°° | y 9 Baxku 1a je

S [ ts.gidnt) = [ (onf.g)duce) (311)
n=1 n |_| En
neN
VY citydajy MO3UTUBHUX 0.B. (DYHKIMja YUjU HHTETPAJI IIPUITA/Ia HEKOM CelapaOuIHOM CHUMEeTPU-
YHOM HnaeaJry BaXKW 1M BUIIIE, O Y€MY HaM I'OBOPU Hape€IHa

Teopema 3.1.1. Hexa je o7 : ) — B(H) caabo™ unterpadbuina Gymnruuja, xoja 3a 8pegroctin
yauma wosutlueHe olepatiiope, Wwarea ga je [, < du € Cyy(H), ige je ugeanr Cy.y(H) ceta-
padbunran. Taga:

a) €y (H)—epegrocra mepa v(E) = [, o du je upebpojuso aguitiueHa.

6) V cayuajy Hlawenosuxr ugeasa C,(H), 3a nuz gucjynkmnuxr (E,)5, y M eaorcu
5 B < +oo.

Zloxas. Kako cy omeparopu &7 mO3UTUBHU, 3a cBako F € I BaxKu

<(/E Md“) f’f> - [EWJ’ Fdu(t) = 0, (3.1.2)

na je u oneparop [,/ dy Takohe IO3MTHBAH, Tj. V je NO3UTHBHA O.B. BEKTOPCKA Mepa.
Caununo, 3a mepsbuse E' C F' nobujamo na je fEddu < fFW’du. Haxue, u3 (3.1.1) u (3.1.2),
Ha ocHoBy Jleme 1.3.17 mobujamo ma Y > fEn </ dy xonseprupa y nHopmu uneana Gy (H).
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3.1. HO3UTHBHE OIIEPATOP-BPE/IHOCHE BEKTOPCKE MEPE

Ba joka3 jena 6), dukcnpajymo Hu3 aucjyHKTHEX ckymoBa (F,)0  y M u Ne N. Taza, 3a
cBaky y.u. Hopmy ||-|||, npumemyjyhu Hejeqnakocr |13, Jlema 2.1.11) HA OlEpATOPHU WJIEHTUTET
25:1 S A dp = fUN i dp, 3a xonsexcny dbynknumjy f(t) = t*, tae je p > 1, modujanmo

n n=1"-""

([ ) <. )

n=1
n=

(3.1.3)

Jlasbe, o3HauuMo oreparope Ay = fuN p D dun A= fuoo p @ dp. Tajga, Kako BazKn J1a
n=1"-"" n=1"-""

je 0 < Ay < A, cieam na je s,(Ay) < sn(A), na je s,(AY) = sE(Ay) < sE(A) = s,(4P),
3a ceako n € N. Jlakie, 3a cBaky y.u. Hopmy [|-||| Baxku mejemmakoct ||A% ] < [|AP]] .
[Tpumemyjyhu oo Ha (3.1.3) 3a ciy4aj HykIeapHe HOpMe ||-||; , Zodujamo

i(%MW@quKEMMW®YI%VﬁJMM)

n=1
Haibe, 350r nosuTuBHOCTH Oneparopa [, du(t) (1 aguTHBHOCTH Tpara), Baxe jeJHAKOCTH
n

i( . %du(t))p ( . Mtdu(t))p

n=1

p

p

N

-3

1 n=1

N

23

1 n=1

p
Hydp(t)

En

)
p

OJTIaKJjIe KOHAYHO J00MjaMO HEjeTHAKOCT

N p P
MU #dut)|| < H / . Fdu(t)| .
n=111"En p n|;|1En p

Kako je N dwio mpousBosbHO, mymmTatbeM N — 00 W OPUMEHOM Jiejia HOJ a) J00hjaMo
TpakKeHW Pe3yJITaT. 0

Ba f € P(Q,0M, pu, X) Baku ;@ je oneparop MHTerpaluje 10 WHIYKOBAHO] BEKTOPCKO]
mepu cnadbo kommakTtan (Bugern |4, Teopema I1.3.8.(b)]). V cayuajy mosurushe &/ €
G(Q, M, 1, B(H)) auju je uarerpas KoMnakTas, oneparop uarerpanuje T, nedunucan nspa-
soM (1.4.15), hie Takohe duru kommakran. [Ipenusnuje, Bazku ciemeha

Teopema 3.1.2. Hexa je o7 : Q — B(H) caabo* untueipadbuana, Wwaxea ga cy oGepatliopu
aosuttueny u [, o du je komuaxwan otepaiiop. Taga je otepawop T: L>(, p) — B(H)
gepunucan ca

Tf:[yuuwm

we je v(E) = [, o dp, xomuaxman.

/loxas. Kao mro je Beh namomenyTo y jgoka3y Teopeme 3.1.1, 3a cBako F € 9, Baxu jga je
0<v(E) <v(Q). Jakne, v(M) = {v(E)|E€e M} C{AeB(H)|0<A<v(Q)} =K
JTokazkumo 1pBo J1a je 3a cBaku KommakTan B > 0, ckyn Kp = {A € B(H)|0 < A < B}
KOMIaKTaH y yHudopMHOj Tonosioruju. 3a cBako A € Kp Baxu ga je ||A| < ||B||, na
je ckyn Kp yaudopmuo orpanmder. Kako je B(H) = (€1 (H))*, reopema Banax—Amaoriya
(Bugern [34, Teopema 3.15.]) mam faje crady” kommakTHOCT Jonte Byy) [0, || Bl|]. dame, kaxo
je C1(H) cemapadmnan (mpemayan ox B(H)), uz [34, Teopema 3.16.| caean na je HapegeHa
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3.2. KOMIIAKTHOCT CJHABOI™ HHTEI'PAJIA [IOBUTHUBHUX O.B. ®YHKI[HJA

jonta u cjaadbo* merpuzadbuiana. Jlakiae, Kp je pe/laTUBHO KOMIAKTAH U METPU3aOUIAH Yy
c1adoj* Tomosoruju jep je mouckyi ox By [0, | B||]. Heka je cana (A,)72, npousso/san HU3
y Kp. Crneau na mocroju nonnus (A,, )72, Koju KOHBeprupa Ka HekoM omeparopy A y ciradoj*
tonosoruju. [axie, 3a cBaxko f,g € H Baxku na je limy_,o tr(4,, (f ® ¢%)) = tr(A(f ® g%)),
1j. ga je limg ,oo(A,, f.9) = (Af,g), ma m3 (A, )reny c1ado Texu ka A u Baxku Ja je
0 < A < B. Konauno, kako je Co(H) cenapadmian ugeas, Ha ocHoBy Jleme 1.3.17 ciemau ma
je limy o0 [|An, — A|| = 0 omakute je omeparop A € Cy(H), na camum tum u A € Kp, unme
je jokazana TparkeHa KoMnakTHocT o Kp. Yaumajyhu caga B := v(Q2) modujamo ja je cky
K xommakTaH.

Hexka je casia ¢ npousBo/bHA IPOCTA MO3UTUBHA (DYHKIINjA U3 3aTBOPEHE jeINHIIHE JIOITE
y L>®°(, ). Tana je o = >0 apXr,, tae je 0 < oy < agyq < 1,3acBako k € {1,2,...,n}, u
ckynosu Ey, Es, ..., E, € 9 cy mehycodno mucjyuakruu. Kao y nokasy |4, Teopeme 11.3.8.(b)],
IIPUMETHUMO 13, j€e

Y=o ZXEIC + Z(@k — Q1) ZXEk = ZBkXFk‘
k=1 k=2 j=Fk k=1

Baxu na Fy,...,F, € M kaou 0 < Bi,...,0,, vaeje Y o B = on + > gy — 1) =
a, < 1. Ongarie cuenn j1a je

0<Tp=> Bw(F) <) Bw(®) = auw(Q) <w(),
k=1 k=1

na je Ty € K. Hakiue, nokasamu cmo ga je T({d ;_, axxr, |0 < o < 1,E, € M}) C K.
Hasbe, ako je 1) Ipom3BOJbHA MPOCTa (PYHKIMja U3 3aTBOPEHE jeIUHUYHE JIOITE IIPOCTOPa
L>(Q, p), Tajia ce oHA MOYKe TPEJCTABUTH KA0 30up 1) = 1) — 1y +ithe — iy, Ty cy dyHKIHjE
1, 19, 3 1 1)y mpocTe, O3UTHBHE U Yuja je HopMma < 1. Baxu na je T = Ty + (—Ts) +
(iTas) + (—iTey) € K 4+ (—K) + (iK) + (—iK) =: K, upn uemy je ckyn K xommakran
(Buzern Bexxbame 3.(d) y npBoj riasu y [34]). Kako je 1 duia npomsBosbHa, 100ujamMo Ja je
T({¢|¢ je mpocra u ||| < 1}) C K. Konauno, kaxo cy mpocre dpyHKIHje Iycre y L>(Q, p),
u3 nenpexuaoctn of T’ caeqn na je T'(Bre(q,)[0,1]) € T({¥|¢ je mpocra n ||[¢]| < 1}) =

K, ma je ckyn T(Bpre(,)[0,1]) peraTuBHO KOMIAKTaH, YMMe je JOKa3aHA TParKeHa KOMIIaK-
THOCT oniepaTopa 7. [

3.2 KommakTHOCT cjador* mHTerpajia mo3mTUBHUX
orepaTop-BpegHOCHUX (PYyHKIIIja

Y oBoM oze/bKy ucnmTyjemo nosesanoct &7 € Cy(H) u [, o dp € €.y (H) xox crado*
uHTerpadiHnx GyHkimja <. Y ciaydajy kajga je of nosurusHa u C;(H)-BpeaHOCHA, TOTIYH
OJITOBOP HaM Jiaje cjejieha

JIlema 3.2.1. Hexa je o/ : Q — B(H) caabo* unmerpadbusna 0.6. dynkyuja waxea ga cy
aosuiiueHy otepatmopu 3a c.c. t € Q. Taga, [, o du € C1(H) axxo o, € C1(H) 3a c.c. t €
w ol ) < +oc.

Zoxas. Kako je omeparop fﬂddu nosutuBaH, Ha ocuoBy |11, Jlema III.8.1.], on mpumaga
uneany Ci(H) akko je > 7 ([, o duen,e,) < +00, rae je (€,)52, npoussobHa 0.H.5. y H.
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3.2. KOMIIAKTHOCT CJHABOI™ HHTEI'PAJIA [IOBUTHUBHUX O.B. ®YHKI[HJA

IIpema necdunuruju [esbdanmoBor nnrerpaJa jo0ujamo Jia je

nil </Q£7tdﬂ(t)€m€n> = i/yememdu(t). (3.2.1)

Kako cy oneparopu & nosurubHm, na je tume (e, e,) = 0, 3a c.c. t € Q u ceako n € N,
npumenom Teopeme Beno Jlesuja (Bumern [33, Teopema 1.27.]) y uspasy (3.2.1) godujamo

Z/ (e, e,)du(t) /Z (e, en)dpu(t). (3.2.2)

ITIraBume, n3 TO3UTUBHOCTHU OIIEPATOPA, &, TaKOhe MMAMO J1a BAXKH H,th H L= D (e, en).
Haxane, [, dp npunaja nieany € (H) akko je ckanapha dyHKImja ¢ — H;zit”l UHTErpadu-
JIHA, YUME je JJ0KA3 3aBPIIeH. L]

Y ocramum mjeasimMa KOMIAKTHUX OIEpaTOpa He BaKe 3aKJbyUIlW U3 MPETXOJIHE JeMe,
IIITO je JIEMOHCTPUPAHO Yy HapeIHOM IpUMepY.

ITpumep 3.2.2. Heka cy f,x: [0,1] = C, 3a n,k € Nu 1 < k < n, nedunucane ca

1, ﬂ<t<E
fn,k(t):{ n X n

0, wnage

u Hexa je (gn)pe; Hu3 bYHKIMja HacTao TpeypehemeM BOMHIEKCHPAHOT HU3A (fyk)op—1-
[Tpumernmo na HuU3 g,(t) nuseprupa 3a cBako ¢t € [0,1] (jep ysuma Bpemmoctn 0 m 1
DECKOHAYHO I1yTa), Kao U J1a fol gn(t)dt — 0, kag n — oo.

Hedbunnmmno o.8. dyuxunjy < : [0,1] — B(H) ca o = >~ gn(t)e, Ref, ve je (€,)02,
Heka 0.H.0. y H. Tama je @4 > 0 3a cBako t € ) u Baxu Jia je mpecaukaBame & ciadbo*
MepPJbUBO, jep 3a cBako f € H Baxu

(@ f, f)= Zgn (f,en)(en, f Zgn (fy en)]?, (3.2.3)

IITO je MEP/bUBO KAa0 CyMa pejia MO3UTHUBHUX MepsbuBuxX dynHkiuja. [lrasumie, kako je
gn(t) < 13acBako t € [0,1] u cBako n € N, necny crpany jennakoctu (3.2.3) n1ajbe MOXKEMO

IIPOIIEHUTH ca
Zgn [(foead? < e < || £,
n=1

mro je nHTerpadmiHa dbyHknuja wa [0, 1].
Konagno, kpagparaa ¢popma [esbdanmoBor maTerpasa on &7 je jegHaka

</01=Q7tdtf,f>:/ Zgn (f,en)dt = Z/ gn(®)dt|(f, en)]?,

oJlaKJIe CIeIn Ja je fol A dp =3y, fo gn(t)dt)e, ® er. Kako fo gn(t)dt — 0, xKag n — oo,
orneparop fol o dy je kommakran. lrasumie, kako 3a cako t € [0, 1] Baxku ja ce Hu3 g, (t)
cacToju o DeCKOHAYHOI' Opoja HyJa W jeIUHHIA, CIEIN JIa je OIepaTop .27, OPTOIPOjeKTOP
Ha I[IOTIIPOCTOp OecKoHauHe auMensuje. Jlakie, omeparop & HHUje KOMIIAKTaH HU 38, jeIHO
t €[0,1].
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3.2. KOMIIAKTHOCT CJHABOI™ HHTEI'PAJIA [IOBUTHUBHUX O.B. ®YHKI[HJA

IIpumerumo ja omneparTop fQ o/ dp w3 mperxonHor npumepa npunana uiena y C,(H) 3a
CBaKo 2 < p < 400, jep je y NuTamy JAMjaroHaJaH ONepaTop YUjH Cy eJIeMEHTHU JIujaroHaJe

HeKa IepMyTallja HA3a
11111 1 1
(1, ————— ey g —,...). (3.2.4)

JlaKiie, HU3 CHHTYJIaPHUX BPEIHOCTH oneparopa [, &7 dy je ynpaso (3.2.4), onakie 1odujamo

na je
p o0 1 S8 1 p 1 p 0 1

ddu(t)|| = sg(/ ,d t): (—) +---+(—) = < +o0,
/th oot ([ wtantt) =3 o) "X

3a CBaKo p > 2.

Hamomenumo 1a je Moryhe KOHCTpyHCATH NPUMepPE CJIMYHE MPETXOIHOM, Tj. IPUMeEpe
IMO3UTUBHUX O0.B. (PYHKIMja Ca HEKOMIAKTHUM BpeaHocTHMa, 4uju [e/bdanioB mHTErpaJ
ynaja y npousBosban uiean Cop(H) Henzomopdan mieany HyKIeapHUX OIHEPATOPA.

Y ommrem ciy4ajy, ciaado® mHTerpaduiaHa (QpyHKIHMja KOja Y3UMa BPEIHOCTH Y HUIIEAY
Co(H) He MOpa MMATH KOMIIAKTAH WHTErPaJl, Yak HU Y3 IPETIOCTABKY IO3UTUBHOCTH, O
JeMy HaM TOBOPHU HapeIHU

N~
m

ITpumep 3.2.3. Heka je pu dpojaura mepa ua (N, P(N)) u veka je o7 : N — B(H) nedbunucana

cad, e, ®er, 3a cBako nE N, rze je (e,)>, jeana 0.1.5. Xunbeprosor npocropa H. Baxu
aaje [ (b, h)ldp(n) =307 [(h, €,)|> = ||h]|* < +00, 3a cBaro h € H, na je 0.8. dyHKIHja
&/ ciabo* unrerpadbuiana. Kpaaparna dpopma omeparopa A = fN A dy je jemnaka

oo

(Ah,h) = /(gfh h)du(n Z| (h,en)|> = ||h||? = (IR, h),

3a cBako h € H, na ciaequ na je A =1 ¢ Coo(H).

Y npeTxoHOM puMepy, 0.B. MYyHKIM]a je 3amnpaso y3umasia speaaoctu y K(H ), na camum
TUM W y CBUM HJ€ajIMMa KOMIIAKTHUX ONepaTopa, JOK maTerpasi muje omo mu y C.o(H).
Y HapemaHoj TeopeMu JajeMo JIOBOJbHE yCJIOBe Jia caadbo* mHTerpadmiIHa (QYyHKIUja 4duje cy
BpeaocTn y Co(H) MMa KOMIAKTAH HHTErPAJL.

Teopema 3.2.4. Hexa je o7 : Q — B(H) caabo* untuerpadbuana, ige je (0, M, p) apoctwop ca
konaunom mepom, € Co(H) 3a cropo csaxo t € Q u 6asrcu ga 3a ceaxo € > 0 Gocwoju
d > 0, waxo ga 3a ceaxo E € M 3a xoje je u(F) < § saorcu ga je HfE;z%duH < ¢. Taga je
o € P(Q,M, 1, Coo(H)).

Jlokas. Kaxko je (Coo(H))™ = B(H), ciada* unrerpadusHocT o &/ je eKBUBAJEHTHA HEHO]
Co (H)-caboj maTerpadminocTn u oarosapajyhin marerpanu ce noksanajy. Jlakie, Tpeda
joIr moKasaTu Ja Cy MHTerpajy 1O CBUM MeJbUBUM IOJCKYIOBUMA O ) KOMIAKTHU (Tj. Jia
Hucy ,nodersim y apyru gayan’). Heka je E € MM u (h,)S2, npousBossan HU3 y H Koju cJ1ado
rexku Ka 0. Kako je & € C(H) 3a c.c. t € (), Ha ocuoBy Jleme 1.1.9 cienn na Hus yHKIHTja
on: Q — C, nedunucan ca @,(t) = || h,|| 3a ceako n € N, KoHBeprupa c.c. Ka HyJa-
dyukmuju. Heka je ¢ > 0 u 6 > 0 nodujeno u3 upernocraBke Teopeme. Kako je u(€) < +oo,
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3.2. KOMIIAKTHOCT CJHABOI™ HHTEI'PAJIA [IOBUTHUBHUX O.B. ®YHKI[HJA

u3 Teopeme Jeroposa (Bugeru |33, Bexxbamwe 16 y III nmornasssy|) cienu ma nocroju X5 € 9N
TakBo 1a ¢, = 0 Ha X5 u na je u(Xs) < 0. Kopucrehn nejennakocr (1.4.11) modujamo

e, 0o, )
E ENXs E\Xs

< /EmX(sHﬁthanu(t) " H/E\Xé mzuH Al (3.25)

C obzupom ja je uus (h,)2; cjadbo KOHBEPreHTaH, OH MOpa OMTH OIDAHUYEH, I1a UMaMO Ja
je M = SUp,en |||l < 400. Takobe, Baxknu aa je u(E\ X5) < p(Q\ Xs) < 0, na ciaeau aa je
HIE\X(; Md,u” < e. Kako ¢, = 0 5a X;, mocroju N € N TakBo /1a 3a cBako n > N BaxKu Jia je

©on(t) = || Ahy,|| < . dakae, 3a ceako n > N Baxu fEmX(;H’%han“(t) < Joedu(t) = - pu(Q).
Opasnie cienu 1a je

|, )

3a cBako n > N. OpnocHo, Bazkn 1a je lim, o || ([, @/dp) hy|| = 0, na je oneparop [, o dp
KOMITaKTaH Ha ocHOBY Jleme 1.1.9, unme je j0ka3 3aBpIIeH.

<[ llotautt +
ENXs

st -l < (@) + 1) -2
E\X;5

Hatomena 3.2.5. YciaoB yuudopMue HHTErPaOMTHOCTU U3 IIPETXOJIHE TeopeMe, KOju je 3ampa-
BO YCJIOB [/-HEIIPEKUIHOCTA BEKTOPCKE Mepe WHJyKOBaHe ca ¢Jjado* MHTerpadu/IHOM O.B.
dyHKIMUjoM &7, je yBeK ucCymeH Koj Ilerrc mHTerpabuaHnx (QyHKIHja, Ko MITO Ce MOXKe
Bugietn y Teopemu 1.4.17. Teopema 3.2.4 mam roBopH ja je Taj ycjoB ekBuBasieHTan [leruc
uHTErpadUIHOCTH y ciry4ajy Banaxosor mpocropa €. (H).

VY cayyajy Kaga 0.B. (pyHKIMja &/ y3uMa KOMIIAKTHE U IO3UTHUBHE BPEIHOCTU C.C. KOMIIa-
KTHOCT BheHor ['esbdanoBor naTerpada mo meaom npocropy nosiadn €., (H)-Ileruc uarerpa-
ounHoCT, 6e3 003Mpa Ha KOHadYHOCT Mepe . [Iperusnuje, Baxku ciejehe

Tepbhemwe 3.2.6. Hexka je o7 : Q — B(H) caabo* untueipadbana waksa ga je 0 < 7 € Coo(H)
sa cropo ceaxo t € Q u [, A dp € Coo(H). Taga je o € P(Q,M, 1, Coo(H)).

oxas. Kao u'y Teopemu 3.2.4, cnada® mHTerpadmHOCT 0.B. (pyHKIHUje &/ je 3alpaBoO HEeHA
Co(H)-cnaba uuTerpabminoct. Jlakie, u oOBIe je JOBOJBHO jOII caMoO JIOKa3aTh Jia Cy
WHTErpaJii 10 CBUM MepJ/bUBUM cKymnoBuma jennaku. Heka je E € 91 npousBospan. Kao
u y nokady Teopeme 3.1.1, Baxku momoroHoct l'esbdamgoBor mHTerpasa, Tj. uMaMo Ja je
0< [, du< [, o dp. Komnakrrocr oneparopa [, «/dp cana mupekrro ciaexu u3 Teopeme
1.1.10, ynme je m0oKa3 3aBpIIEH [

YV IPeTXOHO] TEOPEMU je MPETIIOCTABKA O C.C. KOMIIAKTHOCTH O.B. (pyHKIHje &/ CYyBUIIHA,
3a JI0Ka3 KOMIIAKTHOCTU WHTErpaJia 10 CBAKOM MepJbUBOM TOJIcKyIly. OHa je HeolrxomaHa caMo
Ja 0u mmasio cmucia npudaru o Ilermc maTerpadbunocTu. 3a Kpaj oBe IJilaBe HABOIUMO
TeopeMy y K0joj ce Takohe He IPeTIOCTaB/ba KOMIIAKTHOCT 0.B. PYHKIIHje j1a O ce J1o0miia
KOMIIaKTHOCT ILCHOI' UHTEI'paJlia.

Teopema 3.2.7. Hexa je o7/: Q — B(H) crabo* untierpadbuana Warsea ga GOCWOjU 0.H.0.
(€,)22, y H u xonauwan ckyu I C 7 wakeu ga je

lim / |(eren, enyi)|dp(t) =0 3a ceaxo i€ (3.2.6)
Q

n—oo
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2
> < / |<,52%tej,ei)|d,u(t)> < Ho00. (3.2.7)
ijeN W&
i—j¢T
Taga je ouepatmiop fQ A dy KomuaKwman.

oxas. Tlo pedbunumuju IesbpanmoBor uHTEerpaa, MaTpUYIHa Pelpe3eHTaIija OrPaHTIeHOr
omeparopa fQ o dpy 0.1.5. (e,)2, Xundeprosor npocropa H je

(((frore)),, . = (fieeseom)

Haxie, oneparop [, &/ du je odmuka B + Y, ., Ay, t1ie je

[ tes,edutt), sai-j ¢
Q
0 zai—j €L,

<B€j, 8i> =

JIOK MaTpHIle oneparopa Aj mMajy TadHO jeaHy He-HyJa JUjarOHAJy YUju CYy eJIeMEHTH
/(ﬁften, entr)du(t) 3a n>max{l,1— k}.
Q

Kako emementn mujaronasne ox Ay Texke ka 0, u3 yciaosa (3.2.6), modujamo ma je omeparop
Ay KOMITaKTaH, jep je

o0

Ay, = Z {/ (Hien, enpr)du(t) | enpr @€y, 3sa keI,
Q

n=max{1,1—k}

rJle TIPEeTXOHN peJi KoHBeprupa y Hopmu npocropa B(H). Oneparop B je Xundepr-IIImuros
npema (1.3.13), omakie modujamo ja je omneparop fQ,Qf dp KOMITaKTaH Kao KOHA4YHa CyMa
KOMITAKTHIX OIIepaTopa. L]

IIpumerumo u ga je omeparop u3 Ilpumepa 3.2.2 KOMIAKTaH, Kao JUPEKTHA IOCJIEIUIA
nperxoae Teopeme (ysumajyhu 3a Z = {0}).
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I'maBa 4

Cnada uHTerpadbuHoOCT
orepaTop-BpeJHOCHUX (pyHKIja ca
BpeJHOCTUMA y uaeaimMa
KOMIIAKTHHNX oIlepaTopa

Y 1peTxo/IHOM TOTJIABJBY CMO pa3MaTpa/ii KOMIIAKTHOCT CJIadUX" MHTEerpaJia MO3UTHBHIX
0.B. dyHKIHja. Y HACTABKY JucepTalyje u3Boaumo kpurepujyme l'esbdan u [leruc narerpa-
OWJIHOCTU HEe HYKHO MO3UTUBHUX 0.B. (PYHKIHja, KOje y3UMa]y BPEJIHOCTU y CUMETPUIHUM
njleaTuMa KOMIIAKTHHX oreparopa. lIpukaszanm pesynrartm cy o0jaBJ/heHU Yy CaMOCTAJTHOM

pajy ayrtopa [28].

4.1 Cunada* unrerpaduiinoct Cg(H)-BpeJHOCHUX
dyHKIHja

OBaj o/le/baK MOYUILEMO Ca JIBE TEXHUIKE JIEMe Y Be3W Ca MepPJbUBOIINY U MHTErPadUITHO-
mhy pyHKIMja WHIYKOBAHUX C.H. (DyHKIIjaMa.

Jlema 4.1.1. Hexa je ® c.n. pyrurxyuja u nexa cy hy,: 2 — C mepwuse 3a ceaxo n € N. Taga

je pynxuyuja F: Q — [0, +00], gepunucana ca F(t) = O((hn(t)),), wakxohe meprusa.

n=1
Jokas. Hedbunuumumo F,: Q — [0,400] ca F,(t) = O(hy(t), ha(t), ..., ha(t),0,0,...) 3a
n € N. Baxku na cy dyukmmje ¢, :  — C" nedbunucane ca ¢, (t) et (hi(t), ho(t), ..., hy()),
3a t € ) mepspuBe 3a cBako n € N, jep cy Takse cBe dyukmnuje h,. Cana je F,, = ®,, 0 p,, r1e
cy dynkmuje P, nedunucane kao y Hamomenu 1.2.13, 1ma cy Ha OCHOBY Ibe U HEIIPEKUJTHE.
Cnenu nma cy dyukmuje F,, Mep/buBe Kao KOMIIO3WIHje HENPEKUHE U MepJbUBE, 3a CBAKO
n € N. Mepspusocr oxn dyukimje F cana godujamo u3 dumenure aa je F(t) = sup, oy Fi(t),
3a cBako t € (). O

JIlema 4.1.2. Heka je ® c.n. gynryuja u (h,)22, nuz mepwusur dymnxuyuja nwa (0,0, 1)
wareuz ga je [, O((hn(t))e2,)du(t) < 4o00. Taga sasrcu cregeha nejegrarocts

o (( [ in) OO) < [ @)z dute) (4.1.1)
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Jlokas. Baxu na je h, € L'(Q,9M, 1) 3a ceako n € N, jep je

/Q ()l dpa(t) < / sup | (1) da(t) < / B((hn (1)) )da(t) < +o0.

meN

U3 npernocrasku crenn aa je P((h,(t))5,) < 400 3a c.c. t € Q. To game nmnmnupa 1a je
(hn(t))52, € ¢p c.c. y cayuajy @ « £, ogrocHO 1a je (h,(t))22, € £ c.c. y cayuajy @ ~ £°°.
Hexka je ®* anjynrosana c.H. dyukiuja ox ¢. Ha ocrosy [35, Teopema 1.17.(0)] umamo ma

je (cg))* Y ¢p y cayuajy @ < £ nu (c((;))* = (co+)* 2 ALY y cayuajy ¢ ~ > (3namo na je
Ta1a cg)*) = cp+ jep je * mononopmasusyjyha, ¢ 063upoM J1a je ekBuBajeHTHa ca £1). Y oba

. [¢]
cjy4daja, 3a CBaKO a € c((}*)

TakBO Ja je |lal/ex < 1 Baxkn

+00
I» Z\anr Oldp(t) < [ s[> aaltn(0)]| duce)
QxEB(cS;,B) n=1

- / ([ (1)) ) (t) = / B((hn(1)22,)dpa(t) < +oo,

' o hnd
OJIaKIIe CIeH Jia je pesl > %) ay [o, hyndjt ANICOTYTHO KOHBEPreHTaH 1

> [ hdi| <3 [ laaha@ldu(t) < [ S 0)7)du(0

Y3umameM cynpemyma 1o a € B (cqﬁ) nodujamo (4.1.1). O

Axo je o7: Q — B(H) o.B. dbynkumja taksa ma & € Cp(H) 3a c.c. t € ), onna Ha
ocuoBy Teopeme 1.3.12 ciean ja 3a cBake e, f € B Baxu na je O(((e,, f,))22,) < +oo c.c.
VY HacTaBKy U3BOAMMO IIOCJIEINIE UHTErPAOUIHOCTH TOI IIPECIUKABAaIba 38 CBAKM IIap O.H.O.
e, f € B, y 3aBucHocTH 01 c.H. pyHKnuje ¢. 3a moyerak pazmMaTpaMo ciIydaj Kaga je P ~ £
¢ 0d3upom 11a je taja Banaxos npoctop Ce(H) nzomMopdaH TOMOIONIKOM JyaJty o1 Gg)*) (H).

Teopema 4.1.3. Hexa je ® c.n. gynrxyuja neexsusarentina ca £° u nexa je o7 : Q@ — B(H)
caabo* mepausa o0.6. gynkuyuja waxea ga % € Co(H) 3a cropo ceaxo t € Q u ceako e, f € B
8a9HCU

/Q D(((Aen, )22 )dplt) < +00. (41.2)

Taga je o.6. ¢pynxyuja & carabo* UHTEIPAOUAHG U BAHCU §a je fQ Adu € Co(H). logatmino,
o € G(Q,M, 1, Co(H)) u sasrce nejegrarocttiu

[,

Jloxas. Tlpumernmo npBo ja ciaada™ mepsbuBocT o 7, 3ajeaHo ca yciaoBom (4.1.2), maje
cnady* maTerpadbmimaoct. Hamme, kako 3a cBe jequHudHe BeKTOpE T,y € H mocroje e, f € B
TakBe J1a je e; = x U f| = ¥y, BaXKu Ja je

< [[]le < sup /é(((%en,fn>)?:1)du(t)- (4.1.3)

e, feB JQ

/Q (e, )l ds(t) < / sup (e £,)ldp(t) < / (e, [2))))dpu(t) < +o0o.

neN
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Haxme, &7 je ctabo* uaTerpadbmiaa, Ha ocHOBY Jleme 1.4.27, ma mocToju orpaHutveH JIMHeapaH

omeparop A = Jo @ dp. Kaxo je 3anoBossen ycios (4.1.2), uz Jleme 4.1.2 nobujamo

®(((Aen, fu))nZ1) = @ ((< (/Q ”d“) o f">);)

=0 ([ tten i) )< [ @hen ) ) <+,

n=1
3a cBake e, f € B, onakye cieau na je A € Cp(H), Ha ocroBy Teopeme 1.3.12. Yaumamem
cynpeMyMma 1o e, f € B nodujamo

[Allg = sup ®(((Aen, fn))7Z1) < sup /‘1’((<%€mfn>)?f1)dﬂ(t)-
e,fEB

e,feB JO

“+oo

221 8n(A)gn ® kY npencrasiben y IlImmroBoM pasBojy, Taja BaxKu

JomarHo, ako je A =
[IpOTIeHA,

[Alle = D((s5n(A))5Z1) = P(({(Agn, hn))iZ1) < /f’((@@égn,hn);’il)du(t) < +oo.

Ha ducmo nokazamu ma je o € G(Q, M, u, Co(H)), moBosbHo je nmpema Teopemu 1.3.21 na
JIOKaXKeMoO Jia je 3a cBako Y € (‘3(0)( H) bynxmmja t — tr(4Y) y LYQ, M, 1). Heka je 3aro

Y =3 " 5,(Y)e, ® f+ npoussosman oneparop u3 B (G( (1)) npencrasmben y IIaurosom

pa3Bojy. Ta,zga je ©*((sn(Y))r2y) = ||Y||e+ < 1. U3 jenmakoctu (1.3.11) mobujamo tr(e4Y) =
T 52(Y) (en, f,), TIe peji ancoryTHO KOHBEprupa jep je

—+00

D (Y ) (e, fu)l < @ ((5(Y))521) - @((( e, fu))ois) < | Fhillo < +o0.

n=1

Onatie caem n MepJbUBOCT TpeciankaBama t — tr(e4Y’). lonarno Baxn

/|tr£ft )| du(t) / an /\ Hyen, fn)ldp(t)
< (5 (V)) (( / (hew, Fldult >)°o )< / O(((Hhen, Fu))r)du(t) < +00,

n=1

an ) Hien, fn)

rJie je Jpyra HejeJHaKOCT 3aJ0Bo/beHa Ha ocHOBY |35, Teopema 1.17(a)|, yume cmo mokasasin
na je o € G(Q,M, p, Co(H)). llraBure, m3 mperxoiHe HEjeJHAKOCTH CJIEIN Jia 338 CBAKO

Y € B(CY)/(H)) Baxu na je

[ sty )iau®) < sup [ @(((etens Fa)iE o). (4.1.4)

e,feB JQ

Konauno, tpaxeny nejeanaxoct (4.1.3) modujamo u3 (4.1.4), y3uMameM cynpeMyMa 110 CBUM
Y € B(CY)(H)). O

Hatiomena 4.1.4. Ipumerumo na y ciaydajy ® = ' u o/ > 0 c.c. mperxoiHa Teopema
yormmrasa |23, Jlema 2.1]. Hamwme, ako je 3amoBosber yciaoB (4.1.2), y3uMameM IIpOU3BOJbHE
OPTOHOpMUpaHe da3e e JI00ujaMo

JACIEZORY (Z<ﬂ>> lt) = [ O (e ) Tu(t) < +ox,

I1a je 3a/JJ0BOJbEH YCJIOB IIOMEHYTE JIEME.
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4.2. IIETUC UHTEI'PABUJIHOCT OIIEPATOP-BPE/IHOCHHUX ®YHKI[HJA...

4.2 Iletnc mHTErpadbuJIHOCT onepaTopP-BPEeIHOCHUX
dbyHKIIIja ca BpeJHOCTUMA Yy cenapaduJIHUM
naeainMa KOMIIAKTHUX oIllepaTopa

Cana pasmarpamo ciaydaj ¢ ~ £ kaga npocrop Cp(H) HeMa mpeiyan, ajau 3HAMO Jia
Baxku (Co(H))* = Co+(H) jep je P mononopmanusyjyha. ¥ ciydajy Kaja je Mepa p KOHadYHA,
Teopema 3.2.4 Ham jaje HEONXOJHE U JIOBOJbHE ycjoBe ja 0.B. dyHkimja & : Q — B(H)
npunaa mpoctopy P(Q, M, u, Co(H)). Hapeana teopema naje moospre ycioe €. (H)-
[letuc marerpadbumnocTu, d0e3 0d3Mpa Ha TO Ja JIM je Mepa [, KOHATHA.

Teopema 4.2.1. Heka je ® c.n. pynryuja exeusarenmna ca (° u nexa je o : Q — B(H)
caabo* mepwusa 0.6. pynruuja wakea ga <, € Co(H) 3a c.c. t € Q u ga 3a ceaxe e, f € B
8aIHCU

[ aten. Faute) < +x. (42.1)
Taga je o7 € P(Q,M, pu, Co(H)) u saorcu apoyena
|7 lp < sup / O(((Hren, fu))nzr)dp(t)- (4.2.2)
e, feB JQ

Jloxas. Mepsbusoct npeciukasamwa t — P(((Fe,, [,))02,) 3a cBake e, f € B cienu us
Jleme 4.1.1. Joka3 cnade* murerpadbusiHocTu on &/ je UCTU Kao u y jokady Teopeme 4.1.3.
Oparie ciemn na 3a ceako Y € Cgp:(H) (= €1(H) ckynosno, jep je ®* ~ (') Baxu na je
Jo 1tr(aY)|dp(t) < 400, omakme nobujanmo crady MepsbuBoct 0.8. Gynkimje 7 :  — Co(H).

Ha ducmo pokazanu Cp(H )-Ilernc maTerpaduaHoct, HOTpedbHO je mokas3aTH Jia 33 CBAKO
E € M saxu ja je oneparop [,/ du € Co(H) (1j. na je komnakran). Hexa je saro E € M
u Heka cy e, f € B npousBosbuu. Tajma Baxku 1a je

o<‘<(/E wdu)en,fn>' [ et fldntt) < [ ohen £ldnte). (423

Kaxko cy oneparopu &7 kommakTHE 3a c.c. t € 2, Ha ocHOBY Teopeme 1.3.12 modujamo ma je
lim,, o0 [{Aen, fn)] = 0 3a c.c. t € . Takobe, 3a cBako n € N Baxku

[(Fren, fa)] < Sup|<«!2ften,fn)| < ©(((Fen, fu))nlr) € LH(Q, 0, 1),

30or yciioBa (4.2.1). Ha ocuoBy Teopeme o JlomunanTtHoj KouBeprenmuju jgodujamo ja je
limy, o0 [ [{(Hien, fu)|dp(t) = 0, ma cremn na je lim, o (( [, @ dp) €y, f,) = 0. Konaumno,
Teopema 1.3.12 HaM Jaje KOMIIAKTHOCT oleparopa [ @ du, onakie jgodujamo ja o €
P(Q, M, u, Co(H)), mro je Tpedaso u moKa3aTu. O

Hexka je o7: Q — B(H) caabo* mepsbuso. Ha ocroBy Jleme 1.3.22 3a cBako t € {) Baxu
jeTHaKOCT

|]le = sup [tr(#Y)],
YeX(H)
1Yl <1

na kako je mpocrop JC(H) cemapaduiiaH, cieau ma je mpecankaBambe t — ||.2||¢ MepibuBo.
HonatHo,

sup / B(((Hen, u)2)du(t) < / sup B((Fren, Fu))220)du(t) / | lodpa(t)

e,fEB JOQ Qe feB
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omakJsie ciaenn ga je ycinoB (4.1.2) yBek 3aJ0BOJbEH Kaja je mpeciukaBawe t — |||
nHTerpadmaIno. Jla odpar He BaxKu MOXKEMO BUJIETH Y HAPEIHOM ITPUMEDY.

IIpumep 4.2.2. Heka je (e,)neny 0.H.0. y H u m Jleberosa mepa ua [0, 1). Hedbunummmo
0.8. dyukimjy <7 : [0,1) - B(H) ca o = =) Soee nx;_1 1(t)e, ® ef. Baxu na je 3a cako
t € [0,1) omeparop 7 € I(H) C Cy(H) 3a cBaky c.H. cbyHKm/IJy ®. HomatHo, ako je ¢ jenna
Q-nopma, Tj. axo je ® = U? 3a mexy c.n. bynxmmjy ¥, nokaszahemo ma je ycios (4.1.2)
ncnymwen. Hamme, neka cy Bexkropu f, g € B npoussosbHH. Taja 3a cBako t € [n, — +1) BaXKN

ﬂaﬁJe@(((v@%fmgm))m:l) = ®(n({fm €1)(€n, gm))im=1) = 1 - ®(((fm, €1)(€n; gm))im=1), OMare
J100UjaMo

(S fons g) 1) an[w, JO(((fns 1) (gms 0))35).

Wurerpamujom nperxoane jegnakocru Ha [0, 1) mo Jlederosoj Mepu u 3aMeHOM MeCTa pejia u
MHTEerpaJia Hu3a MO3UTUBHUX (DYHKIIAja JTOOMjaMO

—+00
[ B (0) = S [ U tewm3

+oo
1
— 2 )
N n=1 n + 1\11 (((frrm 61><6n7gm>)m 1) Z n —+ 1 \/\11 fm; 61 e”’gm>|2)m:1)
400 400
<M\ Z‘I’ fm,el €nagm>‘ m= 1 < ZZ’ fm,el | | emgm>|
n=1 m=1
400 400 +oo
:M\ SN 1 e)Plen gm) > = My | D 1{fms e1) Pllgml?> = Mlex]| < +o0,
m=1 n=1 m=1

. d
rie je M =) n+1 \/”2

Konauno, nokakumo ja npecinkasame ¢ — || %%||o Huje Jleber mrrerpabmino ma [0,1).
Baxxu na je

+oo
o =t = (Z Xl ()01 © 62‘) DX Ben @l

*
Z mnx 11 t)X[n+177L)(t)<€n»€m e el = (Zn nilvi )61@61,

m,n=1

OJTaKJIe JT0OUjaMOo

“+oo
|lle = %o = VAP = Zn%qnﬂ, M= nmx (B, (424)
n=1

jep cy CKyIIOBU [#1, %) Mel)ycoOHO JIMCjYHKTHU U CBU OI€paTopu |27

uHTerpanujom u3pasa (4.2.4) ma [0,1) mobujamo

1 1 1
[ vt~ | S oot - S (1) - S

[0,1) [0,1) n=1 n=1

|? cy panra 1. Cana,
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Ha ocnoBy Teopewme 1.3.21, y ciy4ajy kaja je ¢ mononopmasusyjyha u Hije eKBUBAJICHTHA
HE ca ¢! Hu ca (°°, BaxKn 1a je (CE;*) (H))*™ = Cq+(H), ok y ciaydajy ® ~ (' Bazku myasnnocr
((‘35;*) (H))** = Be:(H). Honarno, Baxku ciegeha

Jlema 4.2.3. Hexa je ® monornopmanusyjyha c.mn. pynrkuyuja neexsusanrenitinag ca £°. Taga
Jje ugean (‘ff;)(’r'-[) caabo* cexsenyujanro tyct y Co(H). V cayuajy xag je ® ~ 01 sasicu ga je
(‘35;*) (H) crabo* cexeenyujanmo wyciti y Bo(H).

Jloxas. Ha ocunoBy Teopeme 1.3.21, cBe mro Tpeda mokazaru je ma 3a cBako X € Cgr(H)
nocroju mu3 (X,,)°2, u3s 85;2 (H) TaxkaB ma 3a cBako Y € Co(H) Baxku lim, . tr(X,Y) =
tr(Y X). Heka je X € Cq+(H) npousBosman u (P,)?° | HI3 OPTOrOHAIHUX [TPOjEKIINja KOHATHOT

paHra KOju KOHBEpPrupa jako Ka jeaumHudHoM omneparopy Ha B(H). Tama je X, = P.X €

K(H) c €5 (1) sa cvaxo n € N n Baxu
(X, Y) = tr(P,XY) = tr(XY P,) = tr(XY,,), (4.2.5)

e je Y, = Y P,. Kako je c.u. dpyukmuja ¢ mononopmasnuzyjyha, npema Teopemn 1.3.18

crequ 1a ||Y,—Y e — 0, kagn — oco. Konauno, va ocHOBY jennakoctu (4.2.5) u HejeTHAKOCTH
n3 Teopeme 1.3.21, nodujamo 1a

[tr(YX) — tr(X,Y)| = [tr(XY) — tr(XY,)| = | te(X (Y, — Y))]
< X Yo =Y)lh < [1X]

Yn — YHq) — 07

@*
KaJl n — 00, YUMe je JIOKa3 3aBPIIeH. L]

IIpumerumo nma ako je mopen ® u c.H. dynkmuja $* takohe momonHopmasnusyjyha u
® ~ (', omma ma ocnoBy Teopeme 1.3.21 Bazkm n1a je (‘35;)(7-[) = Cop+(H). Y TOM ciryuajy
HaM TIPETXO/IHA JieMa He Jaje HUKAKaB 3aK/bydakK, ¢ OO3MPOM Ha PedJIEKCUBHOCT MIPOCTOPA
Co(H ). Hajmosuaruju npumep moHoHopMasmsyjyhe c.H. dyHKIHUje ca dunopmasusyjyhiom
ajjyuroaiom c.H. dysakmujom je @, tae je (P,)* = Ppp, y cayuajy dunopmanusyjyher nusa
IT = ()22, (Bumern Tpheme 1.2.14). Ilocnemuma 1.3.26 mam maje oxHOc oxrosapajyhmx
ujeasa, e HaM IPETXOJHA JeMa jaje caady* cekBeHnmjaany rycruty mnpocropa C.(H) y
CBOM JIDYTOM JIyaJIy.

Kao mupekrny nocnemauiy Jleme 4.2.3 u Hanmomene 1.4.26 podujamo

IMocaemuna 4.2.4. Axo je (2,9, 1) apoctwop ca konawrom mepom u Y mononopmanusyjyha
c.H. Pynryuja neexeusarentina ca £, onga je P(Q, M, u, Co(H)) = G(Q, M, 1, Co(H)).

VY caydajy mpOM3BOJBHOI IIPOCTOPA €a MEPOM (He3 MpeTnocTaBKe O HEHOj KOHAYHOCTH )
Baxku ciezeha

Teopema 4.2.5. Hexa je & mononopmarusyjyha c.n. gynrxyuje u o7 : Q — B(H) caabo*
meparusa 0.6. Pynryuja waksa ga <, € Co(H) c.c. u 3a ceaxe e, f € B sasrcu

[ @ten. Fautt) < +x. (4.2.6)
Taga o/ € P(Q,M, 1, Co(H)) u sastcu apouena
|1ls < sup / (e, f)) 220 )du(t). (4.2.7)
e,fEB JO
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4.2. IIETUC UHTEI'PABUJIHOCT OIIEPATOP-BPE/IHOCHHUX ®YHKI[HJA...

oxas. Cuyqaj kama je & ~ £ je Beh moxkasan y Teopemu 4.2.1. V cayuajy xaga je ® ~ £
nmanmo na &7 € G(Q, M, u, Co(H)), ma ocaoBy Teopeme 4.1.3. Tonamarao, npema Jlemn 4.2.3,
3HAMO J1a je Ggl) (H) cnabo* cekBeHIMjaJHO TYCT y CBOM JIPYTOM JyaJsy, OfaKJe CIeIu Jia je
o/ cnadbo Cp(H)-unrerpaduiina, na ocuoBy Jleme 1.4.25. Heka je E € M u Ag = [ dp.
Joxazkunmo Tepherse mpso y cryuajy ® ~ (1. Heka je X = 3.7 5,(X)e, ® f* npoussoman
oneparop y Ce+(H) npencrasmen y [IImurosom passojy. Kopucrehu (1.3.11), modujamo

r(AgX) = an Y Agen, fu) = an / (Aen, frn)du(t)

E

-/ S 0 (X) (e fu)du(t) = [ wtetx)duce)

IJle je 3aMeHa MecTa peja M WHTerpaJa olpaBaHa jep je

/ Zm ) (hien, Fudldu(t) < / (5 (X)) B(([{Hns i) )30 )dpa(2)

E

- / (e, fa))0)dpu(t) < +o0.

Haxie, of € P(Q, M, pu, Co(H)), mro je Tpebaiio u jgoKa3aTu.

JokazkuMo caja ciaydaj kaja je ® ~ ¢!, Taga nocroju M > 0 TakBoO J1a 3a CBaKO a € Cg
saxu P(a) < '(a) < M -®(a). Heka je X € Bg-(H) npoussosban. Ha ocrosy Teopeme 1.1.4
umamo ga je X = C'- 22:1 Uk, 3a vexo C' > 0 u Heke yaurapue oneparope Uy, Uy, Us € B(H).
Axo je (e,)>2, mpousBosbHA 0.H.D. o1 H, OHzA je

+oo +oo
tr(ApX) = Z(AEXen, en) = Z/(MXen,en)du(t)
n=1 n=1 E

“+o0

_ /E S (A X e, en)dp(t) = /E (4 X)dul(t),

rJie je 3aMeHa MeCTa peJia W WHTerpaJia OpaB/iaHa jep je

/Z| (A Xen, en)|du(t) <C - Z/Z| B Uen, e,)|du(t)
—c. Z/met ) ea)ldpu(t) < M- C- Z/ ((FAFP, en))2) <+,

¢ 003upoM 112 (fT(Lk)),‘?f:l € B 3a cBako k € {1,2,3}. Haxie, & € P(Q, M, u, Co(H)). Konauno,
npema Hamomenu 1.4.26 u nejennakocru (4.1.3), u3Boaumo tpazkeny mporeny (4.2.7). O

Y [18, Teopema 3.1| ayropu u3Bo/1e pa3He IpOIeHE HOPMU Kao ¥ oj[pel)eHe TuioBe KOHBepre-
HIMje WHTEerpaja 0.B. PYHKIMja. ¥ HAPEIHOM TBphHemy JT0Ka3yjeMO KaKO YCJIOBHU JIesIa, IOJT
(c) HaBeseHe TeopeMe UMILIHIIPajy yeioB (4.2.6). Tlperusnuje,
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4.2. IIETUC UHTEI'PABUJIHOCT OIIEPATOP-BPE/IHOCHHUX ®YHKI[HJA...

IMocnenuna 4.2.6. Hexa cy o u B o.6. Pynryuje wakee ga je o , B* € LE(Q, 1, B(H)) u
nexa je X € C1(H). Taga o.6. Pynxyuja t — 4 X B, uputaga apocwiopy P(L, M, u, C1(H)).
Hocaeguuno, easrcu ga je [, 4 X Bidu(t) € C1(H) u 3a cearu nuz (0,)0, y M, waras ga
0n T 6 ®ag n — 00, 6astcu

= 0. (4.2.8)

1

lim
n—oo

/ A X Bydp(t) / AKX Bydp(t)

Joxas. Heka je oneparop X = Y > s5,(X)e, ® f+ npeacraspen y I[IImuroBoM pa3sojy u
ueka ¢y g,h € B. Tana je 4 XPB = > su(X)(He,) @ (Bf fn)*, Te pes KOHBeprupa
arconytro y Cy(H), na 3a ceako m € N Baxkn

<~Q{tX@tgma m ZSn ;zf}en, ><gma'%:fn>7

OJTaKJIE je
(X By, b < 5a(X)D " W ien, hn) (Gims B £
n=1 m=1
<D sa(X) ZI Ayen hon) 2| D (B fus 9 2 <Y sa(X) | Aienl| |55 full - (4:2.9)
n=1 = m=1 n=1

Uurerparmujom (4.2.9) na  modujamo

o0

JRACERE T RO RS SRe o N EZ [ A0

n=1

<o \/ W/ [ tealdute \/ JNEZARAG
:Z \//szxzften,en Ydu(t) \// (BB} [y fr)dps(t)

/%@w@‘
Q

/ %t%t*du(t)H < fo0.
Q

8

8

o0

N

sn(X

| ettt
Q

n=1
_ ||X||1\/ H / A ()

Tpazkena I[letuc unrerpadbuianoct caja ciaean qupeKTHO u3 Teopeme 4.2.5. Konadwo, jemHa-
kocT (4.2.8) je mociemuria mpedpojuBe aJUTHBHOCTH BEKTOPCKe Mepe vV, jedUHHCAHE ca

E) e fE A X Bidu(t), koja cnenu nupextHo n3 Teopeme 1.4.17. O

Hauomena 4.2.7. 3a xpaj, npumerumo ga cy lebdanmgopa n IlermcoBa HOpMa mpolemeHe
u3pasoM sup, sem fo L(((Hen, fr))ne,)du(t) maxo uuje yrepheno ma u je i mom KOjuM ycio-
BUMA Taj u3pa3 KoHadaH. /[oKaKMMo J1a HaBe/IeHa BeJINYNHA 33/I0BOJ/haBa AKCHOMEe HOpME Ha
oarosapajyhem mormpocropy ox P(2, 9, u, Cy(H)). XoMOreHOCT 1 HEjeTHAKOCT TPOYTJIa CJIe-
Jie TUPEKTHO M3 CBOjCTaBa CylpeMyMa, uHTerpasa u c.H. pyakimje . 3aTto, mokazkmmo jorr
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cBOjcTBO Henerenepucanoctu Hopme. Heka je 0.B. dynknuja o/ € P(Q, M, u, Co(H)) Taksa
na je sup, sem Jo ®(((Aien, fu))ozi)dp(t) = 0 u Hexa cy ,y € H UPOU3BO/LHE je[MHIYHI
BekTopu. JlonmymaBamem 10 e, f € ‘B TakBuX Jia je e; = x u f; = y modujamo 1a je
Q(((eren, fn))oq) = 0(((Ahen, fn))ry) = |(Hz,y)|, 3a cBako t € ), omaxie ciaenu ga je

| lle = sup / (e, ) du(t) < sup / (s fu))2)dpu(t) = 0,

llz]|=llyll=1 e, fEB

na je o/ uyna-BekTop y mpocropy P(Q, 9, u, Cp(H)), unme je oka3aHa U HEJIETEHEPUCAHOCT
HaBeJIeHOI' U3pa3a.
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buorpaduja ayropa

Maruja (Bykamwun) Muiosuh je poben 22. debpyapa 1991. romune y Beorpasy. Jom
TOKOM OCHOBHOI' 00pa30Barba MOKA3a0 je M3parkeHe CKJIOHOCTU Ka mareMaruri. ¥ Tpehem
paspejly OCHOBHE IIKOJIE MOCTA0 je [jIaH IIKOJe MareMarwuke ,Apxumesnec’, a 0 4eTBPTOT
pa3pe/ia ce aKTUBHO TAKMHUYHO U TTOCTU3a0 3alla’KeHe Pe3y/ITaTe HA TAKMUYEhUMA U3 MaTeMa-
TUKE. ¥y CeJIMOM Pa3pejly OCHOBHE IIKOJIE TIOCTAO je JIe0 MPBe I'eHepalije OIrJIeHOT OJIe/berha
MaremaTndke TUMHa3Mje, a OJ IIPBOT Pa3pe/ia CPEJihe IMKOJIEe MOCTaje YUEHUK CIIEIHjaTHOT
oJieJberba 3a odjlapeHe ydueHnke. TOKOM IIIKOJIOBara OCBOjUO je HU3 HArpaja, Mehy kKojuma
ce m3/Bajajy OpoH3aHa Menas/ba Ha JyHHOPCKO] oiuMImjaju u3 actponomuje y Ilekunry,
OpoH3aHa MejlaJhba Ha JYHHOPCKO] OaJiKaHWjaau n3 MareMaTuke y KummmeBy, Kao U mpBa
Harpajia Ha PenydsmdkoM TakMudemy U3 mMaremaTtuke. Kao mpejcraBHuk rpajia beorpajia
y4IecTBOBaO je Ha Mehynapoanom MaTeMaTHIKOM TYpPHHUPY I'DaJIoBa U moxahao JeTmy KOy
y Mumncky.

Crynuje maremaruke ymucao je 2010. roaune na Maremaruakom dakyarery Y HUBEpP3U-
teta y Beorpasmy, na cmepy Teopujcka matemaruka u mpumMene. OCHOBHE CTy/Hje 3aBPIINO je
2016. roaune ca mpoceunom orerom 9,80. Mcre rogune ynmcao je MacTep CTy/IUje Ha UCTOM
dakyarery, a MacTep paj 1o HaswBoM ,(OrnepaTopHe n OJIOK MATPHUIE U HUXOBA IIPUMEHa”
onopanmo je 2018. roaune ca mpoceunom orenoM 10,0. JIokTopcKe cTy/inje 3a1mo4eo je mKoJacKe
2018/2019. romauue u 70 cajia je MOJIOYKHUO CBe UCIuTe ca mpocednoM orerom 10,0.

3amocsen je na Maremaruukom dakysirery ¥Yuuepsurera y Beorpas ox 2016. roaumne
Kao capaJHuK y HacTaBh, a oj 2018. rojmHe pajim Kao aCUCTEHT. ¥y OKBHPY HACTABHOI PaJja
Ip2Kao je BexKOe W IpejiaBarba U3 BHINE KypceBa, Mehy kojuma cy Amamuza 1, 2, 3A u 3B,
Teopuja Mmepe u uHTErpalyje, KypceBu MaTeMaTUKe 3a CTy/IeHTe (pU3uKe u acTpOoPU3NKe, Kao
U CHEINjaJIn30BaHa IIOIVIaB/ba aHAJIN3e, peaslHe aHAJIN3e U MATPpUIHE aHAJIU3E.

Y HayYHO-UCTPaKMBAYKOM paJjly yIeCTBOBAO je Kao 4jaaH npojekta MuHuCcTapcTBa IIpocBe-
Te, HAyKe U TEXHOJIOMKOr pa3Boja Pemnydsuke Cpduje moa nasusoM ,llpocropu dyukiuja u
oreparopu Ha muMa“ (op. 174017). YyecrBoBao je u Ha HaydHOj KoHMepeHtwju, 15. Cprcku
MaTeMaTU4IKH KOHTpec ojip:KaH y beorpamy 2024. roaume, rie je OApKao IpeaaBarbe IO]T
macaoBoMm "Weak integration of operator valued functions".

Maruja numa odjaB/bena Tpu paja xa CIIU mmcrn:

Danko R. Joci¢, Milan Lazarevi¢, Matija Milovié¢ Perturbation norm inequalities for ele-
mentary operators generated by analytic functions with positive Taylor coefficients, Positivity
26, 62 (2022)
https://doi.org/10.1007/s11117-022-00923-z

Mihailo Krsti¢, Matija Milovié¢, Stefan Milosevié Belonging of Gel’fand integral of positive
operator valued functions to separable ideals of compact operators on Hilbert space, Positivity
27, 4 (2023)
https://doi.org/10.1007/s11117-022-00958-2
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Matija Milovié Weak integrability of operator valued functions with values in ideals of
compact operators on Hilbert space, Positivity 28, 30 (2024)
https://doi.orgl10.1007s11117-024-01047-2
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBy

Motnucaxu-a MAT tﬂA NMJTOBM—E
6poj yruca 2021/2018

UsjaBrmyjem

aa je OOKTOPCKa amcepTaqua noz HacrnoBoM

CnabA unTEPALY (o BELTOP-BpenHo ClisX CI%)JFFKL(,V?A CA BpeRHolTuM Y
Vl(IlEAﬂMMA dna{g%'ro?afq M Be3A CA ©EnEMFH A,:)HL(M OHE/DATO/PL(MA

e pe3yntar CONncTBeHOr NCTpaXnBadKor pana,

e [a rpefrioXkeHa gucepraumja y LenvHN HU y fenosuma Huje 6una npeanoxkeHa
3a pgobujawe 6uno koje awnrome npema CTYAMCKUM Mporpamuma apyrux
BMCOKOLLKOTICKUX YCTaHoBa,

e [1a Cy Pe3ynTtat KOPEeKTHO HaBeLeHN ¥

e [a HWCaM KpLUMO/Na ayTopcka npaBa W KOPUCTUO MHTENEKTyarHy CBOjUHY
APYTUX fmua.

MoTnuc AOKTOopaHOa

J\w%& Moot

Y beorpagy, /l 5. 8 . ZDZ S,




Mpwunor 2.

M3jaBa 0 UICTOBETHOCTM LUTaMMNaHe U efieKTPOHCKe
Bep3uje JOKTOPCKOr paaa

Mme v npesunme ayTopa MAT\A(}\)A Hwogu’k
Bpoj ynuca 2021/204F

CTyamjcku nporpam MateuaTuKa

Hacnos paga Cnasa mmarpmf,»\( \A BEwTop—BPBAH 0 CHUX Q%/Vr’%mw«QA CA BpERRo (TWhA
J-UREANunE QAEPATOPA pE2A Al BAEHEHTADHIM  CABIDATIPUMA

[ . / !
MenTOpHK T{(Dotlb, cQ;O ‘rD'}AHKO P Jou,wﬁ U P«(O CTE#JRH meumujf

MoTnmncaHu HATM\\JFV N UJIOBQ-I;

n3jaBrbyjemM Aa je WTamnaHa Bepsuja MOr LOKTOPCKOr pafa MCTOBETHA ENEKTPOHCKO]
Bep3nju kKojy cam npepao/ma 3a objaBrbyBakbe Ha noprtany [OurutanHor
peno3uTopujyma YHuBepauteta y Beorpaay.

[osBorbaBam fa ce o6jaBe Moju NUYHM nogaum BesaHu 3a fobuvjare akageMcKor 3Bama
[OKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy uMe 1 npesume, roanHa n mecto pofhera n gatym ofbpaHe

paga.

OBw NMYHM Nogauy mMory ce o6jaBuTy Ha MpPEXHUM CTpaHuUama gurutanHe 6ubnvoTeke,
y eIeKTPOHCKOM KaTarnory 1 y nybnvkaumnjama YHusepsuteTa y beorpagy.

Motnuc nokTopaHaa

st Mok

Y Beorpaay, 179, 8 1025,




Mpunor 3.

U3jaBa o kopuwhemy

Oenawhyjem YHuepsutetcky 6ubnvoteky ,CeeTto3ap Mapxosuh* ga y OurutanHm
peno3nTopujym YHusepauteta y beorpany yHece Mojy OOKTOpCKy AvcepTauujy noj
HaCloBOM:

Craga MHTETDALLWA BELTON-APEDHOCHU A»wmm CA BpaNtorTUHA Y
UHEA—ﬂuhA- nnalmmljm W BE3A' CA EJIEHﬁHTMJHw (anEIDA“TO,PuMA

Koja je Moje ayTopcKo aeno.

LucepTauujy ca cBMM MNpurosmma npeaao/fia cam y enekTpoHckom hopMaty NorogHoM
3a TpajHo apxuBupare.

Mojy AokTopcky ancepTaumjy noxpamweHy y OQurutanHu penosutopujym YHuBepsuteTta
y beorpazly Mory 1a Kopucte CBM Koju noLuTyjy oapeabe cagpxaHe y onabpaHoM Turny
mmueHUe KpeaTueHe 3ajejHuLe (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyuno/na.

1. AytopcTBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMepUMjarHo
@AyTopCTBO — HekomepLujanHo — 6e3 npepage
4. AyTopCTBO — HEKOMEPUM]ariHO — AenuTy NoL NCTUM YCroBMMA
5. AytopcTteo — 6e3 npepane
6. AyTOpCTBO — OENUTW NOA UCTUM YCHOBUME

(MonuMo fa saokpyxute camo jefiHy of LUeCT NMOoHyReHMX NuULEeHLM, KpaTak oruc
mueHuM gar je Ha nonehunn nucra).

MoTnuc pgokropaHaa

Y Beorpagy, 45: 8; 2@25.




1. AytopcTBo - [losBorbasare ymHOXaBawe, AucTpubyuuly u jaBHO caoniuTasame
hena, v npepaje, ako ce HaBefe uMme ayTopa Ha HauuH oapehed of ctpaHe ayTopa
WM faBaoua nuueHle, 4ak vy komepuujanse cepxe. Oso je Hajenoboanuja of camx
TUEHLN.

2. AytopcTtBo — HekomepuujanHo. [lossorbaBate ymMHOXaBake, anctpnbyuujy v jaBHo
caoniliraBame ena, 1 npepaje, ako ce HaBe[e vMe aytopa Ha HaumH ogpeheH of
CTpaHe ayTopa uny dasaoua nuueHue. OBa NyUEHLa He [J03BOrbaBa KoMmepumjanHy
ynotpeby nena.

3. AytopctBO - HekomepuujariHo — Be3 npepafe. [lo3BorbaBate YMHOXaBaHE,
avetpubyumjy 1 jaBHO caonwiTasarbe fena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBara wmm
ynotpebe nena y CBOM [eny, ako ce HaBede WME ayTopa Ha HauvH ofpeheH of
cTpaHe ayrtopa wunm Aasaoua nuueHue. OBa NUUEHUa He J03BOMbaBa KoMepuyjanHy
ynotpeby gerna. Y OfHOCY Ha CBe OCTane NuUEHLEe, OBOM MULEHLOM Ce orpaHuyasa
Hajrehu oBum npaga kopuithera nena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMEepuMjanHo — [enuTi nop WcTuM ycrioBuma. [ossorbasate
yMHONaBae, ancTpubyuvjy v jasHO caonuTaBame fena, U npepaje, ako ce Hasene
nMe aytopa Ha Haumd ogpehien of cTpaHe ayTopa unu 4aBacua MuUeHUe 1 ako ce
npepaga auctpubyupa nog WCTOM WM CIUMYHOM nuueHuoM. Osa nuueHua He
[o3BorbaBa xomepuujanny ynorpeby aena v npepaaa.

5. Aytopcteo — 6es npepage. [losBorbaBate ymHOM@Bame, OUCTPUBYUM)Y 1 jaBHO
caoniutaBame fena, 6e3 npomera, npeobrnvkosarsa vnu ynotpebe ena y CBoM Aeny,
KO Ce HaBele VME ayTopa Ha HauuH ofpeheH of cTpaHe aytopa unmM Jasacua
rvdeHue. Osa nuleHUa [o3Borbasa komepuujandy ynotpeby gena.

6. AyTopCcTBO - [enuTu MOA4 WCTUM ycroBuma. [l03BOSbaBaTe YMHOXaBame,
omcTpubyumjy v jaBHo caoniuTaBare Aena, U Npepazie, ako ce HaBeae UMe ayTopa Ha
HauvH ofpeheH O CTpaHe ayTopa WM AaBaoua NULEHLE WM ako ce npepaja
avetpubyvpa nof UCTOM WIM crivdeoM  rvueHuom. Osa nuueHua [10380/basa
komepumjandy ynotpeby fena u npepaga. CrvuHa je codreepckum nmueHuama,
O[HOCHO NMLEHLaMa OTBOPEHOT Koga.
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