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3axBaJIHUIIA

Ha nmouerky Omx keJesia J1a ce 3axBaJiIM CBOjOj MeHTOpPKH, pod. Jesernun Karuh, koja je
2022. roguHe UMaJia Bepe Y MEHE U Y MOj HOBH IOYETaK. 3ajeHUYKH PaJi Ca OM JOHEO MU
je ocehaj ucmymeHocTn U BeJIMKY paJiocT. lako oBa Te3a MOXK/Ia JI0JIa3U HEIITO KACHHje HEro
IITO je yoOm4ajeHo, BepyjeM Jjia O cBaka Jpyra IyTama J0 e Onia Mame Bpemna. Oceham
ce MPUBHUJIETOBAHOM IIITO CaM UMaJja MPUJINKY J1a PAJUM Ca HEKUM KO je TOJUKO rocsehen
MaTeMaTHUIA U KO jOj IPUCTYIIA C& TOJUKO CTPACTH.

Benuky 3axBajHOCT JAyryjeM W YJIaHOBUMa KOMUCHUje, UHje Cy IayK/bUBO YUTAIHE U
JIparolieHe Cyrectuje JIONPUHEN TOMe Ja OBa Te3a OyJe jacHHWja, MOTIYHHja U KOPHUCHU]a
OynyhuMm uuTaonmma.

[Tocedno xemuM Ja mOMEHEM U CBOI' HACTABHUKA MaTeMaTHke nu3 TuMHasuje, Muiana
Meba, o1 Kora cam MHOTO Haydu/Ia He CaMO O MaTeMaTHIM, Beh u 0 ToMe Kako ce MaTeMaTuKa
npenaje. [Ipema cBoM HacTaBHUKY ocehiam BeJIMKO TIOITOBaE, KOje ca TOJIMHAMA ITI0CTaje CaMO
Behe. [Ipykno Mu je MHOTO 3HAMa U MOJIPINKE, a ocehaj KOju Cy HeroBU YacOBH MaTEMAaTUKE
y MEHH OY/IW/JIN U JIaHAC TTAMTUM M OPHM2KJHUBO YyBaM O] 3adopasa.

Moju pomuTessn U ja OJyBeK CMO OWJIM THM. Y3 BUX CaM MMaJia CJIOOOIY Ja Oy/JaeM OHO
IITO jecaM W Jla camMa OupaM IIyTeBe 3a KOje BEpyjeM Jia Cy UCIPABHU. XBaJjla MaMU U TaTH
3a cBe maptuje npedepanca, 3a CBaKy HAaDAB/bEHY KIbUTY Yy HEKUM TEIIKUM BPEMEHUMa, 33
CBaKy TpeMy KOjy Cy IIOJIeJININ Ca MHOM U 3a Oe3rpaHudHy JbyOaB KOjy cam ocehasia y cBakom
TPEHYTKY.

XBaJjia cBUM mpodecopuma, Kojerama, mpujaTe/buMa U hHalMa KOju Cy Me IIPaTUI Ha
OBOM BHUjyraBOM IIyTy. ¥BEK caM MMaJja Ha KOTa Jia Ce OCJIOHHM KaJla je OUJIO TeIIKO W O
KOTa JIa 4dyjeM peun oxpadpema. To HWKa/a He y3mMaM 3JIpaBO 3a TOTOBO WM MCTUHCKU CaM
cpehna mTo caM OKpy2KeHa TaKBUM JbYIUMA.

Hajsehy 3axBajHOCT jIyTryjeM CBOjOj IMOPOJIUIM, KOja je ca MHOM KHBEJIa U CBE Jielle U
CBe TeIlIKe CTPaHe OBOI IyTa. XBaja MOM CYIPYTY Ha CTPIUbEY, Pa3yMeBakby W IOJIPIIIIH,
HapOYNUTO OHJA KaJia je 3a OBaj paJi OMJIo MOTPedHO mpoHahu BpeMe TaMo Tje ra, Hau3IJIes,
Huje dOmto. XBaJjia M0Ojoj JeIu IIITO Cy Me CBaKora JaHa 1ojicehasa j1a moctoju ceer MHOTO Behn
0/ OBe Te3€ U TITO Cy, He 3Hajyhu TO, yUYMHWJIa Ja joj ce yBekK Bpaham ca BHIE eHTy3Hja3Ma.

Ha kpajy, cKkpoMHO ce HajilaM Jia CBOjUM IIPUMEPOM TOKa3yjeM CBOjOj JIeIH, aJd U JIEIH
KOjy caM mMaJia NPWJIHKY Jla MOoJydaBaM, KakKO Cce UCTpajaBa M KaKO Ce HUKaJa He I'you
KUBOTHa pajocT. Hacrojum ma Oymem m0d0ap ambacajgop MaTeMaTHKe W Ja CBOJUM PaJIOM
JIOTIPUHECEM FHEHO] TOITyIapU3aliiji, HACTABA U HAYIIU.

Marma Bopuh



HacsooB mucepranmje: [losmmaoMujassa eHTponyja WHIYKOBAHUX IUHAMAYKIX CHCTEMa Ha
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YBOI

IIpoyuaBame CJI0XKEHOCTH TOMIOJIONIKUX JUHAMUYKAX CHCTEMA IIPEJCTaB/ba jJEJIHY OJf
IIEHTPAJIHUX TeMa TeopHje IMHAMUYKUX cUcTeMa. KBajuTaTuBHA aHAIN3a U KJIACU(PUKAII]ja
Pa3IMIUTUX OOJIMKA JUHAMHUYKOL TOHAIAha UMajy 3Hada] KaKo Ca TeOPUjCKOI CTAHOBUIIITA,
TaKO M y OpPOjHUM IpuMeHama. Y TY CBPXY Pa3BUjeHHU Cy PA3JIMYUTH ITOJMOBU U BEJINUHHE
KOjuUMa, ce OIHCYjy U MehycoOHO pPAa3/INKyjy JIMHAMUYKU CUCTEMHU Pa3JIUIUTUX HUBOA
CJIOKEHOCTH. JemHa OJ] OCHOBHUX W HAJIO3HATUJUX TAaKBUX BEJUYNHA j€ TOIOJIONIKA
E€HTPOIHja.

TonoJsionika eHTponMja MpeACTaB/ba KBAHTUTATUBHY MeEPY CJIOXKEHOCTH TMHAMHIKOT
cucreMa #, y OjpehDeHOM CMUCIy, OIHUCYyje eKCIOHEHIMjaJHu pacT oOpoja MehycodHo
pasziauunTux opourta. HbeHa MmoBe3aHOCT ca JPYrUM BayKHUM CBOjCTBUMA JIUHAMUIKUX
crcTeMa, JI00PO je IpoydeHa, a II0CeOHO MeCTO 3ay3UMa, BapHjallMOHU IIPUHITUII, KOjU IIOBE3Yje
TOIIOJIOIIKY €HTPOIHNjy Ca WHBAPHjaHTHUM MepaMa M eprojudkoM TeopujoM. Tomosomika
EHTPOIINja je m3padyHaTa 3a BEJMKNA OPOj 3HAYAJHUX IPUMEpa, JIOK Cy 3a CHUCTEeME KOJ KOjuxX
ce HheHa TavyHa BPEJIHOCT TEIIKO o/ipehyje pa3BujeHe pa3jinduTe MeTOJE HeHe IPOIEHE.

WNnaxk, Tomosonka eHTpoIja HHje JOBO/HHO OCET/HUBA Ha pa3JinKe u3Mehy cucrema HHUCKe
cioxkenoctu. Hawmme, 1mocToje OpojHM JUHAMUYKH CHCTEMH KOjU C€ Ca CTAHOBUINTA CBOT
ITOHAIAaka 3HAYAJHO PA3JIUKY]Y, & 9Hja je TOIOJIONIKA eHTPOoNnja jegnaka Hyau. To yka3yje Ha
OTpaHUYEeHhe eKCIOHEHIINjAJTHOT PAcTa Kao Mepe CJI0XKEHOCTH y CIydajeBuMa KaJa JTMHAMUKA
He IT0Ka3yje eKCIOHEHINjaIHy CcJIo2KeHOoCT. CucTeMu ca HyJITOM TOIIOJIONIKOM €HTPOIIHjOM IIPH
TOME HHCY 0€3 JMHAaMHYKOI MHTEPeca; HAIPOTUB, IbUXOBO JeTa/bHUje PA3/MKOBAIbE 3aXTEBA
duHMje NHBapHUjaHTe KOje MOTY /8 PETUCTPY]Y CYNTHUIHUje OOJIMKE CIIOXKEHOCTH.

YupaBo u3 oBe MoTpede MPUPOIHO ce jaBba MOJUHOMHEjajHa eHTpornrja. OHa ce goduja
oznrosapajyhom monduKamjoM MPUCTYIa KOjU BOJIM JIO0 TOIOJOIIKE €HTPOIUje, IIPU YeMy
ce yMeCTO €KCIIOHEHITjaJIHOT TTOCMAaTpa MOJMHOMUjAJTHI PACT OpOja CYMITHHCKHA PA3JIMIUTUX
opouta. Ha Taj HauYmH moJMHOMUjaJIHA €HTPONHUja oMoryhaBa pas3/IMKOBarmbe JIMHAMUYIKUX
CHCTEMa dYHja je TOIIOJIONIKA EHTPOIja jeHaKa HYJId W IpyxKa (PUHHJYy KIacupukarmjy
JTMHAMUKE HICKE CJI0KEHOCTH.

IlonmuHOMMjaIHA €HTpOIHMja je yBeJeHa peJaTUBHO HEJABHO y OJIHOCY Ha TOIIOJIONIKY
E€HTPOIIN]jy, 1A je MHTEePecoBarme 3a by y IOpacTy. JOoIl yBeK HUMa JIMHAMUYKUX CHUCTEMA
3a KOje HHje m3padyHarTa, JIOK Cy MHOTa HheHa CBOJCTBA M Jlajbe IPEIMET HCTPaKUBarba.
[Tocedno cy 3aHUMJBMBE CHCTEMH KOJ, KOJUX 3HAYAjHY YJIOI'Y UMa JyTajyha JuHAMUKa. 3a
pPa3/uKy OJI TOIOJIONIKE EHTPOInje, KOja je y IMOTIIYHOCTH ojpeheHa HeyTajyhum jeaom
cucTeMa, TTOJIMHOMUjaJTHA, €HTPONNja MOYKE JIa PETUCTPY]je CJIOYKEHOCT KOja MOTHUYE YIIPaBO O
Jgytajyhux opdurta. ¥ ToM cmuciy, Beh camo mpucyctBo JyTrajyhux Ttadaka uma JUpEKTaH
YTHUIIA] HA BPEJIHOCT MOJUHOMHUjAJIHE EHTPOIHNje KOja Y OBOM CJIydajy He MOXKE OUTHU Marba, O]l
1.

JInHAMWYKN CUCTEMU Ha XUIEPIPOCTOPUMA TPEJICTAB/bAjy MTPHUPOJHO IIPOIIHPEHHE
JIMTHAMUKE Ca ITPOCTOPA TavaKa Ha ITPOCTOPE IerOBUX MOJICKYTIOBa. VHIyKOBaHA ITPECTNKABAA



VBOJT

Ha OBUM ITPOCTOPUMA OMOT'yhaBajy jia ce JIMHAMUYKa CBOjCTBA ITOJIA3HOI CUCTEMA ITPOYIaBajy
Ha CJIOXKEHHUjUM TIpocTopuMa odjekaTa. [Ipu Tome ce jaBibajy mpupojiHa nuTama 0 TOME KaKO
ce CBOjCTBa Ka0 IITO Cy XAOTUYHOCT, TPAH3UTHUBHOCT M BPEJHOCT TOIOJIOIIKE E€HTPOIIU]je
IIpeHoce ca DA3HWX Ha WHIYKOBaHA IIpec/mKaBama. /ako je InHaMuKa Ha XUIEPIPOCTOPUMA
y HEeKOj Mepu ojpehena JMHAMUKOM MOJIA3HOT CUCTEMA, IPEJIa3aK ca TadyaKa Ha IOJICKYTIOBE
MOXK€ JIOBECTH JI0 HOBUX U CYNTHIHHjUX JIUHAMUYKUX II0jaBa. 300r TOra Cy WHIYKOBAHU
JUHAMWYKI CHCTEMU HA XUIIEPIPOCTOPHMA IPeIMeT OPOjHUX NCTPAKUBAHA Y CaBPEMEHO]
TEOpUju NUHAMUYIKUX cucTeMa. [locedHo je 3aHMMJBMBO HCIUTATU KAKO C€ MePe CJIOXKEHOCTH,
[IOIIyT TOTOJIOIIKE U IIOJIMHOMUjAJIHE EHTPOIINje, IIOHAINAjy I[P OBOM IIpeacky. Y
TOM KOHTEKCTY, IIpoydaBaibe IOJIMHOMUjaJTHE €EHTPOINje WHAYKOBAHUX ITPECINKABAA
npeacTaB/ba IPUPOJAH HaCTaBaK HUCTpPazkKUBalba JUHaAMUKe CUCTEMa HUCKE CJIO2KECHOCTH.

Y I'naBm JedUHUCAHN Cy OCHOBHH IIOjMOBH TOIIOJIONIKE JUHAMUKE KOjU Cy HaM
HEOIIXO/THU 3a JIaJbU PaJl, a IIOTOM U poTaIrmoHu Opoj Koju he Ham dutu of 3Ha4Iaja jep hemo
ce y JieJly Te3e DABUTHU IPECTINKABALUMA HA KPYTY.

Y T'nasum [2| roBOpHIM CMO O OCHOBHUM OCOOMHAMa TOIOJIOIIKE EHTPOIIHje, KaKO OMCMO
MOTJIM Ja JedUHUIIEeMO IeHTpaJHA II0jaM, a TO je IoJuHOoMHujajHa eHTponuja. [lopern
JebuHUIIje 1 OCHOBHUX OCOOMHA, MTOKA3aJd CMO TEXHUKY 3a U3padyHaBakhe TOJTUHOMUjAJIHE
E€HTPOIINje, KOja YKJ/bydyje jeJHO CIEeMUu(pUYIHO KOIUPAkhEe M JIOKAJU3AIN]Y TOJMHOMUjATHE
eHTpOIIje OKO CHHTYJapHuX Tadaka. OBaj amar hemo kopucruru y 'nasu [7]

I'maBa |3| mocBehena je jenHoanmMeH3MOHAJHUM KOHTUHYYMHMA, KOJjA Ce II0jaBJbYjy KpO3
IIpuMepe MPOCTOpa Ha KOjuMa paJiIiMo TOKOM Iiesie Te3e. [locebna kiraca oBUX KOHTHHYyMa
10/ HA3WBOM pery/japHe KpuBe je TemMa KojoM ce dbaBuMo y IaBu

Ilocnenma rnaBa Koja je YBOIHOT KapaKTepa, jep Cy IOTOBO CBH PE3Y/ITATU MO3HATU O
panuje, jecre I'masafdl ¥V moj cmo pedunucamn xunepupocrope, Bujeropucosy tomosorujy Ha
BUMa, Kao 1 XaycaopdoBy merpuky. [lopes Tora cmo u31B0juin HajBaXKHIje XUIIEPIIPOCTOPE
Ha KOjuMa heMO padyHATU MOJUMHOMUjAJIHY €HTPOIHjy, U yKa3aJHi Ha IbUXOBE HajBaXKHUje
OCOOUHE.

Y Dnasu [5] u Tnasu [6] npeacra/benn cy opurnHainu pe3ysiraTd Koju ce BeNMHCKH THIy
[IOJTMHOMU]jaJIHE eHTPOIINj€e Ha ITPOCTOPUMA KOjU HUCY XUIIEPIPOCTOPH, C& IIOHEKOM ITPUMEHOM
Ha onpehene xuneprpocrtope. [lenrpasnu pesynrar [Jiase [5| ToBOpu 0 TopmeM OrpaHUYIEHY
MTOJIMTHOMUJjAJIHE €HTPONHNje XOMeoMopdr3aMa Ha PEryJIapHIM KpUBaMa, Koje je jeHaKo 1.
Ilopen Tora, mokazajum cMO Jia TOJMHOMHjaJIHA €HTPOIHUja XOMeoMOopdu3aMa Ha JIOKAJTHUM
JCH/IPUTHMA MOYKE y3UMaTH CaMo JBe BPEIHOCTH - Hysa uin jegan. Y [nasu 6] cmo ce Sanim
3aHUMJBUBUM IUTAIGEM [l JIA je MOJUHOMUjAJIHA E€HTPOIHja TAYKa-TI0-TAYKa MEPUOTUIHOT
xoMmeoMmopduzMa jeanaka Hyau. Jloduam cMo u BUIE OJ] HETATUBHOT OJIOBOPA, jep CMO 3a
CBAKy BPEIHOCT @ € R, YCIIeNH /13 KOHCTPYHIIEMO HPHMEP TAdKa-IO-TAdKa [EPHUOITHOT
xoMeoMOpdu3Ma 4Urja je TOJUHOMUjaJIHa €HTPOINja jeTHAKA G.

Kao mrro cmo nmomenynu, y I'maBu |Z| CMO TTPUMEHWJIN TEXHUKY padyHama IMOJTUHOMUI]jaTHE
enTponuje koje cmo ysesu y I'iasu 2] u nomolly e 1o0u/IM TadHe BPEJHOCTU IOJIMHOME]ATHE
eHTPOIIN]je NHLYKOBaHUX XOMeoMopdu3ama Ha Xurepnpocropuma uaTepsada [0, 1] u kpyra St.
Hapenna I'maBa [§) morocu pesysrare Ha n-TOCTPYKOM CHMETPUYHOM IIPOU3BOY IPOU3BOJEHOT
KOMITAKTHOT' METPUYKOT IIPOCTOPA, KAO U Ha HerOBOj CYCIIEH3UjH.

Y 1mocnenmo] TaBU CMO U3JIBOJUJIM HEKOJIMKO OTBOPEHHMX IPOOJEeMa KOjHu Cy TECHO
IIOBE3aHW Cca TeMaMa Koje cMo oopabhuBaym y Te3u. Kako je mojuHOMHUjaJIHA €HTPOIHja
peJIaATUBHO HOBAa BEJIMYUHA, CTapa TEK IETHAECTAK T'OJWHA, OBa OOJIACT OOWJIyje JIEIUM
oTBOpeHUM TpodojeMuMa. Hamamo ce ma pesyararu 70 KOJUX CMO JIONIIA JIOIIPUHOCE
0OJbEM Pa3yMeBalby IMMOJMHOMUjAJTHE €EHTPOINjEe, KAO U TyMademhy CJI0YKEHOCTHU WHTyKOBAHUX
JAUHaMHUYIKHNX CUCTE€Ma Ha XUIIEPIIPOCTOPpHUMaA.



I'maBa 1

OcHOBHHU MIOjMOBU

Y oBoj rnaBu geduHMcahieMO OCHOBHE TIOJMOBe M HABECTH HajBaKHUje OCOOMHE Koje he
HaM OuTH norpedHe 3a gabu paj. O oduMHe JuTeparype Koja je JOCTYIHa, MU heMo ce
HajBuIe ocjamaru Ha [36]. Y npsoM oze/bKy roBopuhieMo 0 OCHOBHUM MOjMOBUMA, TOIIOJIOIIKE
JUHaMUKe. ¥y JIpyroM ojie/bKy Tema he Ham OuTH XOoMeOMOpP@U3MHU Ha KPYTY, U CIIEINjaTHO
POTAIMIOHA OPO)].

1.1 OcHOBHU IIOjMOBU TOIIOJIOHIIKE AMHAMUKE

Hexka je X xkommaxkTtan merpwdku mnpoctop u f : X — X HEIpeKuHO MMpec/ImKaBabe Ha
weMy. [1oJ] TUCKpeTHUM TOIOJIOMIKAM JUHAMAYKAM CHCTeMOM mojpasymesamo map (f, X).
Ureparnuje npeciiukasama f o3nadaBahemo ca

[fr@)=fo-of,
noxpasyMesajyhu ma je fO = id.
Hedbununuja 1. losutwiusna opdbutta wawke x € X gepunucana je ca
O (z) ={f"(z) | neNp}.

Axo je [ unsepiudbuamo (usu, €KBUBANEHTUHO, PEBEPIUOUNHO) UPECAUKABAIE, MONHCEMO
gepunucatiu u HetaWU8HY OpoOUTLY

O (z)={f"(z) | neNy}.
Opbutua Wavke je yruja Go3UTUEHE U HelGUSHE 0pduTie
O(x)=0%(z)UO™ ().

AKo cumcTreM HUje WHBEPTHOWJIAH, YeCTO NeMO MO3WUTUBHY OpOMTYy HasuBaTth Kpahe
opourtom. Takobe, ako keanMo Ja HarIACKMO U Ipeciankasatbe, mcahemo Of(x).

Hedbununmja 2. Tauka x € X je Purcna wavwka upecaurasara [ axo je f(zx) = z. Ca
Fix(f) osnauasamo cxyt ceur durcrux Wavara upecaukasara f.

Ormmituje, o1 MHTEpeca Cy HAM UM TadKe Koje cy (huKCHe 3a HEKYy ureparujy of f.
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1.1. OCHOBHH IIOJMOBH TOIHOJIOLIKE IUHAMHUKE

Hedbunnunuja 3. Touka r € X je depuoguuna Wauka Upecaukrasara [ ako Goctwoju p =
1 @waxo ga je fP(x) = x. Hajmare waxeo p nazusamo tepuogom wavwke x. Ca Per(f)
03HAUABAMO CKYT TEPUOGUUHUT TANAKA TPECAUKABArsa, | .

Ocum bUKCHUX U IEPUOIUYHUX TAvaKa, 3aHNMAjy HAC U HEKe Jpyre BPCTe CHeruMUIHNX
Tayaka, & y Be3HU ca IOHAlllalkeM CHUCTeMa HaKOH MHOI'O UTepaluja.

Hedbununuja 4. Hexa je f : X — X mnetpexugho tpecaurasaroe wa xKombaxi@inom X u
r € X upouszsonna. Tauka y je w-ipanuvna Wawka WaANKe T AKO UOCWOU HU3 UPUPOGHULT
opojesa ny — o0 Wakas ga je

lim ™ (z) = y.

k—o0

C%‘yﬂ CBUT W-IPAHUYHUL WaAMaKa WavKe T Ha3Uusamo Herum W-1PpaHuYHUM CKYUOM U

oznauasamo ca w (z). Jdakae,
wi@)= UF @

neNi>n

YV cayuajy pesep3auduAtor cuctema, MOACEMO JePUHUCATIU -TPAHUYHY CKYT:

a@) = Js @)

neNi>n
Taura y € a(x) Hasusa ce a-IPanuina WALKA.
Hedbunaunuja 5. 3a @auky x € X xastcemo ga je pekypeniting aKo 8GHCU
r€w(x).

[IpumeTnmo f1a ce peKypeHTHe TadKe MOTY BUJIETH KaO YOIIITeme mepuoandnnx. Hamme,
KOJ IlepuoanvHux Tadaka je f"(xr) = x, 3a OeckoHaYHO MHOTO BpeaHOocTH N € N, 110K je
KO/l pekypeHTHuX f"(z) mpom3BO/bHO OM3y Tadku T, 3a OeckoHauHo MHOro n € N. Ckyn
pPeKypeHTHHX Tadaka nauHammdakor cucrema (f, X') osnagasahemo ca Rec (f).

Ha kpajy, nedunumnmmo uHeayTajyhe Tadke, Koje Cy YOIIITeHme PEKYyPEHTHUX, a Koje heMo
YeCTO TIOMUIbATH y OCTATKY Te3e€.

Hedbununuja 6. Tauxa x € X ce nasusa neaywajyha axo s3a ceaxy oxosuny U D x wocttioju
n € N @waxo ga je

M O)NU # 0.

Ckyt csur neayajyhiur Wavaka guhamuskol cuctiema o3navasahemo ca NW (f).
3a wWauky xoja nuje Heaywajyha xastcemo ga je aywajyha.

IIpumep 7. Hasegumo tpumep gunamuskol cuctiema xog xota je Rec (f) C NW (f). Hexa
je f St = S! gawio ca f(xr) = 20 mod 1. Taga wauka xo = % HUje pexypenttina, jep je
f"(xg) = 0, 3a n > 1. Mehywum, wawka xo jecie weaywajyha. Haume, ceaxa oxoruna
U wauxe xo cagpotcu untepsan I, a f™* aokasrno tosehasa gyotcuny ca daxitmopom 2. 3a
gosomno eeauko n easiculie ga je f*(I) = S*, ta he camum @Wum easrcumu ga je f*(U)NU # (.

3aHnMa HaC J1a JI1 CKYIOBU KOjeé CMO YIIPaBo AeUHICAIN UMa]y HEKe OCOOMHE OJ1 3HATA]a.
Y ToM 1UIBY, YBEJIUMO II0jaM WHBAPHUjAHTHOCTHU IOJCKYIIA JUHAMUYKOT CUCTEMA.
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1.1. OCHOBHH IIOJMOBH TOIHOJIOLIKE IUHAMHUKE

Hedbununuja 8. 3a A C X xaostcemo ga je yHnatpeg uH8apUjaHTliaGH, GKO je
f"(A) C A, n € N.

Axo je cuctem pesepaudbunan, 3a A C X xasicemo ga je ynadag uHBAPUJGHTLAH AKO je
fM(A)C A, neN,

U UHBAPUJAHTTAH aKO je U YHAUpeg U YHa3ag uneapujenman, wj. axo je f (A) = A.

Kao u mpe, y caydajy HEeMHBEPTUOMIHMX JIUHAMHYKUX CHCTEMa, MOYKEMO IIO3UTHBHO
WHBapHUjaHTaH CKyl Kpahe Ha3WBaTU caMO WHBAPUjaHTAH.

[TpumeTnmo 1 je CKyn MepuoMIHIX Tadaka uHBapujanTan. Takohe, 1 CKyll peKypPeHTHIX
Tadaka je mHBapujantan. Hanme, ako je x € Rec(f), mocroju Hus (ng)rey Takas na je f (x) —
x. Amm ouza je u f™*(f(z)) = f(f™(z)) = f(x), na je f(x) € Rec(f). IHokaxkumo cama ja
Cy jOII HEKM BasKHH CKYIIOBU MHBAPUjaHTHH.

Tephewe 9. Cxyu w () je 3aweoper u unsapujeniarn Gogekyt og X, 3a ceéaxo x € X.
Kaxo je upocttiop X romtax@an, Wo je w (x) neupadar ckyu.

Jlokas. Heka je (yx)rey HE3 Tadaka u3 w (r) KOju KOHBeprupa Ka Ttadku y. 2Kemmvo na
nokazkeMo Jia je y € w (x). 3a caxo j > 1 usabepumo k; taxo na je d(yy,,y) < 277. Barum
uzabepumo Spojese n; Tako ja je d( ™" (x), yi,) < 277, kKao u xa je n; < njiq. U3 Hejepnaroctn
Tpoyrita ciaemu ga je d(f(x),y) < 277, Bakmyuyjemo na je y € w (), omHocHo Ja je w (x)
3aTBopeH ckyil. Takobe, nakiysuja f (w(x)) C w (x) je ounrnenna. X je KOMIAKTaH, [a HA3
f™ (z) Mmopa mMaTH KOHBEPIeHTaH MOIHI3 UHja IPAHINYHA TadKa pUaaa cKymy w (x). Jdakie,
w () je HempasaH. O

Tspbhewe 10. Hexa je f : X — X mneupexugro upecaurasarse Ha xomuaxiwrom X . Taga
8aAIICU:

1. Cxyu NW (f) je samsopen u unsapujantuan;

2. w(x) CNW(f), 3a cearo x € X;

5. Rec (f) € NW (f);
4. Axo je cuctiem pesepaubunar onga je u NW (f~1) = NW (f).

Jlokas. 1. Ilokazahemo na je xomrutement ckyna NW (f) orsopen. Heka je © ¢ NW (f)
npousBosbHa. Tasa ocroju okommua U S 2 taksa ma je f* (U)NU = (), 3a ceako n > 1.
Mebyrum, Tasa je u cBaka tauka y € U ayrajyha, na je X \ NW (f) orBopen, ojHOCHO
ckyn NW (f) je 3aTrBopeH.

Heka je z € NW (f) mpousBossria u V' 3 f (z) okonmua mene ciuke. ledunummmo
okomuny U > x tako ja je U = f~1 (V). Tauka z je memyrajyha, ma u 3a OBy OKOJIUHY
noctoju n € N taxko ga je f* (U)NU # (. Amu tana jeu f*H(V)NV # 0, na je f(x)
Hesryrajyha, ogaocHo ckynm NW (f) jecre mHBapujanTaH.

2. Heka je z € X npoussosbHO U y € w (x). Heka je U 5 y npon3Bo/bHA OKOJIMHA TAYKE Y.
Tama nocroju pacryhu uuz ny — oo Takas ga f™ (x) — y, na nocroju z = f™1(x) € U.
A u3 komBepreunuje Huza f™ () ciean jga Mopa mocrojatu u ko > ki Tako Ja je
f™2 () € U. Hdakme Hanum cMo Tadky z € U tako nma je f™27" (z) € U, omHOCHO
free=me (U)NU # 0, ma je Tauka y mesytajyha.
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1.1. OCHOBHH IIOJMOBH TOIHOJIOLIKE IUHAMHUKE

3. CBe pekypeHTHe Tauke cy o jgeduHUNM]H w-TpaHndHe, a Kako je NW (f) 3arBopen,
HaBeJ/leHAa WHKJIy3Wja je OUUTJIeTHA.

4. Heka je x € X menyrajyha. Taga 3a cBaky okosmmny U > z moctoju n € N Tako j1a je
f™(U)NU # (. Homro je cucrem peBep3uOUIAH, UMAMO JIa, je

frmu)nu)y=unf(U)

omuocro U N f~"(U) # 0, na je x € NW (f~1). Osum cmo nokazamu ma je NW (f) C
NW (f~1). 3amenom yisora f u f~! no6uja ce oOpHyTa UHK/IY3HUja, TO jeCT 3aKJbydyjeMo
Il cy HeslyTajylin CKyloBH IpecinKabama f u ! jeaHak.

O

ITopen menyrajyhux Tadgaka, joIn jeJiaH CKyIl he UTpaTu BaxKHY YJIOTY Y IOIJIABJBY

Hedununmja 11. Kaowcemo ga je n—wopka (Yi, ..., Yn) e-aanayy axo je d(f(yi), yiv1) < €,
1 <i<n—1. Tauka z € X je e-tceyqgotuepuoguura axo UOCWOJU E-AAHAY, KOJU TLOUUIHE
u 3aspwasa ce y r. Konawnwo, Wauka r € X je aanvacio pexypenwing axo je T &-
aceygouepuoguuna 3a cee € > 0. Ca CR(f) o3nauasamo ckyt c6ur aanuactio pexypeHiiHuT
WaAAKG.

Mozxe ce mokazaru jga je CR(f) 3arBopen u f-unBapujanran ckyn koju cajapxu NW (f)
(B. Tepheme 3.15 y [36]).

Tepbhemwe 12. 3a wonorowru guramuuru cuctiem (f, X) saorce caegehe unkaysuge:

Fix (f) C Per (f) C Rec (f) C Ree (J) € NW (f) € CR(f).

Kao mrro emo Beh nomenysu, nestyrajyhn cKyir HaM je BeoOMa BazKaH, U TO Oalll CJIydaj Kaja
je konauan. [Ipumernmo na, ako je NW (f) koHauan, Kako je U MHBapHjaHTaH, MOpa OUTH 1,
je NW (f) = Per (f). Kopumhemem onpehennx ocodbuna nmosmuomujaiue enrpomnuje (B. 4. y
Tephemwy |53y OnembKy , mohu hemo ma cMarpamo ja ce HeJyTajyhu CKyIl cacToju camo
0JT KOHQYHO MHOTO (PUKCHUX Tadaka. 10 hie HamM mpejcTaB/baTH BEJIUKY OJIAKIIUILY YV PaJy.
Hagseimmo cajia jorrn jesiHo TBpherbe Koje J10/IaTHO IojalllibaBa IITa ce JIelaBa y JTUHAMIIKOM

cucremy kaga je NW (f) = Fix (f) = {p1,...,px}-

Tephemwe 13. Hexa je f: X — X neupexugro upeciurasarse na KOMUGKTLHOM
metmpuykom apoctopy X u Hexa je

NW (f) = Fix(f) ={p1,- -, o} -

Taga 3a ceaxo x € X esastcu

lim " (z) = p;, pi € Fix (f).

n—oo

Jlokxas. Heka je x € X npoussospan. Kako je X kommakrtan, #u3 f" () uMa KOHBEpPreHTaH
noxuu3 f (r) — y. IIpumernvo na y € w (z) € NW (f), na mopa dutu y = p;, 33 HEKO i.

[Ipeciukapame f je HenmpekuHO, I1a 3a cBako € > 0 moxkemo mponahm § > 0 Tako ja 3a
cBako 1 < j < k Bazkm:

d(a,p;) <= d(f (@), f () =d(f (&) .py) <e.
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1.1. OCHOBHH IIOJMOBH TOIHOJIOLIKE IUHAMHUKE

Heka je ¢ = %min {d(pi,p;) | pi»p; € Fix (f)}. 30or xomadnocTu ckyma (DUKCHEX Tadaka

MOKEMO U3adpaTh J0BOJBHO MaJio § ja 3a kyrie U; = B (p;, §) Baxkn

d(Uj7Ul)>€7 ]%l

3a HajBHIIEe KOHAYHO MHOTO 7 BaXKU

uHaJe OU 1I0CTojao TMOIHN3 KOju KOHBeprupa Ka Tadku Koja auje y NW (f). Heka je N najselin

k
moryhu unjeke 3a koju Baxku f" (z) ¢ |J U;. Moxkemo uzabparu J0BOJBHO BEJUKO 1y > N
i=1

d (f™ (x),p;) <9,

TaKoO J1a je

k
3a Heko j. Ilomrro je n, > N, snamo na je f(fn, (x)) € |J U;. U3 menpekumnocru u uzdopa d
i=1

u € cienu ga Mopa outu dam f(f,, (x)) € Uj, ma MOXKeMO 3aK/byIUTH [1a je

lim " (z) = p;.

]

Kasa roBopumo 0 uKCHUM U MEPUOJUIHUM TadKaMa, TOBOPUMO O TadKaMa KOje UMajy
Hajmame moryhe opbute. Cajia KeJMMO Jia TOCBETHMO IaXKIby JPYIOM €KCTPEMY, & TO CY
Tayke 4Yrja je opouTa 1mTo je Moryhe Beha. Kako cy opbure Tavaka majBuiie mpedpojuBu
CKyTIOBH, a quHaMudku cucremu (X, f) oy uHTEpeca Cy OOMYHO HENPEOPOjUBH, 3aHUMAjY HAC
TavdKe duja je opouTa rycray X.

Hedbuunumja 14. Jurnamuwku cuctiem f: X — X je (Wwotosowku) WpaH3uGuean axo 3a
cee netpasne otwsopene U,V y X tdoctioju k > 0 waxso ga je fF(U)NV # 0.

Mozke ce mokazaTn Jia y CIydajy TPAH3UTUBHOI JUHAMUYKOL CHCTEMA 3aIpaBO MTOCTOjU
deckoHavHO MHOTO k > 0 u3 mperxoane jgedpunuinmje. OBa ,peKypeHTHOCT KOja ce JelaBa je
IJIABHHU PA3JIOT 3aITO je JMHAMUKA TPAH3UTUBHUX JUHAMUIKAX CHCTEMa 3aHUMJbUBA.

Tepbhewe 15. Hexa je f : X — X gunamuuku cucwiem. Taga cy caegeha twephersa
EKBUBANECHTTHA:

(1) [ je WpansutiueHo.

(2) X ce ne moorce natucatiu kao gucjynkmna yruja X = AUB, ige A u B umajy neupasme
ynywpawroctiu u A je f-unsapujaniuan.

(3) 3a ceaxu neapasan otusopen U C X, cxya |J f*(U) je wew y X.
k=0

oo
(4) 3a cearu neapazan omeopen U C X, exya |J f*(U) je ycw y X.
k=0
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Jlokas. Tokaxkumo na u3 (1) cremu (2). Ilpernocrasumo ga je X = A U B, npu demy je

ANB=0wu f(A) C A. Taga cy A° uw B° orsopenu cKymnosu 3a Koje je f¥(A°) N B° = (), za

cBe k > 0. Kako je f TpansuruBHO, TO dap jeman o ckymoBa A° u B° mopa duty mpasaH.
Hokaxknmo caga ga u3 (2) caemu (3). IlpernocraBumo na je U HempasaH OTBODEH.

Hedbunummmvo A = |J f*(U) u B := X \ A. Jacno je ma je A f-wunsapujantan u nma
k=0

HEIPa3Hy YHYTPAIHOCT, jep caJip:Ku Hempa3an oTBopeH U. 3akspydyjeMo ja B nMma mnpasay
YHYTPAIIHOCT, OJHOCHO 1a je A rycr y X.
Hame, (1) n (3) cy ounryes;Ho eKBUBAJIEHTHH, a eKBUBaJeHTHOCT (3) u (4) BaxKu jep je

fHU)YNV # () ako u camo ako je U N f=*(V) # 0. O
Hoxaz cienehe mocsemure cieu TUpeKTHO U3 ekBuBaseniyje (3) u (4).

IMocaemuna 16. Axo je f pesepaudunan guramuvku cuctiem, onga je f WpaH3uUTUUSHO aKO
u camo axo je [~ Wpansumueho.

Hokas cieneher tBphema moxke ce nahu y [36] (8. Tpheme 2.9).

TBphewe 17. Hexa je f : X — X wWpan3u@uar quUHAMUYKY CUCTLEM HA CETAPAOUNHOM
metpukom apoctwopy. Hexa je

D(X):={z € X | Of(x) je wycwma y X}.
Taga je D(X) wew y X (u cueyujanno, Heupadan,).
Bazxku u cienehe tBpheme Koje je ckopo odpar nperxogsor (8. [ocnemumy 2.11 y [36]).

Tepbhewe 18. Hexa je f : X — X gunamuuxu cuctiem wa metlpuwkom upoctiopy X oOe3
u30406aMUT Wavaka. Axo Gocoju x € X wuja opdbutia je wyctua, onga je f Wpan3uiueHo.

NMako mehemo ropopuTn 0 MUHUMAJHUM JUHAMUYKAM cUcCTeMuMa, nedpurucahemo ux, jep
[IPEJICTaB/bajy BeOMa BaXKHY KJIACY JTUHAMUYIKUAX CUCTEMA.

Hedbunaunuja 19. 3a gunamuyuru cuctiem f: X — X kaotcemo ga je MunHumarar axo je 3a
ceaxo x € X opoutua O(x) wewma y X.

IIpumep 20. Iloxasicumo ga je upayuonanra pomauuja Ry, o € Q na St munumanna. Hexa
cy x,z € St ITumw nam je ga toxasicemo ga je z y 3ameopervy (To3utiucHe) opduilie WauKe
x, ogrnocHo ga 3a ceaxo € > 0 wocwoju n = 0 waxso ga je

d(RL(z),2) < e.

Iocmatmpajyhu apsuz [1/e] + 1 wanaxa ca opbutie O(z) = {z,R,(z), R%(x),...}, a
yaumajyiv y o0b3up ga je obum wpyia 1, eugumo ga Goctwoje | < k < [1/e] wakreu ga
je d(RE(z), R (x)) < e. Pomavyuja R.' je usometipuja, ta eaorcu u d(RF(x),z) < e.
Hatiomernumo ga gobujeno pactmiojarve d(RE"(x),z) ne sasucu og x. Haume, axo je y € St,
waga je y = R,_,(x), ua je

AR5 (y),y) = d(Ry™ (Ry—u(2)), Ry—s(2))
= d(Ry (R (), Ry ()

Jlakae, moorcemo uszabpawiu k u l nesasucno og x. Hexa je 0 € [—1/2,1/2] wakas ga je

0= (k—-0)a (mod1l).

(Rk-aty—a(x)), Ry—o(x))

=d
= d(R5 (), ).
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Taga je p := 0| < ¢, jep je d(R¥"!(x),z) < ¢, kao u RE™' = Ry. Hexa je caga N = [1/p] + 1
(ipumettiumo ga N ne zasucu og x). Taga geo opbutue

{R)(x)|i=0,1,...,N}

geau Kpyr na UHTEPSase JYdiCuHe Mmarbe o p < €, Ua Toctmoju it Waxas ga je d(Rj(x),z) < .
Kaxo je R} = RIFD 4 < N, wocmoju n < N(k — 1) waxas ga je

d(Ry(z),2) < e.

Hatomenumo ga je MUHUMGAHOCTT Uupayuonaste potiauyuje exsusaseniling Kponerxeposoj
weopemu, 0 AUPOKCUMAUUU, KOJ4 KAHCE Ja 34 UPAUUOHAAHO « 8adxcu ga je {ma mod 1}
wew y St.

Caza hemo nedunmcaTn Beoma BaxKaH II0jaM, a TO je TOIOJIOIIKA KOHjyralyja JiBa
JMHaMHYKa CHUCTEMa.

Hedbununuja 21. Hexa cy f : X — X uwg:Y — Y gsa gunamuura cuctiema. Kaostcemo
ga cy f u g wotosowky KOHJYI08aHYU KO TOCToju Tomeomoppuzam H : X — Y waxas ga
8aIICU

Hof=goH,
ogHOCHO, caegehu gujaTpam KOMYTUPQ.

x-1.x

H H
y 2.V

Kaotcemo ga cy [ u g Wotosowky TGOAYKOHJYIOBAHU aKO TOCTLOJU HETUPEKUGHA CYPJEKUU]Ia
H : X — Y wakea ga sasicu Ho f = go H. Taga g naszusamo gaxiwopom og f, a f
exctheH3UjomM 0g g.

Tomosromky KoHjyranmjy, Koja je peJanija eKBHUBAJIEHIMje, MOXKEMO BHJETH U Kao
JIpoMeHy KoopjauHaTa', jep Baxku ga je f = H ! o go H. IlpuMmerumo 1a Kajaa cy
f m g xoujyrosanu, TakBu cy u f™ u g™, 3a npupojaH (WIM €0, aKO Cy IPECIUKABarba,
nuBepTuomIHA) M. O/aBe ce jeIHOCTABHO BUIM JIa aKO j€ P IePUOINTHA TAYKa IPECTHKABAHA
f nepuona n, ouna je H(p) nepuoanvsa Tavka MpecinKaBamba g UCTOr nepuoja n. Ha cinyan
Ha4YUH Ce MHOTe BaxKHe OCOOMHE IpeHoce Mel)y KOHjyroBaHUM CHUCTEMHMA, Tj. KayKeMO Jia Cy
OHE WHBapHjaHTE TOIOJIONIKEe KOHjyroBaHocTu. Kako ce m opduTe 4yBajy KOJ TOIOJIOIIKHI
KOHjYyIOBaHHUX CcHUCTeMa, BujeheMo KacHHje Jia Cy TOIOJIONIKA U IOJJMHOMHUjaJTHA €HTPOIHja
WHBapujaHTe KoHjyranuje. Ipyrum peunma, KOHjyroBaHU JTUHAMUYKNA CUCTEMHU UMa]y jeTHAKe
oarosapajyhe earpomnuje. Takohe KOprCHO, aKO CHCTEeMU HEMa]y jeJHAKe eHTPOInje, OHU He
MOT'y OUTH KOHjyTOBaHU. ¥ IOjeJWHUM CHTyalldjaMa je JIAKIle U3padyHaTH €HTPOIN]y, Hero
JIMPEKTHO TIOKAa3aTH JIa CUCTEMU HHUCY KOHjYTOBAaHH, 11& MOYKEMO HCKOPUCTUTHU IPETXOJIHY
TBP/IbY KaKO OMCMO MOCPETHO 3aKJbYYH/IN Ja CUCTEMU HUCY KOHjyTOBAHMU.

[Tosykonjyranuja f u g je MoxK/1a Mame UHTYUTUBHO jacHAa O] KOHjyTrallyje, aJii MOYXKe Ce
pehu na je nuHAMUKa TIpecanKaBama f cajapkana’ y JUHAMUIN [Ipec/inKaBama ¢g. [Ipumepa
paju, CypjeKTUBHO HempeKuIHO H mpecankaBa mepuogudHe Tadke of f y HepuogndIHe TadKe
0]l ¢, aIi g MOYKe MMATH U TMEePUOIMIHE TadKe KOje HUCY MOTEeKJIe OJ IpecanKaBama f.
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IIpumep 22. [loxaostcumo ga cy watlop UPECAUKABAIHE

2z, 0<
T(x) = ]
2 — 2513, 5 S

U AOTUCTUUNKO TPECAUKABAIbE (30 8PEgHOCTI Tapamelnpa \ = 4)
L(z) =4z(1 — x)

KoHjytosanu guramuwky cuctemu na [0, 1].
Iloxasahemo ga ce xonjyrayuja octwisapyje womohy

H(x) = sin® <ﬁ> ,
2
0gHOCHO ga je
HoTlT =LoH.

Mooicemo ce 3atuiatiu ogaxae goaadu ugeja 3a upecaukasarwe H? Hspasz 1 — x xoju
yuectwieyje Yy gehuHuUUIU AOTUCTAUYKOT TUPECAUKABAILA, HABOGU HAC G YBEJEMO CMEHY T =
sin? @, wito na xpajy gosogu go dopmyse L(sin?@) = sin®26. Satpaso ce sotuciiuwko
UPECAUKABAIE MOXHCE 8UGeTU Kao gytauparee yina. Tpancgopmayujom [0,1] na [0,7/2] ca
0 = %F, a sawum yeoljervem cmene y = sin?0, gobujamo H. Ha 06aj mawum u3yuasarve
Keagpatine ynryuje c60gumo Ha geo-U0-geo NUHEGPHY, WO YMHOTOME OAGKULGEA PA].

Jacno je ga je H(z) = sin®(Z) neapexugna na [0,1]. Kaxo je H'(z) = Zsin(rz) > 0, 3a
cee 0 < = < 1, apecauxasare H je cpoio pacwyhe. Jow je H(0) = 0 u H(1) = 1, @a je
H :[0,1] — [0, 1] zomeomopgpusam. Ipeocttiaje nam ga ywmepgumo ga je HoT = Lo H.

Hexa je upso 0 < x < 3. Taga je T(x) = 2z, ua je (H o T)(x) = sin*(wz). Ca gpyie
ctpane je

(Lo H)(z) = 4sin? (%) (1 — sin? (%)) .

Kopuctiehu tosnatie Wpuionomelpujeke ugentutiete 1 — sin?f = cos®f u sin(20) =
2sinf cos 6, godbujamo ga je

(Lo H)(x) = sin®(nx).

Jakase, 3a x € [0, %] BAAHCU JEGHAKOCTL:

(Lo H)(x) = sin*(nz) = (H o T)(x).

Hexa je caga 3 < x < 1. Taga je T(z) = 2 — 2z, ua je (H o T)(z) = sin®*(n(1 — z)). Kaxo je
sin(m — a) = sina, wo je
(H o T)(x) = sin*(mx).

Uciio xao u manrotpe,

(Lo H)(x) = 4sin? (%) cos? <?> = sin®(7x),

ogHocHo gobujamo ga je

(HoT)(z) = (Lo H)(x).
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1.2. POTAIINOHH BPOJ U IIOEHKAPEOBA K/IACUHOUKAIIMOHA TEOPEMA

3a kpaj oBor ome/bKa, gedunucahiemo dbamMmimjy MeTpuka Koja MMa BayXKHY YJIOTY
y Jebununuju (TONOJONKe W moJauHOMHUjaJHe) enrpomnuje. [Topen 3amare merpuke d Ha
KOMIIAKTHOM METPUYKOM IPOCTOPY X, MO2KeMO Jie(bUHUCATU JIMHAMUYIKY METPHUKY 38 CBAKO
n € N Ha caenehu Haun:

dy (z,y) = max d(f"(z),f"(y)).

0<k<n—1

3a dukcupaHo n, IUHAMAYKA METPpUKa HaM jaje WHMOPMAIHWjy Jda JU TadKe Koje Cy
oumse O3y, ocrajy OJIM3y HAKOH N UTepalnja npecinkaBama f. BaykHa ocoduna quHaAMITYIKe
MeTpHuKe jata je y ciiesiehem TBphemy.

TBpbemwe 23. /[unamuuxe metipure d, cy WOUONOUKY EKBUBANEHTUHE CA METUPUKOM d.

Jloxas. Heka je B, (z,€) orBopena kyria y merpunu d,. I3 came nedununuje quHaMIaKe
MeTPpUKE CJIe N J1a je

B, (w,e) = (V{weX | d(e.y) <ch = {ye X | d(ff @), f* ) <<}

3 HempeKuaIHOCTH IIpeciimKaBamba f AUPeKTHO caequ HempekuamocT fF, 3a csako k, ma je
CBAKM CKYIl KOjU y4YeCTBYje y IpeceKy OTBOPEH y TOIOJIOTUjU KOJy WHJIYKYje MeTpukKa d, Kao
WHBEp3Ha CJIMKa OTBOPEeHOr. [Ipecek KOHAYHO MHOTO OTBOPEHUX CKYIIOBA j€ OTBOpEH, 1A je
B, (x,&) oTBOpeH CKyII ¥ y TONOJOTUjU KOjy UHIYKYyje MeTpuka d.

ObpuyTO, Heka je U mpon3Bo/baH OTBOPEH CKYII Y TOIOJOTUjU KOjy UHIYKYje MeTpuka d.
Tama 3a npoussosbHO x € U nocroju € tako ga je B (z,e) C U. Kako je pacrojame uzmely 1se
Tayke y Merpuiu d, Oap KOJIMKO U pacTojarme y MeTpunu d, umamo ja je x € B, (x,e) C U.
Buaumo na je ckyn U oTBOpEH M y TOIOJIOTHUjUA KOjy MHIYKYje MeTpHuKa d,,. [

1.2 Porammmonn 6poj u IloenkapeoBa KiacudukanmnoHa
TeopeMa

Jeman neo pesynrara Koje heMo MpejCTaBUTH y Te3U OJHOCH Ce€ HA DPEBEP3UOUJIHE
TuHaAMuYKe cucreMe Ha Kpyry S!. ITo3maTo je Jia je TOIIOJIONIKA eHTPOIHja PeBep3UOUIHOT
f:S' = S! jernaxa mynu (B. Tepheme 8.8 y [36]), ma nam oBa MHBapHjaHTa TONOJIOIIKE
KOHjyroBanoctu Huje oj kKopuctu. [lojam porarmonor Opoja je om HajBehe BaxKHOCTH 3a
JIMHAMWYKE CUCTEeMe Ha KPYyry U IOMONy era BeoMa JOOPO MOXKEMO OIHCATH IOHAIIAHE
CHUCTEeMa, a Y 3aBHCHOCTH O] TOTa Jia JIU je POTAIMoHU Opoj pamuonasan uiau He. Mako je
POTAIMOHN OPOj MHBAPHjAHTA TOIIOJIOIIKE KOHjYTOBAHOCTH, OH je Yy CJIy4Yajy TPAH3UTUBHUX
pesepsuonaHnx cucrema f : S' — S! koju 4yBajy opujentanmjy m KOMILIeTHa JIHHAMIYKA,
WHBapUjaHTa, Yy CMHUCIY Jla Cy JBa CHUCTEMa KOHjyroBaHa aKO M CaMO aKO HMajy WUCTH
porammonn 0poj. O oBome, m3mely ocraJor, roBopu [loenkapeoBa KiracuduKaImoHa TeOPEMA.

Bpatumo ce Ha OCHOBHO IIpecMKaBaibe Ha KPYTy, a TO je potamuja. Poramuja je, jacHo,
xoMeoMopdu3aM KOjU UyBa OPHjeHTAINjy, aJu IOHAIIAIE OBOI' IPECINKABAA YMHOIOME
3aBHCH OJ] TOTa Jla JIK POTAI]y BPIIMMO 3a DaluoHAJIAH WA HparpoHasan yrao u3 [0,1).
Hauwme, npu panmonasnoj poramuju Re, T1e Cy p U ¢ y3ajaMHO HPOCTHU, CBaKa TadKa je
MIEPUOJINIHA, Ca TEPHUOJIOM (. HacyHPOTqTOMe, aKO IOCMaTpaMO UPAIMOHAJIHY poTarujy R,
3a yrao «, OHJIa HHUjeJHa TadKa HUje MMePUOJUYHA, 8 OCHM TOra BaKH Ja je OpOWTa CBakKe
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1.2. POTAIINOHH BPOJ U IIOEHKAPEOBA K/IACUHOUKAIIMOHA TEOPEMA

TauKe, MOpeJl Tora IITO je OuuryeHo deckoHauna, u rycra y St (sugu [Tpumep . Bojehn
ce IPUMEPOM poTalije, n3ydapalieMo IPOU3BOJbHE PeBepP3UONIHe JUHAMUYKE cHcTeMe Ha S
KOJH YyBajy OpPHUjEeHTAIIN]Y.

Wsznarame y oBoj ceknuju he Behuncku dutn de3 jmokasza. lHumw nam je ma dopmystuiremo
[ToenkapeoBy Teopemy, jep hiemo je kKopucTuTu y j0Ka3y opuruHajHor pesyarara (B. Teopemy
148|y I'itaBu @, aJm 1 J1a y HajKpahuM mpramMa yKaxkeMo Ha MON poTaImoHOr Opoja Jia BEpHO
onuIle JTUHAMUYKE CHUCTEME Ha KPYTY.

Heka je 7 : R — R/Z = S' npojeknnja. 3a mato z € S! kaxkemo g2 je r € R mopuszame of
z axo je w(x) = z. Yecro HaMm je 3rojHo 1a eqemenTe S! uaeHTudUKYjeMO ca MpeICTaBHUKOM
kiace u3 [0,1). 36or Tora ysumamo w(z) = x — [z]. Cienehe TBpheme majemo He3 jokasa
(B. Tepheme 15.1 y [36]). lokas kopucTu mo3HaTe YMHEHHUIE U3 aJredapcKe TOMOJIOIH]je, Kao
mTo je Ta Ja je R yHuBepsasHo HaTKpubame S

Tepheme 24. Hexa je f : S' — S pesepsubusar gunamuwxu cuctiem. Taga Goctmoju
pesepaudusar gunamuury cuctiem F: R — R waxas ga je mo F' = f omw. Ilpecauxasarse F
je cwpoto MOHOTWOHO U JEJUHCTIBEHO GO HG AGUULUSHY UEA0OPOTHY KOHCTLAHTLY.

IIpecimkaBame F' HazuBamo momausameM mnpecinkapamma f. IIpumerumo ma je f dakrop
npecjimkaBama F'.

Hedbunnnmja 25. Kaowcemo ga pesepsudbuanu gunamuwry cuctiem f : S' — S' wyea
opujentmiayujy axo je F' pactuyhe 3a nexo (a camum wum u céako) aogudare F og f. Cauuno,
kasicemo ga f: St — St meroa opujentiayujy axo je togusare F og f ouagajyhe.

Hamomennmo 12 je osa gedununuja exsubajieHTHa fedununujun ga f : S' — S! gysa
opujeHTaIyjy ako npeciaukasa [a,b] y [f(a), f(b)], a mema opujenTanujy axo [a, b] npeciukasa
y [f(b), f(a)], 3a cBe a,b € S'. Tox [a,b] noapazymeBaMo JIyK oJ] Taduke a JO Tauke b,
kpehyhu ce y mozurusaom cmepy. Poranuja py je npecivkasaime Koje qyBa OpUjeHTaIIn]y, jep
je mommzame Ry = x + 0, 6 € [0,1) pacryhe.

Cutenelie TBpheme ciequ IupeKTHO U3 JJ0Ka3a IPETXO/HOT.

Tepheme 26. Hexa je f : S' — S' pesepsubusan gunamuuku cuciliem Koju “Yyea
opujentiauujy u meka je F @ R — R mwetoso togusarwe. Taga je F(x + k) = F(z) + k,
3a ceex € R u k € Z.

Cajta cMmo cuipeMHE 12 JeUHUIIIEMO POTAIMOHU OPOj.

Tepbemwe 27. Hexa je f : S!' — S! pesepsubunan gunamuuku cuctiem woju wyea
opujentiauujy u nexa je F': R — R wetoso togusare. ledpuruwumo

rot(F) = lim %

k—o0

Taga aumec rot(F') Goctmoju u kKonauan je peasnu 6poj koju ne 3asucu og usbopa r € R. U
BUUIE, AKO j€

rot(f) := m(rot(F)) € S*,

onga rot(f) me 3asucu og uzbopa wogusara F.
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1.2. POTAIINOHH BPOJ U IIOEHKAPEOBA K/IACUHOUKAIIMOHA TEOPEMA

Jlokas. Tlokazkmmo npBo ja rot(F') ve 3asucu on z € R. Kako je F(z+1) = F(z)+1, noBosbHO
je ma nokazkemo HezaucHoct on x € [0,1). Ako je x,y € [0,1) Taga je |F(z) — F(y)| < 1, na
jeu |F*(z) — F*(y)| < 1, 3a cBe k € N. 3a Takse x,y je

%(F’“(x) —x) — %(Fk(y) —y)| < % (IF*(@) = FE(y)| + = — yl)
2

Joxazkumo ja mumec ioctoju. Heka je x € R dukeupan u z, := F*(x). Ako nedunumnremo
Yr = T — T, Taga je, 3oor Tephema Yr = Mile(p 1] (F(t) — t) Cuenujansao, Hus (yi) je
yHIGDOPMHO OrpaHryeH 0/103/10. PauyHnamo:

Yktn = FHn(m) -
=F"(ap)+ o —x)p —
D P () = F™(x+ [ye]) + F™ (@ + ) — (o + [ui])

<1 =Yn

+xr — 2+ — Tk + [y

=Yk <0
<1+ yn + Y,

npu yeMy cmo kopuctun Tepheme [26) na yBuaumo jearakoct ca y, y (x). Xresn ducmo ja
upumennmo Pexereosy semy (b. Jlemy 3§ y [lormassby [2)), amm uus (yx) Huje cybaaurusa.
MebhyTum, ako gedunumemo ay := yi + 1, ouga (a)) jecre cydaIuTUBaH 1 OTPAHIYEH OJI03710.
CaJta MOKEMO Jia 3aK/byqHMO Jia Hu3 (1ay) KoHBeprupa Ka infy tay, na u (4yx) KoHBeprupa
Ka infy, zy. OBuM cmo nokasamm 1a je rot(F) modpo gedunncan (konavam) 5poj.

3a kpaj, Heka je G apyro mogmsame ox f. Tama je G = F + k, 3a wexko k € Z. U3
nedbununuje je jacuo ga je rot(F + k) = rot(F) + k, ma je rot(f) := w(rot(F)) nesaBucan o
n30opa roausama F. O

OBuM €MO MOKa3aJIi Jia MOCTOjU JeIMHCTBEHO mom3ame F' takso ma je rot(f) := rot(F),
Tj. mocroju jemuHcTBeHO F' 3a koje je rot(F) € [0,1).

Hedbunnimja 28. Hexa je f : S' — S' pesepsubunan gurnamuuru cuctiem xoju wyea
opujentmiayujy. Bpoj rot(f) € S* nasusamo potiavuonum bpojem upecauxasara f.

NzpavuynajMo poTaimoHu OpOj jeTHOCTaBHOT, aJld BayKHOT IIpec/InKaBarba.

ITpumep 29. Hexa je f = py powayuja 3a yiao 6. Kaxo je togusarwe Ry = x + 0, umamo ga
je:

RE(z) — k6
Re(x) —z _ . kO _

k k—oo k 0

rot(Ry) = kh_}rgo

Poramuonu 0poj mma Beoma BaxKHY OCOOMHY, a TO je Ja je MHBAPUjaHTa TOIOJIOIIKE
KOHjYTOBAHOCTHU PEBEP3UOMIHUX JUHAMUYKAX CACTEMA KOJU UyBajy OpHjEeHTAIIH]Y.

TBpbemwe 30. Potwiayuoru 6poj je unsapujanilior Upu WOUOAOWKO] KOHJYIGUUIU KOG “4Y8Q
OPUJEHTAUUTY.
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1.2. POTAIINOHH BPOJ U IIOEHKAPEOBA K/IACUHOUKAIIMOHA TEOPEMA

Jloxas. Hexa je h : S! — S! xomeomopdusam Koju wysa opujenTanujy. Ilokazahemo ma je
rot(h~'fh) = rot(f). Heka cy H : R — R u F : R — R nojusama npecimkasamba h u f,
penom. Kako je

noH ' '=hlohomoH '=h"ton,

BuuMoO da je H ! momuzame on h~!. CamuHo, Kako je
moH 'oFoH=h'oroFoH=h"'oforoH=h"'ofohom,

To je jacuo na je H 'FH nommsame ox h™! fh. Mokemo npernocrasutu ja je H m3adpano
tako Ja je H(0) € [0,1). 2Kesmmmo 112 oreHIMO

|(H'FH)"(z) — F*(x)| = |[H'"F"H(z) — F*(z)|.
Ba z € [0,1) Baxu 1a je
—1<H(zx)—xz<H(z)< H(1) <2,
11a, 300T EPUOIUITHOCTH, 3a cBe T € R nmamo
|H(z) —z| < 2.

Cmmano je u |H ' (z) — x| < 2, 3a cBe z € R. Jlabe, moKazkuMo Ja ako je |y — x| < 2,
tana je |F*(y) — F*(z)| < 3. Baucra, axo je |y — x| < 2, Taga je |[y] — [z]| < 2, na je

~3<[y] - 2] - 1 PH(y)) — FH(la] + 1)
< F(y) — FX(x)
< FH(y) + 1) — F*([a])
=yl +1—[z] <3.

Y (%) cmo oner kopuctmin Tepheme MozkeMO 3aKJ/byIUTH 1A je

|H'F*H(z) — F*(2)| < |H 'F*H(z) — F*H(z)| + |[F*H(z) — F*(z)]|
<243=5,

OJHOCHO 18,
[(H'FH)"z) — F¥()|

0.
i —

OBuM cMO TIOKa3aJIu J1a je
rot(H 'FH) = rot(F).

O

Heka je caga poramumonu Opoj panmoHajaH. JlerasbaH onmuc peBep3uOJUHUX JUHAMUIKIX
CHUCTEMa Ca PAIMOHAJTHUM POTAIMOHUM OpOjeM KOjH UyBajy OpHjeHTaImjy MoxKe ce Hahm
y Iormasmy 16 y [36]. Osne hemo maBectu camo OCHOBHO TBpDeme Koje KapaKTepulie
paImoHaJiaH POTAIMOHU OPOj.

Tepheme 31. Hexa je f : S' — S' pesepsubusan guuamuuxu cuciliem Koju “yea
opujentuayugy. Taga je Per(f) # 0 axo u camo axo je rot(f) payuoranan 6poj.
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1.2. POTAIINOHH BPOJ U IIOEHKAPEOBA K/IACUHOUKAIIMOHA TEOPEMA

IlocBeTuMo cajla makmby ciIydajy Kaja je pOoTallMoHW Opoj upalmoHasian. Ha ocHOBY
Tsphema [31| 3ak/bydyjeMo J1a PEBEP3UOUIHN JTUHAMUYIKNA CUCTEMH KOJU TIyBajy OPHUjeHTAIIN]Y
U UMAajy UPAIMOHAJHI POTAIMOHN OpOj HeMajy mepuoaundne opoute. Jlokas cieneher TBpherma
moxe ce vahu y [53| (B. Tepheme 6.1 u Teopemy 6.3), a mopes Tora U TPUJIMYIHO JI€TATBAH
OIIUC JUHAMUYIKAX CUCTEMAa HA KPYTY Ca UPAIMOHAHUM POTAIMOHUM OPOjeM.

Tepheme 32. Hexa je f : S' — S! pesepsubunan gunamuuku cuciiem Koju wyea
OPUJERTHAULTY, €O UPAUUOHAAHUM POTLAUUOHUM Opojem. Taga ce w-TpaHuvHu CKYTLOBU
ceux wavaxa us St Goxaatiajy. Axo yrueepsainu w-Iparnuny ckyl oznavumo ca E, waga je
E =S! uau je E Kanitiopos ckyi.

CBaku KOMIIAKTAH TOTAJHO HEMOBE3aH METPUYKU IIPOCTOpP 0€3 M30JI0BAHUX TadaKa je
xomeomopdan Kanroposom ckymy (B. [Ipumendy 4.17 y [36]). ¥V Tom eMucity ce y mpeTxo/IHoj
TeOpeMH KaO YHUBEP3aJHU w-TPAHUYHU CKYT Jo0uja Kantopos ckyr.

V cayuajy xaga je E = S', To mac, sugehemo onpasnano, mojcehia Ha upanuoHAJIHY
poranujy. Kaga je F Kautopop cKyI, oHa HOCTOjU GECKOHAYHO MHOrO murepBaja y S'\F
KOju He caJipyke T'paHuvHe Tadke HujemHe opomre. OBO TOHAINAKE €€ JaCHO PA3JIMKYje O
MIOHAIIIaa UPAIMOHAIHE pOTallyje, KO Koje cy cBe opouTe rycre. IIperxoanu onuc rosopu y
MIPUJIOT PA3JIMIM U3MeDy KOHjyraliije U MOJIyKOHjyTraluje Koje hemo ocTBaputu y
[ToenkapeoBoj Teopemu.

Teopema 33. (Iloenxape) Hexa je f: S' — S! pesepsudunran gunamunru cuctiem xoju wyea
OPUJEHTLAUUTY, CA UPAUUOHAAHUM POTLAUUoHUM Opojem 0. Taga je upayuorasna potwavuuja
Ry ¢paxiuop og f. U suwe, axo je f wpanautmiusho, onga je f wonjyiosaro ca Ry.

CymupajMo cajia cBe pesy/arare y OOJIMKY Koju he Hama OUTU O/ KOPUCTH.

e Axo je rot(f) pammonasan, rot(f) = p/q, Tana je NW(f) = Per(f). Takobe, nocroju
HNeproJuYHa TadKa U CBe IIepUOAMYHe TadKe MMajy HCTH Iepnol ¢. AKo He mocroje
HEleproMIHe Tadke, OHJIa Cy CBE TadKe IepuojmdHe (ca mepuojom q), na je f? =
Id. Moxe ce mokasaTu Jia ce OBO JelIaBa aKO M CaMo ako ¢y f ¥ poramuja Ry
KOH]YTOBaHH.

e Axo je rot(f) ¢ Q, Tama nocroje nBe moryhuocru. Ako je f TpansuruBHO, Taja je f
KOHjyroBaHo porauuji Rs) 1 NW(f) = S'. Ako me, ckyn NW(f) je xomeomopdan
KantopoBoMm ckymry. ¥ oda ciydaja, w W Q-TPAHUYHH CKYI HE 3aBUCE OJI KOHKDETHE
TavuKe M IOKJIAlajy ce ca HeJyTajyhumM cKymoMm.
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I''maBa 2

IlonuHOMMja/IHA €HTPOIINja

2.1 TomoJsomka eHTponuja

Nako je menTpanHa TeMa OBe TJlaBe IOJJMHOMUjaTHA €HTPONHja, HE MOXKEMO TOBOPHUTH
0 10j, a Jla HUCMO IPBO TOBOPWJIM O TOIOJIONIKO] €HTPONuju. TOIOoJIoNKa eHTpOoIuja, y
JaHallme BpeMe Beh KilacndHa BendmHA Koja je J00pOo MpoydeHa U 3a KOjy ce Besyje
MHOIINITBO 3aHUMJ/BUBUX pe3yJiTaTa, jecTe jeJlHa Mepa HeypeheHOCTH IMHAMUYIKOI CUCTEMA.
Ona Mepm eKCIIOHEeHIHjaJHi pacT CYIITUHCKH Pa3JnduTAX oponTa, a JedUHHCAHA je
UHIUPEKTHO 110 yriieay Ha [llenoHoBy medunuiujy eHTpoIje y Teopuju nudopMmalimja.

[Moapasymesahemo na je (X,d) KOMIAKTaH METPUYIKH IIPOCTOP U Ja je MPECTHKABAME
f + X — X menpekumano. lako je TOIOJIONIKa €HTPOIIMja, Kao IITO jOj W CAMO UMe KaxKe,
IPBOOUTHO JlepbrHUCAHA 3a TOIOJIOIIKE IIPOCTOpE, Yy HAIUM pasMaTpambuMa Hajuerhe hemo
ce DaBUTH caydajeM Kaja je X MeTPpUIKU IIPOCTOP.

[Tounnmo ca dbopmamnom nedununujom kojy cy namu bosen ([11]) m dunabypr (|17])
cemamyecetnx roguna 20. Beka. Jledmrumcahemo Tpum Benmudube, U 0OjaCHUTH KakKo CYy
MehycodHo moBezane, a 3aTHUM U KaKO ce TOMONY huX JeUHUIIE TOTOJIONIKA €HTPOIIN]a.

Hedbunurmja 34. Ca cov (n,e; f) o3nauwuhemo munumasar Opoj ckyuosa gujametnapa
MAWUT 0g € KOJu Tokpueajy upocwiop X y (guramuvroj) mewpuyy dy,.

Hedbunummja 35. 3a ckyu A C X xaocemo ga je (n,e; f)-pazgeojen axo 3a ceaxe
gee pasauvuiue wavke x,y € A saocu ga je d,(x,y) > €. Ca sep(n,e; f) osnauasamo
MAKCUMAARY KapguHasnoc (n, e; f)-pasgeojenot ckyua.

Hedbununmja 36. 3a ckyu A C X xaorcemo ga je (n,e; f)-pasatureyhu (uau ga je (n,e; f)-
mpesica) axo 3a ceaky Wwawky r € X wocwojuy € A waxo ga je d, (z,y) < &. Ca span (n,e; f)
03HAMABAMO MUHUMAANY Kapguraanocti (n, €; f)-pasaturyher ckyta.

Bazxkno je ja npumerumo sa cy opojesu cov (n, g; f), sep (n,e; f) u span (n, e; f) xonauHu
3a (pUKCUpaHO N U £, jep je mpoctop X kKomitakTaH. Hamomenumo j1a hemo kaja He mocToju
pu3uK o1 3a0yHe KopucTuTH u ckpahene o3uake cov (n,e), sep (n,e) u span (n, €).

Jlema 37. Baotcu caegehu nwu3 nejegrarxoctiiu:

cov (n,2¢e) < span (n,e) < sep (n,e) < span (n,e/2) < cov (n,e/2).
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2.1. TOIIOJIOIIIKA FHTPOIINJA

Jlokas. Heka je A C X (n,e)-pasanumyhu ckyn MuHHMaJHe KapaumHasjaoctu. Tama je
dbamumja Kyrian {B (x,€) ‘ T e A} MMOKpUBa4 mpoctopa X CKYMOBUMa JUjaMeTpa 2€, 1ma je

cov (n,2¢e) < span (n,e) .

Hexa je cama B C X (n,e)-pa3nBojeH CKyll MakcuMaJsHe KapauHajaHocTu. I[Ipuvernvo sa
je B u (n,e)-pasanumyhu ckyn. Hanme, ako ou mocrojao x € X takas na je d, (z,y) > €
3a cBako y € B, tama ou ckyn B U {z} duo (n,e)-pasnsojen ckyn Behe KapuHATHOCTH O
MaKCHMAaJIHE.

ITokaxkumo cajga Tpehy nejemnakoct. Heka je A C X (n, §>—pa3anmbyhn CKYTI
MuHHMAaHe Kapauaagaoctn u B C X npoussosban (n,€)-pasasojed ckyir. [ledunurmmmo
WHJeKTUBHO TpecimKaBame ¢ : B — A na cnenehu mauwn: 3a © € B nocroju dap jeman
esleMenT y € A Takas 1a je d,(z,y) < g Uzabepumo jenno Takso y u pedunummmo ¢(x) = y.

Axo je ¢p(x1) = ¢(x2), Taga U3 HEjeTHAKOCTH TPOYTJIA CJIE/IH:

dp(x1,29) < dp(21, (1)) + dp(P(22), 22) < €.

Kako je B (n, e)-pa3iBojeH ckyIi, MOpa OUTH Jia je X1 = Tg. 3aKJbydyjeMo Ja je ¢ NHjeKTUBHO,
a KapIMHAJOHOCT cKyna B Huje Beha on kapmuHasHOcTH ckyna A. Onapme ciean ma je
sep (n,e) < span (n, g)

Ha «kpajy, nokaxkmmo u nocienmwy Hejeanakoct. Heka je {U,...,Ux} dwmio koje
OKpuBame o7 X KOje ce cacToju of CKynoBa 4duju je d,-aujamMerap Mamu o €. Heka
cy x; € U; npoussosbre. Tana je ckyn {xy,...,x,} (n,e)-pasanmumwyhu. Onase ce Buau ja je
span (n, %) < cov (n, %) O

Cneneha nema, uuju jjoka3 HehiemMo HaBoaWUTH, MOTPEOHA HAM je KAaKO OMCMO ITOKA3aJId
[IOCTOjarbe JIUMeca KOjU y4ecTByje Yy Jie(bUHUIIMJU TOIOJIONIKE eHTPOIIH]E.

JIema 38. (Pexewe) Hexa je {a,}

. . an, S ap, . Qnp
Umin < Qmtay, 3a ceakom un. Taga Goctoju sumec lim — u sasrcu ga je lim — = inf —.
n—o00 M, n—oo M neN N

neN CYOagutuean wus, Wj. Hu3 3a KOJu 6adiCu ga je

Tephemwe 39. Hexa je f: X — X neupexugrno Upeciurasarse Ha KOMUAKTHOM METLPULKOM
apoctopy X u wexa je € > 0. Taga aumec

h. = lim log cov (n, €)
n—oo n

UOCTLOJU U KOHAUAH jJe.

Jlokas. Tlokazahemo na je mu3 logcov (n,e) cydamurusan. Heka je U ckyn d,-aujamerpa
Mamer of € u V ckyn d,,-aujamerpa mMamer on €. Tepaumo ja je taga u ckyn U N f~(V)
dpim-ijaMerpa Mamer of €. Heka cy z,y € U N f~"(V) npoussospuu. Tama, nomro je
xz,y € U, umaMo J1a BaxKu:

max d(f'(z), f'(y)) <e.

0<is<n—1

Takobe, kako je f"(x), f"(y) € V, umamo na je:

max d(f'(f"(x)), f'(f"(1)) <e.

0<i<m—1
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2.1. TOIIOJIOIIIKA FHTPOIINJA

JaxkJie, BaxKu J1a je:

dn-i-m(x?y) = max d(fz(ﬂf), fz(y» <E.

o<i<n+m—1

Heka je {U;}ic; mokpuBau ckyna X MUHUMAJIHE KApPIWHAJIHOCTH, YUjU CY €JIEMEHTH
ckynoBu d,-aujamerpa Hajsuie € u {V;},c; mokpusad ckyna X MUHEMAJIHE KApIUHAJIHOCTH,
YHjU Cy €JIEMEHTHU CKYTOBU d,,-ujaMeTpa HajBuiie €. Taja ce mokpusBad ckyma X jiepbuaucan
ca:

{Uin (V) |(5,5) e I x J}

CaCTOju OJI CKYTIOBa YUju je d, 4 -AujaMerap Hajpuire £. KapanmHaJHOCT OBOT IOKPUBAYa, HUje
Beha ox mpomssona kapaunannoctu nokpusada {U; }ier u {V;}jes. OnaBne onmax crenn na
je

cov (n + m,e) < cov (n,e) cov (m,e),

I1a JIOTAPUTMOBAEM 00€ CTpaHe JI0OUjaMo
log cov (n +m,e) < logcov (n, &) + logcov (m, €) .
3akJbyvuak u3BouMo u3 Jleme O

Kako je Hu3 cov (n,e) MOHOTOHO pacTyhm Kaja € omnaja, a UCTO BaxKu u 3a £ — h.(f),
ompaBjiaHa je JeUHUIN]a:

Hedbununuja 40. Hexa je f : X — X Heupekugno UPECAUKABAIE HA KOMUAKTLHOM
Mmetmpuukom apoctiopy X . Jlumec

hiop (f) := lim he (f)

e—0t

TOCTLOJU U HA3UBA Ce WOTUOAOUKA EHTTPOULIA TPECAUKABALG f .

Hamomenumo ogmax na us Jleme [37] coreu na ce Tonosomka eaTponuja Moxke nedpuHICATH
Ha jOIIl JIBA eKBUBAJEHTHA HaYWHa, Kopucrehu Besmaune sep (n,e; f) u span (n, €; f).

IMocaemauua 41. Totosowxka entwpouuja weupexugnol upecauxasarea f : X — X na
KOMUGKTHOM METTPUUKOM Tpoctiopy X gatta je ca:

log cov (n, €) log span (n, €) logsep (n,€)

hiop (f) = lim limsup = lim limsup = lim lim sup
e=0"  pnooo n e—=0T pooo n e=0t  pooo

W3 npakTruyHUX pasjora Ha CBa TPU MECTa IMHIIEMO JIMMeC CYIepUop, UaKO CMO BUJIEJIN
a Kaja je cov (n,e; f) y nuramy u odbmdan jumMec mocroju. To Huje ciydaj xof sep (n, €; f)
u span (n,e; f), Beh je Heonxomuo KopucTuTH Toptbu Jjumec (B. npumep y [26]). Cee tpu
JiebrHUIIIje TOMOJIONIKE EHTPOIINje Cy Y yIIOTpedn, a o/ CUTyallfje 0 CUTYallije 3aBUCH KOja
he duTu HajuoroHUja 3a Kopuiheme.

Kao npBy ocoduny TOIOJIONIKE EHTPOIINje, JTOKAZKUMO JIa je OHA 3auCTa TOIOJIONIKA I10jaM,
OJIHOCHO JIa HE 3aBUCH OJ] MeTpuKe, Beh camo o1 Tormosioruje Ha npocTopy X .

Tephemwe 42. Hexa je f: X — X nHeupexugro Upecaurasarse Ha KOMUAKTHOM METTLPULKOM
apoctiopy X . Touoaowka entlipotuja Gpeciurasara f we 3a8ucu 0g u3bopa Mmetwpure Koja
Tenepuwe uctiy WouoA0Tujy Ha X .
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2.1. TOIIOJIOIIIKA FHTPOIINJA

/oxas. Heka cy dy u dy n1Be merpuke Ha mpocTopy X KOje TeHEepHIILy UCTY TOMOJIOTHjy. 3a
e > 0 neduHAITIMO

n(e) = sup {dz (x,y) ’ di (z,y) < 5} .

Kako je X xomnakran, umamo Jja kajga € — 0, tajga u 1 (g) — 0. 3aT0 MOXKEMO U3pAIyHATU
TOIIOJIOIIKY €HTPOINjy W Ha OBaj HAYUUH:

1
heop (f, dy) = lim lim —o a2 (n,n(e))

e—0n—oo n

[Tpumernmo Jla aKo MpOM3BOJbAH CKyl uMa (d),-JujamMerap Mambu Of €, OHJA WM U
(dy)n-mujamerap Mamu of 1 (€). Omabie 10d6ujaMo 1a BazKu

covg, (n,n(€)) < covy, (n,e).

Kama myctumo oxarosapajyhe jmmece, a kopucrehu ammbeHuily ga kaga € — 0, Taga u
1 (g) — 0, 3aKJBydyjeMoO Jia BaxKi HejeTHAKOCT:

htop (f7 d2) < htop (f7 dl) .

3ameHoM ysiora MeTpuka d; u do, J00UjaMO U OOPHYTY HEjeTHAKOCT.

JlupekTHO U3 MPeTXOMHOr TBphema U3BOAUMO ciiejiehy ToC/IeTuIry.

Ilocnemuna 43. Toworowxa enlGpouuja Ha KOMUGKTHOM METWPUIKOM TPOCTLOPY je
UHBAPUJAHTLA TLOTOAOUKE KOHJYTOBAHOCTIU.

Hoxas. Hekacy f: X — X ug:Y — Y nBa nuHaMudKa cUCTEMa TOIOJIONKHA KOHjyTOBAHA
nomohy H : X — Y. Heka je d merpuka na npocropy Y. U3 Tsphema M2 cneqn na ma X
MOKEeMO 33JIaTu ojroBapajyhy merpuky d ca

d(x1,22) :=d(H (x1), H (x2)) .

Mertpuka d renepuiiie UCTy TOHOJIOTHjy Ha X Kao u MeTpuka d, jep je H xomeomopduszam.

[Ipumerumo 1a je y merpunu d npeciankaBame H nzomerpuja. OmgaBae ciean 1a je 3a xi, Ty €
X:

d, (x1,72) = max gl(fi(l'l),fi(l'g)) = max d(H (f’(ml)) JH (fz(l'g)))

0<i<n—1 0<i<n—1
= max_d(g/(H(21).9'(H(r2))) = do (H(x:), H(a2))

Kako je H dujeknmja, jacHo je ma cov (n,e;%) (a mcro Baxku u 3a sep (n,e) u span (n,e))
y3UMa HCT€ BPEIHOCTH 3a Inpecamkapama [ u ¢g. Camga MOXKeMO Ja 3aK/byduMO Ja je

htop(f7X> = htop(gay)' 0

VY cnenehem TBphemy mare cy OCHOBHE OCOOMHE TOMOJIOIIKE €HTPOIHje.

Tephewe 44. Hexa f : X — X neupexugrno tpecauxasarse na KOMUAKTHOM METLPULKOM
upoctopy X .
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2.1. TOIIOJIOIIIKA FHTPOIINJA

1. hiop (fk) = khiop (f) 3a ceaxu k € N.
2. Axo je [ unsepmubuaro apecaurasarve, onga je hiop (f71) = hiop (f)-

3. Axo cy Ay, Ag, ..., A 3atieopenu u ynaupeg f-unsapujaniiny CKytosy Wakeu ga iy
YHUJU gajy yeo upoctwiop X, waga je

heop (f) :max{ heop (f|Ai) l1<i< k}

Cueyujanro, 3a 3ateoper uneapujonitian ckyt A easicu ga je higp (f‘A) < hiop (f)-

4. Axo je (Y,d') xomaaxtan metipuuru tpocttiop u g : Y — Y neupexugho Upecaukasaroe,
Waga 8axHcu ga je

htop (f X g) - htop (f) + htop (g) .

Ipoctiop X XY wocmatlipamo ca cregehom metlpurom:

d ((I, y) ) (xlv y,)) = max {d (1’, ml) ) d (yv y/)} .
Lloxas. 1. Heka je k € N dukcupan. 3a npousBosbhe x,y € X un € N umaMo j1a BaxKu:

max d(f’“(x),f’“(y))g max d(fj(l’)afj(y))-

0<i<n—1 0<j<kn—1
O,ZI;aB,ZLe cjaeaun Ia je
sep (n,e; f*) < sep (kn,¢; f)
ogsep (kn, ; f)

1 &5 f* 1
lim sup 08 5P (n / ) < limsup k .

n—s00 n n—s00 kn

Ha oBaj mauun modujim cMO jeJIHy HejeTHAKOCT:
htop (fk) < khtop (f) .

Ca apyre crpane, 3a cBaxo ¢ > 0 Mozxemo gecdurncaru 7 (£), kao y noxasy Tephema[i2]
Kopucrehn ynmennrty ma cy d u d, eKBUBaJeHTHEe METPHUKe, UMaMo Ja je d, (z,y) < €
kas 1of je d (z,y) < n(e). Omasze je

span (n,n (¢); f*) > span (kn, ; f)

log span (kn, €; f)

1 : fr
lim sup 08 sbatl (n,n(e) / ) > limsup k

?
N—00 n N—00 kn

OJIHOCHO JIOOWJIU CMO U OOPHYTY HEjeTHAKOCT:
htop (fk) 2 k htop (f) :

2. Ilokazkumo z1a BazKu
sep (n,e; f) = sep (n,e; f 1),
OJlaKJIe TBpheme oaMax CIIeI.
Heka cy n € N u ¢ > 0 dburcupanu u Heka je F (n,e)-pa3jaBojeH cKyl. 3a CBakKo
xr,y € F Baxun:
d, (z,y) > €,
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2.1. TOIIOJIOIIIKA EHTPOIIUJA
aJIi UMaMO JIa BaXKu U
— i 7 — —J n—1 -7 n—1
dy (w,y) = max {d(f" (), f'(y)} = max {d(f7 (/" (@), [~ ("))
Onasge je jacno ga je f"1(E) (n,e)-pasasojen ckyn 3a f~1. Kako je npeciukasame f
OmjekIimja, OoBa JiBa CKyIla Cy MCTe KapIUHAJHOCTH.
Amnasorno, axo je F' (n,e)-pasasojen ckyn 3a f~! Tama je f~" (F) (n,e)-pazasojen
ckyn 3a f. Cajia IupeKTHO 3aK/bydyjemo ja je sep (n,&; f) = sep (n,&; f1).
3. Kako je cBaku (n,e)-pa3asojen ckyn y A; jacHo pasasojen u'y X, oaMax BUJIUMO JIa je

h'top <f|A1> < htop (f) .
[Tpumernmo na je yuuja (n,e)-pasanumyhinx ckynosa 3a A; jeman (n,e)-pasanumyhu
ckyn 3a X. OmaBie cirein J1a BaXKu HEjeTHAKOCT:

k

span (n,e) < Z span, (n,¢) < kmax {span, (n,e)},

i=1
Opyu YeMy CMO ca span,; (n,€) O3HAUYMINM MUHUMAajaH (n,c)-pasanumyhu ckym 3a A;.
Cana nmamo

log span (n, e ) o} . log max {span, (n, e
limsupL()ghmsupi+hmsup g max {span, ( )}
n—00 n n—00 n n—00 n
3a dukcupano k, cabupak ca JiecHe CcTpaHe TeKM Ka HYJU, a TBpheme ciean Kaja
nyctumo € — 0.
4. Metpuka 3aj1aTa ca

d((z,y),(',y)) = max{d (z,2) . d (y,9)}

rexepuiiie TonoJiorujy npou3soga Ha X X Y. 3a caku n € N Baxu ja je

dn ((2,y), (¢',y)) = max{dy (z,2') ,d; (y,9)} -

Ako cy U C X n V C Y cxynosu 4mju je amjamerap Mambd Of € y ofrosapajyhnm
Merpukama d u d', Taga je u U X V' ckyn uuju je d-pujamerap Marbu OJf €. 3aKJbydyjeMO
na je

cov (n,e; f x g) < cov(n,e; f)cov(n,e;qg)

OIHOCHO

hiop (f X g) < hiop (f) + hiop (9) -

[Mokaxkumo u obpHyTy HejemnarocT. Axko cy Fy C X u Ey C Y (n,e)-pa3aBojeru
CKYIOBH, OHJIA je U HBUX0B npoussoj, F; X Ey (n,e)-pasnsojen y merpuru d. JacHo je
JTa OHJIA BaYyKU:

sep (n,e; f x g) > sep (n,&; f) sep (n, &3 9)
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OpaBie MOYKeMO 3aKJ/bYUUTH [ je:

cov (n,e/2; f X g) > sep (n,&; f x g) = sep (n,¢; f)sep (n,&;9)
> cov (n,2e; f)cov (n,2e;9),

OJTaKJIe JI00MjaMo:
htop (f X g) 2 htop (f) + htop (g) .
[

Jor jeHa BaXkKHa, M MOXK/Ia HA MIPBU IOTJIe]] HEOYeKNBaHa OCOOMHA TOIOJIONIKE eHTPOIje
hiop (f) jecTe ma 3aBucH caMo Of BPEIHOCTH PECTPUKIHje IpeciankaBamba f Ha HelxyTajyhn
ckyn. akie, ayrajyhu eo nuHaMudkor cucreMa HeMma yTunaja Ha hyp (f), 10K je 3a
[IOJIMHOMUJjAJIHY €HTPOINjy OH OJi HajBeher 3Hadaja, Kao mTo hemo Bujeru y Hamomenu
[69 Tokas napeanor Tephema mozxe ce nalin y [47].

Tsphemwe 45. Hexa je f: X — X neuperxugro upecaurasaroe 1a KOMUAKTLHOM METPULKOM
upoctiopy X . Baotcu ga je

htop (f) = Piop (f |NW(f)) '

Kaxo je Tomosiomnka eHTpoImja Ha KOHAYHOM CKYIy TPUBHjAJHO jeJHAKa HYJIU, MOXKEMO
3aKJBYUHUTH Jla BaXKW cJeneha mocie ura.

INocnenuna 46. Axo je neaymajyhu ckya NW (f) wonavan, onga je hiop (f) = 0.

Tephemwe 47. Hexa je f : X — X nHeupexugro Upecaurasarse Ha KOMUAKTHOM METLPULKOM
apoctopy X . Axo woctioju metipura d xKoja ungyryje wonosotujy upoctmopa X , WaKea ga je
upecaukxasaroe f usometpuja, onga je hiop(f) = 0.

Jlokas. Axo je merpuka d TakBa Ja je TIpecuKaBame f m3oMeTpuja, oHJa je df = d, 3a cse
n € N, na je cov (n,¢e; f) = cov (1,¢; f), 3a cBe n € N. OznaBjie ciean 1a je 3a CBako €:

log cov (n, €; f)

he(f) = lim

n—00 n

=0,

a oHza u Ja je hiop(f) :?—%hs(f) =0. O
W3 nperxoaHor TBphema JUPEKTHO CJIeIu Hape Ha MOCTIeIUIIA.

IMocnenuna 48. Toworowxka enilipotiuja Tpoussomsne potiayuje na S' jegnaxa je rnyau.
3aHUMJBbUBO je Jla BaXKU U jatie TBpheme.

Tepbemwe 49. Hexa je f : S' — S' pesepsubunan gunamunru cuctiem. Taga je hiop(f) = 0.

Zoxas. Kako je f HempekuHO IpecInKaBarbe, 3HAMO JIa IPECINKaBa JIyKOBe Y JIYKOBE, jep Cy
y nuTamby 1osesann nojckynosu o S'. Heka je € > 0 duxcupano u B (k, €)-paszisojen cKyn
3a mpecsnKaBambe [ MakcuMasiHe Kapauuaiaaocta sep(f, k, ). Heka je n = [1/e] u uzabepumo
ckyn Y C S! xoju ce cacroju ox n + 1 jemnaxo pacrnopehennx tauaka Ha KpyxkHumu. Tasa 3a
JIBe cycejiHe Tavuke z,w € Y Baxku Ja je d(z,w) < . Hedunumumo ckym:

k—1
Y= J ).
=0
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Baxu na je |Yi| < k(n +1).

Hexa je caga I ayk y S'\ B umje cy kpajime tauke z,y € B. Taxa je d(f(z), fi(y)) > € 3a
neko 0 < @ < k— 1. Pacrojame d(f(z), f(y)) je myxxuna mamer oz aykosa fi(I) u S'\ f(I),
na sakbydyjemo jga f'(I) uma ayxuny dap . Ogasze cineau jga ayk f'(I) caapzxu dap jeamy
Ta4yKy U3 CKyIla Y, a caMUM THM U Jia JyK [ caJip:ku dap jeHy TadkKy CKyna Y.

OBuM cMO TIOKa3aJIM & je KapIUHAJHOCT CKyma B, Koja je nmcta Kao KapINHAJTHOCT CKyIIa
nosesanux Komronenarta oy S!\ B, mama umm jennaxa o |Y|. dakie

sep(k, &; f) < k(n+1),

oJlaKJIe CJe/IN Jia je
1
hiop(f) < limlim sup % log(k(n+1)) = 0.

=0 ko

]

Ha xpajy, BpaTumo ce mOHOBO Ha caMy JAepUHUIU]Y TOIOJOIIKe eHTponuje. VcTopujckn
npBy 1edUHUIU]Y TOIOJIOIIKE EHTPOINje Ha KOMIIAKTHOM XaycI0pdOBOM TOIOJIONIKOM
npocropy gaau cy Amep, Kouxajm u Mekenpjy vy 3], kopucrelin orsopene nokpusaue. OBa
omrrrja aedUHAII]a, KOja HE HMOAPasyMeBa Ja je IPOCTOp METPUYKH, JaTa je O yIJIeay Ha
JlepUHUIIN]Y EHTPOIIKje HA IIPOCTOPY €a MepPOM (BHIIE O €HTPOIMjH Ha MPOCTOPY Ca MEPOM
moxke ce Hahu y Ilormasmwy 27 y [36]). Hasemhiemo je ne ymazehn y gerame u jokase, ann
HaIlOMEHUMO JIa je OBa Jie(pUHUIAja U JIa/be Y YIIOTPEeOH, IITO heMO WIyCTPOBATH JIOKA30M
Tephema

Heka je V orBopenn mokpubad mupocropa X. Ca N (V) o3HauuMO MUHUMAJHY
KapuHaJHOCT notnokpusada ox V. Kako je X kommakran, dpoj N (V) je yBek KoHadaH. 3a
nBa mokpuBada U u )V neduHAIIIMO

Uvv={Unv|Uel, VeVv}.
Heka je
U =UV U V-V U,

npu 4emy je 3a cse k € N:
Fruy ={r*w)|veu}.

Mozxke ce nokazaru (B. Tepheme 10.16 y [36]) ma 3a cBaku orBopenu mokpusad U mpocTopa
X 1ocToju rpaHUYHA BPEIHOCT

h(f,U) = lim log NV (")

n—00 n

Enrponuja ce nedpunuire na cienehn naqwmn:
h(f) = sup {hu.n}

IJle ce CyIpeMyM y3UMa 110 CBUM OTBOPEHUM ITOKPHBAadYUMa IIpocTopa X .
Exsupanennujy nedununmje eHTponmje npeko oTBopeHux nokpusada u ledununmje [40]
nokazao je Bosen y |12], a qokas ce moxe Buneru u y [36]. Jaxie, h (f) = hiop (f)-

TBpbheme 50. Hexa je f : [0,1] — [0, 1] pesepsudburar gunamuwku cuctuem. Taga je hiop(f) =
0.
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Jlokas. Be3 ymamema ommrroctu, y3mumo Ja je f pacryhe ua [0, 1], jep ako f nuje pacryhe,
onna f? jecre m Baxku ma je hiop(f) = 3hiop(f?). Hexa je U mokpumsau koju ce cacroju
ojl oTBOpeHuX uHTepBaja. Taga f~%(U) uma mcry KapaumnaaHocT Kao u U, 3a cse k €
N. Ako roBopumo o ropmoj rpanuru 3a N (U V V), oHa je y ONIITEM CIIydajy ITPOH3BOJL
kapauHasiHocTu okpusada U u V. Mehyrum, kaza je X = [0, 1] u kaza ce mokpusadm cacroje
0JI OTBOPEHUX WHTEPBAaJa, OBO I'OpHe OrpaHudere je rpydo. TBpauMo j1a 3a MpOU3BOJHHE
koHauHe nokpusade U n V Baxu jga je N(UV V) < N(U) + N(V) — 1. Ako 0BO mokazkemo,
OHJTa, IMAMO 18, BAXKMU:

NUvV 71 (U)) <2NU),

na je u:

NUV LU V-V T U) <nNUY).

OpnaBye cirenn 1a je:

lim log N (U™) < lim log (nN(U)) o,
n—o00 n n—00 n
IIa je U CYIPeMyM IO CBUM IIOKpUBadnMa Takohe jeJHaK HysH, OJHOCHO M, (f) = 0.
IMokazkumo cana ga je N(UVY) < N(U)+N(V)—1. I3a80juMo MEHIMAJIAH HOTIOKPUBAY
Uy = {Uy,...,U,} m3 U n muanmanan nornokpusad Vo = {Vi,...,V,} u3 V. Moxemo
YPEJIUTH MHTEPBaJe U3 00a MOKPUBa4da TaKO Ja UM JIEBU KpajeBU YWHE HEOnaajyhm HU3.
[IpumeTrnMmo m Jia cBakKa JiBa Cyce/IHA WHTEPBaJia U3 UCTOI IOTIIOKPUBAaYa MMajy Helpa3aH
npecek, jep cy wianoBu MuHMMaJgHOr mokpusada. Ca [(U;) osmauaBahemo JjeBu Kpaj
unrepsasa, a ca r(U;) mecum. 3a mouerak msabepumo murepsajie U, u Vj, KOju caipike
tauky 0. Ebuxos mpecex rakobe caaprku 0. Ilocmarpajmo cana (menpasamn) U; N V;. Baxu na
je r(U;NV;) = min{r(U;),r(V;)}. Axo je r(U;) < r(V;), 3amernmo U; ca U1, a 3a1pkaBaMo
V;. Axo je r(V;) < r(U;), onna 3amennmo V; ca Vjiq, a 3aapxkasamo U;. Axko je r(U;) = r(V}),
npebumo wva U; 1 m V1. ¥V cBakoM KOpaky dap jeaH OJ1 MHJIEKCA CKYIIOBa KOjU YIECTBY]Y Y
npeceky pacre. [Ipumepa paju, omadup moxke ga usrieja oBaxko: Uy N Vg, Uy N Vo, Uy NV,
Uy NV, Uy N Vs,... Kako unpekcu ckynosa U; mory ma ce nosehajy najsurie m — 1 myra,
a nHjekcn V; Hajsume n — 1 myTa, MUHUMAaJIHA IIOTHOKpuBad ox U V V uma HajBuiie
1+m—14+n—1=m+n—1 eremenara. Hamomennmo j1a oBako KOHCTpyUcaHa (paMuInja
ckynoBa obsmka U; NV, samcra nokpusa [0, 1], jep cBaku HapenHn n3adpaHW HHTEPBAJ
[IOYUIbE TIPe HETO ITO Ce MOKPUBEHU JIe0 3aBPIIIN.

]

Kako umrasan He OmM cTekao IOrpelaH yTHCAK, HAIIOMEHHMO Ja HHje TadHO Ja je
TOIIOJIOIIKA €HTPOINja PEBEP3UOUTHOT JTMHAMUYKOD CHCTEMa HAa MPOU3BO/HHOM KOMIIAKTHOM
METPUYIKOM IIPOCTOPY YBEK jelHaka HyJu (Kao IITO CMO TOKA3aIHM JIa jeCTe Ha CEerMeHTY
u kpyry). HajknacuyHuju KOHTpAIpUMEp Cy XUIEPOOJUYKU TOPYCHU ayToMopdusmu,
Yuja je TOIOJIOIIKA €HTPOINja jeJHaKa JIorapuTMy Behe cOICTBeHe BPEJIHOCTH JIMHEAPHOT
IpecanKaBamba Koje MHIyKYyje IpecjinKaBaibe Ha Topycy. ledbununuje n nokasu tBphema y
BE3U Ca XUIMEPOOJTUIKIUM TOPYCHUM ayToMopdu3MuMa Mory ce Hahu, Ha npumep, y llornasiby
8y [36].

3a Kpaj OBOI' OJlle/bKa HaBEIWMO TBpheme Koje HAedUHUIM]y TOIIOJIOIIKE EHTPOIIHje
IPEKO OTBOPEHUX MOKpHBada unHu omneparusHujoM (B. TBpheme 10.22 y [36]). Ca diam(U)
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2.2. HOJIMHOMHUJAJIHA FEHTPOIINJA

o3HaYMheMo Jimjamerap mokpuBada (f, OJHOCHO:
diam(U) = sup {diam(U) | U € U}.

Tepbemwe 51. Hexa je X komUaKarn MemWpu Ky Upocwop U HeKa je (Un)nen Mu3 otmweopenux
uokpusawa wakas ga diam(U,) — 0. Taga Goctwoju aumec lim h (f,U,) u 6astcu jegharoct:
n—oo

htop (f) = hm ;L (f?un) .

n—o0

2.2 IlommHOMMja/IHA eHTpoOIHja

Y IpeTxo/IHOM OJIeJbKY BUJIEJIH CMO JIa je TOIIOJIOIIKA eHTPOIHja OUI0 KOT' PeBEeP3UOUTHOT
JUHAMAYIKOD CHCTeMa Ha Kpyry jegHaka Hyan. Mehyrum, jacHo je ma Mely muma mocroje
CUCTEMH KOjU CY jeJIHOCTaBHUjU, KAO0 W OHU KOJU Cy CJIOKEHHjU. Y3MHMO, HA ITPUMED,
IIpec/InKaBama Ca paIlMOHAJHUM U HWPAIMOHAJHUM poTamumoHnM Opojem. Ocum  Tora,
Bpayseposu xomeomopdusmu paBHH (XOMEOMOPMU3MU DPABHU KOJU UyBajy OPHjEHTAI]y
u Hemajy (DUKCHE TadKe) CBU MMajy TOMOJOIIKY E€HTPOIWjy jeJHaKy HyJHd, jep Ce MO¥Ke
[IOKA3aTHU J1a UM je HesryTajyhu ckyr mpasan. OBoj Kjacu IPUIIaIajy KAKO TPAHCIAIN]a, TAKO
U KOMILJTUKOBaHMja TpecjimkaBama. [locToju jomr MHOro mpumepa HUCKOCTIOXKEHUX CHUCTEMA
qrja je TOIOJIONIKA €HTPOIINja jeJHaKa HYJIU, KAO IITO Cy KOHBEKCHU OWJIMjapHU, OCIIUIATOPH,
Mopc-CmejmoBu qudeoMopdu3Mu Ha MOBPIINAMA,... ¥ TMOKYIIAjy Ja Pa3IuKyjeMo eJleMeHTe
OBUX KJlIacA U KBAHTUTATHUBHO, HE CaMO II0 ,MHTYULUjU , YBeJ€HA je IOJTUHOMUjaAIHA
E€HTPOINja, KOja MEPU CJIOYKEHOCT Ha CYOEKCIIOHEHIINjATHO], OJTHOCHO ITOJIUHOMUJAJTHO] CKAJIH.

[Tojam mosmmHOMUjasIHE eHTpoOIHUje ce NMpBH IyT mojaBuo Kox Kypke y [29], a kacuuje
y pamouma Mapka [35] u [33], y KoHTeKcTy mHTerpaduaHnx XaMHUJITOHOBUX CHCTEMa Ha,
MOBPIINMA, TJle Cy OKa3aHe OCHOBHE 0COOMHE mosjmHoMujaHe enTponuje. OH je mokasao Ja
je moJImHOMUjaJTHa €HTPOIINja XapPMOHMjCKOT' OCITMJIATOPa Makha O/ ITOJIMHOMUjaJIHE €HTPOIN]e
HEXAPMOHUjCKOTI' OCITUJIATOPA, a OHA Marba OJ MOJUHOMUjaJiHe eHTponurje KiarHa. Takobhe je
nokas3ao y [34] 1a je monmmHOMUjaHA €HTPOIIHja CTPOro KOHBEKCHOT OUJIHjapa Ca aHAJIUTHIKOM
rpaHuIoM jegHaka 1 ako m caMO ako je Ta rpanurna kpyr. OcuMm Tora, MOJTMHOMHUjaJIHA,
eHTpoIrja OuInjapa Yuja je TpaHulla eJIUICca jeJHaKa je 2, a y CBUM OCTaJUM CJIydajeBUMa je
dap 2 .

VY [31] je mokazano, uamely ocrasior, Ja je MOJMHOMMjaJIHA €HTPOIHja XOMeOMOpdhu3Ma
Ha Kpyry jemHaka 0 mm 1, a jegHaka HyJId aKO U caMO akKo je xoMeoMopdusaM KOHjyTroBaH
poTarujn.

Y pany |23] je mpoyuaBana mosmHOMUjasIHA eHTponuja BpaysepoBux xomeomopdusama.
Ilokazano je na je moMMHOMUjAJHA €HTPOINja TPaHCIalje jeHaka 1, a J1a je TTOJTMHOMMjaJTHa,
enTponuja BpaysepoBor xomeomopdusMa KOju HHje KOHjyroBaH TpAHCIAIUjU Beha miIm
jemnaka of 2. Takobe, 3a cBako a € [2,+00] KoHCTpyHCcaH je Bpaysepos xomeomopduzam f
TaKaB Jla My je OJMHOMHUjaJIHA eHTPONHNja jeJITHAKA (.

Cama medwHUIM]a TOJTUHOMIjaIHE €HTPOIje BeOMa je CJANIHA JIe(DUHUTIM)U TOIOJIOIIKE,
aJIl yMEeCTO €KCIIOHEHIIN]aJIHOI pacTa CYIITUHCKHA PA3JIMYUTHX OpPOUTa, MEPUMO HUXOB
nonunomujasinn  pact. Kopucrehun Jlemy MOYKEMO OJIMaX YBECTU TOJUHOMUjATHY
€HTPONNUjy Ha TPU €KBUBAJEHTHA HAUUHA.

Hedbununuja 52. Hexa je f : X — X HeUpekugno UPECAUKABAIE MG KOMUAKTLHOM
metupuwkom apoctwopy (X, d). Ioaunomujanna entupouuja upecaukasara f je gata ca

1 5
hpot (f) = lim limsup = lim limsup — lim lim sup ogsep (n, )
e=0t nooo logn e—=0t  no00 logn 0t nosoo logn

log cov (n, €) log span (n, €)
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2.2. HOJIMHOMHUJAJIHA FEHTPOIINJA

OueknBano, 300r BeJukKe CAUIHOCTH u3MeDy jeduHurmja TOMOONIKE U TOJTUHOMEjATHE
eHTpoInje, MHOTe ocodbuHe cy uM ucte. Ilomro cy jgoKa3m aHaJOrHM, HeheMO WX W3BOIUTH,
amu hiemo masectu cama TBphema. [lokasu ce mory nponahn y pamy [35], rue je Mapko
CUCTEMATUYIHO IPOYyYaBao U JePUHUCAO TOJMHOMUjATHY €HTPOIU]Y.

TBphemwe 53. Hexa je f: X — X neupexugrno tpecaurasarse Ha KOMUGKTHOM METLPULKOM
apoctopy X . Taga sasice caegeha wepherva:

1. Hoauromujasra entpoGuja He 3a8UCU 0F U3OOPa MEWPUKE KOja TEHEPUWE (aThy
WOouU0N0TUJY Ha Tpocopy X .

2. Hoaurnomujarrna eHWUPOTUIa je UHBAPUJAHTLA WOTUOAOWKE KOHJYTOBAHOCTH.

3. Axocy f: X = X ug: X' — X' Goaykonjyrosaru, ognocho arxo GOCTOju HeUPEKUJHE
cypjexyuja ¢ : X — X' xomuaxwnuxr tpoctwiopa u g o @ = o f, waga je hyo(f) =
hpor(9)-

4. hpot (f¥) = hpo (f), 3a ceaxu k € N.
5. Axo je [ unsepmubuano upecaurasarve, orga je hpo (f1) = hpo (f)-

6. Axo cy Ay, A, ..., Ag 3at60openu yratupeg f-uneapujaHiiny cKytosy, WaKeu §a HUTrosa
YyHUja gaje ueo upoctwop X, Waga je

hpol(f) :max{ hpol <f|AZ> ’ 1 < l < k}
Cueyujanno, 3a unsapujontion A C X saorcu ga je hpol (f‘A) < hpar (f)-

7. Axo je u (Y,d) xomuaxwan meWpuwky upocwiop uw g : Y — Y Heupexugro
upecaurasarve, Waga 8aHCYU ga je

hpol (f X g) = hpol (f) + hpol (g) :

Hamomenumo ojmax ja je 3a Pa3juKy OJ TOIOJIONIKE EHTPOIUje, ITOJUHOMU]ATHA
EHTPOIja IpeciNKaBama f* mcra Kao W MoJMHOMHjasIHA €HTPONHja npeciankasama f. OBa
ocodmnna he HaM IOjeTHOCTABUTH H3padyHaBambe Ry (f), jep hemo y ciaydajy konadnor
meryTajyher ckyma mpehm ca f ma f*¥. Twume hemo moctmhm ma cBe mepHogWYHE TadKe
IpecInKaBama f 3alIpaBo HocTany (pUKCHe Tadke IpecInKaBama fF, 3a HOTOIHO 01abpano
k € N. Ha kpajy opor moryiaB/ba od0jacHmheMo jeTa/bHUje KaKO heMO KOPUCTUTU TEeXHUKE
yBeJIeHe y OBOM IIOIVIaBJby, a IIPBH Kopak omhe ympaso mpenasak Ha fF, 3a omrosapajyhe
ke N.

Jomn jemna BaxkHa pasyimka w3Mehy moJiMHOMUjasiHE W TOIOJIOIIKE EHTPOIHje jecTe y

o
ofiHOCY IipeMa deckoHauno] yHuju. Haume, kao mro cmo seh nomenysu, ako je X = |J X,

n=1
IIpu 9eMy Cy Xn 3aTBOPEHHU YHaIIpe f—I/IHBapI/IjaHTHI/I CKYIIOBH, Ta/Ja BazKH:

hiop (f) :sup{ Ptop <f|Xn> |n> 1}.

OBa ocoduHa ce He MPEHOCH Ha MOJUHOMUJAJIHY €HTPOIIH]Y.

Moxkia u HajBaxKHUja pas3JinKa u3Mely TOIOJIONIKEe W IOJUHOMHjaJHe EHTPOINje ca
TEOPHjCKe TavyKe TJVIEJUINTA jeCTe TAKO3BaHU BAPUjallMOHN ITPUHITUIL, KOJU BayKU 3a TOIOJIOIIKY
eHTPOINjy, ajl He W 3a IOJIMHOMHjajHy. BapujaliioHn NPUHINI IIOBe3yje TOIOJIONIKY
€HTPOINjy W EeHTPOINjy IIPOCTOPa Cca MEPOM, YHMe Ce YCIOCTaB/ba BayKHA Be3a m3MeDy
Teopuje JMHAMUYKUX CUCTEMa, IPElU3HUje eproJiIndke Teopuje, U Teopuje dpojena.
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2.2. HOJIMHOMHUJAJIHA FEHTPOIINJA

Teopema 54. Hexa je (X,d) xomuaxtan metwpuywku apocwop u f : X — X wmeupexugho
apecaurasare. Taga sasrcu:

htop(f) = Sup hu(f)7
neM(X)

1g9e M¢(X) osnauasa ckyt ceux f-unsapujantinuxr Boperosux seposatinocnur mepa na X,
a h,(f) je Koamoropos-Cunaj entipotuja upecaurasarss f y ogrocy Ha mepy .

Paju mormyHocTH, HaBeIMMO yKpPaTKO Kako ce nedunniie enrpounja hy,(f) Ha mpocropy
ca mepom. Heka je (X, B, u, T), re je X ckym, B o-anredpa na X, p : B — [0, 1] BepoBaTHOCHA,
Mmepa u T : X — X mepsbuBa Tpancdopmaluja Koja qyBa Mepy.

Ba gary maprurujy Q = {Q1,...,Qk} (uuju cy enemenTtu, 1m0 pedUHUNM]H, MEP/HUBH
Mel)ycoOHO JTUCjyHKTHY CKYIIOBU KOJU Y YHUJU Jajy IIe0 MIPOCTOP) MOXKEMO JIeDUHICATH

TﬁlQ = {T71Q17 < 7T71Qk} .
Axo mvmamo u apyry naprummjy R = {Ry, ..., Ry}, aebunumeno:
OVR={Q:NR; lief{l,....k}, je{l,....,m}, n(Q;NR;)>0}.

Enrponuja naprunuje Q ce nedwunmUIe Ha ciaegehn HAYUH:

H(Q) =-) n(Q)logu(Q).

QeQ
Enrponuja nuHaMuYKOr cucremMa y OJHOCY Ha maprunujy Q mata je ca:
H (\/ Tkg)
h, (T, Q) = lim —*= .

n—00 n

Kosmvoropos-Cunaj enTponuja JUHAMUYKOT CUCTEMA y ITPOCTOPY €& MEPOM je:
hu (T) = sup {hy, (T, Q)}

IJIe ce CYIPEMYM y3UMa II0 CBUM KOHAYHHUM HapTuirjama Q.

Casta ce jacHO BUIU CJIMIHOCT u3Melhy neduHUIIje TOMOIONIKE eHTPOIINje U eHTPOIIje Ha
IIPOCTOPY Ca MEPOM.

Bpatumo ce cajia Ha pa3/MKy Koja Hac HajBHINE 3aHUMA, & TO jeé OJIHOC IOJIUHOMUjaJIHE
eHTpoIrje mpeMa HeyTajyhem, ogHocHO jyTajyheM ckyiry. 3a moYeTak, JIOKaXKIUMO TBpherbe
u3 pazma [31], rae BuamMo ma mocrojame camo jemHe Jsytajyhe Tauke obesdebhyje ma
IIOJIMTHOMUjaJIHA €HTPOoNNja He Oy/ie Mama o1 jegan. Hanomennmo 1a hemo napesino TBpheme
KOPHUCTHUTH BEOMa YeCTO 3a JIOHkY OIeHYy MOJTMHOMUjaJTHE €HTPOIIHjeE.

Tepbhewe 55. Hexka je (X, d) xomuaxman mewpuury tpoctwop u f : X — X womeomoppusam.
Axo apecaurasare [ uma aywajyhy wawky, onga eascu ga je

hpol (f) = L

/loxas. O3nauanmo ca x € X ayrajyhy tauky npeciukapama f. Taga mocroju €g > 0 Tako ma

3a cBako k € N Baxku j1a je
fH (B (z,20)) N B (x,50) = 0.
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OpaBre cienm f1a je 3a cBako € < g u 3a cBako k € N
d(z, f* (z)) > e.
Heka je n € N ¢dukcupan. Tana 3a cBako k, 1 < k < n Baxn

dy (2, f 5 (2)) 2 d (" (2),2) > e

Onasre ciaenn na je 3a cBako € < g u cBako n € N cienehu ckyn tadaka (n, €)-pa3aBojeH:

{x,f‘l (x),...,f™" (m)}

3ak/pydyjemo J1a je
sep (n,€) > n,

na je hpo (f) > 1. O

Obpat oBor TBphema He Baxku. Hamme, mpermocraBuMoO a UMaMO JIUHAMHYIKN CHACTEM
f 4uja je TomoJiomika eHTponuja nosutuBHa. Ako mocmarpamo pecrpuknujy f Ha NW(f),
TOIIOJIOIIKA €HTPOITHja ce He Meba, aji IOCTUXKEMO Jla BHIle HeMa JyTajyhux Tadaka. Ha
0Baj HAYMH CMO JOOWJIHM JIMHAMUYIKY CUCTEM YHja je moJuHoMujasHa enrponuja Beha ox 1 (jep
je DeckoHavHa), a Jla CUCTEM HeMa HUjejHy JiyTajyly Taduky.

Y Tephemy [47] nokazanm cMo Ja je TONMOIOMIKA €HTPOIja n3oMeTpuje jenHaka Hyam. 13
JIOKa3a je jacHO Jla UCTO BaXK! U 3a IMOJIMHOMUjaIHy enTponujy. lHTepecyje Hac Jia Ji IoCTOje
JOIIT HeKe KJrace IIpec/;IMKaBamba 3a KOje je TTOJTMHOMUjaJTHA eHTPOINja jeTHaKa HYJIH.

Hedbununuja 56. Xomeomoppusam f : X — X je exsuneupexugan axo 3a cee € > 0
aocmoju § > 0 waxas ga axo je x,y € X, d(z,y) < I, waga je d(f"(x), [*(y)) < &, 3a cse
n € Z. Ipyium pewuma, f je exsunetuperugar ako je pamuauja {f* | n € Z} exsunetuperugra.

3a eKBUHENPEKUJIAH XOMeOMOpdU3aM Ha KOMIAKTHOM METPUYKOM IPOCTOPY IIOCTOjU
KOMIIATHOM/IHA METPHKa KOja ra IuHu u3oMerpujoM - d'(x,y) = sup,c; d(f™(x), f*(y)). 30or
Tora jacHo BaxKu cjejiehe TBpheme:

Tspbewe 57. Hexa je f : X — X exsunetperxugar Tomeomophudam wa KOMUGKTLHOM
metpunkom upoctopy X . Taga je hiop(f) = hpa(f) = 0.

MozkeMo ce 3anuraTi J1a Jid Bazku oOpHyTO. ¥ [6] je mar npumep JUHAMUYIKOD CHCTEMA
4qrja je IOJIMHOMHUjaJIHa eHTPONNja jeTHaKa HYJIM, & KOjU HUje €eKBUHEIIPEKUIaH.

Crenehe TBpheme MOKe HAM OUTH O KOPUCTH, & MWIycTpoBaheMo ra jeITHUM jeTHOCTaBHUM
IIPUMEPOM.

Tephemwe 58. Hexa je f: X — X netupexugno Upecauxasarse ma KOMUAKTIHOM METLPUHKOM
apoctiopy (X, d). Axo toctwoju xo € X waxo ga 3a ceaxo x € X sasicu ga je lim f" (x) = xo,
n—oo

waga je hpor (f) = 0.

/oxas. Heka je € > 0 dukcupano. Ilocroju ny Takas j1a je 3a cBAKO n = ng U cBako r € X

f(z)eB (x()%) .

X je KOMIIaKTaH MeTpUIX y d, I1a je KOMIIAKTaH U y MeTpunu d,,. Kommakran mpoctop
nMa KoHadaH (ng,e; f)-pasanumyjyhu ckym. 3a cBako n > my U 3a CBako &,y € X BaxKu Ja
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je d(f™(x), f"(y)) < &, na je (ng,e; f)-pasanumyjyhin ckyn Takohe pasanumyjyhin ckyn 3a
CBaKO M = mg. MoxkeMo 3ak/bydanTh Ja je span (n,e; f) = span (ng, €; f), 3a n = ng mna je:

log s(n, e ) log s(ng, €
limnsup 2225 E) _ i gup 198 5(M0:8) _
n—00 log n n—00 log n
Kaza y nperxommy jeanakoct mycTumo jmmec € — 0, godujamo na je hpo (f) =0 ]

IIpumep 59. Hexa je (X, d) xomuaxman metwpuwku apoctop u f : X — X wonwparyuja.
IIpecaukasare f je xontuparyuja axo tocwoju k € [0,1) 3a koje saosrcu ga je

d(f(x), f(y)) < kd(z,y),

3a cee x,y € X. 3601 Banaxose weopeme 0 Purcroj Wawku, UpecAuKasare [ uma
jequnctueeny durcrny wauky xo. Kaxo sa cee wauxe uz X eavicu ga f™(x) — x0, Kaga
n — 00, Ha 0CHOBY Tepbema saotcu ga je hyo (f) = 0.

2.3 Koaupamwe u cuHTy/JIapHE TadKe

Y oBoMm ofie/bKy ornmcaheMO TeXHUKY KOJAUparba, KAao W JIOKAJIM3AIN]y MTOJTUHOMUjaJTHE
EHTPOITNje OKO CHHIYJIaApDHUX Tadaka, UUjU ce JeTa/bHU ONWCH U JoKasu Mmory Hahum y [27].
Mu hemo oBe texuuke kKopuctutu y Iloryasspy |7, Kako ducMO M3padyHAJH TOJTUHOMUT]AJTHY
€HTPOINjy WHIYKOBAaHUX XOMeoMopdu3ama Ha oapehennm xurieprpocropuma. Koncrpykimja
u3 paja [27] xojy hemo onmcaru 3anpaso je yommreme pesyiarara us [23|, koju cy jgaru 3a
xoMeoMopdu3Me ca TATHO jeTHOM HEIyTajynoM TauKOM.

3a mouerak, yBeIUMO IOJUHOMUjAJIHY €HTPONujy Ha mpou3Bo/bHOM ckymy Y C X. Ca
sep(n, €; f;Y) o3nauaBalieMo MaKCHMAaJIHY KApJAMHATHOCT CKyla Tadaka KoOje IPHUIAJIAjy
(n, €; f)-pasnBojeroM ckymy npocropa X u Koje cy cajapxane y Y, u kpahe ca sep(n,e;Y)
KaJa je jaCHO O KOM Ce IIPeCINKaBaby PaJu.

Hedbununuja 60. Hexa je f : X — X nHeupekugno UPECAUKABAIE MG KOMUAKTLHOM
metupuykom apoctwopy (X, d), u nexa je Y C X. IHorunomujasna eHGpotuja Gpecaukasarba
f nma cxyay Y gata je ca:
logsep (n,e;Y
hpot (f;Y) = lim limsup gsep ( )

e=0t  posoo logn

JacHo, nmperxonna geduHUIITja MOXKe ce JaTh 1 IpeKo dpojesa cov(n, €;Y) u span(n, €;Y).

Hanomennmo ja Baxkn ciezehe tBphemse (B. [35]) ca mpermocraBkom ja cy ckymoBu X
MHBApUjaHTHU, aJId He 00aBe3HO U 3aTBOpenu. TuMe je J0BOJBHO Ja MOJeJuMO MpocTop X Ha
WHBapUjaHTHE MOJICKYIIOBE, KOjU HE MOPajy OUTH KOMIAKTHU.

k
Tepheme 61. Axo je X = |J X;, 1ge cy ckyuosu X; unsapujonimnu, wWaga 6ax4cu ga je
i=1

hpot (f) = max {hyo (f; Xi) i =1,...,k}.

Hexka je (X, d) kommakran merpudku mpoctop u f : X — X HENpeKugIHO [MPEeCINKaBAE
ca KOHAYHUM HeJyTajyhuMm cKymmom:

NW (f) = {P1>p2>-~-;pk}~
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Kanma je memyrajyhm ckyn KoHadaH, OH ce 300T MHBApPHjaHTHOCTH 3AIIPABO CACTOJH O
nmepronIHNX Tadaka. Heka je cama Y C X f-uHBapujaHTaH CKYIl KOjU CAJPXKKU TAYHO jeTHY
nexyrajyhy Tauky: Y N NW (f) = {p;}. ¥V oBom ciyuajy je p; dukcna radka.

Heka je F = {Y1,Y5,...,Y;} xonauna damuamnja nenpasuux mojackymnosa og X \ NW (f).
Heka je UF yHmja cBux esiemenara u3 JF, ognocio UF =Y, U---UY,

Yo=Y \UF.
Hexka je n € N npoussospan (pukcupan) u
= (20, T1,.-., Tp_1)
npon3BosbaH Hu3 Tavdaka u3 Y. Ca
w = (wo, w1, .-, Wn_1)

ozraunhiemo Hu3 esemenara n3 F U {Y, } Takas qa je3a 0 < k < n— 1 x; € wy.

Kaxkemo 1a je w xkommpame Hu3a £ y oaHocy Ha damuanjy J. 3a w oIl KaskeMo U Ped,
a 3a w; caoBa. Hamomennmo J1a Koguparme HUje jeIMHCTBEHO, jep He 3aXTeBaMO JIa €JIeMEHTH
damvunuje F Oymay mehycodHO MCjyHKTHH.

Ca A, (F;Y) osumaunliemo ckyn cux moryhux komupama cBuUX opduTa Jiy>KuHe n
(x, f(x),..., f"(x)) Tavaka uz Y. Jledpunumumo NoJMHOMUjaJIHY €HTPOIH]y cKyna Y y
oxHocy Ha damuiaujy F Ha ciegehn HAYUH:

hpol (f, F;Y) = limsup M
n—o0 logn
Kopucruhemo u ckpahern sammuc hyo (F;Y'), u3ocraBmpajyhu npeciukasame f, xKaga je

jacuo o yemy ce paju. Takobe, ako je dbamminja F jeanodunana, onnocuo F = { K}, mucahemo
hpol (K7 Y) :

IIpumep 62. Hexa je f : [0,1] — [0,1] pacwyhiuv xomeomopdusam waras ga je f(x) < x,
3a x € (0,1) (maga je f(0) = 0 w f(1) = 1). Hexa je Y = [0,1). Jedunuvwumo Yy =
[2—e,24€] C [0, 1\NW(f), 3ae > 0 gosonro mano Waxo ga je uctyreno ga je f(Y1)NY; = 0.
Hexa je F = {Y1}. Eaementuu ckytua A, (F;Y) cy pewu obaura (Yoo, ...y Yoo, Y1, Yooy - -+, Yoo ),
ka0 u pev (Yoo, Yooy -y Yoo). Hauwme, 3a cee k € N, wmoorcemo usabpamu x € (0,1) waras ga
je fE(x) € Yi. Ogasge caequ ga A, (F;Y) cagpotcu pewu gyoicune n y kojuma ce Y| Haias3u
Ha duao Kkojoj wosuyuju i, 1 < i < n, gok ce pew (Yoo, Yoo, ..., Yso) gobuja xao woguparse
opbuttie wawke r = 0. Taxohe, croso Y, ce y pewu moosice U0JasuUTUY HAJBUULE JEGHOM, JED
je f(Y1)NY, = 0. Caga umamo ga je |A(F;Y)| = n+ 1, aa je hpoa(F;Y) = 1. Hapasno,
Y1 C [0, I\NW(f) moorce butuu buro xoju untiepsas xkoju 3agosonasa ycaos f(Y1)NYy = 0.

Yeenumo jorr jeany BesmumHy. 3a KommakTaH ckyn Z C X \ NW(f) ca M (Z)
o3HavaBahemo MakcmMaJsaH Opoj Tagaka HeKe oponuTe Koju mpunagajy ckymny Z. [Iperusnnje:

M (Z) =sup|{n | f"(x) € Z} |

Hamomenumo ja opbuta cBakor ejeMeHTa cede IMPOW3BOJbAH JIyTajyNu CKyIl HAajBUIIIE
jemnoMm. Kako je Z KoMIlaKTaH, OH Cce MOXKe TTOKPUTH KOHAYHUM ITOKPUBAYEM KOjH CE€ CaCTOjU
oJ1 OTBOpeHuX JiyTajyhnx ckymosa, na je M (Z) obaBe3HO KOHAYAH OPOj.

Crneneha rBphemba majemo de3 mokasa (koju ce mory mponahu y |27] u [47]), amu hemo ce
TPYJANUTH Ja 00jacHUMO FUXOB 3Ha4aj M Kako hemo mx kopuctutu y [lormasiby
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Jlema 63. Hexa cy F u F' gse konaune gamusuje togerytosa og X \NW (f) 3a xoje saorcu
ga je M (UF) < 0o u M (UF') < co. Heka je Y C X f-unsapujaniian cxyt koju cagporcu
wawro jegry neaytajyhy wawky. Taga easrce caegeha wepherva:

1. (monowmonocti) Axo 3a ceaxo Y, € F' wocwoju Y; € F wako ga je Y] CY; waga je

hpol (]:,; Y) < hp01 (.F, Y) .
2. (agumuenocit)

hpol (U.F; Y) = hpol (.F, Y) .

3. (aywajyha agutusnocii) Axo je damunuja F = {Y1,Ys,... Y} Waksa ga je cxyu YUY,
Aymajyhu, Waga 6ax4cy

hpol (fa Y) - nlla'X{hpol ({}/171/3»5 e 7Yk} ; Y) ) hpol ({}/271/37 e 7Yk‘} 7Y>} .

IIpBu nuw/b HaM je Jila IOJWMHOMUjAJIHY E€HTPOIINjy PpadyHaMO IIOMONY IIOJIMHOMUjaJTHE
eHTpoOIUje Mamux (M JIENINX) CKyHoBa. 3aTo heMo medWHUCATH TAKO3BAHY JIOKATHY
nosmHoMUujaHy eHrponujy. Heka je & = {x1,22,...,Tp} KOHAYAH CKyI Tadaka Yy

: i
X \ NW (f). Ba caxko x; u3 oBor ckyma musadepumo omaiajyhm mus oxommua {U}}
Koje unmHe 0a3y okosimHa x;. Ha ocuoBy Jleme IpeNU3Huje OCOOMHE MOHOTOHOCTH, HU3
{hPOl ({Uﬁ, U2,..., U,]f} ;Y) }neN je onajrajyhu Hu3 orpanuveH 0103710, 11a je 1 KOHBEPreHTaH.
Ocum Tora, OBa IPaHMYIHA BPEIHOCT HE 3aBUCH OJ n300pa OKOJINHA, Takohe 300I MOHOTOHOCTH,
Beh camo ox ckyma S. /lakire, ompapiana je ciaeneha medunummja:

Hedbununuja 64. Hexa je Y C X f-unsapujanitian cxyt Koju cagprcu WaYHO JEGHY
neaywajyhy wavwky. Hexa je S = {x1,a,..., Tk} xonauan cxkya wavaxa y X \ NW (f).
Ba cearo x;, 1 < i < k, nexa je {U}}, oy otagajyhiu wus oxoauna xoje dopmupajy basy
oxoauna. Jlokaana Gosunomujanta enitipouuja y wawkama {1, Ts, ..., T} galia je ca:

hoey ({212, }) = hig) (S;Y) = lim hoo ({U,, U3, -, U 1Y)

IIuramo ce y KakBOj je Be3u yBeJieHa JIOKAJHA MOJTUHOMUjAJIHA €HTPOITHja Ca ITOJTUHOMU-
jaJTHOM €HTPONHMjoM Ha CKyIly Y. Y Ty CBPXY, HABOJIUMO JIBE JIEME.

JIema 65. 3a ceaxu xomuaxwmarn ckyt K C X \ NW (f) u 3a csaxo ¢ > 0 aocwmoje
JUCIYHKTHU, KOMTAKTHY Togekytosu Yy, Yo, ..., Y, C K gujametipa marer o9 € WaKeu ga
je:

hpol(K;Y) :hpol({YvDYvZV'WYE};Y)'

JIema 66. 3a ceaxu xomtaxwan ckyt K C X \ NW (f) saorcu
hpol (Ka Y) < hpol (f7 Y) .
Ha ocmoBy mnperxomnmx jema Moxke ce gokasaru ciefgehe Ttsphemse, koje he samcra

OJIAKITIATHA pavdyHarbe IMOJIMHOMUjaTHE €HTPONNje, HAPOYUTO HAKOH JiepruHUCAIba TAKO3BAHUX
CUHTYJIADHUX TadaKa.
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Tephemwe 67. Hexaje Y C X\NW (f) f-unsapujantuar u cagpotcu wavwno jeguy neaywajyhy
wawky. Taga easrcu:

ool (f3Y) = sup {hpot (K;Y) | K C X \NW (f), K je xomtariarn}

=sup {hpo (KNY;Y) | K C X \NW(f), K je xomuartman}
= sup{hlOC (S;Y) ‘ SCX\NW(f), S je nommau}

pol

=sup {hes (S;Y) | SCY\NW (f), S je xonauan} .

pol

Caenehy nocsieiy cmo Beh mokazasu (B. Tepheme , a caJa JlajeMo JIpyraduju JoKa3
KopucTehn npeTxoaHo TBpheme.

IMocnenuua 68. Hexa je f : X — X xomeomoppuzam ma KoMUGKTHOM METPULKOM
apocwopy X . Axo f uma bap jegny sywajyhy wauky, onga je hpo (f) = 1.

Jlokxas. Heka je F = {Z}, upu demy je Z mupousBobaH KoMmmakTan Jjyrtajyhin ckyn. Kako
opduTa Tauke MOXKE CAMO JeJIHOM Ja Ipecede 7, BUAUMO Jia uMa n + 1 moryhux xomampama,
na je |A, (F; X)| =n+1. Onasae creau ga je hyo (F; X) = 1. U3 Tprefba@ 3aTUM CJleIu
1a je hpo (f) = 1. O

BacTaHNMO Ca/ta KaKO OMCMO ITPOKOMEHTAPHUCAJIA HEKOJUKO CTBAPH.

Hamomena 69. Jlaxo ce moorce sugettiu ga 3a damuiujy F uquju cy esementiiv cKYUosu
gujametmpa marver og € easdicu ga je sep (n,e;Y) < |A, (F;Y)|, jep nukoje gee wawke u3
sep (n,&;Y) ne moty umatuu uctwo xoguparee. Taxohe, jacro je ga ce cao6o Z y Kogupary
aojaswyje najsuwe M (Z) ayma, da je |A,(Z;Y)| < nMP 34 gosowno eeauro n.
Saxpyuyjemo ga je pacti sep (n,e;Y) najeuwe woaunomujanah. Jlakae, GOAUHOMUJAAHG
EHTPOTUJQ JE GOOPA MEPG KOMUNCKCHOCTOU 30 AYWajyhu geo quHamuyvkotl cuctiema, jep je
pactti Aywajyhur opdbutia yeex HAjeuUwe TOAUHOMUIAAGH (G HAJMAIE NUHEADAH,).

Caza hemo nipehn na nedunucame CHHTYIapHUX CKYTIOBa, KOJU CY OJ BEJIUKE BAaXKHOCTU
3a M3padyHaBambe MOJTMHOMUjaJTHE €EHTPOIIH]E.

Hedununmja 70. 3a xonaurno mmoto cxytosa Uy, ..., U, € X \ NW (f) xaorcemo ga cy
MENYCOOHO CUNTYAAPHU KO 30 CB8aKYU peaaah Opoj M Toctoju Wavka T U 6peEMEHE Ny, . . . , N
waksa ga 3a cearo i satcu ga je f (x) € U;, xao u ga 3a i # j caegu ga je |n; —n;| > M.

3a xonauan ckyt wavara {ry,...,xxr € X \ NW (f) xaorcemo ga je cuniyrapan arxo um
je ceaxa damuiuja ogiosapajyhiur okosuna mehycodbHo cuniysapHa.

Hamomenumo fa je jeinowian cKym 1o JiepWHUIMjA yYBEK CUHTYJIapaH cKyi. Takobhe, ako
cy Ui,...Uy MehycodHO cuHI'YJIapHM KOMIIAKTHHM CKYIIOBHU, TaJia IIOCTOjU CHUHIYJApaH CKYII
{z1,..., 21} Takas na je x; € U;, 1 <i < k.

Canenehe tepheme (TBpheme 92 y |47]) je BaxkHO jep mOBe3yje JIOKAJIHY MOJUHOMUjAJTHY
EeHTPOINjy W CHHI'yJIapHE CKYIIOBE, & HeroBe IOoCIeaulle he HaM OUTH OJI BeJINKE KOPUCTU 34
U3padyHaBambe OJINHOMEjAIHE eHTPOINje Ha XuiepipocropuMa, Hapounrto [Tociennna [73]

Tephemwe 71. Hexa je Y C X f-unsapujanition cxyt Koju cagpicu WaHo jegHy HeAytaajyhy
wawky. Taga je
hpot (Y') = sup {hloc (S;Y) } ScY, Sje cumyﬂapau} )

pol
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IMocaenuna 72. Baowcu ga je hpo (f;Y) opanuverna 0go3io makcumasrnom Kapgurairowdiy
CUNTYAAPHOT CKYTa cagparcanot y Y .

/loxas. /loka3 cieim m3 Tora IMTO je JIOKAJHA MOJWHOMHjaJIHA €HTPOINja KOHAYHOI CKYyIa
{z1,..., 2} € X \ NW (f) orpanuvena og03ro merosom kapauaasnorthy. Hamwve, moxemo
n3adparu Jyrajyhe okosmmbe Y; S x; Tako Ja ce CBaKO CJIOBO Y; IOjaBjbyje y KOIUPAIbY
npousBosbHe opoute (x, f (x),..., f"~' (r)) najsume jeanom. 3akibydyjeMo Jla UMa HajBHINE
n(n—1)---(n—k+1) < n*F moryhnx xomupama. Omase ciaean aa je:

s ({1, @} Y) < BLG ({Ya, ., Vi) Y)

pol pOl
1()g v l. ) o . } N }
= lim sup A (Y1, Vo5 V)|

n—00 10g7l
k

) logn
= lim sup
n—00 10g71

=k.

VY3umajyhu cynpemMyMm 110 CBUM CKyHOBHMa Mel)yCOOHO CHHIYJIADHUX Tadaka u Kopucrtehm
nperxonHo TBpherse, 3akipydyjeMo ma hyo (f;Y) nuje Beha ox MakcumMasne KapIuMHATHOCTH
CUHTYJIAPHOT CKYTIa CaJIipKaHor y Y. [

Ako je MakcmMmaJsiHa Kap/IMHAJHOCT CHHTYJIAPHOI CKyIIa jeJHaKa JiBa, MOXKEMO JOKa3aTH
U NPEINU3HUjU pe3ysTar.

Tepbemwe 73. Hexaje Y C X f-unsapujaniian ckyl xoju cagpotcu WawHo jegny neaymajyhy
wauky. [Ipetaoctasumo ga curiyrapry ckyt y Y MaKcumaire KapguHasHOCTiy Uma WasHO
gea eaementua. Axo 3a ceaxu cuniysapru ckyt S = {r1, 2} C Y u ceaxu owsoperu cKyu
Y; 2 x5, Y; € X\ NW(f), woctioju L € N waxas ga sa cee k > L eaorcu f5(Yy) N Yy # 0,
waga je hpo (f;Y) = 2.

/loxas. U3 nperxomgue mociemuiie ciaemu ga je hyo (f;Y) < 2, ma HaM je 1usb 1a MOKayKeMo
Jia je U JIome orpaHnderbe jeHako 2. [Ipumernmo j1a U3 MpeTnocTaB/beHOT YCJI0Ba 3a Y1 U Yo
caequ na 3a cee m € N u 3a cse k > L, nocroju o Taxkas ma je f™(x) € Yy, fmH*(x) € Y.
BakspydyjeMo m1a 3a cBe k > L 1ocToju Koauparme 0OJIMKA,

(YOO7"'7YOO7)'/17YOO7'"7YOO7}/27Y007"'7YOO)7

-~
m

k
rie je m € N npousBosban u k > L. OnaBie fgape ciieim:

n—L—1
1 2

[An({Y1, Yo} V)| = (n—L—m)~gn’,

3
Il
=)

na je hpa({Y1,Y2};Y) > 2. Kako oBo Baxku 3a cBe Y; 3a koje je z; € Y; C X \ NW(f),
Jj =1,2, Baxu u 3a hpo({z1,22};Y). H

Hamomennmo 1a je BayKHO /1a CynpeMyM JIOKQJIHIX €HTPONHja Y3UMaMO 10 CHHIYJIapPHUM
CKyTIOBHMa 3aTBOperba Y . Moryhe je 12 ce eJleMeHTH CHHTY/IapHOT CKyIIa HAJa3€ Ha IPAHUIM
cKyma Y, ma ako Y HHje 3aTBOPEH, MOYKEMO U3BECTHU IIOTDEIIaH 3aK/byYaK.

HHokaxkumo cajia u TBpheme Koje hemo kopuctutu y I'nasu |8 a koje mam omoryhasa ja
TEXHUKY KOJMparba IMIPUMEHNMO Ha HEKOMIIAKTHE CKYIIOBe, TI0J1 ojipeheHnM ycaoBuMa.
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Tepbhewe 74. Hexa cy f1 : X1 — Xi u fo 1 Xo — Xy xomeomoppusmu na xomuGaxmHum
metpuurkum apocmopuma X1 u Xo. Hexa cy A C X1 u B C X unsapujantunu (ne obasesno
KOMUAKTHY) CKYTO8YU KOju cagpotce Wanwho jeghy neayajyhy wawky upeciukasarsa fi u fo,
pegom. Axo woctoju xomeomoppusam H : A — B, xoju je xvonjyravuja usmehy fi u fo, waga
Je hpol(fl;A) = hpol(fQ; B)

oxas. Ilpumernmo ma xomeomopduszam H uHiyKyje Oujeknujy namehy

{KNA|KcCX,\NW(f1), K komnakran}

{LNB|LCXy\NW (f2), L komnakran}.

Axo je w = (wp,...,w, 1) Kogupame opdure (z, fi(z),...,(f1)" '(z)) y A (xoje ce
cacroju ox ciioBa K N A u Y, = A\ K), tana je (H(wy),...,H(w,_1)) Kogupame opdure
(H(z), fo( H(z)),...,(fo)" Y(H(z))) y B (xoje ce cacroju ox cmosa H(K N A) u Y, =
Xo\H(KNA)), nobpuyro. Takie, 3a dukcupan komnaxkran K, ckynosu A, ({K N A}; A) n
A, {H(K N A)}; B) umajy ucru opoj esemenara. Jlokas je 3aBpIlieH KaJjia MPIMEHUMO TIPBY
uponosunujy u3 Tephema [67} [

OQjacanMoO cajla Kako hemMo 3ampaBO KOPHUCTHTH yBeJeHH amapar. llpermocraBumo m1a
je [ HempekuIHO TpecInKaBarme HAa KOMIIAKTHOM METPHYKOM IIPOCTOPY KOjeé MMa KOHATHO
MHOTO HeJlyTajyhux Tadaka. Taja cy cBe HesmyTajyhe Taduke 3ampaBo MEPUOJUIHE, 1A IIOCTOjU
m € N TakBo ja cy cBe mnepuojuydHe Tadke ukcHe Tavuke npeciankaBama 7. Kako Baxwm
1a je hpot (f) = hpo (f™) MOXKeMO cMaTpaTn Ja paguMo ca JUHAMHIKIM CHCTEMOM KOjH HMa
KOHAYHO MHOTO (PMKCHHX Tadaka, a cBe ocTaje Tadyke cy Jyyrajyhe. Kopucrehu Tepheme
3akJby4yjeMo na Hu3 f" (r) KouBeprupa ka GpukcHOj Tauku. [{eo mpocTop MoxKeMo mome T
Ha cienehu nmpupoan HaYMNUH:

X= || w®.

pEFix(f)
rIe je
W) = {oe X | tim (@) =p).

Ckynosu W?*(p) cy f-unBapujanTHH U cajpKe TadHO jefHy duKcHY Tadky. [lakie,
MIOJTMHOMU]jAJIHY €HTPOIINjy MOYKEMO M3padyHaTH Ha ciiejiehn nadun:

hpot (f) = max {hpol (W (p)) | p € Fix (f)} .
3a kpaj hemo npencraBuTn BaykaH upumep u3 [23].

IIpumep 75. Hexa je f : R? — R? gato ca:

flley) = (20.5).

IIpoctiop X buhe Aanexcangposnesa KoMUGKTUPGUKGUUIQ PasHU (KOMTAKTUPUKALUIA PASHU
jegrom waukom), oghocno X = R*U{oo}, a f hemo upupogno gogedpunucatiu ca f (o0) = oo.
ogedunucano apecaurasare je u gane netupexugho. Jlaxo ce sugu ga cy jequmne neaytwajyhe
wauke 3atpaso Purcre wavke 0 u 00:

NW (f) ={0,00}.
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Llogeauhemo upoctiop X mHa uMeapujaniline UOGCKYUOGe ca WAYHO JEGHOM HeAYTajyhom
WawKoMm na caegehu Hauum:

Vi=X\{(0,y) |yeR} Yo=X\Yi.

Cxyu Yy cagporcu meaywagyhy wavwky (0,0), u cee octuase Wauke u3 Yo Westce Ka
KOOPGUHATIHOM TOYEeTKY TPU ullepayujama zromeomoppusma fly,. Baxwvyuyjemo ga e
aoctmoje gee mehycoono cuniysapre wavwke mehy aywmajyhum wavwkama, jep cee Wavke U3
oKoAuHe Tpse WavKe HaAKOH HEKOT 8PEMENA HATYWTATY U okosuny gpyle Wavwke. Ogasge caequ
ga je hpo (f3Y2) < 1, a xkaxo Yy cagporcu aywajyhy wawky eascu v 0OpHYTG Hejegrarocti
hpol (f7 }/2) = L. ,ZZ(Z%’./LQ,

hpol (f, Y2) =1

IIpehumo caga wa ckya Y, xoju nuje 3ateopen. Kao u manotpe, y camom ckyay Y;
He Toctioje gee mehycodbrno cuniysapre wawke. Osge dHucmo TOIPEUWHO 3AKHYIUI (G jJe
TONUHOMUJAAHG eHTpoTuja upeciurasara f jegnaxa 1. Kao wiio cmo 6eh wnatomenyiu,
MOPAMO TOCMATPaTiu 6poj cuniyraprux Wavaxa y Y. Huje Wewro eugeliv ga cy gee
wavke (pasauvuiie og KOOPGUHATIHOT TGOYeTWKA), 0 KOJUT jegna Upuiaga T-ocu, G gpyia Y-
ocu, mehycodbro cunryaapre. Ogasge caegu ga je hyo (f;Y1) < 2. Hoxaorcumo caga odbpryiy
HEJEGHAKOCT.

Youumo gea gucka By((x1,0),71) u Ba((0,y1), 72) Koju me cagporce K00opgunatinu Gowemar,
GOBOMHO MAAUT ToAYUpeuHuKa ga Oygy aylajyhiu ckytosu (8. cauky). Axo Gokasicemo ga je

hpol ({Bb BQ} 51/1) - 27

onga he dbutiu hpo (f;Y1) = 2, a camum @wum u hyo (f;Y1) = 2. Sarxwyuyjemo ga je hpo (f) =
max {1,2} = 2.

Pevwu y A, ({B1, Ba} ;Y1) cy obauxa
(Yoo .-, Yoo, B1, Yoo, ..., Yoo, Bo, Yoo, ..., Yo,
apu wemy je Yoo = (X \NW (f)) \ (By U By). 360t wota je |A, ({B1,B2};Y1)| < n(n-—1),
Ua 3aKDYYYJEMO ga je
hpol ({Bb BQ} ale) < 27
Yowumo u ga wocmoju L € N waxo ga 3a ceaxo n > L eaorcu ga je f"(Bp) N
By # (. Hecuywenu cy ycaosu Tephersa UG MOHCEMO OGMAT GG 3AKDLYYLUMO Ga jJe

hpot ({B1, B2} ;Y1) = 2. Osaj upumep je duo uncuupayujae 3a gdopmyaavujy Tephersa
xojye hemo uckopucwutiu y Iotraswy [7.
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Chauka 2.1: [Ipumep
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I'maBa 3

JeaHoaMeH3MOHAJIH KOHTUHYYMMU

Teopuja kouTummHyyMma, 3a 4Yuju Cy pa3Boj BequkuM jejom 3aciayxkaum Cem Hamgnep un
Anexannpo Unanec, npejicraB/ba BaxKaH CIoj (OIIITE) TOMOJOTUje W JIMHAMUYIKIX CHCTEMA.
BaBu ce m3ydaBameMm IOBe3aHMX KOMIIAKTHUX IIPOCTOpA, IITO je U cama JedUHUII]a,
KOHTHHYyyMa, aJii OBa KPaTKa PeUeHNIla, NaKO TadHa, He MOXKe HU M30JIM3a J1a OIHUIIe 00IaCT
Teopuje KOHTHHyyMa. ¥ OBOM IIOrjiaB/by Jedunucahemo jgenjpute, rpadoBe, JIOKAJTHE
JeHjapuTe n perynapae kpuBe. Hayauhemo j1a nx pasiukyjeMo y3 mOMON IMPUTOTHUX CJIMKA,
u3/1BojuheMo 0coOUHE KOje Cy HaM O]l Ba’KHOCTH, a OHJ@ Ce U OCBPHYTHU HA OBE IIPOCTOpE Ca
JIMHAMUYIKE TadKe TJIEIUIITA.

3.1 IleaHOoBU KOHTUHYYMMH

Hedbununuja 76. Mewipuuru apoctiop X je Ilearos upoctiop axo 3a ceakxo x € X u ceaxy
oxoaruny U wWauke x Goctoju tosezan oweopen ckyt V wakas ga je x € V C U.

Kaxkxemo na je MeTpuvKm 1mpocTOp KOHTUHYYM aKO je Hellpa3aH, KOMIIAKTaH U ITOBE3aH.
Y ckiajy ca TpPeTXOHOM JeUHUINjOM, 3a MeTpudku mpoctop X Kaxkemo ja je [leanos
KOHTHUHYYM aKO je MCTOBpEMEHO KOHTHHYYM Hu lleaHOB IpocTop, OJIHOCHO aKoO je HelpasaH,
KOMIIAKTaH, IOBE3aH W JIOKAJHO IIOBe3aH MeTpPUYKH mpocTop. I[leaHoB KOoHTHMHYYM je
JIeTeHepHCaH akKo ce cacToju oj jeane tadke. [locToju jour eKkBuBaJieHTHUX JedUHUIN]A, AU
HaM HHUCY ITOTpedHe ¥ HeMaMO IIPOCTOPA /13 YJIA3UMO y TEPMUHOJIOTH]Y TeOPHUje KOHTHHYYMA.
Mozxke ce mokazatu (B. Teopemy 8.4 y [49]) ma je X IleaHoB KOHTHHYyM aKO M CAMO AKO
ce 3a cBako £ > () MOxKe TpPEeACTAaBUTU KAO yHHja KOHAYHO MHOTI'O TOJKOHTUHYyyMa YUjU je
JujamMeTap Mambu O €.

Qopmynumumo u no3uary Teopemy Xana m MasypkueBnda, koja Kapakrepuie [learnose
KOHTHHYYMe€ U KOja Ce 9eCcTO y3uMa Kao JedUHUIN]a.

Teopema 77. Heupaszan Xaycgopgos wotorowky Gpoctmop je Ilearnos wonWunyym axo u
camo axo je neupexugna caura cetmenma [0, 1].

IIpe mero mro npehemo Ha jorrn jeany Baxkuy ocodbuny lleanoBux KOHTHHYyMa, YKEJTUMO
Jla pazjacHuMo jesaH mojaM. Hamme, mo0po Ham je mo3HaTo Ja je mpoctop X IIyTHO ITOBE3aH
aKO Cy CBaKe JIBe Da3jInduTe Tadyke T,y € X IOBe3aHe IIyTeM, Tj. aKO IIOCTOJU HEIPEKUIHO
f:10,1] - X 3a koje je f(0) =z u f(1) = y. [lopex Tora M0okeMO TOBOPUTH U O IIPOCTOPY
KOjU je MOBe3aH JIyKOBUMa (€HIJIECKU arcwise connected), Tjie 3aXTeBaMO Jia Cy CBaKe JIBe
Tadke mosesane JiykoM. JIyk je ciuka cermenta [0, 1] mpu xomeomopdusmy. lakie, oBa aBa
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rojMa, MaKo CJaudHu, Hucy uctu. [IpocTop Koju je moBe3aH JIYyKOBUMA je U IIyTHO IOBE3aH.
ObpuyTo Baxku 3a npocrope Koju cy Xaycaopdosu (B. [14]). Kako ce mu, a u Belin jeo Teopuje
KOHTHHYYMa, OABUMO METPUYKUM IIPOCTOPHMA, KOPUCTUNEMO TEpMUH IIyTHO MOBE3aH jep je
IPUPOJHUjU y cprcKoM je3uky. Jlokas cienehe Teopeme moxke ce mahu y [49] (B. Teopemy
8.123).

Teopema 78. Csaxu [learos Konunyym je GYTHO TOBE3AH.

Mozke ce mokazaru jga cy IleaHoBr KOHTHHYYMH ¥ JIOKAQJIHO ITyTHO [IOBE3aHU (B. TEOPEMY
8.25 y |49]). Hedunummmo cana tpu ocHoBHa Turma lleaHoBux KOHTHHYyyMa, a TO Cy rpad,

JPBO U AEHIPUT.

Hedbunnnmja 79. 3a xonwunyym X xascemo ga je (Wwotorowku) mpad axo ce moorce
HOTUCATOU KAO KOHAUHA YHUJA AYKOBA, UPU “eMy CY C6aKa §8a AYKQ GUCJYHKTIHA UAU Ce
cexy Y JegrHoMm UAlU 006 HUT06a KPAJQ.

Hedopmammo rosopehn, rpad ce cactoju o1 KOHATHO MHOTO JIyKOBa 1 Kpyrosa. Ha curu
3.1| je HeKosImKO TIpuMepa rpadoBa.

O~

Cruka 3.1: I'pacdosu

Hedbunnumja 80. 3a kontwuryym X rascemo ga je (Wotorowro) gpeo, axo je ipad Koju
He CagpoHcy, Upoclie 3aUWB0PEHE KPUBE.

HakJse, IpBO ce cacToju caMoO OJf KOHAYHO MHOI'O CErMeHaTa, a IIPUMEP jeTHOT JIPBETa je
y CPEJIMHU CJIUKE W3HAI.

Hama majzanumsbuBrja kiiaca [leaHoBux KOHTHUHyyMa jecy JICHIAPUTH U bUMa he OUTH
nocsehen cirenehn oxespak.

3.2 Henapurnu

Hedbununuja 81. [learos xKoHWuHYYM KOju HE Cagpatcu Upoctie 3aTBOPEHE KPUBE HA3UBH
ce geHgpu .

3 oBor ommca He MOXKe ce, Kao y caydajy rpadoBa U JpBeTa, JUPEKTHO 3aKJ/byIUTH IITa
je 3ampaBo JICHJPUT, OCUM IIITO je jacHO Jia He caJip:Ku Kpyrose. Ilopem Tora, mpumeTnmo
Jla ce HUTJIe He TOMUIbe YCJI0B KOHAYHOCTU, TAKO Jla KJIaca JEHJIPUTa 00yXBaTa MHOTO BUIIE
spasmmunTux TUnoBa’ MpocTopa. JacHo je Ja je cBako apso u jeHaput. Y paiy [16] maro je
npexo 40 eKBUBaJIEHTHUX JedUHUIN]a 3a 1mojaM JieHaputa. CaMuM TUM ce MOYKEe HACIYTUTH
KOJIMKO BaKHUX M JIENUX OcoOWHa wuMajy Jgenjputu. Hasemhemo HEKOJIMKO MTO3HATUX
TBphema Oe3 Jokasa, a nomenyhemo u pesynarar uz [48|, koju roBopu o diekcudbuaHOCTH
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MOJIMHOMUJjaJIHE eHTponuje Ha jeHgapuTtuMa. OBaj pe3yarar ce MOXKe JIOBECTH y Be3y ca
Tephemem [128| koje hiemo npencrasurn y Tnasu [5

Hexka je X xoutmmyym. 3a Ttadky p € X Ka)keMo Jia je Kpajiba Tadka o7 X aKo 3a CBaKy
orBopeny okosuuy U Taduke p mocroju orBopen V C U takas ma je p € V u OV uma TadHO
jeman exement. CKyIl CBUX Kpajlbux Tadaka o3Hadmhemo, nparehn osmake m3 [49], ca X [,
ExsuBasnentHa nedunuimja je 1a je p € X kpajma Tadka jgesaputa ako je X \{p} nmosesan.
Cirenehe TBpherme HaM je 01 KOPUCTH, jep HAM MOMAazKe Jla BU3yaanu3yjeMo JICHIPUTE Y PaBHU
ca beckonauno MHOro Jjiykosa (B. Ilocaemumy 10.28 y [49]).

Tepbhemwe 82. Axo je X negeienepucaru gengpuii ca 6eckonaumo MHOTO AYKOBA, WAGa je:

X:ﬂ%«ﬁ&)
=1

apu wemy je cearu A; ayk ca kpajesuma p; u q;, diam(A;) — 0 u 3a ceaxo i € N saorcu:

A1 N <U Aj) = {pit1},
=1

Hoka3z creneha nBa TBpherba Moxke ce Halin y [32].

Tephemwe 83. Hexa je (A,) Hu3 HeUpasnux G06e3aHUT CKYT06a Y gengpuity X Tpu wemy je
A, NA,=0,n+#m. Taga je:
lim diam(A4,) = 0.

n—o0

3a pazymanTe Tadke * W Yy y X, MOCTOJU TaYHO je/IaH JYK KOjU WX craja u jexn y X.
Osnaunmo Taj JIyK ca [z, y].

Tephemwe 84. 3a cearo ¢ > 0 Gocwoju § > 0 Wakas ga 3a cée x,y € X 3a xoje je d(x,y) <
caegu ga je
diam([x,y]) < e.

ITocnenuna 85. Hexa je (x,) nus wavaxa y X \ {z} waras ga je lim z, = x. Taga easicu:
n—oo

nh_}n;() diam([z,, z]) = 0.

Ha coinnu [3.2] Hasia3u ce HEKOJIMKO LpUMepa JIEHPUTA.

Y

Crnuka 3.2: enaputu

HaBenumo m Hekosimko TBphema Koja OJiM»Ke ONuCyjy OCOOMHEe XomeoMopdpmzama Ha
HeJlereHeprcannM Jenapuruma. Jokas cieneher tphema moxke ce mahu y [39).
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Tepbhewe 86. Hexa je f: X — X zomeomoppuzam na gengputiy X. Taga 3a ceaxu ayx
[z,y] v X saorcu:

[z, y]) = [f(x), f(y)].

Buie jeraba u jgokas cienelie reopeme mMoxke ce Bugern y |1

Teopema 87. Hexa je f: X — X xomeomopdpusam na gengputuy X u x € X. Taga je w(x)
uAu TGePuoguyuHa opoutta usu Kantopos ckyi.

3a Kpaj HaBeIMMO jOII jeJIHO JOOpO mo3HaTO ¢BOjcTBO (B. [H4]).
Tepheme 88. Xomeomoppusam na gengpuitiy uma c60jciuso Purcre WaKe.

VY crenehem npumepy ommcahemo I'exMaHOB JIeHIPHUT, KOjH je 3aHUMJBUB M CaM IO CeOH, a
mu hemo ra kopuctutu y onespky [3.2 Texman je oBaj, ncnocrasuhe ce, BeoMa BaXKaH JEHIPUT
nedunncao y pajgy uz 1925. rogune.

ITpumep 89. Ca G hemo osnawasatiu Iexmarnos gengpuilic GpuKa3aH MG CAUYY uctog. To
Jje gengpuil wuju je ckyt kpajrouxr wavakre Kantopos cxyt, ta je camum Wum HETPedPojus.
Ocum wota, ceakxa Wawka Ipanara je pega 3. Baotcu wepherve (6. Teopemy 4.1 y [4]) ga je
TI'exmaros gengpuit jequHctueery (go Ha TOMeOMOPPHUIAM) KOHTUUHYYM YUJU je CKYT KPAJroUL
wavarae romeomoppar Kantoposom ckyty u ceaxa Wawka ipanarsa je pega 3. Ocum Woia,
saotcu wepherve (6. Tepherwe 6.8 y [4]) ga ceaku gengpuili “wuju je ckyd Kpajrour WaHaKa
Heupedpojus odbaseano cagpocu xouujy lermanosor gengpuina. O3nare xog WeMEHG U AYKOBE
Koje ce nanase na cavyu 3.3 duhie objawrvene y ogenry [3.2

Cimka 3.3: I'exmMaHOB JeHAPUAT

3aBprmheMo OMIITY IPUYy O JEHIPUTUMA TOJATKOM JIa C€ CBAKU JEHIPUT MOXKE YIOXKUTU
y R2. Ilpenusnuje, MoCTOjU TAKO3BAHK YHUBEP3AIHI JIeHIPUT BazeBCKOT, KOjU CapKI KOIH]Y
CBAKOI' JICHJIpUTA KOjU TOCTOju. Buie je madmHa Jia ce KOHCTPYUINE OBaj YHUBEP3AJHU
JIEHJIPUT, & jeJIlaH [IPeKO WHBEP3HUX JimMeca je nar y cexknuju 10.37 y [49).

3a Kpaj oBor ojiesbKa JAeMUHUIINIMO je/IHy Mupy Kiaacy lleaHoBUX KOHTHHYYMA.

Hedbununuja 90. 3a xonwunyym X Kascemo ga je A0KGAHU GEHGPUTL GKO C6AKA WAYKA
r € X uma 0KoAUHY Koja je geHgpul.

Csaku Jiokajauu JeHApuT je IleaHoB KOHTHHYYM KOjU CaJIpKA KOHATHO MHOI'O KPYyroBa.
Heunpuru, rpadoBu U JIpBeTa jecy JIOKaJIHU JeHapuTu. HaBeawmmo mpumep mpocTopa Koju
HUje JIOKAJTHA JEeHJIPUT, a WHaJe je TO3HAT Kao jeJaH OJT HajjeTHOCTaBHUjUX TPUMEpPa ITPOCTOPa
KOjUI HeMa YHHUBEP3aJIHO HATKPUBAIbE.
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ITpumep 91. Jledpunuwumo apociiop:

H:Q{(w,y)ERQ\ (x—%)Z—I—yz: (%)2}

KOJU je gatll Ha CAUUU a WO3HAL je U0g UMEHOM TABAJCKA MUHHYULA.

Cnuka 3.4: XaBajcka MuHDyIIIa

H je Ileanos konwmunyym, a jacno je ga waywka (0,0) nema okoauny xoja je gengputt, aa
TABAJCKA MUHDYWa 3aUcThia Huje A0KAAHY §eHgPUTH.

D JIeKCUONMITHOCT MMOJIMHOMUjaJTHE €HTPOIIMje HA AeH/IpuTUMa

HagseimMo ykpaTKo OCHOBHY TEpMUHOJIOTH]Y U jeHO TBpheme Koje he Ham duTn moTpedHM

y oBoM ofie/bKy. Heka je A KoHavaH CKyNm KOjU Ha3WBaMO a30yKOM U 3a d9Hje ejleMeHTe

KaxkeMmo Jia cy ciosa. Osuaunmo ca A% ckyn cBux mBocTpaHuX HU30Ba T = {x,}°° | ca

TuxonosspesoM TomosorujoM. Ipocrop A% je Merpuuku, a MeTpHKa je JaTa ca:
e —m
d(xz,y) =2"",

rIe je
m = min{|n| [ 2, # yn}.

ITpoctop A% ca 0BOM METPHKOM je KOMITAKTAH TOTAJIHO HEIOBE3aH METPUYKH IIPOCTOP 0e3
n3os0BaHnX Tadaka. [IIudr npecinkaBame je meduHncano Ha ciaejgehn HAUUH:

o: A" - A% {o(2)}n = Tuya,

u jecte jeman xomeoMopduzaM. 3a 3aTBOpeHH MHBapujanTHH mojackyn Y C A% kaxkemo n1a je
OAIIUT.
Heka je ¥ nmommudt. deduHummmo cKyn pedn g1yKuHe Nn:

LMY) = {(xp, Tpy1y .oy Thono1) €E A" |z € X, k€ Z} C A",
U Ha HeMy (DYHKIHU]Y KOMILIEKCHOCTH:
piNSN, pn)i= L),
Hokas creneher tephema moxe ce mponahu y [45].
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Tepbhemwe 92. Hexa je ¥ uogwudt. Taga je hyo (X, o) = limsup logp(n)

logn
n—00 &

Mozke ce nokazatu (B. |48|) 1a mosmHOMHUjAJIHA €HTPOINja HENPEKUIHUX MPECIUKABAHA
Ha CErMEHTY y3WMa IIeJIOOPOjHE BPEJTHOCTH, aKO je KoHadna. (Ca Jpyre cTpaHe, BaxKu
Jla TIOJIMHOMWja/THA E€HTPOINja HENMPEeKWTHUX IIPEeC/IMKABakha Ha KOHTHHYYMHUMA ITOCTUXKE
npousBosbHe Bpennocru u3 [0,00] (B. Teopemy 37 y [48]). Llmm oBor omemka je ja
peJICTaBUMO pe3ysirare u3 ceknuje 5.2 y [48], rie je nmokaszano jja HENPEKUIHA IPECTUKABATHA,
Ha JICHJIPDUTUMA y3UMajy MpOou3BOJ/bHE BpemHoctu u3 [2,00]. Ocum Tora, »Kejba HaM je JIa
0ap JIOTAKHEMO CUMOOJIMYKY JUHAMUKY, KOja MOYKe OUTHU JI00ap U3BOP TEXHUKA 38 PATYHAHHE
nosimHOMUjaJIHe eHTponrje. Hamomenumo f1a u j1ajbe ocTaje OTBOPEHO IMUTAIbE JIa JIU ITOCTOjU
HEIIPEKUJIHO MPECINKABabhe Ha JIEHJPUTY 4Hja je MOJMHOMUjajHa eHTponuja 6poj us [0,2),
a pasmmunta je om 0 m 1. OBo HUje jeIWHW MPUMEP AUHAMUYKOI CHCTEMa KOJ KOI' IUTahe
[IOCTU3aba BPEIHOCTH TOJMHOMUjAIHE €HTPOIje HUje y IOTIIYHOCTH PA3PEeNIeH0 WU je
paspelieHo HeratwBHO 3a mHTepBas (1,2). V [23] mokasano je ma me mocroju Bpaysepos
xoMeoMOp(dI3aM paBHH YHWja je MOJMHOMUjaJHA BpeAHOCT peasan Opoj u3 (1,2). ¥V [34],
Mapko je mokazao ja je HOJMHOMHjaJHA eHTporuja (KOHBEKCHOr) duimjapa dap 2, ocuMm y
cIydajy KpYKHOTI OmImjapa KOJI KOra je MOJUHOMHjaJHa eHTponuja jemnaxka 1. Buaehemo
MaJIo KacHHUje Kako ce noBojie y Bedy nommmudt u l'exmanos genyput. Ilomenunmo jorn na ce
pPeJIATUBHO JIAKO MOKE 3aKJbY IUTHU JIa HE TTOCTOjU HOAUT Unja je TOJTMHOMUjATHA EHTPOIIH]a,
peaman opoj u3 (0,1). Ako je mommudT KoHavyaH, OHIA je (YHKIMja KOMILIEKCHOCTH
OTpaHWYeHa, 1A je MOJUHOMUjaIHa €HTPONrja jeaHaka Hyan. AKo je momamudT OecCKOHAYAH,
oHla Baxku TeopeMa Mopca n XeyHa koja kaxe Ja je p(n) = n+ 1, mro nake Jgaje 1a je
oJIMHOMUjaJIHa eHTporuja dap jeman. OBo u3Jiarame ce Jiero MOKe MOBe3aTH ¢a KOMEHTAPOM
nocte Tephema

Hexka je X C {0, 1}M. Tlocmarpajmo nopmudt (X, o) 4nja je nosuHOMEjaIHA €HTPOIIH]a,
hpot(0) € (1,2). IIpema Tsphemwy 3 u3 [48], To ce moxke ypamurtu. Imasma nzaeja je na
ce mudr ({0,1}° o) yaoxku y naumammuxu cucrem Ha [eXMaHOBOM JIGHJIPUTY, a Ja ce
norom npebe wa omrosapajyhu nommenapur Gy, Koju je mHmykosan mnommudrom (X, o).
[Iparehu o3nake ca ciiuke GG caJIp:Ku KOpEH ¢p, TadKe I'PaHaiba C, 33 CBAKy HEIPa3Hy
konauny ped z € {0,1}Y° u xpame Tauxe e,, 3a cBaky OeckoHauny ped z € {0,1}Y.
3a cBaky Hempasny KoHauHy ped x € {0,1}%° osmaummo ca B, JIyK [Cg),Cs], THe je
B(xo-+ XTpyoxn1) = g+ -xyo u B(0) = B(1) = 0. Gx ce cacroju ox cBux JykoBa y G
KOju crmajajy ¢y ca tadkama e, r € X. Baxun ma tauka ¢, € Gx aKo W caMO aKO ce KOHAIHa
ped x mojaBJbyje Kao Iojped Hekor ejgeMeHTa y npoctopy X. Iunamuka myHor mmdra ce
oCcTBapyje Ha CKYILy KPajibUX Tadaka IIyTeM HeIpPeKuIHOTr npecinkaBama F' : G — G, 3a Koje
BaxKH Ja je F(e;) = egz) 1 F(¢z) = Co(z), IPU ueMy F' IIPOJy?KaBaMo JIMHEAPHO HA CBAKOM
nyky B,. Ca Fx o3nadaBamo pecTpuknujy npeciankaBama F #Ha Gx. Hamomennmo na je Gy
F-wunBapujanrtan, o KoHCTpyKIuju. Baxku cienehe TBpheme:

Tepbemwe 93. 3a ceaxu toguugt (X, o), X C {0,1} sasrcu ga je:
hpot(Fx) = hpo(o|x) + 1.

3a pasjauKy OJ TOJUHOMHUjaJIHE EHTPOIHje, TOMOJIONIKA EeHTPONWja ITPOU3BOJHHOT
noxmudTa X u ogrosapajyher npecinukaBama Ha Jenapury Fy cy jennake, Tj. hyop(Fx) =
hiop(0|x). OBO je MOXKIa IPBU, ald CBAKAKO He U IOCIEIIU IIyT, Ja y OBOj TE€3U BHIUMO
17 Ko/ n3pasa 3a MOJIMHOMUjaJTHy €HTPOIIN]Y, ¥ OJHOCY Ha CJAUYHY (POPMYJIY 3a TOIIOJIONIKY
€HTPOoIN]y.
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U3 nperxonnor tBphema ciaeau na 3a cBaku peanaH « € (2,3) mocroju genapur D u
HenpekuaHa cypjeknuja f : D — D 3a kojy je hyol(f) = . OBaj pe3ysrar ce MOXKe yOIIITHTH
Ha JIeHJIpUTe Koju cy ['eXMaHOBOT THIIA, KAKO OU ce Jodusa Ouio Koja BPeIHOCT U3 [2, 00.

3.3 PerymnapHe kpusBe

VY nocitemem o1esbKy heMo nedmHICcaTH HAJONNITHjH KOHTHHYYM O KOM NeMO TOBOPUTH Y
Te3u, a TO ¢y peryiaapHe Kpuse. Moxe ce nokazaru (B. Teopemy 10.20. y [49]) na cy aenapurn
peryJiapHe Kpuse.

Hedbununuja 94. Hexa je X xonwunyym. Kaorcemo ga je X petyarapra kpuea axo 3a c6aK0
x € X u ceaxy owsopeny oxosuny U og r y X uoctioju otweopena okoauna V og x y X
waxea ga je V C U u paruya OV je KonauwaH cKya.

Haxse, nenygputn (a TuMe u JjipBera), rpadOBU M JIOKAJHU JIEHJIPUTH jeCy peryjiapHe
KpUBe.

IIpumep 95. Hasegumo caga HEKOAUKO 3SAGHUMMDUBUL TUPUMEPL JEGHOGUMEHIUOHANHUL
KOHTWUHYYMG KOJU HUCY PETYAAPHE KPUBE.

(1) Ha cauyul3.5 je upurasana Kantoposa aetiesa X = Ugec A, tge je C C [0,1] Kantiopos
ckyt u 3a ceako ¢ € C A, je cetmen xoju cuaja (0,0) u (¢, —1). Ouuinegho je ga je y
(0,0) Hapywen ycaos peryrapHOCiu.

Ciuxka 3.5: KarnToposa Jemnesa

(2) Jleaexosa aetiesa Y na cnuuu je gogkontiuryym Kantiopose aetieze 3a Koju 6aaHcu
ga je 3awmsoperve ckyua kpajrur wavaxa jeguaxo Y. Osa setesa je jequnctusenu (go
Ha romeomoppusam) togkonmiunyym Kantopose seuese ca o6om ocoburom. Moorce ce
uokasawu ga ce Jleaexosa aetesa mooice yroocutuu y Kantwoposy (raxwe), aru u ga
ce Kantoposa seueza mootce yaoorcutuu y Jleaexosy (weorce).

Cauka 3.6: Jlenekosa nenesa
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IInp HaM je J1a JIOKaXKeMo J1a je TOIOJIONIKA eHTPOIja XoMeoMopdu3aMa Ha PeryaapHuM
KpuBaMa jennaka Hysu. Jlokasz oBe Teopeme moxke ce Hahu y 52|, amu Kako je paJi TEIIKO
JIOCTYTIaH, & JO0Ka3 JIONPUHOCU pa3yMeBaiby PEryJiapHuX KPUBUX U JeUHUAII]E €HTPOIIHje
moMohy OTBOpeHHX TOKpHUBada, IPEeJCTaBUNeMO ra OBje. 3a MOoYeTaK Cy HaM HOTpedHe JiBe
JIleMe.

Jlema 96. Hexa je A omisopenu Goxpusay kontwiurnyyma X u vexa je P ckyt ceux ipanusvhux
wavara esemenatma u3d A. Axo je A munumaanu woxpueaw, wWaga je Opoj enemeraiia
aokpusava A mareu usu jegnar og bpoja esemenaiua ckyua P.

/oxas. Kako je A MuHMMAaJIaH, OH HEMa MOTIIOKPUBad. 300I TOTa MOpa OMTH KOHAYaH, jep
je X xommakran. Heka je a 6poj enemenara y A u A = {A;}1<ic,. Herka je Aj e AuV =
U A;. llpumernmo na je V' orBopeH Kao yHHja OTBOpeHuX cKymosa. Kako je A muHMMaIaH,
i#]

sak/pyayjemo ga je X \ 'V # (), ma je (V) # (), 30or nosesanoctu mpocropa X. lame
je (V) C P, jep je V komauna yumja enemenara u3 A. Kako je V orsopen, Baxu ja je
V)NV =0, na je (V) C A;. Banpaso cmo mnokasanu jga 3a caku A; € A nocroju
HenpasaH HOJCKyI o P Koju jiexku y A;, aju je JUCjyHKTaH ca OCTAJIUM ejleMeHTuMa u3 A.
OBo 3HaYM /13 je KapanHAJHOCT cKyTa A Marma Win jeJHaKa oJ KapAuHaJaHoctu P. O]

Jlema 97. Hexa je h : X — X zomeomoppuszam wa peryaapnoj xpusoj X. Hexa je A
MUHUMAAHY 0TLE0PpeRY, Tokpueay og X ca 6ap gea esemeniia, WaKas §a C8aAKU eNeMEH
aoxpusaua uma xonauny paruyy. Ca L4 03navumo 6poj c6uxr Wanaxa ca paHuye eAemenaiia
uz A. 3a ceaxo n € N, nexa je M,, munumarnu GowWHOKPUBAY 0 \/?:_01 h=(A) u P, ynuja
ipanunuz wavaka og |7y h~'(A). Taga saotcu:

(1) Ba csaxo n € N, ceaka panuvna wavka ckyua u3 wokpusaya M, upuuaga P,.
(2)

n—1
N(\/ h’(A)) < nly.

Jlokas. Moxaxkumo (1). Heka jen € Nu x € OM, M € M,,. U3 nebunnnuje M,, cnean na
3a ceako 0 < 7 < n, nocroju V; € M, Ttakas na je M = ﬂ?;ll V;. Heka je B oTBOpeH cKyn
Koju caapxu x. Taga je BN M # (), na je BNV; # () 3a cee V;. A Taga 3a ceako V; Mopa
outn i x € O(V;) mm x € V;. Ako du cBaku V; caapxkao x, ouya dou x € M, mrro du dusio
y KoHTpagukimju ca x € (M), jep je M orsopen. Hakne, x € JV;, 3a dap jeman V;, na je
x € P,.

Hoxkaxkumo cama (2). Heka je n € N. Kako je h xomeomopduszam, 6poj eremenara y
rpanuny ckyna hi(A) jemnaka je L4 3a caku j. 36or came jedunuimje ckyna P,, 6poj
IeroBux ejeMenata je najsuire nl 4. Kako je cBaka rpannmdna Tadka ejgemMenara u3 M, y
P,, upema geny (1) u kako M, Hema TpaBu MOTIOKpUBad, u3 Jleme cJIen Jia TIOCTOjU
uajsurie nlL 4 enremenara y M,,. O

Cajta MmozkeMo J1a ipeheMo Ha J0Ka3 TeopeMme:

Teopema 98. Axoje f : X — X xomeomopdusam wa peryraproj kpueoj X, waga je hop(f) =
0.
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3.3. PEI'YJIAPHE KPUBE

/oxas. Heka je A mMunHuMa/HM OTBOpEHNM TMOKPHUBad 01 X, KOjU CAJp:KUA Oap JIBa €JIeMeHTa
U TaKaB JIa CBaKU €JIEMEHT MOKpUBada nMa KoHadHy rpanuily. Heka je L4 Opoj rpaHmTHIX
tayaka ejgemenara u3 A. 13 gena (2) Jleme 97| coieu 1a je

huop(h, A) = lim %log <N (71\_/ h_i(A)>>

1
< lim —log(nLy)

n—oo M

=0.

Kako je A d6uo mpousBo/baH MUHHMAJHU TOKPUBAY ca dap JiBa eJleMeHTa W YUji CBAKH
eJIeMEHT WMa KOHAYHY T'pAHUILy, BUJIUMO Ja je €HTponuja h y OJHOCY Ha CBaKU TaKaB
nokpuBad jeaHaka Hyau. Moxkemo npumenntn Tepheme [H1| Ha HU3 OoBaKBUX MOKpUBaYa IUjH
JjaMerap TeXKH Ka HyJIH U 3aK/by9uTH 12 je Ry (f) = 0. 0

Jakse, mokazajam CMO Jia je TOIOJIOIIKA €HTPOIHja XoMeoMopdu3aMa Ha PeryJiapHUM
KpUBaMa jeJHaKa HyJId, a TUME U XoMeoMopdu3zama Ha rpadoBuMa, IeHIAPUTUMA U JJOKATHUM
JICHIPUTUMA. 3aKJ/bydyjeMO Jia Cy OBU JUHAMUYKHA CHCTEMHM HUCKE CJIOXKEHOCTH, Ta je
ITOJIMTHOMU]jaJIHA €HTPOIINja JI00pa Mepa KOMIIJIEKCHOCTH 33 HhUX.

3a kpaj, Jokazahemo TBpheme Koje HaM je O] BeJIMKe BaXKHOCTH 3a puMeHy TBphema
y noka3dy Teopewme [128]|

Teopema 99. Axo je f : X — X zomeomopdpusam wma peryraproj xpusoj X, waga je
NW (f) = Rec (f).

Jlokas. 3uamo na je ysek Rec(f) € NW (f), nma nokaxkumo odpHyTy mHK/Iy3ujy. Heka je
x € NW (f) npoussospna. Taza mocroju uu3 tadaka (&, ),ey 13 X U HU3 TIPUPOTHUX OPOjeBa
(kn)nen Taxas 1a je lim, . o, = x = lim,,_, f*(x,,). [IpeTnocTaBuMo Ja T HUje PeKypEeHTHA.
Tama mocroju § > 0 3a koje je d(f"(x),z) > J, 3a cee n € N. Kako je X perymapna kpusa,
nocroju orBopena okoamaa U C B(x,d) Tauke = ca KoHadHOM rpanuriom. Heka je € > 0. X je
JIOKAJIHO IIyTHO MOBE3aH, Ia 33 JI0OBOJHHO BEJUKO n mocroju jyk I, y B(x,e) NU xoju cnaja x
u z,. Onasne ciemu na je f(I,) NOU # ). Kako je OU konauna, nocroju Tauka b, € OU 3a
kojy je ay(b.) N B(xw,e) # 0. Oner, xaxo je OU KoHauHa U € je MPOU3BO/BHO, TIocToju b € AU
TakBoO Ja je x € as(b). Moxke ce mokasaru (B. Teopemy 1.1 y |40]) ma je cBaku q-rpanudnu
CKYTI XOMeoMOp(du3Ma Ha PEeryJiapHoj KpuBoj MuHuMaJsian. Kako je cBaka Tadyka MUHUMAJIHOT
CKyTla peKypeHTHa, godujamo na je x € Rec (f). O
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I'maBa 4

XumneprnpocTopu

Y oBOM mOmIaB/by ymo3HaheMo ce ca IOjMOM XHUIEPIPOCTOPA, HUXOBUM OCHOBHUM
ocodMHaMa, Kao U BaxKHUM IpuMepuMa. Mmajyhu y Buy 71a je 0BO IPBEHCTBEHO TOMOJIOINIKA
TeMa W Ja HaM HHUje OJI 3HaJdaja Jia YJIa3uMo y JeTajbe, Hehemo Jatm J0Ka3e CBUX
TBphema, HUTU TOBOPUTU O HEKUM CIeNU(PUIHOCTUMA KOjé HaM HHUCY OJi KOPUCTHU 3a
n3yvaBame JUHAMUYIKAX CHCTeMa Ha xureprpocropuma. OinydaH u3Bop mHOpMAIja O
XHUIIEPIIPOCTOPUMA, Ka0 M KEbHra KOJy CMO KOPHCTUJIM 3a IHCAFe OBOI MOrJaBiba jecte [25).
Y 10j ce, IOpeJI JeTa/bHO 3aCHOBaHE TeOpHje, MOXKe TTpOoHaU MHOIITBO MpUMepa, aau 1 (jOIi
YBEK) OTBOPEHUX MPOOJeMa Ha TeMY XUIEPIPOCTOPA.

YecTo cy HAM y CBPXYy TpaKema IpUMepa U KOHTPAIpUMeEpa, Ka0 U U3ydaBarba HEKHX
II0jMOBAa, MIOTPEOHN BeoOMa KOMILJIEKCHH IIpocTopu. Heku o HaunHa fga UX J00HjeMO Cy J00pO
no3uaTu JlekapToB Mpom3BOJ MPOCTOPA WU KOJUYHUYKU TPOCTOPU. XUMEPIPOCTOPU CE
OBJle TIPUPOJHO yKJjamajy. Hamme, pernumo 1a »KeJuMoO Ja OIUIIEMO CBe Moryhe moJjoxkaje
N WIEHTUIHUX YeCTUIa Taca Koje ce cyiodoano kpehy y mpocropy X. CBaku I0J0Kaj
6uo 6u obmuka {ri,...,T,}, Ha Ou TWPOCTOpP CBUX MOJIOXKAja OUO CKYI YHUjU CY €JIEMEHTU
{z1,...,2,}, x; € X. Cmarpahiemo sa cy CKymnoBu 00MjeHH ,MajuM’ ITOMEDPAEM CBUX
YeCTUIla OJIN3Y jeJlaH JIPYTroM, IIPU YeMy ,MaJio MOMepalhe 3aBUCH OJI TOIOJIOTUje IIPOCTOpa
X. IlpocTropu oBOr THIa YeCTO ce HAa3WBajy KOHGUryparujcku mpocropu. OBa KOHCTPYKITHja,
ou ce opmaJsIHO omucaJia Ha cielehn HadnH:

Co(X) ={(x1,...,2,) € X" | z; # x;}/ Sy,

rae je S, Tpyma mepMyTalija CBUX KoopamHara. Kao mro hemo Bumeru, oBaj IpuMmep
mpocTopa je BeoMa Om3ak xuteprpocropy F,(X).

EnemenTn xwuneprnpocropa cy Hempa3HH HOJCKYIIOBA IOJA3HOT IIpocTopa X U Kao
TaKBU WMAajy BEJUKY INPUMEHY y TUTAbUMa KOja ce THYy IOHAIllama ,I'pylne’ ejleMeHara,
HACYIPOT IOHAIAKY IOjeIMHAYHNX TadaKa. 3aMHTEPECOBaHU CMO Jla JIH Ce OCOOWHE KOoje
Bazke Ha DA3HOM IpocTOpy X IIpeHoce Ha Xuieprpocrope u oopuyto. Takohe nac uaTepecyje
CJIOZKEHOCT XUTIEPITPOCTOPAa, OJHOCHO Jla JIU Ce YBEK, U Y KOjo] MepH, JellaBa Jia je JUHAMUKa
Ha, XUIIEPIPOCTOPY KOMILIEKCHUja HErO OHa Ha 0Aa3HOM IIpocTopy X.

4.1 Baxxum xunepnpocropu u BujeropucoBa
TOIIOJIOTHja

Heka je X ronosiomku mpocTop ca rtomosjorujom 7. Xumeprpocrop mpocropa X je
onpebhena dammimja mojckynoBa on X, ca BujeropmcoBoM TOIOJOTHjOM KOjy hemo yOp30
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4.1. BAXKHU XUIIEPIIPOCTOPU U BUJETOPUCOBA TOIIOJIOI'JA

necdunmncarn. Ysuma ce ma () Huje eJeMeHT XUIepIpocTopa, jep OMCMO y CyIIPOTHOM KACHH]e
HaUILIA Ha IIPOOJIeMe TIpH Jie(DUHUCAY METPUKE Ha XUIeprpocTopy. Takohe, y JuHAMIYIKOM
CMHUCJIy HE I'yOMMO HUINTA UCKJbYIMBAHEM IIPA3HOL CKYIIa, jep O OH OMO caMo jesiHa (pUKCHA
TavKa WHJIYKOBAHOL Mpec/nkaBama (Buan cexnujy [4.6) na xunepmnpocropy.

Ao ducMO KpeHyJin oJ1 IPOCTOPA 9Hju Cy €JIEMEHTU CBU HEIPA3HU IMOJICKYIIOBHU O X :

NX)={AcX[AF#0},

TaKaB XUIEPIPOCTOp He Ou uMao Jere ronosorike ocooune. [ltasure, N(X) nuje T npoctop
ocuMm ako (X, 7T ) HHUje AUCKpeTaH IPOCTOp. 3aTo je Hajehu xumeprpocTop Koju hiemo
[IOCMATpaTH OHA] YMjU Cy eJIEeMEHTH 3aTBOPEHU MOACKYTOBH O X :

CL(X)={AC X | A+#0,A je 3arBopen},
ca BujeropucoBoM TOIOJIOIHjOM.

Hedununmja 100. Hexa je (X,T) wotosowru upociiop. Bujetiopucosa Wowoiowuja Ha
CL(X) je najmarea wouonrotuja Ty, 3a xojy CL(X) uma caegehe upupogro ceojctuco: 3a cee
UeT je{AeCLX)|ACU} €Ty usacee B xoju cy satmusopenu y wouorotuju T
{Ae CL(X)|AC B} je samusopen.

YBeaumo cienehy o3Haky y nmiby JeduHHcama Oal3e BujeropucoBe TomoJsioruje: 3a
KOHAYHO MHOTO TOJCKYyToBa S, ..., S, oa X Heka je

(S1,..., S ={AeCL(X)|ACULS;,ANS; #0zacei=1,...n}.
Teopema 101. Hexa je (X,7T) wotorowku Gpocwop u HeKa je
By ={{Uy,...,U,) |U; € T 3a ceei=1,...n u apouzeosno n € N}.
Taga je By basa 3a wotonrotugy Ty .

CKymoBHu KOje CMO KOPUCTHIN y caMoj Aedurauimjun Bujeropucose Tomosoruje Ty, Mory ce
HaIMCATU OMONY HOTaIlMje KOjy CMO YBEJIU Y MPEeTXOAHOj AeduHuImju 3a 1wianose By, U TO
Ha cjenehn naunn: 3a cee U € T u cBe T-3aTBOpeHe cKyloBe B,

{AcCL(X): AC U} = (U);

{AeCL(X): AcC B} =CL(X)\(X, X\B).
IIpBa jegnakocT je odursesiHa, a 00jaCHUMO CaJia 3aIlITO BaXK! JIPyTa.
{AeCL(X): ACB}={Ae€CL(X) | B°C A},
={AeCL(X)| X\BNnA=0},
=CL(X)\{AeCL(X)| X\BnA#0}
= CL(X)\(X, X\B).

Jpyrum peunma, pedpununmja Kaxe n1a je Ty Hajmamsa Tomosoruja Ha C'L(X) Koja
canpxu ce ckynose obiuka (U) u (X,U) sa U € T. IIpehumo cana na nokas Teopeme [101]
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4.1. BAXKHU XUIIEPIIPOCTOPU U BUJETOPUCOBA TOIIOJIOI'JA

Loxas. ledunummmo

S={U):UeTu{{X,U):UeT}

Tama je dammimja S mpepdasa tomosoruje Ty, MmTO 3Ha4UN Ja je damuianja S* CBUX
KOHAYHUX Tpeceka wianoBa S daza tomosoruje Ty .
3akJbydyjeMo Jia je JIOBOJbHO JOKa3aTHu Ja je

S* - Bv.

ITokaxkumo 1pBO J1a je

By C S
Hexka cy Uy,...,U, € T. llpumerumo 1a je

(U, Un) = (Ui 0 <ﬂ<X7 Uz>> ;

i=1 i=1

na je jacuo (Uy,...,U,) € S*. Onasue cienu na je By C S*.

[Tokaxkumo caza ma je S* C By.

3a nouerak mokaxkumo ga ako U, W € By, ouna UNW € By. ¥V Ty cBpXy IPETIOCTABUMO
maje U= (Uy,...,U) u W = (Wy,...,W,,), 3a neke U;, W; € T. Hexa je U = I, U; u
W = UT=1 W;. Jlako ce Buau ja je

Unw ={Unw,.... U "W, winuU,... W, NU),

na MoxkeMo 3akjpyuntu ja je U NW € By.

Jlakme, ma ducmo mokazasm ja je S* C By, I0BO/BHO je Ja JOKaxKeMO Jia je IIpecek
IIPOM3BOJbHA JBa ejieMeHTa 3 S Takohe eneMent By .

Hexka cy Uy, U, € T. Taga Baxku:

(Ur) N ({Uz) = (U N Uy),

(Uh) N(X,Us) = (Ur, U1 N Uy),

(X, U1) N{(X, Us) = (X, Uy, Us).

VBepuam cMo ce J1a CBaKu IIpeceK KOoHauHe damuamje ejeMenTara n3 S npunaga By, Te
crora 8* C By. 3akmyuyjemo na je S* = By, na je By 6a3a Bujeropucose Tonosioruje Ty, [

Teopema 102. Axo je X =Y, onga je CL(X) ~ CL(Y).
Jlokxas. Heka je h xomeomopduzam u3z X y Y. Hedbunumumo dyukmujy h* : CL(X) —
CL(Y) na crenehu naanm:

h*(A) = h(A),

3a cBako A € CL(X). Kako je h 3arBOpeno npecimkaBame, h* npecaukasa CL(X) y CL(Y).
Takobe, h* je cypjekTusHo, jep 3a ceako B € CL(Y) Baxku h™!(B) € CL(X) u h*(h"'(B)) =
B. Kaxko je h mHjeknmja, TakBO je u h*.
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IIpumerumo na Baxke ciiesiehe jBe HejeanakocTu uctoi. IIpBa jemnakocT BaxKu jep je h
3aTBOPEHO MIPECNKaBaIbe, JIOK JIpyTa BaxkKu jep je h HelpeKuiHa WHjeKInja Koja IIpecanKaBa
X nav.

(W)Y (W, ..., W) = (h"Y(Wy),...,h=Y(W,,)), upu wemy je cBaku W; orBopen y Y;

R*((Ur,...,Un)) = (h(U1),...,h(Uy)), upu uemy je ceaku U; otBopen y X.

Kopucrelin npsy jemmakocr, menpekupuocr h u Teopemy [[0I] Bumumo xa je h*
nenpeknHo. Kopucrehu npyry jennakoct, Teopemy [L01] kao u uumenuity sa je h orBopemo
npec/MKaBaimbe, BUIUMO Ja je h* OTBOPEHO NpecimKaBame. 3akibydyjemo na je (h*)™!
Herpekuaao. OBUM cMo mokasasu Ja je h* xomeomopdusam npocropa CL(X) u CL(Y). O

Obpat nperxojiHe TeopeMe He BarKu, aJld YBEJIUMO IIPBO jOII HEKe IOjMOBE, Jla OUCMO Yy
CEeKITUjU HABEJIN jeJIHy BaKHy Teopemy u3 Koje he ce jacno Bugeru na CL(X) ~ CL(Y)
MOXKe JIa BaXKn 1 Kaja auje X ~ Y.

[Tocmarpajyhm 3aTBOpeHe CKyIoBe ca jOII HEKHM JIOJATHUM OCOOMHAMa, JIO0Ja3WMO
0 neduHNIM]e HEKUX BaXHUX xureprnpocropa. CBaku oJ1 XHUIEpIpOCTOpa Koju hemo
JedbmHICATH TIOCMAaTPaMO Ca TOIMOJIOTHjOM HOTIIPOCTOpa, Koja ce Hacaehyje ox (CL(X), Ty).

XumepnpocTop 3aTBOPEHHX U IOBe3aHUX IMOJCKymoBa of X o3nadaBamo ca C'LC(X).
XumeprpocTop KOMIAKTHEX MOACKYIIOBa, o X o3HadaBaMo ca 2% . XumeprpocTop mosesannx
KOMITAKTHUX MOJICKyToBa 071 X o3nadaBamo ca C(X). Ca F,(X) o3Ha9aBAMO XUIIEPIPOCTOD
Helpa3HuX TOJCKYTIOBa ca HajBuIne n ejemenara, a ca F(X) = U, F,(X) xuneprpocrop
KOHAYHUX TOJICKYIIOBa o1 X .

Hedununmja 103. Hexa je (X,T) wouosrowru Ti-upoctwop. Taga gedunuwemo caegehe
rutepupoctiope:

CLC(X)={Ae€CL(X) | A je uosesan},
2% = {A € OL(X) | A je xomuaximan},
C(X)={A e 2% | A je uosesan},
Fu(X)={AC X |1< 4] <n},
F(X)={AC X | A je xonauan}.

Hanomenumo na je 3a kopekTHy nedunurmjy npocropa F,(X) morpedbuo ma X Oyue
TOIIOJIONIKY IIPOCTOP Koju je dap 1}, Kako Ou jeaHouIaHu CKynoBu Ouin 3aTBopenn. ¥y Behem
ey Te3e mpoctop X, uuje heMo XumeprpocTope mocMaTparu, Oumhe MeTPUYKHU ITPOCTOP,
na he camum Tum Outu m3bernyre roroBo cse moryhe marosoruje. IIpocrop F,(X) nasusa
ce M-TOCTPYKW CUMETPUYHU IMPOU3BOJ O X W He Tpeda ra MemlaTH ca BeoMa CJIMIHUM
IPOCTOPOM Koju ce decto cpehe y smreparypu u3 anaredpe u ronosoruje, a to je Sym"™(X) =
X"/S,. lpocrop Sym"(X) je mpocrop HeypeheHUX n—TOpKHU, IpPU UYeMy Cy T03BOJbEHA
noHaBsbarba. Ako je, upumepa pagu, X = {a,b}, tama je F3(X) = {{a},{b},{a,b}}, mox
je Sym*(X) = {{a,a,a},{a,b,a},{a,b,b},{b,b,b}}. locToju (camo) mempexkmmHa cypjeKimja
m: Sym"(X) — F,(X), He u xomeomopduzam.

[Ipumerumo jorn jga Baxku cjieehu HU3 UHKIY3Uja:

X~ F(X)C F(X)C F(X)C...F(X).

Ba kpaj, mamomenumo na Teopema BaxKH U 33 XHUIEPIPOCTOPE KOje CMO MAJIOTAC
nebunncamn (CLC(X), 2%, F,(X) n F(X)). Haume, xomeomopdusam h* npecimkasa

49



4.2. IIPUMEPU XUIIEPIIPOCTOPA

oJiroBapajyhu XumeprnpocTop Ha camor cede, jep XomMeoMopdu3aMm CJIHKA KOMIIAKTE Y
KOMITaKTe, TOBE3aHe CKYIIOBE y IOBE3aHe CKYIIOBE M CKYIIOBE Ca HAJBUINE N eJIeMeHaTa Y
CKYIIOBE Ca HAjBUIIIE N €JIEMEHATA.

4.2 IIpumepu XumnepmopocrTopa

[TounuMo ca jeTHUM jeTHOCTABHUM, aJiu 3aHUMIbUBUM ipuMepoM. Heka je (X, T') mpocrop
Cjepnunckor, onaocto nHeka je X = {0,1} u 7 = {0, X, {0}}. Tazna je CL(X) = {0, X, {1}},
OJIHOCHO XUIIEPIIPOCTOP 3aTBOPEHUX MHOJACKyIOBa je omer rnpocrop Cjepmmmckor. Muade je
xurneprpocrop C'L(X), pasyme ce, mOro sehu o1 mosiazsor mpocropa X.

Kaxko ce oapebenu meo pesynrara koju he SuTu IpeicTaB/beHH y OBOj TE3H OJHOCH Ha,
xutneprpocrope cermenta [0, 1] u kpyra S', onmcahemo Heke 071 BUXOBUX XUIIEPIIPOCTOPA.

Xwurneprpocropu cermenTa [0, 1]

Heka je X = [0,1]. IIpumernmo ma cy esnementn xumneprpocropa C([0,1]) 3arBopenu
uarepsaan [a,b], 0 < a < b < 1 (oBIe cy yK/byUYeHU U JIET€HEPUCAHU UHTEPBAJIU, OJHOCHO
Tauke, Kao u neo cerment [0, 1]). Ilocmarpajmo dbyukmujy h us C([0,1]) y R? nedunucany na
caenehn HaduH:

h(la,0]) = (a,b),

3a cBe [a,b] € C([0,1]). [lakyie, cBAKOM CerMeHTYy J0JIe/bYjeMO TauKy y PaBHU dHje Cy
koopauuare dam (a,b). Couka C([0,1]) mpu h je Tpoyrao T'y R?, ca remennma (0,0), (0,1),
u (1,1), xao na couuu [4.1]

N

y

0

Cnuka 4.1: Tpoyrao T'

Jennocrasho ce Bumn Ja je h unjekmmja u ga je h(C([0,1])) = T. Ja ducmo nokazanu Ja
je h xomeomopduzam npumernmo ciezehe: ako je {[a;, b;]}52, mnz y C([0,1]), rana {[a;, b;]}32,
kouseprupa y C([0,1]) ka [a,b] ako u camo axo nuz {(a;,b;)}2, kouseprupa y R? ka (a,b).
Y ozemky 4.4 hiemo Bugern ma je C([0,1]) sancra MeTpuuKH IIPOCTOp, I je OBa IIpoBepa
HENPEKUTHOCTH OMONY HU30Ba y pejy.

Onpenumo caga Fy([0,1]). Emementn oBor mpocropa cy HempasHH HajBUIIE BOYUIAHH
nojckynosn cermenta [0, 1]. Jedbunrnmmmo npeciaukasame h ma Fy([0,1]) na caeaehn madum:

h({a,b}) = (a,b),
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4.2. IIPUMEPU XUIIEPIIPOCTOPA

3a ceako 0 < a < b < 1. Cimka Fy([0,1]) upu h je, kao u masonpe, Tpoyrao Ty R?, ca
remernma (0,0), (0,1), u (1,1). Ocum Tora, F ([0, 1]) ce camka y cTpaHuily Tpoyria Koja JIexKu
Ha y = x. Uarepecanrro, y ciayvajy cermenta [0, 1], mobmmm cmo na je C([0,1]) = F»([0, 1)),
IITO, HAPABHO, HE BayKU y OIIITEM CJIydajy.

U, 3a kpaj, nornemajmo jerasbuuje xurneprpoctop F3([0,1]). Hberosu emementu cy
HEIPa3HU HajBUIIIE TPOUIaHU MofCKymoBu cermenta [0, 1]. Jeanounanu noackymnosu {z} cy y
OMjeKTUBHO] KOPECTIOHIEHITHj U ca ypehernm Tpojrama (x, , x), 0K Cy TPOUJIAHH MOACKYIIOBI
{z,y,2} y dujekTuBHOj KOpecnoHaeHnuju ca ypehennm Tpojkama (x,y, z). Jo Hapymasama
dujektuHOCTH ca mpocropoM {(z,y,2) | 0 < x < y < z < 1} mosasu KOJ JBOYWIAHUX
HOJICKYIIOBA, jep CKyIly {x, z} onrosapajy jase ypehene tpojke - (z,x, z) u (x, 2, z) (y3umajyhin
y 003up ja je x < z). Ogase je jacHo ja je:

F5([0,1]) = {(z,y,2) |0 <z <y <z < 1}/(2,2,2) ~ (2,2, 2).

Ckym {(z,y,2) | 0 <z <y < z < 1} je rerpaenap T ca temenmma A(0,0,0), B(0,0,1),
C(0,1,1)u D(1,1,1), kao Ha caunn . ITpocrop F3([0, 1)) modujamo nemspemem crpana ABD
(rauke odsuka (z,x,z)) u ACD (rauke odnuka (z,z,2)), 1 To Tako Ja ce B unenrudukyje
ca C, AB ca AC u BD ca CD. Hakon naenrudukanmje 100njaMo JBa IIyHA KOHYCa YUjH
cy BpxoBu A m D, 3ajensbeHa 10 OCHOBaMa, IITO jeé TOMOJIOMIKHM TJIEJAHO jeIHA JIOITA.
JeHOUIaHN TIOICKYIOBH JiexKe Ha npedHuky AD.

Cnuxka 4.2: Terpaemap T

Xurnepnpocropu Kpyra

Heka je cama X = S!' jequnuunn kpyr y pasnu, S' = {(z1,29) € R? : 22 + 23 =
1}. Tlouehemo o omuca xumnepnpocropa C(S'), uuju cy egeMeHTH HENPa3HU KOMIAKTHU
nosesann noakynosu kpyzxuune St. To cy aykosnu, mea Kpy»KHAIA U JleTeHepPUCaHu JTyKOBH,
OJIHOCHO jeJTHOUJ/IAaHU TIOJICKYTIoBU Kpy»Hute. /ledunummumo xomeomopduzam h, uz C(S') na
jemunmanu quck D = {(x1,z5) € R? : 23 + 23 < 1}. Hounumo ox gedbunurnuje h(A) kama je A
npoussosban Jyk y S'. Ca ((A) ozmauumo myxkuny ayka A y S'. Heka je m(A) Tauka na A
KOja siesm JiyK A Ha JBa nojiiyka jenHake jyzkune. Heka je caga h(A) Tauka koja jiexu Ha
JIyKH Koja craja reatap kpyra (0,0) u cpenumre ayka m(A), a quje je eyKINICKO PACTOjarbe
((A)/2m on m(A) (Bumu cauxy [4.3)).
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4.2. IIPUMEPU XUIIEPIIPOCTOPA

Cauka 4.3: Xomeomopduszam h

Hpyrum peunma, cmarpajyhu na je m(A) Bekrop, peduHUIIIMO:

h(A) = (1 - WD) m(A).

2T

HMaxne, h upecnukasa cse Jykoe jdyxune ¢ ma S' ma kpyr ca nenarpom y (0,0),
noiynpednnka 1 — (¢/27). JacHo je na je camo jenan HaunH na jgedbuHuUIeMo h Ha OCTATKY
npocropa C(S') Tako ma Oyme xomeomopbmsam. h({zr}) = z 3za cse {z} € Fi(S') n
h(S') = (0,0). Jlako ce Bumu ga je h xomeomopduzam uz C(S') ma auck D. Taxobe, h
npecinkasa Fi(S') wa 0D.

Hamomenumo 1a MCTH pe3ysITar JoOUjaMo U 3a MPOU3BOJbHE IIPOCTE 3aTBOPEHE KPUBE, jep
nocroju xomeomopduzam n3mehy cBake IpocTe 3aTBOPEHE KPUBE U KPyTa.

Oapemumo cama xuneprpoctop Fy(S'). Kpyr S' moxkemo moduru on cermenta [0, 1]
nIeHTUDUKAIMjOM HeroBUX Kpajesa. 30or Tora, mpoctop Fh(S!) moxemo nodutu o
Fy([0, 1)
nneaTudukamnujom 0 u 1. To 3nadn ga je:

Fy(S) = F3([0,1))/(0,2) ~ (@, 1).

VY uperxoauoj hopmysin Kopuctumo jia je Fy([0, 1]) xomeomopdan tpoyriay T', a HaBejeHa
unentudukanyja gosemhe 1o Medujycose tpake (B. cauky [4.4). JeaHouwnanu moacKynoBu
npecsimkahe ce y rpanuity Mebdujycose Tpaxe.

/ \\'\. [1]
& v “I
M .)\'\
>,

O, ¥

Cnuxa 4.4: TIpoctop Fy(S!)

Ba kpaj, onpemumo u F3(S'). Kao u y cayuajy xunepnpocropa Fy(S'), kpenyhiemo on
F35(]0,1]) n uspmuhemo onrosapajyhy maentudukarnmjy:
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Fy(S") = F5((0,1])/(0, 9, 2) ~ (y, 2,1).

VY nperxosHOM 0of1esbKy Buien cMo n1a je F3([0, 1]) Terpaemap ca onpehennm uaenruduka-
nujama, a oBjie caja J1oajemo jou jeany - sajgermmhemo ABC (tauke obiuka (0,y,2)) u BCD
(rauke odmka (y, z,1)), rako jga ce upune AB, BC u C'A unenrudukyjy ca BC, CD u DB,

pesoM, Kao Ha commy [4.5]

L2

A

Cmuxa 4.5: TIpoctop F3(S!)

ITocnenmwa maenTudrKaIja JOHOCH HAjBUINE KOMILJIMKaIAja, U HA OBaj HaduH Hehemo
YCIeTH JIa BUMMO TIITa je 3aIIpaBo, TOIOJIONIKY Iyiejano, poctop F3(S'). Banummbuso je 1a je
Kapous Bopeyk (1905-1982) objasuo past 1949. rojume y KoM je orpentHo jokaszao ja je Fs(S!)
xomeomopdan ca S? x St. I'pemmiky je ysugeo u ucnpasuo Payn Bor (1923-2005) nokazasim
na je mpoctop F3(S') mpocronosesan u ja je sampaso F3(S!) ~ S?. Kako cmo mu 3ampaso
nooum hesmjeky gexommnosunumjy npocropa F3(S!), penarusno je jesnocrasHo n3padyHaTh
weroBy dyHaamenTandy rpyiy. lerassHo nsBoheme moxke ce Hahu y [2], a HaBeauMo camo
Na u3 unmenure fa je F3(S') kommakrna MHOrOCTpyKOCT ca TpUBHUjaHOM (DYHIAMEHTATHOM
rpynom, u3 [loeHKapeoBe XHIoTese 3a JUMEH3H]y 3 ciaeau ja npoctop F3(S') mopa Surn
Sam S3. U opsie ce MoxkeMo nutaTu Kako normnpocrop Fi(S'), 3a koju snamo ma je S', nexn
y jelHoTaukoBHO] KoMmakTudukammju R3, mTo je zampaso S®. 3a Kpy:KHHILy y IPOCTOPY
R3 kakeMo Jla je YBOp, & OJrOBOP Ha OBO HHTame Jao je Jakod Moctosoj y [38] Tex 2004.
rojuHe. Y MUTaIby je TPOJIUCHHU YBOP JIAT HA CJIUIN Yuyhyjemo 3anHTEpeCOBAHOT IUTAOTIA
Ha [IOMEHYTEe PaJIoBe, ajid U Ha 3aHUMJBUBY OOJIACT XUIIEPIIPOCTOPA, Y KOjOj je U Jia/be BEJIUKH
OpOj OTBOPEHUX U 3aHUMJHBUBUX MIPOOJIEMA.

Cauka 4.6: TposucHu 94BOp
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4.3. XAYCJTIOPPOBA METPHUKA

4.3 XaycaopdoBa MeTpHuKa

Y npBoMm 0J1e/bKy omnucaan cMo da3y Bujeropucose tomosoruje. IlpermocraBumo caja na
je X MeTpwykm mpocTop ca MeTpukoM d. Xohemo Jia, YKOJIUKO je TO Moryhe, nedUHUAIIEMO
pacTojame Ha XUIIEPIPOCTOpY, Koje ou mHykoBaso BujeropucoBy Tomnosorujy. Ha cimmm
cy ase tauke A u B u3 xunepupocropa C'L(X) npunazajy ucrom dazuom ckyny (Ui, ..., U,).

Cauxka 4.7: Bazuu ckyn (U, ..., Uy)

To mam cyrepure ja je pacrojambe m3mehy A u B Marme 0/ HEKOT PEaJHOr T, aKO CY
UCITYI-€HA J[Ba yCJI0Ba!

(1) 3a cBako a € A nocroju b € B tako ja je d(a,b) <run

(2) 3a cako b € B mocroju a € A Tako ja je d(b,a) < r.

[TpuposHo du dumo jmedunucatu pacrojame udmehy A m B ja Oyae nHGUMYM 10 CBUM
r € R Koju 3a10Bo/baBajy IpeTxoaHa iaBa ycjoBa. Mehyrum, ako dap jeman on ckymnoa A u
B nuje orpanuden, Taga Hehe mocrojaTu r KOju 3a10BoJbaBa jegaH oa ycaoa. OBaj mpodiiem
ce MOXKe PEIIUTHU IMPETIOCTaB/babeM Ja je d orpanmvena merpuka Ha X. Tako He ducmo
YMaIbUIA OIIITOCT jep ce MeTpuka d yBEeK MOXKe 3aMEHUTHU TOTOJIONKH €KBUBAJEHTHOM

d .

orpanuveHoM MerpukoMm 1i-. Ilpehumo cama n ma dopmanny nebununmnjy rtakossane
XaycnopdoBe MeTpuke, Ka0 U Ha IIPOBEPY Jia Ju je JePUHUCAHO PACTOjalbe 3aNUCTAa METPUKA

Ha, xuneprpocropy C'L(X).
Hexka je (X, d) merpuuku npocrop. 3a x € X u A € CL(X), neka je

d(xz,A) = inf{d(x,a) | a € A}

CTaHJIAPJIHO pacTojare Tavuke o ckyna. 3ar >0 u A € CL(X) ueka je ca

Ny(r,A) ={z e X | d(z,A) <r}

nedbuHICaHA TeHepacaHa OTBopeHa d—ionTta y X OKo A, mojynpedHuka r (BUIM CIUKY

13).

o4



4.3. XAYCJTIOPPOBA METPHUKA

Cauka 4.8: I'enepanucana d—jonra oko A

Ca oBako yBejeHOM o3HakoM ycjou (1) u (2) 3ampaBo kaxy na je A C Ny(r,B) u
B C Ny(r, A), pemom. Jledunummmo cana Xaycaopdoso pacrojame usmely JBa ejemMeHTa
A, B e CL(X).

Hedbununmja 104. Hexa je (X, d) oipanusvenu metpuuku apoctmop. Xaycgopdosa metupura
na CL(X) ungyrosana metwpurom d, y osnayu Hy, gepunuwe ce na caegehu Hawum:

Hd(A, B) = inf{r >0 | AC Nd(T‘, B), B C Nd(T, A)}

Teopema 105. Axo je (X,d) opanuvenu mempuury apocwiop, onga je Hy memipura Ha

CL(X).

Jloxas. 3a mouerak npumerumo na je Hy peasno-BpegHocHa (jep je d orpaHuvyeHa MeTPHUKA )
HeneratuBHa dynkimja. Takobe, oumrsegno je ga je H,; cumerpudna QyHKIHjaA, Tj.
Hy(A,B) = Hy(B,A), 3a cBe A, B € CL(X). Ilokaxumo caza nenerenepucanoct. Heka cy
A,B € CL(X) rakBu na je Hy(A,B) = 0. Taga je A C Ny(e, B) 3a ce ¢ > 0. Jakie, 3a
duxcupano p € A, nocroju uus (b,),en € B rTakas ma je d(p,b,) < % BakspydyjeMo Ja
uu3 (b, )neny KoHBeprupa kKa p. Kako je B 3arBopen y X cienu ja je p € B, na je A C B.
Amnasiorno nmobdujavo ma je B C A. Hakne, Hy(A, B) = 0 nosnaun na je A = B. U3 came
nebununmje Xaycaopdose MeTprke qupekTHO caenn Ja je Hy(A, A) =0, 3a cee A € CL(X).
IIpeocraje ma mokazkemo HejeHAKOCT TpoyTiia 3a Hy.

Kopucruhemo crenehy jemnocrasry nmocremuiy nedunnuje Hy. 3a cee K, L € CL(X) u
e > 0 Baxkm:

(41) K C Nd(Hd(K, L) + E,L).
Hexka cy cama A, B,C € CL(X). Hokaxumo 1a je

H;(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C).

Hexka je € > 0 u mexa je a € A. U3 (4.1) canequ na nocroju b € B Ttako na

(4.2) d(a,b) < Hy(A,B) +¢.
Kako je b € B, oner xopucrehu (4.1) mocroju ¢ € C' Takas ja je

95



4.3. XAYCJTIOPPOBA METPHUKA

(4.3) d(b,c) < Hy(B,C) +¢.

Uz (4.2) u (4.3) u HejemnakocTn Tpoyriia 3a d UMaMo Jia je

(4.4) d(a,c) < Hy(A,B) + Hy(B,C) + 2e.

Enement a je mpousBosbHO m3adpaH, I1a CMO 3aIPaBo JIOKA3aJIn J1a je

(45) AC Nd(Hd(A, B) + Hd(B, C) + 26,0).

AKO KpeHeMo 0J1 Mpon3BoJbHOT ejieMenTa ¢ € (', aHAJOTHO J00ujaMo

(4.6) C C Ny(Hy(C, B) + Hy(B, A) + 2, A).

Kao mro cmo Bugenn, Hy je cumerpuuna dyukimja, ma (4.6]) mocraje

(4.7) C C Na(Ha(A, B) + Hy(B,C) + 2¢, A).

Cama u3 (4.5) u (124), kao u came nedununuje Xaycpopdose MeTpHUKe, CJIEIU Ja je
H(A,C) < Hy(A,B) + Hy(B,C) + 2¢. Kako je € > 0 dm10 npon3BoJbHO, HOKA3aIA CMO J1a
je Hd(A, C) < Hd A,B) + Hd(B,C)

]

HaBenumo u exkuBuBajieHTHY JecduHuujy XayciaopdgoBe MeTpuke, Koja je MOXKJa
olepaTUBHUja 38 U3PAUyHABAIHA:

Hy(A, B) = max {supd(a, B),supd(b, A)},

acA beB

za A, B € 2X.
IIpumep 106. V yuny domwer yuosnasarea ca Xaycqophosom Memwpurom, u3pauyrahemo
HEKOAUKO PAcTiojarea udmehy ckytosa, cmaipajyhu ga cy Gogekytosu OTpanUYERUT CKYUL08a

y R, ogrocro y R?.

o Hexa je A=[0,1] u B = [2,4]. Taga je Hy(A, B) = max{2,3} = 3.

Hexa je A =10,1] u B =10,2]. Taga je Hy(A, B) = max{0,1} = 1.

Hexa je A = {(z,y) € R* | 2 +y* < 4} v B = {(0,y) € R? | |y| < 3}. Taga je
Hy(A,B) = max {2,1} = 2.

Hexa je A ={0,2} u B ={1,3}. Taga je Hy(A, B) = max{1,1} = 1.
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4.4 Metrpuzadbustnoct xunepipoctopa CL(X)

Bugemrn cmo ga je XaycmopdoBa MeTpHUKa MPUPOIHO paCTOjarbe KOje yodaBaMo
mocMarpajyhn orBopeHe cKymoBe y BujeroprcoBoj Tomosoruju. Y3 J0HATHY IIPETIIOCTABKY
Jla je MeTpuKa Ha 0a3HOM IIPOCTOPY OrpaHUdeHa, OdeKuBaJso ou ce Ja je mpocrop C'L(X) ca
BujeropucoBom ToroJiorujom MeTpu3aduiaH, U To oarr XaycaopdoBoM MeTpukom. MehyTum,
oBo Huje cay4daj. Xuneprnpocrop CL(X) uuje merpuszadusian (HU ca jeJHOM METPUKOM) aKO
X nuje xommnakTtan. Takohe Huje MeTpu3adWjiaH HU ca jeJJHOM MeTPUKOM HU ako X HUje
merpuukn. Ciemeha siema 00e30eamhe TyIaBHH aprymMeHT y [dOKa3y Jia je KOMIIAKTHOCT
HeoIXoaH ycjaoB 3a Merpusadbuinoct C'L(X).

Jlema 107. Axo je Y beckonauan guckpetian upoctiop, onga Bujetiopucosa wotorotuja Ha
CL(Y) nema upebpojusy ba3y.

Jloxas. Heka je B baza Bujeropucose tonosioruje va C'L(Y). Ilpumerumo na je cBaku A €
CL(Y) u oreopen y Y. Hakue, 3a ceako A € CL(Y') nocroju B4 € B Takas 1a je

Ae By=(A).
Onaggie J1ako BuuMo Ja je 3a ceako A € CL(Y)

(4.8) A=|JBa.

€} mupekTro caemu ga 3a A, A" € CL(Y), A # A’, Baxu na je By # By. dpyrum
peunma, dyukimja A — By jecre unjekiuja uz CL(Y) y B. lakie,

(4.9) |CL(Y)| < B].

Kaxko je Y muckperan npocrop, 3anpaso je CL(Y) = {A C Y | A # (}. Tlo upernocrasum
je Y Beckonauan ckym, na je CL(Y) menpebpojus. U3 JIMPEKTHO cJieu Jia je dasa B
HerpedPojuBa. O

Teopema 108. Hexa je (X,T) Ti-upoctiop. Axo je (CL(X),Ty) mewupusadburan, waga je
(X, T) xomuaxwar mewpudadbuiar GPoCcwop.

Jlokas. Kaxko je (CL(X),Ty) merpuzadumian u X = Fi(X), sugumo ga u (X, 7T) mopa duru
merpuzadbuian. JTokaxkumo ja je (X, 7T ) KOMIIaKTaH.

[Ipernocrasumo na (X, 7T) uuje xkommakran. Taja, momro je (X,7) merpusabuia,
nocroju npedpojus, 3arBope u guckperad nornpoctop (Y, 7T |y) ox (X,T). 3a 3arBopen Y
Baxku Jia je Bujeropucosa Tonosnoruja Ha C'L(Y) nobujena ox Bujeropucose tomosoruje Ty
na CL(X), oguocuo (T|Y )y = (T|v)|CL(Y).

Kako je Y zarBopen y X, mHa ocHoBy muperxomnor mmamo jga je CL(Y) ca cBojom
Bujeropucosom ronosiorujom (7 |y )y morapocrop ox (CL(X), Ty ). Iomrro cmo ipermnocraBuin
na je (CL(X), Ty) merpuzabunan, umanvo aa je (CL(Y), (T |y)y) merpusadbuia.

Hame, kako je (Y,T|y) muckperan, To je (Y,T|y) Ti-upocrop. Takobhe je (Y, Tly)
cerrapabdusag, jep je Y npedpojuB. Baxku tBpheme na je Ti-mpoctop X cemapabuian ako u
camo axo je CL(X) cemapadbunan. 3akspydayjemo ga je ouna (CL(Y), (T|y)y) cenapabumam.

[Mokazamu cmo ja je (CL(Y), (T|y)y) Merpusaduiian u cerapabusiaH, OJaKjie OU CJIEIIIIO
Ja uma 1upedpojuBy Oazy. Mehyrum, kako je Y OeckoHauaH JIMCKpETaH IIPOCTOP, TO je
Hemoryhe 30or nperxosre seme. lakie, (X, 7)) je KOMIakTaH. O
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Kao mro cmo Beh nomenysu, nama he oz majseher snavaja dutn ciaydaj kama je (X, d)
MeTPHUYKH IIPocTop. Y JalbeM m3jaramy sujehemo fa je xumepipocrop 2% ca Bujeropucosom
TOIIOJIOTHjOM MeTpuzadbujaan, u To XaycaopdoBoMm MeTpukoMm. IIpe mero mro mpehemo na
JIOKa3 OBOI' TBpDema, 3aJpKUMO Ce Ha Kparko Ha XaycaopdoBoj merpuru Kaga je X
MeTprdKH npocTop. Heka cy A u B Henpasnn KOMIAKTHH TIOACKynosu ox X, Tj A, B € 2.
Tama mocroju peanan r > 0 takas fa je A C Ny(r,B) u B C Ny(r, A). Moxemo y3eru, Ha
npumep, r = 1 + diam(A U B). /lakie, Huje BayKHO Jia JIK je METpHUKa d OrpaHUYeHa WU He,
dyukimja H,; he yBek y3umaru KOHAYHE BPEIHOCTU. ¥ OCTATKYy JOKa3a Ja je Hy merpuka
HUCMO KOPUCTWJIM TPETIIOCTABKY Jia je d orpaHutveHa, na y ciaydajy kaja je X MeTpudku
[IPOCTOP HUje MOTPedHA JI0IaTHA MPETIOCTABKA Ja je d OrpaHuvYeHa MEeTPUKA.

Teopema 109. Axo je (X, d) metpuuru tpoctiop, waga je (2, Ty) metpusadburan v Ty =

T,

Joxas. Toxkaxkumo 3a mnoverax ga je Tg, D Tv. Cerumo ce ma je Ty Tomosormja na 2%
renepucana ca (U) u (X,U), 3a cee U € T, npu demy je T romosoruja Ha X. lakie, ma
ducmo nokazamu aa je Ty, O Ty, J0BoJbHO je ja nokaxemo ga je (U) € Ty, u (X, U) € Ty,
3a cee U € T. Heka je U € T. Xohemo jna ce ysepumo na je (U) € Ty,. [Ipumernmo na axo
je U= X, tana je (U) = 2% na je (U) € Ty,. Heka je nagame U # X. Yamumo A € (U).
Hedururmmo

e=d(A, X\U) =inf{d(a,z):a € A, z € X\U}.

[Mpumernmo na je & mocroju jep ¢y A m X\U wempasuu, a € > 0 jep je A KomMmakTaH
nojckyn orsopenor U. asme, moxkemo Bugern na je Bp,(e,A) C (U), jep: ako je B €
By, (e, A), tana je Hy(A,B) < € na caequ na je B C Ny(e, A). Iz came nedunnnmje e
Bugumo jia je B C U, 1j. B € (U). Ilokazamu cmo ma nosazehu ox A € (U), nobujamo na je
By, (e, A) C (U) 3a ueko € > 0. OBUM CMO IOKA3AIN 12 je

<U> GTHd.
[Mokaxkumo caza ja je (X,U) € Ty,. Heka je A € (X,U). Tana je ANU # (). Hexka je
pe ANU. Kako je pe U u U € T, nocroju § > 0 Takas ja je

Na(6,{p}) C U.

Hokazahemo na je By, (A,0) C (X,U). Heka je B € By, (A,J). Tana je Hy(A, B) < 6, na
je A C Ny(d, B). Onasne caenu, momiro je p € A, na nocroju b € B takas na je d(b,p) < 4.
Axo ce cernmo Kako cMo uzabpasu 0, pugumo ga je b € U. Haxme, BN U # (), mro nokasyje
na je B € (X,U). Oum cmo nokazanu na je By, (A,d) C (X,U). Ionasehn ox A € (X,U),
modumm cMo ma je By, (A, ) C (X,U), 3a neko § > 0. Tume cmo mokazamm ga je

<X7 U> € THd‘

Ba cBako U € T Baxu ga je (U) € Ty, u (X,U) € Ty,, naje Ty, O Ty.
ITokazkumo cana ma je Ty, C Ty . JoBopHO je ma mOKaXKeMo J1a 3a CBaKy OTBOPEHY JIOUTY
By, (A, r) y merpurn H, moCTOju KOHAYHO MHOIO OTBOpeHUX cKynosa U, ..., U, y X TakBux

Ja je
Ae(Uy,...,U,) C By, (A,r).
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4.5. BAXKHE OCOBUHE XUIIEPIIPOCTOPA

Hexka je A € 2¥ u r > 0. Kako je A KOMIDakTaH ¥ Hempa3aH, HOCTOjH KOHATHO MHOTO
oTBOpeHnx ckymnosa Uy, ...,U, y X Koju 3a/710Bo/baBajy:

(1) AC U UZ';
=1

(2) ANU; # 0, 3a cse i;
(3) diam(U;) < r 3a cBe i.

Uz (1) m (2) Bugumo nma je A € (Uy,...,U,). Ilpeocramo je nma jokaxkeMo Ja je
<U1, ey Un> C BHd(A,T>.
Hexka je K € (Uy,...,U,). Tana je K C |J;_, U;, na u3 (2) u (3) caenu na je

K C Nd(T‘, A)
Taxobe, kako je K NU; # () 3a cse i, u3 (1) u (3) 3akmpydyjemo sa je

AC Nd(T,K).

Caza je jacuo ma je Hy(A,K) < r, na je K € By,(A,r). OBUM je 3aBpIIeH JOKa3 Ja je
THd cTy. ]

Baxxu u obpar nperxojHe Teopeme.

Teopema 110. Hexa je (X, T) Ti-upoctuiop. Taga je (2%,Ty) mempusadburan axo u camo
axo je (X,T) mewpusadburan.

Joxas. Tlpernocrasumo gaa je (2%, 7Ty) merpuzabunan. Kaxo je Fy(X) C 2% u X ~ Fi(X),
Buumo sia je (X, T) merpusaduiiaH. O

4.5 BaxkHe 0coOMHEe XUIIepIIpocTopa

Moxya m HajBakKHHje CBOjCTBO XHUIIEPIPOCTOpa, Koje, m3MmeDhy ocrtajor, omoryhasa
yIoTpedy cTaHjap/He arnapaType 3a u3ydaBarbe JUHAMIYKIX CUCTEMa Ha XUIIEPIPOCTOPUMA,
jecre kommnakTHOCT. Citenehy Teopemy majemo Oe3 gokasa.

Teopema 111. Axo je (X, T) xomtak@an metwpusadbuaah apoctwop, waga je (CL(X), Ty)
KOMUAKTIAH.

Mozxkemo 3akspyuanrn Ja ako je (X,d) KOMIAKTAaH METPHYKH IIPOCTODP, OHJA je TO H
(2%, Hy). Hanomenumo J1a Ha OCHOBY JIOKA3aHOT MeTPHUKa KOja MHJYKyje TONOoJOrujy Ha X
HUje O] BaXXHOCTH, U Jia je XaycjgopdoBa MeTpuka JebrHUCAHA TOMONY Ma KOje MeTpHuKe
Koja MHJIyKyje Tonosorujy Ha X. 3aro ce decto Moxke nmcatu u (2%, H), Ge3 Harmamasamba
MeTpHKe Ha IIpocTopy X .

U cnenehu pesynrar 3a 4mju g0Ka3 je moTpedHO yBOheme HeMaJsio HOBUX II0jMOBA JIajeMO
6e3 mokaza (koju ce moxke nponahu y [25], B. Teopemy 14.9).

Teopema 112. Axo je (X,d) xonwunyym, waga cy 2% v C(X) aywmno tosesaru Upocimiopu.

Ilomenynu cmo 1a 0dpaT Teopeme ue Baxku. Caza Mmoxkemo j1a hopmyumiemo Kypruc-
[TTopu Teopemy u3 Koje OBO JTUPEKTHO CJIEH, ajid KOja, padyMe ce, UMa U JIpyre npumene (B.
Teopemy 11.3 y [25]).
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4.6. MH/IYKOBAHU JINHAMUYKU CUCTEMU HA XUIIEPIIPOCTOPHMA

Teopema 113. Heka je (X, d) negetenepucaru Ileanos xonwunyym. Taga je 2% Xunbepimiosa
kouka. Ilopeg wota, axo X nema caoboghu ayk, C(X) je wakohe Xuabepmiosa rkouka.

Ba kpaj HaBeauMo TBpheme Koje ToBopu 0 3Hauajy xurneprpocropa F(X).
Teopema 114. Hexa (X,d) womuakxtan me@puuky apoctwop. Taga je ruteptpocttiop ceux
vonaunux gogeryuosa F(X) mycm y 2%,

Jloxas. Heka je A € 2% npoussosban n Heka je € > 0. Kako je A xkommakran, To mocroju k
Tagaka y A, ay,...,a; Takux ga je A C UY_ B(a;,¢). Onasye oqmax cien ja je

AC Ny(eAar, ... ar})

{ah < 7ak} - Nd(EvA)'

Bakspyayjemo ga je Hy(A,{a1,...,a;x}) < €, a xako je {a,...,a;} € F(X), ciuenn
TBpheme. O

4.6 HWMuanykoBaHW AVMHAMWYKU CHCTEMU Ha
XUIeprnpocropuMa

o cajga cMO ToOBOPHMJIM O XHUIIEPIPOCTOPHMA, aJd HAIl IW/b Cy 3alpaBO JIUHAMUYIKH
cECTeMH Ha IhuMa. Y Ty CBPXy HaM je HOTPeOHO 1 IIpecnKaBame Ha xunepiapocropy 2% . Heka
je (X, d) kommakran merpuuku npocrop u f : X — X HenpekujiHO TpecinkaBambe. Tana je,
Ha IIPUPOJIAH HAYMH, NH/IyKOBAaHO IpeciuKaBame 2/ Ha xuneprnpocropy 2% na cirenehn nauns:

27 2% 5 2% 21(A) = {f(x) | x € A}.

Takohe mozxkemo TOCMaTpaTH WHIYKOBaHA ITPECTUKABAmA Ha IIPETXOMHO Je(DUHUCAHIM
3aTBOPEHNM MOTIPOCTOPHMA, O 27X :

C(f): C(X) = C(X), C()IA) =={f(z) |z € A}
Fo(f) s Fo(X) = Fo(X),  Fu(f)(A) :={f(z) |z € A}
B(f): F(X) = F(X), F(f)(A) :=={f(z) |z € A}.

Kao mTo cmo Beh momumajm, MHIYKOBaHa IIpECUKaBama Cy J00po JedUHHCAHA, jep
HEIIPEKHTHO IIPEC/INKABAIbe CJIMKAa KOMIIAKTE y KOMIIAKTE, TIOBE3aHe CKYIIOBE y IIOBE3aHe
CKyIIOBe, KA0 U CKYIIOBE Ca HajBUINE N eJIeMeHaTa y CKYIOBe Ca HAjBUINE 1 eJIeMeHAaTa.
Creneha jeanocTtaBHA TeopeMa HAM je OJ BEJIMKE BaXKHOCTH, jep IOKa3yje Jia WHJIYKOBAHO
IIpecInKaBame NMa Jielle OCOOMHE, aKO UX UMa I10JIa3HO ITPEC/IMKABAHE.

Teopema 115. Hexa je (X,d) xomtax@an mewupusku apoctwop u f : X — X meupexugho
apecaurasarve. Taga je 27 metupexugno tpecaurasare na 2%. Tawobe, axo je f : X — X
xomeomopdusam, onga je wo u 27 .

/loxas. Heka cy Wy,..., W, orBopenn ckynoBu y X. Kako je f HenpeKuaHo IpecanKaBambe
13 KOMIIAKTHOT IIpocTopa y XaycaopdoB, To je f 3aTBOPEHO Ipec/imKaBame. 300r Tora je:

@YW, W) = (W), fTH W)
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4.6. MH/IYKOBAHU JINHAMUYKU CUCTEMU HA XUIIEPIIPOCTOPHMA

Kaxo je f HempekmIHO, 3a1CTa, je MHBEpP3Ha, CJINKA OTBOPEHOT cKyTa npu 2/ oTBopen ckym,
na je 2/ HerpekmIHO IpecIMKaBaLe.
. . _ -1 .
Hexka je cama f xomeomopduszam. Kaxko je (2/)7! = 2/7 | 1o je m mmBepsno mmmykosamno
IpecINKaBambe HEIIPeKUIHO, 1a je 2/ 3amcra xoMeomopduzam. O

[TperxoHa TeopeMa BaxK Ka/1a 2% 3aMeHIMO OIII0 KOjUM OJ1 Te(PHHICAHIX XUIEPIIPOCTOPA,
jep je pecTpuKIuja HENPEKUIHOI IIpeCc/IMKaBamba Ha 3aTBOPEH IOJICKYII TaKohe HEeIpeKuTHO
IIPEC/TMKABAIHE.

IIpe Hero mro mpehemo Ha jorr Heke MpPUMepe IIPEHOIIeha OCOONHA Ca IpecnKaBama f
HA WHJIyKOBaHA MPEC/INKaBaba, HAIIOMEHUMO jeJHy BaykKHy cTBap. Hucy cBa (HempekuiHA)
IpecanKaBamba Ha XUIepIpocTopy 2% Hacrama on mpeciaukasama f : X — X. Yamumo, Ha
IpuMep, KOHCTAHTHO IpecIIKaBame Ha 2%

F:A— X,

3a ceakn A € 2%. Jacno je ma me mocroju f : X — X Koje MHIyKyje 0BO IpeCInKaBaibe.
PesynraTtu j100ujenn y 0BOj Te3u U, reHEpPAJIHO, y PaJOBHMa KOju ce OaBe JTUHAMUIKUM
CUCTEMHMMa, HA XHUIEPIIPOCTOPUMA OOMYHO CE OJHOCE CIEIUjATHO HA OHE KOjU Cy WHJIYKOBAHU
npecimKaBameM [ Ha 0asHOM mpocTopy. OBO yMameme OIIITOCTH Huje Hepa3yMHO, jep Hac
3aIpaBO YeCTO 3aHUMa Be3a ca DA3HUM IIPOCTOPOM M OCOOMHAMA KOje BarKe Ha HheMYy.

Tepbhewe 116. Axo je [ : X — X usometipuja Ha KOMUAKTUHOM METPUYKOM TPOCTLOPY
(X,d), waga je u ungykosano tpecaurasare 27 : 2% — 2% uzomempusa.

Joxas. Heka cy A, B € 2% n osmaummo r = dy(A, B). Kako je A C U(B,r) n f je
msomerpuja, umamo ga je f(A) C U(f(B),r). Auamoruo godujamo na je f(B) C U(f(A),r),
na je dg(2/(A),2/(B)) < r. Heka je 0 < s < 7. Moxemo nponahu a € A u b € B Takse
ma je d(f(a), f(b)) = d(a,b) > s. 3bor osora nme moxe ouru f(A) C U(f(B),s), na je
di(27(A),2/(B)) = r = dgy(A, B). O

CeTnMo ce Jla eKBUHENPEeKUIHA MPEeCINKaBalba MMajy (TOIOJIOMIKY W MOJUHOMUJAJTHY )
enrponujy jeanaky Hysnu (B. [lorasibe . Baxkno nam je 7a 3HaMO Jla JId ce OBa OCOOMHA
[IpeC/INKaBamba IIPEHOCH Ha XUIIEPIIPOCTOP U OOPHYTO.

TBphemwe 117. Hexka je f : X — X netupexugro tpeciurasarse 1o KoOMUGKTHOM METTLPULKOM
apoctiopy X . Taga je f exsunetpexugro axo u camo axo je 2/ exsuneupexugno.

/oxas. Heka je f : X — X exkBunenpekugno. Heka je ¢ > 0 mw § > 0 TakaB ja 3a cBe
z,y € X 3a xoje je d(z,y) < 6 Baxku ma je d(f™(z), f"(y)) < €, 3a cee n > 0. Heka cy
A, B € 2% maxsu na je H(A, B) < §. 3a a € A nocroju b € B Takas 1a je d(a,b) < §, a onza
ud(f"(a), f*(b)) < €, 3a cBe n > 0. 3akpyuayjemo Ja je ckyn f"(A) cagpxkany Ny(e, f*(B)),
u 0BO Baxku 3a cBako n > 0. Cimano nodbujamo u ga je f*(B) C Ny(e, f"(A)), 3a cee n > 0.
OpaBre cienn n1a je
H((2")"(4),2")"(B)) <=,
3a cBe n > 0, 94MMe cMO TOKa3aJH J1a je 2/ eKBuHempeKnIHo.
IIpermocrasunmo caga ma je 2/ : 2% — 2% exsunenpexnmno. Heka je € > 0. M3abepumo
§ > 0 Takso na xaza je H(A, B) < ¢, Baxu nxa je H((2/)"(A), (2/)"(B)) < e, 3a cBe n > 0.
Heka cy z,y € X maksu na je d(z,y) < d. Hedunumumo ckynose A = {z} u B = {y}. Tana
cy A u B jacno enemenTn mpocTopa 2~ 3a koje je H(A, B) < §. Onapne cieau Ja je 3a cBe
n > 0 menymeno na je H((27)"(A), (21)"(B)) < e. Bakmyuyjemo na je d(f"(z), f"(y)) < €
OJTHOCHO J1a je f eKBUHEIPEKUTHO. O
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4.6. MH/IYKOBAHU JINHAMUYKU CUCTEMU HA XUIIEPIIPOCTOPHMA

Kao mTo cMo Beh peksm, XUmeprnpocTopy cy OOMMHA TeMa, a 3a Kpaj H3IBOjUMO jOII
ynmeHnIy Ja 2/ mMa cBojeTBo duKcHe TauKe.

Tepbhemwe 118. Heka je f : X — X neupexugho Gpeciurasarve Ha KOMUAKTUHOM MEeTPULKOM
apocopy (X,d). Taga Goctoju nwetupadan satmieoper A C X wakas ga je f(A) = A.

Joxas. 3a cBako n > () mocMaTpajMo CKyI
A, = fM(X).

Kaxo je f(X) C X, umamo ga je f*(X) c f*(X), omnocno A,;; C A,. Caku ckyn
A, = f"(X) je zarBopen u Hempa3an. Heka je

A=) X)={)An
n=0 n=0

Baxxu tBpheme koje HaBouMO 0€3 JI0Ka3a, a TO je Jia je 3a HelIPeKuIHa IIpecInKaBama f
Ha KOMITAKTHOM METPUIKOM IIPOCTOPY HCITYHEHO

f (ﬂ An> = () (4,

kajia je (A,) onanajyhin Hu3 HenpasHUX 3aTBOPEHUX CKYIOBa. 3aTO je JaJbe:

f(4) =1 (ﬂ f”(X)> — £ 0) = ) £+
= /"(X)=Xn (ﬂ f"(X)> = f(x)=A
OBum cvo nokazanu ga je f(A) = A. O

IMocaemuua 119. Hexa je f : X — X neupekugHo UpecAuKasare HA KOMUAGKTLHOM
metpunrom apoctiopy (X,d). Taga ungyxosano Gpecaurxasarse 2/ : 2% — 2% wma ceojctiso
Purcre wavwKe.

/loxas. Ha ocHoBy npeTxoIHOT TBphema 3aK/bydyjeMo J1a MOCTOji KOMITAKTaH

A= (/M)

Takas jia je 2/ (A) = A.
O

Mu hemo ce xumepmpocropuMa OaBUTH y KOHTEKCTY (IIOJMHOMUjAJIHE) EeHTPOIHje, IIa
HaIIOMEHUMO 3a Kpaj OBOT TIOTJIaB/ba, & 3a IM0YEeTaK OaB/HEIba CHTPOIN]OM Ha XUIIEPITPOCTOPUMA,
cienelie jeanocraBno ceojerso. Kako je X ~ F(X) szarsopen y 2%, To je enrponuja
MHIYKOBAHOT IIpEC/IMKaBamba Ha XHUIEPIIPOCTOPY yBeK Beha win jeaHaka o €HTPOIHje Ha
H6aznoMm mpocropy. Jlokas cienehe reopeme moxke ce nponahu y [10].

Teopema 120. 3a ceaxo M € [0,+00]| woctwoju gqunamuuku cuctuem (X, f) waxas ga je

hiop(f) = 0 u hiop(27) > M.
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I'lmaBa 5

IlonmuHOMMjaJIHA €eHTpPOoIja Ha
peryjlapHUM KpuUBaMa

Hajommuju jeaHoauMeH3MOHAIHA KOHTUHYYM KOJU CMO JIe(DUHHUCAIU Yy IIOTJIABJbY
jecre perynapua kpuba. llopej nedwunniuje m OCHOBHUX IIpUMepa, BUJIACIA CMO Jia je
TOIIOJIONIKA €HTPOoIja XoMeoMopdu3amMa Ha peryjapHuM KpUBaMa je/lHaKa HYJId. Y OBOM
HorJaB/by HpejcraBuhemo pesyiarare paga [44], y koM cMo mokazamm na je MOTMHOMUjAJTHA,
eHTpoInuja xomeoMopdusaMa Ha peryjapHuM KpuBaMa orpanudena ojio3ro ca 1. Takobe,
JEJIHAKOCT ce TIOCTHXKE Y CJIydajy XomeoMopdmuszaMa ca Oap jegHoM JyTajyhoMm TadkoM.
[nmaBHM pe3ynTaT KOju CMO JIOOMJIM TOBOPHM O PUTHJIHOCTH XOMeoMopduzama Ha JOKAJTHUM
JIEHJIpUTAMA - HUXOBa IOJWHOMUjasiHa eHTponuja je jemnaka 0 wmiam 1. To je jacHo y
KOHTPACTY Ca pe3y/aTaToM Koju cmo tpeacrasuin y [lorasmy |3, a Tude ce diekcuduinocTn
MTOJIMTHOMU]jAJTHE €HTPOITHje HEeITPEKUTHUX IIPeC/IMKaBamba Ha JIeHIPUTHMA.

Hexka je X kommakrtan merpuaku npoctop. Ca Comp(Y') 03HaIMMO CKyII CBUX ITOBE3AHUX
kommoHeHaTa o7 Y. 3a Henpekugauo f : X — X un € N gedpunrumemo:

#(f,n) := sup{|Comp(f~"(z))[}

[Tpumernmo ja axo je f: X — X xomeomopdusam, taga je ¢(f,n) = 1.

Karo je y cBOM TeXHUYKHN BeOMa 3aXTEBHOM paJly |28| u3Beo ropiby OleHy 3a TOIOJIOIIKY
E€HTPOIIN]y HENPEeKUJIHOI IpecinKaBamba Ha peryjapHoj Kpuboj. lIparehm meror mgoka3s
u yBosehu HeomxoiHe IMpOMeHe KAaKO OMCMO MPENUId €& TOMOJONIKE Ha MOJUMHOMUjATHY
E€HTPOIIN]y, MO2KEMO TOKa3aTH Jia BazKu cjejieha TeopeMa.

Teopema 121. Hexa je f : X — X neupexugHno upecaurasarse Ha peryrapro] xkpueoj X .
Taga je

1
hoo(f) < 1+ limsup 22251
n—s00 logn

Jlokas. 3a ¢ > 0, w3adepuMo KoHauHO OTBOpeHO NoKpuBamwe {Ui,...,Uy} TakBOo na je
diam(U;) < € u rpanuna 0(U;) je KOHa49aH CKyII 3a CBaKO j (OBakaB IOKPHBAY IOCTOJH, jep
je X perynapua kpusa). Heka je

i
A =Ty, A 3:Uj+1\UUi7 saje{l,....k—1}.

i=1
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Ckyn A := {A,..., Ay} je xonadan 3aTBOpeHn HOKpHBad ox X Takas aa je 0(A;) KoHadaH
cKyT 3a c¢Bako j. O3HaunMo ca L KapAuHAJIHOCT CKyIla

J{o(4) | A e 4}

Y mokazy Teopeme 2.1 y [28|, Karo je konctpymcao (n,e€)-pasanumyhn ckym umja je
n—1
Kap/IMHAJIHOCT Mama win jeanaka ox L - Y ¢(f, 1), 3a cee n € N. Baxkno je ja npumerumo
i=0
Ja KoHctanTta L we 3aBucu ox n, Beh camo o €. 3a cBako n m3adepumo i,, 0 < i, < n —1
tako na je max {p(f,i) | i =0,1,...,n — 1} = ¢(f,i,). Bupamo Takso i, 3a Koje je i, < ip41.
[Ipenusnuje, 4,41 je wiu i, wim n.
Kopucrehu noramujy n3 nomenyror Karoosor paja, a y3umajyhu na je y umenuoiry logn

: . I
yMecTo n, Heka je r(g) = limsup w. Tana BaxKu:
n—o0 ogn

|
r(e) = lim sup ~og Spanin, &) span(n, )

n—00 logn
< limsup log (n- L -max{p(f,i)]|t=0,1,...,n—1})
n—so0 logn
: logn + log L + log ¢(f, in)
= lim sup
n—00 logn
1 i
n—00 logn

Paszmukyjemo nBa ciaydaja: uin je (i,) orpaHndeH (M KAo TaKaB, KOHCTAHTAH [TOYEBIITN OF
log o(fyin)

HEKOT N), WK je HeOrpaHWYeH. Y MPBOM CJIydajy mMaMmo na je limsup logn 0, ma je
CBAKAKO WCILYHEHO e
lo , N
re)<1<1 —I—IimsupM.
n—s00 logn
Axo je (i,) HEOrpaHUYEH, MOKEMO MIPETIIOCTABATH [Ia je i, > 2, ma je:
i sup 22EF ) o 108 ) e 1o elfin)
0o logn 0o log iy, 0o logn

Objacanmo nocsemwy Hejeauakoct. [locroju crporo pacryhu Hus mpupomuux dpojesa (J,)
TaKaBs Ja je i;,+1 = j,. OBO je 3aIpaBo HU3 CBHUX ,CKOKOBa  KOjU ce JemraBajy y Hu3y (i,).
Heka je
lo i lo 1

n—00 log iy, n—oo  logiy,
3a HeKU 1moaHu3 (iy, ) Husa (i,). 3asojumo crporo pacryhu mogums of (ig,) ¥ O3HAYNMO ra
ca (my,). [lpumerunmo na (m,,) mopa durtn noguus o (7,), jep {ix, |n € N} C {j, | n € N} =
{in | n € N}, na name Baxu:

= tim f08eWin) _ g logo(fimn)
n—oo lOg 'lkn n—oo log My,
! n 1 ,
< lim sup M < limsup m_
n—00 log In n—o0 IOg n
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HaxkJte, nodmyim cMo J1a je y oda ciydaja:

1
r(e) < 1+ limsup M.
n—00 10g n
Cajia MOXKeMO J1a 3aKJbYIMMO JIa je:
log p(f,n)

hpor (f) = limr(e) <1+ lim sup o 1

]

IMocaemauua 122. Heka je f: X — X xomeomopdusam wa peryraproj xpusoj X . Taga je
hpol(f) < 1.

Jlokas. Kao mro cmo Beh momenyin, kana je f: X — X xomeomopduzam, taga je p(f,n) =
1. I3 mperxone TeopemMe oJiMax CJIeIu Ja je:

1
hoat(f) <1 —l—limsUpM 1

n—so00 logn

]

Ilocnemuna 123. Hexa je f : X — X xomeomoppuzam na perysaproj xpusoj X koju uma
bap jegry aywajyhy wavky. Taga je hpo(f) = 1.

/oxas. Jemna HejeaHAKOCT je jacHa Ha OCHOBY mnperxomHe mocienute. Kako f: X — X uma
ayTtajyhy tadky, ouma mpema TBphemy , mvamo Ja je hpo(f) = 1. Bakmpydyjemo ga je
hpol(f ) =1 O

Heka je f : S' — S' uparmonanna poramuja. Kako je f usomerpuja, nmamo n1a je hpol(f) =
0. IIpumerumo 1a je y opom caydajy NW(f) = S, na f mema nujemny syrajyhy Tauxy.

Canenehie tepheme je jeman of raBaux pesynarara y [20]. Mu je modujamo Kao mocseauiry
Teopewme (121

Tepbhewe 124. Hexa je f : [ — I netpexugro geo-tuo-geo mMoHotWoHO Upecaurasarve. Hexa
je ¢, 6poj MaKCUMANHULT UHTLEPBAAa MOHOTLOHOCTY N— e utmepayuje f. Taga je

. log ¢,
hpot(f) < 1+ limsup &n.
n—oo  logm

/loxas. IlpumeTrnMo j1a HUKOje JIBe€ PA3IUYUTE TadKe M3 MCTOI MHTEPBaJIa MOHOTOHOCTH HE
MOy JIa ce camKajy y ucry tadxy. Opasiae aupextro ciaean ja je ¢(f,n) < ¢,, a 3aTum u

1 log ¢,
hpot (f) <1 +limsupm < 1+ limsup 8 n
n—00 logn n—oo lOgm

O

Casia MoxkeMo Jia obosbIamMo pesyarar u3 [45], kajga HameTHeMO JI0JaTHU YCJIoB Ja je X
peryJiapHa KpuBa:

IMocnenuna 125. Hexa je f : X — X xomeomoppuszam na peryraprnoj kpusoj X koju uma
bap jegrny aywajyhy wawky. Taga je hpo(FL(f)) = n.
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Jlokas. Tlon oBum mpernocraBkama uMamo Ja je hyo(f) = 1. Kako je F,(f) daxrop ox f*",
BaXK! J1a je:

hpot(Fn(f)) < hpot(f°") = nhpol(f) = n.
U3 Teopeme 6 y [45] nodujamo ma je hpo(Fn(f)) = n, na je hpo(Fn(f)) = n. O

IMocnemauua 126. Hexa je f: X — X xomeomoppuszam wa peryraproj xpueoj X xoju uma
bap jegny aymajyhy wauky. Taga je hyo(27) = +o00.

Joxas. 3namo na je F,(X) sarsopen u 2/ —umsapmjantan momckyn ox 2%, mpm wemy je
F.(f) =27 |, x). 3ato0 je
hpol(zf) 2 hpot(Fu(f)) = n,

3a cBe n € N. N

Pezynrar y Ilocienmmm [126] Moxke ce 10OMTH W M3 TPETXOIHO ITO3HATUX PE3YITATA.
Ha npumep, Teopema 20 y [30] xaxke jga 3a CypjeKTUBHO HpPeCIMKABAME UUje MO3UTUBHO
PEeKypeHTHe Tauke HHUCY rycre y X Baxu 1a je hop(2/) = log2. Kama je f xomeomopduzam
Koju uMa 0ap jeany Jiyrajyhy Tadky, Tajia je UCIHYI-eHO Ja IMO3UTHUBHO PEKYyPEHTHE TadKe He
Mory omTu rycre y X, jep je cKyIr JyTajyhnx Tadaka OTBOPEH. 3aTO MOXKEMO 3aKJbyUUTH 14
je TOIOJIONIKA €HTPOIINja, IIpecImKaBamba 2/ CTporo no3nTHBHA, 11 je HeroBa MOJTMHOMI]AJTHA
E€HTPOIINja OECKOHAYHA.

Jlodujene pesdystare 3a peryjapHe KpUBe MOXKEMO IPUMEHUTH Ha JIOKAJHE JIEHIIPUTE.
Hexka je X gjoxkanuu pengput u f : X — X xomeomopdwuzam. Kao mro cmo Bujgenun y
JIOKAJIHU JIEHJIPUTHU jecy perynapue kpuse, ma je hpo(f) < 1, npema Ilocaemunn Axo f
nma Jsyrajyhy Ttauky, tana je hpo(f) = 1. Heka je f : X — X xomeomopduszam koju Hema
aytajyhe tauke. IIpema Teopemu 3a xomeoMopdu3Me Ha peryjapHuM KpUBaMa BaxKu
na je NW(f) = Rec(f), na je y oBom citydajy cBaka Tadka m3 X 3alpaBO pEeKypeHTHa. 3a
npec/inKaBame [ KaXKeMo Jla je TauKa-II0-TauKa PEKYyPEHTHO aKo 3a CBako r € X Baxku Jia je
x € Rec(f). Cnenehu pesynrar je nokazaun y |51] (B. Tepheme 1.2):

Tepbhewe 127. Csaxo meupexugho WaNKaA-UO-TWAYKA PEKYPEHUHO TUPECAUKABAIE HA
NOKANHOM GEHGPULY € eKBUHETUPERUJHO.

Kopucrehn Tspheme nodujaMo ciaegehy Teopemy:

Teopema 128. Heka je X aokaaru gengpuiws u f : X — X xzomeomoppuszam. Taga je
hpot(f) € {0,1}. 1 suwe, hpo(f) =1 axo u camo axo f uma aywajyhy wawky.

IHocnenuna 129. Hexa je f : X — X xomeomoppusdam des aytiajyhur wavara Ha L0KAGNHOM
gengputay X. Taga je hpo(F,(f)) = 0.

Joxas. Kako je
hpol(Fn(f)) < hpol(fxn) = nhpol(f) =0,
Baku Ja je hyo(F,(f)) = 0. O

ITocaenuna 130. Hexa je f : X — X xomeomoppusam dbes aytajyhur wavara Ha LOKAGNHOM
gengpumy X . Taga je hyo(27) = 0.

Jokas. Kako f nema nyrajyhe rauke, kopucrehu Tspheme[I27] umamo na je f ekBuHENIPEKHIHO.
I3 Tephema cremu yia je u 2/ exsunenpexusno, na je hpq(2/) = 0. O
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I''taBa 6

IlonuHOMMja/IHA €HTPOIINja
TavKa-I10-TavKa
IepUOJNYIHNX XoMeoMopdu3amMma

JacHo je ma mepmomwmYHM XOMEOMOPMU3IMH WMAajy W TOIOJOMKY W IOJMHOMUjATIHY
enrponujy jeanaky uyau. To cy onm xomeomopdmsmu f : X — X 3a koje moctoju n € N
takas Ja je f"(x) = x, 3a cBe z € X. BaHUMJBUBO je Jia TOCTOje TadKa-[O-TadKa TEPUOJIUTHU
xomeomopduamu, 3a koje je Per(f) = X, anu koju aucy nepuonnunu. [Iperusuuje, kaxkemo
1a je xomeomopduzam f : X — X Tauka-mo-tadka IepHOIANIaH akKo 3a cBako r € X MOCTOju
n(z) € N takso ma je f*®(x) = 2. 3a oBe XoMeoMOpbU3Me TIPUIIIHO j& JTAKO 3aKIbyIHTH
JIa je TOIIOJIOIIKA eHTPOIIHja je/ITHaKa HYJIH, jep BaXK! OCOOMHA KO]JY CMO ITOMUHHAJIN:

hiop () = sup { huoy (f],,) | n =1},

rae je P, ckyn Tagaka y X ca MUHUMAJHHM IepHOJOM jemHakuM n. Kako ce oBa ocodmHa
He MPEHOCH Ha MOJUHOMHUJAJHY €HTPOIIN]Y, OCTaje MUTAe Jla JIX Ce U OHA MOpa aHyJIUpaTH
3a TadKa-Mo-TavykKa Iepuogndne xomeomopdusme. ¥ Tsphemy JIOKa3aJl CMO JIa
xoMmeoMopduaMu 0e3 JyTajyhux Tadaka Ha JIOKAJIHUM JEHIPUTAMA UMA]y MOJIMHOMUjATHY
E€HTPOINjy jeJIHAKy HY/JIH, & TAYKA-II0-TAYKA MEePUOJUMIHU XOMEOMOPMU3IMU 33 0BOHABAjY
ycio oBe Teopeme. Takobe, modpo mosnara MoutromepujeBa teopema uz [37| TBpau sma
TaYKa-TIO-Ta9Ka TEPUOJINIHU XOMEOMOPMU3MHI Ha TOBE3aHNM MHOTOCTPYKOCTHMa MODPAjy
OUTH TEePUOJMYHU, A CTOra MMajy HOJMHOMUJAJIHY (M TOIMOJIONIKY) E€HTDOIW]y jeTHaKy
uysm. Jlakie, Ha BeJIMKUM KJlacama IIPOCTOPA BarKU J1a je IMOJUHOMUjAJTHA €HTPOINja OBUX
xomeoMmopduzama jeanaka uHymu. llpupogHo ce jaB/ba muTame Ja JiM je OBO YBEK TAYHO,
OJHOCHO /I3 JIK je IIOJIMHOMUjaJTHA €HTPOIINja TadKa-TI0-TadKa MePUOJINIHOI XOMeOMOPdu3Ma
jelHaKa HYJIM Ha MPOU3BO/PHOM KOMIIAKTHOM MeTpUdYKoM mpoctopy. Oarosop je He, jep
cMo y pajy [46] kKoHCTpyHcaau mpuMep TavKa-TIo-Tavka IIePUOIUIHOr XOMeoMopdu3Ma Ha
KOHTUHYYMY, WHCIIMPUCAH KOHCTPYKIUjoM u3 [6], Koju WMa NO3UTUBHY TOJMHOMUjATHY
earporyjy. IlraBumme, 3a cBako a € [0,400] mOCTOjM TAadYKA-[IO-TAIKA I[IEPHOIUIHI
xomeomopduzam f : X — X ma xouruuyymy X, takas ma je hpo(f) = a.

6.1 Tauka-mo-Tauka MePUOANIHN XOMeOoMOpdu3IMu

Hexka je X xommakran merpuuku mpoctop. Kao mro cmo peksn, xomeomopduszam f :
X — X je rauka-mo-Tavka mepuojnyuaH ako 3a cBako r € X mocroju n(x) € N takBo ja
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6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

je fr@)(x) = x. Y Tom cayuajy je Per(f) = X, ma npecimkasame f HeMa syTajyhe Tauxe.

[Tormro moxkemo wanucatu X = | J P,, rae je P, ckyn tadaka y X ca MEHUMAJTHUAM TI€PHOIOM
neN
jeHakuM n, KopucTehu MOMEHYTO CBOjCTBO O-YHUj€ TOIOJIOIIKE €HTPOINje U YHIHLEHUILY I3

je hiop(f, P,) = 0, 3axspyayjemo ga je hio,(f, X) = 0.
ITocToje MHOTM TIpUMEpPH TadKa-MO-TadKa MEPUOJAMIHHX XOMeoMOopdH3aMa KOju HUCY
nepuojnaan. Mehyrum, kaja je X nmosesana MHOrOCTPYKOCT, TO Huje ciydaj (Bugeru |37)):

Teopema 131. Csaxu Wauka-to-Wauka GePuoOguHU TOMEOMOPHUIaM HG TOBE3AHO] MHOTO-
cwpyKocWu je UePUOGUUAH.

JemaH oJ HAJUPUPOJHUjUX NpPHUMepa HEHEPUOJIUTHOT TadKa-II0-TadyKa EePUOTUTHOT
xoMeoMOpdu3Ma jecte Ha JCHJIPUTY.

ITpumep 132. 3a Gouetuak, peyumo ga je Nn—36€39a YHuja n gystcu, 0g KOJUT Ce C6aKe J6e
CERY CAMO Y C80J0] 3GJeqHUYKO] KPAJHO] TAYKU X(.

Hexa je X gengputti gepurucan na caegehu navun: X je ynuja Gpedpojuso mHoio Gpasur
qyotcu Yy pasnu, Upu wemy ce duno Koje gee Cexy camo Y C80Jj0J 3AJEGHUNKO] KPajrb0] TWaKU
Ty, U Wakeuxr ga 3a cearxo € > 0 UoOCWOju HAJBUULE KOHAUWHO MHOTO GYHCU “UJA JE GUAHCUHA
eeha og €. X ce moorce Upegeliasuliu Kao YHuja TPedpojueo MHOTO a,-36e3ga, ige je (an)nen
Hexu cpoto pactyhu Hus3.

Hepunvwemo f : X — X xao pomavujy R, wHa ceaxoj a,-3eezgu. Ha osaj navun
godujamo WaKa-To-WawKa UEPUOGUHHU TOMEOMOPPUAM KOJU HUje TePUOGUUaH.

Cruka 6.1: 5-3Be3na (1eBo) u menjpur X (1gecHo)
YIpKoc TOMe IMITO NPETXOJHU IPUMEP HHUje MMEePUOIUYAH, HHEroBa IMOJMHOMUjATHA
EeHTpOINja je U Jla/be jeHaKa HyJIU, Kao IITO IToKa3yje cjejzehe TBpheme.

Tepbhewe 133. Hexa je X nokasru gengpui u f: X — X Wawka-Go-WawKa GepuoguiHy
xomeomopgpuszam. Taga je hyo(f) = 0.

Jlokas. 3a Tadka-mo-Tadka MepruojndHe XoMeoMopdusme Baxku Jja je Per(f) = X, na f nema
nytajyhe tauake. Kopucrehu Tepheme u3 [nase |5, 3axmwyayjemo ma je hpo(f) =0. O

6.2 TI'smaBHU pe3yJTatu
[T HAM je ma mokazkemo cieneha jiBa TBphemba.

Teopema 134. 3a csaxo o > 2 Goctioju KOHWUHYYM X U WAYKG-TO-TAYKG TEPUOGULHU
zomeomopgpusam f: X — X waxas ga je hpo(f) = +

o
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6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

ITocnemumna 135. 3a csakxo a € [0, +00| Gocwoju Wauka-Go-Wawka TEPUOGULHU TOMEOMOP-
pusam f: X — X wna xonwunyymy X wakas ga je hpo(f) = a.

[Touehemo pasmaTpameM HEIITO OIINTHjer MPOdJIeMa, & 3aTUM KOHCTPYHCATH IIPUMED
KOju JI0Ka3yje raBHy lTeopemy Hanpasuhemo Be3y m3amebhy mosmmHOMUjajiHE €HTPOIUje
n auMmensuje MwuHKOBCKOr 3a creruduaay damuanjy mupocropa. Ja Odmemo omaximaim
n3padyHaBame sep(n,e) u span(n,e), yBOAUMO CIENUjaJHY METPUKY (€KBUBAJCHTHY
eYKJIMJCKO] MeTpuIy) jgeduHucany noMoly mojapHuX KoopamHaTa (110 yriiegy Ha MeTPHKY

nedunncany y [5]).

MeTtpuka

Heka je S' = R/Z. Hedunumunmo dg Ha crangapan nauus. [IpenusHuje, HeKa cy o, €
S', at,s €[0,1) npencrapuuiu ofrosapajyhinx kiaca ekpusajennuje. Tasa je

dis (9, ) = min {|t — 5], 1 — |t — s|}.

Cazna hemo nedunncarn merpuky Ha nucky D. Heka (p, @) o3Ha9aBa mosrapHe KOopiuHaTe

Ha D u meka je x = (pycos(2mpr), p1sin(2mpr)) u y = (pgcos(2meps), posin(2mps)).
Hedbunummumo dp Ha ciegehn HaYnH:

dD(l‘,y) = ‘Pl - Pz’ + min {Plapz}dsl(%, 902)-

Nako mosapHe KoOpJAuHaTEe HHUCY TIJI00AJTHO JAeduHUCaHe, MeTpuka dp je J100po
nedbunucana. 3ancra, Tadka (0,0) (v eykimiackum KoopauHarama) ogronsapa tadku (0, ) y
HoJIapHUM KoopJuHaTaMma 3a cBako ¢ € S'. Ako je z = (0,0) u y = (p2,%) (y nosapuum
KOOD/IMHATAMA ), Tala:

dp(z,y) = p2,

IIITO 3aKCTa He 3aBUCH OJI (.
Tspbhemwe 136. dp je metwipura na D.

Joxas. Ouurnenno je na je dp cuMeTpudHa U HejereHepucaHa. JloKa)kKuMo HejeTHAKOCT
Tpoyria. 3a z; = (p;, i), j = 1,2, 3, }KemMO 12 ITOKazKEMO:

d(z1, ) < d(w1,23) + d(x3, 72),
OJTHOCHO

|p1 — p2| + min{p1, p2}dsi (@1, p2) < |p1 — ps| + min {p1, ps}ds: (1, 3)

6.1 .
( ) + |P3 - P2| + min {p37 pQ}dSl (9037 302)

WzBemhemo j0ka3 pasMaTpameM IOpeTKa Tadaka pi, po U p3. Llomrro je mejequakoct ((6.1)
CUMETPUYHA Y OJHOCY HA p; U P, PA3MATPAMO CAMO IIOJIOXKA] P3 Y OJHOCY HA Py U Ps.
IIpenusnuje, pa3/mmKyjeMo TpU caydaja:

(a) p1 < p3 < p2
(6) p1 < p2 < p3
(B) p3 < p1 < p2
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6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

[TpermocraBumo ja Baxku mopenak (a). Taga nmamo

dp(x1,2) = |p1 — p2| + prdsi (1, 2)
(©)
< |p1 — ps| + s — pa| + p1[dsi (91, 03) + dsi (02, 3)]

(o)
< |p1 = psl + |ps — po| + prdsi (@1, @3) + pads: (92, 3)

©) . .
= |p1 — p3| + |p3 — p2| +min{p1, ps}dsi (01, p3) + min {pa, p3}dsi (@2, ©3)
= dp(z1,x3) + dp(x3, 2).

Hejeanakocr (©) npencraBiba HejeqHakocT Tpoyria 3a |- | u dgsi, nok (&) u () Baxke
300T IIPETIIOCTAB/LEHOT TIOPETKA P < P3 < Po.
Cayuaj (0) camaHO paszmaTpamo:

dp(z1,29) = |p1 — pa| + prdsi (¢1, p2)
< |p1 — psl + |ps — p2| + p1[ds: (01, 3) + ds (92, ¢3)]
<p1 — p3l + s — p2| + prdsi (@1, p3) + padsi (92, p3)
= |p1 — ps| + [ps — po| +min {p1, ps}dsi (@1, ¢3) + min {p2, p3}dsi (p2, ¢3)
= dp(x1,23) + dp(T3, T2).

Heka je casa pacniopen kao y (B), OIHOCHO HeKa je p3 < p1 < po. Tama Hejemnakoct ((6.1)
rmocraje:

p2 = p1 + pidsi (01, 02) < p1 — p3 + padsi (1, 93) + p2 — p3 + padsi (93, p2),
WA, eKBUBAJIEHTHO:
p3 (2 = dsi (01, @3) — dsi (03, 02)] < p1 [2 = dsi (01, 02)] -
Ilocenmma HejeTHAKOCT OYUTIIETHO BaXKH, jep:

p3 < p1,  dsi(@1,92) < dsi(@1,93) + dsi (@3, 92) < 1< 2.

[
Tepbhewe 137. dp je (WotGorowky) eKEUBAAEHTUNA CTLAHGAPGHO] CYKAUJCKO] METLPUUY df .

/loxas. TlokazaheMo /1a cy KOHBEPreHTHU HU30BU Yy j€JIHOj METPUIM TakKohe KOHBEPreHTHH
y Jpyroj, ca WCTOM TPAHWMIHOM BpemHOmny. AKO ce TpaHWYIHA BPEIHOCT T PAa3JINKYyje
0J, KOODJIMHATHOT TOYeTKa, W3BOJMMO 3aKJby4YaK JIUPEKTHO, jep je KOODJAMHATA (¢ J00PO
JneduHrcana Kao HeNpeKuIHa PYHKIMja eyKIUJICKIX KOOPAMHATa y OKOJIMHU Taduke . Heka
je x, = (pn,Pn) HU3 KOJjU y E€YKJIMJCKO] METPHUIM KOHBEPIHpPa Ka KOOPIMHATHOM IIOYETKY.
Tama mmamo

dp(z,,0) = p, >0, n— occ.

ObpuyTo, u3 |p,| < dp(z,,0) nodujamo apyry HEjIHAKOCT. O
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Adnmen3uja MuHKOBCKOT

Heka je (X, d) komnakran merpudku mpocrop u Heka N (A, ) o3HauaBa MuHIMAIAH OpOJ
OTBOPEHUX JIONTHU MOJYIPEYHUKA 0 MOTPeOHUX Ja ce MOKpHuje KommakTan ckynm A C X.
Humensuja Munkosckor ckyna A nedunnine ce Ha cienehn HaquH:

. . log N(A,0)
dimg(A4) = limsup ——————=.
6—0 log (1/ 5)

Humensuja MUHKOBCKOr MmpeJicTaB/ba HAYUH J0JIe/bUBAIHA JTUMEH3Hje ITPOCTOPUMA KOjH
HEMajy JI00pPOo JedrHICaHy IUMeH3Hujy v yoomdajenom cMucay. CTaHgap/iaH je pesysrar j1a je
numen3uja MUHKOBCKOT n-IMMeH3NOHAJIHE TOIIOJIONIKE MHOTOCTPYKOCTH jesHaka n. Jlakie, 3a
IIpaBUJTHE IIPOCTOpe JuMeH3nja MUHKOBCKOT ce TIOKJIala ca yoOm4ajeHuM II0jMOM JTUMEH3H]e.

Nzpagynahemo mumensujy MUHKOBCKOr CKyIia y HapeIHOM IIPUMEPY, HE CaMO JIa OUCMO
IMOKa3aJIM KaKo ce padyHa, Beh u 3aTo mTo he Ham Outn moTrpedHa y JoKa3y riaBHe Teopeme

134

IIpumep 138. Heka je ap = ﬁ, 3a nexo a € R, a > 1. Taga je gumensuja Munroscror

exyua A = {ay, | k € N} UO jegrara .
Hajupe hemo gokasatuiu ga je dimg(A) > 1/(a+1).
Kaxo je (k+ 1) — k* = o€}, 3a nexo & € (k,k + 1), pazaommwenu geo {-} otparuuen,

xao u o« > 1, umamo ga eaotcu:

[(k+ 1)) = (k] = (k +1)° — K — {(k + 1)} + {5}
= agp™ — {(k+ 1%} + (k)

m)aka—%

Kaga k — 00, Ige ~ 03HA4A6a4 ACUMUTLOTICKY EKBUBAAEHUUTY J6a HU3A.

Payyramo
[(k+1)%] —[k*] kot a
ap — ak—l—l = ~ =

e+ DTl ™ R T R

xaga k — oo. Hsabepumo ko € N waro ga 3a k = ko sasrcu

(0]
ka+1'

1
p — Aj1 = 5

Saxwyuyjemo ga 3a k = ko u ceaxo € > 0 umamo:

(6]
ka+1

=2 =  ap— Qg 2 E,

uAU, exeusaseHiUHo,

ke [ko, (a/2€)o%+1] = Ay — Qpi1 = E.

IIpema twome, TotwpedHo je Hajmarbe

[(a/zg)a%l} ~ k

UHTWEPBAAQ §a ce ToKpuje Togckyt
{ak ke [ko, (a/zg)ﬁ]} C A
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Ogasge caegu ga je N(A,e) > [(a/25)%+l} — ko, wa je

log ( [(a/2e)5 | — ko
dimp(4) > fimy <[ log(l/e)} > - a—ll—l'

Caga orceaumo ga oyenumo dimpg(A) ogosio. 3a durcuparno € € (0,a/2) nexa je ki :=
1
[(2“—&) ”*1]. Crytu {ay | k < k1} wmoorce ce tokputuu ca ki unmepsana. Ilowwo je [x] > /2 3a
x > 1, saorcu ga je:

1 1 <2e>ail
ag, = o < o o =2 — .
[(g)a 1] (_)a+1 o

o2(2)]

g(z)a%

6]

HUnitiepsan

MONHCEMO UOKPUWU CG

1
+1=cla)e a1 +1
£

unimepsana gyscune €, 1ge c(a) 3asucu camo og o, a ne og . Ogasge 3axmyuyjemo ga je:
N(Aje) <k + c(a)s_#l +1
1
Q\ at1 1

< (—) cla)e o+t +1

< (52) 7 el +
1

=c(a)e o 4+ 1.

Zaxae, godujamo:

log N(A 1 -2 41 1
dimp(A) = limsup og—(,e) < limsup og(ci(a)e™a+1 +1) _ '
e—0 —loge cs0 “loge a1

Tepbhemwe 139. Hexa je A C [0,1] xomuaxman cxyu wakas ga 0 € A. Osznavumo ca D,
JEGUHUMHU GUCK Y TOPUSOHTLAAHO] PABHU HA BUCUHU G, 6 ca I seplliukainy gyotc Koja Tose3yje

X = (UDQ)UI,

acA

uentpe ceuxr guckosa. Hexa je

ca metmpurom d gePurucarnom na caegehit, Hawum:
d((.T, al), (y7a2)) = dD(a:?y) + |a'1 - CL2|.

Hedpurnuwumo apecaurasare f: X — X ga dyge potiauyuja 3a yiao a na ceaxom gucky D,
a#0, flp, := Ra, a ugentuuro upecaukasarve na I u Do, f|; :=1d;, f|p, := Idp,. Taga je
hpot(f, X) < dimp(A).

IIpe mero mro npehemo Ha JI0Ka3 oBor TBphema, popmynucahemMo m goKa3aTU MOMONHY
JIeMY.
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Jlema 140. Hexa cy D, u D, jequruunu guckosu wa sucurama a u b pectiexliueHo, mWaKeu
ga je la —b| < 5=, 3a nexon € N ue < 1. Axo je cxyu S = (v1,a),(22,a),...,(x,,a) 5-
mpeotca 3a guck D, y metpuyu d, Wwaga je uctiv ckyt S e-mpesica 3a D, U Dy y gunamuuroj

metmpuy df.

/oxas. Kako je f poranmja Ha cBaKOM JUCKY, & CAMUM THM HU30METPHja, OAMaX BUIUMO JIa
je ckyn S S-mpexa 3a D, u y qunaMuykoj Merpuny. /la ducmo jokasasm oBy JieMy JJOBOJHHO
je 1a okaxkeMo Ja 3a csako (y,b) € Dy, nocroju (z;,a) € S Takso mxa je df ((y,b), (x;,a)) < €.

Osmauanmo ca S' = {(z1,b), (z2,b), ..., (xp,b)} C D} cxyn tagaxa ma aucky D Koje nMajy
UCTe ToJIapHe KOOPJAMHATE KAao Tadke u3 S, ca jeJINHOM PA3JIMKOM y BUCHUHU Ha KOjOj JI€¥Ke.
Jacno je na je, kao n 3a quck Dy, S” 5-mpezka 3a Dy. Ha ocnosy Tora nocroju (z;,b) € S’ Takso
g

na je d((y,b), (z;,b)) < 5, u monoBo, nomro je poranmja msomerpuja, di ((y,b), (z;,b)) < £.

Cama, kopucrehu HejeIHAaKOCT TPOYIJIA, JT00MjaMO

di((yv b)v (a}iv a)) < di((yv b)v (:Uiv b)) + di((xb b)? (zb a)) < g + di((xiv b)> (xb CL))

Hoka3 je 3aBpmeH ako nokaxemo ga je df((z;,b), (z;,a)) < £. Homro je |a — b] < =,

mmamo Ja je d((z4,b), (75,a)) < 5. Takobhe, poTamuja e Mema pacTojame TadKe T; Of] HEeHTPa,
JTMCKa, TTa CaMO MPOMeHa YTjIa yThute Ha MPOMeHy JUHAMHUYKOr pactojama dif ((x;,b), (z;,a)).
Haxkuite, 3a cBako k € N:

d(fk(fﬂi,a)a fk(f%b)) = dD(fk(xha)a fk(ﬂcz‘,b)) +la—b] <0+1-dsi(ka,kb) +[a— bl

Kaxo je ¢ < 1, omxocHo €/2 < 1/2, makcumanno pacrojame dp(f*(z;,a), f¥(x;,b))
rnocTmke ce 3a k =n — 1. Y Tom ciry4dajy je:

A (4 (w1, ), £*(:,8)) < dss (b, kD) = ds (0, Kla = b)) < (n = 1)

n
Konauno, Bugumo nma je:

d((i,0), (z:,0)) = max_d(f*(zi,a), fH(zi,0) < (n— 1)+ - = =

0<k<n—1 2n  2n 2

Hokazxumo cana Tepheme [139

/lokas. Mozxkemo KoHCTpyHcaTu §—Mpexy S, y Merpuiu dp, 3a ceaku jquck D, C X, Taxo

Jla TAYKe y CBAKOj MPEXKU MMAajy MUCTe MPBE JIBe KOOPJIMHATE, Al Ce HaJla3e Ha Pa3IuIuTUM
sucunama. Osmadammo ca Np(5) Xapaunamnocr Takse mpeke. Osmaummo ca N (A, 5-)
MIHEMaIaH Opoj oTsoperux jont Bj, 1 < j < N(A, 5), TOIyIpednnka ;- TOTPeOHHX J1a
ce nokpuje A.

3a cpako j, 1 < j < N(4,5;), nzadepumo jeano a; € B; m pasMOTPHMO KOHCTPYHCAHY
S-Mpexy y merpun dp Ha aucky D,.. U3 mperxomne jieme caeam Ja je 3a CBaKO j, CKyII
S,; e—Mpexka 3a yHujy quckoBa Dg, a € Bj, y TUHaAMUYIKO] METPHITH d!. Baxmyayjemo na he
yHIja OBUX MpexKa OUTU €—MpezKa 1eJior IpocTopa X y OJIHOCY Ha JUHAMUYKY MeTPHKY df.

CxomHO ToMe, 0dumn cMo (1, €)-pasanubyhn ckym 3a X u 3aro je

span(n,e) < Np (g) N (A, %) )

73



6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

[Ipumerumo ma Hucmo nmokpun meo . Mehyrum, f je nmenTndko npecinkaBame Ha [, Ta
KapMHAJIHOCT (n, £)-pasanumyher ckymna Ha I He 3aBUCH OJ N, U CAMUM THM HeMa yTHUIaja
Ha BPEJIHOCT ITOJMHOMUjAJTHE €HTPOIIHjeE.

Cajia MO2KEMO J1a 3aKJbYUNMO 13, BAXKH:

hpot(f) < limlim sup log (ND (5) N (A7 %))

e=0 nstoo logn
log Np (£) +log N (A, =
= lim lim sup & D(2) & ( 2")
=0 nostoo logn

log N (A, =
= lim lim sup M
=0 nsioo logn
log N (A, =
= lim lim sup %
e=0 ptoo log (?n)logggg—")
log N (A, =
= lim lim sup w
e20 notoo  log ()

. log N(A,d)
< liml —_—
250 50T log(1/0)

]

Tephewe 141. Hexa je (ap)ren Hu3 passuvutiux eaemenatia ui [0, 1] xoju xonsepiupa xa
nyau u nexa je A = {ap | k € N} UO. Osnavumo ca D, jegunuunu guck wa 6ucunu a, a
ca I sepmiuxarny gyorc Koja tosesyje uentpe ceur guckosa. Hexa je f : X — X powmavuja
3a ytao a na ceakom gucky Do, a # 0, f|p, = R,, a ugentwuvro upecruxasarse na I u Dy,
flr:==1dy, f|p, :=1dp,. Hexa je (6. caury[6.3)

X = (U Da) ul,
acA

ca metpurom d gepurucarom wa caegehu Havum:

d((z,a1), (y,a2)) = dp(z,y) + |a1 — azl.
Taga je hyo(f) = dimp(A).

Jlokas. Moxemo mupernocraButu jga je (ay) crporo onanajyhinm (y cympoTHOM MOXKeMO
npenmMenosaru Hu3). Takohe mpermnocraspamo fa je |ajy1 — aj| < 1/2 (axko Huje, ogdanumo
KOHAIHO MHOTO YJIaHOBA TaKO Jla 0Baj ycaoB Oy/e ncnymbeH). Heka je €9 € (0, 1/2) dukcupan.
Heka je Y :={y1,..., 4.} C D\ {0} ckyn Makcumasne KapJAuHAIHOCTH 3a KOjU BaXKMU:

i#j = dp(yi,y;) = €o-

3a a € A neka je:
Y, =Y x{a} C X.

Kako je f porammja Ha cBakoM Jucky, cBaku Y, je (n,eq)-pasaBojen, 3a cBako n € N.
OsHaumMo ca py MEHIMAJIHY eyK/INACKYy HOpMy Tadaka y;, j € {1,...,r}.
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6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

Casa dukcupajmo
(6.2) e < min{egg, po/2},

n € N u nzadepumo {z1,...,2,} C A kao €/((n — 1)py)-pa3nBojen ckyn y A Makcumasime
KapauHagHocT. leduHummmmo

S:=S(n,e) =V,
j=1

Tepaumo na je S (n,e)-paznBojen ckyn. Heka cy p = (z,a), ¢ = (y,b) € S. Ako je z # y,
Ta 1A je:
d(p,q) 2 dp(z,y) 2 €0 > €.

Axo je x =y = (p, ¢), Tama BaxKm:
d(f7(p), F(q)) = la = bl + pds: (¢ + ja, o + jb) > podsi (ja, jb) = pods: (0, jla — b]).
Ha ducmo 3akspyuman ga je S (n,e)-pasasojen, npumenuhemo cienehy semy Ha o =
la — b|.
JIema 142. 3a o € (¢/((n — 1)po),1/2) wocwmoju j € {1,...,n — 1} waxeo ga sasrcu:

ds1 (0, ja) > =
Po

Jlokas. Ako je a > e/pg, roroBu cmo. Ako je a < €/po, Taga, momro je €/py < 1/2 (B. (6.2))),
UMaMO

ds: (0, 2cr) = 2a.

Axo je 2a0 > €/pg, roroBu cMo. ¥ CympOTHOM, ITOHAB/BAMO HCTH Kopak. Kako je aw > ¢/((n —
1)po), Jtlema cesu. O

Hacrasmamo nokas Tsphema (141 Kaxko je {z1,...,2m} €/((n — 1)py)-pasasojen ckym y
A MakcuMaJIHe KapUHAJHOCTH, BaxKH Ja je:

S| =m-r>mz=N(A¢e/((n—-1)po)),

rie, kKao u panuje, N(A,d) o3HaYaBa MUHIMAJHY KapMHAJTHOCT d-Mpexke cKyma A.
S je (n,e)-pa3nBojeH CKyII, 1A BarXKu:

sep(n,<) > |S| = N(A,/((n —1)py)),
U IIpeMa ToOMe

1 log N(A -1
lim sup 085PE) o log N(Aye/((n = 1))
n—0o0 logn n—00 10g?’L
1 —
= limsup og N(4,e/((n -1
n—00 log((n — 1)p0/€
= lim sup log N(4,e/((n —1
n—o00 log((n— 1)p0/5
 manp PEN AU
n—+00 IOgTL
™ i s log N(A,§)
50 log(1/6)

po)) log((n—1)po/c)
logn

Po))

~— [ — — [ —
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6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

OdjacHUMO 3aIITO BayKu jemaHakocT (k). [opmu JmMec 1o HEMpeKWIHO] IPOMEHJbUBO] je
yBek Belin win jesHak o1 ropmer Jimmeca 1o Hekom Husy. [lokazahemo apyry (Herpusujasmy)
Hejeqaakoct. Heka je Hus (,)neny Takas ja x, — 0 u

log N(A,§) . logN(A, z,)

limsup 2\ 08N Tn) _ qinp(A4).
MMSUp ) T A Tog(1/my w4

Heka je m,, € N rakas na

o]

T, € — .

m, +1 m,

Ounrnentno m, — 0o, kKaga n — oo. Pyukmuja § — N(A,J) je onanajyha, a logx pacryha

dbyHKIHja, 118 MOXKEMO 3aKJ/bYUHUTH JIa BaXKU:

log N(A,1/m,,) < log N(A, x,) . log N(A,1/(m, + 1))
log(m, +1) — log(1/z,) log m,,

(6.3)

s m,, — oo umamo

. log(m, +1) . logm, +log(1+ 1/m,)
lim ———= = lim
n—oo  logm, n—o0 log m,,

=1

Y

U IIpeMa TOMe
log N(A,1/m,, log N(A,1/m,, . log N(A, 1 nt+1
lim sup og N(4,1/mx) = limsup og NV /1) = lim sup og N ( /(mn + ))

n—r00 log m, nosoo  log(m, +1) n—r00 log m,,

n—oo

Ako myctumo lim sup y 1) J1001jaMo:

Jitn sup log N(A,1/m,) lim log N(A, z,)

= = di A).
DD g, e log(1/ay) ()

Caja (*) cire/ M3 IUBEHUIIE J1a
log N(A,1/m,,)

log N(A,1
lim sup log N(4,1/n) > lim sup .
n—00 log n n—00 log my

O

Ha xpajy oBor ojzespKa mpeacraBuheMo cienehu pesynrar, Koju HpeacTaB/ba YOIIITEHE
Tephema 3.3 y [6].

Tepbewe 143. [locwioju xomeomoppuszam [ : X — X na xowwunyymy X woju nuje
eKBUHETPERUGA U Koju je Wakas ga je hpo(f) = 0.

Joxas. Ilpumenuhemo Tepheme n Tepheme 3a ofrosapajyhe mzadpan Hus (ay)ken,
ap = ﬁ nA=ay|keNUO. Heka cy f u (X,d) kao y Tsphemy (139l dokaxkumo npso ja
npec/nKaBame [ HUje eKBUHEIPEKUIHO.

1

Hexka je % > ¢ > 0. 3a upousBosbHO § > 0, uzadbepumo ky Takas 1a je o] < 0 u 1a je

[e*0] mapan 6poj. Ako yamemo mse Tauxe p(1,0,0) u (1,0, ﬁ), Taga je d(p,q) < 0. Yammumo

n= MTO] Tama

ro=r o= (15 ) = (L)
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6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

na umamo ga je d(f"(p), f"(q)) = % + [e’%o] > €.
Ha ducmo mokazamu ga je hpo(f) = 0, moBosmmo je nokazaru ga je dimp(A) = 0, 300r
Tephema [139] Heka je ¢ > 0. SBanumajy nac ornu k € N 3a koje je ap < €.
1 k
ap = E <E <— [6 ]
Kako je [x] > £, umamo za je [e¥] > % > 1, a nocieama HejeHakocT Baxku 3a k > log 2.
3akpyuyjemo Ja 3a k > log% eJIEMEHTHU @ TPHUIAJAjJy JIonTu ca IeHTpoM y 0 m
HOJIYIPEIHUKOM €, T1a ce A Moxke nokputu ca [log %] + 1 jionrru. Cajta MOKEMO U3padyHATH
numMensnjy MuHKoBCKOr ckyma A:

log N(A 1 log 21 + 1
dimp(A) = limsup 22V AE) ) loslos i D)
e—=0 —loge . —loge

doka3 rsraBHOTr pe3yJiTara

Hokaxkumo Hajupe Teopemy (134, Heka je ap = ﬁ, 3a HekO @ € R, a > 1, w A =

ar | k € NUO. Heka je Dy jeHUYHN IUCK Yy XOPU3OHTAJIHOj PABHU HA BUCHHU ay, Dy je
jenmuaTYHN MUcK y paBHU 2 = 0, a [ je BepTUKaJIHA YK KOja MOBE3yje IEHTPE CBUX JTUCKOBA.

Taza je (B. cauky [6.2)):
X :=DyU (UDk> Ul

keN

I
)

Cauka 6.2: I[Ipocrop X

Hexka je R,, : Dy, — Dy poranmja. Hedunumemo cama xomeomopduzam f : X — X Tako
nma je flp, == Ra,, flr == 1d; u f|p, := Idp,. OBo je 3amcra Tadyxa-mo-TadyKa IEPUOIUIHO
IpecuKaBaibe, a cajga hemo ce ysepuru na je hy(f) = a+r1

Uspaaynaaun cmo qumensujy MuHKOBCKOT ckyma A = {ﬁ | keN } U0 y [Ipumepy (138

modmwin na je dimp(A) = a+r1 Cana, kopucrehn IIporosumnmjy MMaMO 18, BasKu:

1
a+1

hpol (f, X) < dimp(A) =

7



6.2. I''IABHU PE3YVJITATHU

Ha canvan maunn, kopucrehn [Ipomozunujy (141 nodmjamo na je:

hpa(f) = dimp(4) = ——.

[Ipehumo cama na jokas [locreure (135 Hajupe, neka je a # +o00. Kao mro cmo Buenn,
ako je a € (0,1/2), nocroju Tauka-mo-tadka nepuoaudHu xomeomopduzam f : X — X Ha
KOHTHHYYMY X TakaB Ja je hpo(f) = a. Jodujamo ra ysumamem o = % — 1 y IIpumepy (138
Takobe, yaumameMm f kao y mokazy lIpomosumnmje m nobujamo hpo(f) = 0.

[Ipumernmo na, ako cy f,g : X — X Tayka-1o-radka MePUOJUIHA XOMEOMOP(MU3MHE, Taja
je fxg: XxX — X xX rakobhe TadKka-1mo-TadKa mepuoanIHn xoMmeoMopdusaM u hy(f X g) =
hpot(f) + hpoi(g). JacHo je ma MozkeMO y3eTn KOHaUaH IPOU3BOJ, O | IPECINKABAIbA U JTOOUTH
hpot(f1 X fo x ... X fi) = hpa(fi) + ... + hpa(fi). Ha oBaj Haumu MoxKeMO KOHCTpyHCATH
TAYKa-TI0-Ta4YKa MePUOJIMIHI XOMEOMOP(dU3aM ca MPOU3BO/LHOM KOHATHOM ITOJTMHOMUjAJTHOM
€HTPOITIjOM.

Ha kpajy, KOHCTpYyHUIINMO KOHTUHYYM X M TavKa-Io-TadKa MePUOJUIHA XOMeOMOpdu3am
Takas 1a je hyol(f) = +00. Heka je (X, p) KOMIAKTAH METPUYKH IPOCTOP U fr, : X, — X,
TaYKa-II0-TadKa MIePUOJIMIHA XOMeoMopdu3am ca dap jeTHOM (PUKCHOM TadKOM P, U 3a KOjU
je hpoi(fm) = m. Ilpumepa pajm, MOXKEMO y3€TH IPOCTOP KOJU CMO YIPaBO KOHCTPYHCAJIN
y Tlocsreuru Hedunumumo HOBY MeTpuky d,, Ha X, ca d,(x,y) = 1/mpn(z,y) u
npoctop X Kao Oyker mpoctopa X,,. [Ipenusunje:

)
X = |_| Xm/ ~, rae  Pm ™~ Pn
m=1

3a cee m,n € N. Caga moxemo na nedunumemo d Ha X Ha crapmapaan Hadnd (. [15)]):

d(r.y) = dm (2, 9), z,y € X
v A2, pm) + du(Y,Pr), T € X0,y € Xone

HupekTHO ce nokasyje na je nupocrop (X, d) KOMIAKTaH METPUYKH IIPOCTOP U Jia Ce CBaKU
X, MOXKe UJeHTUMUKOBATH Ca CBOJUM 3aTBOPEHMM TIOJICKYTIOM (IIa MOXKEMO CMATDPATH Ja je
Xm C X).

Hedwurumumo f: X — X Ha npupogan HAYWH:

f|Xm = fm-

JIako je Bumernu ga je f xomeoMopdusaM KoOju je Tauka-mo-radka mepuoandan. Kako je cBaku
X,, f-uHBapujanTaH, UMaMO J1a BayKu:

hpol(f) P hpol(f‘Xm> =m,

3a CBaKO M, ofakJe ciuenn aa je hyo(f) = oo.

OBuM je KOHCTPYKIIHja TpUMepa 3aBpIleHa, a TuMe u jgoka3 [locaemaure [135

[ToxceTnmo ce ma TavKa-1o-TavKa MePUOINIHA XOMEOMOPMU3IMHU HA JIOKAJTHUM JIEHIPUTIMA
nMajy noJamHOMHjajaHy eHTponujy jeanaky (. Moxkemo ce 3amuratm J1a JU  IOCTOJU
jeTHOTMMEH3NOHATHY KOHTUHYYM X TaKaB Ja TAYKA-I0-TAYKa MIEPUOIUTHNA XOMeoMopdu3am
f X — X unax nma mo3uTUBHY MOJMHOMUjAJIHY €HTPOIIU]Y.
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I'maBa 7

IlonmuHOMMjaJIHA €eHTpPOoIja Ha
XUIIEPIIPOCTOpPUMAa MHTEpPBaJia U Kpyra

VY oBOM mornaBby m3padyHaleMo IOJHHOMHIjAJIHY €HTPONHjy Ha Xumeprpocropuma 2%,
F.(X) n C(X) y caydajy Kaja je npeciukaBare Ha OA3HOM IIPOCTOPY XOMeOoMOpduzam
WHTEepBaJa, OJJHOCHO KPyTa, IOoJI oApeheHnM IpeTnocTaBKaMa. [JIaBHE pe3yiaraTu cajprKaHm
cy y cuaenehum reopemama u objasibern y [43|, anmu hemo ux jomyHuTH U Caydajem Kaja
HesyTajyhu ckyn Huje obase3no koHadan ([42]).

Teopema 144. Hexa je f : [0,1] — [0,1] xomeomoppusam ca ronawnum weaywmajyhum
cxytom. Taga je hpot(C(f)) = 2, hpot(Fu(f)) =n u hpa(27) = 0o.

Teopema 145. Hexa je f : St — S' xomeomopdpusam ca xonaunum weaymajyhum cryiom.
Taga je hool(C(f)) = 2, hpat(Fu(f)) = n u by (27) = o0,

Kako ducmo morm ja KopuctumMo pesyirrare u3 [ase [2] HEONXOIHO je Ja yCTAHOBUMO
na cy ckynosu NW(C(f)) u NW(F,(f)) saucra xonaunu. majyhu y sugy na je hpo(f™) =
hpot(f), 3a cBe m € N moxemo npermocrasutu ga je NW(f) = Fix(f).

Tepheme 146. Hexa je f : [0,1] — [0,1] wau f : S* — S' momeomoppusam wakas ga je
NW(f) = Fix(f) xonauan. Taga cy NW(C(f)) = Fix(C(f)) u NW(F,(f)) = Fix(F.(f)),

n > 1 waxohe xonauru.

Jlokas. Jlokazkumo 1pBO TBpherbe 3a C’( ), f:]0,1] — [0,1]. Ckyn Fix(C(f)) je xonauan
jep ce cacroju ox muTepBasa [a,b] C [0,1], tae cy a,b € Fix(f). Ilpumernmo na ycios
NW(f) = Fix(f) nmminnupa na je f pacryha. ¥Yeek Baxku na je Fix(C(f)) € NW(C(f)).
ITpernocrasumo ja nocroju [z,y] € NW(C(f)) \ Fix(C(f)), mro 3maun ma dap jemam of
KpajeBa HHuje uKcHa Tauka npeciukaBama f; Heka je To x ¢ Fix(f). Kako je NW(f) =
Fix(f), u3 Tephema [L3| cienu na nocroje a,b € Fix(f) (Moxaa u jennakn) Takeu 1a je

ff(z) = a, fFy)—=b, k— oo

Hexka je € < d(w,a)/2. 3a k > ko, vae je ko moBo/sHO Besnko, Baxku ja je d(f*(z),a) < e,
d(f*(y),b) < &, na umamo

dir(C(N)* ([, 9], [2,9]) = du(la, 8], [2,y]) — du (C()*([2, ), [a. b])
>

dy
d(a,z) —e > e.
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7.1. X =[0,1]

Kopucruaun emo ga je dy([a,b], [z,y]) = max {|a — x|, |b — y|}.

Hoxkazxkumo cazia Tpheme 3a F,(f), npu gemy je f : [0,1] — [0, 1] pacryha dyukuuja (axo
je onayajyha, Moxkemo nmocmarparu f2, Wim u3BeCTH J0Ka3 IUPEKTHO 3a onajajyhe f). Ckyn
Fix(F,(f)) je konauaHn, jep ce cacroju o ejgemeHara ooymka {x1,...,x;}, | < nux; € Fix(f).
[Tocmarpajmo ckyn A = {xg, x1,..., 2}, A € F,([0,1]), auju dap jeman exement xy (y3mMumo
HajMabl TaKaB aKo WX MMa BUIle) Huje pUKCHA Tavuka npeciankasama f. Kako je xg ayrajyha
TadKa TpecIuKaBarba f, MOCTOju mheHa okommHa U 3a Kojy Baxku ma je fX(U)NU = 0, 3a
cee k > 1. Jacno je ma nocroju oxosmnua ox A y F,([0,1] xoja je sayrajyha, jep moxkemo
uzadparu oxomuny Uy = (U, Uy, ..., U;) N F,([0,1]) 3a kojy je (F,)*(Ua) N U = 0, 3a cBe
k > 1. Ilorpedno je ma mzadepemo na cy U; moBosbHO MaJie 1a He ceky U, a Kako je f pacrtyhe,
okoyimua U, He MOXKe J1a ,,ce BpaTH WU IIpecede camy cede.

Jlokasu 3a Kpyr ce u3Bojie aHAJOTHO. MoOKeMO TpeTHocTaBuTH Jjia f dyBa OpUjeHTAIH]y,
jep mpenazak Ha f2 He Mema IIOJUHOMHUjaJIHY €HTDOIH]y, Yhje je M3padyHaBaibe 3alpaBo
IJb. ]

7.1 X =10,1]

Y oBoM oziesbKy hemo jokazaru Teopemy (144 Heka je ckyn NW (f) konayan u I := [0, 1].
Mozkemo 1a mpernoctasuMo ja je f pacrtyha, jep ako nuje, onga f2 To jecre. Mspadynajmo
HNOJIMHOMUjAIHY eHTporujy npeciukasama C(f).

IIpocrop C(I) MmoxkeMo meHTU(DUKOBATH Ca CKYIIOM

{(z,y) €[0,1*|0< 2 <y < 1},

3a KOjU BUJIMMO Jia je Topwu Tpoyrao A y ksagpary [0, 1]x [0, 1]. Xomeomopduzam ¢ : C(1) —
A je nar ca ¢ : [z,y] — (z,y). IpeciukaBame C(f) je koHjyrosano ca f x f|4 momohy ¢, rme
je

fx 10,1 [0,1] = [0,1] x [0,1],  (f x f)(z,y) = (f(2), f(y))-

Osuaunmo gowu tpoyrao y [0,1] x [0,1] ca B. Kako cy A u B 3arBopenu u f X f-
UHBApPUjaHTHU, IMaMO J1a je

hpol (f X f) = max{hpo(f X fla), hpot(f X f|B)}-

Ca zpyre crpamne je
hpo(f % f) = 2hpol (f)-

Kako cy f x f|a u f X f|p Tonononkn exkBuBasteHTHN cucreMu (Ipeciaukasame (2,y) — (y, x)
peaJsin3yje KOHjyraiujy), BayKu ja je

(7.1) hpa(C(f)) = 2hpol(f)-
Mozkemo 3akspyanTs 1a je hyo(C(f)) = 2, nakon mro mokaxemo ga je hpo(f) = 1.
Heka cy 0 = py < p1 < ... < pr = 1 ¢dukcae rtauke. [Ipumenuhemo cBojcTBO

HosIHOMUjasIHe enTponuje hyo(f) = max; hyol (f|[pj71,pj]). Nmamo ga je hpol(f|[pj,1,pj]) > 1,

jep flip,_1.p;) MMa Bap jeamy mayTajyhy Tauxy (. Tpre}be. CrynY = (pj—1,p;] je flp,_1.0-
WHBapUjaHTAH W CAJIPKU TadHO jeJIHy HeayTajyhy Tadky. /lakse, Ha ocHoBy Ilocsemurie
U IMEbEHUIlE Ja f IMa caMo jelHy CHHIYJIapHYy TadKy Y [pj_1,p;], Aodujamo:

Ppol (f|[Pj—17Pj]) = max {hp01 (f’[Pj—thU (pj*bpj]) s ol (f‘{Pj—l})} < L
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Hokaxumo cama ga je hpo (Fn(f)) = n. Kako cy f*" = f x ... x f u F,(f)
HOJIyKOHjyroBauu 1peko 7 : I" — F,(I):

T (T, ) = {x, . T )
nMaMo Jia je
(7.2) hpot (Fa(f)) < hpot (f*") = n.
CaJia JKeJImMo Jla TIOKayKeMO ODPHYTY HejeHAKOCT. 3a mepMmyTanujy o ckyma {1,...,n},
JneduHUIIIMO
AU = {(.CCl,. .. ,xn) el ‘ Ls(1) <. < 'CCU(”)}'

ITpumerumo na je I" =J, A,, a ma cy csu A, f*"-unBapujanTtHu, a je
Ppol (an) = mftX {hpol (an’AJ)} .
Kako cy cBu f*"|4, mehycodHo KOHjyroBaHu, UMaMo Ja je
hpot (F*"[4,) = Ppar (F"4,)
3a CBaKe JIBe MEpMYyTallfje o U p, Te je CTOTa

hoot (F*"|4,) = max {Ppot (f*"[4,) } = hpot (f*") =1,

3a CBE 0.
Hedururmmmmo:

AA(n) ={(z1,...,x,) €I" |21 < ... < 2}
A, I) :=={{z1,...;z € F(D) |21 < ... < xn}.

Kana me mocroju pusuk of 3adyne, nucahemo ckpaheno ;1(71) = ;1(71, I). Ako je n = 2, noka3
je 3aBpmien, jep je 7 aw) : A(2) — F>(I) xomeomopdu3zaM KOMIAKTHHX CKYyIIOBa, I1a, je

hpot (F2(f)) = hpol (fX2|A(2)) = 2.

3a ciy4daj Kaza je n > 2 morpedHa HaM je cieaeha momohHa jgema.
JIema 147. Hexa je Fix(f) = {0,1}. Taga je hyo (Fn(f),;l(n)> =n.

Ocrarak jokasa ciaequ gupextso us Jleme [147) 3ancra, axo je Fix(f) = {0,1}, raga
BayKU:

o (Fu() = o (Ful): A)) = B s (o)) = .

Axo je Fix(f) = {0,p1,...,pk—1,1} upm aemy 0 < p; < ... < pp_1 < 1, nedburnmmmo

T:= {{33‘1, .. .,JIj} ’ ] € {1, e ,7’1,}, xT; € [0,]?1]} C Fn(I)
u upuMeHumo Jlemy Ha f|j0p,]- Kako je ckyn T' F,( f)-unBapujanran, 3ak/bydyjeMo Ja je
hpol (Fn(f)) = hpol (Fn(f)|T) = hpol (Fn ((f|[0,p1}))) = hpol (Fn ((f|[0,p1})) ;A(n, [Oapl])> =n.

Opnasze u u3 ([7.2) podujamo hpo (F,(f)) = n.
IIpeocraje Ham ma mokaxkemo nomohny Jlemy [147}
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Jlokas. Ilocmarpajmo cienehn mokpusad ox A(n):
o A(n):={(z1,...,z,) €I |2y < ... <z}
o Ai(n) ={(x1,...,xp) €I |1 <...<zj=xj11 <...<2,},3aj=1...,n—1

Ounrnenno je ma cy E(n) u A;(n) f*"-unBapujantau. Jakie, Bazku
hpot (f*™) = hpot (f*"[a(n)) = max {hp01 (f”‘; f‘i(n))  Mepo (fX”IAjm))} :
Ipumerumo ja je f*"|4, () Konjyrosan ca f*" D] ,,_q), ma je
hpot (" |a;00)) = hpor (f* D |ag-y) =n — 1.

Kaxko je hpol (f*™) =n 1 hpol (fX”|Aj(n)) =n — 1, 3ak/pydyjeMo na je hyol <fX”; Zl(n)) =n.
Youumo na je B R
7r|;1(n) : A(n) — A(n)

xoMeoMopdu3aM KOju OCTBapyje KoHjyrauujy musmehy f X”]Z(n) u F,(f)| An)- Kako ckynosu

:Zl(n) u Zi(n) HUCYy KOMIakTHH, npumenuhiemo Tspheme [74 kako ducMo j1okazaim Ja je

oot (Bu(f): A(n)) = o (75 Am) ) = .

Ba n > 2 ckynoBu zﬁi(n) u ;l(n) He cajp:Ke HUjenHy HesyTajyhy rtadxky. Moxkemo jomarn
(0,...,0) y ckyn A(n) u {0} y ckyn A(n), He Memajyhu o3nake; oa npomena nehe yrunaru
Ha BPEJIHOCT eHTponuje u 7 he u game duru xomeomopduzam. Cajia BUIUMO J1a Cy UCILY HeHU
YCJIOBH TBphema U THMe 3aBPIIABAMO JIOKa3 JIEMe. O

Konauno, kako 0ucMO J10Ka3aan Ja je hpol (2f ) = 00, npumerumo Ja je F,(X) 3arBopen
u 2/-maBapujanTan noxckyt ox 2%, Kao n 1a je F.(f) = 2f|Fn(X), 3a cee n € N. Jlakure,

hpol (2f) 2 hpot (Fn(f)) = n,

3a cee n € N, ma je jacHo 1a je hpo (Qf) = 0.
OBuwm je 3aBpren goka3 Teopewme [144

Hamomennmo Ja ce pesyarar 3a xomeomopduzam Ha [ = [0, 1] ca konadanM HesryTajyhum
CKYIIOM MOKe YOIIIIITUTH U Ha CIydaj KaJa je HeayTajyhum cKylr OecKOHa4YaH, ajIu HUje jeTHAK
resioMm . 3a movueTak MpUMETHMO J1a je MOJMHOMEjaJIHA eHTPOINja IpecinKaBama [ 1 Jasbe
jennaka 1. Jacno je, kao u mpe, na je hyo(f) > 1. Obpuyra nejegnakoct cienn u3 Tphema
124 Hawmme, BaxKu /1a je MOJMHOMUjaJIHA €HTPOIUja JEO0-II0-71e0 MOHOTOHOI IPEeC/UKABAHA

log (¢,
orpaHmYeHa 0J103ro ca 1+ lim g (cn)
n—oo  logn

npeciukasama f". Kanga je f xomeomopdusam, taga je ¢, = 1, ma je hyo(f) < 1. Tepheme
3a npeciukaBame C(f) caenn mupekrHo n3  ((7.1)).

, TJie je ¢, Opoj MaKCUMAaJIHUX WHTEPBAJIA MOHOTOHOCTH

Kako je hpol (Fn(f)) < hpot (f*7), nmamo na je hpo (Fn(f)) < n. ObpHyTa HejemHakocT
cienu n3 Jleme npuMersete Ha f|j, 41. 3aucTa, Kao u npe, JebUHUIIIMO

T:.= {{.’,131,...,37]'} ‘jE {1,...,]€}, T; € [])1,(]1]} CFn<I)
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u npumerumo Ja je T F,(f)-unsapujanran. Baxu ma je

oot (Ba(1) 2 hoor (Bu(F)lr) = by (Fn (Flian))) = oo (B (Fliman)) s A [pr ) ) = m.

Cana je jacHo na je u hpo (27) = oo,

[Ipernocrasumo cana ga je NW(f) = I, anu na f uuje ugenturer. AKo je mpecinKaBambe
[ omamajyhe, mocmarpajmo f2. axne, neka je f : [0,1] — [0,1] pacryhe npeciukapame
u NW(f) = I. Ako je f(z) > =z, 3a HeKo =z, jacHO je Ja OKO = MOxKemoO mnponalin
aytajyhy okonmay. MehyTuMm, 1o mpermocTaBiy cy cBe Tadke HeayTajyhe, ma cMo J00MIH
KOHTpamKInjy. Vcro pesonyjemo u y ciaydajy kaga je f(x) < x. Ipyrum pedumma, ako je f
pactyhe mpeciimkaBamme Ha I, qamje cy cBe Tauke HejyTajyhe, oHga f Mopa OUTH HMIEHTHUTET.

JlakJjte, n3padyHaau CMO MOJMHOMUJAJHY €HTPOIN]Y HA WHIYKOBAHUM XHUIEPIPOCTOPUMA,
y ciydajy npousBospHOT xXoMeomopdusma f : [0,1] — [0,1] (ako je f mmenrturer, oHma je n
M30METpHja, 11a je MOJHHOMUjaIHA €HTPOINja IIpecanKaBama f jeaHaka HyJIH, a CAMAM THM
1 CBUX MHAYKOBAaHUX HpeCJH/IKaBaH)a).

72 X =S!

Hoxkaxxumo caja Teopemy [145]
Heka je NW(f) konagan. 3padyHajyMo IpBO MOJMHOMUjAJIHY €HTPOIU]Y IIPECINKABAA,

C(f). Paznukyjemo cieneha tpu cirydaja:
(1) ckyn Fix(f) je jennounan;
(2) ckyn Fix(f) cagpxku Sap Tpu pas3jindure Tadke;
(3) ckyn Fix(f) cagpKu TaqHO JBE pas3induTe TadKe.
Cuyuaj (1). Kako f uma Tauno jenny dbukcHy Tauky, f dyBa opujeHTAlUjy Ha Kpyry. AKo je

Fix(f) = {a}, unnyxosano npeciukasame C(f) uma tauno ase nesrytajyhe Tauxe - {a} u St.
[Monenuhiemo ckyn C(S') na nBa 3aTBOpeHA HHBApUjAHTHA MOJCKYTIA:

e P je ckym cBux [x,y] TakBuX jJa je Tauka r usMmely a u y y cMepy CyNPOTHOM OF
KazaJ/bKe Ha cary, yKibydyjylin m meremepucane ciydajeBe Kaja Cy JB€ WJIA CBE TPH
Tauke MelycodHo jeanaxe (mro suadu na cy [z, al, {z}, [a,y] u S' y P). [Ipumerunmo 1a
[,y] He canpKu a KAo yHYTpAaIlby TadKy, 3a & # Y. Buaum Kpyr JeBo Ha CIUIn

e () je ckym cBUX [x,y] TakBHX Ja je Tadka y u3Melly a m x y CMepy CyNPOTHOM OF
KasajbKe Ha caTy, YK/bydyjyhu U JlereHepucane ciydajeBe Kaja Cy JIBe WM CBE TPU
Tauke Meljycodno jeanaxe (mrro snauu na cy [z, a], {a}, [a,y] u S* y Q). Ilpumerumo j1a
[,y] caxpxku a. Buau Kpyr y cpejuHu Ha CIIHMIM

Caza je jacuo ma je 3a [z,y], [z, w] € P wm [x,y], [z, w] € Q, creaehe Taqno:
dlz,z) <r u dly,w)<r = dy([z,y],[z,w]) <.

(Y ommrem ciydajy oBO He MOpa Ja BaKH, IIOIITO KpajeBu JykoBa [x,y] € P u [z,w] € Q
MOTy OWTH OJIN3y, aJli He W OAroBapajyhu JIYKOBU y XHUIEPIpPOCTOpy. Bujam Kpyr jiecHO Ha

comn [7.1])
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{z}

Cauxka 7.1: Enementn ckynosa P (jreBo) u ) (cpeauna); gykosu [z, y] u [z, w| (mecHo)

ITpernocrasumo Ja f momepa Tadke y S' y mo3uTUBHOM cMepy, Kao Ha CJIUIU Hpyru
cJlydaj ce pa3Marpa Ha MCTH HAYUH.

IIpeo hemo mocmarparun upeciukaBatbe C(f)|p. duHamumka oBOr mUpeciuKaBarba
IIpeJICTaB/bEHA je Ha CJIUIN Paznmukyjemo caenehe moryhroctn:

e v #any#a= O(f)(wy) == {a}

e z#any=a= C(f)(y) =3 {a} n C(f) ([, y]) "=
o [2,9] = {2} = C(f)"(lz,9]) "= {a}

e x=auy#a= O(f)(zy) =S, CN)(x,y) "= {a}

o [2,y] =S' = C(f)"([z,y]) "= S

/7

Couka 7.2: Cmep f (neBo) u muuamuka C(f)|p (mecHo)

Mozkemo nogesmutu P Ha ckynose {S'} u Y := P\ {S'}, na uzpauynaru:
hpot(C(f)]p) = max {hpa(C(f) [P Y), hpot (C()|pi {S'}) } = hpa(C(f)|p:Y),
jep je hpot(C ()P {S"}) = hpat(C(f)l(s1}) = 0.
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Tepaumo ma aykoBu [a,p], 3a p # a u [q,a] 3a ¢ # a jecy aBe meljycobHO cunrynaphe
Tavke Ty U Ty, KOje 3a710Bo/baBajy ycios u3 Tephema [73| (B. Couky [7.3)).

[aa] [a.a] [a,al

o

[a.p]

[aa]

Ciuka 7.3: Cunrysaphe Tauke [a,p| u [q, a

Hoxkaxumo mpBo na cy [a,p] u [q,a] mehycobro cunrymapue. Heka je ¢ > 0 dukcupas,
Takap Ja je ¢ < min{d(a,p),d(a,q)} u M > 0. Nzabepumo npoussoban y € B(p,e) C Sl
[Momro f"(y) — a, Kaja n — 00, MOCTOjU HeHeraTuBaH Ny > M TakaB Ja 3a n > Nj BaxkKu
d(f"(y),a) < €. Heka je o € B(q,e) C S' npoussospna. Ilomro f~"(a) — a, Kaga n — oo,
HOCTOju Ny = ny Takas 1a je d(f~"(a),a) < €. YKOIHMKO je moTpedHo, MozkeMo moBeharn ng
Kako ducMo mocTurin Ja je radka f"2(«) mamely a n y, kao u ga je f7"2(«) # y. Uzabepumo
x:= f7"(a) u vexa je I := [x,y|. Tepaumo ma opdura I npecena e-kyrie oko [a,p| u [q, a]
y BpeMeHuMa Koja ce pasjukyjy 3a suiie ox M. 3ancra, nMamo:

du(1, [a, p]) < max{d(z,a),d(y,p)} <e,

na je I € B([a,p|,e) u
d(f™ (1), [q,a]) < max{d(f"(z),q),d(f"(y),a)} = max{d(e, q),d(f™(y),a)} <e.

Hakme, f2(I) € B([q,al,¢).

Crnenelin kopak je Ja mokaxkemo Jia HUKOja Jpyra JBa JyKa, OCUM OHHUX OOJIMKa |a, P
u [q,a], He mMory dutn mehycobHo cunrymapuu. IlpermocraBumo ma cy [p1,q1] u [p2, g2] 1Ba
pa3JImInTa JIyKa TakKBa Ja je p; # a U ¢; # a, j = 1, 2. Paznukyjemo crenehe ne moryhuoctn

(a) u (0):
(a) Ako [p1, q1] u [pe, go] HUCY Ha HUCcTO] OpOHUTH HIpecauKaBama C(f), TOBOBHO je Jia MoKaxKeMo
na mocroje okoauue U S [pr,q1] m 'V 3 [pe, ¢2] Takse 1a

C(HU)NV =0, szacseneZ.

Hexka je € mosuruBan peasian 6poj ca cienehnm ocodunama:

e ¢ < dpy([p2, a2}, O[p1, @), e je dm ([p2, 2], O([p1,q1])) pacrojame ox [p2,qa] 10
opoure O([p1,q1]), koje je crporo mosurusuo, jep C(f)"([p1,q1]) xouseprupa ka {a},
Kaga n — 00

e Kyrne (y C(S')) nonynpeunnka € oko [ps, go] u {a} cy aucjynkrhe.
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Kako C(f)"([p1,q1]) xouBeprupa ka {a}, Kaja n — 00, 1 UCTO BayKM 3a CBe [p, q| JOBOJHHO
6musy [p1, q1], Mmoxkemo nahu 6 > 0 u ng TakBe ja:

[p,ql € B([p1,q1],0), In| >noe = C(f)"([p,q]) € B({a},e).

MoxkeMO cMamUTH § YKOJIUKO jeé TOTPEOHO KAKO OMCMO IMOCTUTJIN:

[p.ql € B([p1, @], 0), [n| <ng = C(f)" ([p.q]) ¢ B([p2 a2, €)-

Bak/bydyjeMo j1a CKyIoBU

U:=B(lp,q],6), V:=B([p2qle)

nMajy TparkeHe ocoduHe, ma [pi, qi| u [ps, ¢2] HEe Mory SuTn MehycodHO cuHTYyIApHE.
(6) Axo cy [p1,q1] u [p2, ¢2] HA ucTOj opbuTH o C(f), TOBOJBHO je J1a TOKAXKEMO Jia IIOCTOje
okomuae U 3 [p1,q1| u V 3 [p2, o), U,V CY \ NW(C(f)) u M > 0, taxse gma:

(7.3) C(HI"U)NV #0 = |n| <M, 3acsen € Z.

Bamncra, I/I crequ ja U n V mucy mebhycodHo cuHTYsIapHe, ma OHJa TO HUCY HU [p1,qi] n
[p2, @2]. Baro yamumo U C W*({a})NY, V u U’ na dymy duno Koje Tpu Kyrje ca IEHTpUMa
v [p1, q1], [p2, q2] m {a} pemom, Tako ma V N U’ = (). Tlocroju npupogan ng Takas Ja, 3a CBe
n € Z, |n| = ne, C(f)"(U) C U'. Bunumo na 3a |n| = ny Baxu ga je C(f)"(U)NV = 0.

Ha ducmo nokazanu jia cy |a,pl, 3a p # a, u [q,al, 3a ¢ # a, jequne moryhe meljycobHo
cuHrysapHe Tadke, pasmorpuliemo cienehe uwermpu moryhuocru (mojceTumo ce ja cy
CHHTYJIapHE Tadke, 10 jieduHUIMju, 00aBe3Ho JiyTajylie):

(¢

(i

[ ] [pl,ql],3ap7éa,p1;zéanquéa,aﬂHMoryhepl:ql
[q,a] w [p1,q1], 32 ¢ # a, p1 # a u q1 # a, amm moryhe p; = ¢

(iit) [a,p1] u [a,ps], 38 p; # a 1 p1 # Do

)
)
)
(iv)

[q1,a] n [g2,0a], 38 ¢; # an ¢ # ¢o.

Cayuaajeu (i) u (i7) MOry ce pa3maTpaTh CJIMYHO Kao y cjydajy (a) rope, a ciaydajeBu
(74%) u (iv) comano kao y (D).

ITpeocraje ma mokazxkemo jJa 3a cBake JBe MeDycoOHO CHHTYJapHe Tadke odJIuKa [a,p| u
lg,a], e p,q # a u cBaku orBopeH Y; 3 [a,p], Y2 3 [¢,a], Y; C P\ NW(C(f)), j = 1,2,
nocroju nosutusan L Takas ga 3a cee n > L Baxu C(f)"(Y;) NYz # 0. Tana hemo mohu na
npuMennmo TBphemse [73] n 3aBpmumo j10Ka3.

Hexa je € > 0 durcupan un Heka je Yy := B([a,p|,e) C P\NW(C(f)) nY, := B([g,al,e) C
P\ NW(C(f)). llocmarpajmo myzx

L:=A{lz,p] | d(z,a) <e} C V1.
IIpumernnmo 1a

c()"@) =Alr"(), f"(p)] | = € Bla,e)}.

) =
Kako f"(p) — a u f*(B(a,e)) — S', kaga n — 00, mOCTOjU Ny TAaKaB Ja 3a CBe N > Ng
Baxku u d(f"(p),a) < e u f*(B(a,¢)) 9 q. Osznaunmo ca x; € B(a,e) takas na f"(r1) = q.

Bakspyuayjemo 1a dg([f™(p), f”(a:l)], [q,a]) < e, ma je u C(f)"(Y1) NYy # 0.
Hunravuka npeciukasama C(f)|g je caeneha:
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ey=anz+#a= C(f)(zy) =% {a} u C(f)"([x,y]) "==° S
o [z,y] =S' = C(f)([z,y]) "=5° S

Uctn maumn pasmuinbama Moxke ce npuvenntn u na C(f)|g, ma je gokas ciaydaja (1)
3aBpIIIeH.

Cay4aj (2). Heka je Fix(f) = {a4,...,an}, a u3mehy Tavaxa a; u a1 Hema Apyrux GUKCHIX
tadaka. O3naunmo ca C; = [a;, aj41]. Ouurento je ga cy ckynosu C; f-mHBapujanTHH, 118
Cy OHJIa CKYIIOBU

D;; :=A{[z,y] | x € Ci,y € C;}

C(f)-maBapujantau. Jlako ce Buam na cy csu D;; 3aTrBopenn, kao u ga je C(S') = U” D, ;.
Jokaz Teopeme je saepmen y ciaydajy mnpocropa C(S') axko mnokaxemo ja je
hpol(C(f) Dij) = 27 3a CBe 7’7]

Bunnmo ma D;; MOXKeMO HOHCTOBETHTH Ca [a;, Git1] X [aj,a;41], a Kako je f([z,y]) =
[f(x), f(y)], C(f) je xoujyrosan ca f x f. Jakie, MOKeMO CBECTH TPODJIEM HA U3PATYHABAHE
IIOJIMHOMU]jaJTHE €HTPOIIHje

[ folaiaia] X [ag, a41] = lai, aia] X [ag,a541], % f(x,y) = (f(2), f(y))-

Kaxko je hpol(f X g) - hpol(f) + hpol(Q)a nMaMoO Ja je h’pol(c(f) D‘j) = hpol(f ai,a,qu]) +
Popot (flia;,a;41))- Cmrano kao y mokasy Teopewme BaKA Npol (f{as,ai1) = Pwot(fllaj.a;41]) = 1-

Cuyuaj (3). IlpernocraBumo na cy a; u as jenune ¢dukcHe taduke. Tasga f mupeciamkasa
lai,as] u [as,a1] y cebe came, wim jeman y jgpyror. Axo je y muTamby HOTOMe, Tajga f>
npecanKaBa 00a JiyKa y cebe came, Ia MOXKEMO HPETIIOCTABUTH Jia OBO BaKu (IIOIITO je
hpot(C(f%)) = hpot(C(f)?) = hpat(C(f))). Cama MOKEMO IPUMEHHTH HCTH apryMEHT Kao y
Cayuajy (2). Hanme, Cy = [a1, as] u Cy = [ag, aq] cy f-unBapujantau, na cy u D1 u Doy C(f)-
nnBapujanTau. [Iparehu padyn nz Ciaydaja (2), monoso hemo moburu na je hpo(C(f)) = 2.

Hokaxumo caga tpheme 3a F,(f). Ilogcerumo ce ma je hpo(f) = 1. OBo ce moxe
JOKa3aTu moMolly Kopmpama (Huje Temko BujeTu jga f Hema jBe MehycoOHO CHHTysIapHe
Tadke), wian, apyraduje, nosusajyhin ce na Teopemy 2 y [31], koja Kaxke 1a je moaMHOMUjATHA,
enTponuja xomeoMopdusma f Ha Kpyry jemgHaka 1 ako um camMo ako f HHje KOHjyrOBaHO
poTaluju.

HMedbunumumo penamujy < Ha S' moumcrosehyjyhu S' ca [0,1). Ilomoo Moxemo
IPEeTIIOCTABUTH /12 [ IyBa OPHjeHTAIdjy, jep y CYIPOTHOM, f2 TO UMHW W BarKn

hpor (Fa(f*)))) = Ppor (Fu(£))?) = Ppat (Fu(f)) -

Haxie, moxkemo cmarpatu na je f pacryhn xomeomopduszam Ha [0, 1], mpu uemy je f(0) =
0u f(1) = 1 (moxkemo upernocrasuru ja je 0 dukcHa Tadka mnpeciaunkabama f). Kao u
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npe, mpecimkasambe 7 ¢ (S!)" — F, (S') ocTBapyje mosyKoHjyroBaHOCT, Ta 3aK/BYTyjeMo
na je hpo (Fn(f)) < n. Ba n = 2, 36or nomenyre njaenruduxaimje St ca [0,1), Moxemo
[MPUMEHUTH UCTO 3aKJ/byInBarbe Kao y j1oKka3dy Teopeme U 3aKJbydUTH 13 je hpol (Fo(f)) =
hpot (F72]a2)) = 2.

Axo f uma Gap jBe dbukcHe Tauke, a u b, Mmoxkemo jedunucatu B kao nojgckyn of F, (S1)
KOjU Ce cacToju OJi CKYyIlOBa Tadaka U3 MHTepBaja [a,b] u miaeHTndUKOBATH PECTUKABAE

F.(f)|g ca F, (f|[a,b]). Opasge cieau aa je
hpol (Fo(f) =) 2 ot (Fu(f)[8) = hpot (Fu (fln)) = n

(mocsiesmba jeHakoCT cyeau u3 jiokasza Teopeme [144), na je 1moKa3 3aBpiieH.
Axo f wma tauno jenny dukcHy Tauky, 0, moxemo jgedunucaru ckynose A(n) u A(n)

Kao y goka3y Teopeme [144] 3akbyantn ma je hpol ( < A(n)) = n, ¥ IIOTOM JIOKa3aTH JIa je

Ppor (Fn(f); A(n)) = n, Kao y nokazy Jleme [147| Ilocrenme TBpheme, Mol (Qf) = 00, CIeIn

Ha MCTU HAYMH Ka0 U Yy Ciiy4ajy uuHrepsajia. OBuM cMmo 3aBprimin jgoka3 Teopeme [145]

Pazmorpumo caja ciaydaj kaJia HesryTajyhu cKyIl HEje 00aBe3HO KOHAYAH.

Heka je f : S' — S! xomeomopduzam xomjyrosan poramuju R. Tama je u Fy,(f)
konjyrosan ca F),(R). Kako je F,(R) m3omerpuja, jep je To u R, HOJIMHOMEjaTHA €HTPOIN]ja
npeciaukasamwa F,(f) je jennaka nysm.

[Tocmarpajmo caja HeTpUBHjaJHH CIyda] KaJja MOpecinKaBame [ HUje KOHjyroBaHO
poranuju. 3Hamo 1a je Tana hyo(f) =1 (8. |31]), ma je hpa(Fn(f)) < n.

Heka je f : S' — S! xomeomopdusaMm Koju HEje KOHjyroBaH pPOTAIUjI U KOjU UyBa,
opujenTanujy (uHade, mocmarpajmo f2 ymecro f). Axko je porammonu 6poj p(f) panuonasa,
ouna je mu f? = Id, ma je mosmHOMUjaTHA €HTPOINja y TOM CJIyYajy jeaHaKa HYyJH, WA je
f9#1d, ma f wma myrajyhy rauxy (B. Kpaj omesmka [1.2) u hyo(FL(f)) = n (B. Teopemy 6 y
[45]), Tj. hpot(Fu(f)) = n. Honoso aupexTHO caemn 1a je hyo (27) = occ.

Axo je poranmonu 6poj p(f) upanuonasian, a IPeTIOCTABIIA CMO Jia f HUje KOHjyrOBaHO
poramnuju, HeayTtajyhm ckymn je KamropoB, ma mopa mocrojaru Jyrajyha rtauka. Ormer
3aKzbyayjeMo aa je hpo(Fn(f)) = n 1 hye (27) = oc.

OBuM pasmarpameM HHCMO JOILIA JI0 OJrOBOpa KOja je BPEIHOCT MOJMHOMUjAJTHE
entponuje Ha xuneprpocropy C(S') y cayuajy kama je f : S! — S! xomeomopduzam ca
OeckoHauHMM HegyTajyhum ckyrmom. Pesymararn Koje hemo camga M3JI0KUTH Cy U3JTOKEHU Yy
pazay [42]. Imwsb wHam je ga mokaxkemo ciesehy Teopemy:

Teopema 148. Hexa je f : S! — S' zomeomoppusam. Axo je f wonjyiosaro potayuju, onga
je hpot(C(f)) = 0, unaue je hpo(C(f)) = 2.

JlokarkumMo TIpBO JBa, KJ/byIHA TBpheErmba.

Tspheme 149. Hexa je f : St — S' zomeomoppusam xoju wysa opujentiavujy. Taga je
hpat(C(f)) < 2.

Jlokas. Tlparuhemo nokas sieme 4.1 y [24], mro je TBpheme Koje ce Tude TOIOJIOIIKE
. . . €
enrpornuje. Heka je ¢ > 0 w n € N. Heka je N = cov n,i,f) 7 TPETHOCTABUMO Jla Cy

Iy, Ih,...,In_1 nykoBu (HyMepucaHH CYIPOTHO O Ka3aJbKe Ha Cary), 9uju je d,-Tujamerap
Mamu o7 €/2 u koju nokpusajy S'. ITub Ham je ja xoncrpyummemo nokpusad o C(S') ca
He Bume on N? ereMeHaTa uuju je dg%)—;mjaMeTap MamH o7 €. 3a cBako [, medunnmemo
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dbamunmje mykosa My(1;), 3a cee k = 0,...,N — 1 na cienehn maumn (cmarpamo ga je
Ij = Ij mod N>:

My(1;) == C(1;)

M(L):={I € C(I; UL;y) | I D ;N 11}

My(I;) :={I € C(I;11 UL;UIL;y) | I D I;}

M;(L) :={1 € C(I; UL; ULy UILi5) | I D L;Uli_}

My(L;) :={I € C(Lj42 UL UL ULy ULio) | I DL UL UL}

MN—I(Ij) = {I € C(Sl) | I> Sl \ Ij—i—N/?}-

JaCHo je na je dj o p-Aujamerap csakor My(l;) mamu on e. Taxobe, damuimja
{My(I;) | k=0,...,N -1, =0,...,N — 1} jecre noxpusau ox C(S'). saucra, ysmmmo
IpoM3BOJbaH [a,b] € C(Sl) U Heka je j; HajMambW HHZEKC TakaB Ja je a € I;,. Axo je b € [;,,
nMamo 1a je [a, b] € M. nage, Heka je jo > j; HajMamy HHIEKC TakaB 13 je b € I;,. Bumumo
na je [a,b] € My, vue je k := js — j1.

Bakspydayjemo ga je cov (n,e,C(f)) < N?, a onya u ja je

hpol(C(f>) <2
O
Tspheme 150. Hexa je f : S' — S' zomeomoppuszam xoju wyea opujentiayujy v Koju uma

bap jegny aywmajyhy wawky. Taga je hoo(C(f)) = 2.

Jloxas. Y [45] noxasamm cmo ma mox mpernocraskama IIponosumuje [150] Ay (Fa(f)) > 2.
Kako je C(f) xomeomopdusam, ckynosu {S'} u Y := C(S') \ {S'} cy C(f)-unsapujantan u
mwuxoBa yHHuja je 1eo npocrop C(S'). 36or Tora paxku:

hpot(C(f)) = max{hpot (C(f)ly); hpe (C(F)lis1y) } =
max{fpol(C(f)]y), 0} = hpot(C(f)]y)-

[TocmaTpajMo HenpekuHy cypjeknujy 7 : Y — Fy(S!) nary ca:
m: K — 0(K),
3a cBako K € Y, rye O(K) oznauasa rpanuiyy K. Ouurienno Baxku
ToC(f)ly = Fa(f)om
na je
(7.4) o (C(P) = ot (CPly) > iyt (Fo(£)) > 2.

ITpumernmo ga mejegaarocT hpo(C(f)]y) = hpo(F2(f)) He cieam TupekTHO M3 0COOHHA
ITOJIMTHOMUJjaJIHE €HTpOoIHje, jep mpoctop Y Huje Kommaktan. Mehytum, 7 je Jlummmuioso
npecuKaBambe ca JIummuiosom KoncranToM 1. 36or Tora, ako je E = {A;,..., Ay} C F»(Sh)
(n,e)-pasaBojen ckyn Takas fa je sep(n,e; Fa(f)) = |E|, meka je K; € C(S') rakas na je
m(K;) = A;. Baxu:

d(C(f)*(K:), C())*(K;)) = d(m(C ()" (K:)), m(C(f)"(K;))) =
d(F>(f)* (n(K:)), Fa(f)*(m(K;))) = d(Fa(f)" (A0), Fa(f)"(4;)),
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ma je
dCD(K;, K;) > df2D (A, A)).

Onasjie cirequ 1a je _
E:={K,,...,Ky}CCO(S"

(n, £)-pas3aBojeH CKyIl. 3aKJbyIyjeMO

sep(n,e; C(f)) = sep(n,e; F5(f)),

na HejexHakoct ([7.4) Baxkn. N
Cama MoxkeMo Ja JgoKakeMo Teopemy

Jlokas. MozkeMo [a TIPeTIIOCTaBUMO Ja [ dyBa OpHjeHTaIldjy; MHade f2 qyBa OpHjeHTAIIH]Y
U IMaMO J[a BarXKu:

hpot (C' (%)) = Tpot (C(f)?) = hpat(C(f))-

Axo je f xonjyroBano poranuju p,, taga je C(f) xoujyrosano msomerpuju C'(p,) (jep je
Po m30MeTpHja), ma je hyo (C(f)) = 0.

[IpermocraBumo na f Huje koHjyropano porarnuju. Taga n3 [Ipomosuruje [149| cienn 1a je
hoa(C(F)) < 2.

Axko je porarmonu Opoj mpec/inKaBama f parnoHaaaH, OHIA U3 JUCKYCHje HA KPajy 0/1e/bKa
1.2 3akspyuyjemo na f uma Jsyrajyhy rauky. [laxse, uz Ilpomnosuruje [150] modujamo na je
Bl (C(F)) = 2.

Ako je porammonm Opoj mpec/iMKaBama [ WpalnuoHAIaH, PA3JIMKYyjeMO Ba CJaydaja:
HenyTajyhu ckyn ox f je mmm S! mmm xomeomopdan Kantoposom ckymy. Y mpBoM ciydajy, f
jeé KOHjJYyTrOBaHO POTaIlMju, W MOJWHOMUjaJIHA €HTPOIINja je jelHaKa HYJIH. ¥y APYyroM CIIydajy
oreT 3akJbydyjeMo ja f mma jyrajyhy Tauky, na Ha ocHoBy lIpomozunumje [150| modujamo ma

je hpa(C(f)) = 2.
]
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I''maBa 8

ITostmHOMUjasTHA eHTpomnja Ha Fj(X) m
SFn(X)

Y oBoM norsiaBiby mpejcrasuhiemo pesyiarare paja |[41]. Ilopex n—rocrpykor cumerpuaaor
nmpou3Bosia X, ropopmhemo m o merooj cycrensuju. Hajuiep je nedunncao cycrensujy
npousBo/bHOT KOHTHHYYMa X (B. 3.16 y [49]), a Bapara# je ca KoayropuMma y HEKOJUKO PaJioBa,
(8. [7], [8], [9]) n3y1aBao KOHKPETHO CYCIIEH3M]y N—TOCTPYKOTI CHMETPUIHOT Ipon3Bo/ia. Ocum
0CODMHA came CyCIeH3Hje, Ca TadyKe TJIEJIUINTa Teophje KOHTUHYyMa, OaBUO Ce U U3y4daBarbeM
WH/IYKOBAHUX JTUHAMUYKAX CUCTEMa HA CYCIEH3WjU U TeHepaJymcanoj cycrensuju. Mu hemo
IIOKA3aTH Jla Ce TOJUHOMUjaJIHa, €HTPONNja WHYKOBAHOT XOMeOMOpP(MU3Ma Ha N —TOCTPYKOM
CHMETPHUYHOM IIPOU3BOJLY U Ha FErOBOj CYCIEH3UJH IOKJIAIA]y, Kao U Ja cy jeamake nhyo(f),
101, OpeheHNM TPeTIoCTaBKaMA.

8.1 CycnieH3uje

Heka je X kommakTan meTpudku mpoctop u n € N, n > 2.

Hedbununuja 151. Cycuensuja n-wochpyror CumMelpuurol upoudsoga konwmunyyma X je
KOAUMHUYKY TPOCTLOP

SF.(X) = F,(X)/Fi(X),
ca KOANUHYHUYKOM mOl_l,OJLO’Z’LLjO./\/L.

O3Ha4nMO KOJMIHUYIKO HpecankaBame ca ¢ : Fo(X) — SF,(X) u q(Fi (X)) = Fy.

[Ipumernmo 1a je
SE,(X) = {{A} | A € Fu(X) \ Fi(X)} U {Fx},

pu demy cmo ca { A} o3HadmIn kracy ckyna A, a Jja peCTPUKIINja IPECIUKABAIbA ¢ OCTBAPYje
xomeomopduzam mamehy SE,(X)\ {Fx} u F,(X)\ F1(X). Moxe ce nokazaru ja je SF,(X)
KOMIIAKTaH MeTpudku mpocrop. (B. 3.10 y [49]).

Hedbunummmo cana wmnaykoBano npeciukaBawe SF,(f) @ SE,(X) — SF,(X) Ha
cycriensuju SF,(X) na cnenehn navwmn:

o0 Shupw = 0T m b

Axo je f: X — X menpekunno, taga je u SF,(f) menpekumno (B. crpany 126 y [18]) u
crnenehn nmujarpaM KOMyTHpa:
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F(x) 2 B o(x)

5;}@)”_”%;}(;()

Axo je f: X — X xomeomopdusam, ouja je To u SF,(f). Haume, kako je ¢ unjexmmja
na F,(X)\ F1(X) u SE,(f) ' (Fx) = F, saxyuyjemo na je SF,(f) unjektusno. ITomro
je q cypjexkumja, SF,(f) je HenpekuHa dujeknuja m3 KOMIAKTHOD TIpocTOpa y Xaycaopdos,
na je xomeomopdusam. Jacuo je na je (SE,(f),SF,.(X)) dakrop on (F,(f), F.(X)), na je
hpot(SF,(f)) < hpot(F(f)). Llnb HaM je 1a mokazeMo OOPHYTY HejeJHAKOCT, OZHOCHO Ja je
hpol(SFn(f>) = hpol(Fn(f>)~

IIpumep 152. Axo je X = [0,1], waga ce SFy(X) godbuja wakxo wimo Fy(X) koratcupamo
Yy WauKy, ue je o6aj upocwop ouew wpoytao T (6. ogemak . Axo je X = S', waga
je SFy(X) xomeomopdarn rosuurnuukom tpoctwopy Mebujycose wpake, Gpu wemy IPAHULY
xoaaticupamo y wauky. 060 je GosHATU MOges peaanol Upojextiuchor tpociiopa RP?. Ha
TPUMEDPY KPYIQ BUGUMO §a CY TPOCTLOP U 1ET068a CYCUEH3UIA TOTONOUKY PA3AUNUTIL, TUd UM
CMUCAG TPOYHABATIY CYCTUEHIUJY.

Ilopen cycnensuje, baparan je nmedunncao u reHepaanucaHy CyCIEH3HU]y.

Hedbunnnnmja 153. Hexa je n > m > 1. Koauunuuku apoctwop SF™(X)) = SFM(X) =
F.(X)/F,.(X), ca koruwnuwkom WoTGONOTUJOM, HAZUBAMO TEHEPAAUCAHOM CYCTEHIUJOM.

Nunykosano npeciukasambe SF(f) je menpexkunno na kommaktaoM SF(X), kazna je f
HEIPEKNUTHO Ha KOMIIAKTHOM MeTpudkoM mpocropy X (B. [9]).

8.2 Henayrajyhu ckyn mHIyKOoBaHMX HpecJMKaBambha

Ha ducmo npumenmin Meros u3 [23], onrocuo [27], Heamyrajyhu ckyn npeciankasama F,(f)
u SF,(f) mopa durn konauan. Kao mro ce moxke Bumern w3 Ilpumepa 14 u 15 y [21],
HesyTajyhu ckyn npecsimkasamwa F,(f) uuje y maupexkrtnoj Besu ca NW(f), kao mro du ce
MOIVIO TOMHCIUTH. Jeman ox Haumua jga nocturaemo jga NW(F,(f)) u NW(SF,(f)) dyny
KOHauHHU, jecte na npernoctasumo ja je CR(f) komauan, mro hemo m jokasaru. Baxkua
KJIaca JIMHAMUYKUX CHCTEeMa KOjU MMajy KOHAYaH JIAHYACTO PEKypeHTHH cKyn jecy Mopc-
CwmejsoBn qunammaku cucremu (B. |10] u [47]).

ITokaxxumo 3a moverax jeaHy rmomohny Jiemy. Hamomenumo j1a hemo mMacHuUM cjioBHMa
ozHauaBaTu ejemenTte rnpoctopa X XV, kao m MeTpuky Ha memy. Y ymnorpebu cy MeTpuka d
na npocropy X, d na X*V, kao u dy na Fy(X).

Jlema 154. Hexa je X komuaxman mewpuury upocwiop. Hexa cy A,B € Fn(X), A =

{ai,...;ar} w B ={by,...,bp}, 1 < m,k < N. Taga toctioju €y Wakas ga 3a cee € < &g

saoicu, caegehe: axo je dy(A,B) < e, Waga tocmoje N—topke (avq,...,ay) € 7 (A) u

(B1s---,Bn) € 7 1(B) sa xoje je d((an,...,an), (Br,...,Bn)) <e.

Jlokxas. Heka je ¢ := II;IH d(a;,a;), €0 := 0/2, € < g9 u npernocrasumo jaa je dy(A,B) < e.
i#j

Tana u3 nedpununmje XaycaopdoBe MeTpUKe CJIEIN:
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Vi€ {l,....k)Eji € {1,...,m}) d(ai,b;) < &.

IIpumernmo nasbe na 3a ¢ # | mvamo na je b;, # bj,. Hanwme,

0 < d(aiv al) < d(aiv b]z) + d<bji,bjl) + d(ij al)
<2+ d(bjm bjz) <0+ d(bji7 bjz)'

Bakspyayjemo ma je d(bj,,b;) > 0, ma je b;, # bj,. Onasne ciaenu na Mopa duru m > k.

Objacuumo caga kako gedunumemo (aq,...,ay) € 7 H(A) u (By,...,8y) € 7 1(B).
IIpso, (aq,...,04) = (a1,...,a;) 1 (B1,...,Bk) = (bj,,...,b;, ). Heka cy mame {Bri1,..., OB}
esements u3 {by,..., b, } \ {b;,,...,b;, }. Oarosapajyhu {a1,...,a,} Mory ce msabparn u3
{a1,...,a;}, Tako ma je d(ay,, B,) < €, 3a p € {k+1,...,m}. Baucra, ako oBo He du 6uo
ciyuaaj, ouga ou dy(A, B) > e. 3a upeocrajie napose KoopjauHaTa, ako ux uma (m < N),
MOKEMO JIa TIOHOBUMO HEKH O/ TIapoBa Koju cMo mckopuctmwim. Ha oBaj mHaumn cmo nodmim
N-topke Koje cy dum3y Kaja cy muxose npojekiuje y Fy(X) dmusy.

O

Teopema 155. Hexa je X xomuaxwan mewpuurxu upocwop u f : X — X neupexugro
apecaukasarve 3a xoje je CR(f) = Fix(f) = NW(f) xonauan cxyu. Taga sasrcu:

NW (Fx(f)) = Fix(Fx(f)) = {{z1,...,ax} | 1 <k < N, z; € Fix(f)}.

Jlokas. Heka je A € NW(Fn(f)), A = {a1,...,ax}, & < N. Axo mokaxemo na je
(ai,...,a;) € CR(f*k), f*F: Xk - Xk pana xopucrehn na je CR(fxg) = CR(f)xCR(g),
MOXKeMO 12 3ak/byanMo Ja je a; € CR(f), 1 < i < k. Ilo npernocrasuu je CR(f) = Fix(f),
na je A € Fix(Fn(f))-

[Mokaxkmmvo ma je (ag,...,ar) € CR(f*F). Ipenusnuje, kKoncrpyncahemo e—mmanar Koju
HOYMibe U 3aBpiiasa ce y (ag,...,a), 3a npou3BosbHO € > 0. [Ipumerumo ja je 10BOJBHO Jia
HaheMo €—J1aHal] KOju TOYMIbe U 3aBPINaBa Ce Y HEKO] MepMyTaiyju (daq, - . . , ay).

Kako je A menyrajyhu 3a Fy(f), 3a cako n € N, uzabepumo B(A,1/n). Taga mocroje
B, € Fx(X) um, € N raksu ja je

Mozkemo uzabparu ma (my,),en Oyze crporo pacryhu Hu3.

Axo osnaunmo ca 7 1(A) = {ai,...,a,} C X*V, raga nocroju P, koju 3asucu on N,
Takas j1a je p < P. Takobe, mocroju  Takas Ja ako ozHaunmo ca 7+ (B,) = {b],... byt €
XN yuvamo ma je q(n) < Q. Kopucrehu Jlemy [154) mMoxkemo Jla 3aK/by9HMO Jla 33 CBAKO
n € N mocroje iy, j, € {1,...,p} u lp,r, € {1,...,q(n)} TakBu na BaxKu:

d(a;,,bl) < 1/n, d(a;,, ()™ ®d)) < 1/n.

Kako je ckyn {1,...,p} konauan, nocroje ig € {1,...,p} u noguus (p,) ox (n) TaxBu na
BaXKU:

d(aio, bi?;n) < 1/pn
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Camano, mocroje ro € {1,...,q(n)} u nomuus (k,) ox (p,) Taksu na je:
d(ay,, bl") < 1/k,.
[penackom ua noguus (k,) uMaMo Jia BayKu:
d (g, (F)"™" (b)) < 1/kn.

[TonaBasyhu mcTo pe3oHOBame Kao Majonpe, Moxkemo Hahu HoBu momuus ox (k,), y
ozHanu (S,), Kao u WHIEKC jo € {1,...,m} Tako ma je:

(2, (7)™ (b)) < /s,
Kao mocsenmsu kopak, nocroju ly € {1,...,Q} u moguus (t,) ox (s,) 3a Koje je:

d (ay,, (/)™ (b)) < 1/t

ITocTurau cmo ga BaxKu:

d(ai,, bry) < 1/ta,  d (ag, (FN)" (b)) < 1/t..

Ako ossauuMo a;, = (ay,...,ay) u bl = (B",...,By), raxa je d(oy, 5;") < 1/t,, 3a
cee 1 < j < N. Cinuno, ako je aj, = (71,...,7n) H b';g = (&",...,0%), umamo ma je

d(%‘,fmt"@;”)) <1/t,,3ace 1< j<N.

Obe N —Topke a;, u a;, uMajy Taduo k mehycodno pazmmantnux xKoopamuara. Omdarmmo
cBe musose ("), kao u Hu3oBe fn(87"), KOjU MMajy WMCTH JIIMEC, I OCTABHMO CAMO
1o jemHor mpejicraBHUKa. Ha oBaj HauMH HaM je IpeocTasio k HHU30Ba (B;f") u k HU30Ba
(fn (5;5")) [Ipehumo cajsa Ha jeaHocTaBHHUje O3HAKe 3a J00HjeHe HejeaHakocTu. Vmamo
na je d(pj,cj) < 1/t, m d(ry, f*(d})) < 1/t,, 3a cee 1 < j < k. Hamomennmo 1a je
A= Aay,...,ax} =A{p1,...,o6} = {r1,...,mp w {c},...,c}} = {dy,...,d}}. Kao u mupe,
O3HAYINMO ca P = (P1,...,Pk), * = (1,...,7%), € = (c},...,c}) ud” = (d},...,d}).

Hexka cy z,y € X**. 3a cako £ > 0 nzabepumo § < £/2 3a Koje je:
(8.2) d(z,y) <d = d(f*"(x), F*(y) <e

u ng € N takBo m1a je:
d(p,c") <6, d(r,(f*")(d")) <e/2

3a cBe n > ng. OmaBae ce jacHO BUAM Ja M 3a CBaKy mepMmyTranmjy u € Sy pema [, s €
{0,...,1— 1} u n > ng Baxku ja je:

(8.3) d(p*(r), (fF)" (u*(d™)) < /2,
jep ce pacrTojame He Memha aKO CBaKy k—TOPKY IEPpMYyTyjeMO Ha MCTH HAYUH.

Hexka je v nepmyraruja u3 Sy, Koja mpeciukasa (c)°,...,c°) =c™ y (d}°,...,d°) =d™
u Heka je m Takas ja je v = Id. O3naunmo ca p; = v(p). Heka je p mepmyranuja uz Sy
Koja TipecimkaBa py y (71,...,7,) = 1 Heka je | Takas ma je u! = Id.
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Nmamo na Baxknm:

(8.4) d(p,c™) < 0 < d(v(p),v(c™)) < 0 < d(p1,d™) < 6.
Ako npuMeHnMo Ha (8.4)), nodujamo na Baxu:

(8.5) d(f**(p1), f<F(d™)) <e.
Taxobe je:

d(p(d™), (f*)*o(a™)) < d(u(d™),r) + d(r, (f*)(d™))
d(d™, g~ r) +d(r, (fF) o (d™))
= d(d™,py) +d(r, (f*F)"o(d™))
<e/2+¢e/2=c¢,

Bakspydayjemo Ja 3a cBako s € {0,...,l — 1} Baxu:

(8.6) d(p*(d™), (fF) o (u=' (d™))) <e.

CaJia cMO CIIpeMHH JIa HAIPABUMO E-JIaHAIl] KOjU IIOUHbe U 3aBpliaBa ce y p; (IITo 3amcra
jecre mepmyTanyja (ai, . .., ax)). JJaHa cMo momes N y peioBe, Ipu 9eMy je TPUBHjaIHO Jia
Cy eJIEeMEeHTH CBaKOI' pejia 3amcTa 4aaHoBu JjaHna. OdjacanheMo cajia Kako ce n3 CBAKOI pejia
npesjasu y Hapemau. VI3 mpBor peja y Apyru MoxkeMo Jia mpeheMo 300r . 3a HapeIHUX

[ — 2 npumersyjemo . Ha xpajy, kopuctumo (8.3), 3a s =1 — 1.

P1,
FEA), (FERA™), o (PR ),
(™), FH @), (), () (),
P, PR, (PR EAA)), o ()0 (a2(d™),

@), P (@), (PP (). (R (7 (),
Ml_l(r) =P
O

um wam je ma mokaxkemo cimdaHo TBphewe u 3a SF,(f)). Heka je f : X — X
xoMeoMopdu3aM ca KOHAYHO MHOIO JIAHYACTO PEKYPEHTHUX Tadaka Ha KOMIAKTHOM
merpuakoM mpoctopy X. Kako je CR(f) xkomauan m mHBapujaHTaH, 3aK/bydyjeMoO Ja ce
CaCTOju CcaMo O IIepUOIMYHIX Tadaka. Mozkemo ma mpehemo ca f ma f*, 3a mexo k > 1, tako
J1a CBe JIAHYACTO PEeKypeHTHe Tadke Oyay dhukcHe. OBa IIpoMeHa He yTHU4de Ha IMOJINHOMUjaTHY
eHTponujy, nomro Baxu ma je hyo(f*) = hpo(f). Jacho je 1a je oBo TauHo 1 3a IpecUKaBae
F.(f), onHocHO Baxku

hPOI(Fn(fk)) = hpol(Fn<f)k) = hpol(Fn(f))'

ITokaxkuMo J1a je ¥ MOJUHOMUjajIHa €HTPOIMja WHJLYKOBAHOI IPEeC/MKaBamba Ha CyCIEeH3Uju
uMmyHa Ha oBy npomeny. Heka je A € SF,(X). Taga, mmajyhu y Bumy ma je omrosapajyha
PECTPUKITHja MPeCcIuKaBamba ¢ XoMeoMopdu3aM, UMaMo:
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8.3. I''TABHA TEOPEMA

(SEL(/)"(A) = (gF.(f)g ) (A)
_ [ aF.(HFq¢H(A) nd A# Fx
(8.7) = { e ndp A = Fy
= SFn(fk)(A>

Bumumo na je

hpol((SFn<fk))a SFn(X)) = hpol((SFn(f)k)a SFn(X))
hpol(SFn(f)’SFn(X))u

ma MOXKEeMO, OJ cajia HajaJsbe, mocMarparu xomeomopdusme [ kon kojux je CR(f) =

Fix(f).

TBphemwe 156. Hexa je X womuaxtmanr upoctwop u f : X — X xomeomoppusam ca xonaurum

aanvactmo pexypentunum ckytom CR(f) = Fix(f). Taga SF,(f)) uma xonavwan neaywajyhu
cxyt u NW(SF,(f))) = Fix(SF,(f))), 3a cee n > 2.

Jlokas. Ckyn Fix(SF,(f))) je xonauan jep je camapxkan y konadnom ckymy (Fix(F, (X)) \
{F1}) U{Fx}. Heka je A € SF,(X) rakas nja A € NW(SF,(f)) \ Fix(SF,(f)). Kaxko je
A # Fx, umamo na je A = q(A), 3a neko A koju je dap nBowran. Heka je U okosmna ox A
y F.(X). Tana je ¢(U) okommna ox A. Hedbunummmvo U = q(U) \ Fx. Umajyhu y Buny 1a je
A menyrajyha tauka, nocroju k > 1 Tako na je

(SE.(N)) W) Nt #0.

Hame, uz nedunumuje npecamkasama SE,(f) u jennocrasHor csojersa fa je (SF,(f))* o
q = qo (F,(f)), umamo na Baxku:

0 # (SE.(N)) U NU = (SF.()*(a(U)) N g(U) = q((Fu(£))M)U) Nq(U).
Kaxko je g dujeknmja uva F,,(X) \ F1(X), MOXKEMO 3aK/bYIUTH JIa je:
(B ) N U £0.

[Momro je U npousBosbHa okosmua o1 A, Bugumo ga je A € NW(F,(X)). U3 Teopeme
155| cemu na je NW(F, (X)) = Fix(F,(X)). Konaano:

SE(f)(A) = q(F.(£))a " (A) = ¢(F()(A) = q(4) = A,

mro nokazyje na je A € Fix(SF,(f)). O

8.3 I's1aBHaA Teopema

Teopema 157. Hexa je X xomuaxtwan tpoctop, f : X — X xomeomoppusam ca xKonauHum
AGHYACTOO peRYpentinum crytom u n = 2. Taga je

hpo(SFu(f), SFu (X)) = hpal(Fu(f), Fn(X)) = nhpa(f, X).
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8.3. I''TABHA TEOPEMA

/loxas. Kao mro cMo objacHm/IM, MOXKEMO 0€3 yMalbeiba OMIINTOCTU CMaTPATH JIa Cy CBE
JIAaHYIaCTO PEKypeHTHe Tadke 3arnpaBo ¢dpukche. Heka je

Gn={{z1,...,x,} |z € X,2; # x;,i,j € {1,...n}} C F,(X).

Kako je f oujeknmja, G, je f-unsapujanran. Cimuno, SF,(f) u pecrpukimja ox ¢ cy
bujexnyje, na je ¢(G,) SF,(f)-unsapujanran. [Ipumennhemo Tepheme [74 na:

X = F,(X), A: =G, fi:=F.(f),
XQZSFn(X)7 B:q(Gn)7 fQI'SFn(f)a
H:=q.
Axo f wmma Tauno n dukCHEUX Tadaka {ri,...,T,}, Taga ckynosu G, u q¢(G,) campxe
TavHO jeaHy HesryTajyhy Tauky {zi,...,x,}. Ako f uma Mame o n PUKCHUX Tadaka, Taja

ckynosu G, u q(G,) He cagpxke nesiyrtajyhie Tauke. ¥ Tom ciydajy, momahemo ckyn {Z},
f(@) =2 yckyn G, u F} y ckyn q(G,,), He Memajyhu HOTaIU]y, & CBe KAKO OMCMO UCILY HUJII
ycnose Tephema[74l Oa npomena nehe yTunaT Ha BpeJHOCTH OJMHOMUjAJHE €HTPONN]E, &
q he ocraru xomeomopduzam ua G,. Takohe, G, u q(G,) ocrajy f- u SF,(f)-uuBapujanruu,
pemom. Ako f uma Bumre o N PUKCHUX TadaKka, PEuMO k, Taja MOCTOje (i) HeryTajyhux
tagaka y G,. [loHoBo, He Memajyhu o3nake, ykjaoHmhemo cBe HemyTajyhe tauke u3 G, a
nonahemo ckyn {z}, f(Z) =&y G, u F1 y q(G,). Kako cy cBe tauke Koje CMO yKJIOHWJIN
dukcue, npeocraiie tauke y G, uune f-unBapujanTtaH ckyn. Vcro Baxku u 3a q(G,), 1a je
SF,(f)-uaBapujanTtan.
ITormrro cy cBu yc/IOBU HCIIyH-€HH, UMaMO JIa je:

(8.8) hpol(SEn(); 4(Gn)) = hpot(Fu(f); Gin)-

Jom jenrom hemo npumvenutn Tepheme [74], anu oBor myTa Ha:

X=X, A::ﬂ-il(Gn)a o=,
X,:=F,(X), B:=G,, f2 1= F.(f),
H:=m.

[Tpumerunmo 1peo ga je w1 (G,) uc f*"-unpapujanrtan, jep cy f W pecTpUKIuja Of
oujekmuje. Pasmunbajyhu mcto Kao MaJonpe, MOCTOjU WM Ta4HO jejiHa HeayTajyha Tadka
WM He TOCTOjU HujedHa (WM OaMaxX, WM HAKOH yKJamamba CBHUX), I1a heMo JoJaTh 1o
jenny tauky ckynosuma 7 ' (G,) u G, - tauke (Z,...,%) u {Z}, penom. H he ocratm
xomeoMopduzaM u enrponuja ce Hehe nmpomenutn. MokeMo 3aK/byIUTH J1a je

(89) hpol(Fn(f); Gn) = hpol(fxn; 71—71(C7Yn>)-
Kopucrehu ocroBre ocodune nosimHOMujasine enrpornuje, kao u (8.8) u (8.9), umamo ma
je:
hpol(SFn(f)aan(X)) > hpol<SFn(f) q(Gy))

1q(
pol(Fn(fa n)
pol( Xn?”’il(Gn))'

h
h

9
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8.3. I''TABHA TEOPEMA

Jlakjie, JIOBOJHHO je Ja IMOKaYKEMO JIa BaXKU:

(8.10) hpol(fxn; 71'_1(Gn)) = hpol(Fn(f)v F.(X)).

IIpumernmo ga ako JokaxkeMo na je hoo(f*"; 7 1 (Gy)) = nhya(f,X), Taga je (8.10)

tagno. Hamme,

hpol(Fn(f)> Fn(X)) < hpol(fxnvxxn)

(811) = nhpol(f7X)7
hpol(Fu(£)y Fu(X)) = oot (Fa(f); G)
(8.12) D (PN (G))

= nhpol(fv X)a
a 3aKkJbyIyjeMo 1a je hpo (£ (f), Fr(X)) = nhpa(f, X).
Hokazkumo caga ciaenehy jemmakoct:
Jlema 158. hyo(f*"; 77 HGr)) = nhpa(f, X).

/loxas. Jenna HejeTHAKOCT je TPUBUjAJIHO TATHA:
hpot (f*"; 7 H(G)) < Bpaa (£, XT) = nhpa(f, X).

[Tpumerumo na je 7w '(G,) CKym cBUX M-TOpKM dHWje cy cBe KoopmauHaTe MehycoOHO
pasauunTte. 300r TOTa je,

XM = 171 (G) U (UGham) U (Fix(£™) N7~ (G,)),

npu demy je yamja no ceuM k u a(k), tae je k > 2 majmamu Opoj meljycobHO pasmmauTux
koopauHata u ak) ckyn napamerapa kKoju oapehyjy mosurnuje oBux KoopauHara. Kako ducmo
OusIM MITO jaCHWjH, HABEMMO eKCIUTMIUTHO jegan ckyll G (Koju heMo KOPHCTUTH U KacHUje y
nokazy) u3 pamuaje Gy o)

G .= G27(172) = {(.fﬂ,x,ilj‘g,...,,xn) ‘ €T, T; EX,i S {3,,71,}}

3a ¢duxcupano n mMaMO KOHa9HO MHOrO cKymoBa Gy U cBE cy f*"-UHBapujaHTHH
n KommnakTHu. Hamomenumo ja He MoOpajy OuTH 00aBE3HO JUCjyHKTHHU, &JM U Ja TO He
[PEJICTaB/ba TPEIPEKy 3a IPUMEHY CBOjCTBA IOJMHOMUjaJIHE eHTporuje (B. . Kaxko je
hpot (f*™, Fix(f>*™) N7 1(G,)) = 0, nmamo 1a Baxku:

nhPol(fv X) = hPOI(fxnv XXTL) =

k a%]zg{hpol(fxn; 7 H(Gn)), hpa (7 Gram)}-

Mozxkemo 3sakspyaurn ga je hpo(f*" 7 HG,)) = nhpa(f,X) HaAKOH WTO JOKAZKEMO
na je hpot(f*" Gram) < (0 — 1)hpa(f, X). 3a nouerak noxaxkumo na je hpo(f*";G) =
(n — D)hpa(f, X). U3 caeneher nujarpama, tae je ¢(z1,...,Tn-1) = (T1,T1,%2, ..., Tp_1)

xomeomopduzaM, cienn aa je hyo (7 G) = hpo (£, X*0D) = (n — 1) hya(f, X).

98



8.3. I''TABHA TEOPEMA

fx(n—l)

Xx(n—l) Xx(n—l)
o |+
X(n—1)

G—. G

Takobhe, hpol(f*"; Gaam) = hpot(f*"; G), 3a cBe a(k), jep cy G n G o) XOMeOMODPDHH.
Xomeomopdusam je nmpecankaBambe Koje 3aMerbyje MecTa oJrosapajyhnm koopannarama. 300r
Tora uMaMO Ja je hpo(f*", Gaak)) = (n — 1)hpa(f, X). Konauno, mexa je k > 2. Taza je
hoot (f ", Grary) = (0 — Kk + 1)hya(f, X), xopucrehu mcro pesoHoBame Kao MaJiolpe, IIa
uMaMo 113, je ol (", Gram)) < (n— 1)hpa(f, X).

O
OBUM CMO 3aBPLIMJIN U JIOKA3 TeopeMe, jep cMO IoKasaau Ja je hpo(SF,(f), SF. (X)) =
hp01(Fn(f)7 Fn(X)>7 Kao 1 Jda je hpol(Fn(f)a Fn(X>) - nhpol(f7 X) D

ITparehu mokas mperxojHe TeopeMme, aHAIOTHO MOXKEMO 3aKJbYUIUTH JIa UCTH PE3yJITaTh
Bazke u 3a JuHamuuku cucreM (SF(f),SFM(X)).

Teopema 159. Hexa je X xomuaxtan tpoctop, f: X — X xomeomopphusam ca KomauHum
AGHYACTOO pexypentinum cxytom u n > m = 1. Taga je

hoot(SE(f), SE(X)) = hpot(Fu(f), Fu(X)) = nhpa(f, X).
0

Kao jupekTHy mocieauily, uzasojuhemo pesysrare 3a ciydaj kaja je mpocrop X = [0, 1],
kao 1 Kaga je X = St. IIpumernvo 1a opne komaanoct NW(F,(f)) cienn ms Tephema [146]
na je moBosbHO Ja mpernocraBumo fa je NW(f) komauan. Cieneha mBa pesyiarara ciene
nupekTHO 3 Teopeme u aumbenune 1a je hpol(f, [0,1]) = hpa(f,S') = 1.

ITocnemuma 160. Hexa je f : [0,1] — [0,1] xomeomopdusam ca xonauwnum meaywmajyhum
ckytom. Taga je hooi(SF,(f)) = hpot(Fn(f)) =n, 3a cee n > 2.

ITocnenuna 161. Hexa je f : S' — S! zomeomopdpusam ca xoraurnum rneayajyhum cryiom.
Taga je hpot(SEL(f)) = hpat(F(f)) = n, 3a cee n > 2.

ITocmaTpajmo cama xomeomopdusme f : X — X Ha KOMIAKTHOM HpocTOpy X duHju
HesyTajyhin ckyn Huje obaBe3Ho KoHadaH. ¥ |45 cmo mpoydaBanm xomeomopdusme ca
0ap jeaHoM JIyTajyhoM Ta4ykOM W JOOWIN JIOFhe€ OTPAHUYEHHe 33 MOJMHOMUJAJIHY €HTPOIIH)Y
(EFn(f), F.(X)). Tlokazahemo ciamano tBpheme 3a SF,(f), y3 mogaTHy IpeTIOCTaBKY.

Teopema 162. Hexa je X xomuaxman tpoctop u f : X — X xomeomoppusam ca bap jegrom
aymajyhiom wakom xg. Axo cy ckytosu ap(o) uwyr(zo) xKonawnu, waga je hpo(SF,(f)) = n,
3a cee n = 2.

Jlokas. Kopucruhiemo ucre o3nake kao y joka3y Teopeme 6 y [45]. dedunumumo uus x, =
(f*(0)), m € Z u exyn

Y :=0f(x,) ={z, | n € Z} Uoy(x) Uwys(xp).
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8.3. I''TABHA TEOPEMA

Ckyn Y je KOMIIAKTaH M CaJpKi KOHATHO MHOrO HemyTajyhmx Tadaxa - taduke u3 of(xg) U
w(zg). Kako je SF,(Y) SE,(f)-nuBapujantan moackym ox SF,(X), umamo na je

hpot(SEu(£), SFa(X)) = hypot( SFo (), SFu(Y)) "B hya (Fu(£), Fu(Y).

Hasme, mparehu momenyTn jgoka3 u3 [45|, y KOMe KOHCTPYHIIEMO IOJYKOHjyramujy ca
oI TOM, 3aKJ/bydyjeMo Jia je

hpol (Fn(f), Fn(Y)) = n.

]

Ha mctn HaumH OHOBO MOXKEMO JIOKA3aTH CJIMYAH Pe3Y/ITaT 3a T'eHepaJucaHy CYCIIEH3U]y

SE(X):

Teopema 163. Hexa je X xomuaxitan apocttop u f : X — X xomeomoppusam ca bap jegrom
aywajyhiom wawkom To. Axo cy ckyuosu ap(zo) u we(zg) Konawnu, waga je hpo(SE(f)) =
n, 3a cge n >m = 1.

Ilocnemuua 164. Hexa je f : [0,1] — [0, 1] zomeomoppusam sa xoju je f # Id u f? # 1d.
Taga je hpot(SEL(f)) = hpat(F(f)) = n, 3a cee n > 2.

Jlokas. Moxemo mupermocrasutu jga je f crporo pacryha u ma je f # Id (unauge,
nocmarpahemo f2 ymecro f). Kako je y osom ciyuajy Fix(f) = NW(f), nocroju dap jenna
naytajyha tauka o. Jla SueMo Jokazam moc/ieauily moTpedHo je caMo Ja IIPOKOMEHTAPHUIIEMO
na cy ap(zo) 1 wys(x) 3aIpaBo jeJHOUIAHN CKYIIOBH, IOIITO JIUMECH ngrfm f™(xo) mocroje. [

[Tpumernmo na nehe csu xomeomopdusmu f : St — St ca dap jeanom smyrajyhom Taukom
{zo} xoju 4yBajy opujenTanujy, HCIyHUTH yCJIOB KOHAYHOCTH CKYIOBa o f(To) U wy(xp). AKO
je porarmonu 6poj p(f) uparmonasaH, Taja 3HAMO J1a je YHUBEP3AJTHN W-TPAHIIHI CKYIT UJIH
S! wmm Kantopos ckyn. ¥ noromem ciydajy, f uma jyrajyhy tauky (Bumum Tepheme 6.8 y
[53]), anu wy Huje KOHATAH.

8a Kpaj oBOr IOIVIaB/ba, BPATHMO C€ JOII jEJHOM Ha KOHAYHOCT HeayTajyher ckyma
uHyKoBaHor npeciankaBama Fy(f). Kako cy konrpanpumepn koje cmo nomenyiu (IIpumepu
14 u 15 y |21]) maru ma mpocropy Koju HHje KOHTHHYYM, OCTaje HHUTame Ja JIU [IpH
npernocrasiy jga je NW(f) = Fix(f) = {p1, ..., pr} Moxkna nnax saxku na je NW(Fy(f)) =
Fix(Fy(f)) = {{z1,...,2} | 1 < k < N, z; € Fix(f)} ako je f xomeomopdusam Ha
KOHTUHYyMY X .
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I'maBa 9

Teme 3a ga/ba MCTpakMBamba

Y oBOM moOrJIaB/by U3/IBOjUNEMO HEKOJMKO OTBOPEHUX IIPodJieMa M MOTyhuX IpaBalia
JIaJbel UCTPaXkKMBarba KOju Ipou3mia3e u3 pedynarara ose Te3e. Kperahemo ce y okBupuma
MTOJITMHOMU]jaJTHEe €HTPOINje, WHIYKOBAHUX JTUHAMUYKHX CUCTEMa Ha XUMEPITPOCTOPUMA, AJIN
1 y IIAPEeM KOHTEKCTY ojipehuBarba KOMILJIEKCHOCTH JUHAMHYKAX CHCTEeMa IOMONY JIpyrux
WHBapUjaHTH.

ITonmnnomujasiaa enrponuja Ha xunepmnpocropy C,(X)

ITopen xmmepupocropa koje cmo nedunucamu y muoraasmy [ mocroje jom Hekn
XHUIIEPIIPOCTOPH ca JiemnM ocodmHama. Jeman takas je mpoctop C,(X), koju ce medunurre
Ka0 IPOCTOP KOMIIAKTHUX CKYIOBa y X ca HajBUINE 1 KOMIIOHEHATA MTOBE3AHOCTH:

Cn(X) = {A € 2% | A uma HajBumIe N KOMIIOHEHATA TIOBE3AHOCTH }.

Mozkemo ce 3ammuTaT JIa JIM BayKu Jia je

hpol(on(f)v Cn(X)) = nh’pol(c(f)a C(X)),

Kao W IIOJI KOjUM IIpeTIiocTaBKaMa. Bujean cMo Ja je KOHAYHOCT HejyTajyher ckyma o
BaXKHOCTU 3a MPUMEHY METOJIa KOje CMO KOPHUCTH/Iu y rorjasmy (8 Tpedaso du ucnuraru
KakKBa je Be3a m3Mmely Hesryrajyher ckymna dasHor npeciaukaBama f : X — X W WHIYKOBAHOT
npeciaukasamba Cy,(f) (oBme je ykibydeH u ciydaj 3a n = 1 KaJia TOBOPUMO O XHUIIEPIIPOCTOPY
C(X)).

Hexka je f : X — X xomeomopduzam Ha KOMIAKTHOM MeTpUdKOoM mipoctopy X . Ha iu je n
1oyt Kojim mperrocTaBkaMa hpol (Cr(f), Cn(X)) < nhpa(C(f), C(X))? Hexa je o : 227 — 2%
Ipec/InKaBame JeUHUCAHO Ca:

o(A) = U A.
AcA
Hangep je nokazao y |50 ma je mpeciukasame o HenpekuaHo. Takobe, mpumerumo ja
je o(F,(C(X))) = Cu(X). Jlako ce Bumum na ciaemehm mumjarpam xkoMmyTmpa Kaga je f
xoMeoMopdu3aM, Kao 1 Jia je 0 HENPEeKUIHA CypjeKInja.

Fn(ci(X))Fﬂ%ﬁ(X»
0, (x) P o (x)



Kopucrehu Beh m006po mo3naTro €BOjCTBO IOJUHOMHUjAJIHE EHTPOIHje 3aKJ/bydyjeMo Jia je
hpot(Cn(f), Cr(X)) < hpat(Fn(C(f)), F(C(X))). Hda ducMo mpuMeHHIN IVIABHH pe3YJITAT
U3 IOIVIABJ/bA ma npocrop C(X) u sakmyummm na je hyo(EL(C(f)), F.(C(X)) =
nhoo(C(f),C(X)), mopa na Baxxu ga je NW (C(f)) xonagan. Ilog kakBuM mpermnocraBKama
HAMETHYTUM Ha dasHu juHaMudku cucreM (f, X) he oBo duru ucmymweno?

ITo ce Tuye oOpHYTE HEjeTHAKOCTU, MOIJIA OMCMO JIa MOKYIIAMO JIa UMUTHPAMO HJIE]Y
3 ornaesma [§| 1 ma younmo moackyn (osnasmmo ra ca Gy,) on C,(X) Ha KoM b1 ce 3ampaso
ocrBapmita enrponuja nhyo (C(f), C(X)). Tana du Baxkuo:

hpol<cn(f)7 Cn(X)) > hpol(Cn(f>7 GH(X))
= hpot (C(f) % ... x C(f),C(X) x ... x C(X))

nhpa(C(f), C(X)).

buio ou ommuuno Kama Omcmo moram ga gedunnmemo (G, TakKo da je 3aTBOPEH U
WHBapUjaHTaH, aji TO HUCMO yCIeJu Hu y ciaydajy npocropa F,(X). Jeana uneja je na G,
Oy/ile TPOCTOP KOMIIAKTHUX CKYIOBA KOjU MMajy TaIHO 7 KOMIIOHEHATa TOoBe3aHOCTU. TakaB
(G,, Ou duo MHBapHUjaHTaH, aJId HEe W 3aTBOPEH. 3aTO OMCMO MOpaJH Jia Kopuctumo TBpheme
[74, xoje nma cBoje npeTnocraBke 0 Opojy HexyTajyhux Tavaka Koje ce Hasmaze y cKyny G,.

AmMopdHaA KOMILIIEKCHOCT

Kao mrro cmo Beh Bumesnu, jeHa o1 Mepa KOMILIEKCHOCTH 33 CUCTEME UHja je TOIIOJIOIIKA
€HTPOINja jeTHAKA HYJIN jecTe MOJMHOMUjaIHa enTponuja. OBa BeJIMYINHA YCIENTHO PA3INKYyje
MHOT€ HHUCKOCJIO’KEHE CHCTeMe, HApPOYUTO OHe Koju umajy Jyrajyhe tauke. Mehytum u
[IOJIMHOMUjaJIHA €HTPOINja je jeqHaKa HY/JIW 3a HeKe CHUCTeEMe Yhja KOMILIEKCHOCT JI0JIa3H|
U3 PEeKypeHTHOr, a He JjyTajyher nonamama. Jla du omnwucaam oBy BPCTY KOMILJIEKCHOCTH,
@ypwman, 'porep u Jerep medbwunucanun cy amopdny kommiekcroct y [19]. Ymecro ma
MepHU MOJIMHOMHUJAJTHUA PACT MelyCOOHO pa3/MYnTUX KOHAYHUX cermMeHaTa opouTa, amMopdHa
KOMILIIEKCHOCT TIOpEIN OPOUTE IPeMa ACUMIITOTCKO] YIECTAJIOCTH €A KOjOM OCTajy pPa3/BojeHe
3a YHAIIPeJl 33/1aTO PACTOjarbe U MEPU IbUXOB ITOJIMHOMUJAJTHE PACT He Y OJIHOCY Ha BpeMe, Beh
y OJHOCY HA& yYecTaJOCT pasjiBajarba. 300r oBora je amopdHa KOMILIEKCHOCT Ipuarohena
CHCTEeMUMa, YHhja je TOIIOJIONIKa E€HTPONHuja jeJlHaKa HYIW, ajld je aCUMITOTCKO ITOHAIaHke
PEKYPEHTHUX OpOUTa U JaJbe OOraTo.

Hexka je (X,d) kommaktan merpuuku mnpoctop u f : X — X mHempekumno. 3a 6 > 0,
v e (0,1, u z,y € X, nebunuriemo

Su(fs6,2,y) = [{0 <k <n:d(ff(z), fy) = 0} .

[Tap Tauaka (x,y) HaszuBa ce (f,d, V)-pa3aBojeH ako BaxKu:

Tm Sn(f7 0, x, y)

n—oo n

> V.

Ca Sep(f,d,r) o3HaunMo MakcuMmaJsHy KapauHasiaocT (f,d,v)-pasaBojenor ckyma y X.
Axo je Sep(f,d,v) konauan 3a cee 6 u v € (0,1], kaxkemo 7a f UMa KOHAYHE CenaparyoHe
opojese. I'pydo rosopehm, KoHadHH, aJii HEOPAHUYEHU CeNapPaIlMOHU OpOjeBU, TOBOpPE Yy
MPUJIOT JIMHAMUITA CPEJiihe CIoKeHocTH. Kajia ce crucreM MmoHaIa XaoTUIHO, PEIUMO Y CMUCITY
HO3UTHBHE €HTPOINje, cernapanuonu opojesu cy deckonadnu (B. Teopemy 1.1y [19]).

oma u ropma amopdHa KOMILIEKCHOCT JIe(bUHHIITY ce Ha cjeaehn Hadum:
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1
ac(f) = sup lim og Sep(/f,d,v)

_ — log Sep(f,d,v)
ac(f) = sup lim .
5>0 v—0 —logv

Axo je ac(f) = ac(f), rana je nedunncana amopdHa KOMILIEKCHOCT IpecauKaBamba, [, y
osnarm ac(f). 3a ocnoBHe ocodune amopdHe KoMIutekcHocT BujeTn Tspheme 1.3 y [19]. ¥V
onespky 3.7 y [19] npumepuma je mokaszano jna moxe Baxutu u ac(f) < hpo(f) u ac(f) >
hpol(f). Hakie, He mocroju nupekTHa Be3a u3MeDy HoIMHOMMjaJIHe eHTponuje U aMopdHe
KOMIIJIEKCHOCTH.

bBuiio dm 3aHUM/BUBO M3padyHATH aMOP(MHY KOMILIEKCHOCT WH/IYKOBAHUX IIPECTUKABAIHA
Ha XUIIEPIIPOCTOPUMA KOje CMO ToMubau. Takohe, duio du o1 3HaYaja Ka1a OMCMO IMOKa3a 1
Ja 3a HEeKy KJacy JUHAMUYKAX CUCTEMa YHhja je TOJUHOMUjaJIHA €HTPONHja je/THaKa HYJIH,
amMopdHa KOMILJIEKCHOCT Jlaje JIpyradnje BPeTHOCTH.

IlonmaomujastHa eHTpoNKja HA MHBEP3HUM JIMMECuMa

Hexka cy X; kommakran Xaycaopdosu npocropu u f; @ X;11 — X; Henpeku/iHe cypjexiuje
3a cBe ¢ € N. Heka je

X = @(Xi, fi), ={(z1,29,...) : fi(riy1) =, 3acBe i > 1}.

ITpocrop X, Ha3UBa ce MHBEP3HU JINMeC IpeciukaBama { f; 152, 1ok ce {f;}52, Hasusajy
nosesyjyha npecimkasama. Baxkn na je X, koMmmakran Xaycaopdos IpocTop.

Axo je g; : X; — X, HenpekujHO U 3aj70Bo/baBa ¢; © f; = f; 0 gir1, 3a cBe i € N, Taja
{gi } nen MHIYKY]je HEIPEKMTHO MTPECTMKABALE (o, (KOje Ce HA3MBa NHJLYKOBAHO IPECINKABAIHE)
HA MHBEP3HOM JuMecy X, Ha ciaegehn Haunm:

9o () = (91(21), 92(22), - - ),

3a CBaKW T = (I1,Ta,...) € Xx.
Cuemujasno, ako ¢y X; = X u f; = g; = f, 3a ¢cBe ¢ > 1, Tajga ce mpocTop

Xy = l'&l(X, ) =A(z1,22,...): f(zi1) =z, 3acBe i > 1}

Ha3WBa UHBEP3HU JuMec ofl f u f nniaykyje xomeomopdusam f Ha Xy, KOju ce Ha3UBa MHUMT
xomeomopduzam. Jledunummmo

f fz : Xi+1 — Xi; aKO je 7= j,
ij —

fiofi+10"'ofj:Xj+1—>Xi, aKOje'i<j.

o ok _ k
lpumernmo na je g7 o fij = fij o gjq1, 3a cBe k = 0.

Ba cBe i € N gedunummmvo 7; : Xoo — X, ca m(x) = x;, 3a cBe © = (1, X2,...) € X
IIpecnukaBame 7; je OTBOpEHa HEIPEKHUIHA CYPjeKIldja Koja 3a10BO/baBa

Joo © Ty = T; O Joo,

3a cBe ¢ € N.
Caneneha Teopema moxke ce Hahu y [55], 3a Tomosomky entponnjy. Jlokas ce aupekTHO
IIPEHOCH Ha TTOJIMHOMUjAJTHY €HTPOITHjy, Kao MTO heMo BUJIETH.
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Teopema 165. Hekxa cy X; womuaxwnu Xaycgopposu upoctopu u f; @ X, — X,
netpexugne cypjexyuje 3a cee © € N. Ilpewiuoctmasumo ga cy g; = X; — X; neupexugna
UPECAUKABALA 30 KOJA BAHCU,
gi o fi = [i© git,
3a cee t € N. Taga je
hpoi(goc) = lim Pyl (9i)-

Jlokas. Ilpumernmo npBo ma je hpo(gi) < hpot(giv1) B hpoi(9oo) = hpot(9i), jep je gio fi =
fi©Git1 U goo © T = T; O oo, 3a cBe § € N. Jasbe je i hpol(goo) = lim hpoi(g;). IIpeocraje ma
12— 00

IIOKazKeMO CaMo JpYTy HejeTHAKOCT:
hpol(goo) < hm hpol(gi)-
1—00

Hexka je a orBopenu mokpuBad o X.. Tama nocroje m € N u g = {Vi,V,,..., V. },
Koju ToKpuBa X, e je V; = W;I(U;i), UJZ C X, oTBOpeH 1 cBaku V; je cajp:KaH y HEKOM
eJleMeHTy mokpuBada <. Moxke ce mokazatn na je tana hpol(geo; @) < Apol(geo, 5). Heka je
N = MaXjci<m Jj; U AeDUHAIIIMO

/ ako je j; = n,

Wi _ Jq',l’ '
1 (U, ako je gy < n.
Mozxe ce nmposeputu ga je v = { Wiy, Wy, ..., W,,} nokpusas ox X,,. Kako je f; ,_jom; = m,

3a 1 < j, IMaMo Jia je 3a j; < n,

m (W) = m, fi 1 (U)) = 7 (U)).

n Jim—1

Opasze ciemu na je m, ' (y) = 8. Bakbydyjemo 1a je
hpol(goo; 05) < hpol(.gooaﬁ) = hpol(gnafy) < hpol(Qn) < zlilga hpol(gi)-

Cremu na je hpol(goo) < lim h(g;). O
1— 00

O0u4HO je JMOBOJHPHO Ja y3MeMO jeHOCcTaBHe IpocTtope X; m mope3dyjyha mpeciunkaBarmba
fi, Kako OmcMO TeHepuca M BeoOMa KOMILJIUKOBAaHE WHBEp3He JjimMece. bumo du 3aHUMIBUBO
M3padyHaTH TOJUHOMUjAJIHY €HTPOIHjy HEKHX ITPOCTOpa KOjU ce J00Mjajy Kao WHBEP3HHU
JIMMECH.

IlonmmHOMMjasTHA eHTpOoNNja HA PAIMOHAJIHUM KpuBaMa

VYV [IpeTXOaHOM TOIJIAB/bY TOBOPUJIM CMO O IMOJUHOMUjAJIHO] €eHTPOIUju XOMeoMopdu3ama
Ha peryjapHuM KpuBama. MehyTum, mma jorr jenux nutama Ha KOje HUCMO JIAJUA OJTOBOP.
3a moveTak, Jia JU IIOCTOje peryjiapHe KpuBe, KOje HUCY JIOKAJHU JIEHJIDUTH, a Jia HIXOBA
MOJIMHOMU]jaJIHa eHTponuja nuje jeanaka uau 0, o 17

Kaxemo na je X payuonasna xpusa ako 3a cBako r € X u cBaky orBopeHy okonuny U or
x 'y X nocroju orBopena okosmHa V ox x y X taksa ja je V C U u rpanuma OV je mpedpojusa.
JacHo je 51a je cBaka peryjapHa KpuBa U pallioOHa/IHA. /la JIM BaxK# Jia je Topme OrpaHnvene
[IOJIMHOMU]jaJIHEe €HTPOIINje HENPEKNIHNX IIPECINKaBama Ha PAIMOHAJHIM KpHBaMa Takobhe
jemnaxo 17
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Y paay [20] mocraB/beHO je THTame y Be3U Ca JIOHBUM OTDAHMYEEheM ITOJUHOMMU]jaJIHe
EeHTPOINje HeITPEKUIHOT JIe0-TI0-JIe0 MOHOTOHOT TpeciankaBama [ : I — I. Hanmme, ako, Kao u
1pe, ca ¢, 03HAYUMO OpOj MAKCUMAJJIHUX UHTEPBaJa MOHOTOHOCTH n—Te urepanuje f", aa ju
je TagHo ja je

log ¢,
hpo > i ?
poi(/) lfls;fp logn

[MosuruBan oxrosop modujen je y [22| (B. Teopemy 4). Kaga je f : I — [ HenperuHO
JIEO-TI0-J1e0 MOHOTOHO IIpec/MKaBame, a ysumajyhu y oosup na je ¢(f,n) < ¢,, umamo n1a je
lo n

hpol(f) P lim sup M

n—+00 logn
peryJsiapHoj Kpusoj X7

. da 71 je oBa oreHa TadHa W 3a HEIIPEKUHA ITPEC/TNKABamha Ha
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Mpwunor 1.

U3jaBa o ayTtopcTay

MoTnucaHu-a M A A 'EO? \/\Jv\

6poj unaekca __ 2.O\G / LoA8

UsjaBrbyjem

Aa je noKTopcka aucepTaumja noq Hacnosom

V10 OWMHOWAJANMA  EWTRPoRWI A HRBN € 0BAR WX
_OAN AMMMEWR Y CWCTEMA . BA XWOEPTIR0CTD DV M A

® pesynTaTt CONCTBEHOr UCTpaXunBa4vkor paaa,

* [anpeAnoxeHa aucepTauuja y UenuHu HY y AenoBrUMa Huje 6una npeanoxeHa
3a pobujate 6uno koje AWNNOMe npema CTYAWCKUM nporpamMuma Apyrux
BWCOKOLLIKOMNCKUX YCTaHOBa,

® Jla Cy pe3yntaTu KOPEKTHO HaBeAEeHU n

* [ia HUCaMm Kpliuo/na ayTopcka NpasBa W KOPWUCTUO MHTENeKTyarnHy CBOjUHY
ApYrvx nuua.

MoTnuc gokTopaHpa

}Ww %U\\(C

Y Beorpagy, 28 9.1026.




Mpunor 2.

M3jaBa 0 UCTOBETHOCTU LITaMNaHe U efleKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paga

Wme n npesume ayTopa M AW A _\3 D?V\T\

Bpoj nHaekca PN / 20A9

CTyaujckv nporpam WM ATEWM ATV A

Hacnos paga “0\‘.\“\—\0\"\\’\\?\&\\\?& OEPHTIVUA WHANL OBAHWL  SIARAMWAY WY URTEMA WA XWIERCI0CT oM
MeHnTop _ &° JE\Y\E\'\’f\ Kﬁ—\_\/\-\’\

MoTnucanw/a MN—L\P\' J§D’2V\JV\

M3jaerbyjem Aa je wramnaHa Bep3uja Mor AOKTOPCKOr paja WCTOBETHa eNeKTPOHCKO)j
BEp3uju Kojy caM npegao/na 3a objaBrbuMBakbe Ha noprtany [OurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y Georpaay.

[ossorbaBam ga ce objaBe Moju NMUYHWM MOAaUM BesaHu 3a fobujarbe akagemckor
3Batba JOKTOpa Hayka, Kao LITO Cy UMe U NpesnuMe, roaumHa u Mecto pofjiera U aatym
oabpaHe paga.

OBWM nWYHM nodauu Mory ce OOjaBuTU Ha MpPEXHUM cTpaHuuama Sururtanye
BubnuoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTtanory u y nybnukauujama YHusepsuteTa y Beorpaay.

MoTnuc pokropaHpa

}\-LOQYGL %OY\LA
7

Y beorpagy, 2X.9.202%%,




Mpwunor 3.

UsjaBa 0 kopuwhewy

Osnawhyjem YHusepautetcky 6ubnuoteky ,CeeTtozap Mapkosuh* aa y [durutantu
penosutopujym YHusepauteta y beorpagy yHece mojy AOKTOpcKy AvcepTauujy nod
HacnoBom:

“\N\\\\\ONV\) A A EATRINWVIA WP oBAMWWY SR AWM AN X
CMOTOM A WAL XWNERNIROCT DR WM fy

Koja je Moje ayTopcko aeno.

[AucepTauujy ca cBUM NpunosuMa npepao/na cam y enekTpoHCKOM ¢hopmarty norogHoM
3a TPpajHo apxuBupatse.

Mojy AOKTOpPCKY AucepTaumjy noxparseHy y [urutantu penosautopujym YHusepauterta y
Beorpany Mory fa kopucTe CBU Koju nowTyjy oapenbe cagpxaHe y oaabpaHoM Tuny
nuueHue KpeatueHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ofnyuuo/na.

@yTOpCTBO
2. AyTopCTBO - HEKOMepLujanHo
3. AyTopcTBo — HekomepLujanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMEpPLIMjanHo — AenuTU NOA UCTUM YCroBuUMa
5. Aytopcteo — 6es npepage
6. AyTOpCTBO — AEnNUTU NOA UCTUM YCroBUMa

(Monumo aa 3aoKpyxuTe caMo jeHy o4 LUecT NOHYAeHWX NuueHuw, KpaTak onuc
nuueHuu AaT je Ha nonefuHu nucra).

Mornuc pokTopaHna

Y Beorpapy, 28 91026,




1. Aytopcteo - [lo3Borbapate ymMHOXaBakse, AUCTpUbYLMjy U jasHO caonwTasarse
[ena, u npepaae, ako ce HaBeae UMe aytopa Ha HauuH oapefeH o cTpaHe ayTopa
MMn AaBaoua NuueHue, Yak u y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnobogHuja og ceux
nuueHun.

2. AyTopcTBO — HekomepuujanHo. [lo3sorbaBaTte yMHOXaBare, AUCTpubyuujy U jaBHo
caonwTasake fena, U npepaje, ako ce HaBeae WMe ayTopa Ha HauyuH oapeheH of
CTpaHe aytopa wunu gaesaoua nuueHue. OsBa nuueHua He [03BOSbaBa KoMepLuujanHy
ynotpeby aena.

3. AytopcTBO - HekomepuujanHo — 6Ge3 npepage. [lo3BorbaBaTe YyMHOXaBarbe,
aucTpubyumjy M jaBHO caonwTaeBake Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBarba unn
ynoTtpebe fena y cBOM Aeny, ako ce HaBefe UMe ayTopa Ha HauuH ogpefieH o cTpaHe
ayTopa wnu aasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He [03BorbaBa koMmepuujanHy ynotpedy
fdena. Y oOHOCY Ha CBe ocTane nuueHue, OBOM MULEHLOM ce orpaHuyaBsa Hajsehu
obum npasa kopuwhetsa gena.

4. AyTopcTBO - HeKOMepuWjanHO — AEenUTW nog UCTUM ycrioBuma. [Jo3sorbaBarte
yMHOXaBame, AucTpubyLujy 1 jaBHO caonwiTaBarbe Jena, U npepage, ako ce Hasede
“Me ayTopa Ha HauuH ogpefieH of CTpaHe ayTopa WNW faBaola nuueHue U ako ce
npepaga AucTpubyupa nop WCTOM MMM CAMMHOM nuueHuoM. OBa nuueHua He
[,03BOrbaBa komepuwjanHy ynotpeby Aena v npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepape. [losBorbaBaTe yMHOXaBatke, OUCTPUDYLUM)y U jaBHO
caonwrasatke gena, 6e3 npoMeHa, npeobnukosara unu ynotpete aena y cBoM aeny,
ako ce Hasede UMe aytopa Ha HayvH ogpefeH of cTpaHe ayTopa unu AaBaoua
nuueHLe. Osa nuueHUa Ao3sorbasa komepuujanHy ynotpeby aena.

6. AyTOopcTBO - [AenuTu noj uCTUM ycrnoBuma. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBarbe,
Anctpubyumjy v jaBHO caonwTaeamwe Aena, U Npepaje, ako ce HaBede UMe ayTopa Ha
HauuH ofpefleH o cTpaHe ayTopa unu fAasaoua NUUEHLE W ako ce npepaga
avctpubyupa nog WCTOM MAM  CNWYHOM nuueHuoMm. Osa nuueHua [o3sorbasa
komepuujanHy ynoTtpeby fena v npepaga. CnudHa je coTBEPCKUM NUUEHLaMa,
OAHOCHO NuueHUama OTBOPEHOr koaa.
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