
Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta

Univerziteta u Beogradu

Na sednici Nauqno-nastavnog ve�a Matematiqkog fakulteta Uni-
verziteta u Beogradu, koja je odr�ana 24. marta 2023. godine, imeno-
vani smo za qlanove Komisije za ocenu doktorske disertacije Stohas-
tiqka predvidivost filtracija i procesa po neprekidnom parametru
doktoranda Ane Merkle. Posle pregleda rukopisa koji je Ana Merkle
predala komisiji, podnosimo Nauqno-nastavnom ve�u slede�i

IZVEXTAJ

1 Biografija kandidata

Ana Merkle je upisala osnovne studije na Matematiqkom fakultetu
(smer Statistika, aktuarska i finansijska matematika) 2014. godine
i zavrxila 2018. godine sa prosekom 9.36. Master studije je zavr-
xila na istom smeru 2019. godine sa prosekom 9.75, odbranivxi mas-
ter rad pod naslovom ,,Martingali i stohastiqka integracija”. Dok-
torske studije na Matematiqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu
(studijski program Matematika) je upisala 2019. godine.

2 Nauqni rad kandidata

Objavǉeni nauqni radovi
1. D. Valjarević, A. Merkle, Statistical causality and measurable separability

of σ-algebras, Statistics and Probability Letters, 177(C), (2021),

2. A. Merkle, Predictability and uniqueness of weak solutions of the stochas-
tic differential equations, Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Con-
stanta, 31(1) (2023) 207-219,

3. A. Merkle, Causal predictability and weak solutions of the stochastic dif-
ferential equations with driving semimartingales, Statistics and Probability
Letters, (2023),

4. A. Merkle, Causal predictability between stochastic processes and filtra-
tions, Stochastics: An International Journal of Probability and Stochastic
Processes, (2023).



Uqex�e na nauqnom skupu
1. A. Merkle, Stochastic Predictability and Applications on Stochastic Differ-

ential Equations, Conference on Stochastic Analysis and Stochastic Partial
Differential Equations, Centre de Recerca Matematica, Barcelona, 2022.

Uqex�e na radionicama
1. Advanced Course on Stochastics Tools in Finance (IRP in Quantitative

Finance), workshop, Centre de Recerca Matematica, Barcelona, 2021.

3 Predmet disertacije

Predmet doktorske disertacije je definisaǌe novih oblika zavisno-
sti izme�u sluqajnih procesa i familija σ-algebri doga�aja, odnosno
filtracija, i analiziraǌe ǌihovih veza. Ideja uvo�eǌa vremena kod
ispitivaǌa zavisnosti i me�usobnog uticaja pojava je znaqajna i za
predvi�aǌe razmatranih pojava. U radu se razmatraju filtracije i
sluqajni procesi po neprekidnom parametru jer modeli sa neprekid-
nim vremenom imaju xiroku primenu u finansijama, ekonometriji,
biostatistici, neuronauci, ekologiji, epidemiologiji, demografiji
i drugim oblastima nauke.

Dobijeni su novi rezultati po ugledu na postoje�e, na primer,
�akoda, Florensa i Fu�era, koji se odnose na definisaǌe razli-
qitih oblika zavisnosti izme�u filtracija, kao i sluqajnih proce-
sa i filtracija u neprekidnom sluqaju. Definisan je i novi kon-
cept zavisnosti pod nazivom uzroqna predvidivost. Razmatrana
je veza uvedene relacije sa poznatim definicijama zavisnosti i
primene dobijenih razultata u stohastiqkoj analizi, u teoriji mar-
tingala, pri rexavaǌu martingalnog problema i problema martin-
galne reprezentacije, kao i u finansijskoj matematici kod modeli-
raǌa zaxtite od rizika.

U radu su primeǌene glavne metode stohastiqke analize: uslovno
matematiqko oqekivaǌe, uslovna nezavisnost, stohastiqka integraci-
ja po procesu Braunovog kretaǌa i po semimartingalima, Itov
metod diferenciraǌa sluqajnih procesa. Primeǌene su i metode
funkcionalne analize koje se odnose na meru - verovatno�u.

4 Prikaz disertacije

Disertacija je napisana na 85 + VII strana. Glavni deo disertacije
je podeǉen na Uvod i 4 glave. Literatura se sastoji od 70 bibli-
ografskih jedinica.



U prvoj glavi (Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom) su
navedeni rezultati iz Teorije sluqajnih procesa, koji se koriste
u nastavku rada. Va�an pojam u Teoriji martingala su sluqajna
vremena, specijalno vremena zaustavǉaǌa. U ovom delu su defi-
nisana vremena zaustavǉaǌa i merǉivost procesa sa neprekidnim
parametrom, kao i Vinerov proces i date su neke ǌegove osnovne
osobine. Navedni su i osnovni stavovi iz Teorije martingala sa
neprekidnim parametrom. Rezultati i metode iz Teorije martingala
predstavǉaju jednu od glavnih tehnika u mnogim oblastima Teorije
verovatno�a, kao xto su stohastiqka integracija i markovski proce-
si.

Tako�e, finansijska matematika koristi Teoriju martingala kao
glavni alat u prouqavaǌu finansijskih tr�ixta i finansijskih
derivata. U tezi je definisan prostor neprekidnih martingala M,
kao i prostori M2

c , Mc
b i Mu

c koji sadr�e, redom, neprekidne,
ograniqene i uniformno integrabilne martingale sa poqetnim vred-
nostima u nuli. Opisan je i prostor Mloc

c neprekidnih lokalnih
martingala sa poqetnim vrednostima u nuli i proxiren je pojam
kvadratne varijacije i kvadratne kovarijacije na lokalne martin-
gale.

U drugoj glavi (Stohastiqki integral) je opisan naqin defi-
nisaǌa stohastiqkog integrala oblika

∫
[0,t]

XdM , gde je X proces koji
zadovoǉava odre�ene uslove merǉivosti i integrabilnosti, po pro-
cesima qije trajektorije nemaju ograniqene varijacije, preciznije,
za sve procese M koji pripadaju klasi procesa poznatih pod nazivom
neprekidni semimartingali. Prikazan je postupak konstrukcije sto-
hastiqkog integrala po razliqitim klasama martingala. Prvo se
razmatra integral elementarnih procesa, a zatim se tako defini-
san stohastiqki integral proxiruje na klase neprekidnih martin-
gala i semimartingala. Semimartingali predstavǉaju najxiru klasu
procesa za koju je definisan stohastiqki integral. Semimartingale
su definisali Doleans-Dade i Mejer 1970. godine. U ovom delu
su navedene i osnovne osobine stohastiqkih integrala. Stohastiqka
integracija po semimartingalima se mo�e shvatiti kao proxireǌe
Stiltjesovog integrala po trajektorijama. U istoj glavi je nave-
den i jedan od najpoznatijih rezultata u stohastiqkj analizi, for-
mula Itoa, koja je stohastiqka verzija ǋutn-Lajbnicove formule iz
teorije klasiqne integracije.

Tre�a glava disertacije (Stohastiqke diferencijalne jednaqine)
je posve�ena stohastiqkim diferencijalnim jednaqinama, koje su mo-
tivisale Itoa na konstrukciju stohastiqkog integrala. Date su
definicije slabog i strogog rexeǌa stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina kao i uslovi za ǌihovu egzistenciju i jedinstvenost. Nave-
dene su osnovne definicije, kao i rezutati koji se odnose na neke od
osobina rexeǌa stohastiqkih diferencijalnih jednaqina Itoa, koje
se razmatraju u narednom poglavǉu. Opisane su i stohastiqke dife-



rencijalne jednaqine sa semimartingalima i definisana ǌihova re-
xeǌa. One su, tako�e, predmet prouqavaǌa u disertaciji.

Qetvrta glava (Uzroqnost, stohastiqka predvidivost i primene)
sadr�i nove teorijske rezultate. U okviru ǌe su definisani novi
oblici zavisnosti izme�u sluqajnih pojava koji su definisani preko
poznatog koncepta uslovne nezavisnosti. Razmatraju se dva glavna
sluqaja: zavisnost izme�u filtracija i zavisnost izme�u sluqajnih
procesa i filtracija. U oba sluqaja je definisan novi oblik zavis-
nosti pod nazivom uzroqna predvidivost. U poglavǉu 4.2 je defi-
nisana uzroqna predvidivist izme�u filtracija, a u poglavǉu 4.3
uzroqna predvidivost izme�u sluqajnih procesa i filtracija. Nave-
deni su razliqiti alternativni oblici definisaǌa uvedenih relaci-
ja kao i ǌihove osobine i veze sa poznatim oblicima zavisnosti u
teoriji sluqajnih procesa.

Pored toga, u istoj glavi je dat veliki broj primera primene sto-
hastiqke predvidivosti. Dobijeni su i novi rezultati, u termini-
ma stohastiqke predvidivosti, koji se odnose na slabu jedinstvenost
slabih rexeǌa stohastiqkih diferencijalnih jednaqina Itoa i sto-
hastiqkih diferencijalnih jednaqina sa semimartingalima (poglav-
ǉe 4.3). Polazna taqka za ove rezultate su bili poznati rezultati
iz literature iskazani preko drugih pojmova iz Teorije sluqajnih
procesa, specijalno Teorije martingala i procesa Braunovog kreta-
ǌa. Navedeni su primeri primene stohastiqke predvidivosti u fi-
nansijskoj matematici kod odre�ivaǌa vrednosti ugovora sa mogu�im
neizvrxeǌem i modeliraǌa zaxtite od rizika (poglavǉe 4.4). Raz-
matrana je i veza izme�u razliqitih koncepata uzroqnosti i pojma
merǉive razdvojenosti koji je centralna tema u statistici (poglav-
ǉe 4.5)

Rezultati iz poglavǉa 4.2, 4.3, 4.4 i 4.5 predstavǉaju originalne
nauqne rezultate ove doktorske disertacije, a objavǉeni su u tri
samostalna rada i jednom koautorskom radu doktoranda (navedeno u
delu 2 ovog izvextaja).

5 Zakǉuqak

U radu je definisan novi oblik zavisnosti izme�u filtracija i
sluqajnih procesa pod nazivom stohastiqka predvidivost. Uvedeni
oblik zavisnosti se mo�e primeniti u razliqitim oblastima nauke
za dobijaǌe drugih oblika poznatih rezultata, kao i za dobijaǌe
novih rezultata. Uvedeni pojmovi i dobijeni rezultati se potenci-
jalno mogu primeniti za predvi�aǌe pojava koje se meǌaju u vremenu.

Kandidatkiǌa je u tezi demonstrirala tehniqko ume�e izvode�i
slo�ene zakǉuqke. Prouqila je i opse�nu literaturu, pokaza-
la odliqno poznavaǌe oblasti i osposobǉenost za samostalno is-
tra�ivaǌe.



Kandidatkiǌa Ana Merkle je do sada objavila qetiri rada u qa-
sopisima sa SCI liste, od toga tri samostalna. Na osnovu svega
navedenog, kako su ispuǌeni i svi formalni uslovi, predla�emo da se
rukopis Stohastiqka predvidivost filtracija i procesa po neprekid-
nom parametru prihvati kao doktorska disertacija iz matematike i
da se zaka�e ǌena javna odbrana.

U Beogradu, 11.5.2023.

Qlanovi komisije:

dr Bojana Miloxevi�, vanredni profesor
Univerzitet u Beogradu
Matematiqki fakultet

dr Lenka Glavax, docent
Univerzitet u Beogradu
Matematiqki fakultet

dr Marija Miloxevi�, redovni profesor
predsednik komisije
Univerzitet u Nixu

Prirodno-matematiqki fakultet
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