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Наслов дисертације: Хиперповрши близу Келерове
сфере S6

Резиме: У овој дисертацији проучавано је неколико различитих фамилија реалних
хиперповрши близу Келерове сфере S6. Тангентно раслојење једне хиперповрши се на
природан начин декомпонује на четвородимензиону скоро комплексну, неинтеграбилну
дистрибуцију и једнодимензиону тотално реалну разапету векторским пољем JN , где је
N јединично нормално векторско поље хиперповрши, а J скоро комплексна структура
на S6. Коришћењем векторског поља JN дефинише се структурни Јакобијев оператор
хиперповрши. Познато је да у другим амбијентним просторима са скоро комплексном
структуром, првенствено Келеровим просторима, услов паралелности структурног Јако-
бијевог оператора и сродни услови везани за његову паралелност представљају каракте-
ризације фамилија хиперповрши које су тубе над подмногострукостима мање димензије,
уколико постоје.

У овој дисертацији испитивана су питања особина и егзистенције таквих хиперпо-
врши у близу Келеровој сфери S6. С обзиром да S6 није и Келерова многострукост,
односно, скоро комплексна структура није паралелна, неопходан је другачији приступ
проблему него онај који се обично примењује у Келеровим многострукостима. Коришће-
њем погодно одабраног покретног репера хиперповрши M сфере S6, који је усклађен са
декомпозицијом тангентног раслојења на четвородимензиону скоро комплексну и то-
тално реалну дистрибуцију, изведене су њене структурне једначине и релације између
коваријантних извода у правцима векторских поља тог репера из којих су добијене и
њихове геометријске особине.

Прво, испитиване су хиперповрши са паралелним структурним Јакобијевим операто-
ром и показано је да такве хиперповрши не постоје. Затим је посматран слабији услов и
доказано је непостојање хиперповрши сфере S6 код којих се коваријантни извод струк-
турног Јакобијевог оператора поклапа са Лијевим изводом у правцу тангентних вектор-
ских поља на M . Такође, показано је и непостојање Хопфових хиперповрши са струк-
турним Јакобијевим оператором Кодацијевог типа.

Након тога, класификоване су хиперповрши S6 са Ли-паралелним оператором обли-
ка, а затим и хиперповрши код којих се коваријантни извод оператора облика у правцу
Хопфовог векторског поља ξ поклапа са Лијевим изводом у истом правцу.

Проучаване су и хиперповрши близу Келерове сфере S6 према димензији њихове
нул-дистрибуције. С обзиром да тотално геодезијске хиперсфере S5 тривијално имају
петодимензиону нул-дистрибуцију, питање од интереса је да ли постоје и које су хи-
перповрши које имају четвородимензиону нул-дистрибуцију. Конструисан је локални
покретни репер који је усаглашен са условом да хиперповрш има четвородимензиону
нул-дистрибуцију и изведене су структурне једначине помоћу векторских поља тог ре-
пера. Показане су њихове геометријске особине, између осталог да су у питању производ
многострукости посебних типова, а затим је дата њихова класификација и експлицитна
конструкција која полази од сферне криве и векторског поља дуж те криве.

Кључне речи: близу Келерова сфера, Хопфове хиперповрши, структурни Јакобијев
оператор, оператор облика, нул-дистрибуција.
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Dissertation title: Hypersurfaces of the nearly Kähler sphere S6

Abstract: In this dissertation, several different families of real hypersurfaces of the nearly
Kähler sphere S6 are studied. The tangent bundle of a hypersurface naturally decomposes into a
four-dimensional almost complex, non-integrable distribution and a one-dimensional totally real
one spanned by the vector field JN , where N is the unit normal vector field of the hypersurface
and J is the almost complex structure on S6. Using the vector field JN , the structure Jacobi
operator of the hypersurface is defined. It is known that in other ambient spaces with almost
complex structure, primarily Kähler spaces, the condition of parallelism of the structure Jacobi
operator and related conditions tied to its parallelism represent characterizations of families of
hypersurfaces which are tubes over lower-dimensional submanifolds, if such exist.

In this dissertation, questions concerning the properties and existence of such hypersurfaces
of the nearly Kähler sphere S6 are examined. Given that S6 is not a Kähler manifold, that is,
the almost complex structure is not parallel, a different approach to the problem is necessary
than the one usually applied in Kähler manifolds. By using a suitably chosen moving frame of
a hypersurface M of the sphere S6, which is compatible with the decomposition of the tangent
bundle into a four-dimensional almost complex and totally real distribution, its structural
equations and the relations between covariant derivatives in the directions of the vector fields
of that frame are derived, from which their geometric properties are obtained.

First, hypersurfaces with parallel structure Jacobi operator were examined, and it was
shown that such hypersurfaces do not exist. Then, a weaker condition is considered, and the
nonexistence of hypersurfaces of the sphere S6 for which the covariant derivative of the structure
Jacobi operator coincides with the Lie derivative in the direction of tangent vector fields on
M is proven. It is also shown that there are no Hopf hypersurfaces with a structure Jacobi
operator of the Codazzi type.

After that, hypersurfaces of S6 with a Lie-parallel shape operator were classified, followed
by the classification of hypersurfaces for which the covariant derivative of the shape operator in
the direction of the Hopf vector field ξ coincides with the Lie derivative in the same direction.

Hypersurfaces of the nearly Kähler sphere S6 were also studied with respect to the di-
mension of their nullity distribution. Since totally geodesic hyperspheres S5 trivially have a
five-dimensional nullity distribution, a natural question of interest is whether there exist hy-
persurfaces with a four-dimensional nullity distribution and what their properties are. A local
moving frame was constructed, compatible with the condition that the hypersurface has a
four-dimensional nullity distribution, and the structural equations were derived using the vec-
tor fields of that frame. Their geometric properties were analyzed, among other things showing
that they are product manifolds of special types. Furthermore, their classification was given,
along with an explicit construction based on a sphere curve and a vector field along that curve.

Keywords: nearly Kähler sphere, Hopf hypersurfaces, structure Jacobi operator, shape opera-
tor, nullity distribution.

Research area: Mathematics

Research sub-area: Differential geometry
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Увод

Близу Келерова1 многострукост је скоро ермитска2 многострукост (M̃, g, ∇̃, J), са
скоро комплексном структуром J која је компатибилна са метриком g и Леви-Чивита3
повезаношћу ∇̃, таквом да је тензор G(X,Y ) = (∇̃XJ)Y кососиметричан. То представља
ослабљен услов у односу на услов из дефиниције Келерових многострукости које имају
паралелну скоро комплексну структуру, тј. важи ∇̃J = 0. Отуда и дефиниција строго
близу Келерових многострукости као оних које су близу Келерове и нису Келерове.

Почетак систематичног изучавања близу Келерових многострукости везује се за рад
[26] са почетка 70-их година 20. века, иако се оваква структура на сфери S6 појавила
раније, у раду [23]. У том раду су аутори показали да је S6 хомогени простор доби-
јен као G2/SU(3), где је G2 компактна специјална4 Лијева5 група свих аутоморфизама
Кејлијевих6 бројева O.

Испитивање скоро комплексне структуре на S6 имало је неколико независних корака.
Наиме, није одмах уочено да је, и на који начин, она повезана са транзитивним дејством
групе G2.

Монтгомери7 и Самелсон8 су 1943. године у [44] доказали да је једина компактна
повезана проста Лијева група која може бити транзитивна на S2n група SO(2n + 1) -
са изузетком коначног броја вредности за n. Њихов метод је био тополошке природе и
захтевао је познавање хомолошких прстенова простих Лијевих група, што у то време
није било доступно за пет специјалних простих Лијевих група те стога нису могли дати
додатне информације о специјалним случајевима. Шест година касније, Борел9 је у [11]
наставио истраживање конструишући хомогене просторе директно, што га је довело до
закључка да је једина сфера са транзитивним дејством групе G која није ортогонална
управо S6 са G = G2. Овим је завршена класификација транзитивних дејстава на сфере и
показано је, између осталог, да је G2 једина специјална Лијева група са таквим дејством.

У међувремену, Кирхоф10 је 1947. године у [35] уочио да S6 има скоро комплексну
структуру индуковану множењем октониона. У својој главној теореми, Кирхоф је пове-
зао постојање скоро комплексне структуре на Sn са паралелизабилношћу сфере Sn+1.

1Erich Kähler (1906–2000) - немачки математичар
2Charles Hermite (1822–1901) - француски математичар
3Tullio Levi-Civita (1873–1941) - италијански математичар
4exceptional Lie groups
5Sophus Lie (1842–1899) - норвешки математичар
6Arthur Cayley (1821–1895) - британски математичар
7Deane Montgomery (1909–1992) - амерички математичар
8 Hans Samelson (1916–2005) - немачко-амерички математичар
9 Armand Borel (1923–2003) - швајцарски математичар

10 Adrian Kirchhoff - швајцарски математичар
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Године 1951, Ересман11 и Либерман12 у [21], као и Екман13 и Фролихер14 у [22], неза-
висно су уочили да ова скоро комплексна структура на S6 није интеграбилна (њихови
радови су објављени у истом броју часописа). Док су Екман и Фролихер били фоку-
сирани на формулисање услова интеграбилности и третирали S6 само као пример где
услов није испуњен, циљ Ересмана и Либерман био је локални опис локално хомогених
скоро ермитских многострукости помоћу Картанових15 структурних једначина. Они су
открили да те једначине дају посебну структуру за n = 6. Стога, чини се да су они први
аутори који су повезали транзитивно дејство групе G2 на S6 са њеном октонионском
скоро комплексном структуром.

Први аутор који је покренуо испитивање многострукости које задовољавају апстракт-
ни услов близу Келерове структуре (∇̃XJ)X = 0 био је Тачибана16 у [56], који је такве
многострукости назвао K-просторима и доказао, између осталог, да је њихов Нијенху-
исов17 тензор тотално антисиметричан. Нису разматрани конкретни примери, иако је
јасно на основу референци да је инспирација дошла са S6. Калаби18 је 1958. године у [13]
проучавао хиперповрши у простору имагинарних октониона и показао да индукована
скоро комплексна структура никада није интеграбилна ако је хиперповрш компактна.
Кото19 је у [41] наставио испитивање K-простора.

Инспирисан радовима Калабија и Котоа, Греј20 је 1966. у [25] први пут употребио
термин близу Келерова многострукост. Ово је означило почетак појављивања S6 као
најпрепознатљивијег примера близу Келерових многострукости.

Случај шестодимензионих близу Келерових многострукости је од посебног значаја
јер је Нађ21 у раду [45] показао да је свака комплетна строго близу Келерова много-
струкост локално Риманов22 производ шестодимензионих близу Келерових многостру-
кости, хомогених близу Келерових простора и простора увијања23 над кватернионским
Келеровим многострукостима. Бутруил24 је у [12] показао да постоје тачно четири хо-
могене, шестодимензионе, строго близу Келерове многострукости и то су: сфера S6,
производ сфера S3 × S3, комплексни пројективни простор CP 3 и застава многострукост
F 3 = SU(3)/U(1)×U(1), при чему се метрика на последње три многострукости разликује
од стандардне метрике.

Наш фокус биће на сфери S6. Полазна мотивација за ову сферу произилази из њене
везе са октонионима - последњом од четири реалне дивизионе алгебре. Како су ква-
терниони повезани са S3, тако су и октониони, највећа дивизиона реална алгебра, по-
везани са S6. Међутим, нестандардне особине октониона, попут недистрибутивности и
неасоцијативности, онемогућавају постојање класичне комплексне структуре, али ипак
омогућавају дефинисање скоро комплексне. Наиме, идентификујући јединичне чисто

11Charles Ehresmann (1905–1979) - француски математичар
12Paulette Libermann (1919–2007) - француска математичарка
13Beno Eckmann (1917–2008) - швајцарски математичар
14Alfred Frölicher (1927–2010) - швајцарски математичар
15Élie Joseph Cartan (1869–1951) - француски математичар
16Shun-ichi Tachibana - јапански математичар
17Albert Nijenhuis (1926–2015) - холандско-амерички математичар
18Eugenio Calabi (1923–2023) - амерички математичар
19Satoshi Koto - јапански математичар
20Alfred Gray (1939–1998) - амерички математичар
21Paul-Andi Nagy - румунски математичар
22Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826–1866) - немачки математичар
23twistor spaces
24Jean-Baptiste Butruille - француски математичар
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Увод

имагинарне октонионе са тачкама сфере S6, добијамо природну G2-инваријантну скоро
комплексну структуру J . Оваква конструкција омогућава геометријску интерпретацију
S6 као хомогене многострукости G2/SU(3), што представља један од кључних мотива
за дубље проучавање њене структуре. Ова структура није Келерова у класичном сми-
слу, јер не постоји веза са комплексном структуром која би била интеграбилна. Уместо
тога, скоро комплексна структура J дефинисана је преко векторског производа чисто
имагинарних октониона ImO. У том контексту, једно од најважнијих отворених пита-
ња у геометрији остаје: да ли S6 дозвољава комплексну структуру? Упркос деценијама
истраживања, одговор на ово питање је и даље непознат.

Разматрајући подмногострукости близу Келерове сфере S6, Греј је показао да не по-
стоје комплексне подмногострукости S6. Неке од специјалних типова подмногострукости
скоро ермитских многострукости, дефинисаних у зависности од њиховог односа према
скоро комплексној структури J су:

• скоро комплексне – оне код којих је тангентно раслојење J-инваријантно;

• тотално реалне – за које се тангентно раслојење са J слика у нормално;

• CR-подмногострукости – уопштење претходна два случаја, јер се њихово тангентно
раслојење може представити као директна ортогонална сума два раслојења, од којих је
једно скоро комплексно, а друго тотално реално.

Скоро комплексне подмногострукости сфере S6 морају бити парне димензије, односно
димензије 2 или 4. Греј је показао да не постоје четвородимензионе скоро комплексне
подмногострукости унутар S6, па отуда скоро комплексне подмногострукости сфере S6

морају бити димензије 2 и називају се скоро комплексне криве. Он је такође доказао да је
свака скоро комплексна крива минимална. Берндт, Болтон и Вудвард су у [9] показали
да је геометрија скоро комплексних кривих унутар сфере S6 у блиској вези са Хопфовим
хиперповоршима у S6.

У овој дисертацији ћемо се бавити проучавањем хиперповрши сфере S6. Садржај ди-
сертације обухвата следеће целине: у Глави 1 изложене су основне дефиниције Риманове
геометрије, као и Келерових и близу Келерових многострукости. У Глави 2 предста-
вљена је близу Келерова структура на сфери S6, основне формуле подмногострукости
са фокусом на хиперповрши и класификација Хопфових хиперповрши. На крају главе
представљен је стандардни покретни репер који је усклађен са близу Келеровом струк-
туром, након чега су изведене структурне једначине и везе између коваријантних извода.
Ови резултати су оригинални и добијени су у заједничком раду са менторком. У Гла-
ви 3 представљени су резултати радова [6], [37] и [38] који се односе на хиперповрши
са структурним Јакобијевим оператором који задовољава неке конкретне услове. Глави
4 посвећена је резултатима из рада [39] где су класификоване хиперповрши са усло-
вима на оператору облика. Глава 5 бави се класификацијом хиперповрши сфере S6 са
четвородимензионом нул-дистрибуцијом која представља резултате из рада [7].

За већину рачуна у овој дисертацији коришћен је софтвер Wolfram Mathematica.
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Глава 1

Основни појмови

1.1 Риманове многострукости и подмногострукости
Тополошка многострукост димензије n је Хаусдорфов1 тополошки простор M са пре-

бројивом базом који је локално еуклидски2, тј. такав да за сваку тачку p ∈ M постоји
отворена околина U ⊂ M тачке p и хомеоморфизам x којим се U пресликава у отворен
подскуп од Rn. Уколико желимо да нагласимо да је димензија многострукости M једна-
ка n, тада ћемо, ради краћег записивања, у наставку користити ознаку Mn. Пар (U, x)
називамо локалним координатним системом или картом, док се компоненте пресликавања
x(p) = (x1(p), x2(p), . . . , xn(p)) ∈ Rn називају координатне функције или локалне координа-
те тачке p у карти (U, x). Фамилија A = {(Uα, xα)} за коју важи

⋃
α Uα =M зове се атлас

многострукости M . Ако за сваке две карте са непразним пресеком (Uα, xα) и (Uβ, xβ)
атласа A важи да је пресликавање

xβ ◦ x−1
α

∣∣
xα(Uα∩Uβ)

: xα(Uα ∩ Uβ) → xβ(Uα ∩ Uβ)

дифеоморфизам класе C∞, онда кажемо да је A диференцијабилни атлас. Унија два
атласа је поново атлас, а ако се очува и диференцијабилност онда кажемо да су та
два атласа еквивалентна. Тополошку многострукост заједно са класом еквиваленције
диференцијабилних атласа зовемо диференцијабилна многострукост.

Кажемо да је f : M → R диференцијабилна у тачки p ∈ M ако постоји карта (U, x)
таква да p ∈ U и функција f ◦ x−1 : x(U) → R је диференцијабилна у тачки x(p) ∈ Rn.
Функција f је диференцијабилна на многострукости M ако је диференцијабилна у свакој
тачки p ∈ M . Скуп функција на M које су диференцијабилне у p ћемо означити са Dp,
док са F(M) означавамо скуп свих диференцијабилних функција на M .

Диференцијабилно пресликавање α : (−ε, ε) →M назива се (диференцијабилна) крива
многострукостиM и претпоставимо да је α(0) = p ∈M . Тангентни вектор криве α у тачки
p је пресликавање α′(0) : Dp → R дефинисано са

α′(0)f = (f ◦ α)′(0) = d(f ◦ α)
dt

∣∣∣∣
t=0

, f ∈ Dp.

Тангентни вектор многострукости M у тачки p је тангентни вектор у t = 0 неке криве
α : (−ε, ε) → M такве да је α(0) = p. Скуп свих тангентних вектора у p означавамо са
TpM . Такође, уколико Xp ∈ TpM , тада за све a, b ∈ R и f, g ∈ F(M) важи

1Felix Hausdorff (1868–1942) - немачки математичар
2Еуклид из Александрије (4. век п.н.е) - антички математичар
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1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

• Xp(af + bg) = aXp(f) + bXp(g);

• Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g).

Дисјунктну унију тангентних простора, TM =
⊔

p∈M TpM , зовемо тангентно раслојење
многострукости M и оно такође има структуру диференцијабилне многострукости.

Векторско поље X на многострукости M је глатко пресликавање X : M → TM које
свакој тачки p ∈M додели вектор X(p) = Xp ∈ TpM . Са X(M) ћемо означити скуп свих
векторских поља на M .

Линеарна повезаност је пресликавање ∇ : X(M)× X(M) → X(M) за које важи:

(1) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(2) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(3) ∇XfY = (Xf)Y + f∇XY,

где су X,Y, Z ∈ X(M), f, g ∈ F(M).
Коваријантни извод функције f у односу на векторско поље X се дефинише са

∇Xf = Xf.

За тензорско поље S типа (0, k) или (1, k), коваријантни извод ∇XS поља S у односу
на X ∈ X(M) дефинише се са

(∇XS)(X1, ..., Xk) = ∇X(S(X1, ..., Xk))−
k∑

i=1

S(X1, ...,∇XXi, ..., Xk),

за произвољна векторска поља X1, ..., Xk. Слично се дефинише коваријантни извод поља
типа (l, k). Тензорско поље S је паралелно у односу на линеарну повезаност ∇ ако за
свако векторско поље X важи

∇XS = 0.

За произвољна глатка векторска поља X и Y на M , Лијев извод векторског поља Y у
правцу векторског поља X је векторско поље LXY дефинисано као Лијева заграда

LXY = [X,Y ], (1.1)

при чему је
[X,Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf)

за произвољно f ∈ F(M). За тензорско поље S типа (1, 1) Лијев извод оператора S у
правцу X је тензорско поље (1, 1) дефинисано са

(LXS)(Y ) = LX(S(Y ))− S(LXY ), (1.2)

за свако векторско поље Y . Тензорско поље S је Ли-паралелно ако за свако векторско
поље X важи

LXS = 0.

Тензор торзије линеарне повезаности ∇ је тензорско поље T типа (1, 2) дефинисано са

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ],
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1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

за произвољна X,Y ∈ X(M). За линеарну повезаност кажемо да је без торзије уколико
је T (X,Y ) = 0, за све X,Y .

Тензор кривине R линеарне повезаности ∇ је тензорско поље типа (1, 3) дато са

R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (1.3)

Јакобијев3 оператор у правцу векторског поља X ∈ X(M) дефинишемо као линеаран
оператор RX : X(M) → X(M) који сваком Y ∈ X(M) придружује

RX(Y ) = R(Y,X)X. (1.4)

Тензорско поље g типа (0, 2) назива се Риманова метрика на M ако је:

(1) симетрично, тј. g(X,Y ) = g(Y,X), за X,Y ∈ X(M),

(2) позитивно дефинитно, тј. g(X,X) ⩾ 0, за X ∈ X(M) и g(X,X) = 0 ако и само
ако је X = 0.

Многострукост M снабдевена Римановом метриком се назива Риманова многостру-
кост. Линеарна повезаност ∇ и метрика g диференцијабилне многострукости M су ком-
патибилне ако за произвољна X,Y, Z ∈ X(M) важи

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

Линеарна повезаност без торзије ∇ компатибилна са метриком g назива се Леви-Чивита
повезаност. У овој дисертацији ће све повезаности бити Леви-Чивита.

Користећи тензор кривине R линеарне повезаности ∇ сада дефинишемо њему бли-
зак појам за Риманове многострукости. Риманов тензор кривине многострукости M је
пресликавање R : X(M)× X(M)× X(M)× X(M) → R дефинисано са

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ), (1.5)

и задовољава следеће релације

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ),

R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z),
R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ),

R(X,Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0.

Нека су Mm и Nn диференцијабилне многострукости и нека је дато диференција-
билно пресликавање f : M → N . Диференцијал овог пресликавања у тачки p ∈ M
представља линеарно пресликавање dfp : TpM → Tf(p)N , које се дефинише на следећи
начин: за дати вектор Xp ∈ TpM , изаберимо криву γ уM тако да је Xp тангентни вектор
на γ у тачки p = γ(t0). У том случају, вектор dfp(Xp) је тангентни вектор на криву f(γ)
у тачки f(p) = f(γ(t0)). Може се показати да дефиниција dfp не зависи од избора криве
γ. Ако је g глатка функција у околини тачке f(p), односно ако је g ∈ F(f(p)), тада важи
следећа једнакост:

dfp(Xp)(g) = Xp(g ◦ f).
3 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851) - немачки математичар

6



1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

Пресликавање f : M → N на овај начин индукује линеарно пресликавање dfp :
TpM → Tf(p)N . Кажемо да f има ранг r у тачки p ∈ M ако је димензија векторског
простора dfp(TpM) једнака r. Уколико је ранг пресликавања f у свакој тачки једнак
димензији многострукости N , онда кажемо да је f субмерзија4. Пресликавање f назива
се имерзија5 или потапање ако је диференцијал dfp инјективан за свако p ∈ M , односно
ако је dim(dfp(TpM)) = dimM . Тада је m ⩽ n и разлика n − m назива се кодимензија
имерзије f . Ако је, додатно, f хомеоморфизам на f(M) ⊂ N , где f(M) има топологију
индуковану са N , кажемо да је f улагање6 или смештање. Ако важи M ⊂ N и инклузија
i : M ↪→ N је улагање, кажемо да је M подмногострукост од N . У случају када је M
подмногострукост од N димензије m = n − 1, односно када је димензија M за један
мања од димензије N , кажемо да је M хиперпoврш у N .

Имерзија f : M → N Риманових многострукости са метрикама g и g̃ је изометријска
ако је

g(X,Y ) = g̃(dfp(X), dfp(Y )), (1.6)

за свако p ∈M и X,Y ∈ TpM . Ако је f :M → N имерзија и g̃ Риманова метрика на N ,
тада (1.6) дефинише Риманову метрику g на M индуковану метриком g̃.

Лема 1.1. ([19]) Нека су Mn и M̃n Риманове многострукости са Леви-Чивита по-
везаностима ∇ и ∇̃. Претпоставимо да постоје коефицијенти ckij, i, j, k ∈ {1, . . . , n},
такви да за свако p ∈ M и p̃ ∈ M̃ постоје ортонормирани репери {Ei} у околини p и
{Ẽi} у околини p̃, такви да важи ∇Ei

Ej =
∑

k c
k
ijEk и ∇̃Ẽi

Ẽj =
∑

k c
k
ijẼk за све i, j. Тада

за свако p ∈M и p̃ ∈ M̃ постоји локална изометрија f која пресликава околину тачке
p на околину тачке p̃ и Ei у Ẽi.

Нека је f : (M, g) → (N, g̃) изометријска имерзија. Због једноставнијег записа, иден-
тификоваћемо X са његовом сликом df(X), а обе метрике ћемо означавати са g. Тангент-
на раслојења многострукостиM и N означавамо са TM и TN . Ортогонални комплемент
TM у TN називамо нормално раслојење многострукости M и означавамо га са T⊥M .
Тада је

TN |M = TM ⊕ T⊥M. (1.7)
За произвољна векторска поља X и Y тангентна на M и Леви-Чивита повезаност ∇̃

на N , можемо ∇̃XY разложити као

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ), (1.8)

где тангентна компонента∇XY = (∇̃XY )⊤ дефинише Леви-Чивита повезаност наM , док
симетрично тензорско поље h на M дефинисано са h(X,Y ) = (∇̃XY )⊥, где је (∇̃XY )⊥

нормална компонента, зовемо друга фундаментална форма подмногострукости M . Фор-
мула (1.8) назива се Гаусова7 формула.

Оператор облика Aξ у односу на нормално векторско поље ξ дефинисан је са

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ), (1.9)
4 submersion
5 immersion
6 embedding
7 Johann Carl Friedrich Gauss (1777–1855) - немачки математичар
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1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

где су X и Y тангентна векторска поља на M . Такође, важи

g(∇̃Xξ, Y ) = −g(ξ, ∇̃XY ) = −g(ξ, h(X,Y )) = −g(AξX,Y ).

Дакле, тангентна компонента ∇̃Xξ је −AξX. С друге стране, нормална компонента
∇⊥

Xξ = (∇̃Xξ)
⊥ дефинише повезаност на T⊥M коју зовемо нормална повезаност. Из овога

добијамо Вајнгартенову8 формулу

∇̃Xξ = −AξX +∇⊥
Xξ. (1.10)

Дистрибуција димензије k је пресликавање које свакој тачки p многострукостиM доде-
љује k-димензиони потпростор D(p) ⊂ TpM . Дистрибуција D је глатка ако за сваку тачку
p постоји околина Up и векторска поља X1, · · · , Xk која у свакој тачки q ∈ Up разапињу
простор D(q). Тада рестрикцију дистрибуције D на Up означавамо са Span{X1, · · · , Xk}.
Ако у свакој тачки p многострукости M важи [X,Y ]p ∈ D(p) за све Xp, Yp ∈ D(p), каже-
мо да је дистрибуција D инволутивна. Две дистрибуције D1 и D2 многострукости M су
комплементарне ако у свакој тачки p ∈M важи D1

p ⊕D2
p = TpM .

Теорема 1.2. Нека су X1, X2, . . . , Xn векторска поља многострукости Mm, линеарно
независна у тачки p ∈ M и [Xi, Xj] = 0, i, j ∈ {1, . . . , n}. Тада постоји локална коор-
динатна околина (U , x) тачке p са координатним функцијама x1, · · · , xn таква да је
Xi

∣∣
U
= ∂

∂xi
, i ∈ {1, . . . , n}.

Ако је D дистрибуција многострукости M , и ако је N подмногострукост од M таква
да је TqN = D(q) за свако q ∈ N , кажемо да је N интегрална многострукост дистрибуције
D. У том случају, дистрибуција D је интеграбилна.

Теорема 1.3. (Фробенијус9) Нека је D k-димензиона дистрибуција многострукости
M . Тада је дистрибуција D инволутивна ако и само ако је интеграбилна.

Нул-дистрибуција у тачки p ∈M многострукости M дефинисана је са

D(p) = {X ∈ TpM | h(X,Y ) = 0, ∀Y ∈ TpM} .

Коваријантни извод друге фундаменталне форме h дефинишемо са

(∇Xh)(Y, Z) = ∇⊥
X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ), (1.11)

Нека су R и R̃ тензори кривина многострукости M и N . Применом (1.3), (1.8), (1.10) и
(1.11) добијамо

R̃(X,Y )Z = R(X,Y )Z +Ah(X,Z)Y −Ah(Y,Z)X + (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z), (1.12)

за произвољна векторска поља X,Y и Z тангентна на M . Сада помоћу (1.5) и (1.9), за
произвољно векторско поље W тангентно на M добијамо

R̃(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W ) + g(h(X,Z), h(Y,W ))− g(h(Y, Z), h(X,W )). (1.13)

Једначина (1.13) зове се Гаусова једначина.
8 Julius Weingarten (1836–1910) - немачки математичар
9Ferdinand Georg Frobenius (1849–1917) - немачки математичар
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1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

Такође, посматрајући нормалну компоненту од R̃(X,Y )Z у једначини (1.12) добијамо
Кодацијеву10 једначину

(R̃(X,Y, Z,W ))⊥ = (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z). (1.14)

Подмногострукост M Риманове многострукости N је тотално геодезијска уколико су
геодезијске линије многострукости M истовремено и геодезијске линије амбијентне мно-
гострукости N или, еквивалентно, ако важи h = 0, односно Aξ = 0 за свако нормално
векторско поље ξ на M .

Ако је за нормално векторско поље ξ на M , Aξ пропорционално идентичком пресли-
кавању, односно

Aξ = ρ Id
за неку функцију ρ :M → R, онда је ξ умбиличко сечење, аM умбиличка подмногострукост
у односу на ξ. Ако је M умбиличка у односу на свако нормално векторско поље, онда је
M тотално умбиличка.

Нека је ξ1, ξ2, ..., ξn−m ортонормирана база нормалног простора T⊥
p M у тачки p ∈M ,

при чему су m и n редом димензије многострукости M и N , и нека је

H =
1

m

n−m∑
k=1

trAξkξk. (1.15)

Вектор H је нормалан вектор у тачки p који не зависи од избора ортонормиране базе
нормалног простора и назива се вектором средње кривине. Подмногострукост M је ми-
нимална ако је вектор средње кривине једнак нули у свакој тачки, односно уколико је
траг оператора облика Aξ једнак нули за произвољно нормално векторско поље ξ.

Нека је {E1, . . . , En} локални ортонормирани репер на многострукостиM . Симетрич-
но тензорско поље S типа (0, 2) дефинисано формулом

S(X,Y ) =
n∑

i=1

R(Ei, X, Y,Ei)

зове се Ричијево11 тензорско поље. Помоћу тензора S дефинише се скаларна кривина τ
многострукости M као скаларна функција

τ =
n∑

i=1

S(Ei, Ei). (1.16)

Дефиниције Ричијевог тензора и скаларне кривине не зависе од избора ортонормираног
репера.

Нека је Π произвољна дводимензиона раван у тангентном простору TpM у тачки p
многострукости M . За било коју ортонормирану базу {X,Y } равни Π, секциона кривина
уводи се помоћу Римановог тензора кривине R на следећи начин:

Kp(Π) = R(X,Y, Y,X). (1.17)

Вредност Kp(Π) не зависи од избора ортонормиране базе у Π. Посебно, ако је секциона
кривина Kp(Π) иста за све равни Π ⊂ TpM у свим тачкама p ∈M , тада кажемо да је M

10Delfino Codazzi (1824–1873) - италијански математичар
11Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925) - италијански математичар
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1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

простор константне секционе кривине. Такве многострукости се често називају и реалне
просторне форме. Реалну просторну форму константне секционе кривине c означавамо
са K(c). Тада је тензор кривине многострукости K(c) облика:

R(X,Y )Z = c
(
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

)
. (1.18)

Уколико је тензор кривине R = 0, односно ако је M простор кривине 0, кажемо да је M
локално еуклидски простор.

Нека је Mn Риманова подмногострукост реалне просторне форме Km(c) константне
секционе кривине c и K и τ секциона и скаларна кривина подмногострукости Mn. У
раду [14], Чен је увео Риманову инваријанту

δM =
1

2
τ − infK,

где је infK дефинисано са

infK(p) = inf{Kp(Π) | Π ⊂ TpM, Π раван},

и доказао да важи неједнакост

δM ⩽ n2(n− 2)

2(n− 1)
‖H‖2 + 1

2
(n+ 1)(n− 2)c, (1.19)

где ‖H‖2 означава квадрат норме вектора средње кривине. Овим је, између осталог, дата
веза између унутрашње геометрије подмногострукости и њене спољашње геометрије.

У случају када је M минимална подмногострукост сфере S6, неједнакост (1.19) по-
стаје

δM ⩽ 1

2
(n+ 1)(n− 2),

с обзиром на то да важи H = 0 и c = 1. Као посебан случај, за скоро комплексну криву
S у S6 добија се δS ⩽ 0.

Теорема 1.4. (Ченова неједнакост, [14])
Нека је M подмногострукост димензије n ⩾ 2 простора Km(c) константне секционе
кривине c. Тада важи

infK ⩾ 1

2

(
τ − n2(n− 2)

n− 1
‖H‖2 − (n+ 1)(n− 2)c

)
.

Једнакост важи ако и само ако постоји ортонормирани покретни репер e1, . . . , en,
en+1, . . . , em, при чему су e1, . . . , en тангентна векторска поља, а en+1, . . . , em нормална
векторска поља подмногострукости M , таква да оператори облика Aer , за r = n +
1, . . . ,m, имају следећи облик:

Aen+1 =


a 0 0 . . . 0
0 b 0 . . . 0
0 0 µ . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . µ

 , a+ b = µ, (1.20)

10



1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

Aenr
=


hr11 hr12 0 . . . 0
hr21 hr22 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0

 , r = n+ 2, ...,m. (1.21)

Када се у свакој тачки подмногострукостиM постиже једнакост у неједнакости (1.19),
каже се да M задовољава Ченову једнакост. У том случају, постоји покретни ортонор-
мирани репер у односу на коју су оператори облика дати са (1.20) и (1.21).

Ако су (Mi, gi), i = 1, 2 Риманове многострукости, πi : M1 × M2 → Mi канонске
пројекције и α :M1×M2 → R позитивна, диференцијабилна функција, онда се Риманова
многострукост (M1 ×M2, g) са метриком

g(X,Y ) = g1(π1(X), π1(Y )) + α2g2(π2(X), π2(Y ))

зове многострукост уврнутог12 производа. Специјално, ако функција α зависи само од
компоненте M1, онда је многострукост искривљени13 производ.

Дистрибуција L је тотално умбиличка ако постоји векторско поље H ∈ L⊥ тако да за
свако X,Y ∈ L и Z ∈ L⊥ важи

g(∇XY, Z) = g(X,Y )g(H,Z).

Ако, штавише, важи g(∇XH,Z) = 0 за свако X ∈ L, Z ∈ L⊥, онда је L сферна.
Риманова многострукост која допушта две ортогоналне, међусобно комплементарне

(интеграбилне) дистрибуције L1 и L2 је многострукост уврнутог производа (респективно
искривљеног производа) M1×αM2, где је Mi интегрална многострукост дистрибуције Li

ако и само ако је L1 тотално геодезијска дистрибуција, а L2 је умбиличка (респективно
сферна) дистрибуција.

1.2 Келерове и близу Келерове многострукости
Хаусдорфов простор M са пребројивом базом назива се комплексна многострукост

(комплексне) димензије n ако задовољава следеће особине:

(1) постоји отворен прекривач {Uα}α∈A скупа M такав да за свако α постоји хомеомор-
физам

ψα : Uα → ψα(Uα) ⊂ Cn;

(2) за свака два α, β ∈ A таква да су Uα и Uβ са непразним пресеком, пресликавање

ψα ◦ ψ−1
β : ψβ(Uα ∩ Uβ) → ψα(Uα ∩ Uβ)

је бихоломорфно.

Скуп {(Uα, ψα)}α∈A назива се систем холоморфних координатних околина.
12twisted-product manifold
13warped-product manifold
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1.ОСНОВНИ ПОЈМОВИ

Идентификујући локалне комплексне координате (z1, ..., zn) са (x1, y1, ..., xn, yn), где
је zi = xi + yi, i = 1, ..., n, многострукост M можемо посматрати као 2n-димензиону ди-
ференцијабилну многострукост коју ћемо означити саMR. Тада тангентни простор TMR
има природну локалну покретну базу { ∂

∂x1
, ∂
∂y1
, ..., ∂

∂xn
, ∂
∂yn

}. Дефинишемо пресликавање
J на следећи начин:

J
∂

∂xi
=

∂

∂yi
, J

∂

∂yi
= − ∂

∂xi
, i = 1, ..., n. (1.22)

Оно дефинише изоморфизам J : TMR → TMR који задовољава услов J2 = −Id, где је
Id идентичко пресликавање тангентног раслојења реалне многострукости MR. Пресли-
кавање J зовемо (природна) скоро комплексна структура на многострукости M .

Диференцијабилна многострукост M̃ је скоро комплексна многострукост ако постоји
линеарно пресликавање J : TM̃ → TM̃ такво да је J2 = −Id. тада се J назива скоро
комплексна структура на M̃ . Скоро комплексне многострукости су парнодимензионе и
оријентабилне.

Напомена 1. Приметимо да парно димензиона диференцијабилна многострукост не
мора нужно дозвољавати скоро комплексну структуру. Познато је, на пример, да
сфера S4 не поседује скоро комплексну структуру.

Комплексна многострукост M дозвољава скоро комплексну структуру природно ин-
дуковану комплексном структуром, дату релацијам (1.22), па је самим тим и скоро
комплексна многострукост. Што се тиче обрата, скоро комплексна многострукост M̃ са
скоро комплексном структуром J дозвољава комплексну структуру и J је скоро ком-
плексна структурура природно индукована том комплексном структуром ако и само ако
се Нијенхуисов тензор

N(X,Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X,Y ]

поништава идентички. Ако важи овај услов, кажемо да је скоро комплексна структура
J интеграбилна.

Напомена 2. Сфере S2 и S6 су једине сфере које допуштају скоро комплексну структу-
ру. Сфера S2 очигледно јесте комплексна многострукост док је питање да ли на сфери
S6 постоји комплексна структура и даље отворено. Специјално, остале парнодимен-
зионе сфере нису комплексне многострукости.

Нека је (M, g) Риманова многострукост са скоро комплексном структуром J . Ако
Риманова метрика g задовољава релацију

g(X,Y ) = g(JX, JY ), X, Y ∈ TM,

онда је g ермитска метрика и скоро комплексна многострукостM са ермитском метриком
g се зове скоро ермитска многострукост. Приметимо да на M сигурно постоји бар једна
ермитска метрика g̃ коју природно можемо добити из скоро комплексне структуре J и
Риманове метрике g на следећи начин:

g̃(X,Y ) =
1

2
[g(X,Y ) + g(JX, JY )], X, Y ∈ TM.
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Нека је (M, g) скоро ермитска многострукост са скоро комплексном структуром J
и Леви-Чивита повезаношћу ∇. Фундаментална 2-форма или Келерова форма Ω на M
дефинисана је са

Ω(X,Y ) = g(JX, Y ), X, Y ∈ TM. (1.23)

Диференцирањем добијамо

(∇XΩ)(Y, Z) = ∇X(Ω(Y, Z))− Ω(∇XY, Z)− Ω(Y,∇XZ)

= ∇X(g(JY, Z))− g(J∇XY, Z)− g(JY,∇XZ)

= g((∇XJ)Y, Z),

одакле следи да је Ω паралелна у односу на ∇ ако и само ако је

(∇XJ)Y = 0, X, Y ∈ TM. (1.24)

Скоро ермитска многострукост чија скоро комплексна структура J задовољава (1.24)
назива се Келерова многострукост. Уколико важи слабији услов

(∇XJ)X = 0, X ∈ TM, (1.25)

кажемо да је M близу Келерова многострукост. Свака Келерова многострукост је очи-
гледно и близу Келерова, док близу Келерове многострукости које нису Келерове нази-
вамо строго близу Келерове.

У [45] је показано да је комплетна строго близу Келерова многострукост локално Ри-
манов производ шестодимензионих близу Келерових многострукости, хомогених близу
Келерових простора и простора увијања над кватернионским Келеровим многоструко-
стима. Бутруил је у [12] доказао да постоје тачно четири шестодимензионе хомогене
близу Келерове многострукости:

1) шестодимензиона сфера S6 = G2/SU(3);

2) производ многострукост S3 × S3 = SU(2)× SU(2)/1;

3) комплексни пројективни простор CP 3 = Sp(2)/SU(2)× U(1);

4) застава многострукост F3 = SU(3)/U(1)× U(1).

Притом, само је сфера S6 уложена са стандардном метриком.
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Глава 2

Близу Келерова сфера S6

2.1 Октониони и близу Келерова структура на S6

Алгебра A је дивизиона алгебра ако не садржи делитеље нуле, тј. ако за произвољне
a, b ∈ A важи ab = 0, онда је a = 0 или b = 0. Кејлијеви бројеви или октониони O
су последња дивизиона алгебра у Кејли-Диксоновом низу. Ако са H означимо алгебру
кватерниона, онда је O = H⊕H Кејлијева алгебра над R са множењем које је дефинисано
са

(p1, q1)(p2, q2) = (p1p2 − q2
∗q1, q2p1 + q1p2

∗), p1, p2, q1, q2 ∈ H,

где је конјуговање дато са (p, q)∗ = (p∗,−q). Ако са {1, i, j, k} означимо стандардну базу
алгебре H, онда {e0 = (1, 0), e1 = (i, 0), e2 = (j, 0), e3 = (k, 0), e4 = (0, 1), e5 = (0, i),
e6 = (0, j), e7 = (0, k)} формирају ортонормирану базу алгебре O, а множење је дато
следећим дијаграмом:

e7

e1

e2e3

e4

e5

e6

ek ej

ei

Овај граф зове се Фаноова раван и састоји се од 7 елемената и 7 линија. Линије су
странице троугла, висине и круг који садржи подножја висина. Кроз сваки елемент иду
тачно три линије и на свакој линији налази се тачно три елемента која су циклично
уређена стрелицом. Ако су ei, ej и ek циклично уређени на овај начин, онда је

eiej = ek, ejei = −ek.

Кејлијево множење на ImO = {u ∈ O | u + u∗ = 0} ∼= R7 дефинише стандардну
метрику 〈, 〉 у R7

〈u, v〉 = −Re(uv) = −1

2
(uv + vu), (2.1)
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2.БЛИЗУ КЕЛЕРОВА СФЕРА S6

а такође дефинишемо и векторски × производ у R7 на следећи начин:

u× v = Im(uv) =
1

2
(uv − vu). (2.2)

Овај векторски производ је добро дефинисан у простору R7, тј. овај производ је чисто
имагинаран за чисто имагинарне октонионе. Табела множења ei × ej дата је са

× e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 0 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6
e2 −e3 0 e1 e6 e7 −e4 −e5
e3 e2 −e1 0 e7 −e6 e5 −e4
e4 −e5 −e6 −e7 0 e1 e2 e3
e5 e4 −e7 e6 −e1 0 −e3 e2
e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 0 −e1
e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 0

Релације из ове табеле краће можемо записати као

e3 = e1 × e2, e5 = e1 × e4, e6 = e2 × e4, e7 = e3 × e4.

Свака ортонормирана база која задовољава релације дате у овој табели назива се G2-
база или канонска база. Стандардна база простора R7 је канонска база.

Напомена 3. Нека су e1, e2 и e4 међусобно ортогонални јединични вектори такви да је
e4 ортогоналан и на e1 × e2. Тада e1, e2 и e4 одређују јединствену канонску базу e1, ..., e7
и важи релација

ei × (ej × ek) + (ei × ej)× ek = 2δikej − δijek − δjkei,

где су δij Кронекерови1 симболи.

Лема 2.1. Нека је D Леви-Чивита повезаност у R7. Тада је

DX(Y × Z) = DXY × Z + Y ×DXZ. (2.3)

Доказ. Посматрајмо векторска поља e1, ..., e7 таква да је {e1(x), ..., e7(x)} канонска база
простора R7 за свако x. Тада је Deiej = 0, па, тривијално, важи

Dei(ej × ek) = Deiej × ek + ej ×Deiek,

а самим тим и
DX(ej × ek) = DXej × ek + ej ×DXek.

Произвољна векторска поља Y и Z у овој бази можемо записати као Y (x) =
∑7

i=1 Yi(x)ei(x)
и Z(x) =

∑7
j=1 Zj(x)ej(x). Тада је

DX(Y × Z) =
7∑

i,j=1

DX(Yi(x)Zj(x))ei × ej +
7∑

i,j=1

Yi(x)Zj(x)DX(ei × ej)

1Leopold Kronecker (1823–-1891) - немачки математичар
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2.БЛИЗУ КЕЛЕРОВА СФЕРА S6

=
7∑

i,j=1

DX(Yi(x))Zj(x)ei × ej +
7∑

i,j=1

Yi(x)DX(Zj(x))ei × ej

+
7∑

i,j=1

Yi(x)Zj(x)(DXei)× ej +
7∑

i,j=1

Yi(x)Zj(x)ei × (DXej)

= DXY × Z + Y ×DXZ,

што је и требало доказати.

Лема 2.2. Нека u, v, w ∈ ImO. Тада је:

а) u× v = −v × u;

б) uv = u× v − 〈u, v〉;
в) Ако су u и v ортогонални, при чему је u јединични, тада u× (u× v) = −v;
г) u× v је ортогоналан и на u и на v;
д) u× (v × w) + (u× v)× w = 2〈u,w〉v − 〈u, v〉w − 〈w, v〉u; (2.4)
ђ) 〈u× v, w〉 је косо-симетричан по u, v и w.

Доказ. Особине а) и б) директно следе из дефиниција скаларног и векторског производа:

u× v =
1

2
(uv − vu) = −1

2
(vu− uv) = −v × u,

u× v − 〈u, v〉 = 1

2
(uv − vu) +

1

2
(uv + vu) = uv.

Даље се једноставно добија да за канонске векторе важи ei×(ei×ej) = −ej и 〈ei × ej, ei〉 =
0, па тврђења в) и г) следе из линеарности израза по u и v.
Слично се доказују и последња два тврђења.

Нека је g метрика на S6 индукована стандардном метриком 〈, 〉 на R7. Тада је

S6 = {X ∈ R7 | 〈X,X〉 = 1}.

Она представља шестодимензиону подмногострукост у простору R7. Нека су D и ∇̃ по-
везаности на R7 и S6 респективно, док су R̃ и h̃ тензор кривине и друга фундаментална
форма на S6. Ако са N означимо јединично нормално векторско поље на S6 као подмно-
гострукости у R7, при чему тачку на сфери идентификујемо са одговарајућим вектором
положаја, тада је

N(X) = −X, X ∈ S6.

За произвољну хиперповршMn ⊂ Rn+1, дефинишимо Гаусово пресликавање G :Mn →
Sn на следећи начин: за сваку тачку p ∈ Mn, вредност G(p) је крајња тачка јединич-
ног нормалног вектора N(p) у p, чији почетак лежи у координатном почетку. Како су
тангентни простори TpM

n и TG(p)Sn паралелни, диференцијал Гаусовог пресликавања
можемо посматрати као линеарни оператор (G∗)p : TpM

n → TpM
n. Специјално, када је

M 2 ⊂ R3, за сваку тачку p ∈M 2 оператор облика (G∗)p : TpM
2 → TpM

2 може се предста-
вити симетричном 2× 2 матрицом [G∗]. Гаусова кривина површи M 2 у тачки p дефинише
се као детерминанта ове матрице:

K = det [G∗]. (2.5)
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2.БЛИЗУ КЕЛЕРОВА СФЕРА S6

Приметимо да за M = S6 и одговарајуће Гаусово пресликавање G : S6 → S6 важи
G = −Id, где је Id идентичко пресликавање сфере.

Гаусова (1.8) и Вајнгартенова (1.10) формула имају следећи облик:

DXY = ∇̃XY + h̃(X,Y ), (2.6)
DXN = −ÃNX + ∇̃⊥

XN, (2.7)

где су X,Y ∈ TS6, N ∈ T⊥S6, ∇̃⊥ је нормална повезаност, а ÃN је оператор облика у
односу на N . Тада на основу (1.9) за оператор облика ÃN и другу фундаменталну форму
h̃ важи

g(ÃNX,Y ) = g(h̃(X,Y ), N). (2.8)

Користећи (2.8) и (2.6) добијамо

g(ÃNX,Y ) = g(h̃(X,Y ), N) = g(DXY,N)− g(∇̃XY,N)

= DX(g(Y,N))− g(Y,DXN) = −g(DXN,Y ),

тј. важи ÃNX = −DXN , па је ∇̃⊥
XN = 0, односно формула (2.7) постаје

DXN = −ÃNX. (2.9)

Нека је γ : (−ε, ε) → S6 крива чији је тангентни вектор у тачки γ(0) једнак γ′(0) = X.
Тада

G∗(X) =
d

dt
(N ◦ γ(t))

∣∣
t=0

= DXN = −ÃNX,

па је ÃNX = X, што значи да је сфера тотално умбиличка и да важи

DXN = −X,

односно

DXp = X, (2.10)

где је p позиционо векторско поље, тј. p = −N . Из (2.8) добијамо и

h̃(X,Y ) = g(ÃNX,Y )N = g(X,Y )N = −g(X,Y )p. (2.11)

За произвољну тачку p ∈ S6 и X ∈ TpS6 дефинишемо (1, 1)-тензорско поље J са

JpX = p×X.

На основу претходне леме добијамо да је JpX ортогонално на p, па JpX ∈ TpS6 и J2
pX =

p × (p × X) = −X. Лако се показује да важи и g(JX, JY ) = g(X,Y ), па је J скоро
комплексна структура на S6 компатибилна са метриком g, односно ермитска.

Посматрајмо сада тензорско поље G на S6 дефинисано са

G(X,Y ) = (∇̃XJ)Y.
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2.БЛИЗУ КЕЛЕРОВА СФЕРА S6

Нека је p позиционо векторско поље тачака на сфери. Користећи (2.3) уз Гаусову фор-
мулу за хиперповрш S6 у R7 добијамо

G(X,Y ) = ∇̃X(JY )− J∇̃XY = ∇̃X(p× Y )− J∇̃XY

= DX(p× Y )− h̃(X, p× Y )− J∇̃XY

= DXp× Y + p×DXY + g(X, p× Y )p− p× ∇̃XY

= X × Y + g(X, p× Y )p+ p× (DXY − J∇̃XY )

= X × Y + g(X, p× Y )p.

(2.12)

Теорема 2.3. Тензорско поље G задовољава следеће једначине:

а) G(X,X) = 0, (2.13)
б) G(X,Y ) +G(Y,X) = 0, (2.14)
в) G(X, JY ) + JG(X,Y ) = 0, (2.15)
г) g(G(X,Y ), Z) + g(G(X,Z), Y ) = 0, (2.16)
д) (∇̃XG)(Y, Z) = g(X,Z)JY − g(X,Y )JZ − g(JY, Z)X, (2.17)
ђ) (∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃XG)(JY, JZ) = JG(G(X,Y ), Z) + JG(Y,G(X,Z)), (2.18)
е) G(X,G(Y, Z)) = g(X,Z)Y − g(X,Y )Z + g(JX,Z)JY − g(Y, JX)JZ, (2.19)
ж) g(G(X,Y ), G(Z,W )) = g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Z, Y )

+ g(JX,Z)g(Y, JW )− g(JX,W )g(Y, JZ). (2.20)

Доказ. а) На основу (2.12) имамо

G(X,X) = X ×X + g(X, p×X)p = 0.

Из (2.2) следи да је први сабирак нула, а други је нула на основу Леме 2.2.
б) Из (2.12), користећи Лему 2.2, добијамо

G(X,Y ) +G(Y,X) = X × Y + g(X, p× Y )p+ Y ×X + g(Y, p×X)p = 0.

в) Користећи (2.4) добијамо

X × (p× Y ) = (X × Y )× p− 2g(X, p)Y + g(X,Y )p+ g(p, Y )X

= −p× (X × Y ) + g(X,Y )p,

па је

G(X, JY ) + JG(X,Y )

= X × (JY ) + g(X, p× (JY ))p+ J((X × Y ) + g(X, p× Y )p)

= X × (p× Y ) + g(X, p× (p× Y ))p+ p× (X × Y ) + p× (g(X, p× Y )p)

= −p× (X × Y ) + g(X,Y )p− g(X,Y )p+ p× (X × Y ) = 0.

г) Користећи (2.12) добијамо

g(G(X,Y ), Z) + g(G(X,Z), Y )

= g(X × Y + g(X, p× Y )p, Z) + g(X × Z + g(X, p× Z)p, Y )
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= g(X × Y, Z) + g(X × Z, Y ) = 0.

д) Приметимо да је

(∇̃XG)(Y, Z) = ∇̃X(G(Y, Z))−G(∇̃XY, Z)−G(Y, ∇̃XZ).

Сада је

(∇̃XG)(Y, Z)− (∇̃YG)(X,Z)

= ∇̃X(G(Y, Z))−G(∇̃XY, Z)−G(Y, ∇̃XZ)− ∇̃Y (G(X,Z)) +G(∇̃YX,Z) +G(X, ∇̃YZ)

= ∇̃X((∇̃Y J)Z)− (∇̃∇̃XY J)Z − (∇̃Y J)∇̃XZ − ∇̃Y (∇̃XJ)Z + (∇̃∇̃Y XJ)Z + (∇̃XJ)∇̃YZ

= ∇̃X(∇̃Y (JZ))− ∇̃X(J∇̃YZ)− ∇̃∇̃XY (JZ) + J(∇̃∇̃XYZ)− ∇̃Y (J∇̃XZ) + J∇̃Y (∇̃XZ)

− ∇̃Y (∇̃X(JZ)) + ∇̃Y (J∇̃XZ) + ∇̃∇̃Y X(JZ)− J∇̃∇̃Y XZ + ∇̃X(J∇̃YZ)− J(∇̃X(∇̃YZ))

= R̃(X,Y )JZ − JR̃(X,Y )Z

= g(Y, JZ)X − g(X, JZ)Y − g(Y, Z)JX + g(X,Z)JZ.

Специјално за Z = X, с обзиром да је (∇̃YG)(X,X) = 0, имамо

(∇̃XG)(Y,X) = g(Y, JX)X − g(Y,X)JX + g(X,X)JY,

одакле линеаризацијом добијамо

(∇̃X+ZG)(Y,X + Z)

= g(Y, J(X + Z))(X + Z)− g(Y,X + Z)J(X + Z) + g(X + Z,X + Z)JY.

Леву страну можемо израчунати и као

(∇̃XG)(Y,X) + (∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃ZG)(Y,X) + (∇̃ZG)(Y, Z)

= g(Y, JX)X − g(Y,X)JX + g(X,X)JY + (∇̃XG)(Y, Z)

+ (∇̃ZG)(Y,X) + g(Y, JZ)Z − g(Y, Z)JZ + g(Z,Z)JY.

па сада изједначавањем десних страна добијамо

(∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃ZG)(Y,X)

= g(Y, JX)Z + g(Y, JZ)X − g(Y,X)JZ − g(Y, Z)JX + g(X,Z)JY + g(Z,X)JY.

Како додатно важи и

(∇̃XG)(Y, Z)− (∇̃ZG)(Y,X) = −g(Z, JY )X + g(X, JY )Z + g(Z, Y )JX − g(X,Y )JZ,

сабирањем ове две једначине добијамо

(∇̃XG)(Y, Z) = g(Y, JZ)X + g(X,Z)JY − g(X,Y )JZ.

ђ) Из дефиниције тензорског поља G и (2.14) и (2.15) добијамо

(∇̃XG)(Y, Z) + (∇̃XG)(JY, JZ)

= (∇̃XG)(Y, Z) + ∇̃X(G(JY, JZ))−G(∇̃X(JY ), JZ)−G(JY, ∇̃X(JZ))
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= (∇̃XG)(Y, Z)− ∇̃X(G(Y, Z))−G(∇̃X(JY ), JZ)−G(JY, ∇̃X(JZ))

= −G(∇̃XY, Z)−G(Y, ∇̃XZ)−G(∇̃X(JY ), JZ)−G(JY, ∇̃X(JZ))

= −G(∇̃XY, Z)−G(Y, ∇̃XZ)−G(G(X,Y ) + J∇̃XY, JZ)−G(JY,G(X,Z) + J∇̃XZ)

= JG(G(X,Y ), Z) + JG(Y,G(X,Z)).

е) На основу (2.17) и (2.18) имамо

−G(G(X,Y ), Z) +G(G(X,Z), Y ) = −[G(G(X,Y ), Z) +G(Y,G(X,Z))]

= g(Y, JZ)JX − g(X,Z)Y + g(X,Y )Z − g(JY, Z)JX − g(X, JZ)JY + g(X, JY )JZ.

Специјално, за X = Z добијамо

−G(G(X,Y ), X) = g(Y, JX)JX − g(X,X)Y + g(X,Y )X,

а ако X заменимо са X + Z добијамо

G(G(X,Y ), X) +G(G(X,Y ), Z) +G(G(Z, Y ), X) +G(G(Z, Y ), Z)

= G(G(X,Y ), X) +G(G(Z, Y ), Z)

+ 2g(X,Z)Y − g(X,Y )Z − g(Z, Y )X − g(Y, JX)JZ − g(Y, JZ)JX.

Одузимањем два претходна израза добијамо

2G(G(Y, Z), X)

=
[
G(G(Y, Z), X)−G(G(Y,X), Z)

]
−
[
−G(G(Y, Z), X)−G(G(Y,X), Z)

]
= −2g(JX,Z)JY + 2g(Y, JX)JZ + 2g(X,Y )Z − 2g(X,Z)Y

из чега непосредно следи тврђење.
ж) На основу (2.16) и (2.19) следи

g(G(X,Y ), G(Z,W )) = −g(G(X,G(Z,W )), Y ) =

= −g
(
g(JX,W )JZ − g(Z, JX)JW − g(X,Z)W + g(X,W )Z, Y

)
= g(X,Z)g(Y,W )− g(X,W )g(Z, Y ) + g(JX,Z)g(Y, JW )− g(JX,W )g(Y, JZ).

Приметимо да на основу (2.13) следи да је J близу Келерова структура на S6.

2.2 Подмногострукости сфере S6

У зависности од односа према скоро комплексној структури J на S6, подмногостру-
кост M је:

• тотално реална, ако (∀p ∈ M) J(TpM) ⊆ T⊥
p M , тј. J пресликава тангентно раслојење

у нормално;

• скоро комплексна, ако (∀p ∈ M) J(TpM) ⊆ J(TpM), тј. тангентно раслојење је J-
инваријантно.
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• CR-подмногострукост, ако је тангентно раслојење TM директна сума два ортогонална
раслојења од којих је једно J-инваријантно, док се друго са J слика у нормално.

Скоро комплексне подмногострукости S6 морају бити парнодимензионе, дакле димензије
2 или 4. Међутим, Греј је у [27] доказао следећу теорему:

Теорема 2.4. У односу на стандардну скоро комплексну структуру, у S6 не постоје
четвородимензионе скоро комплексне подмногострукости.

ПовршM у јединичној сфери Sn у Rn+1 назива се линеарно потпуном ако није садржа-
на у тотално геодезијској хиперсфери Sn−1 у Sn. Поред тога, површ M у S2m је суперми-
нимална ако представља слику хоризонталне холоморфне криве у ермитском хомогеном
простору SO(2m+1)/U(m) при Римановој субмерзији π : SO(2m+1)/U(m) → S2m, која
је индукована инклузијом U(m) у SO(2m+ 1).

Скоро комплексна крива у S6 је неконстантна глатка имерзија f :M 2 → S6 чији дифе-
ренцијал је комплексно линеаран. У [10] је показано да се скоро комплексне криве у S6

могу поделити на следеће типове:

(i) линеарно потпуне у S6 и суперминималне;

(ii) линеарно потпуне у S6 али не и суперминималне;

(iii) линеарно потпуне у некој тотално геодезијској S5 у S6 (па нису суперминималне);

(iv) тотално геодезијске.

Нека је M оријентабилна хиперповрш сфере S6 и нека је N јединично нормално
векторско поље на M . Означимо са ∇, ∇̃ и D редом повезаности на M , S6 и R7.

Како је g(N,N) = 1, за произвољно векторско поље X тангентно на M , диференци-
рањем добијамо 0 = ∇̃X(g(N,N)) = 2g(∇̃XN,N), па следи да је g(∇⊥

XN,N) = 0, тј.

∇̃XN = −ANX. (2.21)

Тензор кривине Риманове повезаности D је једнак нули, односно важи

0 = DXDYZ −DYDXZ −D[X,Y ]Z.

Применом Гаусове и Вајнгартенове формуле (2.6) и (2.7) на S6 и R7, као и формула (2.11)
и (2.10), добијамо

0 = DX(∇̃YZ − g(Y, Z)p)−DY (∇̃XZ − g(X,Z)p)− ∇̃[X,Y ]Z + g([X,Y ], Z)p

= ∇̃X∇̃YZ − g(X, ∇̃YZ)p− (DXg)(Y, Z)p− g(Y, Z)DXp

− ∇̃Y ∇̃XZ + g(Y, ∇̃XZ)p+ (DY g)(X,Z)p+ g(X,Z)DY p− ∇̃[X,Y ]Z + g([X,Y ], Z)p.

Како је
g(X, ∇̃YZ) = (∇̃Y g)(X,Z)− g(∇̃YX,Z) = −g(∇̃YX,Z),

важи

∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z + g(∇̃YX − ∇̃XY + [X,Y ], Z)p− g(Y, Z)X + g(X,Z)Y = 0,
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па је

∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z − g(Y, Z)X + g(X,Z)Y = 0. (2.22)

Применом Гаусове и Вајнгартенове формуле (1.8) и (1.10) за подмногострукост M у
сфери S6, за произвољна векторска поља X, Y и Z тангентна на M , добијамо

0 = ∇̃X(∇YZ + h(Y, Z))− ∇̃Y (∇XZ + h(X,Z))

−∇[X,Y ]Z − h([X,Y ], Z)− g(Y, Z)X + g(X,Z)Y

= ∇X∇YZ + h(X,∇YZ)−Ah(Y,Z)X +∇⊥
X(h(Y, Z))−∇Y∇XZ − h(Y,∇XZ)

+Ah(X,Z)Y −∇⊥
Y (h(X,Z))−∇[X,Y ]Z − h([X,Y ], Z)− g(Y, Z)X + g(X,Z)Y.

Посматрањем појединачно тангентне и нормалне компоненте, долазимо до

R(X,Y )Z −Ah(Y,Z)X +Ah(X,Z)Y − g(Y, Z)X + g(X,Z)Y = 0, (2.23)

h(X,∇YZ) +∇⊥
X(h(Y, Z))− h(Y,∇XZ)−∇⊥

Y (h(X,Z))− h([X,Y ], Z) = 0. (2.24)

Уз помоћ релација (2.22) и (1.3), једначину (2.23) можемо записати у следећем облику:

R̃(X,Y )Z −R(X,Y )Z = Ah(X,Z)Y −Ah(Y,Z)X.

Сада, применом формула (1.5) и (1.9), за произвољно векторско поље W тангентно на
M , добијамо Гаусову једначину

R(X,Y, Z,W ) = g(X,W )g(Y, Z)− g(X,Z)g(Y,W )

+ g(h(X,W ), h(Y, Z))− g(h(X,Z), h(Y,W )),
(2.25)

Пошто је [X,Y ] = ∇XY −∇YX, једначина (2.24) постаје

∇⊥
X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) = ∇⊥

Y (h(X,Z))− h(∇YX,Z)− h(X,∇YZ).

Ако сада означимо (∇h)(X,Y, Z) = ∇⊥
X(h(Y, Z)) − h(∇XY, Z) − h(Y,∇XZ), добијамо Ко-

дацијеву једначину

(∇h)(X,Y, Z) = (∇h)(Y,X,Z). (2.26)

На основу (1.9) знамо да за оператор облика AN = A и другу фундаменталну форму
h важи

g(h(Y, Z), N) = g(AY,Z) = g(Y,AZ).

Диференцирањем и применом једнакости (2.21) добијамо

∇̃X(g(AY,Z)) = ∇̃X(g(h(Y, Z), N)) = g(∇̃Xh(Y, Z), N) + g(h(Y, Z), ∇̃XN)

= g(∇⊥
Xh(Y, Z), N) + g(h(Y, Z),−ANX) = g(∇⊥

Xh(Y, Z), N),

па је

(∇h)(X,Y, Z) = ∇⊥
X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)

= g(∇⊥
X(h(Y, Z)), N)N − g(h(∇XY, Z), N)N − g(h(Y,∇XZ), N)N
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=
(
∇̃X(g(AY,Z))− g(h(∇XY, Z), N)− g(h(Y,∇XZ), N)

)
N

= (∇X(g(AY,Z))− g(A∇XY, Z)− g(AY,∇XZ))N

= (g(∇X(AY ), Z) + g(AY,∇XZ)− g(A∇XY, Z)− g(AY,∇XZ))N

= (g(∇X(AY ), Z)− g(A∇XY, Z))N.

Сада, Кодацијева једначина (2.26) може се записати у следећем облику:

(∇h)(X,Y, Z) = (∇h)(Y,X,Z), ∀Z
g(∇X(AY ), Z)− g(A∇XY, Z) = g(∇Y (AX), Z)− g(A∇YX,Z), ∀Z

g(∇X(AY )−A∇XY, Z) = g(∇Y (AX)−A∇YX,Z), ∀Z
∇X(AY )−A∇XY = ∇Y (AX)−A∇YX

(∇XA)Y +A∇XY −A∇XY = (∇YA)X +A∇YX −A∇YX

(∇XA)Y = (∇YA)X. (2.27)

Хопфове хиперповрши сфере S6

Сада ћемо се упознати са резултатима из радова [9] и [29] где су класификоване
Хопфове хиперповрши сфере S6.

Нека је M повезана оријентабилна реална хиперповрш сфере S6 са јединичним нор-
малним векторским пољем N . Тангентно векторско поље ξ = −JN на M зовемо карак-
теристично или Хопфово векторско поље. Кажемо да је M Хопфова хиперповрш ако је
∇ξξ = 0, односно ако су интегралне криве векторског поља ξ геодезијске на M .

Став 2.5. Оријентабилна хиперповрш M близу Келерове сфере S6 је Хопфова ако и
само ако је ξ сопствено векторско поље оператора облика A.

Доказ. Из (2.13) и (2.15) добијамо (∇̃ξJ)Jξ = 0, па, користећи Вајнгартенову формулу
(2.21), добијамо

∇̃ξξ = −∇̃ξ(JN) = −(∇̃ξJ)N − J(∇̃ξN) = −(∇̃ξJ)Jξ − J(∇̃ξN) = JAξ.

Из Гаусове формуле (1.8) имамо да је∇ξξ тангента компонента JAξ наM . За произвољно
векторско поље X тангентно на M важи JX ∈ T⊥M ако и само ако X = αξ за неку
реалну функцију α ∈ F(M). Дакле, ∇ξξ = 0 ако и само ако је Aξ = αξ за неку реалну
функцију α, што је и требало доказати.

Сопствене вредности оператора облика A зовемо главне кривине, док су одговарајућа
сопствена векторска поља главни правци.

Лема 2.6. Функција главне кривине α је константна.

Доказ. Како је Aξ = αξ, за произвољна векторска поља X и Y тангентна на M важи
g(∇X(Aξ), Y ) = g(∇X(αξ), Y ), тј.

g((∇XA)ξ, Y ) + g(A(∇Xξ), Y ) = (Xα)g(ξ, Y ) + αg(∇Xξ, Y ),

па је

g((∇XA)ξ, Y ) = (Xα)g(ξ, Y ) + αg(∇Xξ, Y )− g(A(∇Xξ), Y ). (2.28)
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Користећи (2.27), (2.28) и симетрију оператора A добијамо

0 = g((∇XA)Y − (∇YA)X, ξ)

= g((∇XA)ξ, Y )− g((∇YA)ξ,X)

= (Xα)g(ξ, Y ) + αg(∇Xξ, Y )− g(A∇Xξ, Y )

− (Y α)g(ξ,X) + αg(∇Y ξ,X)− g(A∇Y ξ,X).

(2.29)

Ако у претходну једнакост заменимо X = ξ, следи да је

Y α = (ξα)g(ξ, Y ). (2.30)

Нека је D ортогонално-комплементарна дистрибуција на M у односу на ξ. Како је тада
g(ξ, Y ) = 0, ∀Y ∈ D, из (2.30) добијамо да је Y α = 0 за произвољно векторско поље
Y ∈ D. На основу Теореме 2.4, дистрибуција D није интеграбилна па постоје векторска
поља X,Y ∈ D таква да [X,Y ] има ненула компоненту у правцу ξ. Сада из

0 = X(Y α)− Y (Xα) = [X,Y ]α = (ξα)g([X,Y ], ξ)

добијамо ξα = 0, па је α константа.

Нека је γ геодезијска крива на S6 параметризована дужином лука, тј. важи ∇γ̇ γ̇ = 0.
Користећи једначину (2.13), добијамо ∇̃γ̇(Jγ̇) = (∇̃γ̇J)γ̇ + J∇̃γ̇ γ̇ = 0, одакле следи да је
Jγ̇ паралелно векторско поље дуж криве γ. Следећа Лема нам даје однос између J и
паралелног померања дуж γ.

Лема 2.7. Нека је X паралелно векторско поље дуж геодезијске криве γ на S6 ортого-
нално на векторе γ̇ и Jγ̇ и нека је

Y (t) = cos t JX − sin t γ̇ ×X.

Ако је крива γ параметризована дужином лука, онда је Y такође паралелно векторско
поље дуж γ чија почетна вредност у t = 0 износи JX(0).

Доказ. Како је X паралелно векторско поље дуж геодезијске криве γ имамо да је Ẋ = 0.
Такође, можемо приметити да је Y (0) = JX(0) ортогонално на γ̇(0), а важи

Ẏ = − sin t γ ×X + cos t γ̇ ×X − cos t γ̇ ×X − sin t γ̈ ×X.

Пошто је γ велики круг на S6, имамо γ̈ = −γ, па из тога следи да је Ẏ = 0. Дакле, Y је
паралелно векторско поље дуж криве γ, што је и требало показати.

Став 2.8. Геодезијске хиперсфере у S6 и тубе око скоро комплексних кривих у S6 пред-
стављају оријентабилне Хопфове хиперповрши.

Доказ. Геодезијске хиперсфере S5 унутар S6 су уједно и тотално умбиличке. Самим тим,
Хопфово векторско поље ξ представља векторско поље главне кривине, па на основу
Става 2.5 закључујемо да су геодезијске хиперсфере Хопфове хиперповрши у S6.

Нека је сада S повезана скоро комплексна крива у S6, односно скоро комплексна под-
многострукост реалне димензије 2 унутар S6. Локално, и за довољно мале полупречнике
r ∈ R+, можемо дефинисати тубу Mr полупречника r око S. Означимо са η јединични
нормални вектор на S у некој тачки p ∈ S. Тада је

γη : R → S6, t 7→ cos t p+ sin t η
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максимална геодезијска крива у S6 која задовољава γη(0) = p и γ̇η(0) = η. Ако је q =
γη(r) ∈ Mr, тада је N = γ̇η(r) спољашњи јединични вектор нормале на Mr у тачки q.
Конкретно, туба Mr је оријентабилна.

Нека је X ∈ TpS6 векторско поље ортогонално на η и означимо са YX Јакобијево
поље дуж геодетске криве γη дефинисано почетним условима YX(0) = X⊤ и ∇̃γ̇Y (0) =
X⊥ − AηX

⊤. Овде је Aη оператор облика скоро комплексне криве S у тачки p у односу
на нормалу η, док ⊤ и ⊥ представљају ортогоналне пројекције на тангентни, односно
нормални простор на S у тачки p. Оператор облика AN тубе Mr у тачки q у односу на
нормалу N задовољава

ANYX(r) = −∇̃γ̇YX(r). (2.31)

У нашем случају, како S6 има константну секциону кривину 1, имамо

YX(t) = cos tBX⊤(t) + sin tBX⊥−AηX⊤(t),

при чему је BV паралелно векторско поље дуж γη са почетним условом BV (0) = V за
произвољно V ∈ TpS6.

Ако је X главни правац на S у тачки p у односу на η, односно ако важи AηX = λX,
тада

YX(t) = (cos t− λ sin t)BX(t), (2.32)

па на основу (2.31) имамо

ANBX(r) =
ANYX(r)

cos r − λ sin r =
−∇̃γ̇((cos r − λ sin r)BX(r))

cos r − λ sin r =
sin r + λ cos r
cos r − λ sin rBX(r).

Даље, ако је X ортогоналан на S у тачки p, важи

YX(t) = sin t BX(t),

што имплицира

ANBX(r) =
ANYX(r)

sin r =
−∇̃γ̇(sin r BX(r))

sin r = −cos r

sin r
BX(r) = −ctg r BX(r).

Дакле, вектори главне кривине на Mr у тачки q добијају се паралелним померањем
дуж γη од p до q, или

1) вектора главне кривине на S у односу на η, или

2) T⊥
p S ∩ (Rη)⊥, где T⊥

p S представља нормални простор на S у тачки p.

Како је крива S скоро комплексна, T⊥
p S је J-инваријантан, па је Jη ∈ T⊥

p S ∩ (Rη)⊥.
Такође, пошто је Jγ̇η паралелно дуж γη, вектор Jγ̇η се добија паралелним померањем
Jη дуж γη. Отуда је ξ = −JN = −Jγ̇η(r) вектор главне кривине на Mr у q. Према Ставу
2.5, Mr је Хопфова хиперповрш сфере S6.

Напомена 4. Будући да су све скоро комплексне криве у S6 минималне, важи следеће:
Ако су главне кривине на S у односу на η облика ±tgθ, θ ∈ [0, π/2), тада су главне
кривине на Mr у q дате са tg(r ± θ) и −ctg r у зависности од случаја 1) или 2) из
претходног става. Такође, геодезијске хиперсфере полупречника r имају петоструку
главну кривину −ctg r.

25



2.БЛИЗУ КЕЛЕРОВА СФЕРА S6

Како бисмо довршили класификацију Хопфових хиперповрши доказивањем обрата
претходног става биће нам потребна следећа лема:

Лема 2.9. Нека је Tα = {X ∈ TM | AX = αX}, где је α = −ctg r, и L оператор
дефинисан са

LX = cos r JX − sin r N ×X.

Тада је ортогонални комплемент T⊥
α у TM инваријантан при дејству оператора L.

Доказ. Уочимо да за свака два векторска поља X и Y тангентна на M у тачки p важи

g(∇Xξ, Y ) = −g(∇̃X(p×N), Y ) = −g((∇̃Xp)×N,Y )− g(p× ∇̃XN), Y )

= −g((DXp)×N,Y )− g(p× (−AX), Y ) = −g(X ×N,Y ) + g(JAX, Y ).
(2.33)

Нека X ∈ Tα(p) и, под претпоставком да M није умбиличка у p, нека Y ∈ TpM тако
да је AY = λY , где је λ 6= α, односно Y ∈ T⊥

α (p). Тада су JY и N × Y ортогонални на
p и N , па је и LY ортогоналан на p и N . Користећи (2.29) и Лему 2.6, добијамо да је
g(∇Xξ, Y ) = 0, па из (2.33) следи

g(JAX +N ×X,Y ) = 0. (2.34)

Сада имамо

g(LY,X) = g(cos r JY − sin r N × Y,X) = sin r g(ctg r JY −N × Y,X)

= sin r g(Y,−ctg r JX +N ×X) = sin r g(Y, JAX +N ×X).

Из (2.34) следи да је g(LY,X) = 0, па LY ∈ T⊥
α (p), чиме је тврђење доказано.

Теорема 2.10. Нека је M Хопфова хиперповрш у S6. Тада је M отворени део или
геодезијске хиперсфере, или тубе око скоро комплексне криве у S6.

Доказ. Бирамо локално јединично нормално векторско поље N на отвореном подскупу
W од M такво да је главна кривина α ⩽ 0. Можемо претпоставити да је α = −ctg r за
неко r ∈ (0, π/2]. Дефинишимо

F : W → S6, p 7→ exp(−r Np),

пресликавање које тачки p ∈ W додељује тачку exp(−rNp) = γp(−r), где је γp = γNp .
Нека је X ∈ TpW главни правац који одговара главној кривини k. Ако са F∗ означимо
диференцијал пресликавања F , онда

F∗(X) = (cos r + k sin r)Br(X), (2.35)

где Br означава паралелно померање дуж γNp од тачке p до F (p). Из (2.35) закључујемо
да ако је главна кривина k = α, тада је F∗(X) = 0, што значи да је F сингуларно у
свим тачкама из W . Додатно, за X ∈ kerF∗ важи cos r+ k sin r = 0, односно X је главни
правац који одговара главној кривини k = −ctg r = α. Стога,

ker(F∗) = Tα,

док је

im(F∗) = Br(T
⊥
α (p)).
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Посматрајмо криву ϕ(t) = γNp(t − r). Како је γNp геодезијска, следи да је крива ϕ гео-
дезијска, при чему важи ϕ̇(t) = γ̇Np(t − r). По дефиницији, Br представља паралелно
померање дуж γNp од тачке p до q = F (p). Према Леми 2.7, кривој ϕ са почетним век-
тором JXq у тачки ϕ(0) = q, у тачки ϕ(r) = p одговара вектор

cos r JX(r)− sin r ϕ̇(r)×X(r) = cos r JX(r)− sin r γ̇Np(0)×X(r)

= cos r JXp − sin r Np ×Xp.

Према томе, важи
Br(cos r JXp − sin r Np ×Xp) = JXq.

Како је Xq = Br(Xp) и L(Xp) = cos r JXp − sin r ξp ×Xp, добијамо да важи

BrL(Xp) = JBr(Xp), ∀Xp.

На основу Леме 2.9 сада непосредно следи

J(im(F∗)) = JBr(T
⊥
α (p)) = BrL(T

⊥
α (p)) = Br(T

⊥
α (p)) = im(F∗),

из чега добијамо да је im(F∗) инваријантно при дејству J . Одавде следи да im(F∗) у
тачки p има парну димензију, тј. у свакој тачки p ∈W димензија може бити 0, 2 или 4.

Размотримо прво случај када im(F∗)(p0) у некој тачки p0 ∈ W има димензију 4.
Тада главна кривина α(p0) има вишеструкост 1. Због нерекидности функције главне
кривине, постоји отворена околина V ⊂ W тачке p0 таква да је dimTα = 1 на V , па F
има константан ранг 4 на V . Одавде следи постојање 4-димензионе подмногострукости
B ⊂ S6 отворене околине Ṽ ⊂ V тачке p0 такве да је рестрикција F |Ṽ : Ṽ → B субмерзија
на B. Међутим, оваква конструкција имплицира да је B 4-димензиона скоро комплексна
подмногострукост сфере S6, што је у контрадикцији са Теоремом 2.4.

Размотримо сада случај када im(F∗)(p0) у тачки p0 ∈ W има димензију 2. Аналог-
но претходном разматрању, постоји 2-димензиона подмногострукост S ⊂ S6 и отворена
околина Ṽ ⊂ W тачке p0 таква да је рестрикција F |Ṽ : Ṽ → S субмерзија на S. Одавде
следи да је S скоро комплексна крива у S6. Приметимо да, због конструкције пресли-
кавања F , слика F (Ṽ ) представља тубуларну хиперповрш на фиксном растојању r, тј.
отворени део тубе око скоро комплексне криве S.

Коначно, размотримо случај када im(F∗)(p0) у тачки p0 ∈ W има димензију 0 и
нека за сваку отворену околину тачке p0 у W постоји тачка p у тој околини таква да
im(F∗)(p0) има димензију 2. Постоји низ тачака pn који конвергира ка p0 такве да је
dim im(F∗)(pn) = 2. У свакој pn, главне кривине M су тројка (−ctg r, tg(r+ θn), tg(r− θn))
за неко θn ∈ [0, π/2). Због непрекидности функција главних кривина мора важити

lim
n→∞

tg(r + θn) = −ctg r, lim
n→∞

tg(r − θn) = −ctg r,

што је немогуће. Стога постоји отворена околина V ⊂W тачке p0 таква да је dimTα = 5
на читавој V . Одавде следи да је F (V ) = q, где је q тачка у S6 и V је отворени део
геодезијске хиперсфере са центром у q полупречника r.

Како је димензија im(F∗) локално константна (0 или 2) и M повезана, im(F∗) има
константну димензију на целој хиперповрши. Дакле, закључујемо да је целоM отворени
део или геодезијске хиперсфере у S6, или тубе око скоро комплексне криве у S6.
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Из Става 2.8 и Теореме 2.10 непосредно следи да су једине Хопфове хиперповрши
сфере S6 геодезијске хиперсфере и тубе око скоро комплексних кривих. Стога, свака
Хопфова хиперповрш сфере S6 има тачно једну, две или три главне кривине. Умбилич-
ке хиперповрши представљају отворене делове геодезијских хиперсфера, док су неум-
биличке отворени делови туба око скоро комплексних кривих у S6.

Сада нам је циљ да истражимо којим поткласама Хопфових хиперповрши у S6 од-
говарају дате класе скоро комплексних кривих. Најпре ћемо размотрити тотално геоде-
зијске скоро комплексне криве (тј. скоро комплексне криве типа (iv)).

Теорема 2.11. Нека је M Хопфова хиперповрш у S6 са јединичним нормалним вектор-
ским пољем N . Тада су следећи услови међусобно еквивалентни:

1) M има тачно две различите главне кривине у свакој тачки.

2) M представља отворени део тубе око тотално геодезијске скоро комплексне
криве S у S6.

3) M није умбиличка, а оператор облика A комутира на M са оператором L дефи-
нисаним релацијом

LX = cos r JX − sin r (N ×X), X ∈ TM,

при чему r ∈ (0, π/2] и α = −ctg r.

Доказ. (1) ⇒ (2) : Како M не може бити отворени део геодезијске хиперсфере пошто је
она умбиличка, према Теореми 2.10 закључујемо да је M отворени део тубе око скоро
комплексне криве S у S6. Уколико S није тотално геодезијска, из Напомене 4 следи даM
у некој тачки има три различите главне кривине: tg(r+θ), tg(r−θ) и tg(r+π/2) = −ctg r,
што је у контрадикцији с претпоставком, па S мора бити тотално геодезијска.
(2) ⇒ (1) : Нека је S тотално геодезијска скоро комплексна крива у S6. Тада за свако
нормално поље N на S важи AN = 0, па су све главне кривине на S једнаке 0 = tg 0.
Према Напомени 4, главне кривине хиперповрши M , која представља тубу око S полу-
пречника r, у свакој тачки једнаке су tg r и −ctg r.
(3) ⇒ (1) : Претпоставимо да хиперповрш M има три различите главне кривине у
некој тачки p и означимо их са α = −ctg r, λ и µ. Тада важи dimTα = 3, док је
dimTλ = dimTµ = 1. Према Леми 2.9, ортогонални комплемент T⊥

α = Tλ ⊕ Tµ инва-
ријантан је при дејству оператора L, и важи L(Tλ) ⊂ Tµ и L(Tµ) ⊂ Tλ. Нека је v ∈ Tλ.
Пошто A и L комутирају, а Lv ∈ Tµ, добијамо:

λLv = L(λv) = L(Av) = A(Lv) = µLv.

Одавде следи λ = µ, што је у супротности са претпоставком да су λ и µ различите главне
кривине. Дакле, M има тачно две различите главне кривине у свакој тачки.
(1) ⇒ (3) : Нека је p ∈ M произвољна фиксирана тачка и означимо главне кривине
хиперповрши M у p са α = −ctg r и λ. Према Леми 2.9, оператор L чува сопствене
просторе Tα и Tλ, тј. L(Tα) ⊂ Tα и L(Tλ) ⊂ Tλ јер је Tλ = T⊥

α , па

v ∈ Tα ⇒ Lv ∈ Tα ⇒ ALv = αLv, LAv = L(αv) = αLv ⇒ AL = LA на Tα,

v ∈ Tλ ⇒ Lv ∈ Tλ ⇒ ALv = λLv, LAv = L(λv) = λLv ⇒ AL = LA на Tλ.

Дакле, оператори A и L комутирају на TM = Tα ⊕ Tλ.
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Напомена 5. Нека је S тотално геодезијска скоро комплексна крива у S6. Како је S ↪→
S6 ↪→ R7, можемо S посматрати као потпростор унутар тродимензионог простора
R3 × {(0, 0, 0, 0)}, односно идентификујемо

Span{p} ⊕ TpS ∼= R3 × {(0, 0, 0, 0)}.

У том случају T⊥
p S = {(0, 0, 0)} × R4 па јединични нормални вектори припадају сфери

S3 ⊂ R4. Тубуларна хиперповрш Mr око S дефинише се као скуп свих тачака облика
cos r p+ sin r Np, где p ∈ S, а Np ∈ S3. Посматрајмо пресликавање

S2(cos r)× S3(sin r) →Mr, (cos r p, sin r Np) 7→ cos r p+ sin r Np.

Ово пресликавање је очигледно изометријска имерзија и бијекција, као и улагање, па
отуда следи да је Mr изометрично са S2(cos r)× S3(sin r).

Нека је сада S скоро комплексна крива у S6 типа (i)− (iii). У тачки p ∈ S која
није геодезијска локално можемо изабрати ортонормирану базу {E1, JE1} простора TpS.
Нека су N1 =

h(E1,E1)
∥h(E1,E1)∥ и N2 = E1 × ξ1. Тада је

{p,E1, JE1, N1, JN1, N2,−JN2} (2.36)

G2-база скоро комплексне криве S, а вектори N1, JN1, N2 и JN2 формирају ортонор-
мирану базу нормалног простора T⊥

p S. Оператори облика AN1 , AJN1 , AN2 и AJN2 у
ортонормираној бази {E1, JE1} имају следеће форме

AN1 =

(
λ 0
0 −λ

)
, AJN1 =

(
0 λ
λ 0

)
, AN2 = 0, AJN2 = 0, (2.37)

где је λ = ‖h(E1, E1)‖. У том случају, Гаусова кривина, односно секциона кривина скоро
комплексне криве S у тачки p, дата је изразом

K = R(E1, E2, E2, E1), где важи E2 = JE1. (2.38)

Пошто је S6 простор константне секционе кривине један, и уз (2.37), добијамо да је
Гаусова кривина K скоро комплексне криве S у тачки p једнака

K = R̃(E1, E2, E2, E1)− g(h(E1, E2), h(E2, E1)) + g(h(E2, E2), h(E1, E1))

= 1− g(h(E1, E2), h(E1, E2)) + g(J2h(E1, E1), h(E1, E1))

= 1− ‖h(E1, E1)‖2 − ‖h(E1, JE1)‖2 = 1− 2λ2, (2.39)

Секигава је у раду [55] показао да, уколико је Гаусова кривина K скоро комплексне
криве S константна на S, онда она мора имати вредност K = 0, K = 1

6
или K = 1, при

чему је за сваки од тих случајева навео одговарајуће примере.
За произвољно јединично нормално векторско поље η ∈ T⊥

p S постоје, локално, реалне
глатке функције x1, x2, x3 и x4 такве да важи η = x1N1 + x2JN1 + x3N2 + x4JN2, при
чему је x21 + x22 + x23 + x24 = 1. На основу (2.37), оператор облика је

Aηē1 =
√
x12 + x22λē1, Aηē2 = −

√
x12 + x22λē2,

где је {ē1, ē2} нова локално ортонормирана база тангентног простора TS у којој се Aη

дијагонализује.
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Аналогно Ставу 2.8, закључујемо да су главне кривине и вектори главних кривина
тубуларне хиперповрши Mr, у тачки q = γη(r), при чему је N = γ̇η(r), облика:

ANBē1(r) =
sin r +

√
x12 + x22λ cos r

cos r −
√
x12 + x22λ sin r

Bē1(r),

ANBē2(r) =
sin r −

√
x12 + x22λ cos r

cos r +
√
x12 + x22λ sin r

Bē2(r),

где је BV (t) паралелно векторско поље дуж криве γη(t), задато условом BV (0) = V .
Такође, утврдили смо да, уколико је X ∈ T⊥

p S ∩ (Rη)⊥, тада важи

ANBX(r) = −ctg r BX(r).

Нека је {E1, . . . , E5} ортонормирана база тубуларне хиперповрши Mr, састављена од
главних праваца, односно, нека важи ANEi = λiEi за неко јединично нормално векторско
поље N . На основу претходних једнакости добијамо да је

λ1 =
sin r +

√
x12 + x22λ cos r

cos r −
√
x12 + x22λ sin r

, λ2 =
sin r −

√
x12 + x22λ cos r

cos r +
√
x12 + x22λ sin r

, λ3 = λ4 = λ5 = −ctg r.

Дакле, ако је M отворени део тубе око тотално геодезијске криве у S6, онда M има
тачно две раличите главне кривине вишеструкости 2 и 3. Иначе, ако је M отворени
део тубе око скоро комплексне криве типа (i)− (iii), онда M има тачно три различите
главне кривине: λ1 и λ2 вишеструкости 1 и λ3 вишеструкости 3.

У складу са једначином (1.15), вектор средње кривине H тубуларне хиперповрши
Mr ⊂ S6 има следећи облик:

H =
1

5
trANN =

1

5
(λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5)N

=
1

5

(
sin r +

√
x12 + x22λ cos r

cos r −
√
x12 + x22λ sin r

+
sin r −

√
x12 + x22λ cos r

cos r +
√
x12 + x22λ sin r

− 3 ctg r
)
N

=
1

5

(2 + 5(x21 + x22)λ
2) ctg r − 3 ctg3r

ctg2r − (x21 + x22)λ
2

N. (2.40)

На основу (1.16), скаларна кривина τ тубуларне хиперповрши Mr ⊂ S6 дата је са

τ =
5∑

i=1

S(Ei, Ei) =
5∑

i,j=1

R(Ej, Ei, Ei, Ej). (2.41)

За Y = Z⊥X и ‖X‖ = 1 = ‖Y ‖ једначина (2.23) постаје

R(X,Y )Y = Ah(Y,Y )X −Ah(X,Y )Y + g(Y, Y )X − g(X,Y )Y = Ah(Y,Y )X −Ah(X,Y )Y +X,

па имамо

R(X,Y, Y,X) = g(Ah(Y,Y )X,X)− g(Ah(X,Y )Y,X) + g(X,X)

= g(h(X,X), h(Y, Y ))− g(h(X,Y ), h(X,Y )) + 1.

Како у бази {E1, ..., E5} важи

h(Ei, Ei) = λiN, h(Ei, Ej) = 0, i 6= j,
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добијамо
R(Ei, Ej, Ej, Ei) = g(λiN,λjN) + 1 = λiλj + 1, i 6= j,

R(Ei, Ei, Ei, Ei) = 0, i = j.
(2.42)

Сада из (2.41) и (2.42) следи

τ =
5∑

i ̸=j

R(Ej, Ei, Ei, Ej) =
5∑

i ̸=j

(λiλj + 1) = 20 +
5∑

i ̸=j

λiλj.

Како је

λ1λ2 =
1− (x1

2 + x2
2)λ2 ctg2r

ctg2r − (x12 + x22)λ2
,

λ1λ3 = λ1λ4 = λ1λ5 =
−
√
x12 + x22λ ctg3r − (1 + (x1

2 + x2
2)λ2)ctg2r −

√
x12 + x22λ ctgr

ctg2r − (x12 + x22)λ2
,

λ2λ3 = λ2λ4 = λ2λ5 =

√
x12 + x22λ ctg3r − (1 + (x1

2 + x2
2)λ2)ctg2r +

√
x12 + x22λ ctgr

ctg2r − (x12 + x22)λ2
,

λ3λ4 = λ3λ5 = λ4λ5 = ctg2 r =
ctg4r − (x1

2 + x2
2)λ2ctg2r

ctg2r − (x12 + x22)λ2
.

добијамо

τ = 20 +
5∑

i ̸=j

λiλj = 20 + 2λ1λ2 + 6(λ1λ3 + λ2λ3) + 6λ3λ4

= 20 +
2− (12 + 20(x21 + x22)λ

2)ctg2 r + 6ctg4 r

ctg2 r − (x21 + x22)λ
2

. (2.43)

Напомена 6. Из Напомене 5 закључујемо да, ако је S тотално геодезијска скоро ком-
плексна крива у S6, онда је Mπ

2
део S2(0)× S3(1), који, међутим, није хиперповрш.

Уколико је S скоро комплексна крива типа (i) − (iii), претходна анализа показује
да су главне кривине хиперповрши Mπ

2
једнаке λ1 = − 1√

x2
1+x2

2λ
, λ2 =

1√
x2
1+x2

2λ
и λ3 = λ4 =

λ5 = 0. Пошто је збир главних кривина једнак нули, закључујемо да је Mπ
2
минимална.

Даље, може се показати ([24]) да Mπ
2
представља локалну хиперповрш на делу где

важи x21 + x22 6= 0, док на скупу {x1 = x2 = 0} није хиперповрш.
Дакле, посматрано глобално, Mπ

2
не представља хиперповрш.

Сада смо спремни да докажемо теорему која се тиче глобалне класификације.

Теорема 2.12. Нека је M компактна повезана Хопфова хиперповрш у S6. Тада важи:

(1) Ако је M минимална, онда је или тотално геодезијска хиперсфера, или хипер-
површ облика S2(cos(arctg(

√
6
2
)))× S3(sin(arctg(

√
6
2
))) у S6;

(2) Ако M има константну скаларну кривину, онда је или геодезијска хиперсфера,
или хиперповрш облика S2(cos r)× S3(sin r) у S6, за неко r ∈ (0, π

2
);

(3) АкоM задовољава Ченову једнакост, онда јеM тотално геодезијска хиперсфера
у S6.
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Доказ. Из Теореме 2.10 следи да је свака компактна повезана Хопфова хиперповрш
M у S6 или геодезијска хиперсфера, или туба око неке компактне скоро комплексне
криве. Како геодезијска хиперсфера испуњава услов (2) теореме, док услови (1) и (3)
важе за тотално геодезијску хиперсферу, остаје да размотримо и докажемо тврђења за
тубуларну хиперповрш Mr под одговарајућим условима.

(1): Размотримо најпре тотално геодезијску скоро комплексну криву S у S6. Према
Напомени 5, тубуларна хиперповрш Mr полупречника r ∈ (0, π/2) око S је изометрична
производу сфера S2(cos r)×S3(sin r). Такође, установили смо да је Mr Хопфова хипер-
површ са две различите главне кривине: −ctg r и tg r. Уколико је Mr минимална, мора
да важи

2tg r − 3ctg r = 0,

што доводи до тога да је r = arctg
(√

6
2

)
.

У том случају, Mr је хиперповрш S2(cos arctg(
√
6
2
))× S3(sin arctg(

√
6
2
)) у S6.

За остале скоро комплексне криве типа (i)− (iii), из (2.40) добијамо да је Mr мини-
мална ако и само ако важи

5(x21 + x22)λ
2ctg r = 3ctg3 r − 2ctg r.

За фиксно r, ако је ctg r 6= 0, десна страна ове једнакости је константна, док се лева
страна мења у зависности од вектора из јединичног нормалног раслојења T⊥

p S, што
доводи до контрадикције. Стога, мора да важи ctg r = 0, односно r = π

2
. Међутим, Mπ

2

није хиперповрш. Из тога следи да r 6= π
2
.

(2): У случају тотално геодезијских скоро комплексних кривих,Mr има две различите
главне кривине −ctg r и tg r, које су константне за фиксирано r, па је, према томе,
и скаларна кривина константна. Стога, хиперповрш Mr = S2(cos r) × S3(sin r) има
константну скаларну кривину.

За остале скоро комплексне криве типа (i)−(iii), на основу (2.43),Mr има константну
скаларну кривину τ ако и само ако је

τ = 20(1 + ctg2r), 6ctg4r + (8− τ)ctg2r + 2 = 0,

што доводи до решења
ctg2r =

1

7
.

Како бисмо осигурали да Mr буде тубуларна хиперповрш, потребне су додатне прет-
поставке о скоро комплексној кривој S.

Као и у (2.36) и (2.37), изабраћемо векторска поља {E1, JE1, ξ1, Jξ1, ξ2, Jξ2} дуж скоро
комплексне криве S типа (i) − (iii), а за дуална векторска поља користићемо ознаке
{w1, w2, w3, w4, w5, w6}. На основу резултата из [24], можемо рећи да је Mr тубуларна
хиперповрш ако и само ако важи(

w1 −
√
7

4∑
ī

xiw1̄i

)
∧

(
w2 −

√
7

4∑
ī

xiw2̄i

)
6= 0, (2.44)

где су w1̄i = hī11w1 + hī12w2, w2̄i = hī21w1 + hī22w2 друге фундаменталне форме криве S у
S6 и ī = i+ 2.
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На основу (2.37) непосредним рачуном долазимо до тога да је услов (2.44) еквива-
лентан са

(w1 −
√
7(x1λw1 + x2λw2)) ∧ (w2 −

√
7(−x1λw2 + x2λw1))

= (1− 7λ2(x21 + x22))w1 ∧ w2 6= 0.

Пошто за фиксну тачку p ∈ S важи

1− 7λ2 ⩽ 1− 7λ2(x21 + x22) ⩽ 1,

тада је Mr тубуларна хиперповрш ако и само ако важи

1− 7λ2 > 0.

На основу (2.39), Гаусова кривина K скоро комплексне криве S задовољава

K >
5

7
. (2.45)

У раду [17] показано је да, ако је S компактна скоро комплексна крива у S6 и ако
њена Гаусова кривина припада интервалу [1

6
, 1], онда она може бити једино једнака 1

6

или 1. Пошто је у нашем случају K > 5
7
, закључујемо да мора бити K = 1, те да је S

дифеоморфна сфери S2. На основу класификације из [10], уколико је S ∼= S2, добијамо да
је реч о скоро комплексној кривој типа (i). Међутим, у [29] је показано да за компактне
скоро комплексне криве овог типа, уколико Гаусова кривина није идентички једнака
1
6
, онда постоје тачке на којима је K < 1

6
, као и тачке на којима је K > 1

6
. То је у

супротности са условом (2.45).
(3) : Из релације (1.21) следи да тубуларна хиперповрш Mr задовољава Ченову јед-

накост ако и само ако је

λ1 + λ2 = λ3 = λ4 = λ5.

Дакле, тубуларна хиперповрш Mr око тотално геодезијске скоро комплексне криве
задовољава Ченову једнакост ако и само ако важи

2tg r = −ctg r,

што доводи до контрадикције.
За остале скоро комплексне криве типа (i) − (iii), Mr задовољава Ченову једнакост

ако и само ако важи

(2 + 2(x21 + x22)λ
2)ctg r

ctg2r − (x21 + x22)λ
2

= −ctg r,

што даје r = π
2
, али Mπ

2
није хиперповрш.

2.3 Покретни репер хиперповрши сфере S6

Нека је M оријентабилна реална хиперповрш сфере S6. У овом поглављу уводимо
покретни репер конструисан у раду [18] и описујемо релације између коефицијената.
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Покретни репер ћемо користити за истраживање хиперповрши сфере S6 чији Јакобијев
оператор или оператор облика задовољавају различите услове паралелности.

Напомињемо да су слични резултати у другим амбијентним просторима добијени
у радовима [30]-[33], [47]-[54]. Међутим, већина познатих резултата односи се на Келе-
рове многострукости, где паралелност скоро комплексне структуре у одређеној мери
поједностављује рачун. У случају близу Келерових многострукости, конкретно сфере
S6, антисиметричност тензора G захтева другачији, компликованији, приступ. Као по-
следицу тога, долазимо до потребе за конструкцијом одговарајућег покретног репера
дуж хиперповрши ради њене анализе.

Означимо са η(X) = g(X, ξ) 1-форму на M . Нека је

D = Ker η = {X ∈ TM | η(X) = 0}. (2.46)

Тада је D четвородимензиона глатка J-инваријантна дистрибуција на M .

Лема 2.13. Нека је E1 ∈ D произвољно јединично векторско поље и нека су E2 =
JE1, E3 = G(E1, ξ) и E4 = JE3. Тада је скуп E = {E1, E2, E3, E4, E5 = ξ} локални
ортонормирани репер на оријентабилној реалној хиперповрши M .

Доказ. Из дефиниције (2.1) скоро комплексне структуре J и Леме 2.2 директно следи
да је E2 ортогоналан на E1, а како је J изометрија добијамо да је и E2 јединични. Даље,
из (2.12) добијамо

E3 = G(E1, ξ) = E1 × ξ + g(E1, Jξ)p = E1 × ξ,

па E3 ∈ D и додатно ортогоналан је на E1. Из (2.19) добијамо G(E1, G(E1, ξ)) = −ξ, а
затим на основу (2.16) имамо

‖E3‖2 = g(G(E1, ξ), G(E1, ξ)) = −g(G(E1, G(E1, ξ)), ξ) = g(ξ, ξ) = 1,

па је тиме и E4 = JE3 јединични.

Лема 2.14. За претходно дефинисани ортонормирани репер E важе следеће једнако-
сти:

G(E1, E2) = 0, G(E1, E3) = −ξ, G(E1, E4) = N, G(E1, ξ) = E3,

G(E1, N) = −E4, G(E2, E3) = −N, G(E2, E4) = ξ, G(E2, ξ) = −E4,

G(E2, N) = −E3, G(E3, E4) = 0, G(E3, ξ) = −E1, G(E3, N) = E2,

G(E4, ξ) = E2, G(E4, N) = E1.

Доказ. Доказ следи директно из Теореме 2.3 и саме конструкције репера E.

Напомена 7. Приметимо да покретни репер E није јединствено одређен и зависи од
избора векторског поља E1 ∈ D.

За један такав репер, означимо са

gkij = g(DEi
Ej, Ek), hij = g(DEi

Ej, N), 1 ⩽ i, j, k ⩽ 5. (2.47)
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Повезаност D у R7 је Леви-Чивита, а друга фундаментална форма је симетрична, што
нам даје gkij = −gjik и hij = hji. Додатно, како су E1, ..., E5 = ξ,N тангентна векторска
поља на S6, важи DEi

Ej = ∇̃Ei
Ej и DEi

N = ∇̃Ei
N за i, j = 1, ..., 5. Дакле, имамо

∇̃E1E1 = g211E2 + g311E3 + g411E4 + g511ξ + h11N,

∇̃E1E2 = −g211E1 + g312E3 + g412E4 + g512ξ + h12N,

∇̃E1E3 = −g311E1 − g312E2 + g413E4 + g513ξ + h13N,

∇̃E1E4 = −g411E1 − g412E2 − g413E3 + g514ξ + h14N,

∇̃E1ξ = −g511E1 − g512E2 − g513E3 − g514E4 + h15N,

∇̃E1N = −h11E1 − h12E2 − h13E3 − h14E4 − h15ξ,

∇̃E2E1 = g221E2 + g321E3 + g421E4 + g521ξ + h12N,

∇̃E2E2 = −g221E1 + g322E3 + g422E4 + g522ξ + h22N,

∇̃E2E3 = −g321E1 − g322E2 + g423E4 + g523ξ + h23N,

∇̃E2E4 = −g421E1 − g422E2 − g423E3 + g524ξ + h24N,

∇̃E2ξ = −g521E1 − g522E2 − g523E3 − g524E4 + h25N,

∇̃E2N = −h12E1 − h22E2 − h23E3 − h24E4 − h25ξ,

∇̃E3E1 = g231E2 + g331E3 + g431E4 + g531ξ + h13N,

∇̃E3E2 = −g231E1 + g332E3 + g432E4 + g532ξ + h23N,

∇̃E3E3 = −g331E1 − g332E2 + g433E4 + g533ξ + h33N,

∇̃E3E4 = −g431E1 − g432E2 − g433E3 + g534ξ + h34N,

∇̃E3ξ = −g531E1 − g532E2 − g533E3 − g534E4 + h35N,

∇̃E3N = −h13E1 − h23E2 − h33E3 − h34E4 − h35ξ,

∇̃E4E1 = g241E2 + g341E3 + g441E4 + g541ξ + h14N,

∇̃E4E2 = −g241E1 + g342E3 + g442E4 + g542ξ + h24N,

∇̃E4E3 = −g341E1 − g342E2 + g443E4 + g543ξ + h34N,

∇̃E4E4 = −g441E1 − g442E2 − g443E3 + g544ξ + h44N,

∇̃E4ξ = −g541E1 − g542E2 − g543E3 − g544E4 + h45N,

∇̃E4N = −h14E1 − h24E2 − h34E3 − h44E4 − h45ξ,

∇̃ξE1 = g251E2 + g351E3 + g451E4 + g551ξ + h15N,

∇̃ξE2 = −g251E1 + g352E3 + g452E4 + g552ξ + h25N,

∇̃ξE3 = −g351E1 − g352E2 + g453E4 + g553ξ + h35N,

∇̃ξE4 = −g451E1 − g452E2 − g453E3 + g554ξ + h45N,

∇̃ξξ = −g551E1 − g552E2 − g553E3 − g554E4 + h55N,

∇̃ξN = −h15E1 − h25E2 − h35E3 − h45E4 − h55ξ.

Такође, на основу (2.21), оператор облика A на M је дат са

AE1 = −∇̃E1N = h11E1 + h12E2 + h13E3 + h14E4 + h15ξ,
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AE2 = −∇̃E2N = h12E1 + h22E2 + h23E3 + h24E4 + h25ξ,

AE3 = −∇̃E3N = h13E1 + h23E2 + h33E3 + h34E4 + h35ξ,

AE4 = −∇̃E4N = h14E1 + h24E2 + h34E3 + h44E4 + h45ξ,

Aξ = −∇̃ξN = h15E1 + h25E2 + h35E3 + h45E4 + h55ξ.

Лема 2.15. Претходно дефинисани коефицијенти задовољавају следеће релације:

g312 = −g411, g412 = g311, h11 = −g512, h12 = g511, g322 = −g421,
g422 = g321, g522 = −g511, h22 = g521, g332 = −g431, g432 = g331,

h13 = 1− g532, h23 = g531, g342 = −g441, g442 = g341, h14 = −g542,
h24 = −1 + g541, g352 = −1− g451, g452 = g351, h15 = −g552, h25 = g551,

g532 = 2 + g514, g542 = −g513, g531 = −g524, g541 = 2 + g523, h33 = −g534,
h34 = g533, g544 = −g533, h44 = g543, h35 = −g554, h45 = g553.

Доказ. Доказ следи из Леме 2.14 и једнакости

∇̃X(JY ) = G(X,Y ) + J(∇̃XY ),

где су X и Y векторска поља на M .
За X = E1 и Y = E1 добијамо

∇̃E1(JE1) = ∇̃E1E2 = −g211E1 + g312E3 + g412E4 + g512ξ + h12N,

G(E1, E1) + J(∇̃E1E1) = −g211E1 − g411E3 + g311E4 − h11ξ + g511N,

одакле закључујемо

g312 = −g411, g412 = g311, h11 = −g512, h12 = g511,

Слично, за X = E2 и Y = E1, имамо

∇̃E2(JE1) = ∇̃E2E2 = −g221E1 + g322E3 + g422E4 + g522ξ + h22N,

G(E2, E1) + J(∇̃E2E1) = −g221E1 − g421E3 + g321E4 − g511ξ + g521N,

па добијамо

g322 = −g421, g422 = g321, g522 = −g511, h22 = g521.

Сада за X = E3 и Y = E1 добијамо

∇̃E3(JE1) = −g231E1 + g332E3 + g432E4 + g532ξ + h23N,

G(E3, E1) + J(∇̃E3E1) = ξ − g231E1 − g431E3 + g331E4 − h13ξ + g531N,

па је

g332 = −g431, g432 = g331, h13 = 1− g532, h23 = g531.

За X = E4 и Y = E1 добија се

∇̃E4(JE1) = −g241E1 + g342E3 + g442E4 + g542ξ + h24N,
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G(E4, E1) + J(∇̃E4E1) = −N − g241E1 − g441E3 + g341E4 − h14ξ + g541N,

што имплицира

g342 = −g441, g442 = g341, h14 = −g542, h24 = −1 + g541.

Слично, за X = ξ и Y = E1 добијамо

∇̃ξ(JE1) = −g251E1 + g352E3 + g452E4 + g552ξ + h25N,

G(ξ, E1) + J(∇̃ξE1) = −E3 − g251E1 − g451E3 + g351E4 − h15ξ + g551N,

одакле следи

g352 = −1− g451, g452 = g351, h15 = −g552, h25 = g551.

Како је E2 = JE1, из једнакости

∇̃X(JE2) = G(X,E2) + J(∇̃XE2)

се не добијају нове релације.
Даље, за X = E1 и Y = E3 добијамо

∇̃E1(JE3) = −g411E1 − g311E2 − g413E3 + g514ξ − g542N,

G(E1, E3) + J(∇̃E1E3) = −ξ − g411E1 − g311E2 − g413E3 − (1− g532)ξ + g513N,

одакле следи g532 = 2 + g514 и g542 = −g513. За X = E2 и Y = E3 добија се

∇̃E2(JE3) = −g421E1 − g321E2 − g423E3 + g524ξ + (−1 + g541)N,

G(E2, E3) + J(∇̃E2E3) = N − g421E1 − g321E2 − g423E3 − g531ξ + g523N,

па је g531 = −g524 и g541 = 2 + g523. Слично, за X = E3 и Y = E3 имамо

∇̃E3(JE3) = −g431E1 − g331E2 − g433E3 + g534ξ + h34N,

G(E3, E3) + J(∇̃E3E3) = −g431E1 − g331E2 − g433E3 − h33ξ + g533N,

што имплицира h33 = −g534 и h34 = g533. Сада, за X = E4 и Y = E3 имамо

∇̃E4(JE3) = −g441E1 − g341E2 − g443E3 + g544ξ + h44N,

G(E4, E3) + J(∇̃E4E3) = −g441E1 − g341E2 − g443E3 − g533ξ + g543N,

па је g544 = −g533 и h44 = g543. Коначно, за X = ξ и Y = E3, имамо

∇̃ξ(JE3) = −g451E1 − g351E2 − g453E3 + g554ξ + h45N,

G(ξ, E3) + J(∇̃ξE3) = E1 − (1 + g451)E1 − g351E2 − g453E3 − h35ξ + g553N,

што нам даје последње две релације h35 = −g554 и h45 = g553.
Директном провером се показује да се из једнакости

∇̃X(JE4) = G(X,E4) + J(∇̃XE4), ∇̃X(Jξ) = G(X, ξ) + J(∇̃Xξ),

∇̃X(JN) = G(X,N) + J(∇̃XN)

не добијају нове релације.
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Лема 2.16. Диференцијабилне функције (2.47) задовољавају следеће једнакости:
g552 = g211 + g413, g551 = −g221 − g423, g554 = g231 + g433,

g553 = −g241 − g443, h55 = −g251 − g453.

Доказ. Из једнакости (2.17) за X = E1, Y = E1, Z = E3 добијамо

−E4 − (g211 + g413 − g552)N = (∇̃E1G)(E1, E3) = −E4,

што нам даје прву релацију. Затим за X = E2, Y = E1, Z = E3 једнакост (2.17) постаје

−(g221 + g423 + g551)N = (∇̃E2G)(E1, E3) = 0,

па је g551 = −g221 − g423. Слично, за X = E3, Y = E1, Z = E3 имамо

E2 − (g231 + g433 − g554)N = (∇̃E3G)(E1, E3) = E2,

одакле следи g554 = g231 + g433. Даље, за X = E4, Y = E1, Z = E3 добијамо

−(g241 + g443 + g553)N = (∇̃E4G)(E1, E3) = 0,

што имплицира g553 = −g241 − g443. На крају, X = ξ, Y = E1, Z = E3 своде (2.17) на

−(g251 + g453 + h55)N = (∇̃ξG)(E1, E3) = 0,

што даје h55 = −g251 − g453.
Једнакост (2.17) је сада задовољена за све остале изборе X,Y и Z.

На основу Напомене 7 имамо слободу избора векторског поља E1 ∈ D. Ако хиперпо-
врш M није Хопфова, векторско поље Aξ има ненула пројекцију A(ξ)− g(Aξ, ξ)ξ на D и
стога постоји јединствено глатко векторско поље E1 ∈ D такво да је A(ξ) − g(Aξ, ξ)ξ =
βE1, β > 0. Ако је M Хопфова хиперповрш, онда је Aξ = αξ, па за било које глатко
векторско поље E1 ∈ D можемо записати Aξ = 0 ·E1+αξ. Према томе, у општем случају,
постоји глатко векторско поље E1 ∈ D и диференцијабилне функције α и β такве да

Aξ = βE1 + αξ. (2.48)
Како је Aξ = −(g211 + g413)E1 − (g221 + g423)E2 − (g231 + g433)E3 − (g241 + g443)E4 − (g251 + g453)ξ,

за овакав избор векторског поља E1 добијамо
g413 = −g211 − β, g423 = −g221, g433 = −g231,
g443 = −g241, g453 = −g251 − α.

Приметимо да у случају када је M Хопфова хиперповрш и даље имамо слободу избора
векторског поља E1 ∈ D. С обзиром на то да је оператор облика симетричан, па тиме
и дијагонализабилан, у свакој тачки p хиперповрши M постоји ортонормирана база са-
стављена од главних праваца оператора облика A. Питање које нас у овом контексту
посебно интересује јесте да ли постоји локални глатки покретни репер у којем је опера-
тор облика A дијагоналан, тј. да ли се векторско поље E1 може изабрати тако да буде
главни правац. На основу класификације Хопфових хиперповрши и Напомене 4 знамо
да оператор облика има константне сопствене вредности, па су тиме и њихове вишестру-
кости константне. То значи да је у свакој тачки p ∈ M димензија сопственог простора
ker(A− λId) иста. Другим речима, глатки хомоморфизам

F = A− λ · Id : TM → TM

има константан ранг на M , па можемо применити следећу теорему:
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Теорема 2.17. ([42]) Нека су E и E ′ глатка векторска раслојења над глатком много-
струкошћу M , и нека је F : E → E ′ глатки хомоморфизам векторских раслојења над
M . Нека су

kerF =
⋃
p∈M

ker(F |Ep), imF =
⋃
p∈M

im(F |Ep).

Тада су kerF и imF глатка подраслојења ако и само ако F има константан ранг.

Из Теореме 2.17 следи да је Dλ = kerF ⊂ TM глатко векторско подраслојење. Пошто
је Dλ константне димензије, оно је локално тривијално. Стога, за сваку тачку p ∈ M
постоји отворена околина U те тачке и глатка векторска поља E1, ..., Ek, где је k =
dimDλ, која чине базу дистрибуције Dλ, што показује да оператор A локално допушта
глатки покретни сопствени репер.

Напомена 8. У случају када је M Хопфова хиперповрш, без умањења општости,
векторско поље E1 ∈ D може се одабрати тако да буде сопствено векторско поље
оператора облика A.

Сада ћемо проверити које услове намећу једначине Гауса и Кодација. Најпре ћемо
посматрати изводе у правцу векторског поља E1.

Лема 2.18. За коефицијенте (2.47) важе следеће релације:

E1(g
2
21) = −1− (g211)

2 + 2(g511)
2 − (g221)

2 − 2g411g
3
21 + 2g311g

4
21 + 2g512g

5
21 − g421g

2
41 + g311g

2
41

− (g411 + g321)g
2
31 + g512g

2
51 − g521g

2
51 + E2(g

2
11),

E1(g
3
21) = −g211(g311 + 2g421)− g511(1 + g514 + g523) + g411(2g

2
21 − g331)− g321(g

2
21 + g331) + g311g

3
41

+ g521(g
5
13 − g351) + g512(−g524 + g351)− g421(g

3
41 + β) + E2(g

3
11),

E1(g
4
21) = −g211(g411 − 2g321) + g514g

5
21 + g511(g

5
13 − g524) + g311(−2g221 + g441) + g512(1 + g523 + g451)

− (g411 + g321)g
4
31 − g421(g

2
21 + g441)− g521g

4
51 + g321β + E2(g

4
11),

E1(g
5
21) = −g221(g512 + g521) + 2g311(1 + g523)− g421(2 + g514 + g523) + 2g411g

5
24 + g321(−g513 + g524)

+ g511(−2g211 + β) + E2(g
5
11),

E1(g
5
23) = −g211g513 + g514g

2
21 + g511g

3
21 − g512g

4
21 − g311g

5
21 − g221g

5
23 − g211g

5
24 − g411(g

5
11 + g533)

− g321g
5
33 + g311g

5
43 − g421g

5
43 − 2g524β + E2(g

5
13),

E1(g
5
24) = −g211g514 − g513g

2
21 + g512g

3
21 + g511g

4
21 − g411g

5
21 + g211g

5
23 − g221g

5
24 + g421g

5
33 − g411g

5
34

+ g311(g
5
11 − g533)− g321g

5
34 + β + 2g523β + E2(g

5
14),

E1(g
2
31) = −g511(3 + 2g514)− 2g512g

5
24 + g411(g

2
21 − 2g331)− g231(g

2
21 + g331)− g211(g

3
11 + g241)

+ 2g311g
4
31 + (g513 + g524)g

2
51 − g241(g

4
31 + β) + E3(g

2
11),

E1(g
3
31) = −(g311)

2 + g514(2 + g514)− g513g
5
24 − g321g

2
31 + g411(g

3
21 + 2g231)− (g331)

2 − g511g
5
33 − g512g

5
34

− g431g
3
41 − g211(2g

4
31 + g341) + (g513 + g524)g

3
51 − (g431 + g341)β + E3(g

3
11),

E1(g
4
31) = g421(g

4
11 − g231)− g311(g

4
11 + 2g231) + g512g

5
33 − g511g

5
34 + g211(2g

3
31 − g441)− g431(g

3
31 + g441)

+ g513(−1− g514 + g451) + g524(−g514 + g451) + (g331 − g441)β + E3(g
4
11),

E1(g
5
14) = −g311g512 + g211g

5
13 + g211g

5
24 + 2g511g

2
31 − 2g331 − 2g514g

3
31 + 2g513g

4
31 − g411(g

5
11 + g533)

+ g311g
5
34 − 2g524β + E3(g

5
12),

E1(g
5
33) = −g311g513 + g411(2 + g514 + g523) + g311g

5
24 + g514g

2
31 − g523g

2
31 + g511g

3
31 − g512g

4
31 − g211g

5
34

− g211g
5
43 − g431g

5
43 − 2g534β − g543β + E3(g

5
13),

E1(g
5
34) = −2g311(1 + g514) + 2g411g

5
24 − g513g

2
31 − g524g

2
31 + g512g

3
31 + g511g

4
31 + 2g211g

5
33 + g431g

5
33
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− g331g
5
34 + 3g533β + E3(g

5
14),

E1(g
2
41) = 3g512 + 2g511g

5
13 − g311g

2
21 + 2g512g

5
23 + g211(−g411 + g231)− g221g

2
41 − 2g411g

3
41 − g231g

3
41

+ 2g311g
4
41 − g241g

4
41 − 2g251 + g514g

2
51 − g523g

2
51 + g231β + E4(g

2
11),

E1(g
3
41) = g513 − g513g

5
14 − g311(g

4
11 + g321) + g513g

5
23 + g211g

3
31 + g512g

5
33 + 2g411g

2
41 − g321g

2
41 − g331g

3
41

− 2g211g
4
41 − g341g

4
41 − g511g

5
43 − 2g351 + g514g

3
51 − g523g

3
51 + g331β − g441β + E4(g

3
11),

E1(g
4
41) = −1− (g411)

2 + (g513)
2 + 2g514 − g311g

4
21 + g514g

5
23 + g211g

4
31 + g511g

5
33 − 2g311g

2
41 − g421g

2
41

+ 2g211g
3
41 − g431g

3
41 − (g441)

2 + g512g
5
43 − 2g451 + g514g

4
51 − g523g

4
51 + g431β + g341β + E4(g

4
11),

E1(g
5
13) = g411g

5
12 − g211g

5
14 + g211g

5
23 + g311(−g511 + g533)− 2g511g

2
41 + 2g341 + 2g514g

3
41 − 2g513g

4
41

+ g411g
5
43 − 5β − 2g523β − E4(g

5
12),

E1(g
5
43) = −2g411g

5
13 − 2g311(1 + g523) + 2g211g

5
33 + g514g

2
41 − g523g

2
41 + g511g

3
41 − g533g

3
41 − g512g

4
41

− g441g
5
43 + 3g533β + E4(g

5
13),

E1(g
2
51) = g311 − g211g

5
11 − g512g

2
21 − g513g

2
31 − g514g

2
41 − g221g

2
51 − 2g411g

3
51 − g231g

3
51 + 2g311g

4
51

− g241g
4
51 + 2g511β + ξ(g211),

E1(g
3
51) = −g311g511 − g512g

3
21 − g513g

3
31 − g514g

3
41 + 2g411g

2
51 − g321g

2
51 − g331g

3
51 − g211(1 + 2g451)

− g341g
4
51 + g411α− β − g514β − g451β + ξ(g311),

E1(g
4
51) = −g411g511 − g512g

4
21 − g513g

4
31 − g514g

4
41 − 2g311g

2
51 − g421g

2
51 + 2g211g

3
51 − g431g

3
51 − g441g

4
51

− g311α+ g513β + g351β + ξ(g411).

Доказ. Из Гаусове једначине (2.25), за X = E1, Y = E2, Z = E1 и W = E2 добијамо

(g211)
2 − (g511)

2 + (g221)
2 + 2g411g

3
21 − 2g311g

4
21 − g512g

5
21 + g411g

2
31 + g321g

2
31 − g311g

2
41

+ g421g
2
41 − g512g

2
51 + g521g

2
51 − E2(g

2
11) + E1(g

2
21) = −1 + (g511)

2 + g512g
5
21,

одакле следи прва једначина. Слично, за (X,Y, Z,W ) = (E1, E2, E1, Ei), i = 3, 4, 5 до-
бијамо, редом, наредне три релације. За (X,Y, Z,W ) = (E1, E2, E3, ξ) налазима рела-
цију за E1(g

5
23), док за (X,Y, Z,W ) = (E1, E2, E4, ξ) добијамо E1(g

5
24). Наредне три ре-

лације следе, редом, за (X,Y, Z,W ) = (E1, E3, E1, Ei), i = 2, 3, 4. Извод E1(g
5
14) доби-

јамо за (X,Y, Z,W ) = (E1, E3, E2, ξ). Наредне две релације добијамо за (X,Y, Z,W ) =
(E1, E3, Ei, ξ), i = 3, 4. Изводе E1(g

i
41) налазимо за (X,Y, Z,W ) = (E1, E4, E1, Ei), i =

2, 3, 4. Следеће две релације се добијају за (X,Y, Z,W ) = (E1, E4, E2, ξ) и (X,Y, Z,W ) =
(E1, E4, E3, ξ). Коначно, последње три релације из леме налазимо редом за (X,Y, Z,W ) =
(E1, ξ, E1, Ei), i = 2, 3, 4.

Даље, из Гаусове једначине за различити избор векторских поља тангентних на M
налазимо следеће изводе у правцу векторског поља E2.

Лема 2.19. Коефицијенти дати релацијом (2.47) задовољавају следеће једначине:

E2(g
5
12) = g211g

5
12 + g311g

5
13 − 2g511g

2
21 + 2g321 + 2g514g

3
21 − 2g513g

4
21 + g211g

5
21 + g411(2 + g514 + g523)

− g311g
5
24 + g512β − 2g521β − E1(g

5
11),

E2(g
5
14) = −g512g321 + g512g

2
31 + g521g

2
31 + g524(g

2
21 − g331) + g513(g

2
21 + g331) + (2 + g514 + g523)g

4
31

− g421(g
5
11 + g533) + g321g

5
34 + (2 + g514 − g523)β − E3(g

5
11),

E2(g
5
13) = −g511g321 + g512g

4
21 + g221g

5
23 + g321g

5
33 − g512g

2
41 − g521g

2
41 − g513g

3
41 + g524g

3
41 − g523g

4
41

− 2g441 − g514(g
2
21 + g441) + g421g

5
43 + g513β + g524β + E4(g

5
11),

E2(g
5
23) = −g513g221 − g511g

4
21 − g321g

5
21 − g221g

5
24 − g421g

5
33 + 2g511g

2
41 − 2g341 − 2g523g

3
41 − 2g524g

4
41

40



2.БЛИЗУ КЕЛЕРОВА СФЕРА S6

+ g321g
5
43 + E4(g

5
21),

E2(g
5
24) = −g514g221 + g511g

3
21 − g421g

5
21 + g221g

5
23 − 2g511g

2
31 + 2g331 + 2g523g

3
31 + 2g524g

4
31 − g321g

5
33

− g421g
5
34 − E3(g

5
21),

E2(g
2
31) = g221g

4
21 − 3g521 − 2g514g

5
21 + 2g511g

5
24 + g211(−g321 + g231)− 2g421g

3
31 + 2g321g

4
31 + g231g

4
31

− g221g
2
41 − g331g

2
41 − 2g251 − g514g

2
51 + g523g

2
51 + E3(g

2
21),

E2(g
3
31) = g321g

4
21 + g524 + g514g

5
24 − g523g

5
24 + 2g421g

2
31 + g311(−g321 + g231)− 2g221g

4
31 + g331g

4
31

− g521g
5
33 + g511g

5
34 − g221g

3
41 − g331g

3
41 − 2g351 − g514g

3
51 + g523g

3
51 + E3(g

3
21),

E2(g
4
31) = −1− g411g

3
21 + (g421)

2 − g523 − (g524)
2 + g411g

2
31 − 2g321g

2
31 + 2g221g

3
31 + (g431)

2 − g511g
5
33

− g521g
5
34 − g221g

4
41 − g331g

4
41 − 2g451 + g523g

4
51 − g514(1 + g523 + g451) + E3(g

4
21),

E2(g
5
33) = 2g421 + g514g

4
21 + g421g

5
23 + g321g

5
24 + g524g

2
31 + g513(−g321 + g231) + g521g

3
31 + g511g

4
31

+ g431g
5
33 − g221g

5
34 − g221g

5
43 − g331g

5
43 + E3(g

5
23),

E2(g
5
34) = −2(1 + g514)g

3
21 + 2g421g

5
24 + g514g

2
31 − g523g

2
31 − g511g

3
31 + g521g

4
31 + 2g221g

5
33 + g331g

5
33

+ g431g
5
34 + E3(g

5
24),

E2(g
2
41) = −g221g321 − g211g

4
21 + 2g513g

5
21 − g511(3 + 2g523) + g221g

2
31 + g211g

2
41 − 2g421g

3
41 − g241g

3
41

+ 2g321g
4
41 + g231g

4
41 + g513g

2
51 + g524g

2
51 + E4(g

2
21),

E2(g
3
41) = −(g321)

2 − g311g
4
21 + 2g523 + (g523)

2 − g513g
5
24 + g221g

3
31 − g511g

5
33 + g311g

2
41 + 2g421g

2
41

− (g341)
2 − 2g221g

4
41 + g331g

4
41 − g521g

5
43 + g513g

3
51 + g524g

3
51 + E4(g

3
21),

E2(g
4
41) = −g411g421 − g321g

4
21 + 2g524 + g523g

5
24 + g221g

4
31 + g521g

5
33 + g411g

2
41 − 2g321g

2
41 + 2g221g

3
41

+ g431g
4
41 − g341g

4
41 − g511g

5
43 + g524g

4
51 + g513(1 + g523 + g451) + E4(g

4
21),

E2(g
5
43) = −2g513g

4
21 − 2g321(1 + g523) + 2g221g

5
33 + g513g

2
41 + g524g

2
41 + g521g

3
41 + g511g

4
41 + g533g

4
41

− g341g
5
43 + E4(g

5
23),

E2(g
2
51) = g511g

2
21 + g321 − g211g

5
21 + g231 − g523g

2
31 − g524g

2
41 + g211g

2
51 − 2g421g

3
51 − g241g

3
51 + 2g321g

4
51

+ g231g
4
51 + 2g521β + g251β + ξ(g221),

E2(g
3
51) = g511g

3
21 − g311g

5
21 + g331 − g523g

3
31 − g524g

3
41 + g311g

2
51 + 2g421g

2
51 − g341g

3
51 − g221(1 + 2g451)

+ g331g
4
51 + g421α− g524β + g351β + ξ(g321),

E2(g
4
51) = g511g

4
21 − g411g

5
21 + g431 − g523g

4
31 − g524g

4
41 + g411g

2
51 − 2g321g

2
51 + 2g221g

3
51 − g441g

3
51

+ g431g
4
51 − g321α+ β + g523β + g451β + ξ(g421).

Доказ. Из (2.25) за (X,Y, Z,W ) = (E1, E2, E2, ξ) добијамо

g211g
5
12 − 2g511g

2
21 + (2 + g514)(g

4
11 + g321) + g514g

3
21 + g513(g

3
11 − g421)− g513g

4
21

+ g211g
5
21 + g411g

5
23 − g311g

5
24 + (g512 − g521)β − E1(g

5
11)− E2(g

5
12) = g521β,

што имплицира прву једначину, док другу добијамо за (X,Y, Z,W ) = (E1, E3, E1, ξ). За-
тим за (X,Y, Z,W ) = (E1, E4, E1, ξ) следи израз за E2(g

5
13). Изводе E2(g

i
31), за i = 2, 3, 4,

налазимо редом при избору (X,Y, Z,W ) = (E2, E3, E1, Ei), док се за (X,Y, Z,W ) =
(E2, E3, E1, ξ) добија изводE2(g

5
24). Даље, за (X,Y, Z,W ) = (E2, E3, E3, ξ) налазимо E2(g

5
33).

Извод E2(g
5
34) добијамо за (X,Y, Z,W ) = (E2, E3, E4, ξ). Ако је (X,Y, Z,W ) = (E2, E4, E1, Ei),

i = 2, 3, 4, добијају се редом изводиE2(g
i
41), за i = 2, 3, 4, док за (X,Y, Z,W ) = (E2, E4, E1, ξ)

израчунавамо E2(g
5
23). Затим за (X,Y, Z,W ) = (E2, E4, E3, ξ) следи извод E2(g

5
43). На кра-

ју, последње три једнакости добијамо за X = E2, Y = ξ, Z = E1 и W = Ei, i = 2, 3, 4,
респективно.

За изводе у правцу E3 имамо следеће једнакости:
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Лема 2.20. Коефицијенти из релације (2.47) задовољавају следеће једнакости:

E3(g
2
41) = 5 + 3g523 + g514(3 + 2g523)− 2g513g

5
24 + (g231)

2 − g221g
3
31 − g211g

4
31 + (g241)

2 + g211g
3
41

− 2g431g
3
41 − g221g

4
41 + 2g331g

4
41 + g534g

2
51 − g543g

2
51 + E4(g

2
31),

E3(g
3
41) = g231g

3
31 − g311g

4
31 + 3g533 + g514g

5
33 + g523g

5
33 − g513g

5
34 + 2g431g

2
41 + g311g

3
41 + g241g

3
41

− 2g231g
4
41 − g321(g

3
31 + g441) + g524g

5
43 + g534g

3
51 − g543g

3
51 + E4(g

3
31),

E3(g
4
41) = −g411g431 + g231g

4
31 + g513g

5
33 − g524g

5
33 + 2g534 + g523g

5
34 − 2g331g

2
41 + g411g

3
41 + 2g231g

3
41

+ g241g
4
41 − g421(g

3
31 + g441) + g543 + g514g

5
43 + g534g

4
51 − g543g

4
51 + E4(g

4
31),

E3(g
5
43) = −2(1 + g523)g

3
31 − 2g513g

4
31 + 2g231g

5
33 + g534g

2
41 + g513g

3
41 − g524g

3
41 − 2g441 − g514g

4
41

− g523g
4
41 + g241g

5
43 + E4(g

5
33),

E3(g
2
51) = g211g

5
24 + g331 − g231g

5
33 − g534g

2
41 + g241g

2
51 + g211g

3
51 − 2g431g

3
51 + 2g331g

4
51 + g241α

− g221(3 + g514 + g451)− 2g524β + ξ(g231),

E3(g
3
51) = g311g

5
24 − g231 − g331g

5
33 − g534g

3
41 + 2g431g

2
51 + g341g

2
51 + g311g

3
51 − 2g231g

4
51 + g431α

− g321(3 + g514 + g451) + g341α− g534β + ξ(g331),

E3(g
4
51) = g411g

5
24 − g431g

5
33 − g534g

4
41 − 2g331g

2
51 + g441g

2
51 + g411g

3
51 + 2g231g

3
51 − g331α+ g441α

− g421(3 + g514 + g451) + g533β + ξ(g431).

Доказ. Гаусова једначина (2.25) за X = E3, Y = E4, Z = E1 и W = E2 постаје

−4− 2g523 − g514(2 + g523) + g513g
5
24 − (g231)

2 + g211g
4
31 − (g241)

2 − g211g
3
41 + 2g431g

3
41 − 2g331g

4
41

+ g221(g
3
31 + g441)− g534g

2
51 + g543g

2
51 − E4(g

2
31) + E3(g

2
41) = 1 + g514 + g523 + g514g

5
23 − g513g

5
24,

што нам даје прву једначину. Наредне две релације из Леме добијамо за (X,Y, Z,W ) =
(E3, E4, E1, Ei), i = 3, 4. Извод E3(g

5
43) добија се за (X,Y, Z,W ) = (E3, E4, E3, ξ). Последње

три релације следе редом за (X,Y, Z,W ) = (E3, ξ, E1, Ei), i = 2, 3, 4.

Слично, за изводе у правцу E4 важи следећа лема.

Лема 2.21. За диференцијабилне функције (2.47) важи:

E4(g
5
14) = −g514g231 + g523g

2
31 − g511g

3
31 + g512g

4
31 + g331g

5
33 + g513g

2
41 + g524g

2
41 − g512g

3
41 + g534g

3
41

− g511g
4
41 − g533g

4
41 + g431g

5
43 + g534β − g543β − E3(g

5
13),

E4(g
5
24) = −g513g231 − g524g

2
31 − g521g

3
31 − g511g

4
31 − g431g

5
33 − g514g

2
41 + g523g

2
41 + g511g

3
41 − g533g

3
41

− g521g
4
41 − g534g

4
41 + g331g

5
43 − E3(g

5
23),

E4(g
5
34) = −g513g331 + g524g

3
31 + 2g431 + g514g

4
31 + g523g

4
31 − g231g

5
34 + 2g533g

2
41 − 2g341 − 2g514g

3
41

+ 2g524g
4
41 − g231g

5
43 − E3(g

5
33),

E4(g
2
51) = g513g

2
21 + g533g

2
41 + g341 − g231g

5
43 − g231g

2
51 + g221g

3
51 − 2g441g

3
51 + 2g341g

4
51 − g231α

+ g211(−2− g523 + g451) + 3β + 2g523β + ξ(g241),

E4(g
3
51) = g513g

3
21 − g241 + g533g

3
41 − g331g

5
43 − g331g

2
51 + 2g441g

2
51 + g321g

3
51 − 2g241g

4
51 − g331α

+ g311(−2− g523 + g451) + g441α+ g533β + ξ(g341),

E4(g
4
51) = g513g

4
21 + g533g

4
41 − g431g

5
43 − g431g

2
51 − 2g341g

2
51 + g421g

3
51 + 2g241g

3
51 − g431α

+ g411(−2− g523 + g451)− g341α+ g543β + ξ(g441).

Доказ. Заменом (X,Y, Z,W ) = (E1, E4, E4, ξ) у (2.25) добијамо

(−g514 + g523)g
2
31 + (g513 + g524)g

2
41 + g512(g

4
31 − g341) + g533(g

3
31 − g441)
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− g511(g
3
31 + g441) + g431g

5
43 + g534(g

3
41 + β)− E3(g

5
13)− E4(g

5
14) = g543β,

што нам даје прву једнакост из леме, док друга следи за (X,Y, Z,W ) = (E2, E4, E4, ξ).
Слично, ако је (X,Y, Z,W ) = (E3, E4, E4, ξ) добијамо извод E4(g

5
34). Последње три рела-

ције, изводе E4(g
i
51), добијамо редом за (X,Y, Z,W ) = (E4, ξ, E1, Ei), где је i = 2, 3, 4.

За Хопфово векторско поље ξ добијамо следеће изводе.

Лема 2.22. Функције дате релацијом (2.47) задовољавају једнакости:

ξ(g511) = 1 + (g511)
2 + g512g

5
21 − g513g

5
24 + g512g

2
51 + g521g

2
51 + g513g

3
51 − g524g

3
51 + 2g451 + g523g

4
51

+ g514(2 + g523 + g451)− g512α+ g211β − β2,

ξ(g513) = g513g
5
33 + g514g

5
43 − g514g

2
51 + g523g

2
51 + g511(g

5
13 − g351) + g533g

3
51 + g543g

4
51 − α− 2g514α

+ g512(1 + g523 + g451) + g411β,

ξ(g514) = −g514g533 + g513g
5
34 + g513g

2
51 + g524g

2
51 + g512(g

5
24 − g351) + g534g

3
51 + g511(g

5
14 − g451)

− g533g
4
51 + 2g513α− g311β,

ξ(g521) = 2g351 + 2g523g
3
51 + g524(3 + 2g451) + g511(−2g251 + α) + g221β,

ξ(g523) = −g533 + g523g
5
33 + g524g

5
43 + g513(g

5
21 − g251)− g524g

2
51 − g521g

3
51 + g543g

3
51 − g533g

4
51

− g511(1 + g523 + g451)− 2g524α+ g421β,

ξ(g524) = −g524g533 − g534 + g523g
5
34 + g514(g

5
21 − g251) + g523g

2
51 − g533g

3
51 + g511(−g524 + g351)

− g521g
4
51 − g534g

4
51 + α+ 2g523α− g321β,

ξ(g533) = 3− g513g
5
24 + (g533)

2 + g534g
5
43 − g534g

2
51 − g543g

2
51 − g513g

3
51 + g524g

3
51 + 2g451 − g543α

+ g523(3 + g451) + g514(1 + g523 + g451)− 2g534α+ g431β,

ξ(g534) = 2g533g
2
51 − 2g351 − 2g514g

3
51 + g524(3 + 2g451) + 3g533α− g331β,

ξ(g543) = g513 + 2g533g
2
51 − 2g351 − 2g523g

3
51 − 2g513g

4
51 + 3g533α+ g441β.

Доказ. Гаусова једначина (2.25) за (X,Y, Z,W ) = (E1, ξ, E1, ξ) постаје

(g511)
2 + g512g

5
21 − g513g

5
24 + (g512 + g521)g

2
51 + g513g

3
51 − g524g

3
51 + (2 + g523)g

4
51

+ g514(2 + g523 + g451) + g211β − ξ(g511) = −1 + g512α+ β2,

одакле следи прва једначина, док друга следи из (2.25) за (X,Y, Z,W ) = (E1, ξ, E3, ξ).
Извод ξ(g514) добијамо за (X,Y, Z,W ) = (E1, ξ, E4, ξ). Затим за (X,Y, Z,W ) = (E2, ξ, Ei, ξ),
i = 1, 3, 4 налазимо редом изводе ξ(g52i). Избором (X,Y, Z,W ) = (E3, ξ, E3, ξ) добијамо
извод ξ(g533), док једнакост за ξ(g534) следи за (X,Y, Z,W ) = (E3, ξ, E4, ξ). На крају, за
(X,Y, Z,W ) = (E4, ξ, E3, ξ) добијамо извод ξ(g543).

Сада посматрамо изводе функција α и β.

Лема 2.23. Диференцијабилне функције α и β и коефицијенти (2.47) задовољавају
једнакости:

E1(β) = g513 − 2g511g
2
51 + 2g351 + 2g514g

3
51 − 2g513g

4
51 + g511α− ξ(g512),

E2(β) = 2g511 + g514 + 2g512g
5
21 + g523 + 2g514g

5
23 − 2g513g

5
24 − g512α+ g521α+ g211β,

E3(β) = −g511(3 + 2g514)− 2g512g
5
24 + g533 + 2g514g

5
33 − 2g513g

5
34 − g513α− g524α+ g311β,

E4(β) = 2g511g
5
13 + g512(3 + 2g523) + 2g513g

5
33 + g543 + 2g514g

5
43 + 2α− g514α+ g523α+ g411β,

ξ(β) = 3g511β + E1(α),
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E2(α) = (−3g521 + g251 + α)β,

E3(α) = (3g524 + g351)β,

E4(α) = −(5 + 3g523 − g451)β.

Доказ. За (X,Y, Z,W ) = (E1, Ei, E3, E4), i = 2, 3, 4, применом (2.25) добијамо редом
1− 2(g511)

2 − 2g512g
5
21 − g514g

5
23 + g513g

5
24 + g512α− g521α− g211β + E2(β)

= 1 + g514 + g523 + g514g
5
23 − g513g

5
24,

g511(3 + 2g514)− g514g
5
33 + g524(2g

5
12 + α) + g513(g

5
34 + α)− g311β + E3(β)

= g533 + g514g
5
33 − g513g

5
34,

−g512(3 + 2g523)− g513(2g
5
11 + g533)− (2 + g523)α+ g514(−g543 + α)− g411β + E4(β)

= g513g
5
33 + g543 + g514g

5
43,

одакле следе релације за Ei(β), i = 2, 3, 4. Даље, за (X,Y, Z,W ) = (E1, ξ, E2, ξ) помоћу
(2.25) налазимо

g513 − 2g511g
2
51 + 2g351 + 2g514g

3
51 − 2g513g

4
51 − ξ(g512)− E1(β) = −g511α,

одакле добијамо извод E1(β). Такође, за (X,Y, Z,W ) = (E1, ξ, E3, E4) Гаусова једначина
(2.25) се своди на

−3g511β − E1(α) + ξ(β) = 0,

што нам даје извод ξ(β). Слично, избором (X,Y, Z,W ) = (Ei, ξ, E3, E4), за i = 2, 3, 4,
добијају се редом изводи Ei(α).

На крају имамо и три једнакости које не зависе од коваријантних извода.

Лема 2.24.
(3 + 2g514)g

5
21 − 2g524(g

5
11 + g533) + g534(1 + 2g523)− (2 + g514 − g523)α− (g321 − g231)β = 0, (2.49)

g511(3 + 2g523)− g533 − 2g523g
5
33 − 2g524g

5
43 + g524α+ g513(−2g521 + α)− g421β + g241β = 0, (2.50)

4 + 3g523 + g514(3 + 2g523)− 2g513g
5
24 + 2(g533)

2 + (2g543 − α)g534 + g543α+ (g431 − g341)β = 0. (2.51)
Доказ. Једначина (2.25) за (X,Y, Z,W ) = (E2, E3, E3, E4) постаје

(3 + 2g514)g
5
21 − g524(2g

5
11 + g533)− (2 + g514)α+ g523(g

5
34 + α) + (−g321 + g231)β

= g524g
5
33 − (1 + g523)g

5
34,

што је еквивалентно првој једначини. Затим, за (X,Y, Z,W ) = (E2, E4, E3, E4) добијамо
−2g513g

5
21 + g511(3 + 2g523)− g523g

5
33 − g524g

5
43 + (g513 + g524)α− g421β + g241β = (1 + g523)g

5
33 + g524g

5
43,

што даје другу једначину. На крају, Гаусова једначина (2.25) се, за (X,Y, Z,W ) =
(E3, E4, E3, E4), своди на

−5− 3g523 − g514(3 + 2g523) + 2g513g
5
24 − (g533)

2 − g534g
5
43 + g534α− g543α− g431β + g341β

= −1 + (g533)
2 + g534g

5
43,

из чега следи трећа једначина.

Директном провером показујемо да једначине Гауса и Кодација не намећу додатне
услове.
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Глава 3

Структурни Јакобијев оператор
хиперповрши сфере S6

Нека је M оријентабилна реална хиперповрш сфере S6 са јединичним нормалним
векторским пољем N и ξ = −JN карактеристично векторско поље. Јакобијев оператор
у односу на векторско поље ξ назива се структурни Јакобијев оператор и обележићемо га
са l, при чему је

lY = Rξ(Y ) = R(Y, ξ)ξ.

Коваријантни извод структурног Јакобијевог оператора l дат је формулом

(∇X l)Y = ∇X(lY )− l(∇XY ),

а његов Лијев извод је

(LX l)Y = ∇X(lY ) + l∇YX −∇lYX − l∇XY,

за произвољна векторска поља X и Y тангентна на M .
За рачун у овој глави користићемо покретни ортонормирани репер E дефинисан у

Леми 2.13, као и релације између коефицијената које смо извели у том поглављу.

3.1 Хиперповрши са паралелним структурним
Јакобијевим оператором

У овом поглављу биће представљени резултати из рада [6], где је главни резултат
доказ непостојања оријентабилних реалних хиперповрши сфере S6 са структурним Ја-
кобијевим оператором који задовољава услов∇X l = 0 за сва векторска пољаX тангентна
на хиперповрш M , односно доказ следеће теореме:

Теорема 3.1. Не постоје оријентабилне реалне хиперповрши сфере S6 са паралелним
структурним Јакобијевим оператором.

Услов да је структурни Јакобијев оператор паралелан еквивалентан је услову

g(∇Ei
(lEj)− l(∇Ei

Ej), Ek) = 0, 1 ⩽ i, j, k ⩽ 5.
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Из g(∇ξ(lEi)− l(∇ξEi), ξ) = 0, 1 ⩽ i ⩽ 4, добијамо

g511αβ = 0, (1 + g521α)β = 0, g524αβ = 0, (1 + g523)αβ = 0. (3.1)

Сада ћемо посебно размотрити случајеве када је хиперповрш Хопфова и када није.

Случај 1: Претпоставимо да је M Хопфова хиперповрш. Тада из (2.48) имамо β = 0,
ξ је сопствено векторско поље оператора облика A и α је константно.
Сада из Леме 2.23 и Ei(β) = 0, за i = 2, 3, 4 добијамо

g514 + g523 + 2((g511)
2 + g512g

5
21 + g514g

5
23 − g513g

5
24) + (g521 − g512)α = 0,

g533 − g511(3 + 2g514) + 2(g514g
5
33 − g512g

5
24 − g513g

5
34)− (g513 + g524)α = 0,

g512(3 + 2g523) + 2g513(g
5
11 + g533) + g543 + 2g514g

5
43 + (2− g514 + g523)α = 0.

(3.2)

За остала векторска поља E1, E2, E3 и E4, оператор облика је дат са

AE1 = −g512E1 + g511E2 − (1 + g514)E3 + g513E4,

AE2 = g511E1 + g521E2 − g524E3 + (1 + g523)E4,

AE3 = −(1 + g514)E1 − g524E2 − g534E3 + g533E4,

AE4 = g513E1 + (1 + g523)E2 + g533E3 + g543E4.

(3.3)

Ако претпоставимо да јеM геодезијска хиперсфера, тада је A = α·Id, те из (3.3) добијамо

g512 = −α, g511 = 0, g514 = −1, g513 = 0, g521 = α,

g524 = 0, g523 = −1, g534 = −α, g533 = 0, g543 = α.

Међутим, у том случају из 0 = g(∇E1(lξ)−l(∇E1ξ), E4) = −1−α2 добијамо контрадикцију.
Дакле, M мора бити део тубе око скоро комплексне криве у S6.
У овом случају још увек имамо слободу да изаберемо векторско поље E1 ∈ D. На основу
Напомене 8, можемо изабрати E1 као сопствено векторско поље оператора облика A. Из
(3.3) добијамо

g511 = 0, g514 = −1, g513 = 0,

па на основу Леме 2.22 имамо

0 = ξ(g514) = g533 + g524g
2
51 + g512(g

5
24 − g351) + g534g

3
51 − g533g

4
51. (3.4)

Из g(∇E1(lξ)− l(∇E1ξ), E4) = 0 следи

g523 + 2(g533)
2 + 2g534g

5
43 + g512α+ g512g

5
23α− g534α = 0,

па, сабирањем са (2.51), добијамо

−1 + g512(1 + g523)α− g543α = 0,

што имплицира да је α 6= 0. Сада из

0 = g(∇E1(lξ)− l(∇E1ξ), E3) = −(g512g
5
24 + g533)α,
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налазимо g533 = −g512g524, па друга једначина из (3.2) постаје −g524(g512 + α) = 0.
Како M није геодезијска хиперсфера, постоји сопствена вредност оператора облика A
различита од α. Можемо претпоставити да је векторско поље E1 такво да је његова
одговарајућа сопствена вредност −g512 6= α.
Из претходног директно добијамо да је g524 = 0 и g533 = 0 па је E2(g

5
33) = 0, ξ(g533) = 0 и

E4(g
5
24) = 0, одакле је, редом,

E3(g
5
23) = −g421(1 + g523)− g521g

3
31 + g221g

5
34 + g221g

5
43 + g331g

5
43,

0 = 2 + g451 + g523(2 + g451) + g534(g
5
43 − g251 − 2α)− g543(g

2
51 + α),

0 = g421 + g421g
5
23 + g241 + g523g

2
41 − (g521 + g534)g

4
41 − g221(g

5
34 + g543).

(3.5)

Сада, једначина (2.49) и трећа једначина из (3.2) постају g521 = −(1 + 2g523)g
5
34 + α− g523α

и g543 = g512(3 + 2g523) + (3 + g523)α. Одузимањем (2.51) од прве једначине у (3.2) добијамо
4(g512 + α)(g534 + α) = 0, па је g534 = −α. Како је α константно, на основу Лема 2.18 и 2.19
добијамо

0 = E1(g
5
34) = g331(g

5
12 + α),

0 = E2(g
5
34) = −(1 + g523)g

2
31 + g431(g

5
21 − α), (3.6)

и g331=0. Даље, једначина (3.4) постаје −g351(g512 + α) = 0, па је g351 = 0. Из (2.49) и (2.51)
редом налазимо g521 − (2 + g523)α = 0 и −1− g523 + g543α− α2 = 0. Дакле,

g521 − α = (1 + g523)α = (g543 − α)α2. (3.7)

Из претходног добијамо
AE1 = −g512E1, AE2 = g521E2 + (1 + g523)E4, AE3 = αE3,

AE4 = (1 + g523)E2 + g543E4, Aξ = αξ.
(3.8)

Ако претпоставимо да је g543 = α, из (3.7) имамо 1 + g523 = 0 и g521 = α, а из (3.8) следи
да су E2, E3, E4 и ξ сопствени вектори са сопственом вредношћу α, док је E1 сопствени
вектор са сопственом вредношћу −g512 6= α, што је контрадикција.
Сходно томе, g543 6= α. Из (3.7) имамо g523 = (g543 − α)α − 1 и g521 = (g543 − α)α2 + α. Сада,
друга и трећа једначина из (3.5) и (3.6) редом гласе

(g543 − α)(−g251 + g451α) = 0,

(g543 − α)(g221 − α(g421 + g241 − g441α)) = 0,

(g543 − α)α(−g231 + g431α) = 0,

из чега следи g251 = g451α, g221 = α(g421 + g241 − g441α) и g231 = g431α. Сада, из

0 = E2(g
5
23 − (g543 − α)α+ 1) = (g543 − α)(g321 − g341α)(1 + α2),

добијамо g321 = g341α. Даље, из

0 = g(∇ξ(lE1)− l(∇ξE1), E4) = α(g543 − α)(−1 + g512α),

имамо g512α = 1. Коначно, заменом овог израза у једначину

0 = g(∇E1(lξ)− l(∇E1ξ), E4) = −1− g512α
3 + g543α(−1 + g512α)

добијамо −1− α2 = 0, што је контрадикција.
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Случај 2: Претпоставимо сада да M није Хопфова хиперповрш, тј. да је β 6= 0. Тада
из друге једначине у (3.1) следи да је α 6= 0.
У складу са тим, из (3.1) имамо

g511 = 0, g521α = −1, g524 = 0, g523 = −1, (3.9)

па, заменом добијених коефицијената у формуле из Лема 2.18, 2.21 и 2.22, добијамо
следећу лему:

Лема 3.2.

0 = ξ(g511) = 1 + g521g
2
51 + g513g

3
51 + g451 + g514(1 + g451) + (g211 − β)β

+ g512(g
5
21 + g251 − α), (3.10)

0 = E1(g
5
24) = −g211(1 + g514) + (g512 + g521)g

2
31 + g513g

3
31 + g431 + g514g

4
31

− g311g
5
33 − g411(g

5
21 + g534) + (2 + g514)β,

0 = E4(g
5
24) = −g513g231 − (1 + g514)g

2
41 − g533(g

4
31 + g341)− g534g

4
41 + g331g

5
43 − g521(g

3
31 + g441),

0 = ξ(g524) = −2g534 + g514(g
5
21 − g251)− g251 − g533g

3
51 − (g521 + g534)g

4
51 − g321β − α, (3.11)

0 = E1(g
5
23) = −g411g533 − (g512 + g521)g

2
41 − (1 + g514)g

4
41 + g311(−g521 + g543)

− g513(g
2
11 + g341 − β),

0 = ξ(g523) = g513(g
5
21 − g251)− g521g

3
51 + g543g

3
51 − g533(2 + g451) + g421β.

Затим, из E2(g
5
24) = 0 и E2(g

5
23) = 0, на основу Леме 2.19, имамо

E3(g
5
21) = −(1 + g514)g

2
21 − g321g

5
33 − g421(g

5
21 + g534),

E4(g
5
21) = g513g

2
21 + g421g

5
33 + g321(g

5
21 − g543).

(3.12)

Даље, из услова Ei(g
5
21α) = 0, за i = 2, 3, 4, користећи (3.12), редом налазимо

E2(g
5
21) = −(g521)

2(3g521 − g251 − α)β,

g521g
3
51β − ((1 + g514)g

2
21 + g321g

5
33 + g421(g

5
21 + g534))α = 0,

g513g
2
21α+ g421g

5
33α+ g321(g

5
21 − g543)α+ g521(−2 + g451)β = 0.

(3.13)

Затим, из 0 = g(∇E1(lE1) − l(∇E1E1), ξ) = −g513α и 0 = g(∇E3(lE3) − l(∇E3E3), ξ) = g533
имамо g513 = 0 и g533 = 0. Замена добијених вредности у релације из Лема 2.19 и 2.22
доводи до следеће леме:

Лема 3.3.

0 = E2(g
5
13) = −(1 + g514)g

2
21 + g321g

5
33 + g512(g

4
21 − g241)− g521g

2
41 − (1 + g514)g

4
41 + g421g

5
43,

0 = ξ(g513) = −g251 + g533g
3
51 + (g512 + g543)g

4
51 − α+ g411β + g514(g

5
43 − g251 − 2α), (3.14)

0 = E2(g
5
33) = g421 + g514g

4
21 + g521g

3
31 − g221g

5
34 − (g221 + g331)g

5
43,

0 = ξ(g533) = g451(1 + g514) + g534(g
5
43 − g251 − 2α)− g543(g

2
51 + α) + g431β. (3.15)

Лема 3.4. Коефицијенти (2.47) и функције α и β задовољавају следеће једнакости:

g543 − g534(1 + (g543)
2)− g251 − g521(3 + g514 + g451)− g145(g

2
51 + g543g

4
51)

+α+ (g534 + g543)(−g451 + g543(g
2
51 + α))− g231β − g431g

5
43β = 0, (3.16)
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1 + g514 + g543(g
5
21 + g534) = 0,

g441(2g
2
51 − 2(g512 + g543)g

4
51 + α+ g514(−2g543 + 2g251 + 3α)− 2g411β) = 0,

−(1 + g514)g
4
41α = 0,

−g311 + (g521 + g534)g
4
41 + (g221 − g331)g

5
43 = 0,

g514 + g534α = 0,

−g411(1 + g514) + (g534 + g543)(g
2
11 + β) = 0,

g514(1 + g543α) = 0,

(1 + g514)(g
2
11α− g411) = 0,

g221(g
5
34 + g543) = 0,

(1 + g514)(1 + g521g
5
43)α = 0,

−(g521 + g534)g
4
41α = 0.

Доказ. Из (2.50), имамо (−g421 + g241)β = 0, па је g241 = g421.
Сада, из g(∇E4(lE3)− l(∇E4E3), ξ) = 0, добијамо прву релацију ове леме.
Даље, имамо да је (3.16) + g543(3.15) + (2.49) − (3.11) = 0 и g543 − (1 + g514)α − g534g

5
43α = 0.

Ако ово помножимо са g521 и искористимо g521α = −1, добијамо другу релацију леме.
Сада, збир треће релације Леме 3.2 и треће релације Леме 3.3 и прве релације Леме 3.3,
респективно, своди се на

−(g521 + g534)g
4
41 − g221(g

5
34 + g543) = 0,

g543(g
5
21 + g534)g

2
21 + g543(g

5
21 + g534)g

4
41 + g421(−g521 + g543) = 0.

(3.17)

Ако помножимо прву релацију из (3.17) са g543 и додамо је другој, добијамо

(g521 − g543)(−g421 + g221g
5
43) = 0.

Ако претпоставимо да је g521 = g543, из последње релације Леме 3.2 имамо g421 = 0. С
друге стране, ако претпоставимо да је g421 = g221g

5
43, прво, коришћењем друге релације

Леме добијамо g521g351β = 0 из прве једначине у (3.13), дакле, g351 = 0. Затим, из последње
једначине Леме 3.2, имамо g221g543β = 0. Дакле, 0 = g221g

5
43 = g421. У оба случаја, добијамо

g421 = 0.
Трећа релација Леме сада директно произилази из g(∇E4(lE1)− l(∇E4E1), E2) = 0.
Четврта релација се добија као збир треће и производа (3.14) са 2g441.
Приметимо да је друга релација из (3.17) сада постала

(g521 + g534)(g
2
21 + g441)g

5
43 = 0.

Из четврте релације, коришћењем друге релације Леме, имамо 0 = −(1+ g514)g
4
41 = (g521+

g534)g
5
43g

4
41; дакле, из друге релације у (3.17), добијамо 0 = g543(g

5
21 + g534)g

2
21 = (1 + g514)g

2
21.

Сада, прва релација у (3.13) постаје g521g351β = 0, па је g351 = 0.
Користећи другу релацију Леме уз β 6= 0, из ξ(1 + g514 + g543(g

5
21 + g534)) = 0 добијамо пету

једначину.
Шеста једначина следи из g(∇E2(lξ) − l(∇E2ξ), E3) − (3.15) + g521(3.14) = 0 користећи
g521α = −1.
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Пошто је g(∇E1(lE3)− l(∇E1E3), E4)−(β+g211)(2 ·(3.15)+(2.51))−g411(2 ·(3.11)−(2.49)) = 0,
добијамо седму једначину.
Осму једначину добијамо из g(∇E1(lξ)− l(∇E1ξ), E4)−g514((3.15)+(2.51))+g512(3.11) = 0, а
девета затим следи из g521(n1

12+g
2
11(3.10)−g411(2·(3.11)−(2.49)))−g211(n1

25+(3.11)−(2.49)) = 0.
Из g(∇E2(lE4)− l(∇E2E4), E3)−g221(2 ·(3.15)+(2.51)) = 0, g(∇E2(lξ)− l(∇E2ξ), E1)+(3.11)−
(2.49)−g521(g(∇E4(lξ)− l(∇E4ξ), E1)−g543((3.11)−(2.49))) = 0 и g(∇E4(lE3)− l(∇E4E3), E2)+
g441((3.10) + (3.15)) = 0, респективно, добијамо g221(g534 + g543)α = 0 и десету, једанаесту и
дванаесту релацију.

Сада посматрамо девету релацију из Леме 3.4 која гласи (1 + g514)(g
2
11α− g411) = 0.

Случај 2.1: Претпоставимо најпре да је g514 = −1. Тада из шесте релације Леме 3.4
имамо g534 = −g521, док из осме добијамо g543 = g521.
Из Леме 2.22 и 0 = ξ(g514) = −g331β, следи g331 = 0. Из 2 ·(3.11)−(2.49) = 0 и друге релације
из (3.13) редом налазимо

−(g321 + g231)β = 0, g521(−2 + g451)β = 0,

па је g231 = −g321 и g451 = 2. Пета релација Леме 3.4 тада даје g521(g221 − g331) = 0, одакле
g331 = g221. Како је g534 + g521 = 0, из E2(g

5
34 + g521) = 0 и користећи Лему 2.19, добијамо

(g521)
2(−3g521 + g251 + α)β = 0,

па имамо g251 = 3g521 − α. Ако помножимо (3.15) са два и додамо (2.51), добијамо (g431 +
g341)β = 0, одакле g341 = −g431. Коначно, ако саберемо 2g431β са (2.51), добијамо 2g521(g

5
21 −

α) = 0; па је g521 = α. Сада, из (3.9), имамо −1 = g521α = α2, што је контрадикција. Дакле,
g514 6= −1, g534 6= −g521 и g543 6= −g534.
Случај 2.2: Нека је g514 6= −1. Тада из претходног случаја имамо g534 6= −g521 и g543 6= −g534.
Из десете релације Леме 3.4 имамо g221 = 0, док дванаеста даје g441 = 0, а једанаеста g543 =
α. Из треће релације Леме 3.2 и пете релације Леме 3.4 редом добијамо g331(−g521+α) = 0
и −g311 − g331α = 0. Ако је g521 = α, добијамо контрадикцију. Дакле, g331 = 0 и g311 = 0.
Даље, из осме релације Леме 3.4, имамо g514(1 + α2) = 0, па је g514 = 0, а друга даје
1 + (g521 + g534)α = 0, што значи да је g534 = 0. Сада, из девете и седме једначине Леме 3.4
редом имамо да је g411 = g211α и αβ = 0, што је контрадикција.

Тиме је доказ Теореме 3.1 завршен. □

3.2 Хиперповрши са структурним Јакобијевим
оператором који задовољава ∇Xl = LXl

У овом поглављу ће бити представљени резултати из рада [37]. С обзиром да не посто-
је хиперповрши са паралелним структурним Јакобијевим оператором даље посматрамо
слабији услов. Главни резултат овог поглавља је доказ непостојања реалних хиперпо-
врши сфере S6 код којих се Лијев извод структурног Јакобијевог оператора поклапа са
коваријантним изводом тог оператора у правцу произвољног векторског поља тангент-
ног на ту хиперповрш, односно доказ следеће теореме:
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Теорема 3.5. Не постоје реалне хиперповрши у S6 са структурним Јакобијевим опера-
тором који задовољава услов LX l = ∇X l, за произвољно векторско поље X тангентно
на M .

Доказ. Услов LX l = ∇X l је еквивалентан услову

g(l∇Ej
Ei −∇lEj

Ei, Ek) = 0, 1 ⩽ i, j, k ⩽ 5.

Из g(l∇Ei
ξ −∇lEi

ξ, ξ) = 0, 1 ⩽ i ⩽ 4 добијамо, редом,

g511αβ = 0, (1 + g521α)β = 0, g524αβ = 0, (1 + g523)αβ = 0. (3.18)

Сада ћемо посебно разматрати случај када је хиперповрш M Хопфова и када није.

Случај 1: Претпоставимо да је M Хопфова хиперповрш. Тада на основу (2.48) важи
β = 0, ξ је сопствено векторско поље оператора облика A и α је константно.
Како у овом случају још увек имамо слободу избора векторског поља E1 ∈ D, на основу
Напомене 8, можемо претпоставити да је E1 сопствено векторско поље оператора облика
A. Како је

AE1 = −g512E1 + g511E2 − (1 + g514)E3 + g513E4,

добијамо g511 = 0, g514 = −1, g513 = 0.

Из 0 = g(l∇E1E4 −∇lE1E4, ξ) = 1− g512α, имамо g512 6= 0 6= α и

0 = E2(1− g512α) = −(g211(g
5
12 + g521) + g411(1 + g523)− g311g

5
24)α. (3.19)

Из 0 = g(l∇E2ξ−∇lE2ξ, E2) = −g524α, имамо g524 = 0, а затим из 0 = g(l∇E1ξ−∇lE1ξ, E3) =
g533α добијамо g533 = 0. Дакле,

0 = E1(g
5
24) = g211 + g512g

3
21 − g411g

5
21 + g211g

5
23 − (g411 + g321)g

5
34. (3.20)

Сада имамо 0 = g(l∇Ei
E4 − ∇lEi

E4, E4) = −g3i1(1 + g523)α, 1 ⩽ i ⩽ 5. Ако претпоставимо
1+g523 = 0, онда из 0 = g(l∇E1ξ−∇lE1ξ, E2) = −g512(g512+g521)α и 0 = g(l∇E2ξ−∇lE2ξ, E3) =
−(g521 + g534)α добијамо g534 = −g521 = g512. Даље, из 0 = g(l∇E2ξ − ∇lE2ξ, E1) = 2(g512 + α)
имамо g512 = −α, па из 0 = g(l∇E1E4−∇lE1E4, ξ) = 1+α2 добијамо контрадикцију. Стога
је 1 + g523 6= 0, g3i1 = 0, 1 ⩽ i ⩽ 5 и помоћу Леме 2.18 налазимо да је

0 = E1(g
3
31) = −1 + 2g411g

2
31 − 2g211g

4
31 − g512g

5
34. (3.21)

Сада, (3.19) и (3.20) се своде на g211(g512+g521)+g411(1+g523) = 0 и g211(1+g523)−g411(g521+g534) = 0,
респективно, па g211 = 0 ако и само ако g411 = 0. Ако претпоставимо g411 6= 0, из 0 =
g(l∇E1E2 −∇lE1E2, E3) = g411(−g512 + g534)α имамо g534 = g512. Тада је детерминанта система
једначина (3.19) и (3.20) једнака −(g512 + g521)

2 − (1 + g523)
2 6= 0, па имамо само тривијално

решење g211 = g411 = 0. Дакле, g211 = g411 = 0.
Ако саберемо g(l∇E1E4 − ∇lE1E4, ξ) са (3.21) добијамо −g512(g534 + α) = 0, па g534 = −α.
Сада (2.51) постаје −1 − g523 + g543α − α2 = 0, односно g543α − g523 = 1 + α2, а користећи
0 = g(l∇E1E4 −∇lE1E4, ξ) = 1− g512α добијамо

0 = g(l∇E1ξ −∇lE1ξ, E4) = −1 + 2g543α− α2 − g523(1 + g512α)

= −1− α2 + 2(g543α− g523) = 1 + α2,

што је контрадикција.
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Случај 2: Претпоставимо да M није Хопфова хиперповрш, тј. да је β 6= 0. Тада друга
једначина из (3.18) имплицира α 6= 0, па имамо да је

g511 = 0, g521α = −1, g524 = 0, g523 = −1. (3.22)

Даље, на основу Лема 2.18 и 2.22 и релације (3.22) добијамо следећу лему:

Лема 3.6.

0 =ξ(g511) = 1 + g521g
2
51 + g513g

3
51 + g451 + g514(1 + g451) + (g211 − β)β + g512(g

5
21 + g251 − α),

0 =E1(g
5
24) = −g211(1 + g514) + (g512 + g521)g

2
31 + g513g

3
31 + g431 + g514g

4
31 − g311g

5
33

− g411(g
5
21 + g534) + (2 + g514)β,

0 =ξ(g524) = −2g534 + g514(g
5
21 − g251)− g251 − g533g

3
51 − (g521 + g534)g

4
51 − g321β − α,

0 =E1(g
5
23) = −g411g533 − (g512 + g521)g

2
41 − (1 + g514)g

4
41 + g311(−g521 + g543)

− g513(g
2
11 + g341 − β),

0 =ξ(g523) = g513(g
5
21 − g251)− g521g

3
51 + g543g

3
51 − g533(2 + g451) + g421β.

Помоћу релација E2(g
5
24) = 0 и E2(g

5
23) = 0 и Леме 2.19, добијамо

E3(g
5
21) = −(1 + g514)g

2
21 − g321g

5
33 − g421(g

5
21 + g534),

E4(g
5
21) = g513g

2
21 + g421g

5
33 + g321(g

5
21 − g543).

(3.23)

Сада, користећи релације добијене из Гаусових једначина и (3.23), из Ei(g
5
21α) = 0, за

i = 2, 3, 4, налазимо да је

E2(g
5
21) = −(g521)

2(3g521 − g251 − α)β, (3.24)
g521g

3
51β − ((1 + g514)g

2
21 + g321g

5
33 + g421(g

5
21 + g534))α = 0, (3.25)

g513g
2
21α+ g421g

5
33α+ g321(g

5
21 − g543)α+ g521(−2 + g451)β = 0. (3.26)

Даље, из 0 = g(l∇E1E1 − ∇lE1E1, ξ) = −g513α и 0 = g(l∇E3E3 − ∇lE3E3, ξ) = −g533, имамо
g513 = 0 и g533 = 0, па на основу Леме 2.18 имамо

0 = E1(g
5
33)

= g411(1 + g514) + g231 + g514g
2
31 − g512g

4
31 − g211(g

5
34 + g543)− 2g534β − g543(g

4
31 + β). (3.27)

Приметимо да се сада једначина (2.50) свела на (−g421 + g241)β = 0, па је g241 = g421.

Лема 3.7. Функције α, β и коефицијенти (2.47) задовољавају следеће једнакости:

g534 = g514g
5
21,

0 = g321(2− g512g
5
21 + (−1− g514 + g521(g

5
12 + g521))g

2
31 + g521(3 + g514

+ g514g
5
21(−3g521 + g251 + α))β + g514(2 + (g521)

2)),

0 = −g431 + 2g341 + g231g
5
43 − g521(g

2
31 − g512g

4
31 + g512g

3
41 − g431g

5
43 + g543β)

+ g514(−g431 + 2g341 + g321(g
5
21 − g543) + (g521)

2(g341 + β)),

0 = (2− g512g
5
21 + g514(2 + (g521)

2))g351 + (g514g
2
21 − g311g

5
21 + g331)β.
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Доказ. Из 0 = g(l∇E2ξ − ∇lE2ξ, E3) = (g514g
5
21 − g534)α, добијамо прву релацију. Сада, из

Ei(g
5
14g

5
21 − g534) = 0, за i = 2, 4, 5, редом налазимо и преостале релације.

У наставку имамо да је

0 = g(l∇E1E3 −∇lE1E3, E3) = g311(1 + g514)α,

0 = g(l∇E2E3 −∇lE2E3, E3) = (1 + g514)g
3
21α,

0 = g(l∇E1E3 −∇lE1E3, E1) = −(1 + g514)g
3
31α,

0 = g(l∇E4E3 −∇lE4E3, E3) = (1 + g514)g
3
41α,

0 = g(l∇ξE3 −∇lξE3, E3) = (1 + g514)g
3
51α,

0 = g(l∇E2E4 −∇lE2E4, E3) = (1 + g514)(g
4
21 − g221g

5
21)α.

(3.28)

У овом тренутку можемо разликовати два случаја у зависности од тога да ли је 1 + g514
једнако нули или различито од нуле.

Случај 2.1: g514 6= −1.
Тада, из (3.28) добијамо да је g311 = g321 = g331 = g341 = g351 = 0 и g421 = g221g

5
21, па на основу

Леме 2.19 имамо

0 = E2(g
3
41) = −1 + 2(g421)

2 − 2g221g
4
41 − g521g

5
43. (3.29)

Из пете релације Леме 3.6 имамо g421β = 0, па је g421 = 0. Из (3.28) затим добијамо да
је g221 = 0. Из четврте релације Леме 3.6 следи да је −(1 + g514)g

4
41 = 0, односно g441 = 0.

Из (3.26) и (3.29) имамо g521(−2 + g451)β = 0 и −1 − g521g
5
43 = 0. Дакле, g451 = 2, а (3.18)

имплицира да је g543 = α. Даље, из 0 = g(l∇ξE1 − ∇lξE1, E4) = −2g431β имамо g431 = 0.
Коначно, (2.50) постаје −1− α2 = 0, што је контрадикција.
Случај 2.2: g514 = −1.
Тада је 0 = ξ(g514) = −(g512 + g521)g

3
51 − g311β, а из (3.25) имамо g521g351β = 0, па је g351 = 0 и

стога g311 = 0. Такође, имамо

0 = g(l∇E1E4 −∇lE1E4, ξ) = 1− g512α− β2. (3.30)

Сада, из пете релације Леме 3.6 и четврте релације из Леме 3.7 добијамо, респективно,
g421β = 0 и (−g221 + g331)β = 0, па је g421 = 0 и g331 = g221. Ако упоредимо (2.51) − g(l∇E1ξ −
∇lE1ξ, E4) − g(l∇E1E4 − ∇lE1E4, ξ) = −1 − g543α = 0 са (3.22), добијамо g543 = g521. Сада
из 0 = ξ(g521 − g543) = (g221 − g441)β имамо g441 = g221, а затим из 0 = E2(g

5
21 − g543) =

−(g521)
2(3g521 − g251 − α)β добијамо g251 = 3g521 − α. Из (3.26) имамо g521(−2 + g451)β = 0, па је

g451 = 2 и друга релација Леме 3.6 постаје (g512 + g521)g
2
31 + β = 0, дакле β = −(g512 + g521)g

2
31

при чему је g521 6= −g512. Друга релација из Леме 3.7 даје −g521(g512 + g521)(g
3
21 + g231) = 0,

па је g231 = −g321. Из (3.27) имамо −g512g431 + g521(−g431 + β) = 0. Ако је помножимо са α,
користећи (3.22), добијамо β = −(g512 + g521)g

4
31α, одакле g431 6= 0 и g231 = g431α. Даље, из

(2.49) и g(l∇E1E1−∇lE1E1, E2) = 0, имамо, респективно, 2(g521−α−(g512+g
5
21)(g

4
31)

2α2) = 0
и g211(g512+g521)(α+(g512+g

5
21)(g

4
31)

2α2) = 0. Из g521α = −1 добијамо g512 = 2/(3α+α3). Даље,
(2.49) постаје

2(1 + α2)(−3 + ((g431)
2 − 1)α2)

α(3 + α2)
= 0, па је − 3 + ((g431)

2 − 1)α2 = 0.
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Коначно, из (3.30) добијамо

0 = g(l∇E1E4 −∇lE1E4, ξ)

= −(1 + α2)[−3 + (g431)
2 + ((g431)

2 − 1)α2]

(3 + α2)2
= −(1 + α2)(g431)

2

(3 + α2)2
.

Како је g431 6= 0, добијамо контрадикцију.

Тиме је доказ завршен.

3.3 Хопфове хиперповрши са структурним
Јакобијевим оператором Кодацијевог типа

У овом поглављу ће бити представљени резултати из рада [38]. У раду је доказа-
но непостојање Хопфових реалних хиперповрши сфере S6 са структурним Јакобијевим
оператором Кодацијевог типа, тј. структурним Јакобијевим оператором који задовољава
(∇X l)Y = (∇Y l)X, за сва векторска поља X и Y тангентна на хиперповрш M .

Нека је M Хопфова реална хиперповрш са структурним Јакобијевим оператором
Кодацијевог типа. Услов да је структурни Јакобијев оператор Кодацијевог типа екви-
валентан је са

(∇Ei
l)Ej − (∇Ej

l)Ei = 0, i, j = 1, ..., 5.

Будући да је хиперповрш M Хопфова, из (2.48) имамо да је β = 0, па из Леме 2.22
добијамо

0 = E1(β) = g513 − 2g511g
2
51 + 2g351 + 2g514g

3
51 − 2g513g

4
51 + g511α− ξ(g512), (3.31)

0 = E2(β) = 2(g511)
2 + g514 + 2g512g

5
21 + g523(1 + 2g514)− 2g513g

5
24 + (g521 − g512)α, (3.32)

0 = E3(β) = −g511(3 + 2g514)− 2g512g
5
24 + g533(1 + 2g514)− 2g513g

5
34 − (g513 + g524)α, (3.33)

0 = E4(β) = 2g513(g
5
11 + g533) + g512(3 + 2g523) + g543(1 + 2g514) + (g523 − g514 + 2)α, (3.34)

након чега из (3.31) следи

ξ(g512) = g513 − 2g511g
2
51 + 2g351 + 2g514g

3
51 − 2g513g

4
51 + g511α. (3.35)

Такође, како је α константно, имамо Ei(α) = 0, i = 1, ..., 5.
Помоћу једначина

0 = g ((∇E1l)ξ − (∇ξl)E1, E3) = g513(1 + α2),

0 = g ((∇E2l)ξ − (∇ξl)E2, E3) = g523(1 + α2),

добијамо g513 = 0 и g523 = 0. Затим, једначине

0 = g ((∇E1l)ξ − (∇ξl)E1, E2) = g512(1 + α2),

0 = g ((∇E2l)ξ − (∇ξl)E2, E2) = g511(1 + α2),

дају g512 = 0 и g511 = 0, па помоћу (3.35) и Леме 2.22, редом налазимо

0 = ξ(g512) = 2(1 + g514)g
3
51, (3.36)
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0 = ξ(g511) = 1 + g521g
2
51 − g524g

3
51 + 2g451 + g514(2 + g451). (3.37)

Посматрајмо сада (3.36). Ако претпоставимо да је g514 = −1, из једначине 0 = g((∇E1l)E2−
(∇E2l)E1, ξ) = −g521 − α добијамо g521 = −α, па (3.32) постаје 0 = −1− α2, што је контра-
дикција. Стога, мора бити g351 = 0.

Даље, из (3.32) добијамо g514+g521α = 0, односно g514 = −g521α. Тада из 0 = g((∇E1l)E2−
(∇E2l)E1, ξ) = −g521(1 + α2) следи g521 = 0, па примена Леме 2.22 имплицира

0 = ξ(g521) = g524(3 + 2g451). (3.38)

Из (3.34) добијамо g543 = −2α. Затим једначина (3.37) даје g451 = −1
2
, а из (3.38) имамо

g524 = 0. Сада, из (3.33) добијамо g533 = 0, а из 0 = g((∇E2l)ξ − (∇ξl)E2, E1) =
1
2
(g534 − 2α)

следи g534 = 2α. Коначно, из

0 = g((∇E3l)ξ − (∇ξl)E3, E2) = 2(1 + α2)

добијамо контрадикцију, чиме смо доказали следећу теорему:

Теорема 3.8. Не постоје реалне Хопфове хиперповрши сфере S6 са структурним Ја-
кобијевим оператором Кодацијевог типа.
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Глава 4

Оператор облика хиперповрши

У овој глави биће представљени резултати из рада [39]. Тачније, доказујемо да реал-
не хиперповрши са Ли-паралелним оператором облика A морају бити отворени делови
геодезијске хиперсфере. Поред тога, класификујемо реалне хиперповрши близу Келе-
рове сфере S6 чији се Лијев извод оператора облика поклапа са његовом коваријантним
изводом.

Нека је M повезана оријентабилна реална хиперповрш сфере S6 са јединичним нор-
малним векторским пољем N и нека је ξ = −JN карактеристично векторско поље.
Оператор облика хиперповрши M ћемо означити са A = AN и дефинисати са

g(AX, Y ) = g(h(X,Y ), N),

где су X и Y векторска поља тангентна на M и h друга фундаментална форма хипер-
површи M . Коваријантни извод оператора облика A дат је формулом

(∇XA)Y = ∇X(AY )−A(∇XY ),

док је његов Лијев извод облика

(LXA)Y = ∇X(AY ) +A∇YX −∇AYX −A∇XY, (4.1)

за произвољна векторска поља X и Y тангентна на M .
За рачун у овој глави користићемо локални ортонормирани покретни репер E дефи-

нисан у Леми 2.13, као и релације између коефицијената које смо извели у том поглављу.

Лема 4.1. Нека је M повезана реална хиперповрш сфере S6 са Ли ξ-паралелним опера-
тором облика A. Тада је M Хопфова хиперповрш.

Доказ. Претпоставимо да M није Хопфова хиперповрш, односно β 6= 0. Како је на
основу (4.1)

(LξA)ξ = ∇ξ(Aξ)−∇Aξξ

= ξ(β)E1 + (g251β + αβ)E2 + g351βE3 + g451βE4 + ξ(α)ξ

− (−g511βE1 + (−g512β + αβ)E2 − g513βE3 − g514βE4)

= (g511β + ξ(β))E1 + (g512β + g251β)E2 + (g513β + g351β)E3 + (g514β + g451β)E4 + ξ(α)ξ,

услов g((LξA)ξ, Ei) = 0, за 1 ⩽ i ⩽ 4, имплицира редом

ξ(β) = −g511β, g251 = −g512, g351 = −g513, g451 = −g514.
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Слично, из

0 = g((LξA)E1, ξ) = −3g511β,

0 = g((LξA)E3, ξ) = (−g513 + 2g524)β,

0 = g((LξA)E4, ξ) = (−3− g514 − 2g523)β,

редом закључујемо да је g511 = 0, g513 = 2g524 и g514 = −3− 2g523.
Даље, из

0 = g((LξA)E1, E2) = 6(1 + g523)

добијамо g523 = −1. Сада из

0 = g((LξA)E2, E1) = (g512 + g521)
2 + (g524)

2 + β2,

долазимо до контрадикције.

Теорема 4.2. Нека је M повезана реална хиперповрш у S6. Оператор облика A на M
је Ли-паралелан, односно LXA = 0, за произвољно векторско поље X тангентно на M ,
ако и само ако је M отворени део геодезијске хиперсфере у S6.

Доказ. На основу Леме 4.1 имамо да је β = 0 и α константно.
Подсетимо се да за Хопфове хиперповрши, на основу Напомене 8, можемо претпо-

ставити да је E1 сопствено векторско поље оператора облика A. Како је

AE1 = −g512E1 + g511E2 − (1 + g514)E3 + g513E4,

добијамо

g511 = 0, g514 = −1, g513 = 0.

Затим, из
0 = g((LE2A)E2, ξ) = 2g524,

следи g524 = 0, док једначина

0 = g((LE2A)E4 + (LE1A)E3, ξ) = −4g533,

имплицира g533 = 0. Сада имамо да је

AE1 = −g512E1, AE2 = g521E2 + (1 + g523)E4, AE3 = −g534E3,

AE4 = (1 + g523)E2 + g543E4, AE5 = αE5.
(4.2)

Тврдимо да се покретни репер може изабрати тако да су E1 и E3 сопствена векторска
поља оператора облика A која одговарају сопственој вредности α. На основу (4.2) следи
да је поменута особина еквивалентна услову −g512 = α = −g534.

Претпоставимо најпре да је g534 6= −α. Из услова

0 = g((LE2A)E3, ξ) = (1− g523)(g
5
34 + α),

0 = g((LE4A)ξ, E3) = −(g534 + α)(g543 + g251 + α),

0 = g((LE4A)E3, ξ) = (g534 − g543)(g
5
34 + α),
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редом добијамо g523 = 1, g251 = −g543 − α и g543 = g534. Даље, из

0 = g((LξA)E4, E3) = −2g451

следи g451 = 0. На крају, релација

0 = g((LξA)E3, E4) = −4(1 + (g534)
2)

доводи до контрадикције. Према томе, g534 = −α.
Претпоставимо сада да је g512 6= −α. Из

0 = g((LE4A)E1, ξ) = −(3 + g523)(g
5
12 + α),

0 = g((LE2A)ξ, E1) = −(g521 − g251)(g
5
12 + α),

добијамо g523 = −3 и g251 = g521. Затим, из услова

0 = g((LE4A)ξ, E1) = −(−1− g451)(g
5
12 + α),

следи g451 = −1. Сада једначина

0 = g((LξA)E1, E2) = −4− (g512 + g521)
2,

имплицира контрадикцију, па је −g512 = α.
Једначина (2.49) сада постаје g521− (2+g523)α = 0, одакле следи g521 = (2+g523)α. Затим

добијамо
0 = g((LE1A)E2, ξ) = −(1 + g523)(3 + g523)(1 + α2).

Ако претпоставимо да је g523 = −3, тада из услова

0 = g((LE3A)E2, ξ) = 2g543 − 6α,

добијамо g543 = 3α, а из
0 = g((LE3A)E4, ξ) = −8(1 + α2)

долазимо до контрадикције. Отуда је g523 = −1.
Из (4.2) следи да оператор облика A хиперповрши M има четвороструку сопствену

вредност α и једноструку g543. Пошто је M Хопфова хиперповрш, ово је могуће ако и
само ако је M отворени део геодезијске хиперсфере, односно ако је g534 = α.

Директним рачуном показује се да је

g((LEi
A)Ej, Ek) = 0

за све 1 ⩽ i, j, k ⩽ 5, чиме је доказ завршен.

Сада посматрамо хиперповрши које задовољавају услов LξA = ∇ξA. Овај услов екви-
валентан је са

g(A∇Ei
ξ −∇AEi

ξ, Ej) = 0, 1 ⩽ i, j ⩽ 5.

Директним рачуном добијамо

0 = A∇E1ξ −∇AE1ξ

= (g511
(
−g512 + g521

)
+ g513

(
3 + g523

)
+
(
1 + g514

)
g524)E1

− (2 + 2(g511)
2 + g512(g

5
12 + g521) + g514(4 + g514 + g523)− g513(−g513 + g524) + β2)E2
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+ (g511(1 + g514 + g523) + g512(−g513 + g524)− (1 + 2g514)g
5
33 + g513(g

5
34 + g543))E3

+ (−g512(1 + g514 + g523) + g511(−g513 + g524)− 2g513g
5
33 − g534 − g514(g

5
34 + g543))E4

− g511βξ,

0 = A∇E2ξ −∇AE2ξ

= (2 + 2(g511)
2 + g521(g

5
12 + g521) + g523(4 + g514 + g523)− g513g

5
24 + (g524)

2)E1

+ (g511(g
5
12 − g521)− g513(1 + g523)− (3 + g514)g

5
24)E2

+ (g521(1 + g514 + g523) + g511(g
5
13 − g524)− 2g524g

5
33 + g543 + g523(g

5
34 + g543))E3

+ (−g513g521 + g511(1 + g514 + g523) + g521g
5
24 − g533 − 2g523g

5
33 − g524(g

5
34 + g543))E4

− g521βξ,

0 = A∇E3ξ −∇AE3ξ

= (−g511(3 + 2g514) + (3 + g514 + g523)g
5
33 − g524(g

5
12 + g521 − g534)− g513g

5
34)E1

+ (−g512(1 + g514)− (2 + g514)g
5
21 + 2g511g

5
24 − g513g

5
33 + g524g

5
33 − (3 + g514 + g523)g

5
34)E2

+ (−g513(1 + g514) + g524 − g523g
5
24 + g533(−g534 + g543))E3

+ (−2− 2g523 − g514(2 + g514 + g523) + (g513 − g524)g
5
24 − 2(g533)

2 − g534(g
5
34 + g543))E4

+ g524β ξ,

0 = A∇E4ξ −∇AE4ξ

= (2g511g
5
13 + g521 + g521g

5
23 + g512(2 + g523) + g513g

5
33 − g524g

5
33 + (3 + g514 + g523)g

5
43)E1

+ (g512g
5
13 + g513g

5
21 − g511(3 + 2g523) + (3 + g514 + g523)g

5
33 − g513g

5
43 + g524g

5
43)E2

+ (2 + (g513)
2 + g514(2 + g523) + g523(2 + g523)− g513g

5
24 + 2(g533)

2 + g543(g
5
34 + g543))E3

+ (g513(−1 + g514) + g524 + g523g
5
24 + g533g

5
34 − g533g

5
43)E4

− (2 + g523)β ξ,

0 = A∇ξξ −∇Aξξ = 2g511βE1 + (g512 + g521 − α)βE2 + (g513 − g524)βE3 + (1 + g514 + g523)βE4.

Лема 4.3. Нека је M повезана реална хиперповрш у S6. Ако оператор облика A на M
задовољава услов LξA = ∇ξA, онда је M Хопфова хиперповрш.

Доказ. Претпоставимо да M није Хопфова хиперповрш, односно β 6= 0.
Из услова

g(A∇Ei
ξ −∇AEi

ξ, ξ) = 0, 1 ⩽ i ⩽ 4,

редом закључујемо

− g511β = 0, − g521β = 0, g524β = 0, − (2 + g523)β = 0,

што имплицира g511 = g521 = g524 = 0 и g523 = −2. Даље, из

0 = g(A∇ξξ −∇Aξξ, E4) = (−1 + g514)β,

следи g514 = 1, а затим из

g(A∇E2ξ −∇AE2ξ, E1) = −4 6= 0,

добијамо контрадикцију.

Теорема 4.4. Нека је M повезана реална хиперповрш у S6. Оператор облика A на M
задовољава LξA = ∇ξA ако и само ако је M отворени део геодезијске хиперсфере у S6.
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Доказ. На основу Леме 4.3 имамо да је β = 0.
На основу Напомене 8, можемо изабрати E1 као сопствено векторско поље оператора

облика A. Како важи

AE1 = −g512E1 + g511E2 − (1 + g514)E3 + g513E4,

добијамо g511 = 0, g514 = −1 и g513 = 0.
Даље, из услова

0 = g(A∇E2ξ −∇AE2ξ, E2) = −2g524,

следи g524 = 0, а затим из

0 = g(A∇E1ξ −∇AE1ξ, E2) = g533

добијамо g533 = 0. Из услова

g(A∇E1ξ −∇AE1ξ, E4) = 0, g(A∇E3ξ −∇AE3ξ, E2) = 0,

редом закључујемо

− g512g
5
23 + g543 = 0, − g521 − (2 + g523)g

5
34 = 0,

односно, g543 = g512g
5
23 и g521 = −(2+ g523)g

5
34. Једини ненула производи g(A∇Ei

ξ−∇AEi
ξ, Ej)

сада су

g(A∇E1ξ −∇AE1ξ, E2) = 1− (g512)
2 + g523 + g512(2 + g523)g

5
34,

g(A∇E2ξ −∇AE2ξ, E1) =
(
2 + g523

)(
1 + g523 − g512g

5
34 + (2 + g523)(g

5
34)

2
)
,

g(A∇E2ξ −∇AE2ξ, E3) = g523(1 + g523)(g
5
12 − g534),

g(A∇E3ξ −∇AE3ξ, E4) = −1− g523 − g534(g
5
12g

5
23 + g534),

g(A∇E4ξ −∇AE4ξ, E1) = (1 + g523)(2 + g523)(g
5
12 − g534),

g(A∇E4ξ −∇AE4ξ, E3) = g523
(
1 + g523 + (g512)

2g523 + g512g
5
34

)
.

Посматрајмо сада

g(A∇E2ξ −∇AE2ξ, E3) = g523(1 + g523)(g
5
12 − g534) = 0.

Ако претпоставимо да је g523 = 0, тада

g(A∇E3ξ −∇AE3ξ, E4) = 0

имплицира
−1− (g534)

2 = 0,

што је контрадикција.
Ако претпоставимо g512 = g534, из

0 = g(A∇E1ξ −∇AE1ξ, E2) = (1 + (g512)
2)(1 + g523)

добијамо 1 + g523 = 0, па је довољно размотрити случај g523 = −1.
Даље,

0 = g(A∇E1ξ −∇AE1ξ, E2) = g512(g
5
34 − g512)
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даје g512 = 0 или g534 = g512.
Претпоставимо најпре да је g512 = 0. Из

g(A∇E2ξ −∇AE2ξ, E1) = 0

добијамо (g534)
2 = 0, па је g534 = 0. Сада су сви производи g(A∇Ei

ξ − ∇AEi
ξ, Ej) једнаки

нули. У овом случају, оператор облика A има четвороструку сопствену вредност 0 и
једноструку α. Како је M Хопфова хиперповрш, следи да је α = 0, па је M отворени
део геодезијске хиперсфере.

Претпоставимо сада да је g534 = g512. Под претпоставком да су сви производи g(A∇Ei
ξ−

∇AEi
ξ, Ej) једнаки нули, оператор облика A има четвороструку сопствену вредност −g512

и једноструку α. Како је M Хопфова хиперповрш, ово је могуће ако и само ако је
−g512 = α, што значи да је M отворени део геодезијске хиперсфере.

С обзиром да геодезијске хиперсфере тривијално задовољавају и јачи услов LXA =
∇XA, за свако векторско поље X тангентно на M , добијамо следећу последицу:

Последица 4.5. Нека је M повезана реална хиперповрш у S6. Оператор облика A на
M задовољава LXA = ∇XA, за свако векторско поље X тангентно на M , ако и само
ако је M отворени део геодезијске хиперсфере у S6.
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Глава 5

Хиперповрши са
четвородимензионом
нул-дистрибуцијом

У овој глави биће представљени резултати из рада [7]. У раду су класификоване
хиперповрши са четвородимензионом нул-дистрибуцијом и конструисане у терминима
сферне криве и векторског поља дуж те криве.

Нека је
D1 = {X ∈ TM | h(X,Y ) = 0, ∀Y ∈ TM}

нул-дистрибуција хиперповрши M која није тотално геодезијска. Претпоставимо да је
dimD1 = 4 и означимо са V5 јединично векторско поље нормално на D1. У општем
случају, векторско поље V5 има компоненту у правцу вектора E5 = ξ, као и пројекцију
на дистрибуцију D дефинисану релацијом (2.46). Одабиром одговарајућег репера за D,
можемо претпоставити да је V5 = cosλ E4 − sinλ ξ, за неку функцију λ.

Тада је дистрибуција D1 разапета ортонормираним векторским пољима

V1 = E1, V2 = E2, V3 = E3, V4 = sinλ E4 + cosλ ξ, (5.1)

и важи h(Vi, X) = 0 за i ∈ {1, 2, 3, 4} и произвољно тангентно векторско поље X тан-
гентно на M . Најпре ћемо размотрити могућност да је једна од компоненти вектора V5

једнака нули.
Ако претпоставимо да је sinλ = 0, из услова h(V1, Vi) = 0 за i ∈ {1, 2, 3, 4} добијамо,

респективно, g512 = 0, g511 = 0, g514 = −1 и g413 = −g211. Даље, из услова h(V2, Vi) = 0 за
i ∈ {2, 3, 4} следи g521 = 0, g524 = 0 и g423 = −g221, а из услова h(V3, V3) = 0, h(V3, V4) = 0 и
h(V4, V4) = 0 добијамо g534 = 0, g433 = −g231 и g453 = −g251. Коначно, из услова h(Vi, V5) = 0, за
i ∈ {1, 2, 3, 4} налазимо редом g513 = 0, g523 = −1, g533 = 0 и g443 = −g241. Пошто хиперповрш
није тотално геодезијска, важи да је h(V5, V5) 6= 0, односно g543 6= 0.
Сада, за (X,Y, Z,W ) = (E1, E2, E3, ξ) из Гаусове једначине (2.25) добијамо

−(g311 − g421)g
5
43 = 0,

што имплицира g421 = g311, док за (X,Y, Z,W ) = (E1, E3, E3, ξ) добијамо g431 = −g211. Гау-
сова једначина (2.25) за (X,Y, Z,W ) = (E1, E4, E1, ξ) постаје −g311g543 = 0, што нам даје
g311 = 0, док за (X,Y, Z,W ) = (E1, E4, E2, ξ) добијамо g411g543 = 0 па је g411 = 0. Слично, за
(E1, E4, E4, ξ), (E1, ξ, E3, ξ), (E2, E3, E3, ξ) и (E2, E4, E1, ξ) добијамо редом g211 = 0, g451 = 1,
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g331 = −g221 и g321 = 0. Даље, за (E2, E4, E4, ξ), (E2, ξ, E3, ξ) и (E3, E4, E4, ξ) налазимо редом
g221 = 0, g351 = 0 и g231 = 0. Гаусова једначина (2.25) се за (E3, ξ, E3, ξ) своди на

−1− g543g
2
51 = −1,

одакле је g251 = 0. Коначно, за (X,Y, Z,W ) = (E4, ξ, E2, ξ) добијамо −g543 = 0, што је
контрадикција.

Слично, ако претпоставимо да је cosλ = 0, из услова h(V1, Vi) = 0 за i ∈ {1, 2, 3, 4}
редом закључујемо g512 = 0, g511 = 0, g514 = −1 и g513 = 0. Даље, из услова h(V2, Vi) = 0
за i ∈ {2, 3, 4} следи g521 = 0, g524 = 0 и g523 = −1, а из услова h(V3, V3) = 0, h(V3, V4) = 0
и h(V4, V4) = 0 добијамо g534 = 0, g533 = 0 и g543 = 0. Коначно, из услова h(Vi, V5) = 0,
за i ∈ {1, 2, 3, 4} имамо да је g413 = −g211, g423 = −g221, g433 = −g231 и g443 = −g241. Пошто
хиперповрш није тотално геодезијска, важи да је h(V5, V5) 6= 0, односно −g251 − g453 6= 0.
Међутим, за (X,Y, Z,W ) = (E1, ξ, E3, ξ) из Гаусове једначине (2.25) добијамо g251 = −g453,
што доводи до контрадикције.

Дакле, дистрибуције D и D1 не могу да се поклопе. Самим тим, биће нам потребан
нови покретни репер који ће бити усаглашен са условом да M има четвородимензиону
нул-дистрибуцију.

Како имамо да је cosλ 6= 0, можемо дефинисати диференцијабилну функцију t = tgλ.
Узимајући h(Vi, Vj) = 0 и h(Vi, V5) = 0 за i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, директно добијамо следећу
лему.

Лема 5.1. Коефицијенти gkij и функција t задовољавају следеће релације:

g512 = 0, g511 = 0, g514 = −1, g413 = −g211, g513 = 0, g521 = 0,

g524 = 0, g423 = −g221, g523 = −1, g534 = 0, g433 = −g231, g533 = 0,

g453 = −g251 + t(−2g241 − 2g443 + g543t), g443 = −g241 + g543t.

Доказ. Из h(V1, Vi) = 0 за i ∈ {1, 2, 3} налазимо редом g512 = 0, g511 = 0 и g514 = −1. Из
h(V1, V4) = 0 добијамо g413 = −g211 + g513t па, заменом у h(V1, V5) = 0, следи да је g513 = 0,
а тиме и g413 = −g211. Даље, из услова h(V2, Vi) = 0, за i ∈ {2, 3}, следи g521 = 0 и g524 = 0.
Из h(V2, V4) = 0 имамо да је g423 = −g221 + (1 + g523)t, а заменом у h(V2, V5) = 0 добијамо
g523 = −1, па је g423 = −g221. Услов h(V3, V3) = 0 имплицира g534 = 0, а из h(V3, V4) = 0 имамо
g433 = −g231 + g533t. Заменом у h(V3, V5) = 0 добијамо g533 = 0, па је g433 = −g231. Коначно, из
h(V4, Vi) = 0 за i ∈ {4, 5} следи g453 = −g251 + t(−2g241 − 2g443 + g543t) и g443 = −g241 + g543t.

Приметимо да из релације h(V5, V5) =
g543

cos2 λ следи да је g543 6= 0.
Сада ћемо истражити услове који проистичу из Гаусове једначине.

Лема 5.2. Коефицијенти (2.47) задовољавају следеће релације:

g211 = 0, g311 = 0, g411 = 0, g221 = t, g321 = 0, g421 = 0, g231 = 0,

g331 = t, g431 = 0, g251 = −g241t, g351 = −g341t, g451 = −(g441 − t)t,

E1(t) = −1− t2, E2(t) = 0, E3(t) = 0, E5(t) = −tE4(t),

E1(g
2
41) = g241(−g441 + t), E2(g

2
41) = −g241g341 + E4(t),

E3(g
2
41) = 1 + (g241)

2 + g441t− t2,

E5(g
2
41) = −g341(1 + t2)− tE4(g

2
41)− g241E4(t),

E1(g
3
41) = g341(−g441 + t), E2(g

3
41) = −1− (g341)

2 − g441t+ t2,
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E3(g
3
41) = g241g

3
41 + E4(t), E5(g

3
41) = g241 + g241t

2 − tE4(g
3
41)− g341E4(t),

E1(g
4
41) = −(g441)

2 + 2g441t− 2(1 + t2), E2(g
4
41) = −g341(g441 − 2t),

E3(g
4
41) = g241(g

4
41 − 2t), E5(g

4
41) = −tE4(g

4
41)− (g441 − 2t)E4(t),

E1(g
5
43) = −g543(g441 − 3t), E2(g

5
43) = −g341g543,

E3(g
5
43) = g241g

5
43, E5(g

5
43) = −tE4(g

5
43)− g543E4(t).

Доказ. Гаусова једначина (2.25) за X = E1, Y = E4, Z = E4 и W = E5 постаје
−g211g543 = 0, из чега следи −g211 = 0. Слично, из (2.25) за (E1, E4, E1, E5), (E1, E4, E2, E5),
(E2, E4, E4, E5), (E2, E4, E1, E5) и (E2, E4, E2, E5) редом добијамо −g311g543 = 0, g411g543 = 0,
g543(−g221 + t) = 0, −g321g543 = 0 и g421g

5
43 = 0. Даље, за (E3, E4, E4, E5), (E2, E3, E3, E5),

(E3, E4, E2, E5), (E4, E5, E4, E5), (E4, E5, E1, E5) и (E4, E5, E2, E5) налазимо наредних шест
релација.

Затим, из (2.25) за (X,Y, Z,W ) = (E1, E2, E1, E2) добијамо

t2 + E1(t) = −1,

што даје E1(t) = −1 − t2, одакле следи да t није константна функција. Слично, за
(X,Y, Z,W ) = (E2, E3, E1, E2) и (X,Y, Z,W ) = (E2, E3, E1, E3) закључујемо E3(t) = 0
и E2(t) = 0. За (X,Y, Z,W ) = (E1, E4, E1, Ei), i = 2, 3, 4, налазимо изводе E1(g

i
41), ре-

дом. Даље, изводе E2(g
i
41), i = 2, 3, 4, добијамо за (X,Y, Z,W ) = (E2, E4, E1, Ei), док за

(X,Y, Z,W ) = (E3, E4, E1, Ei), i = 2, 3, 4, добијамо изводе E3(g
i
41). Такође, изводе E5(g

i
41),

i = 2, 3, 4, рачунамо из (2.25) за (X,Y, Z,W ) = (E4, E5, E1, Ei). Сада, за (X,Y, Z,W ) =
(E2, E5, E1, E2) из (2.25) добијамо E5(t) = −tE4(t). На крају, изводи Ei(g

5
43), i = 1, 2, 3, 5,

следе за (E1, E4, E3, E5), (E2, E4, E3, E5), (E3, E4, E3, E5) и (E4, E5, E3, E5).
Директним рачуном се показује да једначине Гауса и Кодација не дају додатне ре-

лације.

За диференцијабилну функцију g441 − t постоји диференцијабилна функција k4 таква
да важи g441 − t = tg(λ+ k4), при чему је cos(λ+ k4) 6= 0. Означимо t4 = E4(t).

Тада, из Леме 5.2 добијамо следеће изразе:

E1(k4) = 0,

E2(k4) = g341 cos2(k4 + λ)
(
t− tg(k4 + λ)

)
,

E3(k4) = −g241 cos2(k4 + λ)
(
t− tg(k4 + λ)

)
, (5.2)

E4(k4) = cos2(k4 + λ)
(
E4(g

4
41)− t4

)
− t4

1 + t2
,

E5(k4) = cos2(k4 + λ)
(
− tE4(g

4
41)− (tg(k4 + λ)− 2t)t4

)
+

tt4
1 + t2

.

Слично, можемо дефинисати диференцијабилне функције k2 = g241 cos(k4 + λ), k3 =
g341 cos(k4 + λ) и k5 = g543(1 + t2) cos(k4 + λ) и оне задовољавају једначине:

E1(k2) = 0,

E2(k2) = − cos(k4 + λ)
(
− t4 + g341k2 cos(k4 + λ) + g341k2t sin(k4 + λ)

)
,

E3(k2) = (1 + k22)
(

cos(k4 + λ) + t sin(k4 + λ)
)
,

E4(k2) = cos(k4 + λ)
(
E4(g

2
41)− k2(E4(g

4
41)− t4) sin(k4 + λ)

)
,

E5(k2) = − cos(k4 + λ)
(
g341 + E4(g

2
41)t+ g341t

2 + k2t4 cos(k4 + λ)
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− k2t(E4(g
4
41)− 2t4) sin(k4 + λ)

)
,

E1(k3) = 0,

E2(k3) = −(1 + k23)
(

cos(k4 + λ) + t sin(k4 + λ)
)
,

E3(k3) = (k2k3 + t4) cos(k4 + λ) + k2k3t sin(k4 + λ),

E4(k3) = cos(k4 + λ)
(
E4(g

3
41)− k3(E4(g

4
41)− t4) sin(k4 + λ)

)
,

E5(k3) = k2 + k2t
2 − k3t4 + t cos(k4 + λ)

(
− E4(g

3
41) + E4(g

4
41)k3 sin(k4 + λ)

)
+ k3t4

(
sin2(k4 + λ)− t sin(2(k4 + λ))

)
,

E1(k5) = 0,

E2(k5) = −k3k5
(

cos(k4 + λ) + t sin(k4 + λ)
)
,

E3(k5) = k2k5
(

cos(k4 + λ) + t sin(k4 + λ)
)
,

E4(k5) =
2k5tt4
1 + t2

+ E4(g
5
43)(1 + t2) cos(k4 + λ)− 1

2
k5(E4(g

4
41)− t4) sin(2(k4 + λ)),

E5(k5) = −k5(1 + 3t2)t4
1 + t2

− cos(k4 + λ)E4(g
5
43)(t+ t3)

+
1

2
k5t(E4(g

4
41)− 2t4) sin(2(k4 + λ)) + k5t4 sin2(k4 + λ).

Како је V4 =
t√
1+t2

E4 +
1√
1+t2

E5 и V5 =
1√
1+t2

E4 − t√
1+t2

E5, важи

V4(ki) =
t√

1 + t2
E4(ki) +

1√
1 + t2

E5(ki),

V5(ki) =
1√

1 + t2
E4(ki)−

t√
1 + t2

E5(ki), i = 2, 3, 4, 5.
(5.3)

С обзиром на то да је повезаност без торзије, тј. T (Vi, Vj) = DVi
Vj−DVj

Vi− [Vi, Vj] = 0,
за i, j ∈ {1, . . . , 5}, применом на функцију t4 добијамо

0 = T (V1, V5) =
√
1 + t2 (V1(t4) + t4 (t+ tg(k4 + λ))) ,

0 = T (V2, V5) =

√
1 + t2 (k2(1 + t2) + k3t4 + cos(k4 + λ)V2(t4))

cos(k4 + λ)
,

0 = T (V3, V5) =

√
1 + t2 (k3(1 + t2)− k2t4 + cos(k4 + λ)V3(t4))

cos(k4 + λ)
,

0 = T (V4, V5) = t24 +
√
1 + t2V4(t4) + (1 + t2) (1 + ttg(k4 + λ)) ,

па је

V1(t4) = −t4 (t+ tg(k4 + λ)) , V2(t4) = −k2(1 + t2) + k3t4
cos(k4 + λ)

,

V3(t4) = −k3(1 + t2)− k2t4
cos(k4 + λ)

, V4(t4) = −1 + t2 + t24 + (t+ t3)tg(k4 + λ)√
1 + t2

.

Такође, за функцију kt = t4 cosλ cos(k4 + λ) важи

V1(kt) = 0, V2(kt) = −
√
1 + t2(k2 + k3kt cos k4),

V3(kt) = −
√
1 + t2(−k3 + k2kt cos k4), V4(kt) = −(1 + k2t )

√
1 + t2 cos k4.
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Приметимо да постоји функција b ⩾ 0 таква да је

k22 + k2t = b(1 + k23). (5.4)

Функција b задовољава

V1(b) = 0, V2(b) = 0,

V3(b) = −2(1 + b)
√
1 + t2(k3kt − k2 cos k4)

1 + k23
,

V4(b) = −2(1 + b)
√
1 + t2(k2k3 + kt cos k4)

1 + k23
.

Осим тога, ако је sin k4 6= 0, постоји диференцијабилна функција l ⩾ 1 таква да је

k23 + 1 = l sin2 k4, (5.5)

и задовољава

V1(l) = 0, V2(l) = 0,

V3(l) = −2
√
1 + t2

(
k2l cos k4 −

k3(kt + k2k3 cos k4)
sin2 k4

)
,

V4(l) = 2
√
1 + t2

k2k3 + kt cos k4
sin2 k4

.

Сада добијамо

V2(k2) = kt
√
1 + t2 − k2k3 cos(k4 + λ)− k2k3t sin(k4 + λ), (5.6)

V4(k2) = −
√
1 + t2(k3 + k2kt cos k4), (5.7)

V2(k3) = −l
(

cos(k4 + λ) + t sin(k4 + λ)
)

sin2 k4, (5.8)
V4(k3) =

√
1 + t2(k2 − k3kt cos k4). (5.9)

Ако претпоставимо да је l = 1, тада из (5.5) имамо k3 = 0 и cos k4 = 0. Из (5.9) затим
добијамо k2 = 0, из (5.6) имамо kt = 0, док (5.4) имплицира b = 0.

Ако претпоставимо да је b = 0, тада из (5.4) имамо k2 = 0 и kt = 0. Из (5.7) затим
добијамо k3 = 0, из (5.8) следи cos k4 = 0, односно sin2 k4 = 1 па из (5.5) имамо l = 1.

Даљу дискусију сада можемо раздвојити на три случаја:

Случај А: sin k4 6= 0, b 6= 0, l 6= 1.
У овом случају постоје функције µ и ν такве да важи

sin ν =

√
bl√

bl + l − 1
, cos ν =

√
l − 1√

bl + l − 1
,

sinµ = − k2k3 + kt cos k4√
bl
√
l − 1 sin2 k4

, cosµ =
−k3kt + k2 cos k4√
bl
√
l − 1 sin2 k4

,

односно

ν = arctg
√

bl

l − 1
, µ = arctgk2k3 + kt cos k4

k3kt − k2 cos k4
. (5.10)
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Тада је
V1(ν) = 0, V1(µ) = 0,

V2(ν) = 0, V2(µ) = 2
√
1 + t2,

V3(ν) =
√
1 + t2 cosµ, V3(µ) = −

√
1 + t2 cos(2ν) sinµ

sin ν cos ν ,

V4(ν) =
√
1 + t2 sinµ, V4(µ) =

√
1 + t2 cos(2ν) cosµ

sin ν cos ν .

(5.11)

У наставку уведимо ознаке

V5(ν) = ν5, V5(µ) = µ5. (5.12)

Случај Б: sin k4 6= 0, b = 0, l = 1, cos k4 = 0, k2 = k3 = kt = 0.
Из дефиниције k4 можемо претпоставити да је k4 = π/2. Директно добијамо g441 = t −
1
t
, g241 = 0, g341 = 0, t4 = 0 и V4(g

5
43) = −V5(k5)

1+t2
. У овом случају желимо да уведемо

диференцијабилне функције µ и ν које задовољавају релације (5.11) и (5.12). Директним
рачуном се показује да ако је

ν5 = −sinµ
√
1 + t2

2t
, µ5 =

(
2k5 + cosµ (tgν − ctgν)

)√
1 + t2

2t
,

тада су услови интеграбилности задовољени и такве функције ν и µ постоје.

Случај В: sin k4 = 0.
У овом случају, из дефиниције k4 можемо узети k4 = 0. Тада је g441 = 2t, k2 = g241 cosλ,
k3 = g341 cosλ и k5 = g543(1 + t2) cosλ.
Из релација V4(kt) = −(1 + k2t )

√
1 + t2 6= 0 и V2(k3) = −(1 + k23)

√
1 + t2 6= 0 следи да је

kt 6= 0 и k3 6= 0. Даље, из V2(k2) = (kt − k2k3)
√
1 + t2 добијамо k2 6= 0, па из (5.4) следи

b 6= 0.
Дакле, постоје функције ν и µ такве да

sin ν =

√
b

b+ 1
, cos ν =

1√
b+ 1

,

sinµ = − k2k3 + kt√
b(1 + k23)

, cosµ =
k2 − k3kt√
b(1 + k23)

,

односно

ν = arctg
√
b, µ = arctgk2k3 + kt

k3kt − k2
. (5.13)

Додатно, такве функције ν и µ такође задовољавају (5.11) и (5.12).
С обзиром да у сва три случаја постоје функције ν и µ који задовољавају (5.11),

поново посматрамо сва три случаја заједно. Уочимо векторска поља

W2 = − 1√
1 + t2

V2, W3 = − 1√
1 + t2

V3, W4 = − 1√
1 + t2

V4, (5.14)

и приметимо да је

[W2,W3] = 2W4, [W3,W4] = 2W2, [W4,W2] = 2W3.
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Дакле, на основу Теореме 1.3, дистрибуција генерисана са W2,W3,W4 је интеграбилна.
Штавише, примећујемо да је

∇V2V3 = −∇V3V2 = −
√
1 + t2V4,

∇V3V4 = −∇V4V3 = −
√
1 + t2V2,

∇V4V2 = −∇V2V4 = −
√
1 + t2V3,

∇V2V2 = ∇V3V3 = ∇V4V4 = −tV1,

тј. повезаност ∇s индукована на Span{V2, V3, V4} задовољава ∇s
Vi
Vi = 0, i = 2, 3, 4. Отуда

је Span{V2, V3, V4} тотално умбиличка дистрибуција са вектором средње кривине H =
−tV1 и додатно је сферна. Специјално, ови коваријантни изводи јединствено одређују
сферу S3( 1√

1+t2
) па су, на основу Леме 1.1, листови дистрибуције Span{V2, V3, V4} локално

изометрични са S3( 1√
1+t2

).
Такође, важи

∇V1Vi = 0, i = 1, 2, 3, 4, 5,

∇Vi
V1 = tVi, i = 2, 3, 4,

∇Vi
V5 = 0, i = 2, 3, 4,

∇V5V1 = k2
√
1 + t2 sec(k4 + λ)V2 + k3

√
1 + t2 sec(k4 + λ)V3

+ (1 + ttg(k4 + λ))V4 + tg(k4 + λ)V5.

На основу Теореме 1.3, дистрибуција Span{V1, V5} је интеграбилна ако и само ако је
k2 = k3 = 0 и 1 + ttg(k4 + λ) = 0. Тада E2(k2) = 0 имплицира да је kt = 0 и t4 = 0.
У супротном, ако претпоставимо да је t4 = 0 из E2(kt) = E3(kt) = V4(kt) = 0 директ-
но добијамо k2 = k3 = 0 и cos(k4) = 0, односно Span{V1, V5} је тада интеграбилна. Ове
хиперповрши одговарају Случају Б. У овом случају, такође, директно добијамо да је
Span{V1, V5} тотално геодезијска дистрибуција (у сфери S6), односно интегрална мно-
гострукост дистрибуције Span{V1, V5} је 2-димензиона сфера S2 која је такође тотално
реална. Дакле, у овом случају хиперповрш је искривљени производ S2 × 1

1+t2
S3.

Такође, приметимо да је у свим случајевима Span{V1, V2, V3, V4} тотално геодезиј-
ска дистрибуција (у S6) са интегралном многострукошћу S4. Ако је t4 6= 0, директним
рачуном се показује да је векторско поље H5 = ∇V5V5 6= 0, што чини Span{V5} тотално
умбиличком дистрибуцијом и хиперповрш је уврнути производ S5×αI, где је I интервал.

Конструишимо сада хиперповрш M . Следећа векторска поља

Y0 = V1,

Y1 = − cosµ W3 − sinµ W4,

Y2 = − cos2 ν W2 −
1

2
sin(2ν) sinµ W3 +

1

2
sin(2ν) cosµ W4,

Y3 = − sin2 ν W2 +
1

2
sin(2ν) sinµ W3 −

1

2
sin(2ν) cosµ W4.

(5.15)

су линеарно независна у свакој тачки M и задовољавају [Yi, Yj] = 0 за i, j ∈ {0, 1, 2, 3}.
На основу Теореме 1.2, у околини било које тачке p ∈ M , могуће је дефинисати систем
локалних координата y0, y1, y2, y3, y4 тако да важи Yi = ∂i за i ∈ {0, 1, 2, 3}, где је ∂i = ∂

∂yi
,
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а последња координата y4 је суштински произвољна, под условом да је независна од
претходних координата. У наставку ћемо се фокусирати на прве четири координате
како бисмо добили параметризацију одговарајуће имерзије.

Лема 5.3. Нека су yi за i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} претходно дефинисане координате. Тада важи

t = −tg(y0 + c0), ν = y1 + c1, µ = y2 + y3 + c2,

где су c0, c1 и c2 локалне функције независне од yi, i ⩽ 3.

Доказ. Применом Леме 5.2 имамо да је ∂1t = ∂2t = ∂3t = 0, док је ∂0t = −1− t2. Дакле,
t = −tg(y0 + c0), где је c0 функција по y4.

Слично, имамо

∂1ν = 1, ∂0ν = ∂2ν = ∂3ν = 0, ∂0µ = ∂1µ = 0, ∂2µ = ∂3µ = 1,

па важи ν = y1 + c1, µ = y2 + y3 + c2, где су c1 и c2 функције од y4.

Означимо са p позиционо векторско поље имерзије. Тада је

D∂0∂0 = −p, D∂0∂i = −tg(y0 + c0)∂i, i = 1, 2, 3,

D∂1∂1 = − cos(y0 + c0)
(

cos(y0 + c0)p− sin(y0 + c0)∂0

)
,

D∂1∂2 = −tg(y1 + c1)∂2, D∂1∂3 = ctg(y1 + c1)∂3, D∂2∂3 = 0,

D∂2∂2 = − cos2(y1 + c1)
p− tg(y0 + c0)∂0
1 + tg2(y0 + c0)

+
1

2
sin(2(y1 + c1))∂1,

D∂3∂3 = − sin2(y1 + c1)
p− tg(y0 + c0)∂0
1 + tg2(y0 + c0)

− 1

2
sin(2(y1 + c1))∂1.

Из израза за D∂0∂0 имамо да је ∂0(∂0p) = −p, па је

p = A cos y0 +B sin y0, (5.16)

где векторска поља A = A(y1, y2, y3, y4) и B = B(y1, y2, y3, y4) не зависе од y0. Такође,
пошто је p јединично векторско поље, имамо да су A и B јединични и међусобно орто-
гонални. Даље, из једначина за D∂0∂i, i = 1, 2, 3, добијамо ∂0(∂ip) + tg(y0 + c0)∂ip = 0,
што даје

−(∂iA) sin y0 + (∂iB) cos y0 + tg(y0 + c0)
(
(∂iA) cos y0 + (∂iB) sin y0

)
= 0. (5.17)

Како је

− sin y0 + tg(y0 + c0) cos y0 =
sin c0

cos(y0 + c0)
, cos y0 + tg(y0 + c0) sin y0 =

cos c0
cos(y0 + c0)

,

једначина (5.17) еквивалентна је са

sin c0 ∂iA+ cos c0 ∂iB = 0, i = 1, 2, 3. (5.18)

Затим једначина за D∂1∂1 даје

∂1(∂1p) + cos(y0 + c0)
(

cos(y0 + c0)p− sin(y0 + c0)∂0p
)
= 0,
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односно

∂1(∂1A) cos y0 + ∂1(∂1B) sin y0
+ cos(y0 + c0)

(
cos(y0 + c0)(A cos y0 +B sin y0)− sin(y0 + c0)(−A sin y0 +B cos y0)

)
= 0,

што је еквивалентно са

cos y0 ∂1(∂1A) + cos(y0 + c0)(A cos c0 −B sin c0) + sin y0 ∂1(∂1B) = 0. (5.19)

Како (5.19) важи за произвољно y0, добијамо

∂1(∂1A) = − cos c0(A cos c0 −B sin c0),
∂1(∂1B) = sin c0(A cos c0 −B sin c0).

(5.20)

Очигледно важи ∂1(∂1(A cos c0 −B sin c0)) = −(A cos c0 −B sin c0), па је

A cos c0 −B sin c0 =M1 sin y1 +M2 cos y1, (5.21)

где су векторска пољаM1 иM2 независна од y0 и y1, јединична и међусобно ортогонална.
Такође, из (5.20) добијамо ∂1(∂1(A sin c0+B cos c0)) = 0, па је A sin c0+B cos c0 = Cy1+D,
где су C и D векторска поља независна од y0 и y1. Пошто је ‖A sin c0 + B cos c0‖ = 1 за
произвољно y1, добијамо C = 0 и ‖D‖ = 1. Отуда је

D = A sin c0 +B cos c0. (5.22)

На основу (5.21) и (5.22) добијамо да је D ортогонално на M1 и M2, док из (5.18) следи
∂2D = 0 и ∂3D = 0, па D зависи само од y4. Додатно, из (5.21) и (5.22) налазимо

A = D sin c0 + cos c0(M1 sin y1 +M2 cos y1),
B = D cos c0 − sin c0(M1 sin y1 +M2 cos y1).

(5.23)

Аналогно, након замене (5.23) у (5.16), једначине за D∂1∂2 и D∂1∂3 своде се на

cos c1 ∂2M1 + sin c1 ∂2M2 = 0,

sin c1 ∂3M1 − cos c1 ∂3M2 = 0.
(5.24)

Из једначине за D∂2∂2 добијамо

cos y1 ∂2(∂2M2) + cos(c1 + y1)(M2 cos c1 −M1 sin c1) + sin y1 ∂2(∂2M1) = 0

за произвољно y1, што је еквивалентно са

∂2(∂2M2) = − cos c1(M2 cos c1 −M1 sin c1),
∂2(∂2M1) = sin c1(M2 cos c1 −M1 sin c1).

(5.25)

Сада, аналогно једначинама (5.20), (5.21) и (5.22), постоје јединична, међусобно ортого-
нална векторска поља F1, F2 и K која зависе од y3 и y4, таква да

M2 cos c1 −M1 sin c1 = F1 cos y2 + F2 sin y2,
M2 sin c1 +M1 cos c1 = K,

(5.26)
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па је

M1 = K cos c1 − sin c1(F1 cos y2 + F2 sin y2),
M2 = K sin c1 + cos c1(F1 cos y2 + F2 sin y2).

Из (5.24) добијамо ∂3F1 = 0 = ∂3F2, па F1 и F2 зависе само од y4.
Коначно, једначина за D∂3∂3 сада се своди на ∂3(∂3K) = −K, па добијамо да је

K = K1 cos y3 + K2 sin y3, где су K1 и K2 векторска поља која зависе само од y4, и ова
векторска поља су јединична и ортогонална на D, F1 и F2.

Сада, на основу израза за p датог релацијом (5.16), имамо

p = sin(y0 + c0)D + cos(y0 + c0)
(
− cos(c1 + y1)(F1 cos y2 + F2 sin y2)

+ sin(c1 + y1)(K1 cos y3 +K2 sin y3)
)
.

(5.27)

Из (5.14) и (5.15), можемо изразити

E1 = Y0,

E2 =
√
1 + t2(Y2 + Y3), (5.28)

E3 =
√
1 + t2 sin ν

(cosµ
sin ν Y1 + (−ctg ν

sin ν Y3 +
1

cos ν Y2) sinµ
)
.

Означимо сада

v1 = D cos y0 + sin y0
(

cos(c1 + y1)(F1 cos y2 + F2 sin y2)
− sin(c1 + y1)(K1 cos y3 +K2 sin y3)

)
,

v2 = D sin y0 + cos y0
(
− cos(c1 + y1)(F1 cos y2 + F2 sin y2)
+ sin(c1 + y1)(K1 cos y3 +K2 sin y3)

)
.

Имамо да је p = sin c0 v1 + cos c0 v2 и E1(p) = ∂0p = − sin c0 v2 + cos c0 v1. Сада,
користећи (5.28), имамо

JpE1 = p× E1(p) = −v1 × v2 = D × cos(c1 + y1)(F1 cos y2 + F2 sin y2)
−D × sin(c1 + y1)(K1 cos y3 +K2 sin y3),

E2(p) = − cos(c1 + y1)(F2 cos y2 − F1 sin y2)
− sin(c1 + y1)(−K2 cos y3 +K1 sin y3),

Како је E2 = JE1, добијамо

D × (F1 cos y2 + F2 sin y2) = −(F2 cos y2 − F1 sin y2),
D × (K1 cos y3 +K2 sin y3) = −K2 cos y3 +K1 sin y3,

и даље D × F1 = −F2, D × F2 = F1, D × K1 = −K2 и D × K2 = K1. Стога, на основу
Напомене 3, имамо следећу лему:

Лема 5.4. Векторска поља D, F1 и K1 одређују G2 репер.
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Означимо са L1 = F1 ×K1 и L2 = F1 ×K2 допуну овог G2 репера.
Имамо да је

E4 = JE3 = p× E3.

Користећи Лему 2.14 и (2.12), добијамо
E5 = G(E2, E4) = E2 × E4 + g(E2, JE4)p = E2 × E4.

Сада имамо V4 =
t√
1+t2

E4 +
1√
1+t2

E5 и V5 =
1√
1+t2

E4 − t√
1+t2

E5, па добијамо

V4 = F1 sin(c1 + y1) sin(c2 + y3) + F2 sin(c1 + y1) cos(c2 + y3) e3

+K1 cos(c1 + y1) sin(c2 + y2) +K2 cos(c1 + y1) cos(c2 + y3),

V5 = −L1 cos c2 + L2 sin c2.

Коначно, имамо да је
N = −JE5 = −p× E5 = L1 sin c2 + L2 cos c2.

Јасно је да је диференцијабилно пресликавање (5.27) заиста имерзија са четвороди-
мензионом нул-дистрибуцијом, која је по конструкцији разапета са ∂0, ∂1, ∂2 и ∂3.

Како је 〈∂4p,N〉 = 0, следи да је L2 cos c2 + L1 sin c2 ортогонално на ∂4D, ∂4F1, ∂4F2,
∂4K1 и ∂4K2. Пошто је ∂4〈X,Y 〉 = 〈∂4X,Y 〉+〈X, ∂4Y 〉, добијамо да је ∂4(L2 cos c2+L1 sin c2)
ортогонално на D,K1,K2, F1, F2 и наравно на L2 cos c2 + L1 sin c2. Према томе, постоји
диференцијабилна функција α тако да

∂4(L2 cos c2 + L1 sin c2) = α(−L1 cos c2 + L2 sin c2).

Пошто L1 sin c2+L2 cos c2 за сваку вредност параметра y4 лежи на јединичној сфери,
природно је посматрати га као сферну криву γ(y4). На тај начин, уместо да се ограни-
чимо на дати експлицитни облик израза, можемо посматрати произвољну криву γ(y4)
на јединичној сфери која репрезентује тај израз. Штавише, можемо репараметризовати
криву тако да је y4 параметар дужине лука. Тада, избором одговарајућег знака параме-
тризације, добијамо

∂4γ = −L1 cos c2 + L2 sin c2
и

D = −γ × γ′, L1 = sin c2γ − cos c2γ′, L2 = cos c2γ + sin c2γ′.

Нека је K1 произвољно тангентно јединично векторско поље дуж γ, ортогонално на
γ′ и γ × γ′. Тада је K2 = −D ×K1 = (γ × γ′)×K1, F1 = −L1 ×K1 и F2 = L2 ×K1.

Дакле, доказали смо да важи следећа теорема:
Теорема 5.5. Нека је M хиперповрш близу Келерове сфере S6 са четвородимензионом
нул-дистрибуцијом. Тада је M локално конгруентна имерзији

p(y0, y1, y2, y3, y4) = − sin(y0 + c0)γ × γ′

+ cos(y0 + c0)
(

cos(c1 + y1)((sin c2γ − cos c2γ′))×K1 cos y2
+ (cos c2γ + sin c2γ′)×K1 sin y2)

+ sin(c1 + y1)(K1 cos y3 + (γ × γ′)×K1 sin y3)
)
,

где је γ(y4) крива јединичне брзине на сфери, K1 јединично векторско поље дуж те
криве, ортогонално на γ, γ′ и γ × γ′, а c0, c1 и c2 диференцијабилне функције по y4.
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