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HacaoB puceprammje: Heku TumoBum wmHTErpaiuje onepaTrop-BpPeJIHOCHUX (QYHKIUja U
KOMIUJIEKCHUX Mepa ca InpuMeHama Ha JlamracoBe TpancdopMmepe y mjieaanMa KOMITAKTHUX
oriepaTopa

Pesume: OBa jokTopcka juceprarigja ce OaBU MHTETrPAIjoM (DYHKIHja KOje y3UMAa]jy
BPEJIHOCTU y IPOCTOPUMA OrPAHUYEHUX OIEPATOpPa U Yy IPOCTOPUMA KOMILJIEKCHUX Mepa
Ha 3ajaro] o-ajaredpu. IlomeHyTa MHTErpadWIHOCT ce TOCMATpa y OIIITUjeM CMUCTY O
OHOI' KOjH je 3aXTeBaH y TeopHuju cjade MHTEerpaluje BeKTOpcKuxX ¢yHkiuja. I[IpBu meo
JcepTalije TpeTupa HHTerpadmIHOCT (paMInja onepaTopa. YKoauko je (€2, 91, 1) mpoctop
ca TO3UTUBHOM MepOM [ U ako je (&)icq damminja omeparopa u3z B(X,Y), npu uyemy
cy X u Y BanaxoBu mpocropu, Tajia ce 3axTeBa p-UHTerpadmiaHocT dynkIiumje 2 > ¢ +—
(Ax,y*) € C3acrako x € X u y* € Y*. VY ToM ciayuajy J0Ka3yjeMo Ja je BeJIUIMHA
SUD || =y =1 Jo [ (e, y*) | dp(t) xonauna. Ilocmenmu uspas he mam omoryhurn HOpMEparbe
ojAroBapajyher BeKTOpCKOr TpocTopa damuinja omeparopa. Takohe, 3a cako E € M
JOTA3MMO JI0 omeparopa || p i dp(t) ns B(X,Y™), unja je nedunmmmona jeJHAKOCT JaTa
ca (y*, [ “ du(t)z) = [, (Fz,y*) du(t) sa ceako x € X uy* € Y*. [Ipyru 1eo aucepranuje
TpeTupa UHTErpadmwHOCT damMminja Mepa. YKOJUKO je (A¥),cx dammimja KOMILIEKCHIX
mepa Ha (Y, A), tae je (X, B, 1) IpocTop ca MO3UTUBHOM MEPOM [ ¥ YKOJIMKO je 3a CBako A €
A dynkiuja X 3z — N (A) € C p-unrerpaduina raja je Bemausa sup 4 4 [y [N (A)| du(z)
konauHa. llocimenmu m3pa3 he HaAM MOCTYKATH 3a HOPMUPAme O/roBapajyher BEKTOPCKOT
npocropa gamuianja Mepa. Y TOM CjIydajy 3a cBako B € B 1mocToju KOMILJIEKCHa Mepa
[ A" du(z) ma A 3a xojy Baxm ([, A"du(z)) (A) = [, A"(A)du(z) 3a ceako A € A.
Hucepranuja je opranuzosana Ha ciejehu naunn. [Ipsu neo qucepramuje (raunuje [lornasiba
2-4) Tperupa uHTerpamnujy GyHKImja Koje yaumajy speasoctu y B(X,Y). [Hornasme 2 naje
nperJies; J0 cajia MO3HATUX Pe3ysTara Be3aHux 3a uHTerpanujy dbysxiuja y B(H), rme je
‘H cemapabuian XuadbepToB MPOCTOP, U MPE3EHTYje OPUTHHAJIHE Pe3yJITaTe KOjU IPOIIUPY)y
noctojehy Teopujy. ¥ llormasmy 3 npumeyje ce usjoxkena Teopujy Ha Jlammacosy Tpancdo-
pmarujy B(H)-BpeanocHux dbyHKIMja, Koja je /10 cajia pa3Marpana y gureparypu. [lornasibe
4 je 3HAYAJHO jep BPIIU I'eHEPAJIU3AIN]Y y TPABILY NUHTErPAOUIHOCTU (DYHKITN]a KOje Y3UMAajy
Bpennoctu y B(X,Y). Osakas Buj unrerpanuje gedbunucas je npsu myt y pauy [8]. dpyrn
neo nucepranuje (taunuje ITorsaBbe 5) daBu ce mHTerparnujom GyHKIHUja Koje y3UMajy
BPEIHOCTH Y IPOCTOPUMA KOMILIEKCHUX Mepa Ha 33/1aT0j o-aaredpu. Y BeJIeHU TUII HHTET DA~
je je ommruju ox Ilermcosor koumenrta u pasmarpan je y pagosuma [6, 7|. Tlomenytu
PaJIOBU TIPEJICTaB/bajy MPUPOJHY HAIOIPAIEHY M IMPUMEHY UCKYCTaBa CTEUEHUX Y Pajly ca
dyHKIIjaMa Koje y3UMa]jy BPEJIHOCTH y IIPOCTOPUMA OIIEPATOPA, Y3 MPEJICTAB/bAILE OPUTTHA-
JIHAX pe3yJiTaTa KaHIuJaTa ca KOoayTopuma. ¥ JIHCEepTAliju je J1aTO OOM/be KOHKPETHUX
IpuMepa KOju OBY AICTPAKTHY MaTePUjy YUHE JIOCTa MIYCTPATUBHU]OM.

Kimyune peun: nrerpanuja y BanaxoBom npoctopy, IpocTopu orieparopa u Mepa, haMuim-
je omepaTopa 1 Mepa
Hay4una obisiact: Maremaruka
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Dissertation title: Some types of integration of operator-valued functions and complex
measures with applications on Laplace transformers in ideals of compact operators

Abstract: This doctoral dissertation addresses the integration of functions taking values in
spaces of bounded operators and in spaces of complex measures on a given o-algebra. The
mentioned integrability is considered in a more general sense than that required in the theory
of weak integration of vector-valued functions. The first part of the dissertation deals with
the integrability of families of operators. If (2,901, 1) is a space with a positive measure p
and (2 )icq is a family of operators from B(X,Y'), where X and Y are Banach spaces, then
p-integrability of the function €2 3 ¢ — (o, y*) € C is required for every z € X and y* € Y*.
In this case, we prove that the quantity sup =1 Jo (A, y*){ duu(t) is finite. This expres-
sion allows us to define a norm on the corresponding vector space of families of operators.
Furthermore, for every E € 9, one obtains an operator [, .« du(t) in B(X,Y™*), whose
defining property is (y*, [, # du(t) x) = [ (x,y*) du(t) for every x € X and y* € Y*. The
second part of the dissertation deals with the integrability of families of measures. If (A\*),cx
is a family of complex measures on (Y, .A), where (X, B, ) is a space with a positive measure
i, and if for every A € A the function X > x — A\*(A) € C is p-integrable, then the quantity
supaea [y [N*(A)| du(x) is finite. This allows us to define a norm on the corresponding vector
space of families of measures. In this case, for every B € B there exists a complex measure
[, A% dp(z) on A such that ( [, du(ac)>(A) = [, X°(A)dp(z) for every A € A. The dis-
sertation is organized as follows. The first part (Chapters 2—4) deals with the integration of
functions taking values in B(X,Y"). Chapter 2 provides a survey of the known results on the
integration of functions in B(H), where H is a separable Hilbert space, and presents original
results extending the existing theory. In Chapter 3, the developed theory is applied to the
Laplace transform of B(H)-valued functions, which has been previously considered in the
literature. Chapter 4 is significant because it generalizes the integrability of functions taking
values in B(X,Y). This type of integration was first defined in [8]. The second part of the
dissertation (Chapter 5) deals with the integration of functions taking values in spaces of
complex measures on a given o-algebra. The introduced type of integration is more general
than Pettis concept and has been considered in [6, 7]. These works represent a natural ex-
tension and application of the experiences gained from working with functions taking values
in operator spaces, including original results of the candidate with coauthors. Numerous
concrete examples are included, making this abstract material much more illustrative.

Keywords: Banach space integration, spaces of operators and measures, families of opera-
tors and measures
Research area: Mathematics

Research sub-area: Mathematical analysis
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IIpearosop

Teopuja uHTerpanuje GpyHKIMja Koje y3uMajy BpejHocTH y Bamaxosum' mpocropuma je
rpaHa MaTeMaTUKe KOja ce HaJIa3u y npeceKy kjaacudHe Teopuje Mepe u mHTErpariuje ca jeiHe
crpane n QyHKIMOHATHE aHAIM3€e ca JApyre crpaHe. OBa obyiacT MaTeMaTHKe ce pa3BUjasia
Kao IPHUPOJIHO IIPOIIIperhe T00po Mo3HaTe Teopuje Jleberose’ mmrerpamuje, Teopuje Koja ce
n3ydyaBa Kao CTaHJAPJIHU Je0 YHUBEP3UTETCKUX IpOrpamMa Ha CBUM DPEJIOBHUM CTYyAUjaMa
MaTeMaTHuKe.

[IpBu 3Hauajan Kopak y OBOM IIpaBily Hampasuo je @pemre’ nogerkom 20. Beka, yBojehn
rmojaM WHTerparuje (GyHKIMja ca BPEJIHOCTUMA Yy HOpMHUpaHUM IpocropuMa. UMmak, mpasa
OCHOBa JIaHAIIILE TeopHje MOCTaB/beHa je KacHhje Kpo3 pajiose o Borweposom' unitieipany.
Boxuep je 1933. romunue y pany [12| nedunucao wnrerpas dyHKIMje ca BpPeIHOCTHMA
y BamnaxoBom mpocTopy Kao mporuperme KjiaacudHne JledberoBe Teopwuje, rie je MPBH IIyT
TpeTupaHo nurame uHrerpaduanoctu dbyuxkmuje f : [a,b] — X. Ilokazano je jga ce moj
M3BECHUM YCJOBUMA MOYXKe JePUHUCATU IeH UHTErpasl Ha HAYUH KOjU je aHAJIOTaH OHOM Ka/la

pasmarpamo Jlederos marerpan ckanapue dyukuuje f : [a,b] — C.

BoxuepoBa Teopuja mHTErpaiuje mocraja je OCHOBa y MHOTMM obJjiacTuMa MareMaTudke
aHaJinu3e Kao U y meHuM npumenama. Mehyrum, mokazaso ce j1a Boxuepos mHTErpas mma
ozipehena orpannversa, mpe cBera jep ce 3aXTEBa jaka MeppUSOCTl (DYHKIINje TUju UHTErPAJT
2KEJIMMO JIa OJIPEJIUMO, IITO Jlajbe MOBJAYM CKOPO CBY/Ia CENapadWJIHOCT CJIMKE pasMaTpaHe
dbyukuuje (ca TuM y Besu BujeTu nosHaTy [lewucosy’ Weopemy 0 MepOUSOCTIU, Koja je y
0BOj Jcepralnuju HasejeHa kao Teopema 1.20).

Hagsesiern paziio3m cy 70Besn /10 pa3Boja M aJTEPHATUBHUX KOHIIENITA MHTErparuje, Kao
mro je ypabeno y Ilerucosom pasy [66] uz 1938. roaune, xojum ce omoryhasa unTerparmja
dbyHKIMja U3 MHUpe Kjaace. 3a Pa3juKy OJl MOMUIAHOI KOHIENTa BoxHepoBe mHTErparuje
BEeKTOpPCKUx dyHkmuja, I[letucos Wul uHWEIpayuje KOPUCTH CJAAOUjU TUII MEPJHUBOCTU U
omMoryhaBa WHTerpalujy Kako y HEKOMILJIETHUM TaKO W y HecernapaduJIHUM HOPMUPAHUM
npocropuma. Ca gpyre crpase, [leiucos unitieipas He TOCeyje CBe OCOOMHE KOje MMa
BoxuepoB mnTerpas, mro orpanndaBa IpUMeHY OBOT' THIIA HHTETPAIje.

Kacuuju pasBoj Teopuje nnrerpaiuje GpyHKIIja KOje Y3UMajy BPEIHOCTH Y HOPMUPAHUM
npocropuMa yibyayje Jangopgos’ u Iewpargos’ unilieipan Kao I pazMaTpamba HHTETPaIje
y KOHTEKCTY gexiiopckur mepa. CBU HaBeIEHN TUIIOBU WHTETPAIlije JOMPUHE N Cy 3HaATajHOM
yTHI]y Ha MoJilepHy MaTteMaTnuKy aHaJm3y Kao 1 00JbeM padyMeBaiby CTPYKType banaxoBux

IStefan Banach (1887-1945), mojbcku MaTeMaTHIap

2Henri Léon Lebesgue (1875-1941), dbpaniyckn MaTeMaTHIap

3Maurice Fréchet (1878-1973), dbpaniyckn maremaTuaap

4Salomon Bochner (1899-1982), aMepnaky MaTeMaTHIap HEMATKO-TOHCKOT TIOPEKITA
°Billy James Pettis (1913-1979), aMepnaku MaTeMaTHIap

®Nelson Dunford (1906-1986), amepuuxu MaTemaTuaap

"Israel Moiseevich Gelfand (1913-2009), coBjeTcKu 1 aMepUYIKH MaTeMaTHuap
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npocropa a u came @ynkimonanHe amammse. Kiacmuna monorpadwuja [25] ducrema® n
Vina’ je mmcana y m3yseTHO NpersieHOM CTHJIy U oMoryliaBa cucTeMaTHdaH yBOJ y OBY
Marepujy. Tokom majarama MaTepujaja y OBOj JucepTaruju gurtajal he dutu ynyhen u
Ha pa3Hy J0/aTHY Jaureparypy. KoHCTpyKIHje MOMEHYyTHX THUIIOBA BEKTOPCKHUX WHTErpaJia,
Koje ce Hajuenrhe Be3yjy 3a umena boxuepa, Ileruca, Handopna un l'esbdanma Hucy meo
pesoBHUX KypceBa Anasuze. 13 Tor passora hemo y Iloriassmy 1 us3imokuTu pesysirare oBe
Teopuje HaBojehu oxroBapajyhe pedepenre. 3a Heka 1mo3HaTa TBphema, Koja UMajy yTHUIA]
y KaCHUjUM pa3MaTparbUMa BE3aHUM 3a JI00Ujarbe OPUTMHAJIHUX Pe3yJITara, M3JI0KUNeMo U
nokaze. Ucrakammo mocedHO j1a he y OBOM IMOIJIAaBJ/bY, KOje Ce OaBU IPErJIeJIOM MO3HATUX
JieJIOBa Teopuje, OUTU MMPE3eHTOBAHA M TeOPeMa O CIIEKTPAJHOM MOJIYyIPEeYHUKY BoxnepoBor
HHTerpaJia Koja je HeJaBHO ImydiaukoBana y [73].

3 OBa JOKTOpPCKa JucepTaliija TPeTUpa MHTerpanujy QpyHKIuja, ¥ cAG0oM CMUCAY, KOje
Yy3UMajy BPEIHOCTH y ImpocTopuMa orpanndenux omneparopa B(X,Y) usmby jBa Hopmupana
[IPOCTOPa Kao U y MPOCTOPUMAa KOMILIEKCHUX Mepa Ha J1aToj o-aaredopu. Tepmun caada oBie
Tpeda y3eTH y IUpeM CMUCIY jep je mpernusHuje pehu mga ce mMoOMeHyTa WHTETPAOUITHOCT
IIOCMAaTpa Yy CMUCJY KOJHU je ONIITHjU Tj. CJIadUju O MO3HATe Teopuje cjaade MHTerparuje
BeKTOpCKUX dyHKImja. Jomen dpyuxnuja unjy hemo nHTErpaduIHOCT pa3MaTpaT yIIaBHOM
he duTn arcrpakTan MepJbUB IIPOCTOP ca MepoM. J[Ba yIrpaBo moMeHyTa HOpMHUPaHa IIPOCTOPa
(mpocTopu omepaTopa 1 MpoCTOpH Mepa), Koju cy Hajuerrthe BanaxoBu, cBaKako mpeicTaBbajy
M3y3eTHO OWTHE MpocTope Kako y DyHKIIMOHAIHO] aHAN3N TAKO W y FHeHUM Pa3HOBPCHUM
npuMeHama. TurmoBu nHTErpaluje yHKIHja ca BPEJIHOCTUMA Y OBUM IIPOCTOPHUMA, KOju he
duTu nmpesenToBanu, cy yormremna [lerucose 1j. dandopose nnrerpamnuje u duhe n3jioxKeHun
KpO3 pesyisrare u3 pajosa |73, 52, 6, 7, 8, 37| Ha KojuMa je ayTop OBe JUCEepTAIHje yIeCTBOBAO
CaMOCTaJTHO WU Y KoayTopcTBy. Takobe, y 0oBoj aucepraruju he Outu npe3eHTOBAHU W HEKH
OPUTMHAJIHU PE3YJITaTH KOjU 7O CaJa jOII YBEK HUCY ITyOJTUKOBAHM.

IITto ce Tuye opurumHAJIHUX pe3yJTaTa, OBa JAUCEpPTalldja je OpraHu3oBaHa Ha cjeiaehn
HaunH. IIpsu neo mucepranuje (Ilormasma 2, 3 u 4) Tperupajy nHTerpamnujy GyHKIHja Koje
y3UMajy BPEIHOCTH y MPOCTOPHMa orpanndenux omneparopa B(X,Y).

VY Iornasmwy 2 majemo mperJiest 10 caja Beh mo3naTux pesy/arara Be3aHUX 3a WHTErPAIl]y
dbyukuuja koje ysumajy spegnoctu y B(H), npu demy je H cemapadusan Xunbepros'’
npocrop. Takohe, y oBoM moryiaBiby Jucepraiuje JajeMO W OPUTHHAJIHE Pe3yJITaTe KOju
npomupyjy Beh nocrojehy Teopujy umju je nmoderax jgedunucan pajgoBuMa rpodecopa lanka
Jonuha, npu wemy Tpeda uzmBojuru paj [42] kao u mokropcke jpuceprammje |55, 61] koje cy
onmopamene Ha MaremaTuakom dakynarery Y HuBep3uTeTa y Beorpaiy a Koje cy yCcKo rmoBe3aHe
ca OBOM TeMaTUKOM. Besumku yTuiiaj Ha oBy JUCepTAIUjy je UMaJjia U JOKTOPCKA JTUCEPTAIN]ja
[60], jep cy u3paze mucepramumje [60] u oBe TekJe mapaJsieHO, TIPU YeMy Cy DPe3yJTaTh 00e
JcepTanje u3y3eTHO OJIMCKE y OJJHOCY HA TEMATHKY U IUTarba Koja n3ydanajy (Tpeda nmarn
y BUJLY U 3ajeJHUYKU paJi [51] 9uju cy JesioBu HANLIM MecTa y 00€e JUcepTaluje).

V Tornassby 3 ce basumo Jlamnacosom'! Tpanchopmarmjom B(H )-BpegHocHnx dbyHKIHIjA
Kao W HejeJHAKOCTHMa Koje ce TPUPOIHO HajaoBe3dyjy Ha Beh mocrtojehe pesynarare. OBo
[IOTJIaBJ/be TPEJICTaB/ba IPUMeHy u3sJyioxkeHe Teopuje y [lornasipy 2.

IlorytaBbe 4 3nHa4ajHO TIPOAYO/BYje pe3ynarare uziioxkene y llormasmy 2 jep ce pa3zmarpa
uHTerpanuja GyHKIpja Koje y3uMajy speasocru y npocropy B(X,Y), npu yemy cy X u Y

8Joseph Diestel (1943-2017), aMepraKn MaTeMaTIIap

9John J. Uhl (1940-2010), amepuuku MaTeMaTHIap

David Hilbert (1862-1943), Hemaukn MaTeMaTHIAP

UPierre-Simon Laplace (1749-1827), dbpaHIlycKu MaTeMaTuyap U acTPOHOM
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Banaxosu mpocropu. Tpeba manmomeHnyTu Jia je oBakaB BUJ MHTerpaiuje Jie(pUHUCAH TPBU
nyT y pasy [8].

Hpyru neo ose jaucepraruje Tj. pe3yiararu Koju cy cajpxkanu y Iloriasmy 5 ce dase
uarerpamnujoM GyHKIHja KOje y3UMajy BPEIHOCTU y MPOCTOPUMAa KOMILIEKCHUX Mepa Ha
3aJ1aT0j o-aJredpu. YBeJIeHU THI MHTerpaluje oBakBUX (pyHKIHja je ommruju Hero [letncon
KOHIIENIT HHTerpaliije u NpBU MyT je pazmarpat y [6] a 3atum u y pamy [7]. Tpeba mHanomenytn
Jla je TPWJINKOM Hu3paJie OBHX pajoBa KOPHUIINEHO HMCKYCTBO KOje CMO JI0 cajla CTEKIU Yy
pajay ca pyHKIHIjamMa Koje Y3UMajy BPEJIHOCTH y IPOCTOPUMA OMEPATOPA, TJIe je Y IMOCIIE/ e
JiBe JieTieHnje 00jaB/bEHO BUIIE JIECETHUHA PAJIOBa Y MMO3HATHUM M Mel)yHAPOIHO NMPU3HATUM
qaconucuMa. Takohe, HAIOMEHNMO /1@ HEKHU JeJIOBH MOMEHYTHX pajoBa [0, 7| Hucy yruim
y cacTaB OBe JucepTallfje, Hajipe 300T oOMMa came JUcCepTallfje ca jeJlHe CTPaHe JIOK je
ca Jipyre cTpaHe Ha TO yTHIAJa W TeMaTHKa W TeXHWKa TpeTupama poodsema. Hamnwme,
pa3maTpaHa Cy U HeKa MHuTama Koja ce Tnay (CroxacTuyke aHajnu3e Kao u TomoJoruje.

Tpeba HaIOMEHYTH @ je BEJIUKU MOJICTPEK Y UCTPAXKUBALIMA Koja hie OuTu rnpesenToBana
y OBOj JIUCEPTAIUjH JIaT OJI CTpaHe KoJlera KoayTopa Ha IIOMEHYTHM paJioBuMa. KeanM ja ce
3aXBaJIMIM Hajiipe MeHTopuMa 1pod. ap dauky Jomuhy u npod. ap Mumomry Apcernosuhy Ha
MIPUIIPEMU TIOMEHYTHUX PaJioBa Ha KojuMa je Da3umpaHa OBa jucepTalja. Benuku jgompuHoc
MEHTOpa IPeJCTaB/ba W CaM IIPOIEC MOI' IIKOJIOBaba HA JIOKTOPCKHM CTY/IUjaMa Kao |
3ajeJIHNYKO aHTayKOBaIhe KOjeé CMO MMAJIM y HACTABHOM IIPOIECY Ca CTYJIEHTHMA, PUIUKOM
KOT' CMO BOJIMJI MHOT'OOPOjHE JINCKYCHje Be3aHe 3a MAaTeMaTUKy Kao HAyKy Kao W JIUCKYCHje
O TOMeE KAaKO TpPeIaBATH MAaTEMATUKY.

Benuku ponpunoc y dhopmupaiby JIpyror jesa oBe JucepTaluje J1ao je u ap Biaajgumup
Boraues, npodecop na MockoBckoM JipzKaBHOM yHHBep3uTeTy JIloMoHOCOB Kao m Ha Burmioj
IKOJIM 32 eKOHOMHjy Vv MocKBHU, ca KM CMO PaJIUjIu Ha KOHIIENTY WHTerparuje QpyHKIHja
KOj€e y3UMa]jy BPEJIHOCTU y IMPOCTOPUMa Mepa.

Takobhe, xenum ga ce 3axBajymMm kojerama jap Credbanmy Mwmnomesuhy n ap Mumany
JlazapeBuhy, Koju ce baBe TemMaMa Be3aHUM 3a UHTETI'PAIIN]Y OllePaTOP-BpeIHOCHUX (DYHKITH]ja,
kao u pod. 1ap Crexann zZKuskopuh 3naranosuh, ap [lerpy Menenrujepuhy u ap Credany
UBkoBuhy, uianHoBuMa KOMUCHje 3a IIperJiesi W OIleHy OBe jaucepraruje. Komenrapm u
cyrecTuje MOMEHYTHX KOJiera Cy 3HA4YajHO JIONPUHENe KBAaJUTETy OBOI pajia, IIOCEDHO Yy
IIPUIIPEMU KPajibe Bep3uje OBe JIIcepTalimje.

Ha xpajy, xketuM j1a ce 3axXBaJiIM IIPUjaTe/bUMa U KOJEraMa ca CTYIuja Jap XPaHUCIaBY
Crankosuhy, Matuju Munosuhy u Crepany Munmamunosuhy. [lomeryre Kostere cy yBek omire
CIIpEMHE Ha JIpy’Kehe W Ha PA3roBOP O CBUM TeMaMa Ia M O MaTeMaTHIU. YIIPaBO 3aTo, y
pa3HUM JIeJIOBUMa OBa JIUCEPTAIIN]ja je Ha OCHOBY HbUXOBUX IIPEJJIOra, KOMEHTapa U CyreCcTHja
MOITPUMIJIa 3HATHO KBAJIMTETHUJU OOJUK. Y (PUHAIHO] BEP3HjU TEKCTa OBE JIMCEpPTAIlnje
koJsiera jip MBan Jammanosuh je nMao HU3 KOHKPETHUX jJE3UUKUX U CTUJICKUX ITPEJIJIOra KaKO
HEITO OOJbe HAIUCATH, IIPU YeMy MY C€ OBUM IIyTeM HAjUCKPEHUje 3aXBaJbyjeM.

Y Humy un Beorpasy, HoBembdap 2025. rojuue






I'maBa 1

OcHoBHU 1TOjMOBHM U TBphema

Kao mro cmo Beh peksin, y oBOM moryiaB/by hemMo yBeCTH OCHOBHE O3HAKe W HAIIPABUTH
npersies Beh mocrojehe Teopuje koja he ce kopuctutu y oBoj jaucepraruju. Heka TBphema
hemo camo HaBecTH jep Cy JIOKa3HW OIIIITe MO3HATU JOK heMo HeKa TBphema M JIOKa3aTH,
YKOJIMKO Cy UJieje JIOKa3a OUTHe 3a JIa/bh paJl Wi YKOJUKO ce PAJIU O TBphHemuMa Koja HUCY
JIe0 CTaHIAPIHUX KypceBa Maremarnydke aHasuse.

Axo je z € C rama nedunumemo sgn(z) = %, ako je z # 0 u sgn(z) = 0, ako je
z = 0. ¥Ykosuko je V Bekropcku npocrop (Hax mobem R maum C) u S C V) rama hemo ca
lin(S) osmauaBaru auneapHu omotway Tj. aunean ckyma S. Takobe, ca dim V' ozmauaBamo
aazebapcky gumenaujy BeKTopckor mpoctopa V. IlpocTop cBux JimHEApHUX U OrPAHUIEHUX
oneparopa m3mehy Banaxosux mpocropa E u F' je oznauen ca B(FE, F). [dyamau mpoctop
B(FE,C) npocropa F je o3naden ca E*. IIpocTop KoMIakTHUX omepaTopa Koju Jesyjy usmehy
E u F je oznauen ca Co(F, F). Yromuko je E = F rtaga kopuctumo oznake B(E) n Co(F)
Uy TOM CIy9ajy ugeHuwky Tj. jeguruytu oneparop Ha F o3nadaBamo ca Ip mau I. Ako je
A € B(F) tana je cauka oneparopa A oznauena ca R(A), T0K je HEroBo je37po 03HAYEHO Ca
Ker(A). Kopucruhemo u cranmapaay noramujy (e, €*) 3a gyaano cuapusaree uamehy E u EY,
Tj. yKOJIHKO je e € E u e* € E* tana hemo xopucturn 3anuc €*(e) = (e, e*). Nzomerpnuxn
n3omopdusam npocropa F u F o3nagaBamo ca F = F.

[Mapruruan ckyn ckyna A he durn oznauasan ca P(A). ducjyukrHe yHuje ckymoBa A
u B osmagaBamo ca A LI B, jok he ce mcra HOTaIja KOPUCTUTHA U 38 MPOU3BOJbHE YHUJE.
Ykonuko je F damuiauja mojickynoBa cKymna X, Taja he HajMama o-ajredpa Ha X Koja
caapxku damuinjy ckymnosa JF dutn o3nadena ca o(F).

Heka je (X,9, u) upocrop ca mepom. Jla ducmo m3dersin TpuBmjasHe ciydajeBe y
pasmarpamuMa npernocrasbamo ga je 0 < pu(A) < +oo 3a Heko A € M. Kaxemo 1a
je ckyn A € O o-KOHAYAH y OJHOCY HA MEPY (i aKO MocToju Hu3 cKymoBa (Xi)eny u3 M
Taxap ja je A C |J2 Xy u (X)) < 400 3a csako k € N. Bopenosa! o-asiredpa na [0, 1]
je osHadena ca B ) /10K je Bopenosa o-anredpa Ha R* ozmauena ca Bj. Ommruje, yKOImKo
je (Y,d) merpuuku npocrop taja hiemo BopenoBy o-airedpy Ha Y WHIyKOBaHYy METPUKOM
d osnauasatu ca By. Takobe, Jleberosa mepa ma R* je ozmauena ca my 10K je y ciaydajy
peaJiHe IIpaBe o3HaKa m = m,. Jupakosa’ Mepa y Tadku a he duTn o3HauasaHa ca J,.

Ykosmmko je N o-anredpa m 4 TO3UTHBHA Mepa Ha HOj Tajla hemo ca M" ozmavasarn
Komasetmiuparoe o-ajredope M y ogHOCY Ha Mepy . Mepa j1odujeHa y mocTyNKy KOMILIETUPAha,
o-anredbpe 9N y omHocy Ha p Omhe o3HavyeHa ca . Kpos 1eo TeKcT oOBe Jauceprarmje,
OJT [-MepJbUBOM (YHKIMjOM mojpasymeBahieMo GyHKIM]y Koja je MepsbhuBa y OJIHOCY HA

"Emile Borel (1871-1956), dbpamiyckn maTeMaTnaap
2Paul Dirac (1902-1984), Spurancku puznaap u MaTeMaTuIap
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OcrHosHu wojmosu u wephera

KOMILIIETHPAIHE O- aﬂre6pe I y ogHOCY Ha Mepy L Tj. y ogHocy Ha M. Burho je mcralin na
3a cBaky cBaky O -mepsbuBy dyukimjy g : X — C nocroju dynxmmja f : X — C xoja je
9MN-MepJ/buBa U jejHaka [i-cKopo cByza ca f (Bumern [28, IIpomnosunumja 2.12|).

Akoje f € Ll(X m ,u) OH,Z[a ca f dp : 9 — C oznagaBaMo KOMILIEKCHY Mepy AeUHUCAHY
uspaszom (fdu)(A f A 3a cBako A € 9. @yukimja f ce decTo y aureparypn
Ha3WBa 1YCWUHG Mepe f d,u mna heMo 1 y OBOj JIUCEPTAIjU KOPUCTUTH OBaj TepMuH. [lozraro
je (Bumern ump. [9, Iormasme 9|) na ce Wowasna apujayuja KoMIiLieKcHe Mepe fdu Ha
ckyny A € 9 moxke uzpadynaru ciegehom dpopmysom:

(L1) (A / (@) dule

Y 0BOj aucepranuju 4ecto heMo KOPHCTUTH JOOpPO MO3HATE TeopeMe KOHBErpEeHIHje 3a
ckaJslapHe yHKImje, Tj. Teopemy o gomunanmino] xonsepienyuju u Teopemy o MOHOTOHO]
rxoneepienyuju. Pamanm kpaher 3ammca, 3a oBe Teopeme hemo kopuctutu o3nake T/IK u TMK.

Hexka je DM o-anrebpa Ha ckymy Y. AKo je v npedpojuBO aJuTUBHA KOMILJIEKCHA MEpa
Ha N u B € N, tana |v|(B) o3nagasa Toranny Bapujanujy mepe v wa B. Ilpocrop cBux
KOMILJIEKCHIX Mepa Ha N je ozHaveH ca ca(Y, M) u y nuramy je Banaxos mpocrop ca HopMoMm
lv|| = [v|(Y) (Bumeru |9, Ilormasme 9, Pesynrar 9.18]). Axko je v € ca(Y,M) tana je
dbynxmmja 7 : N — C para ca U(B) = v(B) 3a cBako B € N enement npocropa ca(Y, N)
u Baxku jegnaxoct |v|(B) = |7|(B) 3a cBako B € 9. CBaka KOMILIEKCHA Mepa I TeHEPHUIIe
peane mepe Rev = $(v +7) n Imv = (v — V) na o-anredpn M. Jacho je ma Baxnu
paznarame v = Rev 4+ i Imv.

YKosmKO je v peanHa Mepa (Mepa ca 3HakoMm) Ha (Y,N) Taza 3a ceako B € 91 Baxku

(1.2) sip (O < W(B)<2 sup [v(C).
CCB,Cem CCB,Cem

[Tpumenom (1.2) va Rev u Im v umamo na 3a npoussossHO v € ca(Y,MN) u B € N Baxku

(1.3) sup |v(O)| < |v|(B) <4 sup |v(CO).
CCB,Cen CCB,CeNn

JIema 1.1. [/8] Hexa je v € ca(Y,MN) u B € N. HHocwoju ckya N > By C B wakas ga je

(1.4 (Bo)| > —IvI(B),

Ba gary mepy v Ha o-anaredpu M ca cal (Y, N) hiemo o3HavaBaTH BEKTOPCKHU IPOCTOP CBUX
KOMILJIEKCHIX Mepa A Ha ) Koje Cy alcoAyline HeUpexughe y OIHOCY Ha U, Tj. TaKBHUX /4 je
A < v. Takobe, ca® (Y, D) o3nauaBa BEKTOPCKHU IIPOCTOP CBUX Mepa A Ha 1 TaKBUX Jia je Mepa,
A cumiyaapHa y omHOCY Ha U, mTO hemo o3nauaBatu ca A | v. (Oda BeKTOpCKa IIPOCTOPa
ca(Y,MN) u ca’(Y,MN) cy 3arBopena y Banaxosom mpocropy ca(Y,N).

Bancra, Heka je A € ca(Y, M) u A ¢ ca?(Y,M). Caequ na nocroju By € I Takso 1a je
v(By) =0 u A(By) € C\ {0}. Heka je 6 = |A\(By)| > 0 un € ca,(Y,N). Umamo 1a je

A =7l = A =nl(Y) = [(A = n)(Bo)| = [AM(Bo) —n(Bo)| = [AM(Bo)| =4

jep je n(By) = 0 300r n < v u v(By) = 0. Hakje, y Ky MOJIyIPEeIHIKA g OKO eJIeMEHTa,

A € ca(Y,MN) nema esemenara u3 cal(Y, M) ma je ca’ (Y, MN) 3arBopen mormnpocrop banaxosor
npocropa ca(Y,MN).



OcrHosHu wojmosu u wephera

Hanomenumo ja je npocrop ca (Y, ) usomerpuuku uzomopdan ca L'(Y, I, v) ykoauko
je Mepa v o-KOHaJHa.

Axo je A = A% + \® Jleberosa nexomuosuimja Mepe A € ca(Y,N), rae je A% € cal(Y,N)
u \° € ca(Y, M), rama Baxu |A|(B) = |\*|(B) + |\*|(B) 3a cBako B € M.

Hajuerthe, Banaxos npoctop ca(Y, M) uuje cenapaduman jep Baxu ||6,, — 0,,|| = 2 3a cBe
y1,Y2 € Y, y1 # yo. Ilpumernmo ma Banaxos mpocrop ca(Y,D) moxke dutu mcTOBpeMeHO
beckoHavHe JuMeH3HMje U cenapadmiad. 3ancra, ykouauko je A € ca(N,P(N)) onma ce
A wnenrudukyje ca (L,(A))nen € €' tae je L,(A\) = A({n}) 3a cBako n € N, u osa
unentudukanmja omoryhasa mzomerpuuku usomopdusam usmehy ca(N, P(N)) u ¢'. Huz
(L(X))nen je Pagon®- Huxogumos' useog mepe X y omnocy Ha dpojauky mepy Ha N. Taxie,
upocrop ca(Y, M) je beckoHauHe AUMeEH3Hje a jecTe cenapaduIaH.

Hapeana tBpheme je 100po mo3HATO M3 CTAHJIAPIHUX KypceBa Koju ce daBe Teopujom
Mepe U MHTerpallje.

JIema 1.2. [5, Cwas 3.25] Heka je v konauna mepa na o-aaiedpu N u nexa je N renepucana
aoganieopom B. Taga 3a csaxo € >0 u B € N wocwoju By € B 3a koje je v(BABy) < €.

Axo je B noganredpa o-anredpe M, Tazga hemo 3a maru ckyn B € B ca 7w(B) o3nauaBaTu
KOJIEKIIN]y CBUX KOHAYHMX IapTHUIMja cKyla B Ha moiackymnose u3 ajuredpe BB. Takas ckym
je mempasan jep oumrsegao Baxku {B} € w(B). Hapeana nema he mam dutu on 3Hauaja y
IToryaBsby 5

Jlema 1.3. Hexa je v € ca(Y,MN) u nexa je N tenepucana wogantepbom B. Taga sasrcu

(1.5) lv|(B) = sup Z lv(C)| sa ceaxo B € B.

PGWB)CGP

Jlokas. Osnaunmo gecny crpamy jeauakocru (1.5) ca |v|g(B). Taga je |v|g(B) < |v|(B).

Yamumo konauny napruiujy @ = {D1, ..., D,} ckyna B #a nojckynose u3 9 u ojadepumo
¢ > 0 npoussossuo. Ha ocnosy Jleme 1.2 nocroje ckynosu E; € B taksu na |v|(D;AE;) < 5
3a j € {1,...,n}. Heka je F; = E;N B € B 3a cBako j € {1,...,n}. Kaxo Baxu
D;AF; C D;AFE; nobujamo mejemnaxoct |v|(D;AF;) < 5 3a ceaxo j € {1,...,n}. Jlako
ce mposepasa na Baxu F; N F, C (D;AF;) U (DyAF,) u saro [v|(F; N F) < 2% 3a cee
Jked{l,....n}, j #k.

®opmupajmo caga naprutujy P = {Cy,...,C,,Cyi1} € w(B) Tako mro jeduHuIeMo
C, = FiraouC; = F;\ (FyU---UF;_;) 3a ceako j € {2,...,n}. Taxobe, nexa je

Chir =B\ (R U---UF,). Taza mamo
;|y(c>|>§;|u(cj cly+z< |—y(gpmpk>'>
> [v(F1)] + Z (IV(FJ')I - ; V| (F; ﬂFk))
>3 W(F) -2 > Z( ——)—25 §|V(Dj>|—3e.

j=1 7=1

3
|
3

Yanmajyhn ¢ — 0+ mobujamo |v|s(B) = > 7, [v(D;)|. Ilpenackom cana ma cympemyM 1o
cBUM Tapruijama (Q godujamo u wejennakocr |v|g(B) = |v|(B). O

3Johann Radon (1887-1956), aycTpujckn MaTeMaTHIap
1Otto Marcin Nikodym (1887-1974), mosbcku MaTeMaTHIap
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OcrHosHu wojmosu u wephera

Y pasauMm paszmarpamuMa y llornasy 5 duhe HaM 0 KOPUCTHU JIa TTOCTOJU TE€HEPATOPHA
moiaryiedpa pasMarpane o-ajredpe Koja je jorr u mpedpojuBa. Ca TuM y Be3u jajemo ciaeaehy

JneduHUIHjY.

Hedbunaunuja 1.4. Hexa je na ckyuy Y gatua o-antedbpa N. Kaowcemo ga je o-artedpa N
upebpojuso tenepucara yrkosuko toctoju ckyt {B, : n € N} C N wakas ga je najmaroa
o-antebpa xoja cagpotcu ey { By, : n € N} jegnaka N, wj. o({B, : n € N}) =MN.

VYKOnKO je o-ajaredpa mMpedpojuBO TeHepucaHa TaJia MocToju mpedpojusa aaredpa B C N
Koja renepure 1.

JIlema 1.5. Hexa cy (X, M) u (Y, N) meprpusu Gpoctiopu ca Upedpojuso 1€HEPUCAHUM O -
anatebpama. Taga je o-arredpa M QN na ckyay X X Y uapedbpojuso ienepucana.

Jlokas. Heka je M = oc({A, :n € N}) u Mt = oc({B,, : m € N}). ITocmarpajmo npedpojuBy
damvunmjy npasoyraonnka R = {4, X B, : n,m € N}. Ounrnenno je o(R) C M @ N.
Ba dukcupano n € N nocmarpajmo A, := {B C Y : A, x B € 0(R)}. Tana je A, o-
anrebpa Ha Y. Kako B, € A, 3a ceako m € N (jep je A, X B,, € R), ciequ N C A,.
Haxiye, 3a ceako n € N u cBako B € M Baxu A, x B € o(R). Caua, ako je B € N
npou3BosbHO Taja je {A C X : A X B € o(R)} jenna o-anredpa na X koja cajpxu A,
3a cBako n € N. Opmasne ciequ ma {A C X : A X B € 0(R)} canpKu u cBaKd CKyIl W3
M = o({A, : n € N}). Horazamu cmo na 3a cBako A € M u B € N Baxu A X B € 0(R),
omakie caeqr MXN=c({Ax B: AeM, BeMN}) Co(R). Hakie, o-anredpa M @ N je
IpedpOjuBO Te€HEPUCAHA. [

Y Ilormassmy 5 wecto hemo pamutu ca dbamminjama mepa (A*),cx Ha UCTOj o-aaredpu
M u duhe nam norpebua mepspusoct dyukuuje X > x — sup{|\*(B)| : B € 9} € R.
MepspuBocT oBako jsecbunucane yHkiuje he 00e30eMT HAPEIHN TEXHUYKU PE3YJITAT IO
IIPETIIOCTABKOM J1a je o-ayredpa Il npedpojuBo rernepucana.

Jlema 1.6. Hexa je o-aatebpa N tenepucara ariebpom cxkytosa B u X € ca(Y,N). Taga je
(1.6) sup |A(B)| = sup [A(B)|.
BeB Ben

Aogattiro, axo je A\ peasna mepa Waga 6astce jegHaKoCTU

(1.7) sup A\(B) = sup A\(B),
BeB Ben
(1.8) érég)\(B) = Elzrelgt)\(B)'

/loxas. TlosHato je ma je cBaka KOMILIEKCHA Mepa OrpaHHYeHa. 3aTO Cy 00a CylpeMyMa W3
(1.6) xonauama. Heka je L = supp.p|A(B)| 1 R = supgeq |A(B)|. Jacuo je na Baxu L < R.
Hexka je e > 0 nmpousBosbro. Ilocroju ckynm B € 91 rakas na je R — e < |A(B)|. Kopucrehn
Jemy 1.2 manasumo ckyn By € B 3a koju je |\[(ByAB) < e. Caga umamo ja je

R—e<|\B)

INB\ By) + \(BN By)|

= [M(B\ By) + (AM(BN By) + A(By \ B)) — A(By \ B)|
< [A(B\ Bo)| + [MBo)| + |A(Bo \ B)

<N Bo)| + |AM(BABy) < [MBy)|+e< L+e¢
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OcrHosHu wojmosu u wephera

Baro, 3a cBako ¢ > 0 mmamo R < L + 2¢. Oparne ciequ R < L. Ilpumernmo ga ce
jemnakocr (1.7) nokaszyje diarom Mmomudukanujom roper nokasa. 1ITo ce Tuue jeanakocTu
(1.8), mpumenumo jemnakocr (1.7) ma peamny mepy —A. Jlodujamo ja BaxKu jeqHAKOCT
supgeg(—A(B)) = supgen(—A(B)), mro je ekBuBasentHo ca (1.8). O

Caneneha jiema he nam duTn KOpuCcHa y KOHCTPYKIUju MepsbuBux (yukmnuja y [lornasimy 5.
Harmacumo na je y pazy [7] oBo TBpherme npumermeHo be3 HaBohema J0Ka3a WK OAroBapa-
jyhe nureparype. Takobhe, Tpeda HAIIOMEHYTH Jia y JIATEPATYPHU IIOCTOje TeopeMe Koje ce baBe
MepJ/bUBUM U3DOPHUMAa; y TOM TOrJepy yiyhyjemo unraona Ha pedynrare u3 |13, Cekmuja 9,
[Mornassbe 6]. Kako y Hammem ciiydajy KOHCTPYHIIEMO Mep/buBe (DYHKIM]E YUju Cy KOJOMEHU
KOHAYHU CKYTOBU, Y MOTYNHOCTH CMO @ JIAMO U JIUPEKTaH JIOKA3.

Jlema 1.7. Hexa je M > 0, (X, M) meprus apoctwop, (Y,d) mewpuvku apocwop, S C'Y
konauwan ckyt u wexa je f: X XY — [0, +00) M ® By -meprusa Pynryuja.

(a) Axo 3a ceaxo x € X wocmojuy € S wakso ga je f(x,y) > M, waga mosrcemo 0gadbpattiv
dyrnkuujy X 3 x — y(x) € Y xoja je (M, By )-meprusa u 3a kojy saoscu y(xr) € S u
f(z,y(x)) > M 3a cearo x € X.

Lf (z,y1)— f(2,y2)] > M
d(y1,y2) ’
waga mootcemo ogadbpawmu dymnryuje X > = — yi(z) € Y u X 3z — y(z) €

Y xoje cy (M, By )-mepruse u 3a koje sasrcu yi(x),y2(x) € S Kao u mejegnarocii

f (zy1(2) = f (2.92(2))|
d%yl(l’)yz(x)? > M 3a ceaxo xr € X.

(8) Axo 3a csaxo r € X woctoje eaementuu yy,y2 € S Wako ga je

Jloxas. Heka je S = {yi,...,y,} C Y. Moxkemo cmarparu ga je n > 1.
(a) dedbunumumo X; = {zx € X : f(z,y1) > M} uzam € {2,...,n} ckynose
Xm={xeX: flz,ym) > M, f(z,yr) < M 3a cBako k € {1,...,m —1}}.

Hedbunucanu ckymosu X1, ..., X, cy ejementu o-ajaredope 2N, mehycodHO Cy quCjyHKTHI
n Baxku X U---UX, = X. Jledbunummmo cama dbyuxmujy y : X — Y uspasom
y(r) = ym 3a cBako = € X,,. Omako gedunncana dbyuxmuja y je (I, By )-mepibuBa
jep je v '({ym}) = X, € M 3a cBako m € {1,...,n}. Taxobe, pynknuja y : X — Y
ucnymasa yciose y(z) € S kao u f(x,y(z)) > M 3a cBako z € X.

(6) Kako je S konauan ckym, ckyn ypehenux maposa S X S je konauan. Heka je S x S =
{(yi,y3)s -, (Y, y5") }, pu wemy je 6poj oBux ypelenux maposa jequak n’. 3a cBako
j€{l,...,m} nedunumemo ckymose

f(@9i) — f(o. 43
d(y, 1)

Bj::{:ceX:d(y{,y%)>0, )|>M}69ﬁ.

Ilo mpermocraBim Bazku U;nzl B; = X jep 3a cBako x € X mocroju Oap jejaH map
u3 S x S Koju 3aoBo/baBa TpakeHe ycyioBe. CJIMYHO Kao y IPBOM ey J0Ka3a,
nebunumemo byuriujy j : X — R m3pasom j(x) := min{i € {1,...,m} : z € B;} 3a
cBako r € X. Qyuknuja j je M-mepsbuba jep Baxku {x € X : j(z) =1} = By € Mu
{(z e X :jx)=Fky =B, \U Bi € Mszacraxo k € {2,...,m}. dedunumenmo cazna
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OcrHosHu wojmosu u wephera

(z)

dyuruuje yp,y2 : X — Y uspasuma y(x) := y{(x) u yo(z) == 4" 3a cako z € X.

Cana, o kKoHCTpYKIWju Baxku yi(x), y2(x) € S kao u
F () — fa. ()
d(y1 (), y2(x))
Kako cy dynkimuje y; U y, IpejcTabbeHe Kao KOMIIO3UIUje Mepsbube (QyHKIHUje j

ca KOHCTAHTHUM BpeaHocTuMa u3 S one cy takobe (I, By )-mepsbue. Tume cmo
KOHCTpyucaan pyHKIHje Yy, Yo : X — Y KOje UCIymbaBajy ycjaoBe TBphemba. [

d(yi1(x),y2(x)) >0 n > M 3a cBako x € X.

Harmomenunmo j1a hemo mepsbuBocT pyHKIMja KOje y3uMajy BPpeIHOCTH Y HeKoM BanaxoBom
npocTopy JetasbHuje pazmarpatu y Cexmuju 1.1.

Hapenno tBpheme je y simrepaTypu mo3HaTO U Kao Jlema 0 MOHOWOHUM KAGCAMA (BUIETH
up. |5, Jlema 3.22], |9, ITormassse 5] man [13, Teopema 2.12.9]). Oso tBpheme hemo wecto
kopuctutu y [lormasipy 5.

JIema 1.8. (O monomonum xaacama) Hexa je A antedbpa ckyuosa wa Y. Taga je najmaroa
MOHOTOHA Kaaca Ha Y koja cagpocu A jegnara najmaroj o-artedbpu na 'Y xoja cagporcu A.

[Taprujatan pe3ysiTaT Be3aHU 3a CelnapaduIHOCT Kjaacuduux LP mnpocropa Mory ce Hahm
y JINTEPATYPH yTJIAaBHOM Kao BexkoOarba (Bugern |13, Bexxbamwe 4.7.63, crp. 306]|). Hapemno
TBpheme je TEXHUIKOI KapaKTepa 1 0aBU ce KapaKTepu3alrjoM cerapaduianoctu LP mpocropa.
Oso TBpheme je kopuimheHo TPUIMKOM HEKUX pa3MaTpama y paiy |7], mro hie duru mpesenTo-
Bano y I[lornaspy 5. Hanomenumo majupe sa cy LP npocTopu Ha I TPedOPOjUBO FreHEPUCAHUM O-
anredbpama HYKHO cenapadustHu. 3aucra, ako je My C I npedpojusa anredpa u o (M) = M
Taja je npebpojuB U rycT cKyl y mocmarpanoM LP mpocropy obmuxa {Y ,_ (o + i8k)xa,
ar, Br € Q, A, € My, k € {1,...,n},n € N}, mrro ciean uz |5, Cras 5.12| u Jleme 1.2.

JIema 1.9. Hexa je p € [1,4+00) u nexa je (2,9, u) Gpocop ca KOHAUHOM MeEPOM.

(a) IIpoctuop LP(2,0M, 1) je cetiapadunar aro u camo axo Goctoju UpedPojueco Tenepucana
o-aatedpa My C M waxea ga je m," = m".

(8) Axo je q € [1,400) waga je apocwop LP(Q,IM, 1) je ceuapadburar axo u camo axo je
LY(Q,9M, 1) ceuapadbunan.

Jloxas. Hamomennmo Hajupe ga je x4 € LP(Q2,90, 1) 3a cBako A € 9N jep je p KOHAYHA Mepa.

(a) Heka je majupe mpoctop LP(,IM, ) cemapadmman. Tanma mocroju npedbpojuB ryct
nogckyn {f, : n € N} y LP(Q, 9, u). Csaka dyskmja f, ce MOKe anpOKCHMUPATH
HU30M TPOCTUX (DYHKIUja (¢, k)ken, O KOJUX je CBaKa IPEJICTAB/BUBA KAO JIMHEAPHA
KOMOMHAIja KapaKTepucTHIHuX QyHKImja ckynosa A, ;; € M. Younmo npedpojusy
dbamumjy ckynosa € = {A,x; : n,k,i € N} u meka je My := o(£). Tazma je My
pedpojuBo remepucana o-ajaredpa u ¢, € LP(Q, My, 1) 3a cBako n, k € N. Kako je
ckyn {f, : n € N} ryer y LP(Q, 9, ) u Kako ce cBaka (DyHKIUja f, almpoKCHMUPA
dyukmmjama uz LP(Q, My, p) crnequ ma je LP(Q, My, u) ryer y LP(Q,IM, u). Kaxko je
LP(Q, Mo, 1) = LP(Q, M, 1) m LP (0,9, ) = LP(Q, ", 1) caeqm M," = M jep
uMaMo J1a je LP(Q,WOM,ﬁ) rycr y LP (Q,ﬁ”,ﬁ).

Hexa cana mocroju mpedpojuso rerepucana o-amredpa My C 9N ca ceojeTsoMm M, =
M. Tana je LP(Q, Mg, p) = LP(Q, M, ) ma je LP(2, 9, 1) cenapadusas mpocTop jep
je Takas LP(€, Mo, ).

10



OcrHosHu wojmosu u wephera

(6) OBaj Jeo moKa3a cirey AUPEKTHO Ha OCHOBY Jejia moj (a) jep MOXKeMO HPUMETHTH Jia,
y OBOM JIeJIy TBphema eKCIOHEHT ITPOCTOpa He YTUYe Ha HHerOBY CENapaduIHOCT. [

Ba mepy p na (X,9N) xaxemo Ja je cetiapadbuana yxomuko je L'(X, 9N, u) cenapabunan
npocTop. Y HapeJHoj JieMu je 3rojuuje Kopuctutu ozHaxky L'(du) ymecro L'(p).

Jlema 1.10. Hexa je L'(dp) cetuapadbusan upoctiop u nexa je f € L'(dp) menetatiuena
dynxyuja. Taga je upoctiop L' (fdu) cetapadbunan.

/oxas. Be3 ymamerma OMIITOCTH MPETIOCTABUMO Ja je (dpyHKIuja f CTPOro mO3WTHBHA HA
ckyny Q. Hedunumumo onepartop T : L'(fdu) — L'(du) wspasom Tg = fg 3a cBako
g € L'(fdp). NMmamo na je |Tgllrray = [olg@®)| - f(t)dut) = [lgllrr(ran 32 cBako g €
L'(f du) na omasje 3akjbydyjeMo Jia je IpoCTOp U30METPHYIKU U30MOPdaH ca IOTIPOCTOPOM
T(L'(f du)) npocropa L'(du) jep mepe p u f dp umajy ucre cKynose Mepe Hysa. Kako je
L'(dp) cenapadunan mpoctop, umamo ga je u R(T) = T(L'(fdu)) cenapaduian a camum
tam u L' (f dp). ]

Y HacTaBKy HABOJIMMO IIO3HATY TMOCJIETUILY Bepoe;e5 weopeme 0 Kateropujama (BI/I,ZLGTI/I
[68, TTornasibe 5, Bexxbame 13|) koja hie nam Takohe dutu morpedHa.

JIlema 1.11. Hexka je (X, dx) xomurewan mewpuury apoctwop, (Y, dy) melpuuku Gpoctiop

u neka je (fn)nen Hu3 meupexugnur dynryuje uz X y Y wWakas ga panuina 6pegrocil

f(x) = lim f,(x) gocwoju y Y 3a ceaxo x € X. Taga, 3a ceaxo € > 0 Goctwoju owWEOpEH
n—oo

cxya ) #U C X u N € N waxas ga je dy(f,(x), f(x)) <€ 3a ceaxox € U un > N.

Hapeana nsa TBphema ce Tudy KOHBEPIeHIIMje HU3a onepaTopa. ¥ caydajy XuJIOepTOBUX
mpocTopa, KaxkeMmo Jia je orneparop A € B(H) uosutiusan ako Baxku nejeguaroct (Af, f) > 0
3a cBaku BekTop f € H.

Teopema 1.12. [5, Teopema 12.7] Ceaxu monowiono ouagajyhu Hu3d Go3uhUSHUT 0UEPATLOPA
u3z B(H) xousepiupa jaro. Yrosuko je nud monowono pactuyhu u omparuyen 0gosto, warohe
KOHBEPTUPG JaKO.

Hapenno tBpheme he dutu kopurmiheno y [lornasipy 4.

Tephewe 1.13. Hexa cy Y u Z mopmupanu upoctmopu u Hexa je X Banaxos upoctop u
nexa Hu3d otuepattiopa (An)nen u3 B(X,Y) xonsepiupa jaxo xa otuepatopy A € B(X,Y). Axo
je K € C(Z, X) waga sasrcu jegnarocw lim [|A, K — AK|| = 0.

n—o0

Jlokas. Ykonauko TBpheme He Ou OUIIO TAYHO TaJja MOCTOjU HU3 JeMHUIHUX BEKTOPA (25 )neN
y Z ud > 0 rakso ma je ||(A, — A)Kz,|| > 0 3a ceako n € N. Ha ocHOBY KOMIAKTHOCTH
oneparopa K nocroju nmomHu3 (2, )ren HU3a (2n)neny TakaB Ja (K z,, )ren KOHBEPrupa Ka
HekoM BekTopy a € X y mopmu npocropa X. Caja, 3a cBako k € N jobujamo

0 < [(Any = A) Kz, || = [[(Any, = A)(K2n, — @) + (An, — A
< [ A = All - [[K 20, = all + (| (Any, = Aal.

Hus (|| A,||)nen je orpannden mro cienn Ha ocnoBy Teopeme Bamaxa-IlITajuxayca’, koja ce
Mozke npumennuTu jep je X banmaxos npocrop. Konrpajaukiuja cireqn n3

sup ||A4,, — A|| < 400, lim |Kz,, —al =0 u lim [[(A,, — A)a|| =0. O
keN k—o0 k—ro0

"René-Louis Baire (1874-1932), dbpaniyckn MaTeMaTHIap
®Ernst Steinhaus (1882-1972), mo/bcKo-HeMauKo-(bpaHIyCKI MaTeMaTHIap
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OcrHosHu wojmosu u wephera

YkomKO je Heku mosuruBaH omeparop u3 B(H) majopupaH KOMIAKTHUM ONEPATOPOM
Tajla MOYKEMO 3aKJ/bYIUTH JIa je MOJIa3Hu onepaTop KoMnakTa (morsenaru |19, Bexbame 33,
[Mornassbe 12] wim [60, Jlema 1.1.10]).

Jlema 1.14. Hexa je H Xuabeptios tpoctiop u Heka cy gatiu otepatmopu A, B € B(H) 3a
koje eaotcu 0 < A < B. Axo je B € Coo(H) waga A € Coo(H).

Jloxas. Ilpumernmo Hajupe na 3a x € ‘H u nosurusal oneparop A € B(H) Baxu

()= = [ AR < VA |
= ||(VA) VA||- (VAVAz.z) = 4] - (Az. ).

13 ropmer pauyHa cieu ga Baxku nejeaaakoct A% < ||A||A. Vamumo npoussosban orpanuyen
HU3 (Ty)nen ¥ H. U3 B € C(H) mmamo 1a moctoju KOHBeprenTaH momauus (B, )ren HE3A
(Bxp)nen. Ha ocnosy uzseniene nejennaxkoctu A% < |A||A u uz A < B jgodujamo ja Baxku

||Axnk - Amnz”2 - <A2(xnk - xnl)":vnk - xnz)
< HAH ’ <A<xnk - xnl)’x”k - ajm> < ||AH ’ <B($nk - xnz)?‘r’ﬂk - x”l>
< A 1B(@ny, = za )| - |20, — 2ol < [ANIB (@5, — o)l - 2sup{|zn, || : & € N}

3a cBaxo k,l € N. Huz Bekropa (Bx,, )rey je Kouseprentan na je u Kommujes” y H, Ha
OCHOBY U3BeJI€HUX HejeIHAKOCTH cjenu Ja je Hu3 (Ax,, )reny Kommjes y ‘H. Camum tuMm je u
KOHBEpTeHTaH y H, anme cMo Jokasain Ja je A € Co(H). O

Hapenna nejemmaxoct Kowu-Illseapuyosoi® wuta je mocaenuna tGosaphe gexombosuugje’
oneparopa u3 B(H) u moxke ce nahu y [27, [Torsasibe 3|. OBa Hejesnakoct je crenuduaHoCT
XuadepToBUX IPOCTOpA W HEMa aHAJOTHY Bep3Hjy 3a oleparope He BaHaxoBOM IIpoCTOPY.
Jloka3 HABOJIMMO PaJIM MIPETJIEIHOCTH U3JIaramba.

Teopema 1.15. Hexa je A € B(H). Taga sasrcu nejegnakocts

(1.9) (AL, ) < V(AIF £) - ([A*lg, 9) 3a coano f,g € H.

Jlokas. Tlocroju tapyujanna usometwpuja W : R(|A]) — R(A) 3a kojy je A = W|A|. Nmamo

(A, 9)I?

(WA, 9)* = [(|ALf, Wg)|?
(1.10) ;
|

[ALF DL - AT g), W)

ALf )] - {(WATW*)g, 9)]
AIf £)] - 1(14%lg, )] 5 coaxo f,g € H.

N\

o~ o~ o~ ——

OmnpaBaajMo cajia Kopake Koje CMO KOPHCTWJIM Y TOpwmeMm padyHy. Hawmme, m3pazom H X
H > (f,9) — (|Alf,9) € C je 3amara jeana nmosurusHa ceckBumneapta dpopma H. Komu-
[Isapuosa uejeuakoct (Bugeru |5, Teopema 10.5]) je nmpumMermeHna Ha OBY CECKBUJIMHEAPHY
dopmy u Tako je nodujena umejeauakoct y (1.10). dasme, Tpeha jeamakocr y (1.10) coeau Ha

" Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), dbpamiycku MaTeMaTHaap
8Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), HeMaukn MaTeMaTHIap
9Bugyern |5, Teopema 12.22].
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Hexe waacuune wWeopeme Teopuje mepe u Pynruuonaste aHaAU3E

ocuoBy W|A|W* = |A*|, mro hemo caja JoKa3aTH a THME U 3aBPIIATH JOKa3 OBOT TBphemba.
Ha ocuosy [5, Teopema 12.21] umamo

Yeemaumo oznaky S = W|A|W*. Kopucrehu (1.11) umamo cienehn paayn:
S? = WIA|[(W*W)|A|W* = W |A| Prpl AIW™ = W]APW™.

Omnepatop S je mo3UTHBAH Ta U3 jeIMHCTBEHOCTH KBaIPATHOI KOPEHA TMO3UTUBHOT OIEPATOPa

cienu S = /W]APPW+* = W|A|W*. Onasue je

A*| = VAAT = /WIANWIA = WIAPW* = WIAW". ©

1.1 Heke kaacuuHe teopeme Teopuje mepe u
DyHKIIMOHAJIHE aHAJIN3€e

Y oBoj ceknuju dopmyauncahemo Heka 3HaYajHa TBphema Kiaacudne Teopuje Mepe Kao u
QyHKIMOHAJHE aHAJN3e KOja Cy OMTHA 3a U3IJIaraibe y OBOj JIUCEPTAIMjUA U KOja Cy 3HAYajHO
JIONIPUHEJIA Y UCTPaKMBarmbUMa BE3AHUM 33 TeOPHUjy MHTerpanuje yHKIHja KOje Y3UMajy
BPEIHOCTU Y HEKOM BEKTOPCKOM IIPOCTODY.

Hamomenumo j1a TBphema o Kojuma he dOutu pevun y HaCTaBKY Hajdelnrhe HUCY J1e0 PEeTOBHUAX
kypceBa Teopuje mepe nu Oyukimonasine anajin3e ma heMo 3aTo JlaTu U ojrosapajyhe mokasze
3a HEKa O]l IhUX.

IBe Teopeme 0 KOMIIJIEKCHUM Mepama

Hapenmmo majope mosHaTy Teopemy Burammja'’, Xana!! u Cakca'?. Osa Teopema je jemna
0J1 IEHTPAJTHUX TeopeMa y Teopuju Mepe. Jlokas je dasupan Ha npumeHu Bepose Teopeme
(mornenaru |13, Teopema 4. 6. 3|) wau |77, Ilornassmse 2|).

Teopema 1.16. (Buwasu, Xan, Caxc) Hexa je (\,)nen HU3 KOMTUAEKCHUT MEPA MG T -AATEOPU
M wakras ga Gocwoju tpanuvna epegrhoct lim A, (F) 3a csaxo E € M. Taga je Pynruyuja
n—oo

A M — C gegunucana ca A(E) = lim A\, (F) waxohe xomtnaexcna mepa rna M.
n—oo

YKOJIMKO Cy y IHTamy BEKTOPCKE Mepe, Tj. YKOJHKO je mepa A : MM — X mara uzpaszom
AME) = (weak) lim \,(FE) 3a ceako E € M, upu demy je (\,)neny HE3 BEKTOPCKHUX Mepa Ha
n—oo

M, tama je pyHKImMja A Takohe BeKTOpcKa Mepa Ha M. 3awmcra, Ha OCHOBY JedUHUIIL]je
dyukuje A umamo na Baxku (A(F),z*) = nllg)lo (A(F),x*) 3a ceako E € M u z* € X*. 3a
cBako durcupano n € N u cBako z* € X* dyukuuja M > F — (A, (E),z*) € C je jeana
KOMILJIEKCHA Mepa Ha )T 1ma je Ha ocHOBY ckasapae Bapujante Buramm-Xan-Cakc Teopeme (Tj.
Ha ocHoBy Teopeme 1.16) dyuknuja MM > E — (A(E), 2*) € C Takobe jesna KOMIUIEKCHA Mepa,
Ha 91 3a cBako dukcupano r* € X*. Omapae ciemn ga je A ciado mpedpojuBO aUTUBHA

YGiuseppe Vitali (1875-1932), nTajujanckn MaTeMaTHIap
"'Hans Hahn (1879-1934), aycTpujckn MaTeMaTugap
12Stanistaw Saks (1897-1942), mo/bcKu MaTeMaTHIaD
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Hexe waacuune wWeopeme Teopuje mepe u Pynruuonaste aHaAU3E

BEKTOpCcKa Mepa Tia je Ha ocHoBy Teopeme Opsmu'’-Tleruca (Bumern [25, ctp.22|) u jako
pedpojuBo auTUBHA Ha I, Tj. Yy NUTAaY je 3aucTa BEKTOPCKA Mepa.
Hapeana Teopema mpectaBba GpuHyud YHUGOPMHE 0TPAHULEHOCTIU 30 MEDE.

Teopema 1.17. (Hukxogum) Hexa je gawa damuruja mepa (N°)zex us ca(X, M) 3a xojy
saotcu sup{|A\*(A)| : x € X} < 400 3a ceaxo A € M. Taga je sup{|\*|(X) :x € X} < +o0.

Hamomenumo n to na HukoammoBa TeopeMa o yHUMDOPMHO] OIPaHUYIEHOCTA UMa CBOjYy
BaApUjaHTY ¥ 3a BEKTOPCKe Mepe (morsenaru permmo |25, [Tormasibe 1]).

MepJsbuBOCT BEKTOP-BPEAHOCHUX (DYHKIHja

Y 0BOj cekmuju pazMarpaMo MepJbUBOCT (DYHKIMja Koje cy JedUHUCAHe Ha MePJHUBOM
upocropy (€2, 91, 1) 1 Koje y3umajy BpeJHOCTH y HeKOM HopMupanoM pocropy X . Hamomenu-
MO Ja heMO HM3JI0KUTU caMO OHAj Jie0 Teopuje KOju je HMOTpedaH pajy Jlajber H3Jiararba
MaTrepuje y 0BOj JCepTaluju, JOK 3a BHIle jeTasba ymyhyjemo Ha |2, Ilormasme 4| u 33,
[Tormassbe 1, re cy JerabHUje pa3sMaTpaHa MUTAKka MEP/HUBOCTU OBAKBHUX (DYHKIIH]jA.

Ba dyskmmjy s @ 2 — X kaxemo jga je IM-Upoctia yKOJUKO y3WMMa KOHAYHO MHOTO
BPEJHOCTH T . .., T, € X u ako je s ' ({zx}) € M 3a crako k € {1,...,n}.

Hedbunnnnmja 1.18. Qynryuja f : Q — X je u-mepapusa (uau jaxo j-mepaousa) ykoiuro

aoctwoju nuz M-upoctur Gyrkyuja (Sy)neny Wakas ga sasicy jeguaroct lim |[|s,(t) — f(t)]] =
n—oo

0 3a p-cxopo cearxo t € Q. 3a pynxuyujy f : Q@ — X kaocemo ga je caabo p-mepsusa

yroauro je cxarapra gyrnkuyuja Q >t (f(t),z*) € C pu-mepwusa 3a cearo z* € X*.

JemHocraBHO ce mpoBepaBa Jia je cBaka jako u-mepsbuBa dynkiuja f : ) — X u ciado
p-mepsbuBa. Opnoc m3melhy cirabe u jake mepspuBoctu dgyuknuje f:  — X je merapHO mar
nozuaroM IlerrcoBom Teopemom o mepspuBocTr (Buzmetu Teopemy 1.20).

Hamomennmo na p-mepsbuse dyukimje f, g : Q — X unenrudukyjemo ykoauko je f(t) =
g(t) 3a p-ckopo cBako t € ) m 'y TOM ciydajy Kaxkemo Ja Cy [ U g jako p-exsusaneniine
dyukimje. YKoOIMKO mocMaTrpaMo ciiabo p-mepspue dyuakimje f,g : 0 — X, Tajga Kakemo
Jla cy oBe (DYHKIIHje cad0 li-exeusanreniline YKOIUKO 3a CBaKU ejleMeHT ¥ € X* jeqHaxkoct
(f(t),z*) = (g(t), x*) Baxku 3a p-cKOpo cBako t € ).

Cnenehe tBpheme je mocenuna Xan-Banaxose Teopeme.

JIema 1.19. Hexa je X ceuapabusrar nwopmupar tpoctop. Ioctwoju nus ())peny u3 X*
warxas ga easrcy jegrakroct ||x|| = sup{|(x,z;)|:n € N} sa ceaxo x € X.

Jlokas. Kaxko je X cenapabusian HOpMUpPaH IPOCTOP, moctoju ckyn {x, : n € N} C X rakas
na je {x, : n € N} = X. Ha ocnoBy nocsiesuiie Teopeme Xan-Banaxa nMamo Jja 3a CBaKo
n € N mocroju z}, € X* takaB na Baxe jegnaxoct ||z)| = 1 u (z,,z}) = ||z,|. Joxkazahemo
Ja je TparkeHn Hu3 (DYHKIMOHAJIA yOPaBO (I)),cy. 3amcra, 3a NPOU3BOBHO T € X BaxkKn

sup |z, (x)| < ||z]]. U3 {z,, : n € N} C X umamo ja moctoju moguus (&, Jken HU3 (Tp)nen
neN

BWiadystaw Roman Orlicz (1903-1990), nosbeku MaTeMaTuaap
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Hexe xaacuune weopeme Teopuje mepe u Pynxyuonansne arasuse

Takap J1a je klim |xn, — x| = 0. OnaBae u Ha OCHOBY HEIPEKHUIHOCTH HOPME CJIC I
— 00
= Jim flz, )| = Y [(2,.25,)] = i (e, —2) +2.23,)
< lim sup ‘(xnk -, x;k>} + lim sup |<x,x;‘lk>‘
k—oo k—oc0
< limsup [|a7,, [ - |#n, — ]| +sup | (2,27, )| = 0+ sup [(z, 27, )| <sup|(z,2})|. O
J keN keN neN

Hamomenumo na ce Jlema 1.19 moxke mpuMeHUTH 1 Ha CKyll X KOjHu je cermapadOuaaH y
HOpMupaHoM tpoctopy X (1j. Ha ckyn Xy Koju mocemyje moiackymn {z, : n € N} C X, uuje je
3aTBOpEmE jeHaKo Xj).

Kao mro cmo Beh marsracnin, HapegHa TeopeMa, CyIITHHCKA OIUCYje MEPJbUBOCT (hyHKIIH]a,
KOj€ Y3UMAa]y BPEIHOCTH y HOPMHPAHHUM IIPOCTOpUMa. HaloMeHuMo Ja y HapeIHO] TeopeMu
HUj€ MPETIOCTAB/LEHA KOMILJIETHOCT IPOCTOpa X aJii je MPeTHOCTaB/beHa KOHAYHOCT MEPE [i.

Teopema 1.20. (Illewucosa weopema o mepwusoctiu) Hera je gawm (Q,9M, 1) apoctiop ca
KoHauHOM mepom U neka je X nopmupar apoctiop. Pynwyuja f: Q — X je p-mepausa arxo
U camo axo easice caegehu Yeaosu:

1. Ilocwmoju ckyu E € M, u(E) =0 wakas ga je f(Q\ E) ceaapabunran ckya y X .
2. Qynxuyuja f je caabdo p-mepousa.
/oxas. Heka je f : Q@ — X p-mepspuBa dyuknuja. Ha ocunoBy Hedbununuje 1.18 moctoju

3 M-ipoctux DyHKIHjA (S, )neny TAKAB Ja Baxku jeaHakocT lim ||s,(t) — f(t)|| = 0 3a u-
n—oo

ckopo cBako t € ). Opnasge cieau na nocroju ckyn E € M, u(E) = 0 takas ga jeJHAKOCT
lim ||s,(t) — f(t)|] = 0 Baxku 3a cBako t € Q\ E. Heka je A =, .y 5n(Q\ E). Tama je A
n—oo

11pebpojuB CKyn U Kako je A rycr y cBoMm 3arBopemy A, nmamo ja je A cemapabmiaH CKYIL
Vromuko je y € f(Q\ E) tana je y = f(t) 3a mexko t € 2\ F na je lim |y — s,(t)|| = 0,
n—oo

neN

omaxie cieau y € A. Osume cmo nokazau ja je f(Q\ E) noackyn cenapabunor ckyna A
I1a je U caM cenapaduaH.

3a mpousBosbaH ejeMeHT ¥ ayasia X ckasapua gpyakmnuja ¥ o f, je mpocra u 9N-mepipuBa
a KaKO BarKy jeIHAKOCT 1i_>m (fn(t),z*) = (f(t),z*) 3a pu-crkopo cBako t € §) 3aK/byIyjeMo 11a je
f ciabo pu-mepspuBa (i)y:IKfLOHja. OBuMe MO TTOKa3aJ/In J1a je U JPYTH YCJIOB TeOPEMe HCITYHbEH.

Heka cajia Baxke ycsioBu 1 u 2 Teopeme u Heka je E ckym u3 ycyioBa 1 Teopeme. Oadbepumo
ouso xoju ckyn {z, : n € N} koju je rycr y f(Q2\ E). Ilpumenom Jleme 1.19 mmanmo 1a 3a
ceako n € N mocroju enement x myana X* tako na je (x,,z:) = ||z, |[z5|| = 1 u na Baxu

|f@)|| =sup|(f(t),x))]| 3a cBako t € Q\ E.
neN

Onase ciequ na je ckamapua dbyukmmja 2 St — || f(t)]] € R p-mepsbusa jep je Ha 0CHOBY
ycioBa 2 dyukimja f caado pu-mepsbuBa. Heka je 3a cBako n € N dyukmuja g, : @ — R
nedunncana uspazoM g,(t) = || f(t) — x| 3a cBako ¢ € ). Ha mctm maunn godbujamo n
p-mepspuBocT dyHKIwmje g, : @ — R, jep je ckyn f(Q2\ E) — x,, Takohe cenapabuian. Heka
je € > 0 u nedpUHUTIINIMO CKyTIOBe

EE:={tcQ\ E:g,(t) <e}em"
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Hexe xaacuune weopeme Teopuje mepe u Pynxyuonansne arasuse

[puvernvo ga Baxu jeamakocr | JT> B2 = Q\ E 36or tora mrro je ckyn {z, : n € N} rycr
y f(Q\ E). 3a csako n € N nocroje'! ckynosu B, C: € M 3a koje je BE C EE C CE u

w(C:\ BS) = 0. Hedunumumo byuxiujy h. : @ — X nzpazom

1, aKo jet e By,
he(t) =< z,, akojen c N\ {1} u t € B\ Uj_ B;,
0, akojetecQ\U'™ B:.

Ha ocnoBy koncTpyknuje nmamo Jia je h. pu-MepsbuBa pyHKIHja jep 3a cBako t € () Baxu

Takobje, Baxu u nejeanaxocr esssup || f(t) — he(t)|| < e. 3aro, ysumajyhn ¢ = £ 3a cBaxo
Q

te
n € N nodbujamo pu-mepspuBy dbyHkimjy h, : 2 — X koja y3uma npedpojuBo MHOTO BPEITHOCTH

y X u 3a kojy Baxu Hejeanakoct esssup || f(t) — h,(t)|] < 2. Omasze ciean na nocroju ckyn
teQ

F € M raxas ga je p(F) =0 u || f(t) — ha(t)|| < + 3a cBako t € 2\ F u csako n € N. Cpaxa
o/ byuKIuja h, uMa O0OJIMK

(1.12) ha(t) = Z XB,,;(t) - Tn; 3a cBaro t € (2,

npu wemy je B, € Mu B, N B,; =0 kagrox je k # j u ckyn Q\ (FU|TS, Bum) €M
je p-Mepe HyiIa, JIOK Cy BEKTODH T, j €JIeMEeHTH CKyna {T,, : m € N} koju je rycr y f (Q \ E).

ij) < L

j>Nn, 2n>
KoHauHOCTH Mepe 4. Heka je 3a cBako n € N u cBako t € ) nedunucana mpocra I-mep/buBa
dbyHKIHja S, N3pa3oM

3a cBako n € N nocroju N,, € N Takas j1a je p (U IITO CJIEU Ha OCHOBY

t) = ZXBn,j(t) - Tp,; 38 CBAKO t € ().

Younmo ckynose B, = J;., Uj>Nn By € Mu B = (),cnyBn € M. Tana je u(B) = 0 jep

Baxkn ((B) < Yo, 1 (Uj>Nn Bk,j> < Yjen3r = 3¢ 3a cBako n € N. Ozadepmumo caza

t ¢ BUF. Tana nocroju ng = no(t) € N takas na t ¢ B,,,. To smaum nat ¢ By ;3a k >nou
J > Ny, Caga, 3a cako k € N 3a xoje je k > ng nmamo jna Baxkn xp, ,(t) = 0 omakie je

1Pk (t) = sk (D] = Z Xy (8) - |z ] = 0.

Jj=Ni+1
U3 nejequaxoctu tpoyria y (X, | - ||) modujamo na Baxku

156 = a0l = IFGE) = B+ 1n(t) = su®)] < -+ n(t) = su®)] =

3a cBako n € N 3a koje je n > ny(t). Omasae cienu lim || f(t) — s,(¢)]] = 0. O
n—oo

“He mopa 6utn Ef € 9 axo u Huje KomrierHa mepa Ha .
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Hwwmerpayuja pynrkyuja ca epegroctiuma y Banarosum upoctiopuma

Ha ocnosy jiokaza [letucose Teopeme oamax jodbujamo ciejsiehe TBpheme.

IMocaemauua 1.21. Oynuxuyuja f : Q@ — X je jaxo p-mepousa axo u camo axo je jegHara
[L-CKOPO C8YJa YHUPOPMHO] IPAHUMHO] BPEGHOCTIU HUSGA, [L-MEPHUBUT PYHKUUIA KOjJE Y3UMAJY
Upedpoju60 MHOTO 6PEGHOCTIU Y HOPMUPAHOM Tpoctiopy X .

[Ipumernmmo a ropeba mocseaura He 3axreBa yeyoB (1)) < +o0o. BurHo je nanomenyTu
na IlerucoBa Teopema 0 MEPJHUBOCTH BaXKM U 32 0-KOHATHY MeEPY /.

Hamomenumo fma mocroje gpyHKIMje Koje Cy ¢1ad0 MEpPJbUBE aJIM KOje HUCY jaKO MEPJbUBE
(Bumeru |25, Ilpumep 5, crp.43]). Ilocrojame oBakBOr HpuUMepa CJIeJUd U3 TOra INTO HE
Mopa OuTH HCIymeH npBu yciaoB lleTncoBe Teopeme Koju ce Tude CenapadUIHOCTU CJIUKE
pasmarpane dbyHKIuje. 3ajeHo ca oBuM rpumepom norieaatu [Ipumep 4.15 u [Ipumep 5.22
y KOjuMa MMOMEHYyTa HecernapaduIHOCT JI0Ia3u JI0 u3pazkaja.

3a kpaj oBe cekruje moesahemo p-mepspuBoct dyukmmje f : 0 — X kKoja je yBemena
Jedurumumjom 1.18 ca crammap HOM MepJspbUBOINY Koja 3aBucu o bopesose g-anredpe Bx
Ha HOPMHUPAHOM IIpocTopy X.

Tephemwe 1.22. Qynryuja f: d — X p-meparusa ako u camo ako je wena cAuKa [-cKopo
ceyga cetapaduasna y X u ykoauro je f (sm“, Bx)-meprusa dymnryuja.

Zoxas. Ykonuko je f p-mepsbuBa Tajia IoMeHyTa cernapadbuIHOCT ciiein u3 gqokasane [lerucose
Teopeme. Jla ducmo mgokazasiu (ﬁu,lgx)-MepJBI/IBOCT dyuknEje f ITOBOJBHO je JIOKA3aTH
na Baxku f(K(zg,r)) € 9 3a cako 79 € X m r > 0. Heka je (S,)neny oarosapajyhn
arpokcumvupajyhu uus 3a yukiujy f 3 Hlepununmje 1.18 u veka je E € 9N ckym u-mepe
Hy/Ia T7e Hu3 (Sp)neny He KomBeprupa Ka f. Tajxa mpenackoMm Ha HH3 D, = S, - Xo\p U Ha
dbynknujy g = fxo\r IMaMoO J1a BaxKu
400 400
Ko = U U N e (K lo0) €M

q€(0,1)NQ k=1 m=k

Crenn 1a je g jenma (9, By )-mepibusa dyukimja a 1o 3naqn ga je f (M, Bx)-Mepibusa
dyukmuja. Obparno, ako je {x, : n € N} cByma rycr ckyn y f(Q\ E), rme je E € M
u pu(E) = 0 raga 3a duxcupano ¢ > 0 mocmarpajmo kyriae K(x,,¢). Ounrienso Baxu
unkinysuja f(Q\ E) C U,en K(25,6). Yrkomuko mocmarpamo ckynose Ky = K(x1,6) n
K, = K(z,, 6)\Uz;i K (zy, ) 3a cBako n > 1 gobujamo Hu3 Mel)yCOOHO JINCjyHKTHUX CKYIIOBa,
(K, )nen u3 By anja yauja nokpusa f(2\ E). Heka je dyukimja g. : 2 — X 3amara uspazom

+oo
g:(t) = ZXf—l(Kn)<t) -z, 3a cBako t € ).
n=1

OBaxko nedunUCana PYyHKIH]A ¢. je [i-MepbUBa U HA OCHOBY KOHCTPYKIIHje MMAMO JIa BayKn
nejeHakoct esssup || f(t) — g-(¢)|| < e. Hokas ce 3aBpmasa npumenom [ocaemune 1.21. [
teQ

1.2 HWMuarerpanuja pyHKIuja ca BpeIJHOCTUMA Yy
BanaxoBum mpocTropuMma

BoxHepoB mHTErpaJs

Y oBoMm gesty hemo KpaTKO M3JIOXKUTH KOHCTPYKINjy DOXHEpPOBOT mMHTErpaJja M Herona
ocHOBHa cBOjcTBa. Konrent BoxnepoBor mnrerpaJa je JUpeKTHa renepaJjmu3aruja Jlederosor
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Hwwmerpayuja pynrkyuja ca epegroctiuma y Banarosum upoctiopuma

nHTerpasia (pyHKIHja KOje y3uMajy BpeaHocTn y mosby ckaaapa R wan C.

Kao u ckanapaOM ciaydajy, Toja3Ha Tadka cy OyHKIHje Koje y3UMajy BPEJHOCTH Y HEKOM
HOPMUPAHOM IIPOCTOPY, Koju je Hajuemthe komiuieran. [ledpunumenmo npocrop Ly(€2, u, X)
Boxnep unimeipabusnur dyrrkyuje Koju ce cacroju of (Kjiaca eKBHBHBAJIECHIIN]A) jaAKO [i-
MepsbuBUX dyHKIHja f: Q) — X TakBux 1a je

(1.13) 1flls = / 1£(8)] dut) < +o.

Y nuramy je BanaxoB mpocrtop y osHOcy Ha rope jedunmncany Hopmy || - ||p ykommko je
X banaxo mpoctop. Ilocrapiba ce mutame 0 mHTerpaJy Ttakse dyuknuje f. Hasemern

MHTErpaJi, Koju he OUTH O3HAYEH ca / f(t)du(t), je erement mHopMupanor mpocropa X u
E

MoxkeMo ra jgedunucaru Ha ciejgehm magmn. IlpermocraBumo majnpe ga je X Banaxon

npoctop u uHeka je f : 2 — X jako pu-mepsbuBa (pyHKIHMja. YKOJIUKO IIPETIIOCTABUMO JIa

nocTOju Hu3 (Sp, )neny M-npocTux u pi-unrerpabuinmx GyHKImMja 3a Koju Bazkn lim [ ||s,(¢) —
n—oo

f@)] du(t) = 0 rtaga wMamo Ja HU3 BEKTOpA (BfEsn >n€N quan Komujes Hu3 y

upocropy X, 3a ceako F € M. Tana nedunummeMo egeMenT f f(t)du(t) € X nzpazom

(1.14) /f ) du(t) hm sp(t) du(t).

n—oo
Jlako ce mokasyje 1a je oBa rpaHIYHa BPEIHOCT He 3aBUCH 011 u300pa anpokcuMupajyher musa
(Sn)nen. 3a oBako gedunucan X-BPeIHOCHN HHTErPAJ Baske CBOjCTBA aHAJIOTHA OHUM KOje

CMO MMAaJIH y CKAJapHOM CJIydajy: H Lo f(t) du(t H S I f @) du(t) n (hm fE )du(t) =

0. Takobe, cBaka Boxuep murerpadunna dyukiuja f mnedbunuire jeany X-BpeIHOCHY MepPY
vt M — X, zamary bopmynom ve(E) = BfEf(t) du(t) 3a ceako E € 9. Jomr jenHo ox
3HaYajHUX CBOjcTaBa DoxHepoBOr MHTerpaJsa je OJIHOC IpeMa OTPaHUuYEHNM OIllepaTopuMa u3
B(X). Hanme, yrkomuxko je T € B(X) u f € LE(Q, u, X) Tana Tf € LL(Q, p, X) u Bazkn

(1.15) T [E £(t) dp(t) = /E (TF)(t) dp(t)

3a ceako E € M. Cimano, ykosmko je z* € X* raja z* o f € LY(Q, p) u Baxkn

(1.16) ([ sauter.a) = [ (0.2 auty

3a cBako E € M. Penamnmje tuna (1.16) npencraspahe nedunummone pesamuje 3a ciaaduje
TUIIOBE BEKTOPCKUX MHTErpaJia o KojuMa he Tek Outu ped.

Yromuko cy f,g : Q@ — X jako pu-mepsbuse QyHKIHje CJIadO [i-eKBUBAJEHTHE (BHJIETH
KoMmeHTape jare HakoH ledbunurmje 1.18) raga Baxku f(t) = g(t) 3a pu-ckopo cBako t € )
(mokaz Buzmern y |25, Ilocaemuma 7, ctp. 48]). YV mormasmuma 4 u 5 pasmarpahemo mof
KOJUM yCJIOBUMa, CJIa00 eKBUBAJIEHTHE (haMUIIIje MOKEMO UIEHTU(UKOBATH U y jaKOM CMUCITY
(Bumeru Jlemy 4.22 u Jlemy 5.3).

ITpocrop LY(2, u, X) je musrpalien Tako Ja cy 10 KOHCTPYKIHUju TpocTe X-BpPeHOCHE
dyuKuje rycre y memy. 300r TOra JaKO MOXKEMO JIOOUTH cJieJiehu pe3ysiTar.
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Hwwmerpayuja pynrkyuja ca epegroctiuma y Banarosum upoctiopuma

Jlema 1.23. Hexa je {x, : n € N} wew ckya y nopmuparom tpocopy X. Jluneapnu
omotay cxyta {(g(t)x,)eq : g € L'(Q,p), n € N} je wew y Ly(Q, p, X).

3a Kpaj oBe CeKIUje, HAIIOMEHUMO U TO Ja DBoxmepoB muterpas dyuknuje f : 0 —
X MoxkeMO padyyHaTH YaK W ako HopMupan npoctop X Huje bBamaxos. VY Tom ciaydajy

pasmarpann Komujes Hus (Bf 2 Sn(t) du(t) He Mopa OuTu KoHBepreHTaH y X asnu he
neN

OUTH KOHBEPreHTaH y KOMILIETHpalby HOPMHUpPAHOr IpocTopa X. 30or Tora ce BpEIHOCT
BoxmnepoBor mHTerpasa ysuma y KoMILIeTupamwy Ipoctopa X. MoxKe ce mak jecutu jga u
y OBaKBOM CJIydajy BpeaHOCT BoxHepoBor mHTerpaJsia ocrane y X a He y KOMILIETHPAbY
Hopmupanor npocropa X. IIpenusnuje roBopehu, ykoimko 3a Heko I € X BaxKe jeTHAKOCTH

=0,

n—oo

(1.17) hm/Hsn — Ol du() =0 u lim /Esn(t)du(t)—IE

Tasia je BeKTop Ip BOXHepOB unTerpan ¢gyHkiyje f y oaHOCYy Ha Mepy i 1o ckymny E €
M u numemo Ip = f 2f(t)du(t). Jennma osaxsa (cBakaxo He decra) cuTyanuja he durn
[pE3EHTOBAHA, Y HomaBbe (Bumeru Tepheme 5.49).

Teopema 0 cneKTpaJIHOM HOJIyNIpedYHUKY BoxHepoBor mHTerpaJa

dbyukmnuje o : ) — B(X)

Nako je TemaTnka oBe jucepTalirje IPeBacXOIHO OPUjEHTHCAHA Ka OMINTUJUM BUIOBUMA
MHTErpaliyje BeKTOP-BPeIHOCHUX (DYHKIINja Hero mto je boxuepos Bu i mHTErparuje, gahemo
U jeaH pesysarar Koju ce omHocu Ha Boxmepos muTerpan. Ca 1(A) hemo osnagaBatn
cuexwpaany osyupewnur omeparopa A € B(X), rme je X Bamaxos mpocrop. Ilosnaro
je maus A, B € B(X) u AB = BA cnequ r(A+ B) < r(A) + r(B) (Bugeru nup. [62] nam
[69, TTormasise 11]).

Y ckopammeM pagy |73] je mobujen cienelin pesysnrar, Koju je reHepamsalija oBe
HejeHAaKOCTH 3a daMusmje mehycodno komyTupajyhinx oneparopa uz B(X).

Teopema 1.24. [79, Teopema 2.3 Hexa je dynxuyuja o/ : Q — B(X) esemeniu apoctiopa
LL(Q, 1, B(X)) u nexa cy otuepatmiopu o mehycodno xomytiupajyhu. Taga easicu

(1.13) ( [ssane ) [ vty duto)

loka3 oBe Teopeme mpaTu KOpake KOju Cy Ipe3eHTOBaHU Kpo3 joka3 [lerucose Teopeme
o mepsbuBocTu (Teopema 1.20) u moxke ce nahu y momenyrom pany [73]. Haemenu pesynarar
ce MOXe J0Ka3aTu u Kopuctehu Teopujy Banaxosux aJyredpu.

oxa3 Teopeme 1.2/. Ilocmarpajmo ckyn M := {<f : t € Q}. Ha ocHOBy mpermnocraBke
TeopeMe, ejgeMeHTH cKyma M mehycodno komyrupajy. dpyru komyranr M” ckyma M je
yHuTas Ha (jep caap:ku uaeHTndaky orneparop I Ha X)), 3aTBopeHa 1 KOMyTaTHBHA ojaredpa,
y B(X) u cagpxxu M (Bugeru [69, ITormasme 11|). Omneparop BfQ% du(t) xomyrtupa ca
orepaTopoM .27, 3a cBako s € ). Ykomuko je T € M’ taga T KomyTupa ca CBakKUM .7, 114
T KOMyTHpa U Ca OIepATOPOM BfQ% du(t). 3bor Tora BaxKu u Bfggft du(t) € M". Taxobe,
umamo Ja je 1y (A) = r(A) 3a ceako A € M| o caienu Ha ocHOBY LesbdanoBe dopmyite
0 crekTpaiHoOM noiaynpedruky (Bumern Hop. |69, Teopema 10.13]).
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Hwwmerpayuja pynrkyuja ca epegroctiuma y Banarosum upoctiopuma

Heka je ¢ : M” — C npoussosbaH KapaKTep KOMyTaTHBHE U yHyTaJHe Banaxose aaredpe
M". Tana je byuxmuja Q > ¢t — ¢() € C p-mepibuBa. Takobe, mmamo sa BaxKun
nejeaaakoct ()| < rar () 3a cBako t € Q. Oyuknuja

QBt%T(%)ZTMH(Jth)ER

je p-mepsbuBa, mrto ciaeaun u3 lembdangoBe gopmylie 3a CHEKTPAIHU TOJYIPEYHUK U W3
nocrojama anpokcumupajyher nusa us (1.14), sugern |73, Teopema 2.1]. Kako dyukimja
&/ Moxke OuTH TpermpaHa u kao dyHkuuja u3 0 y M” umamo ma ¢ u Bfﬂdt du(t) mory
3aMEHUTH MeCTa, IITO olpaBiaBa ciejgehn padyn:

o ([nauttr) |-

Yaumajyhu cynpemym 1o csuMm Kapakrepuma ¢ : M” — C pazmarpane Banaxose ajredpe
M" | y3 momoh tpeher mema tBphema 69, Teopema 11.9], mobujamo mejennakocr (1.18). [

[ oo aut '/W%Mu < [ rsototyaute) = [ vy duto)

Ilerucon, JlandopaoB n I'e;bchbanHgoB MHTETPAJI

Y BekTopckum nmpocrtopuma Jlandop u [lernc nnrerpadunmnmx yHKITja MOIpa3yMEBAMO
UIEHTUPUKAII]Y CJIa00 [-eKBUBaJleHTHUX GyHKIHja Kao y ledwnunmju 1.18. Ilperuszno
rosopehu, npoctop Jangopg untieipadusnux dymnxyuja Lhs(Q, pn,Y) ce cacroju ox ciabo
p-exkBuBasieHTHUX GyuKuja f : ) — Y y KoM je HopMa jarta ca

(1.19) |um:sqn/\ ¥ d(t) < +oc.

lly*[l=1

Y cymTuHU, JOBOJHHO je MPETIIOCTaBUTH Jia 3a cBaku (pyHKImoHa  y* € Y* ckajmapHa
dbynxmuja Q > t — (f(t),y*) € C npunaga Banmaxosom mpocropy L'(2, ) u To he marm
konadHocT dyukmmje || - ||p koja je meduHmcana uzpazom (1.19), mro ciaenm Ha OCHOBY
Teopeme 0 3aTBOpeHOM TpaAdUKY.

Tepheme 1.25. Hexa je Q > t — (f(t),y*) € C eaementi upoctiopa L'(Q, 1) 3a ceaxu

Purcupar dyrnryuonans y* € Y*. Taga je sup / [(f(t),y™)| du(t) < +oc.
ly*ll=1 /Q

Jloxas. Hexka je muneapuu omepatop T : Y* — LY (Q, pn) samar ca (Ty*)(t) = (f(t),y*) 3
cBako y* € Y*. Ako lim |yf —y*|ly- =0 u lim [Ty} — 2|11, = 0 3a meko z € L'(Q, 1) rana
n—o0 n—oo

3a mexkn nopams saxu lim (f(t),y; ) = lim Ty (t) = z(t) 3a p-ckopo caxo t € ) (Bugern
k—o0 k—o0

aip. [5, Cras 5.11]). Onasne u u3 klim Y, — y*[ly= = 0 ciem na je khm (f(t),y*) = 2(t) za
—00 —00

p-cxopo cBako t € Q 1j. Ty* = z y LY(Q, u). doxazamu cmo na Baxku T € B(Y*, L1(Q, 1))

onaxste ciaenn || f||p = ||Slﬁp / [(F (), )| du(t) = ||Slﬁp Ty |1 = IT]| < +o0. O
y*||=1JQ y*||=1

Tpeda namoMeHyTH J1a y TOpibeM TBphemy HE MOPaMO IIPETIIOCTABUTH KOMILJIETHOCT
pocTopa Y, jep je 3a mpuMeHy TeopeMme O 3aTBOpeHOM rpaduky Ha onepaTop 1 nmorpedHO Ja
oba npocropa Y* u L'(2, 1) Syny Banaxosu, mTo je y 0BOM Cllydajy UCIyH-€HO 0€3 003upa
Ha, KOMILIETOOCT ITpocTopa Y .
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Hwwmerpayuja pynrkyuja ca epegroctiuma y Banarosum upoctiopuma

Kaxo je pecrpukiiyja nnrerpadusne pyHKIMje Ha MEPJHUB TOJICKYT Takohe mHTerpadmIHa
dbyuknuja, umamo ga 3a f € LL(Q,u,Y) u 3a ckyn E € 9 10CTOjU jeMHCTBEH eJIeMeHT
D

npocropa Y™ koju hemo o3HauaBaru ca / f(t)du(t), Takas na BaxKu jeJHAKOCT
E

(1.20) <y*,D/Ef(t) du(t)> _ /E<f(t),y*)du(t) sa cpaxo ' € V™.

Axo je Y cenapabuian HOpMUpaH npocTop Taja je ckanapha dyakmmja Q 3t — |[f(t)] € R
M-mepsbuBa. Y TOM ciaydajy, 3a cBako E € M, jennakocr (1.20) maje

<y*,D/Ef(t)du(t)>‘
JCy ‘ 1@ lduce

VY JiocajianimeM TEKCTY CMO Beh TIOMUbAIN TIOCTOjare ¢1ado MepsbuBe dyHkKIuje f u3 2
y Heku Hecenapabusian Banaxos npocrop Y kox kojux je || f(t)|ly = 1 3a cBako t € 2, 1ok je
|fllp = 0 (mormemaru u [70, Iornassme 3]). ITocTojame HaBeeHOr MpOMepa HAM yKa3yje Ha
TO Jia he y pasHuUM pa3MaTpamuMa CemapadU/IHOCT UI'PATH OUTHY YJIOTY.

ITpoctop LL(Q, 1, Y) Iletuc uniielpadburnur Gynkyuja ce cacToju ol KJaca CJIa6o -

[0 i) = sup

ly*[l=1

(1.21)

= sup
ly*(l=1

ekBuBajienTHUX /landop narerpaburaux dyuakimja f : 0 — Y takBux ga je f pf(t)du(t) €
Y 3a cBako E € 9. Tajia KopucTuMO 03HAKY / f(t)du(t). Pagu nperusnocTu, HAITOMEHUMO

Jla TOCJIE/IbY YCJIOB 3alIpaBO 3HAYH Ja je fE )du(t) € R(Jy), tne je Jy : Y — Y™
KaHOHCKO Upecaurasare 3amaro m3pasom Jx(z)z* := (x,z*). Hapasno, ykomuko je Y
peditekcuBan mipoctop Tasia ce nojMosu Ilerucosor m Jlandop/ioBor nHTErpasia MOKJIanajy
1j. u3 Jlarndopa narerpadumianoctu ciaean [leruc narerpadbuimroct. Ca gapyre crpane, ocToje
npuMepu dyuKImja Koje cy landopa nnrerpadbuiane aau nucy lleruc mnrerpadbusime.

ITpumep 1.26. [Zo IIpumep 3, cwp. 53] Hexa je dpynxuyuja f : [0,1] — ¢y gatua uspazom
f(@) = (nx1m(t ))noo1 3a ceaxo t € [0,1] (na [0,1] ce wogpasymesa Jleberosa mepa). Taga je
dyrxuyuja f Handopg untuetpabuana anu nuje Ietwuce untuertpabuara wa [0,1]. Sauctma, arxo
je pynryuonan x* € ¢ = L' peupesentiosan ca (a,)nen € L1 umamo fo 0.1] [{f(t),x*) | dm(t) =

f[ol]‘zn 1nX (t)'a
ounHa dﬁy%%uuya. Taxohe, godbujamo ga eastcu <x*7Df[O’Hf dm> = f[o’” (f(t),z*)dm(t) =

S, = S (en, x*).  Ipewtociasumo ga je dywwyuja f Ietwiuc uniierpabuna ma

(t) < n:l > || < 400, ogaxae caegu ga je f angopg uniierpa-

[0,1]. Taga Gocwmoju eextiop a = (ap)neny € Co 3a Koju je Jon(a) = Df[o’l}f dm. Caegu ga

sasicu Y25 anay, = (2, J(a)) = YT an,. Vkoauxo y Gocaegroo) jegnaroctiu ciliasumo
a, = e, € ' gobujamo a, = 1 3a ceaxo n € N, wiio je vonilipaguryuja ca a € cp. A

3a paznuky oy Boxunep waTerpabuine dyuknuje, landopm narerpabuina dyHKIMja He
Mopa reHepucaru Y **-ppemnocHy mepy (Bumeru |25, [Ipumep 4, crp. 53]). Hacympor Towme,
Iletuc nnrerpabunna gynkimja remepuiiie Y -BpeIHOCHY MePY M TaKBa Mepa Ce UCIIOCTABJba
na je p-netpexugra'®. Oso TBpheme he dutn kopumiheno y ITpumepy 2.29.

" Bekropcka Mepa v je pu-netipexugna ako Bazkn  lim  v(E) = 0.
n(E)—0
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Teopema 1.27. [25, Teopema 5, cwp. 53]) Hexa je ,u(Q) < 400 u f € P(Q,M p,Y).
Taga je pynruyuja vy : M — Y sagawma uspasom ve(E) = fEf dp 3a ceaxo E € M jegha
Y -epegrocra mepa Koja je jous u p-HEUPEKUGHA.

Hamomenumo u jestan o/ HETPUBHUjAJHUX Pe3yJITaTa Teopuje MHTerpanuje y banaxoBom
npocropy Koju kaxe na ce Jdaudopaos u Ilerncos naTerpasn moksiamnajy ykoamko je pu(2) <
+00 1 yKOJIMKO je Y BaHaxoB mpocTop KOju y cedu He CaJIpKu KOMHjy IMPOCTOPa Cy. 3a BUIIE
nerasba Bugern |25, Teopema 7, cTp. 54].

Bekropcku ipoctop Lh(Q, 1, Y') nacnelyje nopmy npocropa Lh(Q, 1, Y) u 'y Tom ciyuajy

- ||p. 3or rora je Ilemucosa nopma || - ||p va LhH(Q,u,Y)
samara m3pasoM | fllp = supj,« =1 Jo | (f(t),y*) |du(t) 3a cako f € Lp(Q,p,Y). Hopma
| - ||p Ha L}:,(Q i, Y) je ekBuBajieHTHa ca HOPMOM || - ||sn Koja je mara uspazom || f|lom =

sup H S f (@) du(t )H za ceaxko f € LL(Q,pu,Y) (Bumern unp. [63, Iornasme 4]). Ca tum y

BGBI/I rorsiesiatu 1 'TBpheme 4.20.

Ha ocroBy jsedbununuje yseeHux IpocTopa IPUPOIHO Jodoujamo yraname L (Q, p, V) <
LL(Q, 1, Y). MnycTpyjMo 0BO yTalame Kao U JI0 CaJla U3I0KEHY TEOPH]y jeTHIM jeTHOCTABHUM
IPUMEPOM ¥ KOM heMo BUJIeTH KOHKPETaH PaduyH Ca YBEIEHUM TUIIOBHUMa WHTErpaJa.
<)

n neN
ceaxo t € [0,1]. Uspauyrahemo Boxnepos unitierpan Bf[m] fdm. Ilpoctiop cqy je cetapadunan

IIpumep 1.28. Hexa je gynxuyuja f : [0,1] — ¢y gepunucana uspasom f(t) = ( 3a

aa je jaxa meprusoctli pynkuuje [ exeusaseniing ca caadbom wa ocnosy Teopeme 1.20.
Hmamo ga je f[o 1 If ()] dm(t) = 1 < +o00 ogakae caegu ga je Pynryuja f Boxwmep
unterpadbuana a camum wum u Iletwuc umﬂez‘paﬁuﬂua u tTLa gea umTLez‘pa./La ce UoKAauagy.

Ilowpedno je nahu eextiop x € ¢y Wako ga easgrncy (T, r* f[o 1 *)y dm(t) sa ceaxo

z* € ¢, Heka je x* € ¢ = (' upouseonno. Taga ]e {ﬁynnuuonaﬂ ¥ peupeseniiosan

sextiopom (a,)nen € €. Ogasge gobujamo f[o g (), 2" f[o 1 SO @, it dmy(t) =

S f[01 cosntdm(t) = Y ' a,, - B2 = (5212”)716N, *> WA MOAHCEMO 3AKNYHUTY G
sinn B

saoice jegnaxoctiu x = (2 )neN = f[o,uf dm = f[o,uf dm. A

V onmrrem ciydajy, mpocrop Lk (€2, 1, Y') He Mopa dutu Banaxos, o 4emMy roopu HapeHa
3HavYajHa TeopeMa.

Teopema 1.29 ([34], Teopema 3). Heka je Y Bawnaxos upocwiop v dimY = +oo. Taga
apocwop Lp([0,1], By, m,Y) nuje Banazos.

Hamomennmo na je y amreparypu pasmarpan npobiem moaudukanuje Hopme || - ||p koja
noBoau J10 Komiterne nopme Ha LL(Q, p, Y) (Bugeru [64, Iormasmwe 12, ctp. 575]).

VY nacraky hemo pazmarparu uHTerpas GyHKIHje KOja y3UMa BPEIHOCTU y JIyaJsly HEKOT
Banaxosor mpocropa. Hapeana teopema omoryhasa pedunurujy l'espdangoBor unrerpasia
dyuknuje f: Q — X* u duhlie ynorpedipena y cnenujasinoj curyarmju kaga je X = € (H),
3a HeKHn cernapaduaan Xuabepros mpocrop H (Bugern moduerak [Torsasmba 2). Uneja mokasa
HapeJIHe TeopeMe je CAUYHA HJIeju KOjy CMO HMaJii KaJla CMO IpuMemuBajun Teopemy o
3aTBOPEHOM rpaduKy ja ducMo 1odunn KoHadnocT uspasa (1.19). Tpeda warnacuru jga caja
[IPETIOCTAB/HAMO KOMILIETHOCT mpocTopa X, mTo Huje ouo ciy4aj y TBphemwy 1.25.

Teopema 1.30. [2, 25] Hexa je A € M, X Banaxos upocwop u neka je pynryuja f : & — X*
waxea ga je Q >t (z, f(t)) € C eaemenm upoctiopa L'(X, M, 1) 3a ceéaxo v € X. Taga
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UOCTOJU JeqUHCTULBEH eneMeHTl /f(t) du(t) € X* wako ga sasicu jegnakoct

(1.22) <x,G/Af(t) d,u(t)> = /A (x, f(t)) du(t) sa ceaxo x € X.

Taxohe, umamo ga je Sup /| x, f(t)) | du(t) < +o00.

]| x =1

Jokas. Axo je A € 9 1 YKOIMKO IOCTOjU €JIeMEeHT / f(t)du(t) € X* Taga je oBaj esemeHT
A
jeIMHCTBEH, IITO CJIeJM Ha OCHOBY iherose nedununmone jeanakocru (1.22). Ha ocuoBy
YCJIOBa, TeOpEMe MOXKeMO JedUHICATH JInHeapHO npecinkaBambe X D x — [ (z, f(t)) du(t) €
A

C. a ducMo moKa3aau HENPeKJIUHOCT OBAaKO JiebUHUCAHOT (DYHKIMOHAJIA JOBOJBHO je
nokazatu ja je mpecaukasame I @ X — LY (X, 9M, u) nedpunucano ca T'(z)(t) = (z, f(t))
nenpexuano. Heka je 3ato x € X, (2,)ney Hu3 y X 1 g € LY(X, 9N, 1) Taxo Ja je ucIymeno
nh_}rgo [y — 2|l x + |I0(zn) — gllrxom] = 0. Us ,}E&HF@") — gllrxompyy = 0 creqm na
HOCTOjU TOAHU3 (N )ken TAKAB Ja je klim [(z,,)(t) = g(t) 3a p-ckopo cako t € Q. Kako
—00
je T'(zn)(t) = (xp, f(t)), w3 lim ||z, — z||x = 0 cremn klim Iz, )(t) = T'(z)(t), omaxie je
n—0o0 —00
['(z)(t) = g(t) 3a p-cxopo cBako t € Q 1j. Baxku jennaxoct ['(x) = gy L' (Q, M, ). Tokazamm

cvo I' € B(X,C) ma Ha OCHOBY pPedYeHOr CJIeU Sup / | (z, f(t)) | dp(t) < +o0. O
lzl=1JQ

Hedbunnnnmja 1.31. Oynxuuja f: Q — X* koja uma ceojcuso ga je Q >t — (x, f(t)) € C
-mepauea 3a ceako r € X wnasuea ce caabo® p-mepspusa Pynruuja. Yroauxo je ) S
t— (x, f(t)) € C gogawiro u p-untelpabuata Pyrryuja 3a ceaxo x € X onga kasxrcemo ga je
f cnadbo* p-unimerpadbuara pynruyuja uiu ewvgparg p-untaerpadbuara 1a €.

Hamomenunmo fa cBU THIOBU BEKTOPCKUX WHTErpaJjia KOje CMO Y JIOCAJIAIIIbEM U3JIAramby
nomutbasn (Boxuepos, laudopmos, [lerucos u lesbdangos) moceyjy, Kao mTo je ce MOTo
1 OYEKUBATH, CBOjCTBA TOMOTEHOCTIU, AUHEAPHOCTIY T KOHAYHE AJUTULUBHOCTIU.

13 Teopeme 1.30 ommax ciaeqan 1a ciradbo™ p-nHTErpadmiIHa (PyHKIHja KOja UMa OTPAHUIEHY
cJiKy y mpoctopy X * mopa dutu 'esbdan unrerpaduina yKOJIUKO je (4 KOHadHa Mepa.

Hapeano tBpheme cienn Ha ocHOBY Aedununuje BoxHepoBor muTerpaga u u3 JOKa3aHe
Teopeme 1.30 o mocrojamy ['esbdamnioBor naTerpasa.

Tephemwe 1.32. /2, C’e%uuja 11.9] Axo je f e Ly(Q,u, X*) wmaga je pynxuuja f u Tenpang
U-UHTAETPAOUARG U BAAHCU /f ) du(t) /f )du(t) sa ceaxo E € M.
Hokas. Axko je E € Mu o =>""  xa,x; M-upocra pyukimja ca BpexsocruMa y X*, rie cy
A; € 9N melycodHO AUCjYHKTHU CKYIIOBU, TaJia 3a CBakO & € X mMamo

n

<x, JEC du(t)> - < > aiu(En Ai>> =Y (el u(B A = [ (@ ®) du).

i=1

Ogo nokagzyje 1a je dyukmuja ¢ lepdans p-narerpaduiaa u fga ce mwen [ebdanios narerpadst
nokJiana ca Boxueposum mHTerpasiom ose dbyukuuje Ha F. Heka je cama f € LL(Q, u, X*)
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IIPOM3BOJHLHO U U3a0€PUMO HI3 (0, )nen IM-TpocTux HHTErpaduIHuX X *-BpeIHOCHUX (OYHKITI]a
€

3a KOju je hm / 1 f(t) — @n(t)]|x+ du(t) = 0. Tazma, 3a ceako n € Nu t € Q Baxu (x, f(t)) =

(x, f(t) — ( )) + (z, ¢, (t)), omaxse crenn na je ckamapna dynkmuja Q 3t — (z, f(t)) € C
,u—HHTerpaSI/IJIHa 3a cBako r € X. Takobe, 3a cBako n € N Baxku

12 [ @) dut) = [ 50— e dn® + [ o) dute)

E

[Ipumerumo na 3a cBako x € X mMaMmo cjejiehe rpaHmyHe BPeIHOCTH:

lim
n—oo

i [ G@putt)) dutt) = lim (= an@) () = <:r Zw(t) (o).

B
Kopucrehu ose jennakocru kao u lim ©n(t) dp(t) — / f(t) du(t) = 0, Ha OCHOBY
n—00 E E .
)

x+ dp(t) =0,

(0. 1(0) = 00 d <>' fell i [ 150 = enfo)

B
(1.23) MO2KeMO 3aKJbYIUTH JIa je /(:c, f(t)) du(t) = <x, /f(t) du(t)> 3a cBako x € X. [
E E

1.3 Wneanu Cy(H) KOMIIaKTHUX OomepaTropa

Hexka je y oBoj ceknumju H cemapadmian KoMiuiekcan XuiadoepToB mpoctop. Kao mro
cmo Beli pekim, mera cy ca B(H), K(H) u C(H) 03HAUECHH BEKTOPCKH HPOCTOPH CBHX
OIPaHMYEHUX, OJHOCHO KOHAYHO JUMEH3MOHAJHUX M KOMIIAKTHUX JIMHEAPHHUX OoIlepaTopa Ha
H. OcHOBHE ajaT y paJy ca KOMIAKTHHM OIepaTopuMa je cuniysapru Tj. Imutios'
paseoj koju je mocnemuna Cuexwupasne wWeopeme (Bumern |5, Ilormasmwe 14]). Hamme, 3a
A € C(H) mocmarpajmo omeparop A*A. ¥ nuramy je MO3UTHUBAH KOMIAKTAH OEPATOP Yuje
COIICTBEHE BPEJIHOCTU MOXKEMO ypeauTu y omajajyhem moperky: Aj(A*A) > \(A*A) > -+ >
A(A*A) > -+, Tlocienmu HU3 je WM KOHAYAH WM KOHBEPIUPA HY/IH. YBEIUMO O3HAKY

= VA (4A*A) = V\(|A]2) = A(JA]) 3a cBako n € N (yKOIMKO je TIOMEHYTH HHA3
KOHAYaH OHJIa CMaTpPaMo Jia je OCTaTak Hu3a JONyHeH Hyltama). Bpoj s,(A) ce nHasuBa n-ta
cuntynrapra epegnocti oneparopa A. Ha ocmoBy CmekrTpasne Teopeme MMaMO Ja IIOCTOjH
0.1.6. (fu)nen ¥ R(|A]) Tako ma saxu |A| = S " N, (|A])f, ® £, npu wemy oBaj pen
konseprupa y nopmu npocropa B(H). Kaxo je A = V[A| 3a Hexy napuujajmy u30MeTpujy
V ca HOJIASHIM IPOCTOPOM R(]A]) = R(A*) u nonazuum npoctopom R(A), modujamo A =
VIAl = >72 sn(A)(V f,) ® frr. Yxonuko je e, := V f, 3a cBako n € N umamo cuniysapru
paseoj oneparopa A: A = Z:g sn(A)e, ® f*. Huz Bekropa (€,)nen je 0.H.0. y R(A).

Ckyn J C B(H), J # {0},TJ # B(H) je gsocuparu ugean y B(H) ykomuko je J
BekTOopcku nornpocrop y B(H) 3a koju Baxkn: A, B € B(H), X € J tana AXB € J.
[Tokasyje ce na Baxku K(H) C J C C(H) a omarie onMax cjejau Ja je jeJUHU 3aTBOPEH
unean y B(H) yupaso C.(H) jep je zarBopeme ox I(H) y oneparopHO] HOPME jeIHAKO

Co(H).
Oyukuumja || - || : J — R je cumemipuwna nopma Ha aBocTpaHoM ujeay J YKOJIHKO je
HOpMa Ha BEKTOPCKOM mpoctopy J ca momataHum ocodunama: [[AXBI| < ||A] - ||X]| - ||B]|

6Erhard Schmidt (1876-1959), Hemaukn MaTeMaTHIap
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3a cee A,B € B(H) u cee X € J (oBaj ycios ce HasuBa cumemipuunoci) u || X|| = || X||
yKoJuKO je X omepatop panra 1. YKOJHUKO YMECTO YCJI0BA CUMETPUIHOCTH 3aXTEBAMO YCJIOB
IUXV| = ||X]|| orna je y nuramwy yruttapro uneapujantinae vopma || - || va J. Jlako ce
oKa3yje Jia je cBaka CUMeTPUYHA YjeHO U YHUTAPHO WHBAPHUjAHTHA HOPMAa AJIM BarKW U BUIIIE
(Bumern Teopemy 1.42).

Heka je ca cypy 0O3HaUeH TPOCTOp peaJHUX HU30Ba KOjU MMAjy caMO KOHAYHO MHOTO
eeMeHara paznnautux on Hyime. QPyukmmja P : cgy — R je nopmupajyha ¢pynxuuje wa
coo yKOMKO je Baxku: P(a) > 0 KaJ rojg je a € cpp U G HUje CACTAB/LEH CaMo OJl HyJa,
®(Aa) = |A\|P(s) 3a cBako A € R u cBako a € ¢y, P(a+b) < P(a)+ ®(b) u (1,0,0,...) = 1.
Ykommuko je jour u ®(aq, as,... 0y, ...) = ®(€1ar1)s - - -, Enlnr(n), - .- ) 32 CBAKY IEPMYyTAIH]y
m: N — N u cBaku u3dop ¢, € {—1,1} onga kaxemo na je ® cumempuuro nopmupajyhia
Pyrryuja (kpahe hemo mmcarn c.H. dynkuuja). ButHOo cBOjcTBO €. H. dyHKIMja je Ja U3
la,| < |b,| 3a cBako n € N caenn ®(a) < ®(b), kax rox cy a,b € ¢y (Bugern [30, crp. 71]).

[Ipupoaau nomen dyukimje $ je HAJICKYI CKyIIa Cog JAT Ca

Cop = {a = (ap)nen € ¢ : supP(ay,...,a,,0,0,...) < +oo}.
neN

Hanmomenumo ga je moryhe ypectn Ha oBaj HauuH gedpMHHANN]Yy CKyIa Ce j€p je HU3 OpojeBa

(®(ay,...,a,,0,0,...))neny pacryhu. Taxobe, jlako ce BUAM Ja y MOCTYIKY IIPOIIUPEHHA

dbyukiuje P ca cyy Ha cp OHA 3aJprKaBa CBe OCOOMHE KOje je MMaJja Ha IOYeTKY.

Ca s(A) osnauaBamo HU3 dpojeBa (S, (A)),en Koju je npuapyxken oneparopy A € Co(H).
Cpaka c.H. ¢ynknuja ¢ remepure jemaH miaeas] KOMIAKTHAX OlEpATOpa. J3ancTa, HEKa je
Co(H) ={A € Cu(H) : s(A) € co}. ITorazyje ce na je ckyn Cp(H) BEKTOPCKHU POCTOP HAL
nosbeM C Koju je KoMIuteTaH y ofHOCY Ha HOPMY || - ||¢ mary ca

|Alle = @(s(A)) = ilég@(sl(/l), —.y8,(A),0,0,...)

1.24
(1.24) = lim ®(s1(A),...,5.,(A),0,0,...) 3a cBako A € Cq(H).
n—0o0
Taxobe, Cp(H) npeacrasiba aBocrpanu ugean y B(H), mro ce moxke sBuzgern y |30, Teopema

4.1]. Uz (1.24) menocpemuo caemu na je A € Co(H) enement umeana Co(H) ako u camo
ako je sup,cy ®(s(4,)) < +oo, npu uemy je A, n-Ta mapumjagHa CyMa U3 CHHIYJIAPHOL
pa3Boja KoMmmakTHOr oreparopa A. Ilpurom, unean Cq(H) je cemapadmiian ako U camMo ako
je nh_}ng.lo |A, — Alle = 0 3a cBako A € Cg(H), Tj. YKOIMKO CHHTYJApPHU Pa3Boj omeparopa A

kouBeprupa y Hopmu uieana Cq(H). Ca C4(H) o3HauaBAMO 3aTBOPEHE OEPATOPA KOHAYHOT
panra y HopMmi || - ||o. CBakn niaean C4(H) je cenapabunan y || - || Hopmu u Bazku

5 (H) = {A € Coc(H) : Tim ®(s1(A), 5012(A), .. ) = o},
mro ciequ Ha ocHoBy [30, Jlema 6.1] u [30, Teopema 6.1].

3a mary c.H. dyuknmjy ¢ Ha coy BEHA agjyHiosana c.H. (GyHKIHUja ce o3HauaBa ca P u
3a cBakKo b € ¢y Jara je u3pa3om

+oo +oo
(1.25) " (b) = SUP{ Zakbk L a € coo, Pla) < 1} = 0;;1612 B(a) Zakbk :
k=1 0o k=1

Osako jedunncana dyuknuja ®* je takohe c. H. dyukimja u Baxun jegnakoct (P*)* = & ua
coo (Bumern |72, Cekrmja 1.7]).
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Ykoumuko 3a cBako A € Co(H) nedunumenmo || Al = s1(A) +- - -+ s, (A) Tana bynkimja
| - |y mpencraBba HopMy Ha Coo(H). Ba mokas mapesnor TBphema nornenaTu [56, Teopema
1.20] u [56, Jlema 1.22].

Teopema 1.33. 3a cearo k € N u A € C(H) saorce caegeha wspherva.

k

> (Aey, i)

j=1

(a) [[Afl®) = sup {

: (e)jen, (fi)jen cy 0.1. 0.y 7—[},

k
| Al[(x) = sup { Z | (Aej, fi) |+ (e5)jem, (fj)jen cy 0.m. 6.y H}

®) [[Allw = mf{|Blls + k- [|C] : B € €i(H), C € Cx(H)}.
Taxobhe, Toprou cyupemMymu u UHPUMYM ce GOCTAUNCY.

Hapenno TBpheme je Ba2KHO jep OHO TIpeJICTaB/ha KPUTEPH)YM 3 MPUIATHOCT KOMITAKTHOT
orepaTopa UJIeaJly KOju je TeHepUCaH JaToM c.H. pyHKIujom P.

Teopema 1.34. [30, ctup. 82] Hexa je A € C(H) u neka je B € Co(H) ca ceojctisom ga
sasrcu || Al[xy < || Bl|x) 3a cearo k € N. Taga je A € Co(H) u ||Alle < || Blle-

Hamomenumo fa y urepaTypu 0CTOje pa3He HejeTHAKOCTH KOje Cy Be3aHe 3a CHHTYJIapHEe
OpojeBe KOMITAKTHOT OIllepaTopa, MpH YeMy heMO OBJe HaBECTU CaMO OHE HEjeIHAKOCTH KOje
cy OWTHE 3a Ja/bu PaJI.

Teopema 1.35. [25, cwp. 49] Hexa je n € N apoussonno u Heka cy gatiu ouUepatiiopu
A, B € Co(H). Taga sasrcu nejegrarocti Yy ,_, Sp(AB) < Y p_, si(A)sk(B).

Yromuko je A € Co(H) mosuTuBaH OnepaTop Taja ce HeroBa nN-Ta CUHrYJIApHA BPETHOCT
sn(A) u weroBa n-ta comcrseHa BpegHOCT \,(A) noknanajy. Takobe, 3a cBako A € C(A)
BaxKH jenmHakocT \,(AA*) = A\, (A*A) 3a cBako n € N, mro ciexm Ha OCHOBY CHHIYJIApHOT
passoja omeparopa A (Bumeru [30, crp 28|). Takobe, ykomuko je 0 < A < B rtajna Baxu
A (A) < N\ (B) 3a csako n € N (Bugern [30, Jlema 1.1]).

Teopema 1.36. (//3, cup. 62]) Hexa 3a ouepatuiope A, B,C,D € B(H) saorcu A*A < C*C,
BB* < DD* u nexa je X € Co(H). Taga sastcu nejegraroctt

(1.26) JAXBlls < |CXDllo.

Jlokas. Baxu AXB,CXD € Cy(H) jep je X € Co(H). Ba cBako n € N nmamo

s2(AXB) = \,((AXB)* (AXB)) =\ (B*X*A*AXB)
= M((XB)"A"A(X B)) < M((XB)"'C*C(XB))
= \(B*X*C*CXB) =\, ((CXB)"(CXB))
= M((CXB)(CXB)*) = \(CXBB*X*C")
= M((CX)BB*(CX)") < M((CX)DD™(CX))
= M(CXDD*X*C*) =\, ((CXD)(C’XD)*)
= \((CXD)*(CXD)) = s2(CXD).

Ha ocuoBy Teopeme 1.34 creau ||[AX Bllo < ||CXD|o. O
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Ako je p > 0 u ® c.u. dyuxuuja, nedunnmenmo dbynkiujy P ma ckymy cpp =
{z:N = C | (|za]P)nen € ca} uzpasom P ((2,)nen) = ¢/ P((|2n]P)nen). 3aro, nopma || - [|o
MoxKe OuTH p-Mmogupurosana m3pasoM ||Alewm = /| |AP ||o 3a cBe A € Ci(H) 3a Koje je
|AP € Co(H) Tj. 3acBe A € Cpim (H). Tama je ckyn Cpw)(H) = {A € Coo(H) : |A]P € C5(H)}
cenapabuIaH ujeast ca HOpMoM || - ||, yKommko je p > 1 (ma dysximja || - || 3a10BosbaBa
cojcrBa HOpMe Ha Cgp (H) Moxke ce Bugern y [35]). Ca € ol (H) o3HauaBaMO 3aTBOPEHE
olepaTopa KOHAYHOT paHra y HOPMH || - ||¢e) . YHUTApHO MHBapujanTHE HOPME || - || 520 KOjE CY
HacTase 2-MOnnMUKAIMjOM HeKe YHUTApPHO MHBapUjaHTHe HOpMe || - ||¢ HasuBajy ce QQ nopme

JOK ce HopMe || - ||p2+ HasuBajy Q* nopme. Ako je p > 2 taja je cBaka p-moaudukanmja
p

. : . p
nopme || - |lo yjemmno u @ mopma jep Baxku jemnaxoct ®P) = (<I>(2)) . Hammomenumo ga he Q u
(Q* HOpMe WrpaTu OUTHY yjory y pa3marpamuma y llormasmy 3.
Hlawen'" - @on Hojmarosa' kaaca €,(H) je npumep uieana ca MognduKanujoM CTeneHa

p Hykjeapre HopMme || - || umeanma Ci(H), a0k je Co(H) mosnara xkao Xuabeptu-LImutiosa
kaaca. Hopma nneana C,(H) je osnadena ca || - ||, u jenmaka je ||A|l, = o sh(A).

Oxnocu u3mel)y oBako nedunncanux wjeana Cy mperiaeaHo Hasegenn y [55, Jlema 1.4].

Ca tr : € (H) — C hemo o3HauaBaTH Wpal HyKJIeapHOI oleparopa. Y MHTamy je
muHeapaH (DYHKIMOHAJI Ha mjeasy Hykjaeapaux omneparopa Ci(H) 3a Koju Baxku jemHakocT
Itr|| = 1 (Bumern [5, Jlema 14.19]). VYxommko je omeparop panra 1 meduHucaH M3pasoM
(e ® f*)x = (x, f) e 3a cBako = € H u ako je A € B(H), Taja BaxKe jeJHAKOCTH

(e, f), lle@ frlly=lle® f| = llell - [f]l, Ale® f*) = Ae® f".

(127)  trle® fY)

YKoJmKo ¢y a,b € co u 1 < p,q < +00, % + é = 1 Tajia BaXKu HEjeIHAKOCT

(128) CID(albl, .. .,anbn, .. ) < {/(D(’Ch'p, ceey |an|p, .. ) . €/®(|b1|qa cuey |bn|q, . )

Bamncra, Ha OCHOBY JeduHHUIM]e C. H. QyHKIHMje P T0BO/BHO je T0KAa3aTH TOPHY HejeTHAKOCT
YKOJIUKO Cy a U b HU30BU U3 Coy C Cp M YKOJUKO MMajy HeHeraTuBHe ejieMenTe. Ha ocHOBY
Janrose mejegnakoctu (Bumeru [5, Jlema 5.4]) umamo jna Baxku a,b, < % + % 3a CBaKO
n € N. Tana je ®(arby,...,anb,,...) < %(P(alf,...,afb,...) + %@(b‘{,...,bz,...). Heka je
a > 0 1 HU3 a 3aMEeHIMO ca & - a € Coy JOK Hu3 b 3aMeHuMo ca éb € coo- dodujamo s1a Baxku
nejenakoct P(aby, ..., a,b,,...) < %(I)(af, nab o)+ #@(b‘f, ..., b2, ...). JleBa crpana
ropme HejeHAKOCTH je KOHCTaHTHA JIOK JeCHa 3aBUCH O « > (), YKOJUKO Cy HU30BU 4 H b
dukcupann. MunnMuzarujom Jiecue crpane o « > 0 godujamo kejbeHy Hejegraxoct (1.28).

Caneneha nejeqaakoct cienn qupektao u3 Teopeme 1.35 u nedunurmone jeaaakoctu (1.25)

3a c.H. pyHKIHjy P~
Jlema 1.37. 3a A € Cy(H), B € Co-(H) sasrcu AB € C1(H) xao u ||AB|; < ||Alls - || B|

P*-

Cana naBogumo XesaepoBy”’ HejeHAKOCT 3a Hieasle KOMIIAKTHAX Oleparopa (3a omurujy
BapHjaHTy OBe HejeJIHAKOCTH IOrIefaTs [35]).

Jlema 1.38. Hexa je 1 < p,q < +00, %-l—% =1, A€ Co»(H) uB € Cpy(H). Taga
AB € Co(H) u saorcu nejegnaroct ||AB|le < {/HA llow - {/HB o -

I"Robert Schatten (1911-1977), aMmepraKn MaTeMaTHHaD

8 John von Neumann (1903-1957), mahapcko-aMepuaKi MaTeMaTHIap
YWilliam Henry Young (1863-1942), Spurancku MatemaTadap
MLudwig Otto Holder (1859-1937), Hemauku MaTeMaTHIap

27



Hgeanu Cp(H) Komuarinuxr oGepatiopa

Jlokas. Ha ocuoBy AB € C.(H) cnemn na moxkemo mocmarparu Hu3 Opojesa s(AB). Ha
ocaoBy Teopeme 1.35 3aksbydyjemo ja Baxku uejennakoct P(si(AB),...,s,(AB),...) <
D(s1(A)s1(B),...,5,(A)sp(B),...). IIpumenom Xesaepose Hejennakoctu (1.28) mobujamo

|ABlls < (/3(sH(A ) Y(IB), - 5(B) )
=V<1>s|A|p wb |B|
= ¢/MTAF e - YT1BI e = /T4 Taw - /1B oo =

Hapenna reopema npencrasiba Bapujanty TJK 3a cenapabuine umeane Co(H). Hokas
oBe TeopeMe je dasupaH Ha ujeju jgokasa Teopeme 2.16 u3 [72] u na XesepoBoj HejeTHAKOCTH
3a ujease garoj y Jlemm 1.38.

Teopema 1.39. [51, 52] Hexa je Co(H) cetuapadbunan ugean ienepucan c.w. GyrKyujom
®, A,, A € B(H) 3a ceaxo n € N u nexa nu3 ouepatmiopa (A,)nen Koneepiupa caabo ka
ouepatuopy A. Axo Gocwoju otepatiop B € Co(H) waras ga je |A,l, |AL], |A], |A*| < B 3a
ceaxo n € N waga A,, A € Co(H) 3a cee n € N u saorcu jegnaroctu nh_)rlolo |An, — Alls = 0.

Jloxas. Hajupe, umanmo A,,, A € Co(H) jep je |Anl,|A| € Co(H) 3a cBe n € N. Kaxo je Co(H)
celrapaduIaH ujaeas, IMOCTOjU OPTOIPOjeKTOp KoHadHOr paHra P Ttakas ma je Q = 1 — P n

1QBQle < e. Uz QA,]|Q < @BQ n Q|A|Q < QBQ raxohe nodujamo [|Q[A,|Qlls < € 3a
ceako n € N, kao u |Q|A|Q]|e < €.
Ha ocnoBy Jleme 1.38, kopucrehu mojiapHy JI€KOMIIO3UIIA]Y, TMAMO

14.Qlle < 11441 Qlle = |14 VIAIQ||, < VTTA e - VIQIAL Qllw < V1Bl - v

Cumano, mmamo na cse tpu Bermuauie ||AQ| s, [|QAn|e v ||QA|le Moxkemo mponenunTn ca

VIBlls - v/€. Baro, 3a cBako n € N umamo ja BaxKu

[An — Alle = [(P + Q)(4n — A)(P + Q)l|e
(1.29) <|[P(An = A)Pllo + [|QAlle + [[QAn[le + [PAQ]le + [[PAQe
< 1P(An = A)Pllo +4ve - VI Bllo-

Ha ocuoBy dim R(P) < +oo umamo P = )" | e ® €} 3a HEKH OPTOHOPMHPAH CKYIl BEKTOPA
€1y, Em € H. JIUpeKTHUM padyHOM JTOOMjaMO

P(A, = AP =) ((An — Aer, e, ) ex @ 6.
k=1 1=1
Kako 3a cBako n € N Baxu |[|[P(A, — A)Pllo <> 1oy > [ (A — A)eg, €) |, cnenu
(1.30) lim |P(A, —A)P|le =0

Ha OCHOBY cjabe kKoupepreumuje Husa (A,),>1 ka A. Kownauno, uz (1.29) u (1.30) umamo
limsup |4, — A|| < 4V - /|| Blls. Kako je € > 0 npoussomno u B € Cg(H) xemenn

n—oo
3aKJ/by4aK CJIEIN. ]
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Crnenche Tepheme npesacrasba Bapujanty ®aryose’! neme 3a mmease omeparopa. llpe
TOra, HAIIOMEHUMO Jla U3 cjade Koupepreumuje nusa (A, ),y Ka oneparopy A u K € K(H)
creau lim tr(X, K) = tr(XK). 3ancra, Ha OCHOBY JIMHEAPHOCTH Tpara J0BOJBHO je JOKA3aTH

n—o0

oBy jemnakocT ykomko je dimR(K) = 1. ¥V tom cayuajy, ako je K = e® f*, |le|]| = || f]| = 1,
Ha ocHOBY (1.27) mmamo (4, — A)(e ® f*)(z) = (z, ) (A, — A)e = (((A, — A)e) ® f*)(x)
onakiie je tr(A,e ® f* — Ae ® f*) = ((A, — A)e, f) a oBaj U3pa3 TexKU HYIH KaJIa 1 — 0O.

Teopema 1.40. [//] Hexa c.n. ¢Pynxuuja ® wne tenepuwe ugean Co(H) u mexa wus
otepatiopa (X, )nen ¥ Co(H) crabo xonsepiupa y ugeany Co(H). Taga astcu nejegraroctt

< liminf | X, |-
n—oo n—oo

(1.31) H(Weak) lim X,,

Jlokas. Ha ocuosy [25, Jlema 12.1] nmamo na 3a cBako X € Cq(H) Bazku dbopmya

(1.32) I X]le = sup
ozvexm) ||Y]

U3 X, € Co(H) cneau ‘tﬂ%g” < || X.|le 3a cBako n € N u 3a cBako 0 # Y € K(H). Us

ciiade kouseprenmuje Huza (X, ),en 3aK/bydyjemo ja Baxku lim tr(X,Y) = tr(XY') 3a cBako
n—oo
Y € K(H) (Bumern pasmarpatbe 1pe hopMysialmje OBor TBpherma), Mpu 4emMy CMO O3HAUMIIN

|tr(XY)|
Yllex

liminf ||X,|l¢ 3a cBako 0 # Y € I(H). VYsumamem cynpemyma no csum 0 # Y € K(H)
n—o0

X = (weak) lim X,,. Ilpemackom Ha n — 00 J00HjaMO Ja BayKH HEjeTHAKOCT
n—oo

cieau TBpherme, moHoBHOM yrorpedom dopmyie (1.32). O

Teopema 1.41. [30, Teopema 6.2] Hexa je (T, ||-||) cetapadburan geoctuparu ugeanr y B(H).
Taga wocwoju c. n. Pynryuja ® warxo ga sancu J = Cy(H).

Hupektu cmep napeasor tephema je masegen y [30, crp. 68| mok je obparHu cmep
Ha wueany K(H) masenen y [30, Iocaemuna 3.1, crp. 79|. da odparHu cmep BaxKu u y
OIIIITEM CJIydajy ce Mokasyje HpuMeHoOM pesyarara u3 [15] koju xaxke na m3 X € B(H) u
| X|| <1— 2 3amnexo n € N creau ga nocroje yunrapuu oneparopu Uy, . .., U, € B(H) tako
naje X = (U4 -+ U,).

Teopema 1.42. Hopma || - || na ugeanry J C Cuo(H) je cumelpuuna axo u camo ako je
YHUTAAPHO UHEAPUJAHTLHA.

/Jlokas. Heka je majupe || - || cumerpuana nopma na ugeany J C Co(H) u neka cy U,V €
B(H) yuurapuu. Tana saxu [|[UXV|| < U] - || X|| - |[V]] = || X]| 3a cBako X € J. Takobe,
mvano || X[ = [[UTTUXVZIWV| < U] - [UXV]|- [V = [[UXV]|. Haxne, nmanmo ja
Baxu || X|| = [|[UXV||, na je Tume nokazan jeman cmep osor tBphema. Akoje X € J, A, B €
B(H) u d > 0 razxa je Hm <1-2

Ha ocnoBy nomenyror tBphema n3 paga [45] cienn na je m = LU, +---+U,) 3a neke

H < 1. Cnemu na nocroju n € N 3a xoje je H HAﬁ”‘

HPierre Joseph Louis Fatou (1878-1929), dbpaHiyckn MaTeMaTuuap u acTpOHOM
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yuurapue oneparope Uy, ..., U, € B(H). Cazna, 3a cBako 6 > 0 umamo
JAXBI = (141 +) || s xB|
All+46
<MI*0 o xpy 41 o))
IA]l + 6
=—— (IXBll +---+ [ XBl) = (4] +6) - ||l X B]|.
Onasue cnenu umejenuakocr [[AXB|| < [|A] - [|X B|| kama npebemo na 6 — 0+. Ha wucru
HauuH ce nokasyje mejennakoct || X Bl| < || X|| - || B||, omakne caenu TBpheme. O

JupekTHnu 30upoBu XmjadepToBuUX IIPOCTOpa

Axo je (H,)nen HE3 XWIOEPTOBUX MIPOCTOPA TAJIA je CKYIl

“+00
EB’H { (fn)nen : N—>H7—[ fn € H, 3acBako n € N, Z|]fn||2<+oo}

n=1
ca ckagaprmM mpomsBooM (-, ) : @2 H, x @2 H, — C nebunmcanmm ca
+o0 400
(133) <(fn)n€N7 (gn)n€N> = Z<fn7 gn> 3a CBaKoO (fn)nEN7 (gn)neN S @Hn
n=1 n=1

Xuadepros mnpocrop. Ako je H, = H 3a cBako n € N, tajga modujamo Xua0epTOB IIPOCTOP
not Hn = C2(H).
Axo je ‘H,, cenapadbunan XumoepToB mpocTop 3a cBako n € N, tajia je XumoepToB MpocTop
:ﬁ ‘H, Ttakobe cemapadbmian. 3amcra, ako je (eé")>kEN 0.H.0. y H,, Taga je CKyI CBHX

HI30Ba (fn)nen € @Zz ‘H, ca cBojcrBOM f, = e;") 3a mwexko n,k € N u f,, = 0 3a cse

m € N\ {n} jemma 0.1.5. y @, H
HeKa je A, € B(H,) 3a ceako n € N u sup,y ||A,]] < +oo. Tana npeciamkasarbe

XA, @ L Hn — @ 1 Hn, 3a71aT0 H3pa3oM ( oA )((fn)neN) (A, fn)neN 32 CBAKO

n=1
( fn)neN cP= ’H IIpeJICTaB/ba jelaH OTpaHuYeH JIMHeapaH OIIePATOP U BarKK H > An H =
SUP,e || Anll. Yrommko je sup,ey [|4n]| = 400, Tana oneparop A € B (P, 2] Ha ) 3a KOju
je Aly, = A, 3a cako n € N me nocroju. ¥Ykouuko je A,, B, € H, 3a cako n € N

1 sup,,cy ||[Anl] < 400 m sup,ey || Bl < +oo Tana Baxku jemmaxoct @;3 A, @:3 B, =
D, > A,B,,. Cuenujanno, uMaMo Jja BaxKU jeJHAKOCT

+0o0 k +oo
(1.34) (@ An> = @AZ 3a ceako k € N.
n=1

n=1

Bulie mam orpedan pesyarar [21, Teopema 2.2| koju ce 6aBu KOMIAKTHOIINY JIUPEKTHOT
30upa omeparopa. ¥ IIOMEHYTOM pajly OBaj pe3y/TaT je HaBeJeH Oe3 J0Ka3a I1a 3aTo
YKJBYIyjEMO T JIOKA3.

JIlema 1.43. [52] Hexa je (Hp)nen Hus Xuabeptwosuxr upoctwopa, A, € B(H,) sa ceaxo
n € N u sup,ey || 4n]| < +00. Taga, umamo @, A, € Co (D, 2] Hn) aro u camo axo
A, € Co(H,) 3a ceaxon € N u lim ||A,| = 0.

n—oo
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Jloxas. (=:) Heka je k € N. Hus <x£bk)> o u3 H; xoupeprupa cjiaado ka () ako m camo
aKO HI3 (y,(@k)> , TIe je yﬁf) = (0,0, e ,O,x,(f),(), . ) (ma mosuruju k ce HaJAa3n x%k)),
neN

kouBeprupa ciado ka (0,0,...,0,...) € ::3 H,. Us ;rg A, € C, ( Zﬁ 'Hn) UMaMO
lim Akx%k) = lim H(@:‘Z Am) yr(zk) ‘ = 0. Onasue cieu Ay, € Coo(Hy).
n—o0 n—oo

Hoxkaxumo caga lim ||A,| = 0. IIpermocraBumo na mocroju € > 0 u nomuHu3s (N )ken

n—oo
takas 1a je ||A,, || > 2¢ 3a cBako k € N. Ilocroje Bekropu z,, € H,,, ||zn, || = 1, Tako ma je
| Ap, Zn, || = € 3a cBako k € N. Yromxko dopmupamo sekrope v¥) = (0,0,...,0,2,,,0,...) €
@:3 H,, (Ha mo3WIUjU Ny Ce HATA3U T, ) AOOMjaMO HU3 (v(k))keN y @:2 ‘H, koju cjrado
xonseprupa xa 0 € @1 H,. 3amcra, ako y = (Yn)nen € @, Hn, Tama lim |y,| = 0
n—0o0

ma ocuosy Y% [[yn]|* < +oo. Baro, mmamo [(v*,y)| = (@, yn )| < 2wl - [yl =
lyn.ll — 0 xama k — oo. Ha ocmoBy mnpermocraske GB:; A, € Coo( :3 ”H,n) cilen
kh_)rgo H(@Iﬁ Ay) v®|| = 0 =j. kh_}rgo | A, 20, || = 0. Oso je konrpamukuuja ca ||A,, z,, || >
e > 0 3a cako k € N.
(<:) Heka je (a(”))neN s w3 @ Hon, npu wemy je a = (a,&")) X KOju cJy1adbo

kouBeprupa ka 0 u Heka je N € N dpukcupano. Tama mocroju M > 0 tako j1a je Ha(”) H <M
3a cee n € N. Taja, umamo

(@)

2
+ M? sup HAkH2
N3k>N+1

Hus <a§€n)> u3 H; womseprupa ciadbo ka 0 3a csako k € N. Uz A, € C,(Hy) 3a
neN

2
k€ {1,...,N} nodbujamo lim Zgzl Aka,gn)
n—oo

= 0. Opnasne, limsupH( ;3 Ak) a(")H2 <
n—oo
M? sup || A|* 3a cBako N € N. Ako N — oo jobujamo

N3k>N+1
+oo 2
lim sup @Ak a™| < M? lim  sup |4
n—00 o1 N=00 N3k>N+1
= M*limsup || A;||* = M? lim ||A.|]* = 0.
k—o0 k—ro0
Haxe, noxasam cvmo 1a je @12 A, € Co (D15 Ha)- O

31






I''maBa 2

Nurerpanuja dyskmuja A : Q — B(H)

Heka je y oBoM morsiaB/by H cenapadmiian XuadepToB IMIPOCTOP HaJl KOMIIJIEKCHUM TT0JHEM
ckajapa. Harmomenumo na hemo ce y oBOM ey aucepTalidje OABUTH PE3YATATUMA KOjU
cy Beh mo3HaTH, a KOjU Ce OJIHOCe Ha CJIady* MHTEerpadU/IHOCT (aMuinja oreparopa u3
B(H). Ilocedno mzasajamo pagose [42, 38, 43, 59, 41, 39, 40, 44, 36]. Tlopen naBexHUX
pazoBa yuyhyjemo umraona m Ha ckopamme pesyarare |10, IIpumep 4.10] u [11, IIpumep
2.26, IIpumep 3.15] y KojuMa onepaTop-BpeJHOCHH WHTErDAJU WIPajy 3HAUAJHY YJIOTY MPH
KOHCTPYKIMjU MO3UTUBHUX IPeCc/MKaBama Kao U Ha paj [74] y kome ce mcTpaxKyjy nurarba
HYMEPUNKOT N CUEKTPaAHOT pagujyca daMuanja oreparopa KopuceThu onepaTop-BpeIHOCHE
UHTErpaJie.

IIpumeTnMo 718 cy MOMEHYTH paJI0OBU YIJIABHOM HOBHjEr JIaTyMa, IIITO YKa3yje Ha TO Ja je
TeMa 0 K0joj he dutu peun MmosepHa u akryenna. CaykeTu IpUKa3 OB TEMATUKE, Ca aKIEHTOM
Ha pa3He TUIOBe 0UEPatiopHux u Hopma Komu—IlIBaprioBux Heje THAKOCTH, IIPEJCTaB/bEH je
u y |4, Iornasme 6]. Takobe, y oBoM mormaBiby aucepraryje HABOJUMO U OPUTHHAJHE
pesysrare ayropa godujene y |51, 52|, koju cy moBe3aHm ca pe3yiaTaTHMa HABEJIEHUM Yy TOPE
IIUTUPAHO] JINTEPATYPH.

2.1 TI'espdaHmoB onmepaTop-BPeJHOCHU MHTErPAJI

Y 0B0j ceknuju m3BpmmheMo Koukperuszarujy ledununuje 1.31, umajyhu y Buay aa je
ayanau pocrop mpocropa Cq(H) mzomerpuuku uzomopdan ca npocropom B(H) (Bumern
[30, Teopema 12.1|). Ilpenusnwuje, 3a npecaukaBame ) 3 t — A, € B(H) xaxemo ja je
cAab0* MepHUBO YKOUKO je ckamapHa dyrkimja 2 S ¢ — tr(A4,Y) € C M-mepspusa 3a cBako
Y € C(H). Axo dyuxuuja Q > t — tr(A,;Y) € C npunana npocropy L'(£2, 9, i) 3a cBako
Y € @i (H), na ocuoy Teopeme 1.30, ciequ na nocroju jequucrsen ejgement us B(H) koju
he Gutn o3mauen ca [, A; du(t), Takas 1a je

(2.1) r ( /Q A, th)Y) _ /Q t(AY) dpu(t) sa craxo Y € €, (H).

Y Tom citydajy, KaykeMo Jia je damumja oneparopa (A;)icq c1ab0" untierpabusna u onepaTop
Jo Avdu(t) € B(H) ce nasusa caabu* uniieipas na lendargos uniterpan bamumuje (Ap)ico.
Takobe, kaxkemo na je dyukrmmja A : Q@ — B(H) cradbo* maTerpadmina, rue je ciaoso A
OpUIPYKEHO cy1adoj* mHTerpadminoj davmuanju omneparopa (A;)icq. YKOIUKO ogabepeMo
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ortepatop Y koju je paura 1y (2.1), nobujamo’ jemnaxoct

(2.2) </QAt d,u(t)f,g> = /Q(Atf, g) du(t) 3a cse Bexkrope f,g € H.

Jenmakocr (2.2) je butHa jep naje ceckeuauneaphny dopmy oneparopa [, A, du(t) € B(H).

Axo je dyukmuja Q 3t — (A, f, g) € C M-mepspuBa 3a cBako f,g € H, taja je dyHKImja
A Q — B(H) cnabo* mepspusa. 3amcra, ykosmko je Y € C(H) rajga mmamo pasBoj
Y =35, (Y)e, ® f* y nopvu nzeana C(H). Onasae u u3 (1.27) ciaemn

n=1

“+oo “+oo

(2.3) r(AY) =) s, (V)tr(Ae, ® f3) = Y sa(Y) (Asen, fo)

n=1 n=1

3a cBako t € (), na je dbynknuja Q 5t — tr(4,Y) € C 9M-mepsbuBa Kao cyMa TaKBUX.

Hapenna teopema je BakHa jep Mokasyje jia W3 WHTerpadmaHoctu yHkiuje 2 35 ¢ +—
(Aif,g) € C 3a cako f,g € H caenu unrerpaduinoct dyukuuje 2 3 t — tr(A4,Y) € C 3a
cBako Y € Ci(H), mrro y KOHKpETHUM CUTYaIldjaMa 3HAYAJHO OJIAKIIABA Pa/I.

Takobhe, Kpo3 jg0Ka3 MOMEHyTe TeopemMe hemMo BUIAETHU Jia je y TOM CJIydajy HUCIIYHeHO
SUP| f=(gl=1 Jo | (Acf9) | du(t) < +oo, mTo he Omru 3HAYAJHO y HMTARUMA HOPMUDAHA
BEKTOPCKUX mpocTopa oBakeux B(H )-epegnocuux dyukimja. Tpeba HamoMmeHyTH 11a je 10Ka3
oBe Teopeme UpBH IyT npesenrosan y [51, Jlema 1.1] anu ce oBo TBpheme jaiba u KopucTH
u panuje, mTo ce Moxke Bujern y [36, Jlema 1.1] kao u y komenrapuma u3 [42, Crpana 3|.

Teopema 2.1. Hexa je 2 >t — (A.f, g) € C eaementt upoctmiopa L*(2,0M, 11) 3a cee sexiliope
frg € H. Taga je pamunuja (Ay)icq crabo® untueipadbuina u sastcu jegharocta (2.1)

Jlokas. 3a t € Q umamo jeamaxkoct (2.3). dedwnumumo npecimkaBabe VU @ H X H —
LY(Q, DM, 1) uzpasom U(f,g)(t) = (Aif,g) 3a (f,g) € Hx H ut € Q. Jacuo je na je ¥
ceckBuymHeapHa ¢opma. Jlokazahemo na je ¥ orpanndena ¢popma, Tj. j1a je

e / [(Acf,g) [du(t) = sup [ %(f,9)||Liou = M < +o0
I£1=llgll=1 J IflI=llgll=1

jep y Tom ciyuajy u3 (2.3) u Y € C1(H) ommax modujamo

/|tr (AY)|du(t) < sn /| (Aen, fn) | dp(t) Man ) < +o0.

Heka je g € H dukcupan BeKTOp M mocMaTpajMo mpecamkasambe J, 1 H — LY(Q, 1) koje
je medbunncano mspasom Jy(f)(t) = (A:f,g). Y nuramy je IMHEApHO IpeCIHKaBaIbe 0K
EerOBY OIPAHUIEHOCT HoKazyjemo Teopemom o 3arBopenom rpacduky. Heka je 3aro

T [l = £+ 19,(2) — ] =0
npu demy je (fo)ney 13 y H, f € H u h € L'(Q, u). Tocroju nomuus (n,)reny Takas ga je

klim To(fn)(t) = Rh(t) Tj. klim (Atfn,g) = h(t) 3a p-crkopo cako t € §). 3a TakBe t € Q) u
—00 —00

u3 A, € B(H) zaxsmyayjemo (A, f,g) = h(t) 1j. J,(f)(t) = h(t). Kako mocrentsa penarmja
BasKn 3a [-CKOpo cBako t € Q cremm nma je Jy(f) = hy LY(Q,p). Hoxkasamu cmo na je

'OBe xopucrumo (1.27).
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Ty € B(H,LY(Q, pn)). Comuno, 3a duxcupan Bektop [ € H neduHAMIIMO NMpeCIHKaBAbE
Zs: H — LY(Q, p) mspasom Z;(g)(t) = (Afg, f). Oner, y muramy je IMHEAPHO NPECINKABAIHE
3a KOje Ha MCTH HA4YMH 3aKJbydyjeMO Ja jé OIPAHHYEeHO, Te KOHAYHU 3aK/by9aK M3BOIMMO Ha
cnenehn maunn. Vimamo ma Baxku
sup  [[W(f,9)llzr @ = sup sup [[To(f)llzr@mu < sup [Tyl < +oo
£ I1=llgll=1 llgll=111flI=1 llgll=1
jep je Ha ocuoBy Teopeme Bamaxa-IllTajuxayca 3a cBako dukcupano f € H UCIYHEHO

sup 17, ()l = sup / (Afr ) | duct)

llgll=1 llgll=1
= sup / | (A7 g, ) | du(t) = sup | Z4(9) |l = [yl < +o0,
lgll=1JQ llgll=1

1j. dammmmja oneparopa {7, : g € H, ||g|| = 1} us B(H, L'(Q2, 1)) je myHKTyaHO OrpaHIYeHa
a caMuUM THM U YHU(POPMHO OrpaHUYIEHA. [

Iocnemuua 2.2. Hexa je Q > t — (Aif,g) € C eaemeni upoctiopa L' (Q, M, 1) 3a cse

sexwope f,g € H. Taga je M := sup [(Arf, g)| du(t) < +o0.
IflI=llgll=1/
Hanomena 2.3. Mooice ce tokazatiu ga Gog ycaosuma ud Ilocaeguue 2.2 sastcu u jegrarxoct
M = sup / [tr(AY)| du(t) (sugetu [59, pouosuyuja 1.8]).
YeCi(H), [IYh=1

Kaxko je pecrpukiuja mHTerpaduine pyHKIMje Ha MEPJHUB MOJACKYII OIET MHTErPaOUIHA
dyukimja, 3a caado* unrerpaduiny dbamuanjy (A;)ecq u 3a ceako M > E C Q umamo ja
nocroju jemuucrsen omneparop [, A; du(t) € B(H) koju 3a10B0sbaBa jeHAKOCT

(2.4) </EAt d,u(t)f,g> = /E<Atf, g) du(t) 3a ce BekTope f,g € H.

Yromuko je f € H rtaga je (Aif)icq damunmja Bekropa y H. Ako je (Ap)ieq ciado*
MHTErpadUTHA cbaMI/IJH/Ija Taga je (A¢f)ieq Heruc unrerpaduana dammiuja Bekropa y H u
BaXKM jeIHAKOCT f EAt fdu(t) = [ pAvdp(t)f sa ceako £ € M. Oso cireu JTUPEKTHO Ha
ocHoBy (2.4), Pucose’ Teopeme o penpesentanuju pyHKIMOHAIA HA XUJIOEPTOBOM IIPOCTOPY
u necdununuje IlerncoBor nurerpasa.

Jlako ce mpoBepaBa Ja BayKe jeJHAKOCTH fE ad, du(t) = o [y, du(t), [5o du(t) +
JpBedu(t) = [,(A + By)du(t) u [, A du(t) = [, S du(t) + [, o du( )3aCBeoz€(C
E,F € M, ENF = () u 3a npoussosbHe c1ab0* mHTErpaduine gaMumje oneparopa & u
A. Takobe, ako je (Ap)ieq cmado* maTerpadmina damvuanja oneparopa u3 B(H) u ako cy
naru oneparopu B, C € B(H) raga cy u dammnnje oneparopa (A )icq, (BAp)wea 1 (A:C)ieq
cado* mHTerpaduaHe n 3a cBako E € 9 Baxke jeTHAKOCTH

) (/EAtdu(t))*Z/EAfdﬂ(t%
(2.5) B/EAtdu(t)Z/EBAtdﬂ(t)7/EAtd“@)C:/EAthu(t)'

Jennakoctu (2.5) Kao u ocTasia HaBeIeHa CBOJCTBA Ce JIAKO JI0Ka3yjy YIoTpedoM JiebMHUTIMOHE
penanuje (2.4). Taxobe, oe jemmakocru he dutm pasmarpane y llormasmy 4 y 3HATHO
ommrujem KouTekcTy (Bugeru Tepheme 4.12 u Tepheme 4.13).

2Frigyes Riesz (1880-1956), mahapcku maTemaTudap
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Matrpuynu oneparopu u I'e;bcdpanagoB mHTErpasT

IIperxomana pa3marpama cy BpIleHa 3a cjaado” mHTerpaduiHe aMuUInje OrpaHMICHUX
oneparopa u3 B(H). Cama hemo nmocmarparu damuminjy oneparopa (A;)eq, npu demy je
A € B(H,K) 3at € Q u e je K Hekn cemapaduiinu XujIdepToB IPOCTOP He 00aBE3HO
jennak ca H. J[akme, Heka je dynkrmumja Q > t — (A.f,g9) € C ememenr mpocropa
LY(Q, i) 3a ceako duxcupano f € H u g € K. Moxkemo nocmarpaT (paMujnjy orneparopa

<[£t 8] )t . y B(H & K). Ha ocroBy nedunuimje ckamapaor npoussoga (1.33) y H & K
€

UMAaMO <[O 0] {f} , [f}> = (Aif,9), 3a cBako t € Q. Ba duxcupano E € N,
A 0] L] 191 / e

Ha OCHOBY I'OpIhEr’ pa3dMaTpalba, UMaMO Ja HOCTOjI/I orepaTop / |:12 8:| d,u(t) y IIpocTopy
E t

B(H & K) 3a xoju BaxKn

el oo [ ()= LS ol ] ), om0

20 — [t dn®) saenao [T enor

Ha ochoBy jemnakocru (2.6) Moxkemo JoKasartu Ja je ceckBuimneapHa ¢dopma H x K 3
(f,9) = [, (Acf, 9)x du(t) € Corpanmdena. Bancra, npumenom Kommu-ITIBapriose HejeHako-
cTu u u3 nocrojarba ouneparopa [, [ 1, 0] du(t) y upocropy B(H @ K) caenu na Baxu

1 lc=llglhe=1 I lln=llgllc=1 </E [fgt 8} alt) m ’ m >H@IC

[E L(L 8} du(t)H I mlille=t m | /E Lgt 81 d“(t)H < Fo0.

Ha ocuosy [53, Teopema 6.3] mocroju oneparop [, A; du(t) € B(H, K) rakas na Baxu

sup

[ i g>,<du<t>\ ~ s

=2
HOK

<

</EAt d,u(t)f,g>lc = /E (Af, 9) du(t) 3a ceaxo (f,g) € H x K.

IIpumernmo a 3a oBako geduHncan oneparop [ 1 Avdp(t) Baxkm oveknmBaHa jeTHAKOCT

L o =11 atao o

jep oba omepatopa mMajy ucrte cekBuianHeapHe dopme. Hamomenumo ma hemo y Ilornasiby
4 MOJATHO YOIIIITUTH MPETXO/IHA padMarpama Tj. mocmarpahemMo damuiinje omeparopa, mpu
gemy he oBor IyTa omneparopu jejoBaTu u3Mehy nBa Bamaxosa mpoctopa.

Hapennu npumep je Takohe mosesan ca marpuniama. [Iperusnuje, mokazahemo ga Teopema
1.24 ne BaxKku 3a cjaduje KOHIIEIITe MHTErpalrje, Kao IITO je YBeJIEeHN KOHIIENT MHTerpallnje
B(H)-BpeanocHux yHKIHjA.

IIpumep 2.4. [73] Hexa je H Xunabepwos apocwiop, dimH = +oo u nexa je M > 0
apoussonno. Iocmatupajmo nu3d (Ap)nen HusBoWenHux otepamopa u3 B(H) sa xoju je
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(a) sup ||A,]| < 4o0; (D) H;EHA,LH > M; (B) [[AL |l = |Anta]|™ 3a cse n € N. 3a csaxo
neN nz

n € N gedurnuwumo otepatiop A, € B((2(H)) uspasom
An = @ X{n} (k)Ak
k=1

Taga je r (E) = r(A,) 3a céaxo n € N a owuinegno 6asrcu u ANnEn = A;El 3a €6axKo

n,m € N. Jloxazahemo ga eastcu nejegraroct
+o00 . 00 .
r ((Weak) Z An> > ZT <An> :
n=1 n=1
Baoicu <2{vn> € LE(N, p, B(F2(H))), apu wemy je p dpojauxa mepa na N. Taxohe je
neN

+00 +00
/ A, dp(n) = (weak) Z A, = @ A,
N n=1 n=1

Bauctia, 060 caequ jep 3a c6axo T = (Tn)nen € 2(H) casicu

<<§ An) xw> = f (Apitn, ) = <(/N,?1;dﬂ(n)) xm> = <<(Weak) :ﬁz) xm> .

n=1

Ha ocnosy jegnaroctuu (1.34) godbujamo ga 3a csaxo k € N saorcu
too k +oo
<(Weak) > An> =P AL
n=1 n=1
Ha ocnosy ycaosa (8) u (B) umamo ga je 3a ceaxo k € N ucuyreno
o0 N k +o0
((Weak) Z An> @ AF
n=1 n=1
Kopuctehu ewparngosy popmysy 3a cUekUpasiy, GOAYTPEYHUK §odUjamo
~+00 +o0 k %
r (/N A, du(n)) =7 ((Weak) ;An> = Ilcrellg (; An> = M > 0.

Ca gpyre ctupare, c6u 0Uepattiopu A, CY HUAGOTLEHTUHU, 0JaKAe je

1 1
k

1 1
= sup [ARNF = A5 llF = [|Agnall = M.
ne

ir(@) :Jrz:r(An) =0

Butino je HaGOMERYWU §a HU3 HUATOWEHTHUT 0Tepatiopa (Ap)nen KOJu 3agosonasa ycaose
(a), (8) u (B) wocwmoju. Peyumo, yrxoauxo je H = (? wWaga modsrcemo ysemu Hu3

0 M 0
A =0, Ay— B ]‘(ﬂ 0, As= |0 0 M| a®o,
0 0 0
Caunan Hu3 ce Modce KOHCTIPYUCATIU U Y OTUULTLEM CAYHATY. A
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Hpoctmopu LE(Q, p, B(H)) w LE(Q, p, B(H))
2.2 TIpocropu L5(Q, p, B(H)) m LE(Q, p, B(H))

Hopwmy oneparopa [}, A; du(t) nporemyjemo ca

/Atdu(t)H = sup
E I lI=llgll=1

re je opoj M < +oo u3 llocnemure 2.2. O naTEpeEca je MOCMATPATH BeJTUINHY

/<Atfgdu ‘ /|Atfg|du<) M < +oo,

(2.7) I(Aeallc =  sup / (Adf, )| dpu(t) < +oo
IflI=llgll=1JQ

3a cBaKy cj1adbo* mHTerpadminy damminjy omneparopa us B(H). Hamomenumo ja jegnakoct

sup
I71=llgll=1

[aus.aante 'z s [ (Acf.)l dutt

IF1I=lgll=1

He Mopa OUTH TadHa y OIINTeM CiIydajy. JeanocraBan mpumep je mar ca = {t1,ta}, t; # to

n0# A, =—A, € B(H).

Hedbununmja 2.5. Caabo* mepruse gamunruje otepatiopa (Ay)cq u (Bi)ieq u3 B(H) cy
caabo* p-exeusaneniine axo je 3a ceaxo f,g € H saorcu jegnaroctn (Aif,g) = (Bif, g) 3a
-cropo ceaxo t € 2.

Hamomennmo na ckyn p-mepe sysa rje jennakocr (A, f, g) = (B.f,g) (eBenTyanHo) He
BazKM 3aBucH oJf BeKTopa f,g € H. Ha ocHoBy mosapusanuoHOr HIEHTUTETA JIOBOJHHO je
npoBepuTH Ja Jid 3a cBako f € H Baxu jemxnakoct (A, f, f) = (Bif, f) p-ckopo cByna.

Hedbununuja 2.6. Hexa je L5 (Q, p, B(H)) cxyu ceur caabo* exsusarentinur damuiuja
(At)ieq otepatiopa us B(H) xog kojuz je ||(Ai)iealle < +00.

Heka je 3a cBaku Bekrop f € H umcmymen ycios [, [|Ayf|* du(t) < +oo. Tlocienme
je eKBHBAJIEHTHO Ca THM Ja 1ocroju uurerpan [, AfA, du(t) kao enement mpocropa B(H).
Kako je y ToMm ciydajy omeparop fQ A7 A, dp(t) mosuTuBaH, IMaMO /18 BayKH

28 s [adan = sw ([ aaauons) = | [ aaao).
Ifl=1 /¢ I7l=1 \Ja Q
Ha ocuoBy (2.8) moxemo yBectu caenehy nedununmjy (umeru [42, dedununuja 1]).

Hedbwununuja 2.7. Hexa je LE(Q, u, B(H)) ckyt ceur caado* p-exsusarenrur damuiuja
(Ap)ieq ®og wojux je [, || Acf|? du(t) < 400 3a cearo f € H.

Butno je mcrahm ma cxkyn LZ(Q, p, B(H)) ysemen Hedbunummjom 2.7, ca CTaHAAPHO
neduHICAHNM OllepaljaMa, YUHH BEKTOPCKH IPOCTOp. Ha OBOM BEKTOPCKOM IPOCTOPY
HOpMa Ce MOXKe 33JIaTH H3Pa30M

H(At)teQHL2 Qu,BH) =

A ()| = s \/ [ aute
Q Q

IFl=1

Baucra, yromuko je ||(As)wenllrz sy = 0 3a nexo (Ap)eo w3 L (2, p, B(H)) tana je
Jo A fII? du(t) = 0 sa cBaku BexTop f € H, omaxie 3akmydyjemo na je ||A,f|| = 0 sa
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p-ckopo cBako t € €. 3aro je ckamapha dyuknuja 2 3> ¢ +— (A, f, f) € C jennaxa nyau 3a fi-
CKOpoO cBako t € ), mro 3Haun Ja je dhamuamja oneparopa (A;)icq HyJIa €JIeMEHT BEKTOPCKOT
npocropa L (Q, p, B(H)). Taxobe, dynxumja || - [|12qusm) 3a00B0baba Hejegnaxoct
TpoyrJa, mro MoxkeMo Bujeru kopucrehn (2.8) ma cienehu maumn. 3a o € (0,1) u 3a
pou3BoJbHO oadpane damunuje oneparopa (Ay)ieq u (By)ieq 13 LE(Q, 1, B(H)), kopucrehu
KOHBEKCHOCT KBaJIpaTHe (DYHKIIHje, JI0OUjeMO Jia BazKH

1(At)iea + (Boicall T2 s < sup [ (1A + 1B fI)? dp(t)
¢ Ifl=1J0

= sup/(a~m+(l—a)-w)2du(t)

If1=1Ja o l -«

) ||?||1£1/Q (a. (HA%H)Z +l-a) (%)j du(t)

[ (I ||Btf||2)du(t)

||f|| 1 o e

<L sup / VA1 dpa(t) +

@ fl=1

Sug/HBtfll dp(t)

_ ”(At)||Lé(Q7M,‘B(H)) n H( t)HLé(Q,mB(H))
o 1—«

< (Al 2 @use) + 1Al 22,03 (H)))Q'

[Tocrenma nejeHaKOCT Cen Ha OCHOBY Tora mTo dyHKIHja f,p : (0,1) = R nara ca

a’® b?

fa,b(x) =

€ (0,1),
[ 32 CBaKo z (0,1)

nma MuanMyMm Ha (0,1) 38 29 = W Taj MUHUMYM H3HOCH fo(20) = (a + b)%.

+b

2.3 HekommuerHoct npoctopa L5 (€2, 1, B(H))

V 0Boj cexmmju mokazaliemo na mHopmupan npoctop L (€, pu, B(H)), xoju je nedununcan
y TPOIILJIOj CEeKIUju, TUIMIHO Huje KoMIiuleTaH (3ajegno ca Teopemom 2.9 mornenaru u |6,
Teopema 3.6] 0 HEKOMILJIETHOCTH CJIMYHO JIEDUHUCAHOT TIPOCTOPA MHTErPAOUIHUX (haMUImja
mepa u3 [lornassba 5). Hapenna nsa TBphema cy modujena y [52].

Jlema 2.8. Hexa je H Xuanbepiios upoctiop, dimH = 400, a € H, |la]| =1 u
X,={AeB(H): A(z) =0€ H sa cée v € {a}"}.
(a) Hopmupan upoctiop X, je sawisopern y B(H) u X, je usometwpusru usomoppar ca H.

(0) Axo je F € B(X,,C) wmaga uwocmoju jegunctusen eaemenii xp € H wakas ga je

F(A) = (Aa,zr) 3a ceaxo A € X, u eavicu jegnaxocw ||F|| = ||xp|. Taxobhe, sa
ceaxo x € H Ppynryuja F, : X, — C gawa ca F,(A) = (Aa,x) gepuruwe otpanuuen,
auneapar Pynryuonan na X, u eascu jeguaxoctu ||Fy|| = ||z

(B) Hopmupan apocmiop LE(Q,u, X,) je samieopen GomMUPOCTOp HOPMUPAHOT UPOCTLOPA
LE(Q, p, B(H)) yroauro je H cetapadbunan.
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Jlokas. (a) Ckyn X, je Bekropcku morupoctop y B(H). VYkomuko je uu3 (A,)neny u3 X,

KoHBerpeHTaH Ka HekoM A € B(H) rtayna 3a ceako x € {a}* umamo jeanakocer 0 = lim A,z =
n—oo

Az. 3aro, A =0 na {a}L. Hedunumumo npeciankaBame ¢ @ X, — H uzpaszom
©0a(A) = Aa 3a cBako A € X,.

[IpecnukaBame @, je JimHeapHO, n30MeTPUYHO n OujekTuBHO mM3Mehy BamaxoBux mpocropa
X, n H. 3ancra, TUHEAPHOCT OBOT IIPECINKABAA je OUNIJIe/IHA & KOpHCTehH lla]| = 1 kao u
paznarame r = (x,a)a + a,, 1pu Yemy je a, € {a}t, zakmyayjemo’ ma Baxku

Al = sup [Az| = sup [ (z,a) |- [[Aal| = lla] - [|Aal| = [[Aal| = [[@a(A)]|
3a ceako A € X,, WTO JOKa3yje M30METPUYIHOCT IpeC/nKaBama ©,. JloKaxkumo ma je ¢,
dujexnmja. U3 nokasane jemnakocru ||All = ||pa(A)| cremu na je ¢, : X, — H uHjeKTUBHO
npecsmkaBame. Heka je caga f € ‘H npoussosbHO u gedunncmumo oneparop Ar : H — H
mspasoM As(z) = (x,a) f. Tana je Ay € X, u Baxu @, (Ay) = As(a) = (a,a) f = ||a]|*f = f
jep je |lal| = 1. OBume cmo mokazaniu Ja je ¢, OMjeKImja a THMe U J1a je ¢, M30Mopdu3aM
npocropa X, u H.

(8) Hexka je F € B(X,,C) u nedunumunmo npecinkasamwe G : H — C uzpazom
G(f) = F(p,'(f)) 3a cako f € H.

Tana, G € B(H,C). Ha ocuoBy Pucose Teopeme nocroju zr € H takas 1a je G(f) = (f, zr)
3a cBe [ € H. Ykomuko craumo f = Aa = p,(A) € H modujamo

(Aa,rr) = F(p, (pa(A))) = F(A) 3ace A€ X,.

Yromuko je (Aa,z) = (Aa,x%) 1j. (Aa,2 — %) = 0 3a cBe A € X, Taga 3a omeparop
Ay o+ H — H xoju je naT uspasom

Ay () = (y,0) - (2 — 2p) 32 cmaxo y € M
BaXKn Az’F—x% e X, u <Ax%_$%a,x’F — :C/},;' =0 Tj.
0= ({a,a) (2} — 2§), &p — 2f) = [lal|* - [l — 2%

omakJse ciaemu T = 5. Ia mokaxkemo ocrarak jgena (8) osor TBphema, Heka je x € H
IPOM3BOJFHO a MOyKeMo mpernocrasutu jaa je u x # 0. Tama mvamo |F,(A)| < ||Aal - [|z]| =
|A]l - [|z]| 3a cBako A € X,, omakie je ||F.| < ||z||. 3a omeparop A, : H — H nedumnucamn
M3pa3oM

A,(y) = (y,a) z 3a cBako y € H,

miano A, € X,, | 4] = lla] - 2] = [l2] ka0
[Fa(Aa)| _ [(Ae(a),2)| _ [lz]
1]l = = = = [l
T Al ] (&l
[Ia MOYKEMO 3aKJbYyUNTH Jla BaxKu jegHakoct || F.| = ||z

30Bae cvo kopuctmiu A(a,) =0 € H.
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Hexomuaettinoct tpoctmopa L (2, 1, B(H))

(B) Heka je (A("))neN

LL(, 1, B(H)) u meka je 0 # b € {a}t. 3an € N umamo A"b = 0 3a y-ckopo csako ¢ € 0
(u Taj ckyn 3aBucu ox n u b). Tana, 3a ceako n € N umamo

HA(") — AHG sup / ’ N Vo — Az, y>‘ dpu(t)

lzll=[lyll=1

mms3 u3 L5 (Q, 1, X,) Takas na komseprupa Ka nekom A = (A;)cq €

—sup/\Atby|du t).
1Bl =

Jennaxocr lim HA(”) A||G = 0 nosnaun [, |(A:b,y)|du(t) = 0 3a cBako y € H. 3a

n—o0

duxcupan y € H nmocroju ckyn Ny, € M, p(Ny,) = 0 rakas na je |(A;b,y)| = 0 3a cBako
t € Q\ N,y Heka je N, = UyeB Ny, pu yemy je D Hekn NIpedPOjUB M TYCT CKYIl Y
3aTBOpEHO] jenuHn4aHoj ot y H. 3aro, umamo N, € M u pu(N,) = 0.

Cana, 3a cee t € 2\ N, gobujamo [|Ab| = sup,cp |(A:b,y)| = 0. Hexa je N = (Jycp N
ITonoso, N € M, p(N) =0 u [|As]| = supyep ||Asb|| = 03a cBe t € Q\ N. To 3naun A; =0
na {a}t zaceet € Q\ N 1j. A= (At)icq € LE(Q, 1, X,). O

V mapenoj Teopemu hiemo fokazaru ga nopmupan npoctop L (2, p, B(H)) ne Mmopa dutn
BanaxoB nnpekTHIM aprymMeHTOM KOjU ce ocjiarba Ha 3Hadajuy Teopemy 1.29.

Teopema 2.9. Hexa je H cetapadbunran Xunbepiios tpoctiop u dimH = +oo. Hopmupar
apocwop L([0, 1], Byo 1, m, B(H)) nuje Banaxos.

Zloxas. Heka je e € H je,ILI/IHI/I‘{HI/I BekTOp U Heka je X, Banaxos mpocrop u3 Jleme 2.8. Ako
je Ay € X, 3at € |0, 1], Taga ce ciada* Mep/bUBOCT 1 caada MEPJHUBOCT (haMUIMje OepaTopa
(A¢)ieo] mokIanajy Ha ocHoBy jeda (8) Jleme 2.8. Ciamvno kao masonpe, 3a & € ‘H mocrojun
jeluHCTBEH efleMeHT a, € {e}’ Takap Ja BaxKu pazarame T = (T, e) e + da,. 3aTo, 3a c1abo
Mepsbuse damuiuje oneparopa (A¢)icpo] y Xe nmamo

I(Adwoulle =  sup /H\<Atx,y>1dm<t>
0,1

lzll=llyll=1

~ sup / (,¢) (Ase,y) + (Aaa )| dm(t)
[0,1] S——

lz||=[lyll=1
(29> =0mec.c.
— sup | (z,¢) |- sup / | (Are, y) | dm(t)
lz||=1 llyll=1J[0,1]
— sup / F(A)] dm() = (Ao -
i o

IIpocrop X, je pediexcusan na ocmoy gerna (a) Jleme 2.8. 3aro, |(A:)icp,
3a c1abo Mepsbuse amuiaje (Ay)icpo) 13 X nosnaun jga je (A¢)icjo,1) €I€MEHT mpocTopa
P, ([0, 1], Bjp,1y, m, X.). Kopucrehn (2.9) nodbujamo jeamaxocr

Pl([07 1]7 B[O,l]a m, Xe) = Lé‘([oa 1]7 B[O,l]? m, Xe)‘

Ha ocuoBy nena (a) Jleme 2.8, mopmupan npocrop X, je 3arBopen y B(H). Kopucrehn
dimH = +o0, y3 nomoh Teopeme 1.29 umamo ja nopmupan mpocrop P ([0, 1], By 1y, m, X.)
nuje Banaxos. 3aro, mnocroju KommjeB Huz (A(”))neN y Pi([0,1], Byy,m, Xe) xoju me
kouseprupa y P ([0, 1], Bjo1y, m, X¢). U3 (2.9) cineqn na je Hus (A(”))neN Kormmmwmjes y mpocropy
L¢([0,1], By, m, X.). Hus (A(")) N je onna Kommjes u y L ([0,1], By, m, B(H)) u
oBaj uu3 He kouseprupa y Lg([0,1], By, m, B(H)) ma ocnosy zena (B) Jleme 2.8. 3aro,
L¢([0,1], By 1y, m, B(H)) nuje BaHaXOB HpOCTOp O
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2.4 Ilpunansoct omeparopa [, A;du(t) nneamuma Cq(H)

Hexka je ® nmpoussospHa c. H. dyHKIMja 1 HeKa je (A;)icq cmado™ narerpadmina damuimja
oreparopa. OBy CEKIHjy 3allOYUIHLEMO MO3HATUM PE3YJITATOM O MPUIMATHOCTA ONPAHUIEHOT
oneparopa [, A; du(t) nneany Co(H), koju ce moxke mahn y [31, A.5|. Tpeba namomemnyru
Jla je JI0OKa3 OBOI' TBphema y HEeKUM JIeJIOBUMa M3MEHEH W IPUIaroheH Marepuju m JIyxXy
u3Jjlarama y 0BOj Jucepranuju. 3a omiruje pedysirare norsenaru [59, Teopema 2.3).

Hamomenumo na hemo ca D o3Hav9aBaTh MPOU3BOJ/bAH IPEOPOJUB U I'YCT CKYII Y 3aTBOPEHO]
jenuHuYMHOj JionTu cenapadmiHor Xmioeprosor npoctopa H (kao y gokasy Jleme 2.8), mok
hemo ca K(H) ozrHauaBaTu BeKTOPCKU TpOCTOp omneparopa u3 B(H) uuja je ciamka KOHAUTHE
quMeHsuje (mpocTop omepatopa konawnot panta). Ciumaso, 3a n € N ca K, (H) oznagaBamo
BEKTOPCKH HpOcTOp oreparopa u3 B(H) umja je ciamka auMmensuje HajBuine n (IpocTOp
oneparopa pania Hajeuwe n). Hamomenumo na je Xunbepros npocrop H cenapabuiian ako u
camo ako je K(H) cenapabusan (y ofHOCy Ha orepaTropHy Hopmy). Y Tom cayuajy je I, (H)
cenapaduiia 3a cBako n € N Kao MOTIPOCTOP CernapaduIHOT IIPOCTOPA.

Teopema 2.10. Hexa je H ceuapadbunran Xurbeptnos upociuop, ® upoussomma c. H. Gyrruuja
u neka je (Ay)ieq crabo* meparusa pamuauja waro ga je Ay € Co(H) 3a csaxo t € Q. Taga
je cxanapra gynryuja Q3 t— || Aille € R M-meprusa. Jogatno, ako easrcu ycaos

1A du) < +o0
Q

waga (Ar)ica € L(Q, 1, B(H)), [, Avdu(t) € Co(H) u savicu nejegnaroct

/E A, du(t)

Jloxas. @yukimja 2 5t +— s1(A;) € R je M-mepsbuBa jep 3a cBako t € ) Baxku

(2.10) ‘

< / | Ael|o die(t) 3a ceaxo E € M.
) E

s1(Ar) = [|A¢|| = sup [[Asal| = sup | (A:a,b)|.
a€D a,beD

Kao mro cmo Beh pekin, kako je K(H) cemapadunan mmamo ja je u K, (H) cenapadbuian
npoctop 3a cBako n € N. Osmaunmo ca KU (H) duno koju npedpojus u cByja TyCT CKYI y
IC,.(H). Onasne u Ha ocuoBy [30, Teopema 2.1] umamo ja Baxku

(2.11) Sni1(Ay) = inf ||JA,— K| = inf |[A;— K| 3acBako n € N.
KeX,(H) KeX9(H)

U3 cnabe* mepsbuBoctu bamusmje oneparopa (A;)eq cieau u ciaada™ MepspbuBoCcT hbamuimje
oneparopa (A;—K)cq 3a dbukcupan oneparop K € B(H). Ha ocHoBy MmepsbuBocTu hyHKIIjE
KOja je jeduHMCcaHa MPBUM CHUHTYJIAPHUM OpOjeM W M3 TOra IITO je MOCJeHhU UHPUMyM y
(2.11) pasmarpan 10 IpedpPOjUBOM CKyIly 3aKjbydyjemo ja je dynkuuja 2 3t — s,(A4;) € R
IMM-mepsbuBa 3a cBako n € N.

U3z (1.24) Bugumo Ja je J0BOJBHO JoKa3aTu IN-Mep/buBOCT QyHKIIH]jE

(2.12) Qs B(si(A),....snv(4),0,0,...) ER

3a cBaxo dukcupano N € N. Kaxko je bynkmmja N 3 ¢ — (s1(A4;), ..., sy(4;)) € RY mepbusa
u Kako je dyHkiuja ¢ HenpekuHa Ha CKyIy Hu30Ba Koju moues ox (N + 1)-Be Koop/mHAaTE
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UMajy HyJie CJIeJd Ja je KOMIIO3UIHja OBUX (DYHKIIMja MepJ/bUBa Tj. JJ0Ka3ajad CMO Jia je
byakmmja Q > t — ||Aile € R M-mepmusa’. o caga pevdeHo Baxkm 3a OWIIO KOjy C.H.
dyurUjy n cBaky ciado* mepspuBy bamuanjy (A;)icq-

IIpernocraBumo cala ga Baxku [ || Ao du(t) < +oo. Kako je | (Aif, g) | < [[Ad| < [|A¢llo
3a cBako f,g € H, ||f]| = |lg]l = 1 u cBaxo t € Q umamo (Ay)eq € LE(Q, 1, B(H)).

Pazmorpumo majrupe ciydaj Kaja c.H. @yHknuja ¢ He reHepuine ujeas KOMITAKTHUX
oneparopa Co(H). Axo je E € Mu K € K(H) taga Ha ocuoBy Jleme 1.37 nmamo 1a Baykn
Hejeaaakoct [tr(A,K)| < o+ - || At]|e 3a cBako t € Q. Ilpumenom (2.1) (ua ckyn E ymecro

Ha (1) 3aK/bydyjeMO J1a BayKu
» / | Adllo dua(t),
E

([ Actutrc )| -

Tj. UMaMo Ja 3a cBako K € fK(H), K # 0 BaxXu HEjeTHAKOCT

i | ([ o) < [ 1adedu.

[Tpumenom [30, Jlema 12.1, ctp. 132] (oBae kopuctumo jga ® we renepume C. (H)) modujamo
na je [ Avdu(t) € Co(H) kao u na Bazku mejepnaxoct (2.10).

Pazmorpumo caja cirydaj kasia c. H. pyHKuja ¢ reHepuiire ujgeas KOMIaKTHUX OllepaTopa
Co(H). Tanma je nopma || - ||¢ ekBUBaIenTHA OEpaTOpHO] HOpMU || - ||. JoKaxKknmo majiupe nia
je [y Avdu(t) € Cu(H). Baro, omabepumo nponsBosban HU3 BEKTOPA (fp)nen XuadeproBor
npocropa H Koju ciado rexku myan. Kako je Ay € C(H) 3a cBako t € Q, u3 (1.21) caean

= lim

P
/mnwwH
n—oo E
< lim / VAf, | dut) = / lim || Ao, | du(t) = 0.

[Ipermiocnenma jemHakocT y ropmeM padyHy je ompasiana na ocuoBy TK jep 3mamo ma
Baxxu nejenqHakoct ||A;fu| < sup,ey [|full - [[A¢]| @ na ocHoBy mpermocraske mmamo ja je
dbynkmmja Q 3 ¢+ sup,ey || 2]l - [|A¢]] € R emement npocropa L' (€, p).

JokaxkumMo 1a u y 0BOM ciydajy Baxku HejeaHakoct (2.10). Vmamo ja je c.H. dyHKIHja
®* expuBasienTHa ca f' c.H. dynkmjoM onakye caeau ga ce uaean Cg«(H) mokmana (kao
cKyn) ca ujeajioM HykJeapaux oneparopa €i(#H). IlonoBaom npumenom Jleme 1.37 modujamo
ma je || A X |1 < [|Atlle - || X ||o+ 38 cBako t € Q u X € €(H). Cana, Ha ocHoBy |30, Teopema

12.4, ctp. 134] umanmo ma je
tr (/ Ay d,u(t)X)‘
E

X;éo
1
= sup —’/tr(AtX) du(t)‘ < sup

tr(At ‘ /|tr (AK)| du(t)

lim
n—oo

At dILL(t) n
E

= sup
o XeC(H HX‘

Ay du(t)
E

— [ I, dute)

7&
< swp e [ A du(t) / sl dia(t s

Xelq(

X;éo
4Paju mpenu3HOCTH, HAIIOMEHUMO J1a, je (2.12) kommnosunuja dyrkuuja @y : ) — RN u @y : RY — R narux
ca pn(t) = (s1(As),...,sn(A4:)) u Pn(z1,...,2n8) = P(21,...,2N,0,0,...). DyHkuuja ey je DM-mMepibuBa
jep cy Takse cBe IbeHe KoopiuHarHe dyHKIHje, 10K je dynruuja Py menpexugua jep je |Pn(z1,...,2n) —
N
@N(wl, . ,wN))\ < (I)N(zl —Wily.-. 3y ZN — wN) < Zk:l |Zk — Wk|.
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Y mapeanoM TBpDhemy JajeMo MoTpedHe U JIOBOJbHE ycjioBe Ja lebdaHaoB MHTErpau
damumje oneparopa npunajia ueany Hykieapaux omneparopa Ci(H) ykonuko je damuanja
ortepatopa (A;)icq cacraB/beHa oJ] MO3UTUBHUX oneparopa u3 B(H).

IIpe dopmynanuje came TeopeMe, HABEIUMO HEKe MMO3HATE UUELEHUIE KOje Cy Be3aHe 3a
KPUTEPUjyM TIPUMATHOCTH TIO3UTUBHOT OllepaTopa ujeajy HyKJaeapHHUX oneparopa. Heka je
A € B(H) nosurusan onepatop. Tama pem > % (Ae,,e,) nma ucry cymy (KoHadHy mim
OeckoHauHy) 3a CBaKy 0.H.0. (€,)nen Xuabeprosor npocropa H. Ilpurom, Baxu A € Ci(H)
aKo I caMo aKo je Y. (Aey, e,) < +oo. Y Tom cayuajy je [|AllL = D (Aen,en). 3a
J0Ka3 HaBeJeHnx TBpherba nornegaru [30, Jlema 8.1] uau |5, Teopema 14.15].

Tephewe 2.11. [51] Hexa je (Ap)ieq € LE(Q, 1, B(H)), apu wemy je Ay = 0 3a p-cropo
cearo t € Q. Taga saocu [, Aydu(t) € C(H) ako u camo axo je A, € C1(H) 3a p-cropo
cearo t € Q u [, | Ay du(t) < 4oo. Hputmom, eascu || [o, Avdu(t)||, = [ 1Al du(t).

Jloxas. Onepatop [, < du(t) je mosmrusan jep 3a cako f € H Baxu ([, du(t)f, f) =
Jo (Acf, f) du(t) = 0. Axo je (e,)nen Omit0 Koja oproHOopMupana Gasza XunbeproBor mpocropa
‘H, Taga Ha OCHOBY KOMEHTapa JaTux npe (opMysalyje oBe TeopeMe MMaMO Ja HO3UTUBAH
oneparop [, du(t) npunana ugeany Ci(H) ako u camMo ako

+oo
Z </ ,thd,u(t)en,en> < +o00.
n=1 Q

Kako je A; > 0 3a p-ckopo cBako t € ) 3ak/pydyjeMo j1a 3a cBako ¢durcupano n € N Baxkwu
HejenHakocT (Age,, e,) = 0 3a pu-ckopo cBako t € ). OmaBze cienn J1a UHTErpaJ U CyMa MOry
MEWmaTU MeCTa Tj. Jla BaXKU HU3 jeTHAKOCTH

(2.13) §</ A, du(t )en,en> f/ (Aen, en) du(t) /f Agen, en) du(t).

IIpernocraBuMo HajIpe zga oneparop [, A;du(t) npunaga wneany Ci(H). Uz (2.13)
3aKJbYUyjeMO Jla BayKu fQ o (Aven, €,) du(t) < +oo, oaxie ciiemu 1a je TOIMHTerPaTHA
dynkmja Q > t — nzl(Aten,en> [0, +00] KoHauHa 3a p-ckopo cBako t € . Jlakie,
MaMO J2 je At € Ci(H) 34 [1-CKOPO CEaKO t € Q u 3a cBe TakBe ¢ BaxKu jegHAKOCT || Ailly =

T Avens €n). Us [, 302 (Asen, €,) du(t) < +oo saksbydyjemo u [, || Al du(t) < +oo.

IIpermocrasumo cama ;La Baku A; € C1(H) 3a p-crkopo CBaKo teQu HeKa je uciymen
yeros® [, || A1 dp(t) < 4+oo. Omasae u oner ms (2.13) catenm Y025 { [, Ardu(t)en, e,) < +00
omakite je [, Ay dpu(t) € € (H).

IpumeTimo Ja cmo nokasamt ga Baxku u jeauaxoct || [o, Agdu(t)||, = [o, 1Al du(t) xan
roz je [ Ardu(t) € €1 (H).

Casta hemo BuzeTn fga y ApyruM njieajanMa KOMIIAKTHUX oreparopa TBpheme 2.11 #He Mmopa
outu Tavno. [Ipenusauje, MoXKe ce JIeCUTH JIa CBU OllepaTopu HeKe paMuirje Oya1y KOMIAKTHI
oneparopu a ga lesbdanmos uarerpaa te damuiinje He Oy/ie KOMIIAKTaH OIEPATOP, KAO IITO
nokasyje caesehun 3nadajan npumep.

"HaHOMeHI/IMo ma je dysxmmja Q@ 3 t — ||Aili € R p-mepmsumBa jep Baxkm jemmakocr ||A:ll1 =
22 (Agey,, e,,) 3a p-cxopo cBako t € €.
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IIpumep 2.12. [51] Hexa je dpyrxuyuja frnr: [0,1] = R 3aneNu ke {l,...,n} gawa ca

1, te B A
f"”“@‘{o, € 0,1\ i, 4]

Taxohe, nexa ce nusz gyrxyuja (gn)n>1 CACTWOJU 0§ CEUT HAAHOBG JEOCTPYKO UHJEKCUPAHOT
nu3a (for)nk=1 Y Upou3eowsno usabpanom pegocaegy. Ilpumetiumo ga wWaga nus bpojesa
(gn(t))n>1 guseptupa 3a ceaxo t € [0,1]. Taxohe, sasicu jegraxoci

1
(2.14) lim [ g,(t)dt =0.

n—00 0

Hexa je (en)nen HEKQ 0. H. 0. Xu.n5ep@0@0’[ apoctopa H u gepunuwumo damuiujy ouepatiopa
(Ad)ica y B(H) uspasom Ai(f) = 32 gu(t)-(f, en)en 3a cearo f € H. Ipumernom Becenrose®
Hejegraroctiu godujamo ga 3a céaxu eexwmop f € H easrcu

Atf f Zgn f €n <en7f>
(2.15)

+oo
_Zgn fven <2‘<f,€n>’2<‘|f|’2<+00
n=1

Ha ocnosy (2.15) saxwyuyjemo ga je damuauja ouepatiopa (Ay)eq crabo* mepwusa. Taxobe,

3 (2.15) caegu ga je ckanapna dynruyuja [0,1] o t — (A f, f) € C eaemen Gpoctuopa
L'([0,1],m) 3a ceaxo duxcupano f € H tGa umamo ga Tocwoju fo 01 At du(t) € B(H). La
bucmo uspanyrasu Iewpargos uniteipan pamunuje (Ag)cp,] TPUMETUMO ga je

</[(),1}Atdm > /MZgn [(fs en)|” dm(t) = f{/olgn(t)dt}]ﬁ,enﬂ?

n=1

3a ceakxo [ € H (3amena uniierpara u cyme je go3somena jJep cYy Cadbupuu HeHeTaliueHe
mepmwuse dynxuuje). Ogasge caegu ga easicu’ jegnaroctl

+oo 1
/ Apdm(t) = U gn(t) dt] en @ el
[0,1] — LJo
Upu wemy TOCAEGHa cyma Kouseptupa y Hopmu upocwopa B(H). Ha ocnosy jegrnaroctiu
(2.14) saxwyuyjemo ga je f[O,l] Apdu(t) € Cu(H). Kaxo 3a ceaxo ¢urcuparno t € [0, 1]
Hu3 (gn(t))n=1 cagporcu HeCKOHAMHO MHOTO HYAG U OECKOHAYHO MHOTO JEGUHULA UMAMO §a je
otepatiop A; opwotonanna upojexyuja. Karo je dimR(A;) = 400 umamo ga je Ay ¢ Coo(H)
3a ceaxo durcupano t € [0, 1]. O

Hanomenumo j1a orpanuven omnepaTop fQ Ay du(t) w3 Ilpumepa 2.12 npumnaga Ilaren-
®on Hojmanosom unmeany C,(H) 3a cBe 2 < p < 400 jep je HH3 AUjArOHATHUAX €JI€MEHTATA
oneparopa [, Ay du(t) (y onmocy na {e, : n € N}) sanpaso Heka nepmyraryja HA3a

(2.16)

=N

Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), nematku aCTpOHOM U MaTeMaTudap

"KopucTuMO 13, OIIepaTopi f[o 1 Az dm(t [ fo gn(t dt} e, ® €}, UMajy ucre Kpaaparae dhopMme.
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OpaBme cienn Ja je HU3 CHHTYJApPHUX OpojeBa S < f[o 1 Ay du(t)) oreparopa f[ Ay du(t)

0,1]
yrpaso Hu3 jgar y (2.16), ofakiie 3aKk/bydyjeMo jia BazKu

sl - [ ] )]

n=1

—+o0 1 P 1 p “+o0o 1
_ il - = < .
mz_l (m) + +(m) mzm .

Ilojam koju yBOIMMO Hapeg HOM AeUHUIMJOM je OUTAH U NIPEJCTaB/ba IeHEPATU3AIIN]Y
CBOjCTBa atcoryine Heupekughoctiu Jleberopor marerpana (Bugern |5, 3amarak 6, crp. 84|
win |68, 3anarak 10, [Torsmasibe 6)).

Hedbunnnuja 2.13. Pamuauja (Ay)eq € LE(Q, p, B(H)) sagosowasa AC, ycaos axo 3a
cearo € > 0 woctmoju § > 0 waro ga E € M u p(E) < § woenawu || [, Ay du(t)|| < e.

Cnenehe nBe Teopeme mpe/icTaBibajy TiaBHe pedynrare u3 pasa [51].

Teopema 2.14. Heka je p(Q) < +oo u nexa (Ai)iea € Le(Q2, 1, B(H)) sagosomasa AC,
yeaos. Ako je Ay € Coo(H) 3a p-cropo cearo t € Q waga [, Ay du(t) € Coo(H).

Hoka3 oBor TBphema nHehemo jatu oamax, jep hemo y IloryaBby 4 mpeseHTOBaTH JI0KA3
OBOT' TBpheme y ONIITHjeM KOHTEKCTY, Ca CKOPO MJEeHTHYHHM Koparumma. Ca TuM y Be3sw,
noriesat Teopemy 4.25.

Hapeano tBpheme npeacrasiba odopat Teopeme 2.14 3a pamuiinje MO3UTUBHAX OIIEPATOPA.
[Ipe camor TBphema, nogcerumo ma je ayasuau npoctop ox Cu (H) nsomerpuuku nzomopdan
ca Cy(H), mok je myasuu npocrop ox Ci(H) msomerpuuku nzomopdan ca B(H) (nmorsegarn
[30, Teopema 12.1, Teopema 12.3]).

Teopema 2.15. Hexka je () < +oo u nexa je pamuauja (Ar)cq € LE(Q, u, B(H)) waxsa
ga je Ay = 0 3a p-ckopo cearo t € Q u nexa je [, Aydu(t) € Co(H). Taga pamunuga
ouepatmopa (Ai)ieq 3agosonasa AC,, ycaos.

Jloxas. OnadepuMo jesian perpeseHT Kjace y Kojoj ce Hamasu damuimja omeparopa (A;)ieq,
mITo MOXKeMO ypajautu Tako jga je A; € Co(H) 3a cBako t € Q. Cana moxemo jedbunucaTu
npecinkaBatbe f Ha ckymy ) mspazom f(t) = A; 3a cBako t € (). YKOJIMKO OBaKO 33JaTy
dyukmjy f mocmarpamo kao dyukmjy ca spegaoctuma y Co(H) 10BOBHO je mokas3aTu Ja
je ona Ileruc maTerpaduina u Hame TBpheme he ciaemutu Ha ocHOBY Teopeme 1.27, kKoja ce
Moxke npuMeHuTHu jep je u(2) < +oo.

Hajpe, dbyuxmuja f : Q@ — C,(H) je ciado mepsbusa jep je dyukiumja > ¢ +—
tr(A:Y) € C M-mepibusa 3a cBako Y € C1(H), mro crenn u3 tora mro je damumja (Ay)ieo
cmabo* mepsbuBa. Vmamo u Buie, damumimja oneparopa (A;)icq je ciado* nnrerpadmina na
3aksbyayjemo ja je dyukiuja f: Q — C(H) daudopa unrerpaduina ua .

Kaxo je A; > 0 3a cBako t € Q cinemu 0 < [, Ay du(t) < [, A dp(t), na npuvenom Jleme
1.14 nodujamo fE A du(t) € Coo(H) 3a cBako E € M. Jokazahemo na BazKu jeIHAKOCT

(2.17) e () ( [E A, du(t)) - D/E F(t) du(t) sa ceaxo E € O,
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Hpuuagroct, ouepatiiopa [o Ay dp(t) ugearuma Cop(H)

mro he suauntu ga je dyskmmja f @ Q — C,(H) Ieruc mnrerpaduiana. Omabepumo
y* € Cx(H)* mpomsBosbHO U Heka je Y € C;(H) omeparop Koju oJrosapa OrpaHUYEHOM
dyukimonasy y*. Caja, 3a cBaku dukcupan ckyn F € I umamo

<y*,Jew<H) </E A du(t))> = </EAt du(t),y*> = tr (/E Ay du(t)Y)

— /E tr(AY) du(t) = /E (f(t),y") du(t) = <y*,D/Ef(t) du(t)>-

Kaxko je enement y* u3 C. (H)* npoussosbHo dupan jeauakocrt (2.17) ciemnn. ]

Heka je (A;)ieq eement npocropa LG (Q, p, B(H)). Y napensom TBphemy qajemMo 10BosbHE
yCJIOBE Jia OIllepaTop fQ A; du(t) dyne kommakTan, de3 mpermnocraBke na je Ay € Co(H) 3a
p-ckopo ceako t € . Kopucruhemo matpuuny petpeseniiauujy oUepaitiopa KOju Aesyjy Ha
Xu6epToBOM TIPOCTOPY (38 OCHOBHE PE3YJITATE KOJU Cy BE3AHU 38 MATPUIHY PEIPE3CHTAIIN]Y
oneparopa norienaru |5, Ceknuja 4, [Tormasmwe 11]).

Teopema 2.16. [51] Hexa je (Ap)ieq € LE(Q, u, B(H)) u nexa Goctioju oplioHopmupana

ba3a (en)nen Xuabeptwiosor upoctwiopa H u xonavan ckyt S C 7 Wakas ga 6axHCU:

(2.18) lim [ (Aien, enyi) du(t) =0 3a ceaxo i € S,

n—oo 0

2
< +o00.

(2.19) >

(3,5)€N?
i—jé¢S

| (res.es)dutt

Taga je ouepatuop [, Ay du(t) womtarian.

[Ipe mero mro KpeneMmo ca (popMaIHUM JIOKA30M OBE TEOPEME MIIyCTPYjMO 3HAUEH€ yCIOBa
(2.18) m (2.19). Hamme, ykosmko mocmarpamo Marpuiy M omeparopa [, Ay du(t) y Sasu
(€n)neN, YCIIOBH OBe TeopeMe J1ajy Jia MOoCToju KoHavyaH Opoj aujaroHasa Marpure M koje cy
rapaJiejieHe TJIABHO] JIMjaroHa i U KOje IOCeyjy CBOjCTBO Ja HU30BHU OpOjeBa 110 CBAKOj OJI
TUX JMjaroHasa Texe Hysiu (mTo je jgaro yciaosoMm (2.18)) u ga je cyma KBajpara MOJyIa
CBHX €JIeMeHaTa BaH THX JHjaroHaJja KOHBEPreHTHa (IITo je gaTo ycaosoM (2.19)).

oxa3 Teopeme 2.16. Marpudna penpe3eHTalllja OTPAHUYEHOT OIEPaATOpa fQ Apdp(t) y
OPTOHOPMHPAHO] 0a3u (€, )nen XUI0epToBOr MpocTopa H jara je HeCKOHAYHOM MATPUIIOM

{ /Q (Asej, e;) d,u(t)} . B(2).

Crora, oneparop [, Ay dpu(t) mMoxenmo 3ammcarn kao Konadan 36up B+ >, s A®), npu ueny
onepatop B € B(H) 3a10Bo/baBa jeHAKOCT

Jo(Avej,€;) du(t), akojei—j &5,
0, akojei—j € S.

<B€j, 6i> = {
3a IIPOU3BOJbAH 6pOJ k - S orepaTop A(k) je ,ZI;I/IjaI‘OHaJIaH ca ,ZLI/IjaFOHaJIHI/IM eJIEMEHTUMa

/(Aten, entk) du(t) € C 3a ceako N > n > max{l,1 — k}.
0
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Ha ocroBy (2.18) aujaroHajHu eJleMEHTH MATDUIIE A®) xouseprupajy myim. Kako je

—+00

A(k) = Z |:/ <At6n7 en+k> d:u(t) Enti & 6:1
Q

n=max{1,1—k}

sakspyayjemo na Baxku A®) € @ (H) (koHBeprenmuja mocjaeamer peia je y HOpMHI IIPOCTOPa,
B(H)). Uz (2.19) u na ocuosy |5, Teopema 14.21] nodujamo B € Co(H). Onasae ciemau ja je
Jo Avdp(t) € Coo(H) 360r Tora mro cmo omeparop [, Ay du(t) mpeacrapuam kao 36up jesHOr
Xunadepr-IIIMmuToBOr 1 je THOT KOMIIAKTHOT OTIEPATOPA. [

IIpakTrnynm 3HaYaj OBe TeopeMe je Taj IMTO MOXKEMO JO0KA3aTU KOMIIAKTHOCT OIlepaTopa
Jo Avdu(t) n Ses xonkpersor onpehusama oBor omeparopa. IIpumepa pajy, HPUMEHOM
Teopeme 2.16 aupeKTHO CJien J1a je orepaTop f[o,l] Ay dm(t) uz Ilpumepa 2.12 koMmmakTan jep
je (Aser, e;) = 0 3a cBako k # [ (3a ckyn S u3 Teopeme 2.16 moxkemo yzern S = {0}).

2.5 Omneparop unrerpanuje T : L>(Q, u) — B(H)

Hexka je (A¢)ieq € LE(Q, pu, B(H)) u nepunummnio dyuxuujy v : I — B(H) ca
(2.20) v(E) = / A, du(t) 3a ceako E € M.
E

Osako jedunncana GyHKIMja vV 3aj1aje jenny konawho aguiiuehy B(H)-BpennocHy Mepy Ha
o-anredpu 9. Takobe, moxkeMo H00MTH U jade 3aK/bydKe, KOjU Cy Be3aHU 3a NPEOPOjUBY
QIUTUBHOCT (DYHKIIHjEe V' y caabom u'y jaxom cmuciay. Hajrupe, npumerumo 1a je pyHKImja v
caabo apedbpojuso agutiuera B(H)-BpearocHa Mepa Ha o-aaredpu I, 1j. 1a 3a cee f,g € H
U 3a CBaKW HU3 MelycoOHO NucjyHKTHUX CKynoBa (F, ),y 13 I BaKku

<u <|_| E) f,g> = /U o, it g)dn(?) =) /E (Auf, g) dp(t)= < (Z v(En>> f, g> :

n=1

Hamomenumo 1a je jipyra jeIHAaKOCT y TOPH-eM PadyHy OIpaB/aHa jep CKajapHa (QPYyHKIHja
Q> tw— (Af,g) € C 3amaje jeany komiiekcuny Mmepy na o-anredpum 9. Kako ce oBo
pacyhuBame MOXKe HPUMEHUTH W Ha OWJIO Koju noguu3 Husa (F,),cn, Ha ocHOBY Teopeme
Opmuu-Tleruca (Bugern |25, Iocaenuna 4, crp.22|), 3akmpydyjemo u Bume: mepa v : I —
B(H) je jaxo upebpojuso aguitiuera Tj. 3a cBako [ € H byuxkmuja M > F — v(E)f € H je
jenna H-BpemHocHa Mepa Ha IN.

Ha ocnoy Ilocnemnuie 2.2 moxkemo ja u3Bpmmumo ciefehy koncrpykimjy. Heka je ca
I1(Q2, ) o3HaueH mormpocTop cBUX mpocTux dyHKImja u3 L°(Q, I, 1). Y nuramy je rycrt
noropocrop y L>®(Q, M, ) (Bumern mup. |28, Teopema 6.8]). Hedunummmo omeparop
T :11(Q, u) — B(H) uzpazom

T (ZCkXEk> = ch/ Ay dp(t),
k=1 k=1 Ej

3a OWJI0 KOjU O1adUp CKajapa Ci, ..., ¢, € C u 3a duno koju ogadup mehycodOHO MUCjyHKTHUX
ckynoBa Fi, ..., FE, € N nosutusne p-mepe. Tpeda namomenyTtu jia je omeparop 1’ m00po
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neduHUCAH, TITO CJAEIN W3 FHEroBe J00pe 1e(UHUCAHOCTH Ha CKYIy KapaKTepPUCTUIHUX
dyukmmja {xg : E € M}. Tociaenmwe caeau n3 Tora mro BayKu UMILITKAIT]a

Ee, u(E)=0 — T(xs) :/Atdu(t) —0eBH).

< (Zn: CkT(XEk)> f g>‘

< max |cg|  sup Z| (xE)f59) |

Cana nmamMo J1a BaxKu

T (Z cwm) H = sup
k=1

If11=llgll=1

Isksn 2 fl=lgll=1 4=
<] s 3 {Asa 0 < S|
P o Wl=llgl=1 3= /By P .

npu 4yemy je opoj M u3 Ilocnemune 2.2. Kaxo je nmornpocrop II(2, ) rycr y mpocropy
L>(Q,9, 1) y onmocy Ha cynpeMmyM HOPMY || - ||« 1 kako je B(H) Banaxos mpocrop, mmamo
na ce orpannden oneparop T ua I1(€2, ), Ha jeIMHCTBEH HAYUH MIMPU 110 HEIIPEKUHOCTHU JI0
oneparopa 1" : L>(Q, 9, u) — B(H) (Bugern uup. [5, Cras 7.3|). I[Tucahemo

(2.21) Tf= /Qf(t) dv(t) 3a cBako f € L*™(Q,0M, pn),

riae je v : M — B(H) byuknuja nedunncana y (2.20). Hopma omeparopa Ty mocrynky
npommupersa ce Huje nosehasa, ma umamo nejeguaxoct ||| < M.

Y HapeaHOj TeopeMm IOcMaTpaMo Mepe Ha o-ajaredpu 0 Koje ysumajy BPETHOCTH Yy
HekoM cenapadminom ujieany Cg(H), rermepucanom c.H. dyukmujom ¢. Oa Teopema je
renepasmsanuja Teopeme 1.3 u3 [51] jep He mpernocraB/baMo MOBUTUBHOCT omepaTopa A; 3a
p-ckopo cBako t € . Tpeba HanoMeHyTH Ja je uieja 10Ka3a CAMYHA Ca JJOKA30M MOMEHYTEe
Teopeme u3 [51].

Teopema 2.17. [52] Hexa je (Ay)icq crabo® mepwusa damunuja y B(H) sa xojy je uctyrverno
(A teqs (JA Diea € LE(Q, u, B(H)). Taga umamo (Ai)ieq € LE(Q, p, B(H)). Jogatuno,
nexa je X € Co(H) ca ceojcticom ga je 3a céaxo E € M uctuyroeno ’fE Ay d,u(t)‘ <X u
UE Ay du(t)} < X, 1ge je Co(H) ceuapadbusnu ugean. Taga umamo:

(a) Pynryuja v : M — Co(H), gatua uspazom
E) = / A, du(t) sa ceaxo E € M,
E

je jegha gobpo gedunucana Co(H)-6pegrnocha mepa wa o-antebpu IN.

(86) Hexa jep € [1,+00) u [, | A du(t) € C,(H). Aro eavicu nejegraroct

(2.22)

Ay du(t)‘ < / |A¢| dp(t) 3a csaxo E € I,
E E

waga 3a cee nusose (Ey)neny us M, B, NE,, =0, n#m sasncu Y > V(B[ < +oo.
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Jlokas. 13 npernocrasibene crade® mepipuBoctn dammnje (A)icq 1 u3 (1.9) mobujamo

Lt nlduo < | VTATET - TATE ) due)
<5 QAN dut) + 5 [ Q4170 dute) <+

3a cBe BekTope [ € H. Hakie, umamo (A;)ieq € LE(Q, 1, B(H)).

(a) Us (Ap)ieq € LE(Q, 1, B(H)) cnenu na je dbynknumja v ciado mpedpojuBo ajuTHBHA
mepa Ha M. Axo je (E,)nen, B, € M, E, N E,, =0, n # m umamo na v (|_|T]:[:1 En)

KOHBeprupa cjaado Ka 1/( :3 En), kaga N — oo. 3a cBaku ckyn F € 9N Baxwm

|[p Avdu(t)] < X, | [, Ardu(t)] < X m X € Co(H) ma xopucrehn Teopemy 1.39

+oo
n=1

J00MjaMo 1a, v |_|fj:1 En) kouBeprupa y Hopmu uieasa Co(H) Ka v ( ) Opasre

ciequ sieo (a) osor TBphema.

(8) Us 0 < | [, Avdu(t)| < [y Al du(t) € Cp(H) muano | [, A du(t)| € €,(H) onakme
ceu fEAt du(t) € C,(H) 3a cee E € M. Heka je N € N. Axo npumennmo
Hejeqrakoct [32, Jlema 2.1, (¢)| u nejesnakoct (2.22) 3a npousBosbHY C. H. dyHKIujy ¥
(mperusnuje, 3a c. v. dyuxnujy ¥ 3a Kojy cy uspasu ucnoj JeduHUCAHN) JT0OUjaMo

i/Atd,u ' < —i /EkAth(t)r
< Z]:V:/Ek |At|d,u(t)]p = H [/u{f:lEk |At|dﬂ(t)r

Crennjasno, 3a ¥ = (!, HejeHAKOCTH M3HA OCTAjY

/ At d,u

At d/ul/

N N

Z (Ex) HPZZ

k=1 k=1

(2.23) = Z

— / A du(t)
UszlEk

Hocnenma nejenmakoct caemu u3 (|A|)cq € LE(Q, 1, B(H)) u [, |Ad du(t) € C,(H).
CaJla IMaMO J1a BaXKI Y oy |[v(ER)||h < +00 xama yamemo N — 400y (2.23). O

p

Atd,u )

p k= 1

< | [ /u R du(t)]

P
< +o00.
p

p

1
p

1

< ‘ | 1dduce

p

Pasmorpumo caja ciresiehe nurame Be3aHO 3a peNpPe3eHTAIN]y IPOCTUX U JN-MepbUBHUX
ckanapHux GyHKIuja. YKOIUKO je g = Y ,_, X g, 38 Heke MeDyCOOHO JIHCjyHKTHE CKyLOBe
E, ..., E, €M u ckamape aq,...,qr € C, Taga GyHKIN]Y ¢ MOKEMO HAIUCATHA y OOJTUKY

g = Qi ZXEk + Z(ak - ak—l) ZXEk = Z/BkXFk
k=1 k=2 j=k k=1

50
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3a Heke [ ..., F, € M. Oso Buaumo Ha ciaenehn vHaunn. Heka je F, = EU--- U F, 3a cBaKko
ke{l,...,n} ucrasumo F,,; = (). Taga numamo
n n n
g = Z OékXFk\Fk+1 - Z OékXFk - Z OékXFk+1
k=1 k=1 k=1
n n n n
= a1xm + ) (Xm — araxm) = a1 ) xm T Y (k= ae1) Y X,
k=2 k=1 k=2 j=k

Haseaumo no3unaro tBpheme koje he HaM TpedaTu 3a Jabu PaJ.

Jlema 2.18. [09, I[lotwaemwe 1, Beowcbarwe 3| Hera je a € C u nexa cy ckyuosu Ky u Ko
KOMTUAKTHY Y 8extopckom wouosoukom apoctwopy (X, 7). Taga cy cxyuosu oKy u Ky + Ks
warohe Komuakwnu y (X, 7).

Hanomena 2.19. Cuegeha wurenuue u wauur wa Koje ce one kombunyjy he wam Outiu
0g 3navaja. Yxoauko je X Banaxros tpoctiop Waga je 3aUWE0OPEHA JEGUHUYHA A0TUTaG Y X *
Komaakmna y caaboj® wotosotuju na ocrnoey Teopeme Banax-Anraoiaya®. Yxoauro je jows
X u cewapadunar Gpoctop Waga je 3aMW60PEHa JequHuyHa A0TWa Y X* MeWpu3adusra Y
ogrocy Ha caady® wonorotujy (sugetwu [69, Teopema 3.16]). Kombunujyhu Gocaegra gea
wepherva godbujamo ga je 3aWBOPEHA jequHuwHa A0TMa Y X cetapadburna Yy ogrocy Ha caady’
WOTONOTUJY JEP KOMUTAGKTAH U METPU3AOUNAH CKRYT Y CAKOM TWOTOAOULKOM TPOCTLOPY MOPG
outtiu ceuapaduran. Taxohe, peueno eastcu 3a OuA0 K0Jy KyAy u3 X* ca UeHTWPom Yy HYIU.

Hapenno tBpheme je nodujeno y [51] u Tude ce komnakrHocTH oneparopa T’ neduHucaHor
y (2.21). Y momeHyTOM pajiy HEUCY JIATH JIETA/bU JIOKa3a, JIOK UX OBJI€ HABOJIMMO IIPEIU3HO.
Hexu nenosu mokasa caapxke uuaeje u3 |25, Teopema 8, (0), ctp. 55].

Teopema 2.20. Hexa je (Ap)ieq € LE(Q, 1, B(H)) w Ay = 0 3a p-cxopo t € Q u nexa je
JoAvdu(t) € Co(H). Taga je ouepatmop unierpayuje T: L>(Q, pn) — B(H) gedurucar y
(2.21) xomuarman.

Jloxas. Ca v hemo oznauaBaru dyurnujy medunucany y (2.20), Koja je npuapyKeHa JIaToj
dbamuuju oneparopa (A;)icq. 3a csaku ckyn E € M mmamo 0 < v(E) < [, Ay du(t).
O/1aB/ie 3aK/bydyjeMo J1a BaXKM UHKJIY3Uja

V(M) C {AEB(H) | 0<A</9Atdu(t)}.

Hokaxkumo ma je 3a ceaku nosutusan omneparop B € Co (H) ckyn

Kp={AcBH) | 0< A< B}

kommaktan y B(H) y omHoCcy Ha TONOJIOrHjy WHIyKOBaHy orepaTopHoM HopMom’. Kako

je ||A]] < ||BJ| 3a cBako A € Kp umamo ja je Kp orpanmden ckyn y B(H). Ha ocnosy
nnentudukanmje npocropa (C1(H))* ca B(H), Teopema Banax-Amaoriya naje na je ckym
K p pesraruBHO KOMIIaKTaH y ¢1aboj* Tonosoruju (jep je moCcKyIl KOMIIAKTHOT CKyTa y ¢aadoj*
TOIIOJIOTHjH, IIITO je 3ampaBo 3aTBopeHa Kyria y B(H) momynpeunuka ||Bl). Kako je mpen-
nyai C(H) upocropa B(H) cemapabuian umamo Ja je ckyn Kp, mocMarpaH Kao CKyIl y

8Leonidas Alaoglu (1914-1981), kaHa/ICKO-aMePIYIKH MaTeMaTHaap
9Ha ocuosy Jleme 1.14 umamo j1a je A € Co(H) 3a cBaxo A € Kp.
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(C1(H))*, cmadbo* merpuzadunan (Bugern Hanomeny 2.19) na (cBaku) aus oneparopa (A, )nen
u3 Kp nma cnabo* konseprenrtan nogan3 (A, )ren. To 34N 12 je

lim tr(A4,,(f ® g*)) = tr(A(f ® g*)) 3a cBako f,g € H.

k—o00

Ha ocuosy (1.27) mobujamo ja ce mocjie/iba jeJHAKOCT CBOJIM Ha TO JIa BAYKH klim (An, f,9) =
—00

(Af, g) 3a cBe BekTOpe f,g € H, mro 3naun ga Hu3 (A, )reny KoHBeprupa cnado ka A. Kaxo
3a cBako k € N u f € H Baxu mejennaxocr (A4, f, f) < (Bf, f), rpaiudHuM npeackom
k — oo y nocnenmoj nejeanakoctu nmamo umamo Ja je 0 < A < B 1j. A € Kp. Takobe, na
ocaoBy Teopeme 1.39 (koja ce moxke npumenutu jep je Co.(H) cenapabuian ujeas) uMamo
kh_)rrolo |An, — Al = 0. OBume je mokasaHa KOMIIAKTHOCT CKyna Kp y OJHOCY Ha OLEPATOPHY

ronosiorujy na B(H).

Heka je y mamem pasmarpamy K = v(Q) = [, Ay du(t) € C(H). Ha ocnoBy pasmararsa
KOje je m3BpIeHo Ipe opMyalije oBe TeopeMe, MpocTy PYHKIH]Yy § = ZZ:1 QR XE,, TJe
je 0 < ap < agy1 < 1 urae cy ckynosu Ey, ..., E, € 9 MehycodHO JHUCjyHKTHH, MOXKEMO
HaIUCATU Y OOJINKY

g=m Z XE4, + Z(ak - ak—l) Z XE, = Z ﬁkXFka
k=1 k=2 ik k=1

npu emy je Fy = EyU---UE, e Mu Y.}, fr = a, < 1. Ha ocuoBy smreapuocTu oneparopa
T umamo na je Tg = >0, BT (xp,) < a,v() < v(Q2) ma nodujamo T'g € K. Crangapiaum
pacTaB/balbeM KOMILIEKCHE MepJbiBe (DyHKIIMje HAjIpe Ha PeaJHi 1 UMAarunHAPHU JIE0 a II0TOM
Ha pas3JinKe HEeHEraTUBHUX MePJ/bUBUX (DYHKIIMja 3aKJbydyjeMo Ja je

Tge K+ (—K)+iK+ (—i)K

3a cBako g € II(§2, u) 3a koje je ||g||loo < 1.

Ha ocuoBy nokazanme kommnakTHOCTH cKyna L m u3 Jleme 2.18 mmamo na je ckyn K +
(—K)+iK + (—i) K KoMIIakTaH y TOHOJOTUjU WH/LYKOBAHO] OIEPATOPHOM HOPMOM IIPOCTOPA
B(H). Canma 3akibydyjemo Ja je omeparop T KOMIAKTaH, MOCMATPAH Kao ONEpaTop Ha
I1(Q2, ). Kako cmo mokazasim mempekugHocT oreparopa 1 Ha 1esiom mpocropy L(€, u) u
KaKO je 3aTBOpeme jeuHnyHe Jiornre mpocropa I1(€2, i) jearako 3aTBOpEHO] je IMHUYHO] JIOITH
y L (8, ) modbujamo kommakTHOCT oneparopa 1" : L (2, u) — B(H) Ha ocHOBY

THg e L*(2p) ¢ llglle <1H) =T <{9 e TL(S2, 1)+ lglloo < 1})

CT({g eI p): lglle <1})
CK+ (-K)+iK+ (—i)K =K+ (-K)+iK + (—i)K.

HamomeHnnmo jia mpBa WHKJTy31ja y TOPE-eM padyHy cjeu Ha ocHoBy [26, [Iponosurnuja 1.4.1]
JIOK CMO y TIOCJIE/IFheM KOPaKy J0Ka3a KOPUCTUJIN Ja je TOJICKYT

T({g € L=(Q,p) : llgllee <1})

koMmnakTHOr cKyna K + (—K) +iK + (—i) K peaTuBHO KOMIIAKTAH. O
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2.6 TBphemwa o ommmTmM ocodbmHama dbyHKIHNja U3

Le (2, 1, B(H))

OcnoBHe Komnm-IIIBapiioBe HejegHakocTu 3a paMuiinje omeparopa

Hapenno tBphemwe upencraB/ba ocuoBHy Kommu-IlIBaprioBy HejeanakocT 3a damuiuje
oneparopa u3 B(H) uumju moka3 HaBOAUMO 300I KOMILJIETHOCTH H3Jarama. HamoMeHnMo
U TO Jla ce HapejHa TeopeMa DaBU JIOBOJHHUM yCJIOBUMA Ja le/bdaH 0B nnTerpas dpaMuimje
oneparopa odika (A; X By)cq npunana uneamnma Co(H).

Teopema 2.21. ([/2, Jlema 3.1]) Hexa cy (Ai)icq u (Bi)ieq caabo® mepmuse damunuje
ouepatuopa u3 B(H) u nexa je X € B(H).

(a) Hexa je [,||A7fII* + |Bifl*du(t) < +oo 3a cearo f € H. Taga (A XB)eq €
LE(Q, 0, B(H)) u sasrcu nejegrarocti

/QAtXBtdu(t)H <\/ /QAtA;;‘ du(t)H-

(86) Hexa je X € C(H). Axo je [, ||Acf|I* + |Bf fII? du(t) < 400 3a csaxo f € H waga je
(A X By)ico € Li(Q2, 1, B(H)), omparuven ouepatiop [, A X By du(t) uputaga ugeanry
Ci(H) u saostcu nejegraroci

< ¢
1

(8) Hera je X € Co(H) u newa saocu [o[|[Af|* + [ALfIP + I BufI1* + [1B; fII* dult) <
+00 3a ceaxo f € H. Taga (A XBi)icq € Le(Q, 1, B(H)), ouepatuop [, AX By du(t)
apuuaga ugeany Co(H) u sasicu nejegrarocts

Q D
UpU wemy je

Q:wéﬂmmeL&Em@WQ=¢ [ Bisianto)|

Jlokas. Cnaba* mepsbusoct dbamuinje (A; X By)icq cienu u3 ciaabe® mMepspbuBocTu bamMuimja
(At)iea u (By)iea jep je (A X B f,g) = (XBif, Ajg) = 32,2 (Bif, X*en) - (Aren, g), pu semy
je (€n)nen HEKaA 0.H.D. cemapabuaHor XuiIdepToBor mpocTopa H.

/ B:BtdeuXw

[ s | [ 55 au) 11

Q

< max{Cy, C2 }|| X e,

/&mm@”
Q

(a) Kopucrehu (2.8) 3a damwmnuje (A, A} )ieq u (B] By)icq, IMaMO Jj1a BayKu

[ 1A Bg,g) 1 dutt) < 11 [ 14361 18,51 dutt)
Q Q

< ||Xr|\/ / |rArgu2du<t>\/ | 1Bl dute
< ||X||\/ | [ aaiau|-| [ Beeauto)
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

(5)

Onasjie ciaenn (AtXBt)tGQ € LL(Q, u, B(H)). Nmajyhin y Buy Ja BaxKu HejeTHAKOCT
‘<fQ A X By du(t)f, g >| < Jo [ (A XB,f,g)|du(t) sa cse f,g € H, y3 ynorpeby rope
JI00UjeHe HejeJIHAKOCTH U MPEJIACKOM Ha cylpemyM 1o ceuM f, g € H 3a xoje je ||f]| =
llg|| = 1 mobujamo TpazkeHy HejeHAKOCT.

Heka je X € €,(H) ca cpojum cumrymapuum passojeM X = > s.e, ® f¥ Koju

KOHBeprupa y Hopmu npocropa B(H), npu gemy je s, = s,(X) 3a ceako n € N. Taza
Baxku jennakocr A, X B; = Z:g sn(Aren) ® (B fn)* 3a cBako t € ), Takohe y HopMn
upocropa B(H). 3a g,h € H, ||g|| = ||h|| = 1 umamo

| 1AXBig, ) autt an [ Vo B - e ) )

< isn\//glw,BZ‘m 2 du(t) - \//QHAtemm 2 dpu(t)
< :stn\//ﬂ 187 fall? dpa(t) - \//QHAtenllzdu(t)
/mmw"/a&w

Onasze cieau 1@ je (A X By)icq € L (2, 1, B(H)) na nocroju oneparop [, A, X By dp(t)
Kao esement npocropa B(H). Ilokaxunmo cana na je [, A XBydu(t) € C(H). Heka
cy 3210 (Gm)men 1 (B )men 0110 K0je n1Be 0. H. 5. Xunbeprosor npocropa H. Cianaaum
IIOCTYIIKOM Kao IITO cMO mMaJju u3Ha, npumenoM Komm-IIIBapriose nejeanakoctu u
jemnakoctu (2.8) mmamo cienehn padyn:

2.

</ Ay X By dp(t) gim, m>
m=1 Q

+oo 400
<Zan\//| (g Bi fa) P dia(2) \//| (Aren ) [2 du()

m=1 n=1

Z\ > / ) P () )3 / (B fur g} [2 dpu(t)

< +00.

—+00 “+o00

m=

N

< f\ / f o )y / f (B2 fur g} I di)

:an\/ / ||Aten||2du<t>\/ JNLZARO

—+00

an < +o00.

n=1

<

AT A dﬁb(t)H :
Q

BBy du(t)
Q

Cana hiemo npumenutu Teopemy 14.16 u3 [5] (3a nmpumeny oBe Teopeme HHUje TOTPEOHO
na mvanmo [, A X B, du(t) € Cuo(H) Beh camo [, A X B, du(t) € B(H), mro cmo seh
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

JIOKA3aJI1). Y3UMabeM CylpeMyMa MO CBUM O.H.O. (gm)men ¥ (Rm)men Yy TPETXOTHO
u3BeJIeHOj porienn nobujamo na [, A, X By du(t) € €(H) xao n

<¢/M&w@w
1 Q

(B) Heka je muneapno npeciukasamse Z @ B(H) — B(H) nedbunncano uspasom Z(X) =
Jo A X B, dpu(t) 3a ceako X € B(H). Oneparop Z(X) nocroju 3a csako X € B(H).
Hoxrazxknmo nHajupe na je Z(X) € C(H) 3a cBako X € C(X). Ha ocHoBy memra mof
(6) umamo ga je Z(X) € C(H) C C(H) 3a cBako X € K(H). Kako je omeparop
T orpannden kao oreparop u3 B(H) y B(H) u xaxo je K(H) rycr y Cx(H) nmamo
na je Z unBapujantan 3a Co(#H). Heka je cama X € Co(H) n vera je X =Y + 7
IIPOU3BOJLHO pacTaBibarbe TakBo aa je Y € € (H) u Z € € (H). Tazna, 3a npousBosbHO
k € N, Ha ocroBy nena moz (a) n (8) nmamo

Kako je pacraBmame X =Y + Z,Y € C(H), Z € C(H) duo mpousBosbHO, U3 eI
(8) Teopeme 1.33 3ak/bydayjemo

Q

[ Bt anto) - 11,

Q 1 Q

= GilIY [y + kG| Z]| < max{Ch, Co}([[Y ]l + K[| Z]])-

Q

< ‘

(k)

Q

<max{Cy, G} inf (V| + K| Z]) = max{Cy, C:HIX [,

(k) YeCi(H)
Z€Coo(H)

Ha ocuoy Teopeme 1.34, us [, A, XB,du(t) € Co(H) u u3 Hfﬂ A, X B, du(t)H(k) <
max{C, C2}|| X ||, mro Bazku 3a csako k € N nodujamo [, A, X B du(t) € Co(H) u
| [y A X By dp(t)||, < max{Cy, Co}[| X o O

Y macrtaBKy Jajemo mniperiies Hejeanakoctu Komu-IIIBaprioBor tumna koje he ce kopuctutn
y Ilornmasmy 4 o JlammacoBum Tpancdopmepuma. ¥ TUTaBY Cy HEjeTHAKOCTH Y HJIeaTIMa
Com (H) 1 Cyumx(H), 3a p = 1 (nornenaru Cekiujy 1.3 y Kojoj cy mare jgedbununmje oBux
ujeaia KOMIAKTHIX OIEPATOPa).

Y HacTaBKy HABOAMMO 3Ha4YajHy Teopemy u3 paja [39] koja ce tuue Komm-IlIBaproBux
HejetHAKOCTH 38 TpancdopMepe odmuka [, A, X B, du(t). Ba dammmmjy oneparopa us B(H)
KaXKeMoO J1a je M. k. H.0. haMmiInja YKOJIUKO ce CacToju of MehycodHO KoMmyTupajyhux u
HOPMAJIHAX OII€PATOPA.

Teopema 2.22. [30, Teopema 3.1] Hexa je ® gawa c.n. Pynruyuja, p > 2, X € B(H)
u upewmaoctiasumo ga je L2(Q,0M, u) ceuapadburan tpoctiop. Hexa je (0p)nen MOMOTOHO
patiyhu nus crytosa us M u nexa je 6 = J, cp On-

(a) Axo (A})icq, (B)ica € LE(Q, u, B(H)) u yroauro je (Ai)ieq M. %. 1. 0. dpamuauja ca
ceojctisom 1/ [, At Ay du(t) X € Cqwm (M) Waga asrcu nejegraroci

®(p) \/

<
P(p)

(2.24) ‘

Q

Q

Q
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

Yroauko je (By)icq M. K. 1. 0. 3a Kk0ojy 6avicu X/ [ BiBf du(t) € Cyum (H) waga

(2.25) A X By du(t) /AtAf d,u(t)H X /BtB;k dpu(t)
Q o) Q Q o)
Taxobe, sa cearo X € € ) (H) sasrcu lim Hfén A XBydp(t) — [ AXB, d“(t>H¢<p> = 0.
(8) Yxoauxo je ||+ || o Xunabep@-IImuinosa Hopma Waga KOMYWATLUESHOCT U HOPMAAHOCTE

pamuauga (Ap)ieq v (By)ieq HE MOPa bUTU GPETTUOCTLABHERG 3G BAHCEIHE HEJCGHAKOCTIU

(2.24) yroauro (Ay)ieq, (B)iea € LE(Q, 1, B(H)). Cauuno, y osom cayuajy easicu u

nejegnaxocti (2.25) yxoauko (Af)icq, (Bf)ica € LA(Q, 1, B(H)). V oda cayuaja umamo

ga 3a ceaxo X € Co(H) savicu jegnarocw lim Hf5 A X By dp(t) — [ AXB, d,u(t)H =0.
n—o00 n 2

(B) Axo (A))sca, (B)ieq € LE(Q, 1, B(H)), X € € (H) waga [, A, X By du(t) € €, (H),

u 6avrcu lim ‘fé A XBydp(t) — [ AXB, d,u(t)Hl =0 3a ceaxo X € Ci(H).

(r) Axo (Ap)ieq, (Bf)iea € LE4(Q, 1, B(H)) u yroauxo je bapem jegna og damuauja (Ar)ico
u (By)ieq M. K. 1. 0. Waga 3a céaxo Y € Cou(H) savicu [, A X B, € Coprm(H),

43 4, du(t)X\/ | B autt
Q Q

AT Ay d,u(t)H '
Q

Q

o) o)

<

BB du(t)H||Y||q><p>*
Q

kao u lim ‘fé A XBydp(t) — [; AXB, du(t)” =0 3a ceaxo X € Cy(H).
n 2

n—oo

(m) Yxoauxo cy ode Pamunuje (Ay)icq U (Byi)ieq M. k. H. 0. Waga nejegraroct (2.27) saotcu
3a 6uno xojy c. n. dyrryujy ® (ymecto PP ) u cearxo Y € Cq(H).

Hamomennmo na ce neo () rope uasemene Teopeme 2.22 Beli jaBibao y Jinreparypu, Kao
IITO HABOJUMO y HacTaBKy. Tpeba mmaru y Buiy ja je y [39] npesenroBana HOBa TexXHUKA

JIOKa3MBamba OBAKBUX HEjeJHAKOCTH (ca THM y Be3u Bujeru 3anuMmibuBy Jlemy 2.2 u3 [39]).

Teopema 2.23. [/2, Teopema 3.2/ Hexa cy obe m.%.n.o. Pamusuje (Ai)ica v (Bi)ico
enementuu upoctiopa L (Q, p, B(H)). Taga, 3a X € Co(H) savrcu [, A XB; € Co(H) u




Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

Yuudopmuaa narerpadusnoct ckynosa y L (2, p, B(H))

Y HacTtaBKy paaumo ca davuarjama uaTerpadbmianx B(H )-BpeIHOCHX Tpec/InKaBaba.
Cxyn S C LY, 9, 1) je yrnugopmmno uniieipaburan ako 3a csaxko ¢ > 0 mocroju § > 0
TakBO Ja 3a cBe f € S yenosu E € M u pu(F) < 6 nosiade HejeHAKOCT UE fd,u‘ <e.

Hedbunummja 2.24. Oxya {AN 1 X € A} € LL(Q, 1, B(X,Y)) sagosonasa yrugopmmo
AC,, ceojctieo axo 3a ceaxo ¢ > 0 Gocwmoju 6 > 0 wako ga 3a ceaxo A\ € A saowcu

/ A d,u(t)H <e.
E

3a mary (baMHJIij oneparopa A™ € LL(Q, u, B(H)) nedunumemo byukimjy v, : M —

EeM, wFE)<d = ‘

B(H) uspaszom v,(E) = [, A A du(t) sa ceako E € M. Y ckiaiy ca yBeIeHOM HOTAIH]OM
nmamo ciiegehe TpreH)e

Teopema 2.25. [52] Hexa je /™) = <A§")) € L&(Q 1, B(H)) damuauja tosutiuerux
teQ

ouepatiopa ca ceojctisom liminf ||v,(Q)|| < 400 u nexa Hu3 (AE”)> Koneepiupa caabo xa
n—r00 neN

A; € B(H) xaga n — oo 3a ceaxo t € ).

(a) Taga je (Ap)ieq € LE(Q, 1, B(H)) u sasrcu nejegraroct

/ Ag’”du(t)H .
Q

(8) Hexa je p(Q) < +oo u mexa cxya {/™ : n € N} zagosowasa ynugopmmo AC,
ceojctico. DPynxyuja vy 1 Q — B(H) gedpurnucana ca va(E) = [, Ardu(t), E € M,
je B(H)-epegrocra mepa na IN.

Ay du(t)H < lim inf
Q

n—oo

Jloxas. Umamo A; > 0 ma ocuoBy jemnakoctu (A.f, f) = lim <A§")f, f> > 0, koja je
n—oo

3a/10BOJbeHA 3a cBakKo t € () u cBako f € H.

(a) U3 Ag”) > 03at e Q ciemm v,(2) > 0 3a cBe n € N. Qavmnnja (A)cq je
ciiado* mepsbuBa jep je (A.f,g) = lim <A§n)f,g> zaceet € Qu f,g € H. Ycaos
n—o0
lim inf ||v,(Q)]| < 400 maje (A;)ieq € LE(Q, 1, B(H)), mro coiem Ha jeiHOCTABAH HAYWH
n—o0

u3 Paryose Jjieme. 3aucra, 3a cse Bekrope [ € H umamo

o (n)
[ s pydute) < timint [ (A7) dute)
= hmlnf (0 (D f, ) < |IfIIP hmlnf |vn ()] < 4o0.

U3 ropmer pauyna modujamo (v4(Q2)f, f) < 1minf||vn(Q)|| (f,f) 3acee f € Hmu
<

kopucrehn vy (2) > 0 3akspyayjemo |[v4(€2)]] hm inf |un (S2)]|-
n—oo

(6) Kopucrehu neo (a), mmamo 1a je dyHniguja vy 100po gedunmcana, caadbo mpedbpojuBo
aguruBHa Mepa Ha 9. Heka je N € N u (E,,),en HU3 Mel)ycOOHO IUCjYHKTHUX CKYIIOBA
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u3 M. Omuer, Ha ocHOBy PaTyoBe jiemMe U Ha OCHOBY €JIEMEeHTAPHUX CBOjCTaBa MHMUMYyMA

u cynpemyma'’ mobujamo

() (i)

~ sup / (Af. f) dpt)

IFI1=1 Y U 2N 41 B

- iufl/u 5 JEEO< ", f> dps(t)

k= N+1

< sup liminf / <A§”)f7f> du(t)
LIS

I flI=1 e k= N+1

/u vt

k= N+1

= sup sup inf / <A§n)f,f> du(t)
+o0 E

>
If|=1meNNIn=m J| jree g,

= sup sup inf / Ag")f,f> du(t)
meN || f||=1 Nan=m J| [ree

N+1 E
< sup inf sup / Ai”)f, f> dp(t)
meN Nonzm [IflI=1 I—lk N+1 Ej
<sup inf sup / Al(fn)d,u(t)fa f
meN Non=m Il flI=1 |_|/rC Ni1 E

= lim inf
n—oo

= sup inf
meN Non>m

/. At
LIS

k= N+l

/. A7)
L3

k= N+l

Ha ocuoBy p(£2) < +00 MOXKEMO 3aKJ/bYUIUTH 13 BarXKN A}im I (UZ:)N 41 Ek) = 0 ma us
— 00

nperocrassbenor yaudopmmor AC, ceojersa ckyna {7 ™ : n € N} coies i ocste b
muMec uHGEpruop MoXKe OUTH JIOBO/BLHO Maad Kajga N — co. OBume cMo JoKa3aam Ja
BayK! JeJIHAKOCT U4 (|_|Jroo E,) = > va(E,), IpI 4emy je KOHBEPTEHTIHja TIOC/TE,THer

pena y Hopmu npoctopa B(H). ]

YV HapeJIHOj TeopeMH JajeMo 0BoJbHE yCiIoBe 1o Kojuma ckyt {.27(™ : n € N} samoBosbasa
yaudopmuo AC,, csojcrso. Kopucrumo ncry noranmjy xao u 'y Teopemn 2.25.

Teopema 2.26. [52] Hexa je u(Q) < +oo u neka je gatua damuuja /™ = <A§")) 0 €
te

LE(Q, 1, B(H)) ®oja ce cactioju 0g Go3ulBueHuT 0TEPatiopa u HEKa (A,E”))neN KOHBEPTUDA

caabo xa Ay € Coo(H) 3a t € Q. Ao va(Q) € Coo(H), A <A™ 30 coen eNuteQu

axo je sup ||v,(Q)]| < +oo waga cxya {/™ : n € N} zagosowasa yrnugopmmo AC,, ceojciico.
neN

Jloxas. @amunuja oneparopa (A;)icq je enement npocropa Ly (Q, p, B(H)) na ocuosy nena

Ako ¢y A u B mnpomsso/bHu Hempasuu ckymosu u f : A x B — R Tama BaxKH HejeIHAKOCT
SUPgzecA lnfueB f($ y) lnfyeB SUPgzeA f(.’l? y)
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

(a) Teopeme 2.25. 3a cBako E € M umamo Ja BazKe jeJHAKOCTH

lim (v, (E)f, f) = Tim [ (A{f, f) dpu(t)

n—o0 n—o0 E

= [ Jim (A1) dute) = [ (Ag. 1) dute) = (B ),

n—oo

mro caeau Ha ocaoBy TMK. Onasae nmamo ja Hu3 (v, (E))nen c1ado konseprupa Ka vy (E)
3a cako dukcupano F € M. Nz 0 < v,(F) < va(E) < v4(Q) € Co(H), ma ocuosy Jleme
1.14 caemn v, (E) € Co(H) 3a cBako n € Nu E € M. U3 |51, Jlema 1.2 wim u3z Teopeme
1.39 nobujamo nh—>r£10 |lvn(E) —va(E)|| =0 3a cBe E € M.

Kopucrehu p1(Q) < +00, v4(Q2) € Coo(H) n A; € Coo(H) 3at € 2, na ocnoBy Teopeme 2.15
nMamo Ja 3a € > 0 mocroju 6 > 0 tako na B € Mu p(E) < 6 naje ||[va(E)|| < e. Hexkajee >0
u omabepumo § > 0 u3 momenyre teopeme u E € 9 ca cBojcrBom p(E) < §. Iocroju 6poj
no = no(e) € N rakas ma je ||v,(Q) —va(Q)]| < € 3a cBako N > n > ng. Cana, 3a N> n > ng
mmano [|vn(E)|| < [Jon(E) —va(E)|| + [[va(E)]| < lon(2) —va(Q)]| + [loa(E)|| <&+ = 2e.

Omer, na ocnoBy Teopeme 2.15 komauan ckyn {&/™ : n € {1,...,N}} samoBomana
yuudopmuo AC, cBOjCTBO jep je A € Coo(H) 1 v,(Q) € Co(H) 3a cBe t € Qun € N.
Opasze 3axmbyuyjemo ga u ckyn {7 ™ : n € N} zamosospasa yrudopmuo AC u cBojerBo. L

Y HacTaBKy HaBJIMMO JIBa IIpUMepa Koju cy mnoBe3aHu ca Teopemom 2.14 Koja moBesyje
KOMIIAKTHOCT orteparopa A; 3a (-CKopo cBako ¢t € {) 1 KOMIIAKTHOCT OI'DAHIMYEHOT OIIepaToOpa
fQ A, dp(t). TIpsu o aBa moMeHyTa IpUMepa TOKa3yje Jia He MOXKEMO JODUTH Pe3y/ITaT OBe
TeopeMe aKO Mepa IPOCTOpa HUje KOHATHA.

IIpumep 2.27. Hexa je Q = N, M = P(N) u nexa je p dpojauxa mepa na N. 3a o.H. o.
(en)nen ¥y H gepunuwumo A,(f) = (f,en)en 3a ceaxo n € N u ceaxo f € H. Hmamo
ga je A, € C(H) 3a csaxo n € N. Taxohe, 3a ceéaxo € > 0 wocwmoju § > 0 Wako ga
EeM, pw(E) <6 aosrawu || [, A, du(n)| < e. @amuauja otiepatiopa (Ay)nen je erement
apoctmiopa LE(N, p1, B(H)) u 3a ceaxo f € H easrcu

</NA”d“<”>f7f>= / <Anf,f>du<n>=+f (Aut. f) er,en 2= IfIP = (If. f)-

n=1
Ogasge u us dimH = +o0 saxwyuyjemo [y A, du(n) =1 ¢ Co(H). A
Hapeau nmpumep nokasyje na ce yciaos AC, He Moxke usoctasutu y Teopemu 2.14.

IIpumep 2.28. Hexa je o mepa na M = P(N) warsa ga je p({n}) = 27" 3a ceaxo n € N
u neka je H cetapadburarn Xuabeptos upocwop ca 0.1.6. (€n)nen. IIpumemumo ga je
w xonawna mepa wj. p(N) = 1. 3a ceaxo n € N gepurnuvwumo A, € B(H) ca A, =
2"P,, apu wemy je P, opwotonaana upojexuuja na lin{e,}. Jacwo je ga 3a ceaxo n € N
saoicu, A, € Cu(H). Ca gpyie ctupane, umamo ga je uctyrweno [y A,du(n) = I jep je
([ Andu(n)f, f) = S22 ((f,en) ens f) - 5 = (f. f) sa ceaxo f € H. Hapasno, AC,

€60JCWB0 Huje sagoe/beno Y 060M TUPUMEDY. A

Ba kpaj ose cekrmje HaBomumo npumep dyukmmje A : [0,1] — B(H) xoja je lespdans
nHTerpaduaIHa ajau uuje lleruc narerpadusna.

"Jep je u 6pojauka Mepa KoJ KoOje je jeJHHH CKyIl Mepe Hy/a IIPa3aH CKYIL.
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

IIpumep 2.29. [8] Heka je (€,)nen 0. 1. 6. Xuabeptosot upoctwiopa H u Heka je Gpeciukasarve
A; 1 [0,1] = B(H) sagato uspazom

+oo
Af = ZnX[07;](t) (f,en)en 3a ceaxo f € H.

Hmamo (Ap)iepa) € LE([0,1],m, B(H)) jep na ocnosy Ilapcesanose™ jegraxoctiu sasicu

+oo

/[071] (Af, f)dm(t) =) </m nX[o,2](t) dm(t)) (e 2= IIFI1?

n=1

3a ceaxo f € H. Axo je Ej = [O, %] Waga 6aAHcU klim m(Ey) =0 xao u
—00

[Ek Atdm(f)H = Sup/ (Aif, f)ydm(t) = sup Z /Ek dm(t) | (f, en) |2

If1I=1 Ey I11=15=

(2.29)
> k:/ X[O’l](t) dm(t) sup | (f,er)|> =1 sa ceaxo k € N.
E k

Ifl=1

Hs3 (2.29) caegu ga dynryuja A : [0,1] — B(H) ne mooce dbutmu Hewue untuerpadbunma 1a
ocrosy Teopeme 1.27. A

Beza I'esbpangoBor u cnekKTpaJjiHOT MHTerpaJia

IIpumep 2.12, Ilpumep 2.27 kao u Ilpumep 2.29 nac moTuBumry ja go0ujeMo Be3y usmely
lesbdanaoBor u cliexipastol UHTErpaJia, y ciydajy Kaja CBU ollepaTopu A, HacTajy oj UcTe
CIIEKTPaJIHEe Mepe.

Hexka je (X,M) mexu (apyru) mepsbus mpocrop u Heka je E : N — B(H) cuexwpasra
mepa. Tana, 3a f € H gedunumemo mepy 1 @ M — [0, +oo] mspazom n¢(6) = (E(I)f, f),
0 € 9. Mepa 7y je KonauHa 3a cBako f € H, jep mmamo

0 (X) = (E(X)f, ) = (EX)*f, /) = 1EX)fI* = L7 = | fII*

Ba ¢ € L™(X,M, E) cuexrpanun unrerpan [y ¢(x) dE(x) nocroju y B(H) u Baxu

(2.30) </X o(z) dE(x)f,f> = /Xgo(x) dns(z) 3acse fe€H.

Wnrerpamnuja y oxmnocy Ha crnekTpasiny Mepy F je mzomerpuuku™ mzomopduzam banaxose
anredpe L (X, M, F) ca 3aTBopeHoM u HOpMaJsHOM mojaiaredpom y B(H). 3aro Baxku

/X o(z) dE ()

Teopema 2.30. [52] Hexa je H Xunabepios apoctiop, (2, M, 1) o-KoHawar MeEPHUS TPOCTLOD
u (X, M) meprus apocwiop ca cuexwupasnom mepom E @ N — B(H). Taxohe, nexa je
p: QA x X — C ¢dynryuja ca caegehum ocobumama:

(2.31) supess |@(x)| = ‘ 3a cBako ¢ € L¥(X, M, F).

zeX

2Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755-1836), dbpaniyckn MaTemaTHaap
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

(a) Pynxuuja X >z — @(t,z) € C apuuaga apocmopy L>*°(X, M, E) 3a csaxo t € ).
(6) o€ L' QX X, M@N, u®@n;) 3a céaxo [ € H.
(8) DPynruyuja X > x— [, p(t,x)du(t) € C aputaga apoctmopy L>(X, N, E).

Taga, 3a ceaxo t € ) ouepatop A; = fXgp (t,z) dE(z) uoctioju kao eremenili UPOCTLOPA
B(H), sasrcu (Ar)icq € Le(Q, M, 1, B(H)) u umamo jegnarocta

(2.32) /Atdu // (t, 2) dpu(t) dE(x).

Taxobe, otepatiop fQ A, dp(t) je nopmanar u umamo

[ et du(t)‘ |

Hoxas. Kopucrelin npernocrasky (a) mmamo ja crexrpasiun uarerpain A, = [ ¢(t, x) dE(z)
nocroju y B(H) 3a cBako t € . 3a npoussBosbro f € H, u3 ycioa (8) u IpUMEHOM
®ydunujese'® Teopeme, xopucrehn (2.30), umamo 1a GyHKIM]ja

0510 (A, f) = < [ ete.o) dE(x)f,f> - [ sttajan@ ec

(2.33)

A du(t) H = supess
Q reX

npunasa npocropy L'(Q, 9, p). Onasne cuemu (Ay)ieq € LE(Q, p, B(H)). Omer, na ocrosy
OyduHmjeBe TeopeMe MMaMo

@3 [ etadwen) = [ ([ et )aun = [ ag0 .

13 npernocraske (8) pobujamo jga dyukmuja X 3« — [, ¢(t, z) du(t) € C nocroju 3a ckopo
cBako € X y oxgmocy Ha Mepy 7). Kopucrehu npermnocrasky (B) MOXKeMO Jia IPHMEHIMO
(2.30) m u3 (2.34) 3aKsBydyjeMo

</X (/QSD(t,a:) dn(t)) dE(a:)f,f> :/X</ng(t,x) du(t)) dn(z)
= /Q<Atf, f)dp(t) = </9At du(t)f,f>,

Kako je f € H duno npousBosbHO, nodujamo dopmyiy (2.32).

Oneparop [, A;du(t) je nopmanan y B(H) u o cieau jgupekTo u3 dopmyre (2.32) u
13 IIOMEHYTOI' CBOjCTBa Jla je MHTerpaluja y OHOCY Ha CHeKTpajHy Mepy E msomerpmyku™
nzomopduzam banaxose airedpe L*®(X, N, E') ca HEKOM 3aTBOPHOM HOPMAJTHOM IT0JIAJTedPOM
y B(H). Uz ycnosa (B) cieau ma moxemo npumennta (2.31) u qodurtu (2.33). O

VY HacTaBKY M3JIaramba HABOJIMMO pe3ysratr u3 [H2] koju jaaje penpesenraiyjy LesbdanioBor
unrerpaia [, f(t)A; du(t) mon ycrosom ja enementn damvminje (A;)icq UMajy HeKa JI0IaTHA
cBojcrBa. Jla Byjmemo mpenusHuju, yKOJIUKO onepatop-speanocHa dyukimja A @ Q — B(H)
MMa KOHCTAaHTHY BPEIHOCT HA CBAKOM ejeMeHTy )i-MepJbuse HapTI/IHI/Ije {Er : k € N}
mpoctopa {2 Taga majemo dopmysry 3a l'esbdanmoB mHTErpas fQ (t)A; du(t) y odmuky ciabe
cyme oneparopa u3 B(H). Taxobe, majemo j10BosbHE yCI0Be JIa CyMa y MOMEHYTO] (hopmyin
KOHBeprupa y Hopmu cenapadusnor uieana Co(H).

BGuido Fubini (1879-1943), utanujancku MaTeMaTuuap
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

Teopema 2.31. [52] Hexa je (A;)ieq gﬁamwmja Y B(H) wakrea ga je sup,cq || Al < +00 u
fe LYQ,M, ). Axo je (Ep)neny nus y M, | [ E, = Q u axo {By, : k € N} wogerya y
B(H) waxas ga je Ay = By, 3a ceaxu t € Ej, waga (f(£)A)teq € LE(Q, u, B(H)) u umamo

(2.35) [ 10 4autc) - f [ G du<t>] B,

ige peg y (2.35) woneepiupa caabo. Axo f(t)A, > 0 3a ceaxo t € Q u axo [, f(t)A du(t) €
Co(H) waga peg (2.35) xonseptupa y nopmu || - ||q> ceuapadburnor ugeanra Co(H).

Jloxas. @amunuja (f(t)As)ieq npunaga npoctopy L& (2, u, B(H)) jep 3a z,y € H umamo

/r £) A, )] dp(t) Z A )l O] ) Z\kam/ (0] dult)
< sup Aol - Iyl S / )] du(t)
teQ k=1 Ex

= sup || A[ - [|l[| - [[y[| - | flln < +o0.
teQ

Oyuxiuja M > E — [, f(t)(Ax,y) du(t) € C je kommiekcaa Mepa na M 3a dukcupane
x,y € H. 3aro, umamo

([ 104 du02y) = [ o)) au Z (A, ) dut)

~ lm < (Z ( [ cm(t)) Bk) wy> ,

mro norephyje dopmymy (2.35). Takobe, ako f(t)A; > 03at € Q u ako fQ (t)A; du(t) €
Co(H) Tmama meo (a) Teopeme 2.17 nmaje ma je (byHKLLI/IJa M>E~ [,f(t)A d,u( ) jemHa
Co(H)-Bpeanocua mepa. Ha ocroBy (4.19) modujamo

| 1©dute Z/ F()Avdpu(t) Z/ 0 Bkdmt):f(mf(t)du(t))m

k=1
y HOopMU || - ||¢ umeana Cq(H). O

Heka je A; € Co(H) 3a p-ckopo cBaxo t € Q. Axo je (Ay)eq € LE(Q, u, B(H)) n ako
je dyuknuja v, npuapyxkena damuinju (A;)cq B(H)-BpeanocHa mepa wa I, Taja uMaMo
ucrn 3akpydak kKao y |51, Teopema 2.3, (a)|, yKomMKO je Mepa ji 0-KOHATHA.

Teopema 2.32. [52] Hexa je p o-xonauna mepa na M u nexa je (Ay)eq € Li(Q, 1, B(H))
waro ga je Ay € Co(H) 3a p-ckopo ceaxo t € Q. Axo je dynxuyuja vy @ M — B(H)
gepurucara ca vy(E) = fE A du(t), E € M, jegna B(H)-epegrocra mepa u axo damuauja
(Ap)ieq 3agosomasa AC, ycaos waga sadicu [ Ay du(t) € Coo(H).

Jlokas. Ilocroju a3 (E,),en MehycobHo mucjyarTHHX cKymosa u3 9t ca cBojctBoM p(E,) <
+oo3acsakon € Nu| | . E, = Q. IIpumenowm [51, Teopema 2.3, (a)| Ha ceaxu E,, nodujamo
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

va(Ey) = [5 Ardp(t) € Co(H) 3a craxo n € N. Oynkuuja va je B(H)-speamocna mepa ma
o- aJII‘66pH N, Tj. BaxKe jeIHAKOCTU

/Q Acdp(t) = va() = 3 wa(FB) = Y /E A, du(t)

rJe je KOHBepreHmuja mnocjejamer pena y nopmu npocropa B(H). Cana tepheme Teopeme
cieu u3 dntbenntie jia je uneai Co.(H) 3arBopen y B(H). O

Hanomennmo ga y Hpumepy 2.27 dbyunukuja va(E) = [, A, du(n), E € M, nuje B(H)-
Bpennocua Mepa Ha 9t = P(N), mako je KOHAYHO aJUTHBHA. 3aWCTa, ako Ou QYHKIWja U
ouna B(H)-speanocna mepa Ha o-aaredpa M = P(N), taga du Ha ocuoBy Teopeme 2.32
cienuio I € Co(H), mro je korTpasukmja ca dim H = +o00.

Heka je (Ai)icq dammmmja oneparopa nz B(H). Cueneha reopema nodujena y [52] maje
JIOBOJBHE YCJIOBE 3a KOHBepreHimjy Husa [esbhanmoBux mHTerpasa ( Jo fa(t) A du(t))n N Y
sopmu pocropa B(H) xa oneparopy [, f(t)A; du(t), rae cy (fo)nen u f eementn mpocropa
L2(Q,9M, 1), ca joum HEKUM JIOJATHUM OCOOMHAMA.

Teopema 2.33. Hexa je u(Q) < +oo u f, € L*(Q,9M, 1) sa ceaxo n € N waxo ga je

lim f,(t) = f(t) sa p-cxopo ceaxo t € Q. Axo je sup || full2 < 400 u axo je cxya Pynryuja
n—00 neN
Qot [[Az|? €R, ||z]| <1, ynugopmmo uniietpaduran, Waga cy obe Pamusuje oUEPaTnOPa

(fu(t)Aieq u (f(t)Ap)ieq eaementiu apoctmiopa L (2, p, B(H)) u easrcu

/fn VA, du(t) /f VA du(t H 0.

/loxas. 3a ceako n € N u z,y € H nejeqnakoct Komu-IIIBapma maje ma Baxkn

/\fn Az, y)| dp(t) \//Ifn ()] dpu(t) \//\Atxdeu()

< an||2\//Q [Asz]|? dp(t) - [lyl| < +o00,

(2.36) lim

n—oo

(2.37)

onakie cienu ga je (fn(t)A)ieq enement npocropa Ly (Q, pu, B(H)). Ipumenom Paryose
meme odujamo f € L*(Q,9M, 1) jep Bazku L := sup,,cy | full2 < 400 u

115 = [ P du(t) = [ T 17,00 du
<timinf [ [£,(0 duft) = lmint | £, < 22
Q n—oo

n—o0

Ha ncru naunn xkao y (2.37) mobujamo ja 3a ceako x,y € H Baxu [, |(f(t)Awx,y)| du(t) <
+00, omakie ciaean (f(t)Ay)ieq € Li(, u, B(H)). Takobe, 3a cBako n € N Baxku HejeHAKOCT

(2.38)

() Ay du(t) /f&w‘% m>/h — F(0)] - 1(As, )| dia(t).

lzll=llyll=1
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Tepherva o otwmum ocoburnama Pynryuja us LE (2, p, B(H))

Heka je ¢ > 0 mpousospro u ogabepumo 6poj 6 = d(¢) > 0 u3 medunurmje yuudopmue
unTerpaduaHoctn ckyna dynkimja Q 3 t — ||Az|]? € R, ||z| < 1. Ha ocnoBy Teopeme
Jeroposa!! (Bumern [5, Teopema 5.21]) moxkemo nahu ckyn 9 > E; C Q) 3a koju je

Jim sup [£,(6) — ()] = 0w pu(Q\ Ey) <4

X teEs

Ba cako x € H nmamo [, ||Ax|[*du(t) < +oo omakie 3akibydyjemo Ha je amuimja
omeparopa (A} A;)ieq enement npocropa L (2, p, B(H)). Uz (2.8) mmamo

M= s [ (4 A,a) dutt) = sup [ Al du(t) < o

zll=1JQ llz]l=1

Ha ocnoBy nejeanakoctn Komm-IlIBapiia godujamo

sup () = SO - [(Auz, y) | dpa(t)
lzll=llyll=1JE,
<sup [ fu(t) — f(£)]  sup [(Av, y)| dp(t)
teEs lzl=llyll=1 ./ Es
(2.39) < sup | fu(t) = f(D)] sup [ HAt:UH du(t)
< sup | fo(t) — f(£)] 4 sup HAtfﬂH2 dp(t) - v/ 1(Es)
teE;s [[=f|=1
< VM- () sup | frn () (t)| 3a cako n € N.

HejenakocT Tpoyr/ia y IpocTopy LQ(Q, M, 1) maje || fo — fllz < || fall2 + [[fll2 < 2L 3a cako
n € N. Kopucrehu oner nejegnakoct Komu-IlIBapra n yaudopMHy HHTErPaOUITHOCT CKYIIa
byukuuja Q 3t — [|[Az||* € R, ||z]] < 1, komBunosano ca u(Q\ Es) < 8, nodujamo

sup / Fult) = O] - (A, )| du(t)
O\ E;s

llzl|=llyll=1

s el lyl— 1\//9\155 nt) = FOP dut) \/ /Q . [(Aez, y)|* du(t)

<|fn—=fll2 sup \// [(Ae, y)|? du(t)
lall=lwl=1 \ Jo\Es

< 2L sup \// |Asx||2 du(t) < 2L+/e 3a cBako n € N.
O\E;

llzll=1

(2.40)

Cana, u3 (2.38), (2.39) u (2.40), creau ma 3a cBe n € N BaKu HejeHAKOCT

/ Fult)Ar dpa(t) / F(0) A, dp()|| < /BT a(Q) sup | £u(t) — £(1)] + 2LvE.

tebs
Kopucrehu jennakocr lim sup |f,(t) — f(t)| =0 u u(Q) < +00 umamo na Bazu

n—o0 teEs

lim sup /fn (t) Az dpu(t) /f (t)As dpu(t H < 2L+/ 3a cBako € > 0,
n—oo
ofakJte ciaeau jeaHakoct (2.36). O

Y Mmurpuit ®8noposua Eropos (1869-1931), pycku MaTemMaTudap
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Hanomernumo ja Huje npernoctasbeHo (A )ieo € Le(Q, u, B(H)) y uperxonnoj teopemn.

Venos yaudopmue unterpabuanoct ckyna dynkuuja Q 3t — ||Az|? € R, |lz]] < 1, je
TPUBHJAJIHO 33J0BOJbEH aKo je ((§2) < 400 U sup,cq || A¢]| < +o0.

Jlako moxkemo Buzern n1a je ckyt { f,, : n € N} u3 Teopeme 2.33 yuudopmuo naTErpadusiaH.
Bamcra, uz () < +oo u f, € L*(Q, M, p) cnemu f, € L' (Q, M, ) 3a cee n € N. Axo ckyn
{fn : n € N} ne du 6uo yHubOopMHO nHTErpadmIaH, Tajga Moxemo Hahu €9 > 0 1 HU3 CKyIOBa
(Epn)neny 13 M, Tako 1a je lim ,u(En) = 0 u Tako na 3a csako n € N mocroju m(n) € N 3a

Koje je ‘fEn S (t) dpa(t )‘ 0. Tama, 3a cee n € N umamo

Efmn) ) dp(t) \// [ o) (82 dpa(t) - v/ p(E) < Supllfn||2 p(En).

Caza, nodujamo KoHTpaaukiujy u3 sup || fullz < oo u lim p(E,) = 0.
’H,EN n—oo

Hapenuu npumep nokasyje na ce yciaoB pu(§2) < 400y Teopemu 2.33 He MOKe H30CTABATH.
Ba uuz dyskmmja (f,)neny hemo nzadparu oHaj Koju je yHHGOPMHO HHTErpabUIaH.

IIpumep 2.34. Hexa je Q = [1,400). HAepunuvwumo A : [1,+00) — B(H) ca Al(f) =
(f,ep))ep) sacee f € Hut € [1,+00), 1ge je (en)nen Hera opionopmupana basa Xurdbeptiosot
apoctopa H. 3a n € N cregu Xpni1)(t)A(f) = (f,en)en, yroauxo je t € n,n +1) u
Xinn+1) () A (f) = 0 yxoauro je t ¢ [n,n +1). 3607 woia, 3a cee f € H umamo

(2.41) /[ DA, fym(s) = /[ e am@) = |if. e

ogakse je (Xinn+1)(t)At)iefi +00) € L ([1,+00), m, B(H)). Uz Becenose nejegnaroctiu caegu

+00
@) pAdPan0 =3 [ AP Z\f,en R

[n,n+1)

Taxohe, 3a cee Jlebet mepmuse ckyuose E C [1,+00) ca ceojctisom m(E) < 400 u 3a cee
sextope f € H 3a xoje je || f|| < 1 saorcu

+oo
/HAtfHQdm Z|f,en m(EN[n,n+1) < [[f1*DY mEN[n,n+1) < m(E).

Ogasge umamo ga je cxya Ppynwuja [1,+00) 3 t — ||Af|> € R, ||fll < 1, yrugopmro
unmerpadburan. Kopuctehu (2.41) godbujamo ga 3a ceaxo n € N saorcu

i

wimo aokasyje ga ycaos (2.36) ne sasrcu. Kopuctiehu (2.41) umamo ga damuiuja otepaimopa
(Ab)tef +o00) Gputaga tpoctopy L ([1,4+00), m, B(H)) kao u wo ga eavicu f[l ooy Ardm(t) =
I. MUz (2.42) waxohe caegu ga damuruja otepatiopa (AfA;)icn +o00) UPUTAGE TPOCTLOPY
LE([1,+00), m, B(H)) u ga sasrcu jegraroct f[1’+oo) A A dm(t) =1. A

/ x[n,nH)(t)Atdm(t)H: o [ @A), Frdm(n) = s (e =1,
[1,400) IflI=1J] ) IflI=1

Cnenehe tBpheme je mociemuna Teopeme 2.33 u J1aje KOHBEPreHIN]y HU3a OIEPaTOpPa
(fEn Ay du(t))nEN y Hopmu npocropa B(H) xa [, A du(t), rae nus ckynosa (E,)neny 13 M
Koneepiupa Ka ckyy E € 9 (sumern |5, ctp. 45]).
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Hnwmetpayuja carabo* meprusuxr dynrxyuja A : Q — B ( oo Hn)

n=1

IMocaenuma 2.35. Heka je 1(Q) < +00 u nexa je eyt dynryuja Q> t — || Az, |z|| < 1,

yrugopmro untaerpadbusan. Axo je nusd ckyuosa (E,)neny y M wWakas ga woc@oju panuwna

epegroct E = lim E,, waga otepatiopu [, Aydu(t) u [, A du(t) toctioje y B(H) u sasrcu
n—o0 m

/En Atdp(t)—/EAtdu(t)H = 0.

Jokaz. I3 E = lim E, umamo E € M. Ozuaunmo f, = xg, 3an € Nu f = xg. 3a

n—oo

cee n € N umamo || full2 = w(E,) < u(Q) < 400, 1j. Sup,ey | fallz < +00 u ILm fu(t) =
lim xg,(t) = xe(t) = f(t) 3a p-ckopo cako t € Q. Taxobe, f € L*(2,M,u). Cse
n—oo

npernocraBke Teopeme 2.33 cy wucnymene na podujamo na cy damwmmje (xg, (t)Ai)ieq 1
(xE(t)A¢)icq enementn mpoctopa L& (Q, pu, B(H)) a uz (2.36) mIupeKkTHO 3aK/bydyjeMo Ja
BaXKM jegHarocT (2.43). O

(2.43) lim

n—o0

Hanomenumo na ¢y cimaau podsemu pasmarpanu y [39, Jlema 2.1].

2.7 MHWuarerpamnuja cjaado” mep/buBux PyHKIIHAja

A:Q— B(D,2 Hn)

Oyuknuja 2 3 ¢ — :3 Ai”) € fB( :2 ’Hn) je cmado* MepJsbUBa aKO W CaMO aKoO je

dbyuknuja 2 5t — Ain) € B(H,) cnabo* mepspuBa 3a cBe n € N u TO cjie/i JIUPEKTHO U3
necdurunuje (1.33) ckamapHor npousBoja y XuadepToBOM IIPOCTOPY 69::3 H,.

Craeneha Teopema je pedopmystanmja MOTPeOHUX M JIOBOJHHUX yCJIOBa Ja dyHKIHja (2 D
t = @ A§”> € B (D, Hn) dyae enement npocropa L (2, p, B (D, Hya)).Y osoj
Teopemu hemo pasmorpuTn u Besy usmehy oneparopa [, % Ag")du(t) u @, [u Ain)dp(t)
sa E € M, axo onepatop [, @ A" dp(t) nocroju y B (D5 Hy).

Pesynraru oBe cekiuje cy cajpxkanu y [52].

Teopema 2.36. Hexa je (H,,)nen Hud Xuabeposux Gpociiopa u Hexa je (A@) pamunuja
teQ

otepatiiopa us B(H,) sa ceaxon € N. Ouepatop [, D, Al du(t) aocmoju y B (D125 Hn)
aKo u camo ako eadice caegehu ycaosu:

(a) sup HAY‘)H < 400 3a p-ckopo ceako t € 1.
neN

(0) Pymxuuja Q >t — :L:j <A§n)fn,fn> € C aputuaga apoctiopy L'(2, M, 1) 3a ceaxo
(fn)nEN € :3 Hn'

Ilog ycaosuma (a) u (8) umamo

(2.44) sup

neN

/ Al d,u(t)H < 400 3a ceaxo E € M,
E

otepatiop @, [ A" du(t) goctmoju y B (D125 M) u sasrcu jegnaxoct

(2.45) /E égAgn)du(t) :@'@ /E A dp(t).
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Hnwmetpayuja carabo* meprusuxr dynrxyuja A : Q — B ( :{g Hn)

. . 400 4(n) +o0
/okas. Yenos (a) je exBusasneHTaH ca nocrojamem omeparopa @, A uz B (D)% Hn)

3a p-ckopo cBako t € (). Ha ocHoBy nedwunHHUIMje CKaJapHOT MPOU3BO/A Yy XMUJIOEPTOBOM
npocropy ;> H,, ycios (8) je exBusanentan ca Tume 1a GyHKIHIja

+00 +oo
Q > t = <<@ Ai(ﬁn)) (fn)nEN, (fn)n€N> = Z <Az(€n)fnvfn> S (C
n=1 n=1

npumnasia pocropy L(Q,9M, 1) 3a cse Bextope (fo)nen € @, Hy. 3ato, yesosu (a) u (5)
Cy eKBHBAJICHTH Ca < e Al(fn)) €L (2,1, B (D, Hy))-
teQ

U3 yciosa (8) crequ ja omeparop [, Al du(t) mocroju y B(H,) 3a cBako n € N jep
MOXkKeMO y3eTH f, € H, npousBosHo u f, = 0 3a cBe k € N\ {n} y (8), u noduru ckamapuy
dbyuknujy Q2 5t — <A§n)fn, fn> € C koja npunaza npocropy L'(2, M, 1) 3a cse f, € H,.

Hoxazxknmo ja Baxkn (4.39) nox yenosuma (a) u (6). Heka je E € M u k € N nponssosbHO
omabpano. Kopucrehu jennakocru (2.4) u (1.33) mobujamo

+00 oo

/ D A" du(t)| = sup << / @Aﬁ"’du(t)) (Fanens (gn>neN>
B | () nerll=l(gn)menll=1 B
+o00

= sup / < (@ A@du(t)) (f)men, (gn>neN>
l(fr)nenl=ll(gn)nenll=1 E n=1

— (n)
— sup A o g0 ) du(t
é;<t ) du()

|(fr)nenll=ll(gn)nenll=1
/<A§k)90k,yk:> du(t)| = ‘</ Agk)du(t)xk,yk>’
E E
/ AP d,u(t)H.
E

-

3a CBe jeJUHUIHE BEKTOPE Xk, Yp € Hy. 3aTO, MMaMO Ja je

+oo
/ P A" dpt) < / A du(t)xk,yk>‘ = ‘
E E

Onase cienmn
—+00
| DA dute
E n=1

Hoxrazamu cmo jemnakocr (4.39). 3aro, omeparop :z 5 Agn)d,u(t) nocroju y B ( j;j ’Hn)

[Mokaxkumo cana jeanaxoct (2.45). ITouoso, neka je k € N durcupano. ledbunummmo
upojextmjy Ti : D H, — Hy ca Ti((2n)nen) = Tk 38 cBAKO (L )nen € @,jj H,. Kaxko je

n=1

>  sup
ok l=llyx =1

sup < 400 3acee B € M.

keN

/Mwwwg
E

—+00
1T (@n)nem) I* = llzxl® < D lall® = [[(@n)nenll?
n=1

3a cBaKO (T, )nen € P25 H, 3axsmyayjemo Tj, € B ( T Ho, Hy). Ha ocroBy mpyre u Tpelie
jemnakoctu y (2.5) modujamo

“+00 “+00
7, [ @A dutt) = [ TP A dutt)
E n=1 E n=1
+o0
— [ AP Tidnt) = [ AP du)T =T [ AL du)
E B o JE
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Hnwmetpayuja carabo* meprusuxr dynrxyuja A : Q — B ( :{g Hn)

OptaB/ie 3aK/bydyjeMo je BEKTOp Ha MO3UIUjUA k Y HU3Y ( I A (n) du(t )> (fm)men jenHax

BEKTODPY Ha TO3MIUjU k y HU3Y ( Aoy A du(t)) (fm)meN 3a cBaKO (fin)men € .5 Ho.
Kako je k € N duio npoussosbHO, g0dujamo jeasakoct (2.45). [

Moz ycnosuma (a) u (8) Teopeme 2.36, jennakoct (2.45) naje

+o0
(2.46) H/@A")du EB/ " dp(t) /A%“du(t)‘
E

Mozxe ce mecutn jia orepatop .5 0 Ag”) du(t) mocroju y B (

= sup 3a cBe F € 9.

neN

> Hon ) aJIN JIa OIepaTop

n=1

[o D5 A" du(t) e mocroju, mro je nrycTpoBano ciaeehiM IPUMEpOM.

Ilpumep 2.37. Hexa je (Hy)nen nus Xuabeptosux upoctiopa, Q@ = (—1,1) u @, = —nx(—1,0+
nxo,) 3a n € N, Hedunuuwumo A§”> = @p(t)l, 3a cee t € (—=1,1) un € N. Uz (4.19)

UMAMO f( 11)A Vdm(t) = f( 11 Pnlt )dm( ), = 0 € B(H,) 3a cee n € N. Ogasge

je @I 11) AE" dm(t) = 0 € B( * Hn). Ca gpyte cuipare, 3a t € (—1,0) eavcu

(- n=1
SupneN’Ain) = Sup,ey lon(®) L] = +oo @i  otuepamop @, A" we aocmoju Ta we
TOCTOJU HU 0UEPATLOD f(fl 0 ;:oi A; (r) dm(t). A

Hexka je k € N. Hapeanu npumep maje MOTUBAIM]Y 3a - AHATHSY OJHOCA usmehy mepa Ha
o-anredpu MM koje ysumajy speanoctu y B(Hy) u B ( “H )

n=1

IIpumep 2.38. Hexa je Q@ = (0,1] u nexa je M Jleberosa o-aniebpa wa (0,1] w f, =
nX(o,1] 3¢ coe n € N. Taga [, fu(t)dm(t) = 1 u us (2.5) godujamo [y fu(t)I, dm(t) =

([ fa(t) dm )) I, 3a ceaxon € N u FE € ﬁﬁ 3a n € N gepunuwumo v, : M — B(H,)
uapasom v, (E fEfn )1, dmt (fEfn t))I —n-m(Eﬂ(()?%DIn 3a cee K €
. @yn%uuya M > E—n- m(Eﬂ( D [0,1] je wosumuseHa, Konauna Mepa Ha
uc M, ua ogaw./Le gobugjamo ga je v, jegna B(H,)-epegrocra mepa nwa M 3a ceaxo n €

N. Hwmamo (P,25 fo(t)1 )tE o1 € L ((0,1],m, B (@5 Hy)). Baucia, sup | fu(O) L =
sup nxo,11(t) < +o0 3a cearo t € (0,1]. Ogasge caegu ga otepatmop P, fn( )I aoctmoju y
neN n

B ( +oo Hn) 3a ceaxo t € (0,1]. Taxohe, 3a céaro (x,)nen € @Zj H,, umamo

<<€Dfn ) ) <>> dm(®) < 3 leall [ 150l dm)

/ (0,1] (0,1]
+oo
= Z |z |]* < +o00.
n=1
3atwo, apumenom Teopeme 2.36 gepunuwemo pynxyujy v : M — B ( el
/@fn t) I, dm(t (/fn t) dm(t )I—@vn ) 3a ceaxo E € M.

Dynryuja v @ M — B( :i‘; ”Hn) je caabo Tpedpojueo aguiliuera eexiopcka mepa wa N,
asu wa Gyrryuje nuje B (@:: ”Hn) -8pegHocHa Mepa. 3auctia, neka je By = (k+1’ k] €M,

e Hn) u3pa3om

+oo
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Hnwmetpayuja carabo* meprusuxr dynrxyuja A : Q — B (

k € N. Taga umamo | 253 Ex = (0,1] u v((0,1]) = @I I,. 3a durcupan dpoj N € N

UMaAMO Cﬂ@geﬁu paMdym:
/ fu(t)dm(t) | I,
n=1 |_|kN 1Bk

(o) -4
6 ([ o))

n=1
- [ hmdm)|z - [ podn)] =
=sup |l — () dm(t)] > |1 — m(t)| = ——
neN (571 (#5111 N+1
Ogasge caegu ga peg Z:ﬁ v(E,) He xouseptupa Ka v ( oo ) y B ( Hn)-HopJVLu. A

Hamomenumo na y I[pumepy 2.38 vu3s (f,,)nen HEje YHUDOPMHO MHTErPAOUIIAH.

Y HapenHOj Teopemu, mpernocraBibamMo H, = H 3a cako n € N. 3a nmar #us (f,)nen
M-mepibuBEX GyHKIMja U 32 1aTy bavwmjy (A:)eo y B(H) 3a xojy je (D)2 fa(t )At)teﬂ
LG(Q w, B(2(H))) ;:Lecl)I/IHI/HHeMo (byHKLLI/Ije vn M — BH)uv:M— fB(EQ(”H)) U3pa3nMa

= [ fa(t)Ardp(t) = /5 (t)Ay du(t), pemom. Ucrpaxkuhemo morpedue
u ;LOBOJbHe yCJIOBE 12 cbyHKm/IJa v OyJe 3(62(7-[)) -BpeIHOCHA, Mepa, Ha IT.

Axo je dbyukuuja v jeana B((%(H))-spemnocna Mepa na M, Tajga je GyHKIHja v, J100PO
nedbunucana B(H)-spennocua mepa na N 3a cako n € N. Bancra, davummja (f,(t)Ar)ieq
npunaya npocropy Ly (Q, p, B(H)). Ha ocnoy Teopeme 2.36 nmamo jeHakocT

(2.47)  o( /@fn (t) A du(t) @/ fu(t) Ay du(t) @vn 3a cBako F € M.

Ha ocnosy (2.47), 3a uu3 (E,)nen, En N Ey =0, n# m u3 9 umamo
400 N 400
k=1 k=1 k=N+1
+o0 +o0o +oo
o(0,5)]- e (10,7
k=N+1 n=1 k=N+1
+oo
k=N-+1

() (6

Baro, dyukuumja v, je B(H)-BpeanocHa Mepa 3a cBako n € N.

lim <

N—oo

= lim
N—o0

< lim sup
N—oo neN

' = lim
N—o0

= lim
N—o0

' = lim
N—o0

Teopema 2.39. Hexa je pu(2) < 4+oo u nexa je (fu)nen nus M-meprusur u (Ai)eq
Pamuruja y B(H). Yroauxo je ckyu dynruuja Q >t — [|A|fu(t) € C, n € N, yrugopmmo
uninerpaburan u yroauro ( e fn(t)At)teQ € L&(Q, u, B(F2(H))) wmaga je pynxyuja v -
M — B(C2(H)) us (2.47) godpo gedpunucana B((*(H))-epegrocra mepa na M.

Joxas. Us (D,2 fu)Ar),., € L&(Q ,u B((*(H))) cnemu na wmrerpan [, fn(t)A; du(t)
HOCTOjU Y B(?—[) 3a ceako n € N u E € M. Heka je F € 9 npousBo/bHO U HeKa je

69



Hnwmetpayuja carabo* meprusuxr dynrxyuja A : Q — B ( oo Hn)

n=1

(E)nen 113 y 9 Mebhycoduo mucjynkramx ckynosa u E = | [T E,. Moxemo npumeHuTH
jemnakoct (2.46) u jgoduru

() () -, B

N
k=1Ek n=1

(2.48) :|/I_| . @fn(t)Atdﬂ(t) - @ s f (t)Ar du(t)

= sup
neN

[ n@ad|<sw [ (50 Al da)
U [ e

+oo
k=nN+1 Lk n€eN k=n+1 Bk

3a cako N € N. U3 u(Q) < 400 mmamo jegHakoct A}im 1 (U241 Er) = 0. Us yrndopumue
—00

unTerpadbunoctu ckymna dbyukmmja 3 ¢t — ||A| - fu(t) € C, n € N nmaje yuudopmmy

unrerpabminoct ckyna yakumja Q > t — ||A - |fu(t)] € R, n € N. 3Baro, nmocsentsu

cynpemyM y (2.48) Moxke OUTH yUnE-eH JI0BOJBHO MajuMm ako N — oo. Omjasge cienu Ja je

dbyukuuja v jemna B((*(H))-BpemHocHa Mepa. O

Y HapeHOj TEOpMH JdajeMO JOBOJbHE YCJIOBE 3a KOMMIAKTHOCT lesbdaHaoBOr MHTErpaJa
cnabo* unrerpadbmne dymkmmje Q > ¢t @I fu(H) A, € B(2(H)), tae je (fu)nen HU3
IMM-Mep/bUBUX (DYHKIHjA Ca HEKUM JIOJATHUM OCOOMHaMA.

Teopema 2.40. Hexa je pu()) < 400 u (fn)nen Hus M-meprusuxr dyrnryuje waxsur ga
lim f,(t) =0 3a p-cxopo cearo t € Q. Hexa je g : Q — C M-meprusux gyrnryuja waras ga
n—oo

je | fu(t)] < g(t) 3a cearxo n € N u p-crxopo ceaxo t € Q. Axo je gamunuja otepatmopa (Ay)icq
crabo* mepapusa u axo gynxyuja Q St || A4 - g(t) € C apuuaga apopcmopy L (2, M, 1) u
A € 6’ (7—[) sa pi-cxopo cearxo t € , @waga (D, fn(t)At)tEQ € LE(, u, B(2(H))) u saoicu

Ja (t)Acdu(t) € Coo(2(H)).

/loxas. Ha ocnoBy mpeTIioctaBKu Teopeme, 3a cBe cKymnose F € 9l mmaMo Ja BaxXu

B4, d(t)| = sup / an (A yn) dp(t)
II(In)neNII l(yn)nenll=1
< / Zg Al -yl dia(t)
II(wn)neNH H yn)neNll 1

+o0 +oo
< sup / ot | S 1Al (|3 lwnll2 din(t) < / g(t) - 11 Ad| dpu(2).
n=1 n=1

l(@n)nenll=ll(yn)nenll=1JE

Topmwu pauyn maje (€D, )t q € Lg(Q,p, B(2(H))). Taxobe, mmamo fo(t)A; €
C(H) 3a cBako n € N u hm an( VA = hm | fu(®)] - [|A¢|| = 0 3a p-cropo cBaxko t € 2. Ha
)

ocuoBy Jleme 1. 43 IMAaMO @+ﬁ fu(t)As € C ( 2(H)) 3a p-cxopo crako t € ). IpecimkaBarmbe

M E— [,g(t)||A du(t) € [0,+00) je jenua nosurusna Mepa na I, Koja je aICoILyTHO
HereKI/I,[[Ha y OJHOCY Ha Mepy f. 3aTo, ycjioBu leopeme 2.14 cy UCHyHEHU Ia JTOOUjaMO
fQ (1) A du(t) € Coo(F2(H)). [
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I'maBa 3

JIlanjgacoBu tpancdopmMmepu y
nneanmmuma € ) (H) m €y p)«(H)

Pesysraru y oBom morsiaBsby cy jodujeru mpe csera y pajy [37| u npegcrasibajy npumeny
Jocajiallibe Teopuje Koja je maioxkena TokoMm llormasiba 2. Ilomenyrtu pag [37] ce ociama
Ha npuMmeny pesyarara u3 [39, Teopema 3.1] (koja je y 0BOj jaucepranuju HaBejeHA Kao
Teopema 2.22) na Jlamnacose Tpancdopmarliuje, Koju YuHe TMOTKJIACY TpaHChOpMAIja TUIIA,
YHyTpaIIber IMpou3Boja Koje cy MHAykKoBaHe JlamnacoBuMm Tpancdopmarujama boperoBux

Mmepa Ha R, b [0, +00). Hejenmnakocru koje iemo m3BecTr y OBOM MOIVIAB/bY BE3aHE Cy 3a
unease Cyip) (H) 1 Coux (H), unje cy nedunuimje kao u OCHOBHa cBojcTBa jara y Ceknuju
1.3 koja je cagpxxkana y Iloriasmy 1.

Y OBOM MOIIaBJBY JHCEPTAIje CAQOU, jaKU U YHUPOpMHU JTuMec HI3a orepaTopa (A, )en
u3 B(H) dulie osnagaBanu ca “lim,, oo A, *lim, o0 A, 1 2Flim, o A,.

Vkomko je E Bamaxos npocrop Tana je oneparop el : B(E) — B(E) medunucan

mspasom el = Y ' I 3a csako T' € B(E). Axo cy S,T € B(E) u ST = T'S Tama saxu
jemnakocr (Bumern [62, Teopema 1.2.9])
(3.1) eTt5 = eTed,

[Moscernmo ce @ Cy HajjeTHOCTABHUJU eAemertapry Wpanchomepu Ha mpoctopy B(H)
aesu muoocuoy, (ca A € B(H)) A 1:B(H) — B(H): X — AX, gecru mmoorcuoy (ca
B € B(H) I ® B:B(H) - B(H): X — XB, a HaAKOH TOTa U OUAGTEPANHU MHOHCUOY,

A®B: B(H) - B(H): X — AXB, 1ok je ca A, 5 > Ao T+ I® B osnavena IPUAPYKEHA
gepusayuja mapy omeparopa (A, B). Ilpmmernmo ga omeparopu A ®@ I,1 ®@ B € B(B(H))
KOMYTHPAjy, OJaKJje CIIeIN Ja BaxKh jegHakocT e @I @B — o4 eB 33 ce oneparope A, B €
B(H) jep je

€A®I+I®B — 6A®IGI®B — (GA ® I)(I@ eB) — eA ® eB.

36or Tora nmamo 1a Baxkn e AP HOBX — ¢4 @ P X = eAXeP 3a cBako X € B(H).

Y oBoj raBu davuinje omeparopa (A;)icq v B(H) hemo osmauaBatu ca {A;}icq, Kao
mro je pabeno y pazay [37]. Kao u y Ilormasmy 2, damumimje oneparopa Koje ce cacroje o
HOpMaJHUX U MehycoOHO KoMyTupajyhux omeparopa dmhe KpaTKo O3HaAYaBaHE Cca M. K. H. O.

Harnacumo na hemo y oBOM TOT/IaB/by [AHCEpTalljeé IUTUPATH CBAKy HEHYMEPHUCAHY
JINHU]Y Yy BUIIEJUHUJCKOM M3pa3y Kao Jieo ciejiehe yimHuje Koja je HymepucaHa.

Haseimmo Hajupe KOHITM3HO, y OOJUKY jAeduHUIMje, MOjMOBe Koju he Outm OUTHU 3a
n3JIarame y OBOM ITOTJIABJBY.
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Jlatnacosu wparcgopmepu y ugearuma Cpmy (H) u Cppy+ (H)

Hedunnunuja 3.1. Hexa je A€ B(H), n e N u A:=(4,))_, € B(H)".
(1) A je axpettiusan (Goayaxpetmiusanr) aro je A*+ A > 0 (axo je A uau —A axpetusan,).
(2) A je cmpurmHo axkpewiusar axo Gocuoju Koncwaniua ¢ > 0 wako ga je A+ A > cl.

3) A je N-akpemwiusaH akKo 6axHCu
J

AN =) (N)A™AY ™ > 0.

n=0
Taxobe, A je N-xutepaxpetmiusar axo 3a céaxon € {1,... N} savicu

AL =) (1) A"A > 0.
i=0
(4) A je cupuritino N-zTuleparpeliu8aH axo Goctioju ¢ > 0 Wwaxeo ga je

n

AL (D) =) (1)A"A = el

i=0
3a ceaxon € {1,...,N}.

(5) ~N-wopka ouepatopa (A,)N_, je ypeheno axpewiusna ako 8asicu

O (AL © T+ 10 A))UT) >0

k=1
3a ceavon € {1,... ,N}.

(6) ~N-wopka otepatmiopa (A,)N_, je cupurtino ypehero axpewiueHa axo wocwoju ¢ > 0
waxeo ga je ©a, = cl 3a ceaxon € {1,...,N}.

(7) ~-wopka ouepatmopa (A,)YN_, je axpetiueHa (cWWPUKTWHO aKPEWUBHA) aKO je N-
woprka otepatiopa (Aqsm))n—1 ypehero akpetwuena (cipurtino ypeheno axpetmiusna) 3a
ceaxy uepmymayujy o ckyta {1,... N}

(8) 3a axpetmusan ouepatmop A € B(H) rwena upugpyoicena jarko HeUPEKUGHa TOAYIPYTGQ
otiepatiopa {e~}50 je jaxo cWadbuana axo eadicu jegnaxoci tliin lle=*4h|| = 0 3a
— 100
ceaxu sextiop h € H, w.j. axo je

(3.2) O, I) =0,.,) P sim e et = 0,

e *
A%A t—too

[Monyrpymna omeparopa (A;)i=0 13 B(H) Hazusa ce jaxo netpexugha ako 3a cBako h € H
BazKu jesakoct lim | Ath — h|| = 0. Ykomuko je A; := e 3at € R, Tajia 3a dbuxcupan
t—0

BekTOp h € H modbujamo

+00
n A n
< 5 PHA gy = (e~ ay .

|
— n.

S,

—tA _
et 4R —hll = |3

n=1
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Jlatnacosu wparcgopmepu y ugearuma Cpmy (H) u Cppy+ (H)

Kako je lim el = 1, cremm ma lim |le**h — h|| = 0 3a cBako h € H, Tj. momyrpyma
t—0+ t—0+

(e7)50 je jaxo menpexmama. IIpEMeTHMO Ja y OBOM CIydajy MMaMoO W BHIIE, Tj. Ja je

4 _J|| = 0. I'panmana speanoct medunncana y (3.2) HOCTOJM 32 CBAKH aKpeTHBAH
t—

oneparop A € B(H) u npexcrasiba nosuruan omneparop y B(H), mro hemo mnokazaru
yckopo. Ca apyre crpaHe, oBa IpaHMYHA BPEJHOCT HE MOPa OUTH jeJHAKa HyJa OIepaTopy
3a CB€ aKpETHBHE omeparope A, IMTo ce MOKe BUACTU U3 HAPEIHOI IIO3HATOI IIPUMEPA.

lim |le
0+

IIpumep 3.2. Hexa je P € B(H) opmoupojextiop u neka je A := I — P. Ouepawmop A je
axpetiusar jep 3a cearxo r € H sastcu

(Ah,h) = ((I = P)h,h) = ||h]|* = (Ph,h) > 0

Hauomenumo ga Gocaegroa Hejegrakocti caegu usd Wola wito je P oplotpojextmop u u3 wWoia
wo easicu nejegraroct (Ph,h) < ||h||* sa ceaxo h € H. Caga je

. ) Yoo " +o0 n
S LC T I TN It

:;+(I—P)(e‘t—1):I—(I—P)+e‘t(I—P):P+e‘t(I—P).

Caegu ga je *lim;_, . e *h = Ph # 0 yxoauxo h ¢ KerP = R(I — P). A

Hapenno tBpheme mnpejicraB/ba OUTHO CBOjCTBO OIEpPATOPHE €KCIIOHEHIHjaIHe (DYHKITH]je
YHjU Cy €KCIIOHEHTU aKPETUBHU OIEPATOPU.

Teopema 3.3. [/1, Jlema 2.5(6)] Axo je A € B(H) axpetiusan olepatiop Waga 6aHCU
le7] <1 3a csaxo t > 0.
Jloxas. Ha ocuoBy jeanaxoctu (3.3), npumenom Fbyrn'-Jlajorumose’ dbopmyiie umamo

—tA* ,—tA _

e e T e TA = / e (A + Ae™* dm(s) = 0 xamrogje 0 <t <.
[t,7]

VYKOJIUKO y TOPIbO] jeTHKOCTH y3MeMo t = 0 jo0ujamo
J—e ™ e ™ = / e (A" + Ae A dm(s) = 0.
[t,7]

TA

To snaun na je e~ ™ e~ < I 1a 3aK/bydyjeMo /12 BaxKu

le ™42 = [le ™4 e~T4)| = ”ilnlg <e,TA*efTAh,h> < H?zl\\lPl (Ih,h) =1. O

IIpumernmo na u3 gokasza Teopeme 3.3 cienu 1a je {e_tA*e_tA}teR . omasajyha dpamunmja
IMO3UTUBHUX OllepaTopa OJIaKJ/e 3aK/bydyjeMo, Ha ocHOBY Teopeme 1.12, na moctoju rpaHuYIHA
BpearocT ‘lim;_, . e e 4 mapenena y (3.2).

YV HapesHOM ImpuMepy Hokasyjemo ga je {€ 4}, jako mempexmaHa moIyrpyIa Kaj Tof
je A € B(H) crporo akperuBaH oreparop.

ISir Isaac Newton (1643-1727), enrsiecku MmaTeMaTrdap, hbusudap 1 aCTPOHOM, OCHUBAY KJIACHIHE MEXaHIKe
U KOAyTOp pa3Boja MH(MPUHUTE3NMAJTHOD padyHa

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), memauknm Mmarematmdap u unosod, KoayTop PpasBoja
MHQUHUTESUMAJHOT PAYyHA
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IIpumep 3.4. Vkoauro je A € B(H) cwupoto axpeiusar ouepatiop Wj. axo saxcuy A+ A* >
cl 3a nexo ¢ > 0, umamo ga 6asrcu,
lm [le”™h| = lim [e” "™ 5 5Dp|| < lim e 7 [le A 2DR|| = 0
T—+00 T—+00 T—+00

3a ceako gpuxcuparo h € H. Ogasge caegu ga je 3a ceaxu Wakas ouepaimiop A ogiosapajyha
aonyipyua ouepaitiopa {e~“}i=q jaxo ctuabuana. A

Hapenno tepheme je dasupano na Fbywn-Jlajonuyosoj gopmyasu 3a B(H)-BpeaHocHe
dyuknuje (Bumern |5, Cras 15.14|) u kopucruhie ce gecto y oBom morsasby. IIpe camor
TBphema, Kao mpunpema, npuMeruMo ja 3a cee t € R u A, B, X € B(H) Baxu jeaHaxoct

d

it
Harmacumo na ce y jennakoctu (3.3) jaBrba usson B(H )-Bpennocue dbyuknuje. OBa jeqHAKOCT
je nojpaszymeBana y jaxom 1j. y @peweosom cmucay (Bugeru |5, Hedununuja 15.1]). Pagu
IPerJieTHOCTH, MOKaXKIMO jeaHakoct (3.3). Kako je %(e“‘) = Ae!! = e A za crako t € Ru
A € B(H) un xako 3a PperrieoB M3B0/] BaxKe yodudajHa IMPaBUa 3a PAJl Ca U3BOIAUMA HMAMO

(3.3) e M Xe P) = —eTAX + XB)e P

d d d
E(G_tAXG_tB) — E(e_tAX) . e—tB + e—tA . E(Xe—tB)
d d
— E(e—tA) X Xe—tB + e—tAX . E(e—tB)
= ¢ MAXe P — e XBe P = e (AX + XB)e B,
IIpumep 3.5. n-wopka otepatopa (A, ..., A) € B(H)N je axpewiusna axo u camo axo je
otepatiop A N-TuTepaxpetiu6aH. A

3a Heka OCHOBHA CBOjCTBA N-XHIEPAKPETUBHUX omeparopa morsegatu |11, Jlema 2.2,
Jema 2.5, Jlema 2.7| u [38].

3.1 JlammacoBa Tpancdopmarnuja Ha B(H) n
JIammmacoBmu TpaHcdopmepn

Omneparop-Bpeanocue Jlamracose Tpanchopmanmje dbyukimja u Jlammacosu Tpancdopme-
pu dyukimja cy pasmarpanu y [10, Jedunumnmja 2.1|. Hapennom nedunummjom ce nperxoiHa,
neduHUMja TpoIupyje Ha pou3o/bHe Bopenose mepe Ha R, .

Hedbununmja 3.6. Hexa je p Bopeaosa mepa na Ry uw A, B, X € B(H). Axo je Ppynryuja
R, >t~ e 4 € B(H) erement apoctiopa LE (R, u, B(H)), Wwaga je ca

Ll (4) " / & du(t)

03Ha%eHa oUepatiop-epegrocha Jlatracosa wWpanchopmayuje Mepe (L, K0ja je u3padyHatic
y A. Axo je dynwuuja Ry >t — e Xe P € B(H) erementdi nopmuparor Gpociiopa
LRy, 1, B(H)) waga je ca

LA XL L Aa) X ™2 (AT + T2 B)X™2 | e AXeBdu(t)

Ry
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o3nauena Jlauracosa wparchopmayuja mepe [ UHGYKOS8AHG TEHEPAAUZOBAHOM (EPUBSAULUIOM
AR T+ 1® B, xoja je uspauynatua y X. Y osom caywajy, xascemo ga je X y gomeny og
LD s u osnauasamo 060 ca X € Dyjn, -

Motrupanuja 3a yBohemwe ledbununuje 3.6 sexku y ciaemehem dpopmasaom pagyny. Ako je
X € B(H) raga meduHUIIEMO U HA OCHOBY U3BEJCHUX jeTHAKOCTH JIOOMjaMO

L Ban) X [ e orien xau(n—

(SN HIO—(B) X g (1) :/ e U Xe Bdu(t).
Ry Ry Ry

N ~ N
3a nN-Topke Bopesnosux mepa (u,)N_; Ha R} Kao u 3a npousBox oBux Mepa fiy = [[ _, fin

Ha Bopesiooj o-anredpu y R xopucrumo notarmjy dfiy (ty) ed [T _, dpn(tn), upu vemy je

ty = (t1,...,ty) € RY.

Axko je N € N\ {1} raza 3a N-Topky onepartopa (T,)N_; € B(H)" uszacsakon € {2,...,n}
MHIYKTUBHO JeHHUIIEMO bUXOB Ipoussos Tj. kommosumjy [[;_Tx : B(H) — B(H) ca
H,lc:ﬂ;; T L, b ( Z;iﬁ)’ﬁl. Takobhe, kopuctuhemo nojeHOCTAB/HEHY HOTAIA]Y

X " (T X ™ (I ) (X) ka0 1 [T (D) ™ (T, ) (1), npu wenty e 1
UJIEHTUIKH OTlepaTop Ha H.

Konauna BopesnoBa mepa p ma ckymy R, ca xowaunum momentiom pega 1, Tj. oOHA
xonadna Bopenosa Mepa i xoja samosomasa [ (1+t)du(t) < +oo Suhe osmauapana’ xao
&.d.m.0.1 Bopenmosa mepa. OBa mperrioctaBka he urparu OUTHY yJIOIYy y HACTABKY TEKCTa
jep he o0be3dehuBaTu mocTojarme pa3/JMIUTUX OIEPATOP-BPEIHOCHUX UHTEIPAJIA.

Hapennu mpumep Jaje 10BoJbe yCIoBe IPH KOJUMA je TOMeH Pyj,jA .5 J1annacose Tpancdo-
pmarje jefHak 1esiom npocropy B(H).

IIpumep 3.7. Axo cy A, B € B(H) axpewusnu ouepatiopu, X € B(H) u axo je 1 xonauna
Bopenosa mepa na Ry, waga je Dy, ,= B(H), jep eaorcu

/Rfmem*du(t) < / Tdu(t) = p(Ry)I.

Ry

CAuvho, umMamo ga 6aHcu Hejegrarocil fR+e*tB*e*thu(t) < u(Ry)I. Ogasge zaxnpyuyjemo ga
cy {e " Yoo u {e B} jaxo weagpatino uniieipadbunre pamuiuje otepatiiopa u ciiora je
jegnaxocti LA,z X = fR+e*tAX e Bdu(t) gobpo gedurucana. Taxohe, eastcu u Gpoyena

LT A X =

/ etAXedeme <u®IX],
Ry

Ha ochosy nejegraroctuu (a) us Teopeme 2.21. A

Harnacumo na y maspem pasmaTparby M3BOJIUMO HEKe pe3y/irare Koju he HaM y HapeJIHO]
CEKINjU TIOC/IYKUTHU TIPU u3BoOhemy hopMmysia unlieipastur petupe3eniianuuja NTEPUPAHIX
dopmyia onepaTop-BPEIHOCHUX HHTETrPaJIa.

Jlema 3.8. Hexa cy A, B € B(H) axpetiusnu otepatmiopu, neka je ® c. n. Pynryuje u nexa
je p xkonauna Bopeaosa mepa na Ry. Axo damusuja ouepatmiopa {Y; =0 us B(H) sagosonasa

3VBenena ckpalenuna noruue of finite first moment order one.
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0 <Y, <Y, 300 < s <t wuaxo sadcu jeguaxocti *lim; oo Yy = Y 3a mexu otepatiop
Y € B(H ) waga je

(3.4) im [ e Y M du(t) :/ e Y et dul(t).

70 o] Ry

Aro X € Co(H) u axo pamuruja {X; =0 us Co(H) sagosonasa lim | X;—X|e = 0, onga
T—00
8aHCE JEGHAKOCTLU

(3.5) lim H/ e X e B du(t) —/ e Xe P du(t)H =0,
T—00 [O,T] R+ o

(3.6) lim H/ e Xe B dult) —/ PR, G du(t)H = 0.
T—00 [O,T} R+ o

/loxas. Ilpumernmo Hajupe ma 3a cBe t € Ry n 0 < 5 < 7 Baknm

6—tA*YS€_tAX[0,s] (t) < e_tA*YTe_tAX[O,S] (t) tAY —tAX[O,T}( ) < tA Ye —tA [0T]<t)7
jep Ha ocHoBy mpernoctaBke ‘lim, .., Y, = Y mmamo ma je 3a d0wiio koje t € R, uw h € ‘H

ckanapaa Gyukmmja Ry 3 7 — (e Y™, h)xp4(t) € Ry pacryha ma Ry. Ilpuvernmo
Ia je {fR Y e X 0 () du(t)}T>0 pacryha n orpanndena dpaMuInja OIepaTopa jep BaxKu

/ Y, e du(t) = / Y051 (8) dult) <

[0,5] Ry

< / e Yre X0 () dp(t) = / e "Yre Mdu(t) < pRy)| Y|,
Ry [0,7]

mTo Ha ocHOBY Teopeme 1.12 ompaBiaBa IocTojarbe TpaHUYIHE BPETHOCTU

Slim e Y e du(t) € B(H).

T—00 [O,T}

Hokazahemo 51a je ropmwa rpaHUYIHA BPEITHOCT jeTHAKA fR ~AY et du(t) Tako mTo hemo
JIOKa3aTu Ja je KBajparTHa ¢opMma oreparopa Shrn f[o . tAY ~tA du(t) sampaso jeanaxa

KBaJIpaTHO] (bopMH KOjy JledpuHUIITEe TOPHA FpaHI/I‘IHa BPEJHOCT. 3aucTa, IMaMo J1a je

<Slim/ e Yt du(t)h,h> =

T—00 [O,T]

— <s1im/ e “Yre M xom (1) du(t) b h> = lim </ e “Yre xom (1) dpu(t )h,h>
T—00 Ry T—00 Ry

= lim/ (e"Yre b)) X (t) dpu(t) :/ lim <e Ve by hY X () du(t)
. Ry

T—00 R
= <e_tA*Ye_tAh, h> du(t) = </
Ry R

la dbucMo apryMeHTOBaJIM KOpPaKe KOje CMO IIPUMEHUBAJIN, TPUMETUMO JIa JIPYTa JeTHAKOCT Y
rOpHEM pPadyHy cjejn u3 JerHUIje jake KOHBEPIeHIIrje oliepaTopa, J0K Tpeha jeHaKoCT y
OBOM padvyHYy IpejicTaBiba JeduHunuony jenaakoct (2.2) 3a lespdanmos nnrerpan. Yerspra

e Y e du(t)h, h> 3a cBako h € H.

+
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jemHakocT cieau aupekTHo Ha ocHoBy TMK 3a Jleberos mHTErpast JIOK MOC/IE/ Ha jeTHAKOCT

— — * p— .
caeu Ha ocHOBY jenHakoctn °lim e 4Y, et = e 'Y e ' koja Baxku 3a cBaKO PUKCHPAHO
T—r00

t € R,. JakJje, Ha OCHOBY IrOpI-ET HU3a jeJHAKOCTU U Ha ocHOBY Teopeme 1.12 3akibydyjemo
na Baxku jeaHakoct (3.4). Jokaxkumo caga jegnakoct (3.5). Kako ce y oBoM jey jaBibajy
HOpMe || - ||¢ maeana Cq(H), moTpebHO je Hajupe TPOBEpUTH Ja BaxKu 3a cBako 1’ > 0 Baxku

/[o ]e_tAXTe_tB du(t) € Co(H) n / e X, e Bdu(t) € Co(H).

R4

Baucra, oBo cienu Ha ocHoBy Teopeme 2.10 M KOHAYHOCTH Mepe [i jep BaXKW HejeIHAKOCT
le ™ X e Bl < [le - | Xz]le - e < || Xz||e (omepaTopm A u B cy axperusnm mia ce
moxke npumenntn Teopema 3.3). Heka je ca ¢, o3naden makcumym OpojeBa

I f e e tamol ™) e o | [ ettt aue) Y [ et rau)
[0,7] [0,7]

1 HeKa je ca d, O3HaYeH MaKCUMyM OpojeBa

| ] e tan \\”2\\/ I | [ e Sa] ) [ e )|
(T,00) (T,00) (T,00)

Tana OpojeBu ¢, u d; 3a710BO/bABAjy HEjeTHAKOCTH

<p(0,7]) < p(Ry) u dp < p((7,400))

3a cBako T > ( omakJie cjenu 13 BasKu

lim H/ e X, e Bdu(t) —/ e X e Bdut)
[OT] R+

T—00

<
)

< lim

T—00 T—00

/ (X, — X)eBduh)
(0,7]

< lim ep)| X — X|lo + lim do]|X]|e
T—00 T—00

+ lim H/ e X e Bau(t)
T,+00

P (0]

(3.7) < p(Ry) lim || X7 — X|lo + [|X||o lim p((7,400)) =0,
T—00 T—00

npu YeMy je IpBa HejemHakocT y (3.7) 3acHOBaHA HA JBOCTPYKO] MPUMEHU HEjeTHAKOCTU W3
nena (B) y Teopemu 2.21. Ca mokazanom dopmyrom (3.5), men mocedan ciydaj X, := X 3a
T > 0 maje dopmyiy (3.6). ]

Hamomenumo j1a Jlema 3.8 omoryhasa sa modoujamo cienehe dbopmysie Koje mpejicraBibajy
WHTErpaJiHe pelpe3eHTalrje u Koje he urpatu BaxKHy yjory. 1peda HaloOMeHyTH Jia Ce
y TOMeHyTHM (opMyjaMa TPBU IIyT y HAIIEM W3Jararmwy jaB/bajy UOHOSHEHU 0UePaTLOP-
8PEGHOCHYU UHTLETPAAU.

Haryracumo 11a ce y HapeiHoM TBphemy KOPUCTH IIPETIIOCTaBKa Ja Mepa (4 uma ¢.d.m.o0.1
CBOjCTBO.

JIlema 3.9. Heka cy gawu ouepatopu A, B,C, D, XY € B(H) waxeu ga cy A,B,C,D

axpetiuetu u nexa 3agosomasajy AC = CA, BD = DB, tpu wemy je p ¢.p.m.0.1 Bopenosa

mepa va Ry, Axo gamunruje { X1} =0, {Yr}rs0 y B(H) sagosonwasajy lim || X, — X|| = 0,
T—00
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im0 Yr = Y» 0 <Y, < Y;, 0 < AC*-A*,C‘AK < AC*.A*,C.AYt u 0 < AD.B,D*.B*Ys <
Ap s pepY; 30 0 < s < t, Waga sastce jegrarociu

T—00

lim H/ / 6_(1_8)tA_StCAC_AD_BXT€_(1_8)tB_StDt ds dﬂ(t)
[0,7]/[0,1]

(3.8) _/ / e—(l—s)tA—stCAc_AD_BXe—(l—s)tB—stDtdsdu(t)H —0,
/0]

T—00

shm/ / ef(lfs)tA*fstC*Ac*AA*yCAAY;ef(lfs)tAfstCt ds d/,b(t)

[0,7]/[0,1]

(39) :/ / 6—(1—s)tA*—stC'*AC*_A*YC_AYe—(l—s)tA—stC’t ds du(t),
Ry [071]

sllm/ / e—(l—s)tB—stDAD_B’D*_B*Yr}e—(l—s)tB*—stD*t ds dﬁb(t)
[0,7]/0,1]

T—00

(3.1()) :/ / ef(1fs)thstDAD'B’D*'B*Yef(lfs)tB*fstD*tdsdlu(t).
Ry [071]

Jlokas. ITa ducmo jokasasm dopmyry (3.9), Tpeba HamoMeHyTH ja cy 00a MHTErpaja Koja
ce japmajy y (3.9) 106po sedummcana, jep je {Viy/Acarca(Y)e TR o jaxo
KBaJ[paTHO MHTerpaduaHa damuminja omeparopa Ha Ry x [0,1] (oBme KopucTumo na mepa p
nma d.d.m.0.1 cBojerBo). Cranapua dyHKIHja

Roret <ef(lfs)tA*,stC*AC*-A*7C-Ay;ef(lfs)tAfstChjh> X[O,T](t) cR

je monotoHo pactyha uHa R, 3a dwio koju ¢pukcupan BekTop h € H u 3a Owjio Koju map

opojesa (t,s) € Ry x [0,1], jep Ha OCHOBY TpeTHOCTaBKE Teopeme omepaTop Ac« 4« o 4 dyBa

nopegak bavunnje {Yr}r-o. dakie, dopmyna (3.9) ciequ nz TMK 3a Jlederos unrerpasn u

Ha ocHoBy Teopeme 1.12. Kopumhemewm ncrux aprymenara jgokasyje ce dopmysia (3.10).
Hoxas 3a npeocraiy dopmyiy (3.8) je dasupan Ha

}Lm H/ / 6_(1_s)tA_StCAC_AD_BXT6_(1_8)tB_8tDt ds du(t)
o1/ 0]
_/ / 6_(1_5)tA_StCAc_A,D_BXe_(l_s)tB_StDt ds d/l,(t) H
W 1R)

< lim H/ / 6_(1_8)tA_StCAC_AD_B(XT—X)e_(l_s)tB_StDt ds du(t) H +
[0,7]/[0,1]

T—00

+ }g{.lo /( )/[ }e—(l—s)tA—stCAC_AD_BXe—(l—s)tB—stDt ds d,&(t) H
T,+00)J 0,1
(3.11) A enns(Xo=X)| Tim [ tdp(®) + || AvppsX| lim tdpu(t) = 0.
T—00 [O,T] T— (T,-‘FOO)

Hejennakocr y (3.11) ciequ Ha ocuoBy Teopeme 2.10, mpu yemy KOPUCTHMO HEjeJIHAKOCTU
|| =tA=stC)| < 1 1 ||e” (=98t || < 1 (Bumern Teopemy 3.3), 10k jemmaxoct y (3.11) caemn
jep je u d.d.Mm.0.1 mepa HA R, . [

YV nokazy nHapemHor TBphema mpumemyjemo Hbyru-JlajonumnoBy dopmyny 3a dyHKImI]je
ca BpemnoctuMa y B(H). Osa dopmyna Baxku n Kaja QyHKIMje y3uMajy BPEIHOCTH Yy
Banaxosom mpocropy (Bugeru ump. |5, Cras 15.14]).
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ITocnenumna 3.10. Hexa cy A, B,C,D, X € B(H) waxreu ga je AC = CA, BD = DB u
nexa cy otepawmopu A, B,C — A, D — B axpewiusnu. Hexa je W c.n. @dynruyuja 3a Kojy
je CX4+XD — AX — XB € Cy(H) u nexa je p xonauna Bopenosa mepa na Ry. Taga cy
ouepatiiopu L[] (ARI+I1RA)I) — L] (C*@I+IxC)I) u Lp](BI+I@B*)(I) —
LW(D®I+1®DI) aosutiusru u eastcu

R+I>$[u](A*®I+I®A)( )= ZW(C* @I+ I1x0)I)
(3.12) / /O 1 A= L O — A'— A)e WA Cdsdp(t),

n(RYI > Zp(BoI+I1@B*)I)-ZLW(D®I+1%D*)I)
(3.13) //01 NMB=stD(D 4 D*— B— B*)e 9B =D} qsdu(t),

HART+T®B)X - ZLu(CoI+12D)X
(3.14) =200lim / / e ImNMA=SIGOX 4 XD — AX — X B)e” W98t ds dyu(t),
[0,7)/[0,1)

VC+C—A—A (LA +I® B) X — £ || (C® I+I ® D) X) VD + D*~ B — B*

_s0lim O C— A— A / / ¢ (-A-SIC(O X4 XD — AX — X B)
[0,7]/{0,1]

T—00
. xXe v " tds t +D*—B—-b*
3.15 (1=9)tB=stDy g5 dyu(t)/'D +D*— B— B
= / VO +Cr—A— Are 1799 C X1 XD — AX — X B)
R/ [0,1]
. X e v +D*—B—B*tdsdult),
3.16 (1=)tB=stD /D 4+ D~ B—B*tdsd

Uog O6uA0 Kojum 0g caegehux ycaosa:

(a) axo W := /1)

(8) axo U := 3" 3a nexo p > 2, L2(R,, ) je cetiapabunan u bapem jegan og taposa (A,C) u
(B, D) je m.%. n.o.,

(B) axo cy oba uapa (A,C) u (B, D) m.%. H. 0.

Jlogattino, yroauko je p ¢.p.m.0.1 Bopeaosa mepa na Ry u lim || X, —X|| =0 3a nexy
T—00

damurujy {Xr}rs=o vy B(H), waga sasrce jegrarociuu

LA @B)X - Z[(C® I+ @D)X =
=#lim / / ~U=A=SC(OX L XD — AX — X B)e 9B ds dy(t)
[0,7)/[0,1]

(3.17) = / / e U=l X 4+ XD —AX —X B)e 1985t ds dyu(t).
R4+J[0,1

Jloxas. Kako cy oneparopu A, B, C— A u D — B akpeTtuBHH, cjieju jia cy u oneparopu C =
(C—A)+AuD = (D B)+ B akperusnu. Kako je AC = CAu BD = DA taja tupeKTHIM
padyHOM 10bujamo - (etCTuA X enPmuB) = euCuA(CX — AX + XD — X B)e"P~B. Baro, 3a
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cBako dpukcupano t > 0 umamo

ftAX —tB __ ftCX —~tD _ ftC (6thtAXetD7tB _ X) eftD
d
(318) — e—tC/ (euC uAXeuD uB) du B_tD
0,4 du

= / e ACX — AX + XD — XB)e"P ™ du 1P
0.
:/ e —(t—u)C— uA(CX AX+XD XB) —(t—u)D— quu
0,¢]

(3.19) = / ¢ 1m0 (OX 4 XD — AX — X B)e (9B -stDys
o)

opu Yemy je mocsemba jempnakoct y (3.18) mocseauna npumene Hbyru-Jlajoaumnose dbopmysie
JOK jemHakocT y (3.19) modmjamo cmerom mpomensbuBux u = t — st. Caza, 3a durcupaHo
t > 0 MOXKeMO M3BPIINTH WHTETPAI]Y J0OMjEHOT MUIEHTUTETa

6_tAX€_t tCX —tD / —(1—s)tA—stC (CX +XD—AX — XB) —(1—s)tB—stD tds
[01]

no ckyny [0, 7] y omHocy Ha Mepy p, rje je T > 0 npoussosbHO. Jodujamo jesHakoct

/[0 }e_tAXe_th,u(t) —/ e XePdu(t) =
T

[0.7]

(3.20) = / / e UmNMA=SIC(OXUX D — AX — X B)e W=91B=50 ¢ dsdu(t).
[0,7] J[0,1

Kana npehemo Ha rpanumdny BpemHOCT T — +00 y ropmoj jeanakoctu (3.20), aBOCTPYKOM
npumernom’ dopmyie (3.6) (apyru nyt na (C, D) ymecro (A, B)) nobujamo ja BazKu

ZLIWA® I+ @ B) X—Z[p)(C @ I+] ® D) X =>*%lim ( / e X e Bdu(t)— /
0.1

T—00 [O,T]

e X e Pdy, (t)) )
omakie ciaemu (3.14). Ilpumerumo ja cy damuiuje oneparopa

(ViyBeeaDe o=} w (Vi D e

jako kBajparHO uHTerpadmiHe Ha ckyiy R, X [0,1] jep npumenom dopmyse (3.14) na
(A% A, C* C,I) ymecro va (A, B,C, D, X) nobujamo jeTHAKOCT

0<t,0<s<1 0<t, 0<s<1

LA () =L (D) =l | / ¢ IOy € A A)e OIS s dp(),
=0 J10,1)/[0,1]

Omneparop 2 [p]A,., (I) =L [n]A . (I) je mosuTuBan jep je Ha OCHOBY IOPH-E jeIHAKOCTH

OBa pasJ/iiKa NPEJICTAB/bEHA KAO jaKW JIUMEC MO3UTHBHUX Oneparopa (IPUMETHMO Ja OBJIE

KOPUCTHMO TIPETIIOCTaBKy na je omeparop C' — A axpermsan). OpjaBje CIeau MOCTOjarbe

JIBOJHUX OIE€PATOP-BPEHOCHUX WHTErpasa Koju ce jaBbajy y (3.12) u (3.13). Hejemnakocr y

(3.12) cyeu HA OCHOBY TOTa IITO ONEPATOP-BPEJIHOCHU WHTErPaJid Koju ce jaBibajy y (3.12)

Tpumernnmo ga dbopmysia (3.6) BaxKn U 3a OIEPaTOPHY HOPMY.
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Jlatnracosa wparcpopmavuja wa B(H) u Jataacosu wWparchopmepu: otwite ocodune

3aIpaBo IIPeJICTBa/bajy pactyhy oneparopry dyHKIHjy Ha R, KOja je 09urje/IHo orpaHnvueHa
0/IO3TO jep Bayke ONepaTOpHE HejeTHAKOCTH

/,L(R_;,.)I 2 "%[ILL]AA",‘A(I) 2 Z[H’]AATA(I) - Z[H]Ac*,c(l) S B(H)

30or Tora, pedeHo ocTaje TauHO U 3a jaK! JIIMeC [IoCMaTpaHe OllepaTop-BpeIHOCHe (DYHKIIH]e,
quMe je JokasaHa u jeaHakocT y (3.12). Ilpumena mokasame dbopmyse (3.12) ma (B, D*)
ymecro Ha (A, C) naje dopmyny (3.13). Hdokas dopmyse (3.16) je bazupan Ha padyHy

VC* 4+ C — A — AZ(AI +I@B) X -Z[uC®I1+1®D)X)VD + D* — B — B*

—3M]limy/O*+C — A*— A / / e UI=IA=SICX 4+ XD~ AX - XB)
[0,7]/0,1]

T—00

(3.21) x e I=)tB=stDt ds 41 (t)/D+D*— B — B*

—B]im / VO +C— A —Ag 191 CX + XD - AX - XB)
071

T—00 [071]

x e U=)tB=stD\ /DL D*— B — B*tdsdu(t)

= / VO +C— Ar— Ae =99 CX 4+ XD - AX ~XB)
Ry [071]
(3.22) x ¢ U=B=stD /D1 D« B — B*tdsdu(t),

upu demy (3.21) cieam na ocuosy (3.14). @opmyste (3.12) u (3.13) mokasdyjy ma cy damuinje

{\/E Ac*-A*,aA(I)e(ls)tAStC} u {\/% AD-B,D*'B*(I)G(IS)tB*StD*}

0<t,0<s<1 0<t,0<s<1

jako kBajpaTHO MHTErpadmiHe Ha cKymy Ry x [0,1], omakite ciaeau nocrojame oneparopa

1 :/ /[ | AC’ﬁA*,C-A(I) ef(lfs)tAfstC (CX +XD _AX_XB)eft(lfs)sttD AD~B,D*-B*(I)tdS du(t)
RyJ[0,1

Nwmamo u Buie, oneparop I € Cy(H) y 3aBucHocTu oj cinenehux ciaydajesa. Y ciydajy (a)
ose Teopeme Baxku I € C;(H), na ocuoBy nena (B) Teopeme 2.22. V¥ ciyuajy (8) nmamo
I € Cyu) (H), na ocuoBy nena (r) Teopeme 2.22. VY cayuajy (B) mobujamo I € Cy(H) na
ocuoBy Teopeme 2.23. 3a cBako 7 >0 ca I € B(H) hemo o3naunTu omeparop

/[ | /[ | Ape o a(D)eTMASCCOX L XD - AX - X B)e tU=9)B=5tD A o oo (D) tds dp(t).
0,71/[0,1

Vcro Kao u rope, y CBAKOM OJi TPHU CJIydaja OBe TeOpeMe MMAaMO IMPUIIaIHOCT oreparopa Ir
oxrosapajyhem umeany. ¥ canmdajy (a) Baxku jeauakoct lim ||, — I]|; = 0 Ha ocHoBy mema
T—00
(B) Teopeme 2.22. V cayuajy (8) umamo lim ||I, — || = 0, mrro je basupano Ha Xwmidepr-
T—r00
[IImuroBoM cBOjcTBY KOHBepreumuje Tj. Ha ocHOBY nena (r) Teopeme 2.22. YV cayuajy (B)
jemmaxocr lim ||I, — I||¢ = 0 cieam na ocuoBy nmena () Teopeme 2.22.
T—00

Cse HaBejeHe TeopeMe Tj. HejeJHAKOCTU U3 OBUX TEOPEMA C€ MOIY IPUMEHUTH, IITO
clles M3 jake KBaJpaTHe WHTerpabUIHOCTH rope moMeHytux damminja na Ry x [0,1]. Ha
OCHOBY JIOKa3aHe KOHBepreHiuje omeparopa [, ka [ kKama T — 400, Yy CBaKOM OJf Tope
HaBEJIEHNX CJIydajeBa, cyefu ofarosapajyha kouseprenmnuja y mHopmu mpocropa B(H). Kako
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Dopmyse UHTLETPAAHUL PETPEIEHTTAUUIA

KOHBEPreHIja y HOPMH Hjieasia IIOBJIaYN’ KOHBEPreHIIN]y Y OlepaToOpHOj HOPMH, JI00UjaMo 1
jemnakocr (3.22), ynme cy jokazane dopmyste (3.15) u (3.16).
Hoxkaz dopmyste (3.17) 3acuuBa ce Ha jeJHAKOCTUMA

LA IH @ B) X - L[ (CRIHI® D) X =

(3.23) = BW]im (/ e X, e Bdpu(t) —/ e 0 X, e P d,u(t))
[0,7] [0,7]

T—00

(3.24) = 204lim / / e IO X 4 X, D — AX, — X, B)e U980 ¢ ds dy (),
= Jl0,1)/0,1]

npu gemy jeaHakocT y (3.23) cienu Ha OCHOBY JBOCTpyKe mpumere dbopmyre (3.5) Ha (A, B)

u (C,D), nok jennakoct y (3.24) caemu npumernom (3.20) Ha X, ymecro X, mTo J0Ka3zyje

npBy jeanakoct y (3.17), nok apyra jeasakoct y (3.17) je camo pedopmynamnuja dopmysie

(3.8), 3a KOjy HaM je W IOTPedHA MPETIIOCTaBKa Ja Mepa [ uMa CBOjCTBO ¢b.d.M.0.1. O

Hamnomena 3.11. Hatomenumo ga 3a ceaxo X € B(H) saoicu jegnaroctt

LA+ @ B)X —ZL[l(C® I+ @ D)X =

2
(3.25) _ / / ¢ =IO X 4+ XD —AX — X B)e =918 =5tD s dyu(t)
R4 [071]

u bes upewtocuaske o Konseprenyuju 2Mlim o || Xy — X|| = 0 y wima ce moorcemo ysepuiuu
axo apumenumo gopmyay (3.17) na aocedbar cayuaj y xome je Xr:= X 3a ceaxo T = 0.

Y pasmatuparuma xoja caege duhie og snauaja upumemivtiv ga L [p] (AR I+ ® B) —
L(CRIHI @ D) u ZL[p)(A; QI+ @ B))—Z[u](C, @ [+ @ Dy) xomytupajy’ axo otepatiopu
us ckyuosa {A, Ay, C,C1} u{B, By, D, D1} mehycobno xomywmupajy. 0o ce modice gokazatiu
JUPEKTIHUM PANYHOM, Tpumeryjyhu jegnarxoctt (3.25).

3.2 ®dopmMyJie HHTETPAJIHUX Pelpe3eHTaIja
VBeaumo Hajupe aeduHUIN]Y Koja he cTaHIapIN30BaTH O3HAKE Y HACTABKY TEKCTA.

Hedbununmja 3.12. Heka je N € N u nexa je (un)N_, gatwa N-wopka Bopeaosur mepa ma
Ry wr > 0. Taga ca (fings)h_; 03HAUGEAMO TUpUgPYdIcEHe KoHTparyuje (mepa p,) na Ry

gamux ca d/J/ngng[oﬂd/in 3a ceaxo n € {1,...,N}. Taxohe, 3a cee S = (s1,...,5¢) € R u

ed - ed - ned
te i= (t1,...,tx) € RY gedpunuwemo dsy = TTie; sk, fix = TTie ik w diie (&) = [T Ak (tr)
3a ceaxo K € {1,...,N}.

Jpyrum peanma, 3a ceaku Bopesnos ckyn § C Ry je pi, +(0) = pn(6 N[0, 7]).

Pamu mpurnpeme 3a HapejHa TBphema y Kojuma heMo mMaTu WHTErpaliyjy OIepaTop-
BpeaHocHUX yHKIMja Ha Kouku [0, 7], npBo majemo dbopmyse oarosapajyhinx maTerpas Hnx
perpe3eHTaIyja.

Y HekuM 0J1 HApeJHUX TBphema y yriiacTuM 3arpajamMa JIaTh Cy U aJTePHATUBHU OOJIUIIN
n3pasa KOju ce MPETXOJIHO I10jaBIbY]Y.

®3a csako A € Cq(H) Bazku nejennaxoct ||A| < || Alls.
ka0 enementn mpocropa B(B(H))
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Dopmyse UHTLETPAAHUL PETPEIEHTTAUUIA

Jlema 3.13. Hexa cy gatue N-wopxe (A,)N_y, (B) _,, (Co)N_,, (D)Y_, € B(H)N axpetiueruz
ouepatiopa u nexa cy obe damuauje { Ay U{C Ny u {Bp}Y_, U{D,})_, cactasnwene og
mehycobno komywupajyhux ouepatmopa. Taga sascu jegraroci

H (g[,un,T]AAn,Bn_g[un,T]Ac’n,Dn)X =
n=1

N
[: /[;)T}N<H(etn14n® e*tan _ etncn®etnDn))XdﬁN(tN)] —
=1

(3.26)
Jodin
0,713/ 1N

3a cearu nu3 (pp)N_; xonaurnuz Bopesosuxr mepa na Ry u 3a cearxu ouepatiop X € B(H).

ﬁMz

N
1 Sn)t7zAn+3ntncn) - ((1 Sn)tan"FSntnDn
1 (l |Acn-An,Dn-Bn>Xe "Zl | |t dSNd/,LN( )

n=1 n=1

Jloxas. Ipumenom dopmyite (3.20) na (A, By, Cy, Dy) ymecro Ha (A, B, C, D) nodujamo

[ ](etAlXetBl _ e*tcheftDl) dﬂl (t) —
0,T]

(3.27) = / / eIt =stC (O X+ DX — A X — X By )e B =stDip sy, (t),
[o,7]/[0,1

HITO TpeJicTaBba ciydaj N := 1 dbopmyie (3.26) Kojy Jokasyjemo.

Bar>0muN>n < N~y nocmarpajMo rope JeduHACAHe KOHTPAKIMjE MeEPA [, r(0) =
(0 N[0,7]) 3a cBaku Bopesos ckyn § C R,. JleBa crpana jemnakocru (3.27) Moxe dutn
npenosaara Kao £ 1| A4, 5 (X)—ZLp1,0]Ac, p, (X). Ureparusna nmpumena dbopmyse (3.27)
ua cse (Ay, By, Ck, Dy, . r) ymecro Ha (A, By, Cy, Dy, p11 1) Jaje ga Baxkn

H(g[,uk,T]AAk,Bk _-z[,uk,T]ACk,Dk)X =

k=1
K

[: ]KH(B_tkAk ® e—thk _ e—tkck ® e_tka)Xd[LK(tK) _

01 =1

(3.28)
(1=si)teArtsiteCr) 1 E((l_sk)thk"FSktka) - -
/ / € k 1 (HAck Ap, Dy~ Bk))(6 k=1 HtdeKdMK(tK)-
[0,7¥J [0,1]% el Pl

Hoxaxkumo dopmyiy (3.27) maremarumdkom uaaykiujom. wmajyhu y Bumy kKomentape o
KOMyTaTUBHOCTH oneparopa 2 [f ] A4, p,— Lk r|Ac, v, 1 L pr]| A5~ L] Ac, b, 32
k,le{l,...,n}, koju cy naru y Hamomenn 3.11 u nmonaszehu ox numgykruBae xumnorese (3.28),
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npu demy je K € {1,..., N — 1}, umamo
K+1
H (g[/ik,T]AAk,Bk_g[ﬂk,T]Ack,Dk)X =
k=1

K

= (g[uK+1,T]AAK+1,BK+1_ g[ﬂk—&-LT] Cx41.Dg41 <H Hk T Ak,Bk_g[Mk‘,T]ACk,Dk>X>

k=1

_ e_((1_3K+1)tK+1AK+1+5K+1tK+ICK+1)A X
01 Cr+1-AKk+1PK4+1-Br 41
T

Johit”

(3.29)

(1 sE)tk A +sktrCr)

HMN

K
= > (I=sp)tg Bp+sptr Dy)
HACk apyny) X € Htkds i (ty)

k=1 k=1

1-s t B +s t D .
w ¢ (1=K 4 1)tk 1 Br1tsx1ti+1 K+1)tK+1dSK+1duK+1(tK+1) _

K

K11 K+1
Z ((1=sp)ti Ap+stpChr) — > ((A=sg)tx Bp+sitp D) -
/ /6 k=1 (HAck ApD)- Bk>Xe k=1 Htkdsk+1dﬂk+1(tk+l)-

[0,7K+1[0, 1)K +1 k=1

Hpyra jeanakoct y (3.29) dasupana je Ha nHmayKTuBHO] Xunoresu (3.28). Hanomenumo u to
Jla ce TMPETIOCTAaB/beHe KOMYTATHBHOCTU OIMEPATOPA KOPUCTE y JIOKA3y jep Yy WUHIYKTHUBHOM
npesasy IpuMemyjeMo cBojcrBo (3.1) omeparophe ekcrnionennujaane dyukiuje. OBume je
nokaszana dhopmyia (3.26). O

3a pasiuky oJ1 nperxoiHor TBphema y kome cy Buritiectpyku B(H )-BpeHOCHN MHTErpasIu
pa3MaTpaHu M0 KOMIAKTHUM cKymoBuma y R"™, y Hapeanom TBphemy BPIIUMO UHTETPAIU)y
ICTUX OIePATOP-BPEIHOCHIX (DYHKIMja M0 HeorpanmdeHoM ckymy RN x [O,I]N u JajeMo
ojroBapajyhe ¢gpopmysie HHTErpaJTHUX Pelpe3eHTalIln]a.

Hamomenumo na je y HapesnoMm TBphermy mpernoctaB/beHo ¢.d.M.0.1 cBOjcTBO.

Teopema 3.14. Hexa je X € B(H) u nexa cy N-wopke (An)N_1, (Bu)N_1, (Cn)N_1, (Dy)N_, €

n=1 n=1» n=1»
B(H)Y axpetiusnux ouepatiopa wakse ga cy {Ap}N_; U{C N1 w {B.}Y_, U {D,}_,;
Pamuruje xKomywupajyhur otuepatiopa u ga cy (Cp, — A)N_| uw (D} — BX)N_| axpewusne
N-wmopke. Axo je (un)N_, N-wopka P.p.m.0.1 Boperosur mepa waga 6asicu

N N

Tl A = L) A )@ =0, ([[(Llal A, s —Llpal Ar, 02)) (1) > 0

n=1 n=1

U umamo caegehe unteIpanire petpesenHtiauuje:

N

(TT(L1]A 0, = Zlptn) A ) ) =

n=1
(3.30)
SN (st A S (1=sn)tnAn )
Sn tn JrSntn Sn)tn +3ntn n -
/ / e n=1 (HAC* A%, Cp-A )(I)e n=t thdsNd,UJN(tN)a
o,V

n=1
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<f[(g[“n]ABnyBﬁ_g[Mn]ADn,D;D 1) =

n=1
(3.31)
- z (1=$n)tn B,y +5ntnD,) /4y S (=8t BE +smtnD2) <> ~
= ([T 80,5, o) [Tt din(s).
[0 I n=1 n=1
N
< g[#n An,Bn [/’Ln]AcnyDn)> X =
n=1
(3.32)
N N N
. = > (I=sn)tnAn+sntnChr) Z ((1—sp)tnBn+sntnDn)
ol [ [e (I ]t
oo n=l "
(3.33)

(1=$n)tn Bn+5ntnDy)

N
! H tndsy dﬂN ( tN) s

N
(1—sp)tnAn+sntnCr)
/ / € 1 <| | ACnAAn,DnABn)Xe
RYJ0,1N n—1 n=1

ﬁMz
ﬁMz

N N

<ﬁ[ Ac;;_A;,cn-An> (I) (H(g[:un]AAn,Bn_Z[Nn]Acn,DnD X <H ADn -B,,,D- Bn) (I) =

n=1 n=1

N N
_Z ((1_5n)tnAn+3ntnCn)
/ / (1 |AC; scung)De = (126 n0 ) X
RYJ[0,1¥ 1

n=1

- (1— sn)tan—l—sntnDn)
(3.34) Xengl( (HAD bt ) Ht ds djix(ty

Jlokas. Ilpumemwyjyhu jemmaxoctn (3.12) u (3.13) ma (A, By, Ch, Dy, p1, $1,t1) ymecto Ha
(A,B,C, D, pu,s,t) nodujamo dopmyne (3.30) u (3.31) y crmenmjamHom ciaydajy 3a N = 1.
Ha ocuoBy Teopeme 2.10, Teopeme 3.3 u nperrocraB/beHOr cBOjcTBa (b.b.M.0.1 3a N-TOPKY
Mepa (fi,)N_; ©MaMo Jia oCToje ONepaTOP-BPEJIHOCHA UHTETPAJIN KOJU Ce jaBJbajy Ha JEeCHUM
crpanama y jennakocruma (3.30) u (3.31).

Ha ducmo nokazamu dopmyre (3.30) u (3.34) 3a cBe m ymecTto N, Ipu dYeMy je m €
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{2,...,n~}, yBemumo ciesielie o3Hake:

£
Il
—

[:/{0 ]m—l< (e_tkAk X e teBr _ o tkCi X e_tka)>Xdﬁm_1(tm_1)]
T k=1

i((l Sntn n+sntnCn
A N
[07T]m—1 [071}m—1

Z (1=8)tn ButsntnDn) 1
(3.35) X e no Ht Sy, 1A —1(bm—1),

n=1

m—1
- Z ( 1 Sn)tn ntSntn n)
m 1 —/m 1/ e n=1 <HACn—An,Dn—Bn>X

[Ol]m 1

Z (1= 5n)tn Bn+sntnDn)

n=1

Ha canuan maunn neduHummmMo nzpase:

i (1—sn)tn A +sntnC
/;T]m 1/(;1]m 1 - <HAC:L AﬁLC A) )

Z ((1 Sn)tnAn“!‘SntnCn) ~
(3.37) X e n=t thdsmfldlumfl(tmfl);

m ((1 Sn)tn A% +sntnC,
/ / e n=1 (HAC* & c > I)
0,

1m 1

Z ((1 Sn)tn n+3ntncn)
(3.38) X e =t Ht dSp—1dfim—1(tm—1),

i 1—58n)tn B, +sntnD
L 1T_/ / n=1 (HAD -B,,,D}- *) )
[0,7]™ ! 01]m

((1 Sn)tnB +snitn n) i, ~
X e n=1 thdsrn—ldum—1<tm—1)7

n=1

i) (1—8n)tn B, +8ntnD
Zm—l::/ _1/ e n=1 (HAD -B,,,D}- *) )
R0t

m—1
-> ((l—sn)tnB;i—i—sntnD;) 5
1 H tn dSp—1d ity —1(tm—1)-

(3.39)

X e n=

Kasma je m = 2, ma ocuoBy (3.9) 3HaMO J1a BaxKn

‘lim Yy r = Yi.

T—00
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Ha ocuoBy nedunnmmje (3.37) u (3.38), Kao 1 U3 MHIYKTUBHE XUIOTE3€

*lim Ym—l,T = Ym—b

T—00

npuMerbeHe Ha jegHakoct y (3.40) modujamo

lim Y, » =

T—00

Z (1=sn)tn AL, +5ntnCY) — Z (1=sn)tnAn+5ntnChr)
“Tim / 2 (H IR [Tt s it

T—00
[0,7]™[0,1]™

(3.40)
_ Sllm/ ]/[] (1—sm)tm A%, +Smtmcm)A oh oAt o Ym 1T6 ((1—- Sm)thm"‘Smthm)t dsmd,um( m)
0,7]/]0,1]

n=1

(3.41)
/ / 1 Sm th +5mtmc )A Aoa Y 16 ((1 57n)thm+Smthm)t dSm dum(tm) — Ym
R+ [0 1] 7"/ mem m

Hanomennwmo ja jeanakoct (3.41) caenu npumenom (3.9) va (A, Cr,y Yi—1.7, Yin—1) yMecTO
Ha (A,C,Y;,Y). Ilpumena oBe jeqHaxocTu je ompapjaHa jep Cy 3a CBaKU (DUKCHUPAH BEKTOD
f € H cramnapue dyHkuuje

Rysr Yoiof, ) ERu Ry 37 (Ace az o0 a Yioraf, f) €R

monorono pacrylie ma R, 38or tora mro Baxu ([[/" Ac. ., )(I) > 0 3a cBako m €
- n n-n n

{1,..., N}, Ha OCHOBY mpetrnocTaB/beHe akpeTuBHOCTH N-TOpKe (C), — A,)N_;.
[Mpumernmo ja dbopmyia (3.41) qupektHo gaje Yy = 0.
Taunoct jeanakoctu (3.32) u (3.33) 3a N := 1 cjiesiu Ha OCHOBY CIIEIUjaJIHOT CJIydaja

X7 :=X 3acsako 7 > 0y dopmynu (3.17). [omazehn o ungyKTUBHE XUIIOTE3E

m—1
B(H)hm Xm 1,7 _B(H;IE&H :un,T]AAn,Bn_g[ﬂn,T]Acn,Dn)X)
=1
m—1
= Am—1 = H (g[/ﬁn]AAn,Bn_f[ﬂn]Acn,Dn)X
n=1

3aKJbydyjeMO J1a BaxKe je THAKOCTH

B00lim Xy, = *lim H Z[NnT Ap.Bn g[ﬂn,T]AcyL,Dn)X =

T—00 T—00
(3.42) = 3(’*;11_{{.10 (g[#m,T]AAm,Bm_g[um,T]ACm,Dm) Xm—1r
(3_43) — 3(7{;1320 . ](ethm m17€ —tmBm tmcmefLTeftmDm)d,um(tm)
T
(344) — 3<”11m/[ / —(1—sn)tmAm—53ntmCm 1€ —(1—sn)tmBm— sntmDmt dSmde(m)
0,71/(0,]]
(3.45) = L) An @I+ 1 Bp) Xm—1—2L[m|Crn @1 + 1R D) X1 =X

Ja ducmo ompaBiaau rope U3BEIEH padyH, IPUMETHMO Ja obe jeaHakoctu y (3.42)
ciesie Ha ocHOBY Jedununuje (3.35) 10K jeaHakoct (3.43) ciaeaum KOMOUHOBAMEM JIeOUHUIII]e
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Bopesose mepe pi,,, » 38 cBako m € {1, ..., N} ca narerpanuom dhopmom Jlamracosux rpamcdo-
pmepa L tm s A a5, 0 L pimr]Ae,, p,,, Ka0 mTo je Beh paheno y mokazy Jleme 3.13. Cana,
jemnakocr (3.44) caenu npumenom dbopmyiie (3.27) ua (A, B, Coy Dinsy fimy Xm—1) YMECTO Ha
(A1, By, Cy, D1, 1, X), 10K je npBa jennakoct y (3.45) dasupana na npumenu dpopmyiie (3.17)
ua (An, B, Coy Dy Xion—1, Xon—1.10, o) yMecTo Ha (A, B,C, D, X, X;, ). Hpyra jemmakoct
y (3.45) caemn Ha ocHoBy medunurmje (3.36), komOmHOBaHO ca mpuMeHoM dopmyre (3.17)
Ha (A, By Cony Doy Xon—1, i) yMecro Ha (A, B,C, D, X, 11). Kako ce sieBa crpana y (3.45)
MOzKe TIpenosHaTu kao npousso | [, (Lun]A s, p,— L] Ac,,.p,)X , HA OCHOBY HHILyKTUBHE
XHUIIOTE3€e TO MOTBPhyje MHAyKTUBHU KOpak u TadnocT dgopmyra (3.32) u (3.33).
Omasne nodujamo ja Baxku (3.30) jep je

N
n=1
(3.46)
N N N N
. =3 (1=sn)tnAs +sntnCy) =3 (1=sn)tnAn+sntnCn) B
B<HELI{30 / /e " (HAC:L—A:L,Cn—An)(I)e n=1 thdSNd,u’N(tN)
mﬂN[}N n=1 n—1
(3.47)
(=sn)tnd; S° (1= )tn An-+snbnCo) >
Sn tn +Sntn - —8n)tnAn+sntnCh
e n= 1 A kA% I)e n=1 tndS d,&/ (t )’
/RN/[(; l]N H Cr-An Ch-Ap H N LI

mro cieu npumenoM (3.32) (oxmocHo (3.33)) ma (Af, A, Cx,.C,, I) ymecro (A, By, C,,, Dy, X)
u norsphyje jemnakocr (3.46) (ommocuo (3.47)). Omasue 3aksbyuyjemo ja dopmyna (3.31)
cire ipumenoM (3.30) wa (B, DY) ymecro na (A,,C,) 3a cako n € {1,...,N}.

Caja hemo mokazaru u dopmyny (3.34). Ako nomHOXKHUMO 00€e cTpane dopmyite (3.33) ca

JIEBE CTpaHe Ca \/ (nglAc;l_ ane, An) (I) u ca mecHe ca \/ (H§=1A D, B, Dk B;)(I ) mobujamo

N N N

(HAC;;-A;;, cn-An)(I ) (H (Llpn) An, 5, — f[un]ﬁcn,nn)) X (H ADn_Bn,D;.B;>( I =
n=1 1 11
- (gAC;‘L'A%Cn~An>(I) /RIX 4,1] e = % (1=sn)tn AntsntnCh) <HA% o n)

3 (1= 50t Bt sutn D) ~ N
(348) xXe i th s dfix(t)y | (TT20,5,,0700)(0):

n=1 n=1
[Ipumerumo ma cy dbamuiuje oneparopa

_(1_5n)tnA:L_5ntnC:L} { _(1_5n)tan_5ntnDn}
{Vine 0<tn, 0<s,<1 AV In€ 0<tn, 0<sn <1

jako KBaJIpaTHO MHTErpadbU/IHE Ha OCHOBY IpeTocTaBbeHor ¢.¢.M.0.1 cBojcTBa Mepa fi, 3a
ceakon € {1,...,~n}. Onaae u u3 (2.5) ciaenu ga je necHa crpana jenHakoctu (3.48) jejHaka
u3pasy y 3amb0oj Juauju y (3.34). O

YV HapejiHe JiBe CeKIdje IpUMeHnNeMOo U3JI03KeHY TeOpHjy Ha m3Boherbe HejeTHAKOCTH KOje
ce Tuay (Q m (Q* mmeasa KOMIIAKTHHX OIl€paTopa, INTO jé W OCHOBHU IUJ/b OBOT IIOTJIABJHA
JmcepTalje.
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Hejegnaxoctiu y Cgppy+ (H) ugeanuma

3.3 Hejennakoctu y Cy)(H) naeammma

Teopema 3.15. Hexa je ¥ c.n. Pynryuja, p = 2 u nexa cy N-wopke (An)n_q, (Bn)Y_4,
(Cr)N_1, (Dp)N_, us B(H)N cacmasmene og axpeliusnux ouepatuopa waksur ga ¢y { AptN_, U
{CIN_ w {BY_, U{Dn}Y_, damunuje xomymupajyhur otepamiopa 3a Koje cy N-Wopke
(Cn — An)Y_, u (D, — B,)N_, axpetwusne. Taga cy ouepatmopu

N

H [tn, 2] A a4, — L pn r] Ay ,Cn))(I), Zyri= (H(g[ﬂn,T]ABn,B;_g[ﬂn,T]ADn,D;)) (7)

n=1

aosumuenu. Axo 3a nexo X € B(H) saocu ([ 1A, cpp.n.)X € Cy(H) wWaga je

z

HJ (ﬁAc;.A;,c,,,.A,,,)<I> (I <$[MH,T}AAH,Bn—z[un,T]Acnm)XJ (T80 5, i), <

n=1

(3.49)

H\l ( Mn 7] A - Z[.un,T]AC;‘,cn ))(I) (ﬁAAn an.,Bn-Dn) XJ (ﬁ (Z[un,T]ABn,B:_ g[.un,T]ADn‘D;‘L))(I) H\P

n=1 n=1

wog buso Kojum og caegehux ycaosa:

(a) axo U := ¢},

(8) aro W := " L2(R,,u) je cetapabunar u bapem jegua og damuuja {A 3 _, U{C I,
U{Bﬂ}n 1U{Dn}n 1j€J\/L K. H. 0.

(B) axo cy ode pamunuje {Ap}N_; U{C}Y_ w{Bu}N_y U{Dn}N_; m.%. n.o.

Jlokas. Ilpema nedunurnmjama ysegenum y (3.37) u (3.39) umamo ja upBo TBpheme nckazano
y OBOj TeOpeMH 3aIIpaBo Jaje Ja Barke OolepaTopHe HejeTHAKOCTH Yy, = 0 u Zy, > 0, mTo
JIMPEKTHO j1obujamo HakoH npumMene dopmyna (3.30) u (3.31) wa HE3 Mepa (finr)n_; YMECTO
Ha Hu3 Mepa (u,)n_;. Jokas nejeamakoctu (3.49) 3acnusa ce Ha

N (HAC BN (T L f[un,T}Ac",Dn))XJ (1800 non)0)]

n=1

(3.50)
| (ﬁIAHC , /OT]\H ettt Cg e n)de(W(i[lAn -l
(3.51)

N
(1 Sn)tnAn+sntnCn — > ((1=5n)tnBn+sntnDn)
:H ( Cl- A%, Cp-Ap / / (HAA -Ch,Bn- Dn) n=1
[0,7]. [01]\

(3.52)

ﬁtn dsy dﬁN(tN)\j (f[ AD"-BR,D;B;;) () HW <

n=1

(3.53)

N N
((1=sn)tn A +sntnCy) =3 (1=8n)tnAn+sntnCn) 5 1/2
H / / . (l |Ac - A% Cp- A )(I)e n=l | |tndSNd,UN(tN))
0,7]NJ[0,1]

n=1 n=1

(3.54)

72(1 $n)tn Bn+sntnDn 3 (st By +mtn D3) g . 1/2
(HAA -Cn,Bn-Dn / / (H Au -B,,, D} B) n=l thdSNd,uN(tN)) H
OJ]N 01]1\ g

n=1

=

v
n=1 =1

—HJ( LlpinlB = Llpinal B c ))(I)(f[AAn.Cﬂ,,Bn.Dn)w( (Ll B~ Llpn ) Do, ) D)

89
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Casta hemo onpapiaTi KOpake y TOpHEM padyHy.

Jennakocru y (3.50) u (3.52) cuene u3 npse u jgpyre jeaHakoctu y (3.28).

Hejennakocr y (3.54) nobujamo y 3aBucHocTH 01 cjaegehux ciydajesa.

Y cayuajy (a) npumemsyjemo uejennakoct (2.26) nena (B) Teopeme 2.22.

VY cayuajy (8) npumemyjemo uejeanakoct (2.27) nena (r) Teopeme 2.22.

Y cayuajy (B) npumemsyjemo Teopemy 2.23. O

Teopema 3.16. Heka je ¥ c.n. Pynxyuja, p > 2 u nexa je (u,)N_, N-wopka ¢.d.m.o0.1
Bopenosur mepa na Ri. Axo cy sa game N-wopke (An)N_i, (Bn)N_i, (Co)N_y, (Dn)N_,
€ B(H)N obe gpamunruje {A,}N_; U{C}_, uw {Bp})_; U{D,})_, cacmaswene og mehycodbro
KOMYWupajyhur axpetliushur otepattiopa wakeux ga cy N-wopke (Cy,—An)N_y u (D —BiHN_,
axpemiueHe, Waga cy ouUepainopu

N N

(J (L1l A s a, = Llpin) Ao ) D)y ([ [(Lln) A, 2= Llpn] A, o)D)

n=1 n=1

aosuttiusru. Axo je (TTn_1 D, cnpap,)X € Cu(H) 3a nexo X € B(H) waga sasrcu

N (HA) (11 (z[un}AAn,Bn—fmn}AcmDn))XJ (T2 00i) 1), <

(3.55)

<| J (f[ (L] A i 0, ~ Llpin] Ay ) () (f[ Apycnimn) X J (ﬂ (LU, =Ll B o)D)

n=1

Uog O6uA0 Kojum 0g caegehux ycaosa:
(a) axo U := ¢t
(8) aro ¥ := & L2(R,. 1) je cetapabuaan u bapem jegna og damuruja {A}N_, U{C,HY_,
u {Bp}Y_y U{D,}Y_, je m.x. n. o,
(B) axo cy ode gpamunuge {An}N_ U{CH_, u{Bu}N_ U{D,}N | M. % 1. o0.

Taxohe, axo cy ouepatopu A, B,C, D, X € B(H) waxeu ga cy A u B axpemuenu, C' — A
u D*— B* n-zuuepaxpetiusru, AC = CA, BD = DB u (A,p—Acp)V X € Cy(H) waga

(3.56)
H Aty c-all) (g[M]AA,B_X[N]ACD)NX\/AD—g,D*—B*(D pr <

2018 203 (DY () (A~ CF X (B — DY Ll 211 20) D)

n=

v

8aICU TG OUNO KOJUM 0F HAPEGHUT YCAOBG:

(r) axo W := /1

() axo W := """ LAR,, 1) je ceuapaburan u bapem jegna og damunuja {A,C} u {B, D} je
M. K. H. 0,

(B) axo cy ode pamunuje {A,C} u {B, D} m.x%. n.o.

Jlokas. Jlokas nejemnakoctu (3.55) basupan je Ha ciiefehem HU3Y HejeHAKOCTH U j€HAKOCTH:
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n=1 n=1

N
— > (1=sn)tnAn+sntnCn)
/ / \l C A:,,C".An) (I)e n=1
oY n:1
(3.57)

N N
X (HAAn.Cn,Bh.Dn>X€ "g (et B"+s”t"D")\J (H Dy-By, Dy~ Bn Ht dS d,UN )H\I/

n=1

||\l (HAC CA%C oA )(I) (H("g[/"t’ﬂ]AAn,Bn_g[M’ﬂ]Acnan))X\l (HADTL B, Dy Bn) )H\I;

(3.58)

N
=3 (1=sn) tA+stCn) 72((1 Sn)tnAn+sntnCn) 12
H/N/ e =t HACACA Ie"l thSd,u'NN /
RYJ[0,1]V

(3.59)
N N
S (1—sn)tnBn+s D) — > (1=sn)tnBf+sntnD})
() O ] ) EOR g Testint)
=t R0,V
(3.60)

= ||$ H AA A, g[ﬁbn]Acz,cn)(I) (H AAnCn.,BnDn)X\l H(g[ﬂn]ABnﬁi_z[ﬂn}ADWDZ)(])H\If’

n=1

[Tpumernmo na jemnakoct y (3.57) caemu Ha ocHOBY dopmyde (3.34) 0K je HejeaHAKOCT
y (3.59) basupana na npumenu oarosapajyhinx Komm-IIIBaprioBux HOpMa HejeHAKOCTH Ha,
ckyn :=RY x [0,1]" u #a v-jako KBaJIPaTHO HHTErpaduiIHe GaMUInje OepPaTopa

{Ais:s €01Vt eRY} u {By :s€[0,1]",t € RY}

Koje cy JeduHNCaHe N3pa3nuMa

N N
=2 ((1=sn)tn An+sntnChn)
(T2 ssc0a)d) - € =

Y

X N
- Z ((1_5n)tan+8ntnDn)
Bt,s::€ n=1 . (H ADn—Bn,DZ-Bf)(I)

n=1

npu gemy je BopesoBa Mepa v jara Ha Bopesosum nogckynosuma y RY x [0, 1Y nzpazom

N
dv(t,8)" L T tadsy din(ty).

n=1
TaKolje, yMeCcTO Ha OoIlepaTop X, IIOMEHYTY Heje,ZI;HaKOCT anMe}byjeMo Ha oIrepaTop

N

(HAAn—Cn,Bn-Dn)X € B(H)

n=1

y 3aBUCHOCTH OJ1 cyiejiehux ciydajesa.
Y cayuajy (a) npumemsyjemo aejennakoct (2.26) nena (B) Teopeme 2.22.
Y cay4gajy (8) npumemsyjemo Hejeanaroct (2.27) nena (r) Teopeme 2.22.
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Y cayuajy (B) npumersyjemo Teopemy 2.23.
Jennakoct (3.60) je dasupana na dopmysnama (3.30) u (3.31).
Hejennakocr (3.56) npejcrasiba Clenujasnu ciaydaj Heje JHaKoCTH (3.55) YKOJIUKO y3MeMO
na je (A,, B, C,, D,):=(A,B,C,D)3acsen € {l,...,N}, jep cy N-TOpKe omeparopa
(C—A,....C—A)u (D'—B*,...,D"— B")

akperusHe (Bujern dedununujy 3.1 u [Ipumep 3.5). O

Hekun cnienujasHm cirydyajeBu

Y mapennuMm TBphemuma daBumheMo ce mocseauIiamMa 10 cajia JI0OOUjeHUuX HejeTHAKOCTH
Koje cy Omje m3BejieHe 3a N-TOpKe omeparopa. Hapenne mnejennakoctu he mpescraB/baTh
cIlenijaJjiny cjiy4daj N = 1 u3BeJieHUX HejeHakocTH. Bujehemo pa y oBoM ciydajy /10 cajia
pa3MarpaHe HejeTHAKOCTU UMajy J1ocTa oapehenujy dopmy.

[Mocedan ciyuaj nejeauakoctu (3.55) Teopeme 3.16 nar je y HapemnoMm TBphemy.

IMocneguua 3.17. Axo je A:=B:=0 u Nn:=1 y Teopemu 3.16, waga sasxrcu
|VC+ C(X - LA X)VD*+ D||, < |VI-ZTHA . .(I) (CX +XD)\/I-ZLi] A, ,-(T)]

aog buro Kojum og ycaosa (a), (6) uasu (B) Teopeme 3.16.

U

Takobhe, umamo u cienehe TBpheme.

Teopema 3.18. Hexa je U c. n. dynxuuja u vexa je i xonawna Bopeaosa mepa va Ry . Axo
cy oba uapa (A, C), (B, D) € B(H)? cactiasmena og mehycodro xomytiupajyhiur axpeliuenur
ouepatopa waxeux ga je D — B axpetwiusan, C' — A Gosyaxpetiuear u

(C — A)X + X(D — B) € Cy(H)

3a nevo X € B(H), waga je otuepatmiop L [j]A,., (I) — L [pn]Ac (I) cemuaxpetiuean,
LA, p(I) = LA, (1) = 0 u sasicu nejegnaroct

VA +A=C=Cl(LuAns X ~ LA o X)WD+D BB, <
(3.61)
VLT A, (1) = LT A o (DI(AX + XB — CX — XD)\/Z[]A,, ,-(I) =LA, (D) ||,

wog ouno xojum og yeaosa (a), (8) uau (B) us Teopeme 3.16.

Jloxas. Cuenmjanun ciaydaj N := 1 Teopeme 3.16 morephyje nejeauakocr (3.61) ykoauko je
C — A akperuBan omepatop. Ykoauko je A — C akpeTuBaH omepaTop Tajla BaXKW jeTHAKOCT

VAFA—C—C (LA s X =LA X)VD+D—B—B =

/ /\/A*-i-A— Cr—Ce IO X4 X D-AX-X B)e” 19850 /D« ' D — B*— Btdsdu(t).
RJr[O’l]

Osa jegHakocT MOXKE ce JIoKa3aTu Ha UCTH HaduH Kao dopmysa (3.16). Kopucrehin uneje uz
JIoKa3a crenujaanor caydaja N := 1 Teopeme 3.16, oBor myTta npuMemnyjyhn HCTy TEXHUKY Ha
dbamumje oneparopa

{\/A*+A— C*— Ce_(l_s)tA_Stc}Mt 0<s<1 & {\/D*+D —B*— B (9)tB —stD"

}Oét,Oésg 1’

nobujamo HejenHakocT (3.61). O
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Hagepmmo crernujamau ciaydaj Teopeme 3.18 koju ce jg0duja YKOJIUKO Y OBOj TE€OPEMHU
omabepemo B := C := 0 € B(H). Tana nonasumo g0 ciepehux meprypdAInOHIX
Heje THAKOCTH.

IMocnemuua 3.19. Hexa je ¥ c. n. dynryuja u nexa je p eeposattinocta Bopenrosa mepa na
Ry. Axo cy A, D, X € B(H) waksu ga cy A u D axpetusru ouepatiopu u

AX — XD € Cy(H),
wWaga 6axrce HeJegHAKOCTIU

|[VA* + A(L[W(A)X — XZL[W(D)VD + D
(3.62) < VT =ZIA . (DAX = XD)/T -Z[A, (D),

(3.63) < W =[ZIAP(AX — XD)/T - L[] (D)2

Wog duN0 Kojum 0g caegehux ycaosa:

(a) axo U := /11

(8) aro ¥ := " 30 nexo p > 2, LA(Ry,p) je ceuapadbuaan u dapem jegan og otepaitiopa A
uau D je nopmanan,

(B) axo cy oba otepatmiopa A u D nopmanna.

\II<

o

Jlokas. Bauncra, ako je B:=C:=0 € B(H) Taga umamo

LlALX = | e Xedu(t) = LA X.

Ry
CJyim9HO, IMaMO JIa BayKH JETHAKOCT
LA X = XZ[(D),
omakJie 3amenoM y (3.61) aupekTHO ciequ Hejeanakoct (3.62). da ducmo jokazanu u apyry

HejenHakocT, Tj. HejeanakocT (3.63), mpumermmo na u3 u(2) = 1 u Komm-IlIsaprose
oneparopue Hejeauakoctu [39, Jlema 2.1(al), (5)] caemu

/R ) e dul(t)

Ha cimmyan nadwn 1o0ujamMo u HEjeTHAKOCT

|Z1u](A)

2
2
| < ‘

[ 1| [ v ettann = 2pinem

2

‘f[u] (D)*‘ < g[/’b]AD,D*(I)a

TaKO JIa KOHAYHU 3aKJby4JaK CJIeJ U3 CBOjCTBA JyIuie MoHoToHocTH (1.26). 0

Hanmomenumo na y Teopemmu 3.15 m y Teopemu 3.16, ka0 m y HaBeJeHUM TOCJIEIUTIAMA
cenapadusinoct nipocropa L(R ., ) urpa duthy yiory. 3a jgeTajbe KOju ce THTy cernapaduHo-
ctu KinacndHuX LP mpoctopa morsematu Jlemy 1.9.

93



Hejegnaxoctiu y Cgqpy) (H) ugeanruma

3.4 Hejennakoctu y Cy,)(H) naeammuma

Teopema 3.20. Hexa je V gatia c. n. pynxuuja, p = 2, u Hexa je gatlia N-wopka Bopeaosux
mepa (pn)N_y ma exyay Ry, Taxobe, nexa cy sa N-wopke (An)N_1, (Bu)N_1, (Co)N_, (Dn)N_,
us B(H)N ode damunuge {A,}N_ U{C}N_; u{B,}N_, U{D,}_, cactwasmene og mehycobro
KOMYTWUpajyhux u axpetliu6HuT 0uepatiopa WaKeur ga cy N-wopke otepatopa (C, — Ap)N

u (D, — By)N_, axpetusne. IIpewuoctwasumo ga 3a X € B(H) saoicu

n=1

N

(HAAnan,Bn—Dn)X € 8\1,(7—[)

n=1

Axo je N-wopxra (Cy, — Ap)N_| clpuk@no axpetliusha, Waga 8aHcU Hejegrarocti

D=

[n - [um]Acn,Dn))X((ﬁlADn-Bn,D;-B;;)a))

H(f[ ,Un T _g[ﬂn,T]Acn,C,t)>(I) %
(3.64) )
H((HA i ;)(I))_Q(HAM-C",B"-DH)X((H(z[un,T]ABn o= Ll A0, o))

6a9HCU TUWOG OUNO KOJUM 0F HAPEGHUT YCAOBG:
(al) U :=&" u {B,}_, U{D,}'_, je m. % n.o. damuruja,
(a2) U :=¢2

Aanmepramueno, axo je gogatino (D, — B,)N_, cupuxiino axpeliueta, Waga 8aiHcu

| H(ﬂ(g[uwm et )(lj swcnn o)X ([TA03 55,0, Bn)(ﬁ)_é

n=1 n=1

Tog OUNO KOJUM 0F HAPEHUT YCAOBG:
(61) U:=3" u {4}, U{C}_, je m. k. 1. 0. Pamuiuja,
(62) U := /12

Jlokas. Jlokas nejemnakoctu (3.64) cienn us
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I\(f[(f[un,T}AAn.Bn—z[un,T]Acn,Dn))XJ (T80 o)1), =

n=1

(3.66)

N N N .

=3 (1=sn)tn An+sntnCn) ( = (1=sn)tnBntsntnDn) ~
e n=1 | |A B n) n=1 tndsydfiy(ty) ( AV ")(I)H
H/[oﬂl\’/[o,qf\f An-Cn,Bn-D ” N Ay (T || DB, DB v

n=1 n=1

N
72(19tA+9t(* Z((ls)tAJrst

/ / e n=t ((HAC A,.Ck A) ) nt dsy dfiy(ty)

OT 01

n=1

1
2

(3.67)
1 N
2
' H ((HACn~An,~C§,~A2)(I)) (HAATLACn.BnADn)X
n=1
(3.68)
3 (1= $n)tn Bu+sutn D) NA ; 7%((1—s,l)t723;‘1+sntnD;ﬁt e 1
n=t - n=1
/[OT]N/[Ol € ((};[1 anBn,Dn*Bn)( ))e n:1n N ,UN( N)) v
1
() (I
n=1
(3.69)

3 [ ST NS | AT P I )

n=1

4

Ca;La heMo OIIPABJATH CBE KOPAKe y IPETXOAHOM PadyHy.

Jennakocr y (3.66) je basupana Ha dopmyin (3.28).

Jemarakocr y (3.69) cienu Ha OCHOBY JyILie TIpUMeHe MHTEerpaJiHe pernpedenrtanuje (3.28)
Ha (A,,C,, A:,C* I) u (B,, D,, B, D I) ymecro na (A, B, Cp, D, X).

Hejennakocr y (3.68) ciean Ha ocHoBy Hejemnakoctu (2.25) y Teopemm 2.22 y ciydajy
(al), koja je mpumemena Ha ckyn 2 := [0,7]" x [0,1]Y u Ha jako KBaJpaTHO WHTErpadUIHE
dbamunje omeparopa

{Ais: (t,8) € 0,71 x [0,1]%} m {B{,: (t,s) € [0,7]" x [0,1]"}

qHUju Cy YIaHOBH, 3a cBako (t,s) € [0,7]V x [0, 1], naTu uspazuma

N N N
E((l Sn)tnAn+sntnChn)

Avsi=,|[J tn-e = (JTAc, 4,.c5-02) D),
\ \

N
Z ((1—sn)tnBrn+sntnDp)
Bis = | [Jtn-e = fnBintont ([T20, 5,005 (D).

VU e

Takolhe, 0By HejeIHAKOCT IIPUMEbYjEMO Ha OIIepaTop

([T ) ([ €300

ymecto Ha oneparop X. Ciyuaj (a2) ce mokasyje Ha cimdyad HauuH, Kopucrehn HejeHAKOCT
(2.25) u3 nena (8) Teopeme 2.22. /Toka3s nejemnakoctnu (3.65) aHamoran Joka3y HejeTHAKOCTH
(3.64), mpu gemy ce oBaj myT KopucTu HejenHakoct (2.25) mema (a) Teopeme 2.22 (omHOCHO
nena (8) Teopeme 2.22) na du ce nokazao caydaj (61) (ogrocHO (62)). O
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Hejegnaxoctiu y Cgqpy) (H) ugeanruma

Y HapeHOj Teopemu TpeTnocTaBbaMo ¢.d.m.0.1 cBojerBo HU3a Mepa (i, )N_,

Teopema 3.21. Hexka je ¥ c. n. gynxuyuja u nexa je (p,)n_, N-wopka ¢.¢.m.o0.1 Boperosux
mepa mwa Ry w p > 2. Taxohe, 3a game N-wopke (An)N_i, (Bn)Y_i, (Co)N_i,(Dn)N_, €
B(H)N mexa cy obe damuauje {A} N UA{CH_, w {Bu}Y_, U{D,})_, cacwaswere og
mehycobno xomywupajyhux axpetiushux otepaimiopa Waksuxr ga cy N-wopke (C, — A,)N_;
u (Dy, — By)N_, axpetusne u nexa 3a X € B(H) saorcu

N

(HAAn—Cn,Bn—Dn)X € (‘3\1,(7—[)

n=1
Axo _]6 (C — A ) -1 CWPUKWHO axpeltiusra N-wWopra Waga 8axHcu

N

(3.70) H(ﬂ(.z A, -i”[un]Acn,Dn)>X<<HADn,Bn,D;fB;;)(I))

n=1 n=1

H(ﬁ Z_g[:un]Acn,c;))(I)H'

H((ﬂAc A C - *) li[ Ap-Cn,Bn Dn> <(ﬁ($[ﬂn]ABn,B;;_g[Mn]ADWD:;))(I))

D=

<
v

[N

\_/
mw
/\

v
n=1 n=1
U0g OUNO KOJUM 0 HAPEGHUL YCAOEA:
(al) U :=®" u {B}"_, U{D,}\_, je m.%. n.o damuiuja,
(a2) U :=¢2
Axo je (D,, — By,)N_; cWlpukiinoe akpeliueéra N-TWopka Waga 64U HeJegraKocil
N 1 N
0 ([T e 0018 s,
n=1 n=1
N 1
< (T 1200, L0l 2 )|
n=1
N i, N N _1
2 2
(I SN 11| SR | N}

n=1 n=1

U0g HUNO KOJUM 0 HAPEGHUT YCAOBA:
(61) U =" u {A}_, U{C.}_, ey m. . n. 0. damuauge,
(62) U := /2
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Jlokas. Jlokas nejeqnakoctu (3.70) cieau Ha OCHOBY
N N 1
H [1n] A n, 5,— L] A, Dn))X((HADn_Bm:_B;XI))2"\II

1 Sn t’VLA7L+S7Lt7L n)
‘ €= = (l |AAn-cn,Bn-Dn)X
RYJ 0,11V

ﬁMz

35 ((1-sn)tn Butsntn D) o
Xenzll tB+tD((H Ap, 5,058 thSdMN H‘I’
N
1 (1—sn, tnAnJrsntnCn)(HAcn_An,CZ-AZ)(I)e nZ::l((l on)inAntoninC Ht dS d,uN( )Hl

H/N/ e
RYJ(0,1]V n=1 n=1

' H((HA%%C;AA;)(I )E (I A e, 0)X

s
(3.73)
— 5= (1w}t Butsntn D) B betD )
/RN/[O wo HADn s m)(De Ht wdsy dfix (607
= H(HW[un]Aw;—f{un]Acn,C;))u) ’
(3.74) -
H((l_[lAC"‘A Cr-a )(D)—é’(lﬁ[lAAn-cn,Bn_Dn)X ((ﬁl(.,%[un]ABwBr Llnl A, o)D) y

Jennakocr (3.72) ce mobuja npumenom dopmyste (3.26). Hejemnakoct y (3.73) je dasupana
na Kommr-1lIsapriosoj |||, Hopma mejemmaxoctn (2.25) Teopeme 2.22. OBy mejepnaxocT
npumembyjemo Ha ckyi £ :=RY x [0,1]¥ u na jaxo kBajaparHO nHTerpaduiHe (GamMuinje

{Ai.: (t,8) € QF u {B{: (t,s) € Q},

quju cy 4IaHoBH, 32 cBako (t,s) €RY x 0,1, maru uspaznma

N
ﬂtn . enzl((lsn)tnAn+sntnCn)\ (H Acoa on A;)(I ),

N
- Z ((1_5n)tan SntnDn)
n € n=1 + (HADn_Bn’D;(L_BZ)(I>

Taxobe, OBy HejeIHAKOCT IIPUMEbYjeMO HA OIEPATOP

N N

([T2cr s cra)D) *[TAn s, 0) X € BH)

n=1 n=1
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Hejegnaxoctiu y Cgqpy) (H) ugeanruma

ymecto Ha omeparop X. Jemnakocr (3.74) je dasupana Ha dopmyrama (3.30) u (3.31) mok
noka3 HejegHakocru (3.71) caenu us

(T2 s n JOPL )~ Ll A0 )X]
o (PSR >)5<1ﬁ< B, = Ll e ) X))
3.75) = (1Ll A, - z[un]AD;,c;;))X*((nﬁlAc;.A;,cn-An)(n)% )
< WL 0B, Z ] D
(3.76) ((nfleD* B0 B)(I))_é(nlillAc A5.D B)X*((nlill(f[un]AA s L) Dy o)D) v
= WL (LTl 3050, LUl B D)
O A0, =Ll A e NPT Ao )X ([T B, )D)

Hamomenumo 1a cBe jeJJHAKOCTH U3 FOPI-EI padyHa Cjieje Ha OCHOBY CBOJCTBA a/ljyHIOBarba
oneparopa. Hejeanakocr y (3.76) je modujena mpmmenom Hejeauaxoctu (3.70) ma ypeheny
neropky oneparopa (B, A%, D! C* X*) ymecro Ha (A,, By, Cy, Dy, X). O
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I'maBa 4

Nurerpamuja dyHKmImja
o Q) — B(X,)Y)

Y OBOM TOIVIaBJBY JucepTaiiuja he ce DaABUTH MPOCTOPUMA WHTEIPAOUIHUX OIEPATOP-
BpegHOCHUX (DYHKIHja Koju Jenyjy u3dmely nsa BamaxoBa mpocTopa, y CIMYHOM yXy Kao
mTo je To paheno y Ilornasmy 2. HMako je Teopuja mHTErpaimje y BEKTOPCKOM IITPOCTOPY
MHTEH3UBHO M3yJaBaHa 00J1acT Teopuje BanaxoBux mpocTopa, orneparop-BpeJHOCHI HHTErpa-
JIN Cy Marbe pa3MaTpaHu JeJ0BU oBe Teoprje. OHO MITO je M3ydaBaHO JI0 CaJla jeé TPETHPAHO
Kao IOjeJIMHAYHU 00jeKaT, yIJIaBHOM ca akileHToM Ha Pagon-Huxogumoso ceojctiéo, MTO ce
Mozke Buyera y |1, 57].

Y oBoMm morsiaB/by auceptarnuje hemo ca X m Y o3nadaBatum BanaxoBe IpocTope Ha
no/bem C. Jla ducmo usbersin TpusmjasiHe ciaydajeBe npermnocrasbamo X # {0} u Y # {0}.
Kao momohnu asiat y mcrpakmBamkbuMa Be3aHUM 3a MHTErpanujy amuiimja oreparopa U3
B(X,Y) KOpUCTUMO TeOopHjy OrepaTop-BpeIHOCHUX Mepa, ITo fie HaMm moMohu /1a yBeIeMo
JIB€ eKBUBAJICHTHE HOPME Ha IIPOCTOPY Lzl) (2,1, B(X,Y)). Ilokazahemo na je oBaj mpocrop
KOMILJIETaH YKOJIMKO je Mepa M JUCKPETHa, aji YOIIITEHO TJIeJaHo TokaszahieMo ja oBaj
IPOCTOp He Mopa dutu KoMiutetan. OBa Temaruka he y jemanom ey outu cajipxkaj Cekiuje
4.2 oBor mnoryassba, 10K he ocratak Ceknuje 4.2 dutu mocBeheH n3ydaBamy OMepaTopa KOoju
ce TPHUPOJIHO jaBJ/bajy Ha IPOCTOPY L;)D(Q, w, B(X,Y)). Takobe, dasuliemo ce nuramuma
KOMIIAKTHOCTH ONIEPATOpa || i du(t). Tmasmm geo Cexmuje 4.4 je mocsehen Teopemama
KOHBEPIeHIIje HU30Ba Yy IIPOCTOPY L})D(Q, p, B(X,Y)), upu gemy cy rpaHuvHe BDPEJIHOCTH
pasmarpaHe y caadom, jaxom U yrwudopmrom cmucsay. JlodujeHn pesysiraTu MpeCTaBIbajy
Bapujanre T/IK u Buramujese teopeme (Bumeru Teopemy 4.37) 3a Hu30Be (DyHKIMja 13
HOPMUPAHOI' IIPOCTOPA LIIJD(Q, 1, B(X,Y)). Ome Teopeme cy g00pO MO3HATH Pe3YITATH W3
CTaHIAPJIHUX KypceBa WHTerpalfje CKaJapHO-BpeIHOCHUX (yHKIHUja. Hamomenumo ma cy
pe3yJITaTi U3 OBOI TOIJIAB/ba IPEBACXOIHO JOOUjeHn Yy pasy [8).

Heku pesynraru koju he OuTm m3BesieHM Cy CHENMU@MUIHOCT pajia ca OlepaTopuMa Ha
XuibepToBoM TPOCTOPY (HIIP. Pe3yJITaTH KOju ce THUY alCOJIyTHE BPEJIHOCTH OllepaTopa) u
npejicraB/bahe nacraBak pesynarara ud Ilorsasspa 2 u [lorrasma 3.

PuKcUpajMo HOTAIU]Y KOjy NeMO KOPUCTUTHU Yy OBOM IIOTJIABJBY.

Ca 91 hemo osnauaBaTu o-aaredpy Ha ckymy {2 ok he p owrm mepa ma 9. [la ducmo
u30eryin TpUBHjaJIHE CIydajeBe, MpeTnocTaB/baMo Ja nocroju F € M rakas ga je 0 < p(F) <
+o0o. IlpocTop kKjaca eKBUBaJEHIMjE [-CKOPO CByAa jeHaKuX 2N-Mep/bUBUX IOJICKYIOBA
ckyna §) je oznaden ca [IM]. Pynkuuja d, : [M] x [M] — [0, +o0] gedunucana Gopmyaom
d,([E], [F]) = n(EAF) je xommierna merpuka Ha [ ykomuko je p(2) < +oo (Bumeru |5,
Bexbame 4, crp. 108]).
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Banazxos upoctiop Mqs(IN, B(X,Y)) ouepatiop-epegrochux mepa

Y 0BOM TOTJIABJ/bY YECTO NEMO KOPUCTUTHU OUAUHEAPHG TPECAUKABATHA, TIa HABEIUMO HEKE
OCHOBHE pe3yJiTaTe U3 OBe Teopuje. BeKTOPCKH IPOCTOpP CBUX OrPAHUYCHUX OUJIMHEAPHUX
npeciankaBama 3 X X Y y Z je osnaden ca B(X,Y; 7). Hopma HA BEKTOPCKOM IIPOCTOPY
B(X,Y;Z) je nara uzpaszom

|¥|| = sup ||¥(z,y)| 3acBako ¥ € B(X,Y;Z7).

lzll=llyll=1

Taxobe, npocrop B(X,Y; Z) je xkommieran ykoauko je Z Banaxos npocrop (Bugern [53,
Teopema 6.1, (6)]). Ykommko cy X, Y u Z nopmupanu npocropu taja je mpoctop B(X,Y; 7)
nzomerpruaku nzomopdan ca B(X, B(Y, 7)) (ugern [53, Teopema 6.3]). Uznsojumo caenehe
3HAYajHO TBpheme.

Tepbhewe 4.1. [53, Teopema 6.2] Hexa je bapem jegar og mopmupanux upocwopa X u 'Y
Banazxos. Axo je upecaurxasare ¥V : X XY — Z neupekugno y ogHocy Ha C8aKY UPOMEHDUBY
UOJEGUHAYHO, UWL]. AKO CY 0UEPATLOPU

Xozr—=VY(r,y)eZuYosy—VY(x,y) €2

oparuneny 3a ceako y €Y u cearxo x € X pegom, waga V € B(X,Y; 7).

/loxas. Heka je, permumo, nipoctop X BanaxoB m mnpermnocraBumo cynporso. Taja mocroju
U3 ypehernx napoBa ((Zn, Yn))nen ¥y X X Y 1aro na je ||z,| = |lynll = 1 v || ¥ (20, yn)|| = n
3a cBako n € N. Tarma je

1,11 = s 19y, (@) = swp [z )l > 9G] >

3a ceaxko n € N. Ogasne cienu sup,,cy || Wy, || = sup,ey ||V (2n, yn)|| = +00. Oneparopu ¥,
npecsnkasajy Banaxos npocrop X y mopmupan mpocrop Z. Kaxko je sup,cy || ¥y, || = +oo u
Kako je X KOMIIJIeTaH ITPOCTOP UMAaMO Ja TTOCTOjU BEKTOP Tg € X TJie ce OBa HEOTPAHUIEHOCT
U BUJAU, Tj. IIOCTOjH BEKTOp Ty € X 3a KOju BaxKu sup,cy ||y, (2o)|| = +oo (Bumern |7,
[ocnenuna 7.7]). Ca apyre crpase, mmMamo Jia je

+00 > || Wy || = sup Wi ()| = (¥ (@0, yn) | = 1y, (0) |
y =

3a cBako n € N. Ciemu sup,,cy || Uy, (20)]| < || W4 || < 400, mTo je KOHTpasuKIHTja. O

4.1 Banaxos mpoctop M, .;(M, B(X,Y))
orneparop-BpeJHOCHUX Mepa

Caneneha nedunnumja ce jasma y [1|. Takobe, normemaru u [57].
Hedununmja 4.2. Pynuxuyuja v : M — B(X,Y) je ouepatiop-epegrocna mepa axo 6axrcu
+00
W(B)x,y*) =) (w(E)z,y),

n=1

xag 109 je x € X, y* € Y, E:|_|:§En, E,eM E,NE,=0,n#m.
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orepaTop-BpeHOCHe Mepe ckpaheno osnadaBamo ca OBM.

IToncerumo, Ha wcty HauwH kKao u y I[lorsaBiby 2, 3ak/bydyjeMo Ja je 3a CBakKo T €
X upeciukaBame v, : 9 — Y 3amaro uspasom v, (E) = v(E)zr 3a ceako E € M jenna
cnabo upedbpojueo aguttiueha Mepa Ha o-aaredpu 9. IlonoBHoM npumenom Teopeme Opind-
[Metuca (Bunern 25, [locaenurna 4, [lornasime 1)) 3akpydyjemo na je byHKImja v, Gpedpojuco
aguitiuera y HOpMHu mipoctopa Y, T.j. dyHKIHIja v, je jeana Y-BpeaHocHa Mepa Ha M. 3aro,
cBaka OBM je jaxo upedbpojuso agutiuera Mepa u BekTOpcku mpoctop Takeux OBM hemo
osHagaBatn' ca M (I, B(X,Y)). Axo je v € Mys(IM, B(X,Y)), Tana 3a duxcupane
BekTOope z € X u y* € Y* 3a/1ajeMO KOMIUIEKCHY MepY Uy« : I — C uspaszom v, 4« (E) =
(v(E)x,y*) 3a ceako F € M. Ha oBaj HauWH J0/1a3UMO 10 OMJIMHEADHOD IIPECINKABAHA
U X X Y* — ca(2, M) oapehenor mspazom

(4.1) U’ (z,y") = v, 3a cBako (z,y") € X x Y™
Hapenuo tepheme ce moxe nahu y [57].

Tepbhemwe 4.3. Buauneapno upecaurasarve V¥ : X X Y* — ca(2, M) gepunucarno y (4.1) je
OTPAHUNEHO 30 CBAKYU Pukcupar eaementl v € M (9N, B(X,Y)).

Joxas. Jebunnmmmo mpeciuxaBama P, @ Y* — ca(Q,0M) n Qp : X — ca(2,MM) ca
P.(y*) = vy, 3a cBako y* € Y* u Qy+(z) = vy, 3a cBako x € X. Opako nedunncama
npeciukasama P, u @+ cy jmHeapHa. JloKakuMO Ja mpecinkaBarbe P, MMa 3aTBOpEH
rpaduk 3a cBako € X. Heka je (y!)pey HUB Y YV, y* € Y* ka0 1 A € ca(Q2, M) 3a Koje je

lim ||y, —y*| =0 u lim |[P:(y,) — Al = 0.
n—oo n—oo
3a durcupan ckyn E € I numamo ciaenehe rpaHndHe BPEIHOCTH:

lim Px(y;;)(E) = lim <U(E)x7y:;> = <U(E)x7y*>7

n—o00 n—00
Tim [P,(y;)(B) — A(E)| < lim || P.(y;) = Al =0.

Baro Baxu (v(E)z,y*) = A(F) a omarie 3akbydyjeMo na je vUy,» = A T.j. P, (y*) = A\. Ha
ocaoBy Teopeme o 3arBOopenom rpaduky cienu P, € B(Y™* ca(Y,0)). Canuno nobujamo
Qy € B(X,ca(Y,9)). Baro je dummueapno mpeciukaBame ¥’ : X x Y* — ca(Y,IN)
HEIIPEKHHO TI0 CBAKOj IMpoMeH/buBOj 1moHaocod. Ha ocuoBy Teopeme 4.1 3akibyuyjeMo Jia

je nmpeciukaBame WY orpaHudeHo T.j. BaxKu supq||v.,-|| : ||z]| =1, ||y = 1} < +oo. O
TBpheme 4.3 maje uHEAPHO IPECIUKABAHE
(4.2) U=Uyy: Mus(MB(X,Y)) = B(X, Y™ ca(£2,0M))

Koje npecinkasa vy UV tj. ¥(v) = W', V mapeanom tphemy hiemo dopmysmcaru u mokazaru
OCHOBHA CBOjCTBa IipeciaunkaBama VY, Koja he OuTm 3HAYajHA y TPOOIEMHMa HOPMUPAHA
BEKTOPCKOT TIpocTopa M qqs(I, B(X,Y)).

Tsphemwe 4.4. Jluneapro tpecaurasaroe
W s Meas (I, B(X,Y)) — B(X, Y™ ca(2,M))

je unjextmiueno. Axo jeY pedaexcusan upoctop waga je upecrurasare ¥ oujexuuja.

"Munexc cas y o3HAIM yBeIEHOT IPOCTOpa Mepa IoTuue of, strongly countable additive.
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Jlokas. Jlokaxkumo na je npeciaukaBame ¥ HHjeKTHBHO. YKOJIUKO Baxku jeaHakoct W(v) =
0 € B(X,Y*;5ca(2,M)) 1j. ¥ = 0 32 #HeKO v € M 0s(IM, B(X,Y)) Tama u3 (4.1) caenn
Vgpyr = 0 € ca(Q, M) 3a cBako z € X u y* € Y*. Ogasze cienu ja 3a npoussosbio E € M
Baxu (v(E)z,y*) = 0. Kako je y* € Y* npoussospro, Hajupe 3akibyuayjemo v(E)xr = 0 na
Kako je u x € X duso mpousBosbHO godujamo v(E) = 0 € B(X,Y). 13 npoussossrOCTH
ckyna E € M caeqm v =0 € Mos(M, B(X,Y)) 1j. ¥ je HHjeKTUBHO IpeCINKABAIbE.

Hexka je Y pedutekcusan mpocrop u ogadepumo V € B(X, Y™ ca(), M)) upoussosbHO.
Ba dukcupan ckyn E € M nedunumumo upeciaukasame 0p : ca(f2, M) — C uzpazom
dp(v) = v(E) 3a cBako v € ca(2,9M). Tama Baxku o € B(ca(Q,M),C) u ||0g| <
1. 3dor tora je op oV € B(X,Y*;C). Crora, nocroju jenuucreen enement v'(E) €
B(X,Y*) rakaB ma je (y*,v'(E)z) = 0g(V(z,y*)) 3a cBako (z,y*) € X x Y*. Ha ocnosy
peduiekcuBrocTH Tpocropa Y jonasumo jio enementa v(FE) € B(X,Y) raksor jga BaxKun
jemnakocr (v(E)z,y*) = 0g(V(x,y*)) 3a cBako (z,y*) € X x Y*. Ilpumernmo Ja cMo Ha
OBaj HAYMH KOHCTpyHUca/u mpecimkaBame v : I — B(X,Y) takso ma 3a cBaku ckyn E € M
obmka E = | |/ E,, tne je B, €M, n €N, E,NE,, =0, n#m, saxn

(0(E)x,y") = 0yt 5, (V(z,y7)) = V(2,97) <|_| En>

+00 +o0 =
= Z Viz,y")(E,) = Z 0p,(V(z,y")) = Z (v(En)z,y")

3a cBako x € X u y* € Y*. Cnenu na je npecimkabambe v 3anpaso jeaguna OBM. Cana hemo
nokazaru ja je U(v) = V. Umamo ciemehu HU3 eKBUBaJIeHITja:

VU(v) =V <= Y(v)(z,y") =V(z,y") 3a cBako (z,y") € X x Y~
— UY(z,y") = V(x,y") 3a cBako (z,y") € X x Y™
= Uy, = V(x,y") 3acBako (z,y") € X x Y~
= vy (E) =V (z,y")(F) 3acBaxko (z,y") € X xY*, EeM
— (v(E)x,y) =0p(V(z,y")) 3a cBako (z,y*) € X x Y™, E €M,

IIITO CMO yCTAaHOBWIN Ja Baxku. OBuMe je TBpheme JT0Ka3aHo. 0

Y Tephewy 4.3 cmo gokasamu ga je sup{||v.,| : |z = 1,|lv*] = 1} < 400 3a
cBakn eyieMeHT v € M(IM, B(X,Y)). UnjekrusHoct mpecinkasama ¥ u3 mpsor Jesa
Tephema 4.4 omoryhasa® na gedunuriemo duauneapry nopmy ||-||s Ha BekTOpckom mpocTopy
Meos(N, B(X,Y)) Ha cienelin Haunn:

().

(4.3) [olls = 0] = sup [jvgy[| = sup |v,,-
lz||=1 |lz||=1
ly*ll=1 ly*ll=1

Takobe, Heka je 3a cBako v € M s(IM, B(X,Y)) nedunucano

(4.4) [v]l = sup [[v(E)]].
Eem
2Vxomako je X BexTopcku mpoctop u (Y, | - ||y) HOpMmpan mpocTop HaJ MCTHM MO/bEM cKadapa Kao X o
ako je T': X — Y uHjeKTHBHO U JIMHEADHO IIPECIHKaBambe Taja je m3pasoM ||zl x := ||[Tz|y 3a cBako z € X

KODEKTHO 3ajlaTa HOpMa Ha BEKTOPCKOM Ipocropy X. Ykoswmko je jom u R(T) = Y 1j. ykosuko je T' smHeapHa
usomerpuja uamehy X u Y taga ns kommernocru npocropa (Y ||« |ly) ciaean kommersoet npocropa (X, |- || x)-
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Tephemwe 4.5. Hspasz (4.4) 3agaje nopmy na sexmopckom upociopy Meas(ON, B(X,Y))
exeusasentuny ca || - ||g. Ipeyusnuge, 3a cearo v € Moos(IM, B(X,Y)) sasrce nejegnarociu

1
(4.5) —llvlls < vl < flvlls.

Jlokas. Heka je v € Meos(, B(X,Y)) u E € M. Konaunocr cynpemyma y uspasy (4.4) u
Japyra HejeaHakocT y (4.5) ciaenn us

[o(E)[| = sup [(v(E)z,y")| = sup |vpy(E)] < sup [|vgye

[l]|=1 [l]|=1 [lf|=1

ly*ll=1 ly*ll=1 lly*lI=1
Ha mokaxkemo u apyry HejeaHakoct y (4.5) dukcupajmo jeaunudane Bektope © € X u
y* € Y*. Ilocroju ckyn E = E,, y 9 takas na Baxu [(v(E)z,y*)| > %\v%y* (Q), mrro
cirequ Ha ocHOBY Jleme 1.1, jep je v, ,~ jenna xommiekcHa Mepa Ha 9. Omasre godmjamo
o]l = Jv(BE)]| = [(v(E)x,y*)| = |vgy[(Q). Vzumajyhn cynpemym mo cBEM jeIuHIHIIM
BekropuMa z € X n y* € Y* y mejenmaxoctu [|v|| = L|v,,|(Q) modujavo [[v]| = L|v[lz. O

Heka je 3a dpukcupan ckyn E € 9 muHeapHO IpecIMKaBaIbe
Ap : Mes(, B(X,Y)) = B(X,Y)
3a/1aTO U3Pa30M
(4.6) Ag(v) =v(E) 3a cBako v € Ms(MM, B(X,Y)).

OBako JiedUHICAHO TIPECINKABabhe je HeMPeKUIHO U BaxKu ||Ag|| < 1

Ha ocuoBy apyror nena Tephema 4.4 umamo Ja je BeKTopcku npoctop M (I, B(X,Y))
ca dusmmHeapHOM HOpMOM || - ||z medunucanom y (4.3) Banaxos ykosuko je Y peduiekcuBan
IPOCTOP, jep y TOM CJIydajy mocToju JuHeapHa Oujekimja maMehy M .s(IM, B(X,Y)) u
B(X,Y™*;ca(2,90)) Koja je jour u n3oMeTpHuja a 3HAMO JIa TOCIEIHU TPOCcTOp jecte Banaxos
(mpocrop Y* je Banaxos 6e3 ob3upa ja i je Hopmupan npocrop Y komiuteran). Hapenna
TeopeMa IOBOPH JIa U y OIIITEM CIydajy NMaMO HCTH 3aK/bydaK.

Teopema 4.6. Bektwopcku upoctiop Meqas(IM, B(X,Y)) ca nopmom ||-|| us (4.4) je Banazxos.

Jlokas. Hexa je (v")pen HIZ Y Moo (I, B(X,Y)) Takan qa je S5 ||v"|| = M < +oc0. Tazna
je per v(E) = Y72 v"(E) xouBeprentan y HOpMI/I npocropa B(X,Y) 3a ceako dukcupano
E € M. Ha ocHoBy (4.5) mmamo na pej Zn 1 Uy,~ KOHBeprupa arcosytHo y Banaxosom
upocropy ca(€2,9M), 3a ceako z € X u y* € Y*. O3Ha4uMO CyMy OBOI' pela ca Ay, €
ca(Q,9M). Heka je E = | [[2 Ey, Ex € M 3a craxo k € Nu B, N E; = () 3a ceako k # 1.
Tana, 3a dpukcupane BekTope r € X u y* € Y* umamo

+oo +oo
(W(B)r,y) =) (" (B)a,y") = Zvﬁ,y*(E)
n=1
+oo +oo
= )\x, = Azy <|_| Ek) = Z/\z,y* (Bx) = Z (v(Er)z,y")
k=1 k=1
na 3akjbydyjemo ja je dyukmuja v : M — B(X,Y) OBM. 3a ceako N € N Baxu
“+o0o “+o0o +o0o
k k
V¥ — || = sup v (A)|| < sup Hv )H = Hv H
Z Aem k:ZN:Jrl k:%rlA m kzzn;d
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OJaBie Cle/ a BaXKH jeJHAKOCT Y. ; v" = v, NPU 4YeMmy MOCIeIIHH PEJl KOHBEPIUpa y
HopMu (4.4) BekTOpCKOr TIpocTopa M (9, B(X,Y)). OBume je TBpherme J0Ka3aHO. ]

Ba OBM v : M — B(X,Y) raxkeMo Ja je aUcoaywino Heupexugha y OIHOCY Ha p (mau
u-AC) yromuko uz E € M u p(E) = 0 cienu v(E) = 0 € B(X,Y). Bekropcku mpocrop
taksux OBM osznagasahemo ca M¥ (9, B(X,Y)).

Tepbhemwe 4.7. Bexwopcku apoctop MY (MM, B(X,Y)) ca nopmom || - ||g gepunucarnom y
(4.3) je Banaxos upoctmop.

Jlokas. lokazahemo na je BexkTopcku mpocrop M (9, B(X,Y)) 3aTBOpeH HOTIPOCTOD
Banaxosor npoctopa M. ..s(9, B(X,Y)), y onsocy na Hopwmy || -||5 . da ducmo oBo mokazann
kopuctuhiemo rope nedunncano npeciankapame Ap @ M .(M, B(X,Y)) — B(X,Y). Hanwme,
kopucrehu (4.6) mmamo Jja BaxKu jeJHAKOCT

MN

5 (L B(X,Y)) = (| {Ker (Ap) : E € M, p(E) = 0}.

Kako je 3a cBako E € 9 npeciimkaBame A g HerrperuiHo nmamo 11a je Ker(Ag) 3aTBopen ckyn
Yy Meas(O, B(X,Y)). Tepbhemwe cienu jep je mo3HATO JIa je MpeceK MPOM3BOJbHE (haMuinje
3aTBOPEHUX CKYIIOBA TaKOhe 3aTBOPEH CKYII. [

4.2 Hopmupan mapocTop L;)D(Q,ILL,B(X,Y))

Y 0BOj ceKIuju pajuMo ca HOPMUPAHUM ITPOCTOPOM L;D(Q, i, B(X,Y)) koju ce cacroju
O/ Wayka Uo WauKa Tj. 8exwop Go eexwuop Jandopm HHTErpadUITHIUX OITePATOP-BPEIHOCHIX
dyurnuja (bamunuja). Osmaka pD morumde ox tepmuba pointwise Dunford. Tlomenyrtn
HOPMUPAH IIPOCTOP L;, (2, 1, B(X,Y)) kao u pasmaTpama Koja Cy Be3aHa 3a EeroBa CBOjCTBA
npejacTaBbahe mpoaydiberbe Teopuje Kojy cMmo uziioxkuiu y [lornasipy 2.

TaukacTn landopaoB nHTerpaJ oneparop-BpeaHocHe pyHKIHje

Hedbunnunmja 4.8. 3a dpynxuujy o : Q — B(X,Y) @wj. dPamurujy otepatmopa (% )ieq
y B(X,Y) xaorcemo ga je caado mepmusa (caabo |-unilieipadbuana uiu WAHKACTLO
Hangopg unierpadbuara) axo je cxanrapra Gynryuja gojfy* : 0 — C gepunucarna uspazom

(4.7) gp‘fy* (t) = (HAx,y*) 3a ceako t € ()

M-meprusa (p-untterpaduana) 3a ceaxo x € X u ceaxo y* € Y*. Jlee wakse crabo mepouse
pamunuje o/ B : Q — B(X,Y) xaoscemo ga cy caabo [i-eK8UBAAECHTHE KO 30 CEAKO
x € X u csaxo y* € Y* saorcu (A, y*) = (Bix,y*) 3a p-ckopo cearo t € S.

Hamomernnmo na je dammnmja (9 )icq Tadka no tadka landopa narerpabuana (crado
MepsbUBa) aKo U caMo ako je dymkmmja ¢ : Q — Y mara mspasom ¢ (t) = #x 3a cBaKo
t € Q Handopm unrerpaduina (ciaadbo MepsbuBa) 3a cBako dukcupano r € X.

Hapenno tBpheme mHam omoryhaBa ja jgeduHHIIeMO WHTErpas (QYHKIHje Koje y3uMma
BpennocTu y Banaxosom npocropy B(X,Y).
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Tephemwe 4.9. Hexa je ())icq caabo p-untueipabuana pamuavja y B(X,Y) u nexa je
apecaurasare A : X — Y™ gedpunucaro uspasom

D
(4.8) A(zx) = / Ay (x)du(t) sa ceaxo v € X.
Q
Taga je A : X — Y™ auneapan u otpanuver 0UEpatnop U 6arHcU UPpoueHa

(4.9) 4l< s / (i, ™) dua(t) < +oo.
z||= Q
ly*|l=1

Joxas. eburumumo dummreapro npecamkasame @7 1 X x Y* — LY(Q, u) mzpasom
(4.10) Y (z,y*) = cpjfy* 3a cBako (z,y") € X x Y.

Ba ¢durcupan Bektop r € X dyarumja ) > t — Fr € Y je Handopsa p-unrerpaduiHa
na . Teduanmmmo npecamkasamwa F« : X — LY(Q,u) u G, : Y* — LY(Q, u) uspasuma
Fy(z)(t) = (x,y*) n G,(y*)(t) = (A, y*) 3a cBako x € X, y* € Y* u 3a cBaxo t € ().
Hajupe, nokasahemo na je F« € B(X,L'(Q, 1)) 3a ceaku dukcupan Bektop y* € Y™,
npumenoM Teopeme o 3arBopeHoM rpaduky. 3aro, Heka je () ey HU3 eJIeMeHaTa MpocTopa
X koju xkonseprupa ka r € X u Heka je ejement h € L'(Q, ) Takap ja BaxKu jegHaxocT
lim ||Fy(x,) —hl[11(u) = 0. Tama nocroju noguus (,, )ren Taxas ga je h(t) = klim (B, Y")
n—oo —00
3a p-ckopo cBako t € €. Kako je klim |z, —z|| =0u o € B(X,Y) nobujamo klim | <t —
—00 —00
x| = 0. OnaBae numamo h(t) = klim (HAxn,,y") = (Gx,y") = F(x)(t) 38 p-cKopo cBaxo
—00
t € Q. Fy(zr) =hy L'(Qu). Ha ocnoBy Teopeme o 3aTBopeHoM rpaduky mo0mnjamMo
Fy* € :B(Xa Ll(Qa “))
Amnajorno ce jokasyje na saxu G, € B(Y*, L'(Q, i) 3a cBaxo dbukcupano € X. 3aro
je dbuymmeapHo mpecimkaBambe P 1 X x Y* — L1(Q, 1) HemrpeKxu[HO 110 cBaKOj ITPOMEH/BIBO]

nonaocod. Crora, Ha ocnoBy Tephema 4.1 mmamo ja ®7 npumana BamaxoBoMm mpocTopy
B(X,Y*; L' (Q,pn)). Onsane cremu na je

(4.11) ||| = Sup 12 (2, ) 11,y = sup /Q|<»thx,y*>ldu(t) < 0.
ly* (=1 lly*ll=1

Cagia hiemo jiokazaru ja je oneparop A enement npocropa B(X, Y**) u na Baxke HejeHaKOCTH
(4.9). Ha ocuoBy (1.20) u (4.11) nmamo

|A]l = sup [[Az|| = sup sup [(y", Az)|=
Jall=1 Jall=1 lly*l1=1

= || () ()| < s [ (et ) dute) = 0 < +oo. O
z||=1 Q z||=1 JQ
lly=[I=1 lly™ll=1

l'ope naBesiena Teopema IpejcTaBsba yolTeme Teopeme 2.1 jep ce He OrpaHHYaBAMO
camMo Ha daMuIuje orneparopa Koju Jedyjy Ha XwuiadepToBoM mpoctopy. llpumerumo 1a
y ropmeM TBphemy cempaduinoct npoctopa X u Y He urpa ysory. Takohe, Tspheme
4.9 morphyje mocrojehy l'esppanioBy necdununujy y ciaydajy cenmapaduannx XUJI0EePTOBUX
upocropa (Buzeru u jemmakoctu (1) u (2) y [42, Cekunja 2|). ¥V cymrrunu, essdamns je yBeo
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ciadu® waTerpan dyukuuje f : [a,b] — X* (Bumern [25, 29]). Kaxko je ayamau mpocrop o
X = Ci(H) jemnak B(H) onga lespdangosa nedununmja omoryhasa unrerparmjy B(H)-
Bpeguocuux dyukimja. Ca TuMm y Be3u, noryenatu u Hamomeny 4.17.

Ha name hemo BprmuTu pazMarparma y OHIITH)O] CUTYAIIN]jH.

Hedbununmja 4.10. [Ipewtoctiasumo ga je damunuja ouepatiopa ()ieq us B(X,Y) caabo
p-untaerpaduana. Otuepatiop A € B(X,Y™) xoju je gedpurucarn uspasom (4.8) ce nasusa
caadbu unwerpan uiu wavkacwu Jangopgos unierpan dynxuyuje o : Q) — B(X,Y)
u o3nauasahemo ta ca [, o du(t). Ogiosapajyhu sextiopcku Upociop WAKSUT Pamu.nuga
fiemo osnausatiu ca L), 1, B(X,Y)), tge gee damuruje 060t tGpoctiopa ugeniiuguryjemo
YKOAUKO CY CAAO0 [1-EKEUCANCHITIHE.

Kako je pecrpuknuja narerpadunne dyuxmuje f : 2 — C ma mepspuB mogackyn E y 2
nHTerpadmiIHa u Ha F mMmamo cieznehe TBpheme.

Tephemwe 4.11. 3a ceaxo E € M umamo Gpupogro pectitpuryuono Upecirurasarse:
R : L11>D<QJ Ky 3(X7 Y)) - L;D(E7 Ky B(X, Y))

Jlpyraduje pedeHo, 3a cBaky damuimjy omneparopa & y L})D(Q, 1, B(X,Y)) u 3a cBaku
ckyn E € M, umamo na nocroju oueparop [, o7 du(t) uz B(X,Y ™), unja je nedbunuimona
JETHAKOCT JaTa ca

(4.12) <y /E %du(t)x> _ /E (ha,y") du(t) sa ceaxo (z,y") € X x Y™

Y cayqajy na oueparop [ 1 @, dp(t) npecmkasa mpoctop X y Y, ITO je yBeK TavHO YKOJIHKO
je Y pedekcuBan, ejileMeHTH JyajHOI CHAPUBAMA HA JIeBOj crpanu jearakoctu (4.12) mory
OUTHU IUCAHU Y OOPHYTOM penociery. /la ducmo Ouim MaJio Iperu3Huju, YKOJIUKO f 1 dp(t)
npeciukasa X y Y raga [, o du(t)e € R(Jy) sa cBako x € X, npu demy je Jy : Y — Y™
KaHOHCKO yTaname. Heka je omeparop R :Y — R(Jy) aedunncan ca Ry = Jy(y) 3a cBako
y € Y. Onasje ciesu J1a 3a cBako & € X TOCTOjU jeuHCTBEHO § € Y 3a Koje je [, o, du(t)x =
Jy(y) ti. y = R ([, % du(t)z) na oneparopy [, < du(t) € B(X,Y**) onropapa omeparop
R [, du(t) € B(X,Y). Ha ocHoBy usBeseHe QucKycuje i u3 JedHHHUIIOHE jeIHAKOCTH
(4.12) nobujamo na oneparop R~ [ o du(t) : X — Y 3amoBosbasa

(1 [ tanva) =) =t v = (v, [ hautie) = [ (oo aute

3a cBako r € X u y* € Y*, mTo cMO M KeJie/In Jia ITOKaXKeMo.

Hopwma oneparopa [}, <7 du(t) € B(X,Y™) moxe Suru mporemena HOpMoM ojrosapajyher
OmJIMHEapHOT mpecimKaBamba. Hamwve, 3a cako & € L'(Q, pu, B(X,Y)) u 3a ceaku ckyn
E € 9 umamo j1a BaxKe HejeIHAKOCTU

(4.13) ’

/ mme < sw [ Nt dte) < 7l < oo
E z||l=1 JE
ly*[|=1

Ha ocnoBy Hejemnakoctu (4.13) 3akspydyjeMo Ja je 3a cBaku dukcupan ckyn E € N
mureapro mpecimkasame Int @ L5 (Q, 1, B(X,Y)) — B(X,Y™) samaro uspasom Int(w/) =
[ @ du(t) 3a cako o € L, (2, p1, B(X,Y)) Hempekuso.
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Y HaCTaBKY HABOJMMO HEKa jeIHOCTaBHA CBOjcTBa pocTopa Ly (€, 1, B(X,Y')). Hamome-
HUMO HajIIpe Ja IIPOCTOP L}DD(Q,M,B(X, Y)) caapxku Banaxos npocrop Lk (9, u, B(X,Y))
Boxuep nnrerpadminunx B(X, Y )-Bpeanocuux dyukimja. Takohe, rpedba nucrahu ma je BeKTO-
pekm pocrop Ly p(Q, i, B(X,Y)) runmano Seckonatme ,ZLI/IMeHBI/Ije Hanwme, oBo je ciyuaj Kaz
roj je BaHaXOB npoctop B(X,Y) Geckonaune qumensuje’. 3a ceako E € M npecimkasame
Jo @ Lip(Qpu, B(X,Y)) — B(X,Y™) je imHeapHO, JOK Ha OCHOBY HejemmaxocTd (4.13)
MMaMO JIa je IpecIuKaBare [, HEeNpeKugHo u Ja Baxu npouena || [, || < 1. Taxobe, Baxu
OYEKUBaHa, jeIHAKOCT

(4.14) o, du(t) / o, dp(t) / o, du(t)

EUF

3a cBako & € Lyp (2, pu, B(X,Y)) u ce E, F € M 3a xoje je ENF = (). Opo ce naxo Moxe
BUJIETH Ha OCHOBY jiedununmone jeanakoctu (4.12). Jaun 3akspyqax je nar y Tephemy 4.18.
Hexa je o7 € L})D(Q, 1, B(X,Y)). Ako 3a x € X umamo jegnakoct & x = 0 3a [-CKOPO CBAKO
t € Q, Taga BaxKu fE o, dp(t)r =0 € Y™ 3a cBaku dukcupan ckyn F € 9. Bancra, nmamo
na je [, du(t)r = DfE yx du(t) =0 € Y** 3a ceako E € M.

Yroumko je jara damuimja oneparopa & = (4 );cq MOXKEMO mocMaTpaTh daMuimje
(B,)icq, (,C)ieq, npu dyemy cy oneparopu B u C TakBu Jjia HamuMcaHe KOMIIO3UIIMje
B, n o,C umajy cmuciaa. Y HapeIHO] TEOPEMH €€ OABUMO IUTAEM MEpPJ/bUBOCTH U
MHTErpadUIHOCTU OBaKO (hopMupaHux hpamMuanja omeparopa oj gare dpamMuinje & .

Tephewe 4.12. Hexa je o7 : Q — B(X,Y) caabo meprusa damuruja v nexa cy W u Z
Bawnazosu upoctwopu. Hexa je u B € B(Y,Z) u C € B(W, X).

(a) Pamuauje (B, )icq u (HC)icq cy Wakohe caabo mepause.

(6) Axo je o € L,p(Q, p, B(X,Y)) waga (4C)ca € Lyp(Q, 1, BW,Y)) u eaoicu
/szf;gd,u(t)c = / ,Cdu(t) sa ceaxo E € M.
E B
(B) Awo je o/ € L(Q, 1, B(X,Y)) waga (Be)ieq € Lyp(Q 1, B(X, Z)) u sasrcu
/,@ftd,u /B,@ft du(t) sa ceaxo E € M.
E

Jlokas. eo (a) cienu Ha OCHOBY j€JIHAKOCTH
(Bx,z") = (Ax, B*2") n (ACw,y") = (dx,y")

rie je x = Cw. [deo (6) aupekTtHO cienn jep 3a cBako w € W Baxu

(/%Cdu ) w) = /@ftcmdu /yftm dutt) = [ s dute)c

Hoxkazahemo (B) Tako mro hemo nposepuru nedunnimony jeaaraxoct (4.12):

(8 [ dduttn) = (B2, [ dutte)

_ /E (A, B*2") du(t) = /E (Batyw, =) du(t) = <z /E B,thdy(t)ac>,

dacBako r € X, z* € Z*u F € M. [

$Hanomennmo sa Baxku dim B(X,Y) = +o0o ako u camo axo je dim X = +oo wim dimY = +o0.
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Heka je nmara dammimja oneparopa &/ u3 L;D(Q, w, B(X,Y)). V¥ mapensom tBphemy
POy9aBaMoO KOHjYIO6aHU OIIEPATOP ( il E,szftdu(t))*. DopMaJIHO TTOCMATPAHO, KOHjyTOBAHU
orepaTop (fE o, d,u(t))* je eement npocropa B(Y***, X*) jep je oneparop [, 7 du(t) eneme-
HT npocropa B(X, Y ™). Vkosuko npermnocraBumo sia je Y pediieKCuBaH mMpoCTop, MOKEMO
CMATPATH JIa je OIlepaTop ( [, d,u(t)) " eslement mpocropa B(Y*, X*). Taxobe, (ako mocrojun)
oneparop [, & du(t) je exement mpocropa B(Y*, X***). YKOIMKO IPETIOCTABAMO /2 je
n X pedJekcruBaH IIPOCTOP Taja MOXKEMO CMaTpaTH Ja je OolepaTop f A du(t) ememeHT
npocropa B(Y*, X*). V oBoM jeJHOCTABHOM CJIydajy J0JIa3UMO JI0 HAPETHOT TBphema.

Tephewe 4.13. Hexa cy X u Y pepaerxcusnu tpociiopu u Heka je Phamusuje oGepattiopa
(A)ieq us B(X,Y) caabo meprusa. Taga je damuauja ouepatiopa () )icq us B(Y*, X*)
crabo mepnuca.  Taxohe, axo je ()ca € Lyp(Q,p, B(X,Y)) waga pamurujo () ico
uputaga Upocuopy L;,D(Q,,u, B(Y*, X*)) u sasrcu jegnarocis

(4.15) ([Eﬂftdu(t)>* = /Eﬂft* du(t) 3a ceaxo E € M.

Joxas. 3a cBako t € ) Baxu o : X — Y omakie je o/* : Y* — X* a camuMm THUM
o X — Y™, Heka je y* € Y* u 2™ € X* npoussossno. Ha ocnoBy pedurekcusanoctn
IPOCTOPa MMAaMO JIa ITOCTOjU jeIMHCTBEH ejeMeHT x € X 3a koju je Jx(z) = 2**. Ha ocnoBy
nedbUHATI]e KOHjyTOBAHOT OIepaTopa MMaMo JIa 33 CBako t € () Baxkn':

(Fry"2) = Gy Ix () = (7y") (x) = y* () = (S, y7)

3 ropmer padyna’ BUJIUMO M3 cjabe Mep/bHBOCTH damuiuje oneparopa ()i Claeam
cirada mepspuBocT bamuinje (). VMajyhu y Bumy xkomenTape mate mnpe dbopMyarmje
oBor TBphema, moraxkumo ja Baxku (4.15) kopucrehn (4.12) u medunumjy KOHjyroBaHor
omepaTopa. 3ancTa, JOBOJHHO je MPUMETHTH J1a 3a cBako r € X u y* € Y™ Baxe jeTHAKOCTH

<x/Emft d,u(t)y*> :[E(x,%*y*wu(t) =
=/]E<ﬂftw,y*>dﬂ(t) = </Eszftdu(t):v,y*> = <fc ([E%du(t))*y*>- O

OBy cekrujy 3aBpmiaBamo npumepuma. IlpBu mpumep maje dyHKIH]y Koja je Tadka
10 Tadka Tj. BeKTOp 1o BekTop Jlamdop/ mHTerpadbuiana m Koja HHUje jaKO MepPJbUBA Kao
npeciukaBambe u3 )y B(H). Taxobe, duhe wmiycrpoBano kako je moryhe wuspadyHaTn
raukactu Jlandopaos unrerpas y3 nomoh jpedununuone pesaruyje (4.12).

IIpumep 4.14. Hexa je of, otepatiop mroocerva’ Kapaxilepucihuvnom GUHKUUjom cryta
(t,1) xoju geayje na Xuabepmwosom upoctiopy H = L?((0,1),m). Taga je

|\t — || = |Xst)lloo =1 3a coe 0 < s <t <1

Ogasge caegu ga je cauxa ¢pynkuyuje </ : (0,1) — B(H) necewapadusna, wax u HAKOH
u30aUUBAIA HEKOT CKYTa Mepe HYAsa u3 gomena. Ha ocnoey [letiucose tWeopeme 3aKbY4wyjemo
ga amusuja 4 ne moorce dbutiu jaxo mepsusa. Jokarcumo ga 6axcu f(o 0 <, dm(t) = My,

*O0Bne je 2** = Jx(x) 3a cako x € X.
STIpuMeTHMO Ja je y TOPIbeM PadyHY yIOTped/beHa caMo pedIleKCHBHOCT IpocTopa X .
63a ocHoBHA cBOjCTBA OllepaTOpa MHOXKeHa ToryeaaT Hup. |5, [Ipuvep 12.2].
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e je My : L*((0,1),m) — L*((0,1),m) otepattiop mroorcera ca f(s) = s aa ceaxo s € (0,1).
Ipumerom Toneaujese weopeme umamo ga sa ceéaxo g € L*((0,1),m) saoicu

([, “mon >:/(0,1)<"‘2499dm = [, ] la)amisam
/01 /05 m(t)dm(s) = /(071)s|g<s>l2dm<s>=<Mfg,g>.

Ogasge caegu o € L,p((0,1),m, H) u [, ) % dm(t) = M. A

[Ipe HEro mTO HaBEJEMO jOIN jeJaH mpumep, mojcerumo ga je mpoctop £2([0,1]) jeanak
(mo medunnmuju) Xunbeprosom npocropy L*([0,1], P([0,1]), ), npu uemy je p Spojauka
vepa ma [0, 1], Baxcu [[2]3 = e [#OF 1 (,5) = Syeon (00 52 2,y € £(0,1)).
Bume o cymupamnuMa 110 HEpedpojUBOM CKYIly MHJIEKCA KaO U O CYMAOUAHUM damuiujama
sextopa norsienatu y [67]. Xunbepros npoctop £2([0,1]) je meramno omucan y |2, Ilpumep
4.40] u cacroju ce on dyukmuja = : [0,1] — C xox kojux Baxku z(t) # 0 3a HajBure
npedpojuso muoro Bpeanoctu t € [0, 1]. Hamomenumo ja oBaj mpocTop Huje cenapadusia je
BaxXY ||X1 — X¢stll2 = V2 3a cBako t,s € [0,1], t # 5. Takobe, y Be3: ca OBHUM IIPEMEPOM
norsenary u |15, [Ipumep 5.4.14].

VYKOJIMKO MPUMEHUMO pa3MaTpaHy 0OJIMK HHTErpalyje Ha paMuimje npojekropa Ha Xuabde-
prosom 1ipoctopy £2([0,1]) m0odujaMo 3aHUMIbUBE 3aK/byUKe.

ITpumep 4.15. Heka je < upojexyuja wa GoWupoctwop Hy gumensuje 1 xoju je padatetl
sexmopom e = X Y Xuadeptiosom upoctiopy H = (*([0,1]), ge je 0 < t < 1. 3a ceako
x € H umamo x(t) = 0 ocum 3a Gpedpojuso mnoto epegroctuiu t € [0,1]. Cwmota, axo jey € H
waga eadtcu (x,y) = 0 ocum 3a upedpojueo mroio epegroctiu t € [0,1]. Oso Gokasyje ga
je pamuauja (;)icq crabo m-exsusareniing wyara gamusuju. Kopuctiehiu (1.20) umamo ga
BAHCU, JEGHAKOCT DfE iz dm(t) = 0 sa cearo E € B ). A

[Mocoenmu npumep Jaje bamuanjy oneparopa (% ):cqo 3a Kojy BaxKu jenuaxoct ||o7| = 1
3a cBako t € Q kao u [, o du(t) = 0 3a ceaku Bopenos ckyn E C [0,1]. Hecenapabuimoct
Xundeprosor npocropa £2([0,1]) je duna kibyuHa y ropmem npumepy. Hamomenumo ja je
Jlema 4.22 ycko moBe3aHa ca OBUM IPUMEPOM.

Hopme Ha BEKTOPCKOM IIPOCTOPY L;)D(Q, w, B(X,Y))
Ha ocnoBy Tephema 4.9 1j. Ha ocuoBy (4.10) MOKEMO KOHCTPYUCATH IIPECIUKABATHE
(4.16) @i Ly, B(X,Y)) = BX, Y L'(Q, 1))

Koje damMmimju oneparopa </ u3 L;D(Q, u, B(X,Y)) nonemyje erement ®¥ y Banmaxosom
npocropy B(X,Y*; L1(Q, u)). Jluneapuo npeciukasambe P je unjekrusno. 3aucra, umajyhu
y sugy Jdedununuje 4.8 u 4.10 3ax/bydyjeMo /1a BasKi HUMILIAKAIH]

27| =0 = & =0¢€ L,,(p, B(X,Y)).

"HamoMeHIMO a8 0Ba IMILINKAIK]a He MOPa ONTH TAIHA YKOIMKO Ce MIeHTH(MUKAL]a BPIIH Ha CTAHIADIHN
HauMH (Tavyka MO Tadka), MmMTO ce Moxke Bugetn u3 Ilpmmepa 4.15. Omaoc m3melly yBemeHor HavmHa
nyeHTrUKANje U CTAHIAPIHOT je naT y Buay Jleme 4.22.
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Kopucrehu nnjektusnocT npeciankasama ® Mokemo pedunucarn nopmy || - ||,p Ha BeKTO-
pckom mpocropy Ly p (2, i, B(X,Y')) uspasom

(4.17) || ||pp = H<I”‘7/H = H81”1p / |(tx,y*)| du(t) 3a cBako o € L p(Q,u,B(X,Y)).

Hopwmy ||/ ||,p enementa &7 u3 L,p(2, 1, B(X,Y)) Mmoxkemo padynarn kopucrehn cynpemym
110 3aTBOpEHNM Kyrylama y banaxoBum mpoctopuma X u Y™ Tj. BaxK1 jeJITHAKOCT

(4.18) 17 [lpp = SHP{/Q [(hw,y") du(t) :z € X, [lof| <1, y" € Y7, vl < 1}-

Y HacTaBKy HaBOAUMO jeJaH jeHOCTaBAH IIPUMeD y KoM hemo uspadynaru || - ||,p HOpMy
damunmje oneparopa (f(t)A)icq n Ha KOju hemo ce mo3mBaTh y padyHHUMa KOJU CJEIe y
KaCHHjeM TEKCTY OBe JINCEpPTAII]e.

Ipumep 4.16. Hexa je f € L'(Q,u) u A € B(X,Y). @amuauja (f(t)A)cq je erements
apoctiopa Lp(Q, 1, B(X,Y)) C Lyp(Q, 1, B(X,Y)) u sasrce jegraroctiu

(4.19) /f YA du(t) /f )du(t)A 3sa ceaxo E € M.

Ouepatop [ f(t) du(t)Jy A uaputaga apoctiopy B(X,Y*). Oeaj otepattiop 3agosona6a
gedpunuyuony jeguaxocw (4.12) jep je (y*, JyAx) = Jy(Az)(y*) = y*(Az) = (Az,y*) sa
ceex € X,y € Y* u E e M Sawo 6a9+CUf %du():f f(t) du(t)Jy A 3a cearo E € M.
Pagu jegnoctiaenoctiu, wucahiemo [, du(t) = [, f(t) du(t)A, xao wimo je u nasegeno y
jegnaxoctmu (4.19).

Tuwole, savcu jegnanoca [[((8) Alicalls = | fllzg - A1 50
I Akealhn = sup (A7) | [ 1FO1dute) = Wl 14 A

lly™(l=1

Cireneha HammomeHa IOBe3yje Tope yBeIeHH IIPOCTOP L},D(Q, 1, B(X,Y)) ca Hopmupanum
npoctopom L (€, p, B(H)) koju je pasmarpan y Ilormassby 2 1 KOju ce I00Uja y CIIeIjaaHoM
ciay4dajy Kaja je X =Y = H, npu demy je H Heku cenapaduyiaH XUJIOEPTOB IIPOCTOP.

Hamomena 4.17. Hexa je X =Y = H, ige je H ceuapaduran Xunrdbeptios upoctiop H. Taga

Cpaku enement &7 € L) (€2, i1, B(X,Y)) renepuute npeciukasame v : MM — B(X, V™)
sagaro uspasoM v (E) = [, o, du(t) 3a ceako E € M. 35or Tora MOKeMO KOHCTPYHCATH
JINHEAPHO TIpec/inKaBame 1 u3 L;)D(Q, w, B(X,Y)) y npocrop ceux B(X,Y*)-Bpennocuux
dbynkmmja ma M mzpasom T() = v7.

L

Takobje, 3a cBak; ejgemenT &7 € ;D(Q, i, B(X,Y)) nedurummmo

(120) ot fn = sup | [ tauto)]
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Tepbemwe 4.18. 3a iope gepurucaro aureapro upecaurasarse T sastrcu
R(T) € M, (O, B(X,Y™)).

Taxohe, 3a cearxo o € L;D(Q, w, B(X,Y)) saorce jegnaroctiu

(4.21) [T =l w [IT()]ls = [ lpp-

p(ON,B(X,Y*)) 3a cBaku emement &7 y
LYQ, 1, B(X,Y)), jennaxoctu (4.21) ciene na ocuoBy jedununuja ogrosapajyhnx nopmu u
Ha OCHOBY nedunumnumje exementa v. 3aucta, 3a F € M, F = |_|+oo E,, E, € 9 nmamo

(5 v (E)z) = /gftxy du(t) io/ (Fx,y") du(t) Z<?J v (En)z)

3a cBako * € X u cBako y* € Y*. /Ipyra jeJ;IJHAKOCT y IIOCJIEJIEbeM PadyHy CJIEIU U3 TOra IITO
je ckanapna dyukuuja Q 3 t — (Fw,y*) € C enement npocropa L'($, ). Nmamo ja Bazku
[ du(t) =0 € B(X,Y*) kan rog je E € M u p(E) = 0. Onasze 3aksmyayjemo aa je v
esemenT ripocropa MK (I, B(X,Y*)). ]

Jlokas. Tlorpebuo je camo mokazaru v € MH

cas (

Tephemwa 4.7 u 4.18 najy ciesehn pe3ysrar o yraraby.

Tspheme 4.19. Hopmupan apoctiop Ly, (2, 11, B(X,Y)) ce usometipuuru ywiata y Banazos
apoctmop M (I, B(X,Y™)) apecaurasarem T.

cas(

T'ope nedunncano npeciukasame 1" je m3omerpuja y oxmocy na napose HopMi (||-||,p, ||| )
i (|| - |, || - ||). Ha ocroBy Tephema 4.5, nHopme || - || u || - || cy ekBuBasenTHe Ha BanaxoBoM
npocTopy M .s(M, B(X, Y ™)), onakie oaqmax nodujamo cienehe repherse.

Teopema 4.20. Hzpas || - ||lom gaw y (4.20) gepunuwe Hopmy ma 6eKTOPCKOM TPOCTOPY
Lyp(Q, 1, B(X,Y)). Hopma || - |l;m je exsusarentina ca nopmom || - |l,p gedurucarom y
(4.17). Hpeyusnuge, 3a céaxo o € L)H(Q, 1, B(X,Y)) eaoice nejegnaroctiu

1
(122) Set o < sup | [ ctauto)] < 1t
7T Eem ||JE

TBphema Koja 3axTeBajy cenmapadusiHocT npoctopa X man Y

Y HapeJHOj JIeMH cenapadu/IHOCT ITpocTopa banaxoBux mpoctopa X mam Y joJsia3um 10
n3paxkaja. 1peda HAIOMEHYTHU Jja HEKa OJ OBUX TBphema Baxke U 0€3 IPETIIOCTaBKU O
KOMILIIETHOCTH TIpocTopa X win Y.

Jlema 4.21. Hexa je gawia gamuruja otepattiopa (;)icq u3 B(X,Y) koja je caabo meprusa
u nexa je Y ceuapadunar Gpocuiop.

(a) Hexa je x € X apoussoman eexwmop. Cranrapna dpynruuja f, : Q@ — R gagdunucana
uspazom f.(t) = || z| 3a ceaxot € Q je M-meprusa.

(8) Hexa je gogamno u X cetapadburar tpoctop. Ckasapra dymnxuyuja f: Q@ — R
geunucana uspazom f(t) = ||| 3a cearo t € ) je M-meprusa.
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(B) Hexa je C upebpojue uogerkyn y X u mexa je ckya E € M wakas ga saocu pu(E) > 0
u 3a céaxo t € E tocmoju sextiop x € C' 3a xoju je <yx # 0. Taga woctwioju x € C' u
M > Ey C E waxo ga je u(Ey) >0 u x € Y \ {0} 3a cearo t € Ej.

(r) Hexa je x € X u mexa je D upedbpojus u Tycili ckyl Yy 3aWE0PEHO] JEJUHUYHO] NOTTU
apoctopa Y * y caadoy wotorotuju Ha Y. Ipetitioctiasumo ga ckya E € M tocegyje
caegehe ceojctiso: p(E) > 0 u 3a ceaxo t € E waga wocwoju y* € D wakas ga je
(yz,y*) # 0. Taga, toctoju eextiop y* € D u ckyu M > Ey C E wako ga asxrcu
w(Ep) >0 u (Fx,y*) # 0 3a ceaxo t € Ej.

Jlokas. leo (a) cienu qupextro u3s [lerucose Teopeme o MepsbuBOCTH. 3a J1e0 (8) u3adepumo
pedpojuB u TycT cKyl B y jeaumumanoj jgonru npocropa X u Heka je f(t) = sup,cp f2(t) 3a
t € Q. o ce Tuue nena (B), Heka je B, = {t € E : ox # 0} 3a cBako x € C. Ha ocHoBy
nena (a) umamo jga Baxku E, € M 3a ceako v € X. Hexa je £ = |J,. E.. Bap jeman oz
ckynoBa E, uma cTporo nmosuruHy mepy jep ou y nporuBHoMm umaiu p(FE) = 0 Ha ocHOBY
cybaauTusHOCTH Mepe u npedpojusoctu ckyna C. [la mokaxkemo neo (r) osor TBphema,
nebunumumo E = {t € E : (x,y*) # 0} 3a cBako y* € D. OBu noAckynosu ckyua E
cy enemenTu o-anrebpe 9 Ha OCHOBY ciabe MepspuBOCTH damuinje ()ieq Tj. Ha OCHOBY
M-mepsbuBoctu byurimje Q 3t — (Fx,y*) € C. Jokas ce 3aBpinaBa KaJa IPUMETHMO Ja,

BaXKu jeJIHAKOCT F = Uy* ep Ey+, mTo je noBosbHO, jep je D mpedpojus CKyIL. [

VY mapemnoMm TBphemy cermapaduHocT npoctopa X u Y urpa kJbyuny ysory. Bumehemo
Jla Cy y TOM CJIydajy JiBe c1ado MepsbuBe damusmje oneparopa ()ieo 1 (B )ieq 13 B(X,Y)
jelHaKe 3a I-CKOPO CBakKo t € {) ako m caMo ako cy Te phamminje cradbo [-eKBUBAJIEHTHE Y
cvucay ledpununmje 4.8.

Jlema 4.22. Hexa cy upoctopu X u'Y cetapadbusnu u Heka cy gatie damunuje ouepainopa
(A )ieq U (PBi)icq us B(X,Y). Taga umamo <4 = B 3a p-crxopo ceaxo t €  axo u camo
axo cy (H)icq U (By)ieq crabo p-exsusarentune Bamuruje 0UEPATLOPG.

oxas. Heka je € = of — %. Onadepumo upedpojus ryct nojackyn C'y X kao u mpedpojun
T'YCT MOJCKyN [) y 3aTBOPEHO] jeJIMHUYHO] JIONTH Y * y oaHOCy Ha cjaady” Tomosorujy Ha Y™
(Bunmern Hanomeny 2.19). Tana cy dbynkuuje @fy* : Q — C us (4.7) 3ampaBo HyJIa BEKTOPU
y upocropy L'(€2, 11) 3a csako x € C u csaxo y* € D. 3aro, (Gx,y*) = 7 .(t) = 0 3a cBaxo
t y KoMILTeMeHTy Hekor ckyma N, - € 9 koju je p-mepe myna. Taga, nmamo na je u(N) = 0,
rae je N mpedpojuBa yHUja UxEC,y*ED N, . 3a duxcupano t € Q\ N u z € C Bunumo 1a
je BekTOp G;x € Y amuxuympan ca D ma je 30or Tora 6;x = 0 € Y. Kaxo je €, Henpekunmgan
omeparop Koju je jennak nyau Ha C ciequ ma je 6, = 0 € B(X,Y) 3a crako t € Q\ N.
Osume cMoO J1oKa3a/u jeIHAKOCT <% = B, 3a cBako t € )\ N. l

Cnenehe TBpheme ce daBu MOTIPOCTOPUMA HOPMUPAHOT TTPOCTOPA LZIJ (2, u, B(X,Y)).
Jlema 4.23. Hexa je of € L;D(Q,,u, B(X,Y)) u nexa cy M uw N womapocwopu y X wyj. Y.
(a) Hexa cy X u 'Y ceuapabusnu. Bextopcku Gpoctuop L;D(Q,u,ﬁ(X, Y); M) xoju ce
cactmofu og enemenatia ()i y Lyp(Q, p, B(X,Y)) warsuz ga je M C Ker o, 3a
[-cKopo ceako t € ) je 3aWB0peH yj HOPMUPAHOM TPOCTLOPY L;,D(Q,,u, B(X,Y)).
(8) Hopma na sexiliopckom Gpocmopy L;D(Q, w1, B(X,N)), y3 ouutnegrny ugenupurayugy
ca apocmopom Ly (2, 1, B(X,Y); N) xoju ce cactmoju og céuzx </ y Lyp(Q, pu, B(X,Y))

3a koje saotcu R(<) C N 3a p-ckopo ceaxo t € §) jegnaka je nopmu nacaehenoj og
apoctwopa L), 1, B(X,Y)).
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Jloxas. Heka je C C M 1pedpojus u TycT CKyII’ y BeKTOPCKOM IIOTIpocTopy M u Heka je
(kao y Jlemu 4.21) D npedpojus u rycT MOACKYI Y 3aTBOPEHO] JeIMHUIHO] JIOIITU TIPOCTOPA
Y* y onmocy na ciiadby* romosiorujy uHa Y .

(a)

(5)

Hexa je & = ()ieq v Lyp( 1, B(X,Y)) n mexa Ker.o, me canpxu M 3a cBako
t € Qp, upu uemy je gy € M u (o) > 0. JacHo je ma 3a cBako t € y nocroju x € C
takaB Ja je x € Y \ {0}. Baro, Ha ocHOoBy jena (B) Jleme 4.21 mocroju « € C Takas
na je o € Y\ {0} 3a cBako t € Q) C Qq 3a xoje je Q; € M u pu(Qq) > 0. [Ipumernmo
na je rana ¢ € X \ {0}. 3a cBako t € Q; nocroju dyukmonan y* € D takap ma je
(x,y*) # 0. Crora, Ha ocHoBy Jeina (r) Jleme 4.21 mocroju enement y* € D takas
na je (x,y*) # 0 3a cBako t € y C O, tae je Qy € M u p(2y) > 0. Cana, 3a cse
dbavmnje B = (%;)icq oneparopa u3 norupocropa Ly (€, p, B(X,Y); M), umajyhu y
Buy nnkiysujy C' C M, 3akibydyjeMo ja Baxku

(- 35) o

1
= T [ e,y du(t) = 6 >0.
lzllly*l Ja,

| — Bll,p > /

Qo

Omasne cnemn dist(o/, L)p(Q, 1, B(X,Y); M)) > 6 > 0. Osume cmo joKazaid [a
[I0CTOjH OTBOpeHa KyIVIa IOJIYIPEHUKA 3 OKO HPOU3BOJBHO OUPAHOL ejleMeHTa & U3
kommiementa ox L)y (€, p, B(X,Y); M) xoja me cewe L,y (Q, pu, B(X,Y); M). Onasze
caean Jia je L})D(Q,u, B(X,Y); M) 3aTBOpeH MOTIPOCTOD ¥ L;D(Q, w, B(X,Y)).

Osnaunmo ca || - ||,p,v HOpMy Ha BexTOpckoM mpoctopy Lyn(Q, p, B(X,N)). Tama
sa o/ € Lyp(Q, 1, B(X,N)) u mpoussossro n* € N*, [[n*||y+ = 1 umamo ma mocroju
y* € Y* makBo ma Baxu ||y*|ly~ = 1 u y*(n) = n*(n) 3a ceako n € N. Opjasie u u3
unkysuje R(</) C N koja Baxu 3a ji-ckopo cBako t € Q cinequ [, | (x,n*) | du(t) =
Jo 1z, y*) | du(t) < [|</|,p, na ysumarmem cynpemyma 1o cBUM BekTopuMma & € X,
|z|| = 1 un* € N*, ||n*||y+ = 1 nobujamo nejennakoct || ||,pn < ||| ,p. Heka je
ca apyre crpane x € X, ||z]| < 1, y* € Y*, ||[y*||y~ < 1 u mocmarpajMo pecTpuknujy
y*|n dysrnmonana y* wa nmornpocrop N C Y. Tana je Hopma oBe pectpukimje y*|y
Mama win jenHaka o 1. Mukmysuja R(4) C N Baxwu 3a p-CKopo cBako t € )
omakie jgodujamo [, [ (x,y*) |du(t) = [o| (A, y*|n) [ du(t) < || |,p,n. Y3umamem
cynpemyma mo cuM Bektopuma x € X, ||z|| < 1, y* € Y, ||ly*|ly» < 1 modujamo
| ||pp < ||97||pp.n (mpEMeTEMO 1A OBme KopucTumo dopmyity (4.18)). O

[Tpumernmo na y ey (a) ropeme TeopeMe HHCMO KOPUCTHIIN 3aTBOPEHOCT MOTIIPOCTOPA,
M y Banaxoom npoctopy X . Takobe, y memy (8) oBe Teopeme cMO JOKa3asIM J1a je yBeJIeHNU
HOTIPOCTOP L}JD(Q,M,B(X, Y); N) uzomerpuuku uzomopdaH ca HOPMHUPAHUM IIPOCTOPOM
L;)D(Q, i, B(X, N)). 3arsopenoct nornpocropa N y Y Huje kopuinhena.

Teopema 0 KOMIAKTHOCTHU omeparopa [, < du(t) € B(X,Y™)

Hexa je &/ € L., (€, 1, B(X,Y')) npousBosban eeMenT, mpu demy cy X u Y cenapabuiau
upocropu. Tasa je ckamapra dbyskimja €2 >t — ||| € R 9MM-mepibuBa na ocHoBy nena (8)

8TIoAcKyTl CenapadbuiIHOr CKYIIa Y CBAKOM METPIYKOM IIPOCTOPY j€ cernapabuiaH CKyIL.
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Jleme 4.21. Kopucrehu (4.13) mobujamo Hejennakoct

(4.23) H/Eszf;d,u(t)H </}3||M||du(t) 3a ceaxo E € O,

VYBemaumo caenehy nedunuiujy kKoja npomupyje ledununmjy 2.13.

Hedbununmja 4.24. Pamuruja otepatiopa (,)eq us L, (Q, u, B(X,Y)) sagosonasa ycros
AC,, axo 3a csako € > 0 woctwoju § > 0 WaKso ga 6axHCU UMTLAUKAUUIQ

EeMm plE)<é =

[Emdﬂ(t)H <e.

Ykomuko je p(2) < +oo tama je AC, ycioB m3 ropme JedHHHINje eKBHBAICHTAH Ca
TuM Ja je mpeciukasame [E] — [ .o du(t) u3 xommiersor merpirdkor mpocropa ([IN],d,)
y Bamaxos npocrop B(X, Y ™) menpexkngno. Hamomernnmo ja caka Boxuep mHTErpadmiiHa
bavmmja (4 )icq 13 Lyp(Q, 1, B(X,Y)) samosomasa ycios AC,,.

Kao mro cmo Beh pekym y paHujeM TeKCTy, HapeJHA TeopeMa TeHepan3yje 3HAYajHY
reopemy u3 |51, Teopema 2.3, (a)] u 6azupana je Ha YMHEHUIM Jia j€ CBAKH OIPDAHUYEH HU3 Y
pedIIeKCUBHOM IIPOCTOPY TaKaB JIa Ce U3 Hhera MOXKEe U3IBOJUTH CJIad0 KOHBEPIeHTaH IIOIHN3.

Teopema 4.25. Heka je X pedaexcusan aY ceuapadbunran u nexa o/ € L;,D(Q,,u, B(X,Y))
sagosonasa AC, ycaos. Taxobe, nexa je o € Coo(X,Y) 3a p-crxopo ceaxo t € Q. Taga je
ouepatiop [, o, du(t) xomuaratman 3a ceaxo F € M 3a Koje je pu(F) < +oo.

Jlokas. Heka je F € M ca ceojerBom pu(F) < +o0o. IlpermocraBumo na 3a HHU3 BEKTOpA
(Zn)nen Bazku “lim, ,x, = 0 € X. Kako je X pediiekcuBat, JI0OBOJbHO je J0Ka3aTu
lim || [, % du(t)z,|| = 0. Heka je M := sup{||z,|| : n € N} < +oo. 3a maro ¢ > 0
n—oo

omabepumo § > 0 u3 mpernocraBke Teopeme. Cranapra dyHKnuja 2 3 t — ||Fz,| € R je

M-mepsbuBa 3a ceako n € N Ha ocHoy Jena (a) Jleme 4.21. Kako je o € Co(X,Y) umamo

Jla Baxku jenHakoct lim ||<4x,| = 0 3a p-ckopo csako t € €. Ha ocroBy Teopeme Jeroposa
n—o0

Mokemo Hahm ckyn E € 901 takaB 1a je

ECF, u(FE)<d6u lim sup |“z,| =0.

N0 teF\E

Kopucrehu (1.21), 3a cBako n € N umamo

/Fsz%t du(t)x,

A du(t) + / A dp(t),
F\E E

< [ et + | [ mduwH el
F\E E

< W(F) sup || Fznll +e- M.
teF\E

3aro, nmamo J1a je lim sup < e- M 3a cBako € > 0. Tspheme cien. 0

n—0o0

/F Ay dp(t)zy
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Hopmupar Gpoctiop L;,D(Q, u, B(X,Y))

HekomisterHocT mmpocropa L}g p(Q, 0, B(X,Y))

Y 0B0j cekiuju mokazahemo ja cy HOPMHPAHH IIPOCTOPHU L;D(Q, w1, B(X,Y)) tunuano
HEKOMILIIETHH.

Hopmupanu npoctopu X u Y (Haj MCTUM 1OJbEM CKaJIapa) ¢y udomopdru (nsomopdusam
HOPMUPAHUX MPOCTOPA) YKOJIMKO MocToju JinHeapHa oujeknuja A : X — Y rtaksa ja BaxKu
A e B(X,Y)u A7 € B(Y,X). V napeasom pasmarpaiby ce ITI0J MOjMOM H30MOpdusma
HOPMUPAHUX IIPOCTOPA IOJpa3yMeBa OBAKO YBeJIeHa JIe(DUHUIIN]A.

IlocmaTpajmo cajza crerujasian ciaydaj y kome je dim X = 1 u oadbepumMo HEKH BEKTOP
a € X \{0}. Kako je ckyn {a} 6aza 'y X creau na je npecimkaBamwe B(X,Y) > A Aa €Y
jemna dujexnmja mamely mpocropa B(X,Y) u Y 1j. y nuramy je uzomopduzam msmely
oBa jBa mpoctopa. OBa ummeHuIa Ham oMoryhasa uiaeHTHUdUKAIU]Y haMuInje orneparopa
(A )ieq 3 B(X,Y) ca dammmjom BekTopa (Y )icq U3 Y, pu yemy je y; = 4a € Y 3a cBako
t € Q). OBako yBeJieHy MJIEHTHMDUKAIN]Y KOPUCTUMO Y HAPEIHO] JIEMU.

JIema 4.26. Hexa je dim X =1 ua € X \{0}. Taga je pamunuja (24 )ieq u3 B(X,Y) caabo
MEPAUBA (0GHOCHO [L-UHTTETPAOUANA) aKO U camMo axo je damuruja cextiopa (a)icq us Y
caabo mepauea (ogrocno Jangopg unierpabuina). Y cayuajy untierpadbusnoctiu olepaiiopy
[ @, du(t) ogiosapa DfE yadu(t).  Taxole, nopmupanu apoctiopu Ljn (€, p, B(X,Y)) u
LL(Q,u,Y) cy usomopdru.

ITornpocropn X; u X, HOpMmpanor mpoctopa X cy kKomUsemenilapHy y X akxo cy
3aTBOpeHn y X U ako Baxku pasjarambe X = X; & Xy. IlpermocraBumo ma cy y jgabem
TekcTy nornpoctopu X; u X, Komiuiementapau y banaxoBom mpoctopy X W HeKa cy, 3a
i € {1,2}, P : X — X, omrosapajyhe nenpekujne npojekuuje’. YoduuajHo, mucahemo,
Pix=xy nu Phx = x5 3a x € X. Taga, 3a npousBos/bad BeKTOp = € X BaxKu

[zl = Ny + 2of| < flza]| + 22l = [[Prz]] + [[Poz]| < O],

upu demy cmo ozHadmu C := || Py|| + || P2|| < +oo. Homarno, Banaxos mpocrop B(X,Y) je
nzomopdan ca aupektHuM 3oupom B(X,Y) @ B(X,,Y) u taj usomopduszam ce ocrBapyje
npecimkasambeM B(X,Y) 5 A — (AL, AL) € B(X,Y)® B(X,,Y), tmecy I : X; — X
KaHOHCKe uHKJIy3uje, i € {1,2}. Hamomenumo ga ypehenom mapy (A', A?) € B(X,,Y) @
B(X,,Y) oarosapa oneparop A'P; + A*P, € B(X,Y).

N3Benena juckycuja ce mpomupyje Ha damMuiimje orneparopa, Tj. CBakKoj] haMUIuju
o = (A)eq m3 B(X,Y) npunpyxkyjemo pavmumnje o' = (Al))icq u F* = (A1) eq-
Onasne u u3 Tephema 4.12 cienu ja ciada MepJbUBOCT (OIHOCHO BEKTOP 10 BekTOp Jlandop
unTerpaduanoct) damMuinje & UMILIUIUPA UCTO CBOjCTBO 3a dhamumuje o' u o2,

Obpuyto, ako cy damunmje oneparopa &' = (' )cq u3 B(X1,Y) n &? = (F?)cq
u3 B(X,,Y) cinabo mepsbuBe (opHOCHO BekTOp 10 BekTOp [landops unrerpadusne) tasa
nonosHOM yrorpebom Tephema 4.12 nodujamo ma dbamumuja (' Py + 2 Ps)ieq u3 B(X,Y)
IoceJlyje UCTO CBOjCTBO. ¥ TOCTaB/HEHOj CUTYAIIMjU JIOJA3UMO JI0 ciejieher TBphema.

Tsphemwe 4.27. IIpociiop L}DD(Q,,M, B(X,Y)) je uzomoppan, xao Hopmupar Gpocwop, ca

L;glJD(Q’ Hy B(Xb Y)) b L;D(Q7 122 3(X27 Y))

Tpojexuuje P, u P, cy HeIpeKuIHe U TO CJeiu mpuMeHoM Teopeme o 3aTBOpeHOM rpaduKy. 3a JeTabe
norsienaru Hup. (67, Teopema 4.3.3]
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/loxasz. [la ducmo nokazanu TBpheme, KoHCTpyucaheMo mpecinkaBame Koje Jiesryje u3mehy
npocropa L) (Q, 1, B(X1,Y)) @& Ly (Q, 1, B(X2,Y)) n Lyp(Q, 1, B(X,Y)) u mokazahemo
Jla je TaKO KOHCTPYHCAHO IPEC/IMKaBambe JIMHEAPHO, OMjeKTUBHO, HEIIPEKUIHO U Ja ITOCEeIyje
HEIIPEKNTHO MHBEP3HO IpecimKaBambe. Hajupe, 1eduHUIITIMO TpECInKaBaAHE

S+ LS, 1 B(X1,Y)) & Lin(9 1, B(Xs, Y)) = Ly(, 1, B(X, V)
citenehom dpopmysiom:
S ((ﬂftl)teﬂ, (%Q)teﬂ) = (&' P, + 9 Py)seq,
Taxobe, 3a j € {1,2}, neuHATIIMO U TIPOJEKIIMOHO IPECTMKABAE
P; - L1 p(QuB(X,Y)) — L},D(Q,M,B(Xj,Y))
uspasoM P;()ica = (Hlj)icq. Ilpeciukasamwa S, Py u Py cy suneapra. [lokazahemo
Hajpe 1a je S dujekimja. 3aTo, JeUHHUIITNMO JTUHEAPHO ITPECTNKABAE
T Lp(@ i BOX,Y)) = Ly (@0, B(X,, V) & LLp(Q, 1, B(X,, V)
uspasom T (/) = (Pi(), Pa(7)) 3a cBako &/ € L)5(Q, 1, B(X,Y)). Ipecimxasame T je
MHBEP3HO IIpecanKaBame 3a S. 3ancra, TO CJIeIu IUPEKTHOM mpoBepom. Mmamo
(ToS) (', %) =T(S(", %) = T((' P + 42 Py)ieq)
= (Pu(,' Py + A7 Py)scq, Po(, PL + A P2)icq)
= (' P11 + AP Polh)ieq, (4, Pl + & Pols)cq)
= (o, 7,
jep je P»I, nyna oneparop na X1 u P;I; uyma omeparop Ha X,. Ciauvgan padyH maje
(SoT) () =S(T()) = S(Pi(H), Po()))
= S((#1h)teq, (Fil2)icq)
= (AL Py + 5Py )icq
= (L P+ LP))ico = (A x)ieq = o .
Hame, na ocmoBy nebunuiuje uopme || - ||,p umamo ma cy mpecimkasama P u Po

HENPEKUIHA, OJIAKJIE 3aK/bydyjeMo J1 je 7 HempeKuHO IPEeC/IUKaBambe. 3anucTa, HA OCHOBY
HenmpernHoCTH 3a Py 1 Py mMamo Jia 3a caxo & w3 L5 (2, pu, B(X,Y)) Baku

1T (A )lpp = [[(P1(), Po())|
= P lpp + P2() |0
< APull - 17 [lpp + P2l - 17 lpp = (P 4 P2l - 17 1p-
Ocraje 1a T0KazKeMO J1a je mpecankaBaimbe S HenmpeKuHo. OukcupajmMo je JMHIIHE BEKTOPE
x € Xuny* €Y* Hekajex, = Pz, 19 = Pox u C := ||P| + ||P2|| < +o00. HNmamo
Tr = x1 + 2 a U3 pa3Marpama Koje je U3BpIIeHO Ipe (opMmyJialiije oBe TeopeMe CJeIN Ja
BaXKU U HEjeTHAKOCT ||z1]| + [|z2] < C. Cama mvmamo

A|<5(W1aﬂ2)x,y*>|du(t):/ [{(4' P + 2P,

/wlxly du(t) /M%Q, ) du(t)

< 1 op - ]l + 119 [lpp - |2l
< C(l o + 1 l5p)-
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Y3umajyhn cynmpemym mo Bekropuma x € X, ||z]| =1 u y* € Y*, ||[y*|| = 1 godujanmo
IS(=", ) llpp < C(I# lop + 19 [l50).

OsBumMe je TBpherbe T0Ka3aHO. O

Kopucrehn nuenrudburamnujy mpocropa Lyp(Q, p, B(X1,Y)) © Lyp(Q, p, B(X2,Y)) ca
npocropom L5 (Q, p, B(X,Y)) Bumumo ma je mormpocrop cux & € Ljn(Q,pu, B(X,Y))
3a Koje je & = 0 Ha X5 3a p-ckopo cako t € () mzomopdaH, Ka0 HOPMUPAH IIPOCTOP, €A
npocropom Ly (Q, i, B(X1,Y)).

ITocnenuua 4.28. Hopmupan Gpoctiop L; (1, B(X,Y)) cagporcu 3atmsoper GoWwWUPOCLOP
usomopgar ca nopmuparum apoctmopom L (Q, p, Y).

Jlokas. Onadepumo a € X \ {0} u meka je X; mormpocrop qumensuje 1 y X Koju je renepucan
BeKTOpOM ¢ € X u Heka je Xy KOMILUIEMeHTapHU HOTHpocTop mpocropa X; y X (oBakas
nornpocrop X; nocroju Ha ocuoy |67, Jlema 4.1.9]). Ha ocHOBy rope ussejsiene Jquckycuje
uMaMo 1 L}DD(Q, i, B(X,Y)) caap:ku 3aTBOpEH MOTIPOCTOP M30MOPMdAaH ca IIPOCTOPOM
Ly (9, 1, B(X,,Y)), xoju je ma ocrosy Jleme 4.26 msomopdan ca Lp(Q, 1, Y). O

Kaxko je mopmmpan npoctop Lh(Q,u,Y) jeanak mpocropy LL(Q,u,Y) ykomuko je Y
pedekcuBan, moxkemo kopuctut Teopemy 1.29 na duemo podumm ciaemehu pesynrar.

Tephemwe 4.29. Hexa je X # {0} Banaxos upoctiop, Y pepaexcusar nopmupar Gpocmop u
dimY = 4+o00. Taga nHopmupan apoctwop L;)D([O, 1], By, m, B(X,Y)) nuje Banaxos.

Hamomenumo ja ce crenujajHu cjaydaj ropmer TBphema y KOHTEKCTY Celnapadu/IHUX
XwmrbeproBux mpocropa jasmba y [52, Teopema 1.4], mro je y oBoj mucepraruju hbopMyIrcaHo
n nokazaHo y llorsraBmy 2 y okBupy Teopeme 2.9. Tpeda mHamoMeHyTH Ja je TOpe H3BeJleHA
KOHCTPYKIIja MOTUBUCAHA IIOMEHYTHM PE3YJITATOM O HEKOMILIETHOCTH HOPMUPAHOT IIPOCTOPA,
LE(Q, 1, B(H)), npu weMy ce 0Baj pe3ysITaT y KOHTEKCTY XMJIOEPTOBHX MPOCTOPA JOKa3yje
JIUPEKTHO, Kao IITo je mpe3enToBano y Jlemu 2.8 u Teopemu 2.9.

3a Kpaj oBe ceKkIlje JlajeMo W jeJlaH MO3UTUBaH pe3yiarar. Hawmme, HOpMHUpaH TPOCTOP
L}DD(Q, 1, B(X,Y)) je BanaxoB y HEeKUM CHIEIMjaJTHIM CJIyYajeBUMA.

Teopema 4.30. Hexa je Y pedaercusan, MM = P(Q) u p({t}) € (0,400) 3a cearo t € Q.
Taga je apoctmop Lyp(Q, 1, B(X,Y)) ca nopmonm | - |lpp gedunucanom y (4.17) Banazos.

Jokas. Heka je (o™ )pen Hu3 y L5 (2, 1, B(X,Y')) Taxas jga je

“+o00

> L™, < +oc.

n=1
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Bacako s € Qux € X, ||z|| =1 u y* € Y* 3a xoje je ||y*|| = 1 mmamo
ZHMHPD > e |ttt aute
n=1 IITI=

“+oo

PIRCATNTIIR

n=1

> u({s) Y [, 5] > u({s})

3ato, npeciukaBame Ay : X x Y* — C gedpunncano u3pasom

—+00

Bz, y*) = u({s}) D> _ (o 'z, y") sacse (v,y") € X x V"

n=1

npunaia Banaxosom npocropy B(X, Y*; C). Kopucrehn pedirekcuBroct pocropa Y nmamo

na je B(X,Y*; C) uzomerpuuku uzomopdan ca B(X,Y**) 1j. ca npocropom B(X,Y) onakie

3aKJbydyjeMo ja mocroju oneparop <, € B(X,Y) rakaB ma Baxku jenHakocr (x,y*) =

PBs(x,y*) 3a cBe ypehene napose (z,y*) € X x Y*. Kaxko je u({t}) € (0,+00) 3a cBako

t € Q moxemo gedunucarn paMuInjy oneparopa ¢ = < ) ,!th) u3 B(X,Y). Oyuknuja
teQ

Q5t— u{t}) € (0,+0) je M-mepspusa (jep je M = P(Q)) na je 3ato dbamMusmja onepaTopa
(6)icq cnabo mepsbuBa. Caja, 3a ceako N € N mmamo

N N
CK—Z,Q%" = sup/ %—Z,Q{t” x,y* )| du(t)
n=1 pD lz||=1 J n=1
lly*ll=1
+oo
— s[> ()| due)
lzll=1 JQ k=N+1
||y*|\—1
—+o00
s [zl dutt) = 3 "],
n= N+1 [lz]|=1 n=N+1

lyl=1

Opare cienu ja je haMuinja 6 eIeMeHT IIPOCTOpPa L:})D(Q, i1, B(X,Y)) kao u To Ja pex
T /™ xomBeprupa y Lyp(Q, 1, B(X,Y)) xa €. Opume cmo JIOKa3aai [a je TPOCTOP
Lyp(Q, 1, B(X,Y)) Banaxos. O

ITocnenuria 4.31. Hexa je Y pegaercusan u nexa je 2 = N. Axo je (pr)ren HU3 GO3UTUSHUT
peasnux bpojesa u yroauxo je mepa p: N — [0, +o00| gatua uspaszom

A) = Zpk 3a ceaxo A C N,
keA

waga je apoctiop L,,(N, 1, B(X,Y)) ca nopmom || - ||,p gepurucarom y (4.17) Banazxos.
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4.3 Omepatopu Ha L, (Q, 11, B(X,Y))

VY 0B0j CeKIUju IpoyIaBaMo CBOjCTBa (IIPOIEHA HOPMe U KOMIIAKTHOCT) HEKUX OlepaTopa
KOJH Ce IPUPOJTHO jaBJbajy MPHU PAJLy ca HOPMUPAHUM IIPOCTOPOM L;)D(Q, w, B(X,Y)). Hajupe,
y HapEeJHO] TEOPEMH IOCMATPAaMO OIIePaTOpP KOjU IPECIUKABA IIPOCTOD L;D(Q, w,B(X,Y))y
LY(Q, 1). Kopuctumo noranujy usz Jdedunurnuje 4.8.

Teopema 4.32. Hexa cy gatiu sextiopu x € X u y* € Y* u nexa je tupecaurasaroe
FI,?J* : L;?D(Qv K, B(X7 Y)) - Ll(Qu M)
geurucaro uspasom F, - (of) = 90%* 3a ceakxo o € L;D(Q, w, B(X,Y)).

Ay ll-

(a) Ipecaurasarse Fy « je ompanuver AuHeapar ouepainop u 6aotcu || Fy -

(8) Axo je x € X \ {0}, y* € Y*\ {0} w dim L' (Q, u) = 400 waga ouepawmiop F, , nuje
KOMUAKTUAH.

Joxas. TlogceTnmo ce, IpecIuKaBambe goﬁ{y* € LY(Q,u) je medunucano y (4.7) muzpazom
@7 - (t) = (Hx,y") 3a cBako t € €.

(a) Bummneapuocr mpecimkasama (z,y*) — F,,« HaM 103BOJbaBa [ IPETIOCTABAMO Ja
Baxku |z|| = 1 u ||y*| = 1. Hejeamaxocr | F, - (4.17)
nopme | - ||,p jep 3a csako & y Lyp(Q, p, B(X,Y)) Baxn

[E2 e () L1 ) = )Z/QH%%@/*) | du(t) < || |pp-

Ja jokazkeMo OOpHYTY HejeHakocT, dpukcupajmo egement f € L1(Q, p) 3a koju Baxkn
Jolf@)|du(t) = 1 un omabepumo z* € X* rako ga je |[z*|| = 1 u (z,2*) = 1. 3a
dukcupan BekTop Yy € Y medwunumemo jguneapuun omeparop AY 1 X — Y wmzspasom
AY(a) = (a,z*)y 3a cBako a € X. Tana Baxe jegHakocTn

A%} = sup [[A¥(a)|| = sup |{a,2") |- [lyll = ll=*|[ - lyll = llyll-

lal=1 all=1
Heka je &7 = f(t)AY 3a cBako t € Q). [Tobujamo na je
P (el = [ 1) au®) = [ £ | (A) du(e)
= 1RO ) ) 1) = )| [ 1701 dite) = (997}
Kopucrehu Ilpumep 4.16 mmamo ma BaxKu u H(ﬂfty)teﬂHpD = HfHLl(Q,u) AY]] = lyl]-

Baro, 3a y € Y, ||y|| = 1 caemu ||F, || = |(y,y*)|. Hokas osor gema tBphema ce
3aBpIIaBa PEJIaCKOM Ha CyNpeMyM 10 CBUM BeKTopuMa y € Y 3a koje je ||y|| = 1.

(6) Kopucrehu oneparop AY u3 npBor jena Jokasa J001jaMo

Foy (F(O)A)iea) (1) = (F() A (), y") = f(#) (z,27) (y,4") -

sacakot € Q, f € L'(Q,u), z* € X* nuy €Y. OnapJie ciie[iu J1a BasKH jeJJHAKOCT
Foy- (f(0)AY)teq) = (z,2%) - (y, y") f
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Heka je cana f € L'(Q, p), ||f]l1 < 1 npomssosuo, ||y|| < 1 u ogabepumo z* € X*
tako ga je (x,z*) = ||z|| (mrro je moryhe jep je x # 0). Tama ce ropma jemHakocT
coomn 1. Fiyr (()AV)sen) = 2] (55°) . Brao ga je [|(F(£)A)callpp < 1 1. npn
npec/iuKaBamwy F) ,« CIIHKa 3aTBOPEHE jeJJMHUYHE JIOITE IIPOCTOPa L;)D(Q, 1w, B(X,Y))
canpxu'’ orsopeny sonty y L'(Q, ) monynpeunuxa |z| - ||y*|| u cagpxana je y
saTBopenoj sontu u3 L'(Q, u) momynpeunnka || F, - “Nly*|l. Onamme caemn
J1a je 3aTBOpeme CIMKE 3aTBOPEHE jeUHUIHE JIONTE IIPOCTOPA L})D(Q, i, B(X,Y)) npn
npeciauKkasamwy F, .+ jeJHAKO 3aTBOpeHO] JonTu noaynpednuka ||z - ||y*|| v L'(Q, u).
Jobujenn ckymn ne Moxke outu komnaxtan y L'(, 1) jep je dim LY(Q, u) = +o0. O

Hexka cy natn Banaxosu tpocropu oneparopu Z u W u oneparopu L € B(Y,Z) u R €
B(W, X). Hebunmmmvo mumeapru omeparop T : L (€, u, B(X,Y)) — Ly (Q, p, B(W, Z))
uspazom 17 (e/) = (Lt R)icq 3a cBaku enement & = (& )ieq 13 L (2, 1, B(X,Y)) (ca mam
y Besu Bujeru jesose (a) u (8) Tephema 4.12). CpojcTBa 0Bako AedUHUCAHOT ONEPATOPA,
T = TE canpxana cy y cienehoj Teopemu.

Teopema 4.33. [ope gedpurucan otepattiop
T:Lp(Q,pu,B(X,Y)) = Lp(Q, u, B(W, Z))
aoceqyje caegeha ceojctisa:
(a) Baoeu T € B(Lyp(Q 1, B(X,Y)), Lyp(Q, 10, B(W, 2))) w [T < [ILI] - || R
(0) Axo je X =Y waga sasrcu nejeguaroct |LR|| < ||T|.
(B) Axo jedimY =+o00, Y =27, R# 0 u L = Iy ouepatwop T nuje xomuaxman.
(r) Axo jedim X =400, W =X, L #0 u R = Ix ouepatiop T Huje KomUaKLaH.

Jloxas. Oneparop T je n0bpo jeduHucaH u JuHeapaH (HAOMEHHMO Jia cjaada MepJHbUBOCT
damumje oneparopa T(</) cienn Ha OCHOBY cjiabe MepsbUBOCT baMuiuje &/ M Ha OCHOBY
upsor jiesia TBphema 4.12).

(a) Ykomuko je L = 0 nm R = 0 TBpheme TpuBnjanno Baxku. Heka je 3aro L # 0 u R # 0
u omadepumo &7 € L)(Q, 1, B(X,Y)) npoussosmro. Casa mamo

IT()lpp = sup / (Lt R, ) | du(t)
lz*[|=1
= sup /
lw||=]lz*||=1 Q
<lfllyo sup 1Rl - 12751 = 1 o - 127 IR = 17 o - LA

[Jw||=1
Rw L*z*
o (e ) T )| 0 IRl -]
< [Rw| ) " [[L*2*|
RweX\{0}, L*z*eY*\{0}
[lz*]l=1

YAko je y* € Y* my* # 0 anaje {z € C: |z < |ly*[|} € {{y,y*) : [lyll < 1}. Baucra, nexa je r = [ly*|| >0
u Heka je z € C ca cojersoMm |z| < 7. Io nedununujun HopMe QyHKIMOHAIA TOCTOJU HU3 jeJIMHUIHUX BEKTOPA

(Yn)neny U3 Y Takas ma je lim, o | (Yn,y*) | = r. Omasme ciemu ma nocroju k € N 3a koje je | (yx, y*) | > |z].
2]
[{yr,y™)]

Jedunumenmo cajia BEKTOp y = yr €Y. Tana Baxku (y,y*) = z a umamo u ga je |ly|| =

JI0OKa3yje TparKeHY jeTHaKOCT.

<yk y*) < 1, mro
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(5)

(8)

(r)

Hanomennmo fa npumensena jeguaxoct || L*|| = || L|| y ropemeM padyHy ciieau MIpIMeHOM
[5, Cras 8.28|. [laxiie, qokazanu cMo ja je oneparop 1 orpaHUYeH Kao U TO JIa BAXKU
nponena || T| < [|L] - [[R].

Kako je X =Y moxkemo mocmarpatn uaeHTHIKN omeparop [y. Omadbepumo ejgement
f e L'(Q,pn) sa xoju saxu [, |f(t)|du(t) = 1. Ha ocmosy Ilpumepa 4.16 ciemu
(f(t)Ix)ica € Lyp(Q, 1, B(X)) xao u ||(f(t)Ix)icall,p = 1. 3aro, nmanmo

1T =T ((f () Ix heo)llpp = sup [(LRw,2") [ [[fll1 = LR

[[wl|=1
ll2*lI=1

Oynxmuja Int : L5 (Q, 1, B(W,Y)) — B(W,Y*) koja npecimkasa & y [, < du(t)
je menpekuaHa (Bugern Hejemnakoct (4.13)). Omabepumo wy € W rtako ga je Rwy =
xog # 0 u ||zg|| = 1 (mrTo je morylie jep cmo mpernocraBuian Ja R Huje HyJa OmepaTop).
[TpeciukaBame e,, : B(W,Y*™) — Y** nedunucano uzpazom e, (C) = Cw, je Takobhe
HenpekutHO. lIpermocTaBumo 1a je oreparop Tﬁ KoOMTakTaH. Taja je omepatop K =
ew, oInto Tl KommakTan n npecukasa mpoctop L, (2, i1, B(X,Y')) y Banaxos npocrop

Y**. Omabepumo cana exement zj € X* takas na je ||zf|| = 1 u (xo,z)) = ||xo|| = 1.
Ba cako y € Y oneparop AY € B(X,Y) nedunncan nzpaszom AVz = (z,z)y, © € X,
sagoBosbaBa AVxy =y u ||AY]| = |ly||. Bay € Y pedbunumemo oY = yg(t)AY, rue je

E € M rakas na Baxu 0 < pu(E) < 400. Taga je ckyn F := {&7? : ||y|| < 1} orpannden
y Lyp(Q, 1, B(X,Y)) jep je [|7Y],p = |yl - n(E) 3a caxo y € Y, ma ocnosy Ilpumepa
4.16. Ca apyre cTpaHe, IMaMoO Jia BaXKu

(4.24) K(F)={yeY : [yl < u(E)},

mTo he JaTu KOHTPAJIUKIM]Y jep je J OorpaHudeH CKYII Y LZI, (0, B(X,Y)) (canpxan
y KyIJIU ca [EeHTPOM y HyJsu moJynpednunka p(FE)) a mo npernocrasiu nmamo dimY =
+00. 3amncra, yKOJUKO je y € Y, Tasia JejcTBo oneparopa K Ha ejleMeHT 7Y padyHaMo:

K (") = ey (It(Tf (7)) = e, (It R)) = e ( | du(t)>

= [ e Ran(oun = [ xo() AR du(t)un = n(B) AR,

= WE)A%zo = p(E) (zo, 5) y = n(E) -y,
qrMe je JokasaHa jemHakoct (4.24), jep mocmaTrpamo oHe y € Y 3a koje je ||y|| < 1.

Omabepmo yo € Y mako ma je Lyy = zo # 0 u meka je Yy = lin{yg} C Y, Zy =
lin{zy} C Z. Heka je Ay (omHocHO Az) IPUPOAHO M3OMETPUUKO YTAIAIHE HIPOCTOPA
L1(9 1, B(X, ¥5)) ¥ npocrop Lin(, u, B(X,Y)) (ommocto y Lip(, u B(X, Z)) v
Lyp(, 1, B(X, Z))), mro je Beh mommmano y Jlemu 4.23. Omneparop K = T/ o Ay
npecimkapa eemente mpocropa Lyp(Q, p, B(X,Yy)) v

AZ(L;D(Qa Hs B(Xa ZO))) - Lgl)D(Q7 K, 3(X7 Z))

Pecrpukiuja oneparopa L Ha motmpocTop Y, aumensuje 1 je m3omopduzam mpocropa
Yy ca Zy, crora npecinkaBame K mpaBu n30MOpdu3aM IPOCTOpaA L},D(Q, w, B(X,Ys))
u LIIJD(Q, w, B(X, Zy)). Haxie, yKOIUKO je Omeparop Tgx KOMIIAKTaH TaJa je Takohe
u omeparop K KoMmmakTaH ma je 3000 TOra HOPMHPAH IIPOCTOP L},D(Q,u,ﬁ(X, Zy))
KOHAYHE JUMEeH3Hje, IITO je KOHTPaJIuKIHja ca npernoctaBkoM dim X = +oo. [
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Y nmeny (8) nperxomne teopeme, ako je Y = Z u L =1y umu W = X u R = Iy, umamo
na Baxxu jennakoct |T|| = ||R|| tj. |T]| = ||L||, pemom. Takobe, ykomuko je X =Y, nenosn
(a) u (8) majy obocTpany mponeny HopMme oneparopa T :

ILR| < [|TF|| < IILN - IRl L€ B(X,Z), ReBW,X).

4.4 Teopeme KOHBepreHIiije 3a HU30Be U3

L;)D(Qa 22 B(Xa Y))

Teopeme kKouBeprennuje 3a Hu3ose llernc nnrerpadbuanux GyHKIHja 10 caja cy pa3Marpa-
He y JIUTeapTypH, mTo ce Moxke Bugeru y |71, 17, 64, 63]. Teopeme KoHBepreuiuje 3a HU30Be
13 HOPMHUPAHOT IIPOCTOPA L}J (Qu,B(X,Y)) cy upeamer pasMarparma y OBOj CEKIH]jHU.
Tephema xao mto je TIK cy pasmarpana 3a musoBe unju cy wianosn y L) (Q, p, B(H)), rae
je H Xundepros npoctop. BurasmjeBa TeopeMa je mocMaTpaHa 3a HU30BE UYUjU Cy €JIEMEHTH
u3 L;D(Q,M,B(X, Y)), npu gemy je pu(2) < +oo. Obe Teopeme cy pasmarpane y caadom,
Jjaxom u YHUu@GOPMHOM CMUCITY.

Ha ocrosy Tsphema 4.11, T0BOJBHO je mOCMATpaTu KOHBErpeHImjy lim [, %(n) du(t) na

n—oo

ckymy () M CBU 3aKJbydIld he OUTH TaYHU YKOJIUKO yMECTO IIeJIor mpocTopa {2 mocmMaTrpamo
neku nojickyt F € M. Takobe, y oBoMm ey jucepranuje duhe u3Bejien u odpar Buraaujese
TeopeMme.

Cusaba, jaka n yaundopmua TK 3a ausose u3 L (2, u, B(H))

Y 0BOj ceknuju cernapaduIHOCT XMUIOEPTOBOT IPOCTOpa H HUje MPETIOCTAB/HEHA, YKOJIUKO
To He Haryacumo. Takobe, kopuctuhiemo Hejeaaakoct (1.9) koja je creruduanoct Xundepro-
BHX IIPOCTOpa. Y OBOj CEKIUjU JTOKa3yjeMo caady, jaxy u yrugpopmny sepsujy TK 3a Huzose
us L5 (Q, p, B(H)), upu weMy y THM TeopemaMa HeMaMo IpeTnocTaBky p(€2) < +oo.

IIpBa TeopeMa ca KOjoM 3allOYUE-EMO pas3MaTparba IpeJcTaBba caady sepaujy TIHK 3a
ausose B(H)-BpegnocHux GyHKIH]A.

Teopema 4.34. Hexa je &/ caabo meprusa damunuja y B(H) sa ceaxo n € N u nexa je

() req Pamuauja y B(H) @waxea ga sascu “lim ") = o, sa ceaxot € Q. Ipewmtoctasumo
n—oo

ga woctmoju damuauja otepatiopa B € Li(Q, u, B(H)) 3a xojy easicu

| < %,

sa ceaxon € N u ceaxo t € Q. Taga o € LE(Q, pu, B(H)) u sasrcu jegnaroct

(4.25) “lim %WW@:/%W®.
Q

n—0o0 0

Jloxas. Kopucrehu (1.9) mmamo na 3a ceako n € N, t € Q u f € H Baxu:

(o1.8) < {Jo”

1) (o

10) S B 1) = (B 5).
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Onasne cnemn /™ € L1, (), i, B(H)) 3a cBako n € N. Ha ocnosy ckanapue sepsnje TJIK

u (< f, f) = lim <£4(n)f, f> “MaMo Ja 3a cBako t €  u cBako f € H dbamuinja oneparopa
n—oo

(4 )ieq npumazga mpocropy L, (€, 1, B(H)) u 1a Baxke jeqHakocTn

</§2@ftdu(t)f,f> =/Q<szftf, f) dp(t) :JL%A<4(">f,f> du(t) :£Lr20</§2¢zzg(”)du(t)f,f>.

Ha ocnHoBy noJtapusalimoHOr WAEHTUTETA 3aKJ/bYIyjeMO J1a BayKH jeTHAKOCT < fQ Ay du(t)f, g> =

lim <fQ gf;(n)d,u(t)f, g> 3a cBe BekTOpe f,g € H, onakie (4.25) cuenn. O
n—oo

Caneneha Teopma npejicrasiba jaxy eepsujy TIK 3a nuzose B(H)-BpesnocHux dyHKIH]A.

Teopema 4.35. Hexa je /™ crabo meprusa damunruja otepattiopa us B(H) sa cearxon € N

u nexa je (2, )eq Pamuauja otepatopa us B(H) sa xojy je lim H&/t(n)f —d, f ’ = 0 3a ceaxo
n—oo

t € Q u sa ceaxo f € H. Axo tocmoju dynxyuja a € L*(Q, 1) wakea ga je

) + 1| + | <a(t)l

3a céaxo n € N u cearo t € Q waga o € Lyp(Q, 1, B(H)) u umamo jegnaxoct

lim
n—oo

/Jaft(")du(t)f — / mftd,u(t)fH =0 3a ceaxo f € H.
Q Q

Joxas. 3a csaxo n € N paxxu /™ € L1, (Q, 1, B(H)). Baucra, na ocnosy (1.9) caenn

(s )| < (o

zacBakon € N, t € Qu f € H. Onasre je

(e

£ f) <a®)- IF1?

/(2‘<%(n)f,f>’ du(t) < ||f||2/9a(t) du(t) < 400 3a ceako f € H.

Crora, cimaao kao y Teopemu 4.34 3akspydyjemo ma je damumanja omeparopa &/ eJIeMeHT
[IPOCTOPA Lzl) (2, 1, B(H)). IpernocraBumo cajia jia 3a Heku BekTop f € H TBpherme Teopeme
uuje tauno. Crenu jma mocroju § > 0 u mogHu3 (ny)keny TAKaB Ja 3a cBako k € N Baxkn

< /ﬂ (4™~ ) d#(t)f,g>‘ - ‘

Honatno, 3a csako k € N mocroju g, € H, ||gx]| = 1 Takso na je

LI t) 3 ([ (o - ) o)

Hus BekTopa (g )ren je orpanuden y ‘H u 3a cBako dukcupano t € () Baxkun

sup
llgll=1

[etanos - [ sy > s
Q Q

Jin [ () = o8) £.00)| < Jim |1 ot

[lgell = 0.
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Jokazahemo na Hu3 ckasapuux ¢yskiuja 2 > t +— <<,th("’“) —424) fs gk> e C, k e N,

Hoce/lyje MHTerpadmiHy JOMUHAHTY Ha ckyiy (). 3auncra, Ha ocHOBY HejeaHakocTu (1.9) Kao
(nk)*
t

U W3 HejeaHaKocTH ||, ||, ‘,th(nk) (t)I xoje Baxke 3a cBako k € N u cBako

t € ) 3akIbyUIyjeMo

(o = ) £.)| < [ (™ 1, 9)| + 145 )

R

+ V(I ) (|9 gk, 91)
<2{a@)If, f) - (a(t) gk, gr)
=2v/a®)|fI? - a(t)llgell® = 2] fla(?).

Onasze, Ha ocHOBY ckaJsiapHe BapujanTe TJIK modmjamo

o= i (o~ ) )= i [ (o ) 1) > 5

OBo je KOHTPAIMKIIAja a THME je TeopeMa JOKa3aHa. [

)

(4.26)

Hapenna teopema npescrasiba yrugopmny eepsujy THK 3a auzose uz L5 (Q, u, B(H)).

Teopema 4.36. Hexa je /™ caabo meprusa damunuja y B(H) sa ceaxo n € N u nexa je

(A, )ieq Pamuauja uz B(H) 3a xojy je lim Jaft(") — || =0 3a ceaxo t € Q. Axo Gocmoju
n—oo
bynxuyuja a € LY(Q, u) waxega ga je

3a céaxo n € N u cearo t € Q waga & € Lyp(Q, p, B(H)) u sasrcu

/szf du(t) /ﬂ%du H

Jokas. ®yuxunja A — /A je HempeKuuHa Ha CKYIy HO3UTUBHUX OIEPATOPA OIAKJIE CJIEIH

nenpekugaoct dyukuje B(H) 5 A — |A| = VA*A € B(H) y oxHocy Ha HOPMY MPOCTOPa,

B(H). Kako je lim H@ft(n) — || =0mu ’,th(n)‘—k’ﬂft(n)* <
n—oo

3aKJbYIyjeMO J1a BayKU HejeTHaKoCT || + |27*| < a(t)] 3a cBako t € Q. IlpernocraBumo sa

nocroju 0 > 0 u mogHu3 (Ng)ken TAKAB 1A je

([ (o - ) antirsia )| -

3a cBako k € N. OmaBne, 3a cBako k € N mocroje jeuHUIHN BEKTOPH [, g € H Tako ga je

/Q ‘<<dt(%) a Mt) fk’gk>‘ du(t) 2 ‘</Q (”th(nk) - 424) d#(t)fk:,gk>‘ >6>0.
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3a cBako t € 2 umaMo

o () )| < i o o] =

Husz ckamapuux dysxmmja €2 5 ¢ — <<5zft(n’“) — szf}) frs gk> € C, k € N uma uaTerpaduny

momuHanTy Ha (). 3amcra, kao u 'y (4.26), 3a cBako k € N u t € ) mmamo

‘<(’Q{t(nk) - 'th) fk’gk>’ S ’<”‘Z{t(nk)fkagk>‘ + [ fi, gr) | < 2a(t).

3aro, Ha ocHOBY cKajapue Bep3uje T/IK caemn

0 :/ lim )<<g4("k) —@%t) fk,gk>‘ — lim / ‘ ™) —%) fk,gk>‘du(t) > 5> 0.
qQ k—oo k—00
OBo je KOHTpAIMKIIHja 1A je TUMe TeopeMa JOKa3aHa. 0

Cmaada, jaka n yaudopmHa BapujanTta BuraimjeBe Teopeme 3a
nuzose u3 L) (Q, 1, B(X,Y))

Y 0BOj CeKIMju MPETIIOCTAB/HAMO CEMAPAOUIHOCT MmpocTopa X min Y YKOJUKO HaM je
norpebua mepsbuBocT dyukuuja Q St — ||Hzx| € R, z € X wm Q 5t — ||| € R 3a
nary damunjy oneparopa (2 )cq n3 B(X,Y) (Bumern Jlemy 4.21). Vemo p(2) < +oo
he mam Ourtm morTpedaH y JoKasuBamy Teopema Buwaaujesor wuue 3a uuzose B(X,Y)-
BPeJIHOCHUX (DYHKIIHja, Kao IIITO je CJIydaj W KOJI CKaJlapHe Bep3uje BurasujeBe Teopeme.
Paju npersiennoctu, dopmynumemo BurammjeBy Teopemy 3a ckasaphe dyHKImje (BugeTn
uup. [68, [Torumasibe 6, Bexbamwe 10, qeo (5)]).

Teopema 4.37. (Buwaau) Hexa je (2,9, 1) apoctiop ca KoHAGUHOM MEPOM (L. YKoAuko je
fn 1 Q= C M-meprusa pynryuja 3a ceéaxon € N u f(x) = lim f,(x) 3a csaxo z € X waga
n—oo

u3 yrugopmme untaerpaburroctiu cxyua { f, :n € N} y LY(Q, u) caegu f € LY(Q, p) u savicu
jegnaroc Y [ 1,(0)du(o) = [ f(a)dita).
Q

Hedbunumujy 2.24 xojy cmo numasm y [lorsaBiby 2 mipormupyjemo Ha ciaejiehn HauuH.

Hedununpmja 4.38. Cryu {7/ : X e A} C L, (Q, 1, B(X,Y)) sagosonasa ynugpopmro
AC,, ceojciiso axo 3a cearo € > 0 Goctioju 6 > 0 Wako ga 3a ceaxo X\ € A sasicu

/ AR d,u(t)H <e.
E

Ha kparko, orpanmymMo Halla pa3MaTparma Ha ciaydaj X = Y = H, npu demy je H
cenapaduian XujadepToB IPOCTOP.

EeM, wk)<d =

Teopema 4.39. Hexa je gamunuja ouepattiopa (2;)icq us B(H) carabo mepwusa u nexa
pamunuge ouepatiopa (|<|)ica v (|9*])icq 3agosomasajy ycaos AC,. Taga je dpamunuja
otepatiiopa (4 )iecq eaementi tpoctmopa L, (S, 11, B(H)) u sagosonasa ycaos AC,,.
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Jloxas. Ha ocuoBy nejennakoctu (1.9), 3a cBe BekTOpE T,y € H Baxku

/ | (e, ) | dult) < / VI, 2) (¢, 9) duct)
Q Q

1

<5 [ Usttoa) aut)+ 5 [ o) dute) < oo,

Baro je (4)icq emement mpocropa Ly (Q, u, B(H)). Kopucrehn (4.13) u (1.9) mmamo

/ mdw)Hs sup [ \/tfoa) (T dutt)

zll=llyll=1

1 1
<L sup / (oAl ) dyr) + 5 sup / (1 |y, ) du(t)
F E

2 o =1 lyll=1

. ]

1
[l aute)| + 5
E

[ 1l dute

1
2

Hapenno tBpheme saje 10Bo/bHE yCiioBe jia ciadbo Mepsbusa dbaMuamja orneparopa (4 )cq
u3 B(H) sanosospasa ycios AC,,.

Tepheme 4.40. Hexka je u(Q) < +00 u nexa je (o) icq caabo meprusa Bamauiujo WaKea ga
je o, € Coo(H) 3a coaro t € Q. Ilpemtocmasumo ga otuepatiopu [, || du(t) w [ || du(t)
uocwmoje u ga upuuagajy upocwopy Coo(H). Taga pamunuja (2)icq 3agosomasa ycaos AC,,.

Jlokas. 3a cako t € Q nmamo ||, || € Coo(H). Kaxro je p(§2) < 400 MOXKEMO TPUMEHUTH
Teopemy 2.15 u 3akspyuntu ja damvunnje oneparopa (|#|)icq u (|2*|)icq 3amoBobaBajy
ycioB AC,. @ammnnja (o )icq je crmabo Mmepipusa ma Ha ocHOBY Teopeme 4.39 mmamo na
3ag0BosbaBa AC, yciIoB. O

+ || <
3a cBako n € N u t € ) u ako damunmja oneparopa 4 3amoBosbasa ycios AC,, Tama Ha
ocrosy jokaza Teopeme 4.39 ciemn ma ckyn {&/™ : n € N} uma yrudopmno AC,, cBojcTso.
Axo je pu(2) < +oo Taga modujamo u3 Teopeme 4.42 uctu 3aksbydak kao y Teopemu 4.34.

Axo nocroju damumja oneparopa B € L, (Q, 1, B(H)) 3a xojy je ’Q%t(n)

Teopema 4.41. Hexa je p(2) < +oo u nexa cxyt {/™ :n € N} us Lyp(Q, 1, B(X,Y))

uma ynugpopmno AC, ceojctico. Yroruro je “lim 427;(") = &, 3a ceaxo t € (), waga sascu
n—oo

o € Lyp(Q, 1, B(X,Y)) u damuruja o sagosomasa AC, ycaos.

Jloxas. 3a dukcupane Bektope x € X u y* € Y* ckanmapua dyuknuja 2 > t — (Fx,y*) € C
npunasa rpocropy L(§, 1) Ha ocHoOBY ckajiapHe BapujanTe Buraimjese Teopeme jep je cKyIl

dyukimja 2 >t — <szft(n):v,y*> € C, n € N, yaudopmuo unrerpadusian. Y CyHITHHH, 33

ceako n € N u F € 91 umamo

/E<%<n>x,y*>dﬂ(@‘ :‘</Eﬂé("’du(t)x,y*>‘ g‘

Ha ocnoBy ckasnapne Bapujante Burajmjese Teopeme ciaenn &7 € L;)D(Q, w,B(X,Y)). Cana
hiemo nokasarn na dbamminja oneparopa (% )cq 3a10Bosbasa yciaos AC,. 3ancra, 3a CBaKO

/ ﬂf%@)“ 2yl
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EeM xe X uy* €Y umamo

’<y/ ﬂftdu(t)w>
E

[ (et <
E neN

- / <=®4x,y*>d,u(t)‘= /E lim <%t(")w,y*>du(t)'

[ o) - Ll
Onasze 1o0HjaMo Jia BaXKi HEjeIHAKOCT

/ mw@)H < sup / ﬂft(")du(t)‘
E neN E

U3 nocnesbe HejenHakocTu cirenu ga amuinja oneparopa (4 )cq uciymwasa ycios AC,. [

= lim
n—oo

3a ceako F € .

Y mapeanom TBphemy mpejictaB/baMo caady eep3ujy BuranujeBe Teopeme Koja ce daBu
KOHBEPIeHITjOM HU3a ollepaTopa ( Ja AR du(t)) u3 B(X,Y) ka oneparopy [, # du(t) €
neN

B(X,Y), npu uemy mpermnocraB/baMo pedIeKCUBHOCT TpocTopa Y.

Teopema 4.42. Hexa je pu(2) < +oo u mexa je Y pepaexcusan upoctwop. Axo je ckyu

{a™ : n e N} ynugopmno AC, uniietpabunan y L.,(Q p, B(X,Y)) u axo <mft(n))
neN

Koneeptupa crabo xa € B(X,Y) sa cearo t € Q waga o € L,(Q, 1, B(X,Y)) u eaorcu

(4.27) “lim [ o™ du(t) / o, d(t)

n—oo [¢)

Jokas. Teopema 4.41 maje o7 € Lyp(Q, 1, B(X,Y)) xao u 10 1a (baMI/IJH/Ija &/ 3a]10BO/bABA

yeaos AC,. Ha ocrosy pediiekcurocT npocropa Y unrTerpau [, 4 )du u [, du(t)
npecyimkaBajy npoctop X y Y. Heka je x € X u y* € Y*. Tazna, 3a cBako n € N MMaMo

(4.28) <(/ " dp(t) /&ftdu ))93 y> /Q<<é2f;(")—szft) w,y*>d#(t)-

Takobe, 3a cBako F € 91 Baxku

(= ) oy aute)| = | [ (4 = ) auteyo )

/ ﬂftdw)H el

(4.29)

/o du(t)H eyl +

Kako je (ﬂ ("))n o YHIPOPMHO AC,, nurerpaduian nus n kaxko hamuinja (9% )icq 3a/,10BO/baBA

ycioB AC,, (4.29) naje ma je ckyn ckamapuux QyHkimja 2 3 ¢ — <<mft(") — ;z%) x, y*> e C,
n € N yundopmuo unrerpadbmian. Caja, MOXKeMO IIPUMEHUTH CKaJapHy Bep3ujy Butamujese
Teopeme U Jooutn jegnakoct (4.27) ako npehemo Ha n — oo y (4.28). O

Hapeana Teopema j1aje 10BoJbHE YCJIOBE 3a jaKy KOHBEPIEHITN]Y HU3a ( fQ ,th(n) d,u(t)a:)

Ka fﬂszftdu(t)x 3a ¢durcupano r € X, Tj. HapeIHa TeopeMa NpPeACTaB/ba jaKy 6EP3UJY
BuranujeBe Teopeme.
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Teopema 4.43. Hexa je pu()) < 400 u upewuocmasumo ga je Y ceuapadburar u ga je

cxyn {/™ : n € N} ynugopmno AC, unmerpadurar y L, (Q, 1, B(X,Y)). Yroauxo je

(A )ieq Ppamuauja y B(X,Y) waksa ga je *lim ﬂft(") = & 3a ceaxo t € Q waga o €
n—oo

Lyp(Q, 1, B(X,Y)) u easrcu, jegnaroct

(4.30) fim | " / o, du(t)

n—o0 0

Jlokas. Ha ocrnosy Teopeme 4.41 snamo ma saxn &7 € L)n(Q, u, B(X,Y)). Hexa je z € X
npou3BosbHO. 3a dukcupano n € N u E € 9 umamo
/ <(£ft(") - %) z, y*> dﬂ(t)‘ :
E

[TonoBrom npumenom Teopeme 4.41 nobujamo na dpammiuja omneparopa (4 )icq 3a70B0O/baBa
ycioB AC,. Huz Q2> t — %(n) — o, € B(X,Y), n € N, je yaucdopmuo AC,, unrerpadusas.
Hexka je € > 0 mpomsBosbro. Ilocroju 6 > 0 takso ma ycaosu E € M u u(E) < § majy

(4.31) = sup

lly*[l=1

ity - [ hdu(t)o
E

HejeTHAKOCT HfE <¢2Z5(n) - &4) d,u(t)H < £ 3a ceako n € N. Kaxo je Y cemapaduian mpocTop,

ckajapHa pyHkiuja 2 St — Hszft(n)x — A ‘ € R je M-mepspuBa 3a cBako n € N, Ha OCHOBY

nena (a) Jleme 4.21. Ha ocuoBy Teopeme Jeroposa, nocroju ckyn Ey € 9 takas ja je

w(Ey) <6 u lim sup ||z — da

n—oo tEQ\EO

‘:0.

Jennakocr (4.31) npumemena Ha )\ Ey € 9 ngaje 1a 3a ceako n € N Baxu:

/ AP dutye— | dut)e
Q\E() Q\EO

4z = s [ (o = ) e dute)
lyll=1 |/ o\
< sup ||&"e — ‘ QN Eo) < sup || o4z — ) - p(S2).
teQ\Ep teQ\ Eg

Ca gpyre crpane, Kako je ju(FEy) < §, umamo ja 3a cBako n € N Baxu:

(4.33) ‘

< ’

/ AP du(tye — | o dp(t)
Ey

Ey

/EO (o™ — ) du(t)H || < e - ).

U3z (4.31), (4.32) u (4.33) mobujamo na 3a npousBo/bHO n € N Baxku:

|t duters~ [ duteys] < sup [~ s i) 4 .
teQ\Eo
30or Tora, 3aK/bydIyjeMo Ja je
lim sup /527( dpu(t x—/ﬁftdu e ||zl
n—oo
3a cBako € > 0. Omasae cremau (4.30). O
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Hapenna Teopema naje JOBOJbHE YCJIOBE 3a KOHBEPIEHIU]y HHU3a < Jo ,th(")du(t)> Ka,
neN
oneparopy [, <% du(t) y nopmu npocropa B(X,Y**). Osa Teopema npejcras/ba yHubopmmy

eep3ujy BurammjeBe Teopeme.

Teopema 4.44. Hexa je u(Q) < 400 u mexa cy X u Y ceuapadbusnu apoctopu. Axo je
exyn {7 :n e N} ynugopmno AC,, unmerpadurar y Ly (2, p, B(X,Y)) u axo je (4 )eq

pamuauja otepatmopa us B(X,Y) waksa ga je llm Hgft(") — || =0 3a ceaxo t € ) waga

je o € Lip(, p, B(X,Y)) u 6asncu jegnaroct

[ etante)~ [ tauto] ~o.

lim
n—oo

Jloxas. @amunmja oneparopa (4 )icq je eJIEeMeHT IPOCTOPa L}DD(Q, i, B(X,Y)) u3anoBosbaBa

ycios AC,, Ha ocuoBy Teopeme 4.41. 3aro je ckyn dynkuuja 0 3 ¢ — %(") — ., € B(X,Y),
n € N, yaudopmuo AC, narerpabmran. IlocTynmMo cimdHO Kao y IPETXOJHOM TBphemy,
Hexka je ¢ > 0 npoussossHo. Ilocroju § > 0 TakBo na uz £ € M u p(E) < 0 creau

/ (ﬂt(”) — «%) th)H <& 3a cBako n € N.
B

Ha ocnoBy cenapadusiHocTu mpoctopa X u Y mmamo Jia je ckajiapHa dyHkmnuja 2 3 t —
H eth(") _ ont

1(2) < 400 moxkemo npumenutu Teopemy Jeroposa. [Jakie, mocroju Ey € 9 3a koje je

€ R M-mepmusa 3a cBako n € N (Bugeru meo (6) Jleme 4.21). Kaxo je

w(Ey) <d m lim sup &/t(") — || = 0.

=00 e O\ Fy

Kopucrehn (4.23) nodujamo

| (et =) du(t)H <

/E 0 (o™ — ) du(t)H + /Q . (o™ — ) du(t)H

<t [ |t - s dutt
O\Eo
<e+ sup || "™ — |- w(Q) 3a cvako n € N.
tEQ\EO

3aro, mvamo lim sup HfQ (szft(n) - ;zft) d,u(t)H < € 3a cBako € > 0. Teopema je mokazama. [

n—oo

Cueneha teopema mpejcraBiba odpar (Buranujese) Teopeme 4.44. Hamomenmmo ja je
JIOKa3 Koju heMo u3/I0KUTH Oas3upaH Ha CJAMIHUM HjejaMa Kao ojropapajyiium J0Ka3 oBe
TeopeMe 3a ckasapue dbyuknuje (Bumeru |68, Bexdame 10, meo (1), [lormassse 6], rue je mato
U YIIyTCTBO 38 PeIlehe Y CKAJIAPHOM CIIydajy).

Teopema 4.45. Hexa je ju(Q) < 400 u nexa je cryn {/™ :n € N} C L, (Q, p, B(X,Y))
warae ga damuruja otepatiopa ™ zagosomasa yeaos AC, 3a cearxo n € N. Axo sa ceaxo
E € M docwioju paruvwra 8pegrocil

(4.34) lim [ o ™Mdu(t) € B(X,Y™)

n—oo E

y B(X, Y*™)-nopmu, @aga je ckya {7 ™ : n € N} ynugopmno AC, uniierpabuaan.
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Hoxas. 3a csako n € N mocmarpajMo npeciukasame [E] — [, ,th(") du(t) 13 KOMIIeTHOT
Merpudkor npocropa ([IM], d,) y Barnaxos mpocrop B(X,Y™). OBako nedunncaso npecimnka-
Bame je HempeKuaHo. 3ancra, dpavminja 7™ 3amososasa AC , CBOJCTBO W 3a cBako I, F' €
I uMaMo J1a BayK# HEjeTHAKOCT

[ ] <
E

IITO je JIOBOJBHO JIa M3BEJIEMO HEIPEKUIHOCT pa3MaTpaHor mpeciankaBama. Omgadepumo caja
e > 0 npoussosbao. Ha ocuoBy Jleme 1.11 umamo ja nocroje dpojesu ¢’ > 0 u N € N kao u
ckyn [Ep] € [9] Taxko ga Bakn

/Q{w — ™ () H

%WmMW+\

%Wwww

E\F F\E

/;z%”) du(t) /MM du(t )H <e

3a cBaKU npupojan opoj n > N u cBako [E] € [M] 3a koje je d,([Eol, [E]) < ¢'. 3a [E] € [M],
u(E) < § umamo na Baxe HeJe,ZLHaKOCTl/Ill d,([E U Ey], [Eo]) < ¢ u d,([Eo\ El, [Eo]) < ¢,
mTo gaje ciaenehe mporene:

-

" — N dp(t) %W—%WWMW

EUEy Eo\E

(éE%W—%mw@W— A — e Vdu(t)
UEg

Eo\E
®anunmja oneparopa o/ N) 3anoBmmasa AC,, yciios 1o npernocrasinu Teopeme. Hexka je 6poj
§" > 0 omabpan uz mebunmmmje AC, cojersa bavmmmje o/ V) u meka je § := min{d’,§"}.
Caa, 3a cBako [E] € [M] ca cBojerBoM p(E) < 0 nMaMo Ja BayKu

et

3a CBaKWU IPUPOIAH Opoj n 3a Koju je n > N. OBuMe je 10Ka3 TBpherma 3aBplileH jep dhaMuimje
onepartopa & ¥) zanosomanajy ycmos AC, 3a csaxo k € {1,...,N —1}. ]

<

‘<25.

M dp(t )H +

%(N)du(t)H <2+e=3¢
E

Hapegau npumep mokasyje ma y Teopemu 4.45 rpammuna Bpegsoct u3 (4.34), koja je
nocmarpana y Hopmu mpocropa B(X, Y*), He Moxke OuTn 3aMemeHa MPAHUTIHOM BPEIHOIILY
KOja Ou OmJta mocMaTpaHa y jaKOM CMUCITY.

ITpumep 4.46. Cauuro xao y Ipumepy 2.29, nexa je damusruja otuepattiopa ,th(n) 3a9ata

ca "z = Py l{:X[O l](t) (x,en) e, 3a ceaxon € N, t € [0,1] ux € H. Hexa je E C [0, 1]
'k

Jleber meprus ckyi u ogabepumo n € N apouszsonno. Taga umamo jegraroctin

/E%(")dm(t) = kz: ([Ekx[ﬂvt](t) dmf(t )ek®ek Zk m ({ ] mE> er ® ey

Caegu ga Hu3 ouepatmopa (fE W;(n)dm(t» jako weorcu ka Yy o k- m ([0, %] N E) er ®
€N

e; € B(H), xoju uwocmoju jep je (k-m ([O, %] ﬁE))keN € (> gox uapyujasre cyme pega

" Tako ce Buan ma Baxu (E U Ey)AFEy C E kao u (Ey \ E)AE, C E.
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Z;::l) k-m ([O, %] N E) (x,ex) er, wune Kowujes nus y H, jep 3a céaxo n,r € N, n < r u cee

sextiope r € H umamo
(o] 0e)

2 r
Z km ({ } N E) T, eg)
Laxae, umamo ga tparuvna epegroct Slim , oo f 5 dm( ) Bocwoju U ga 6aHCU JegHAKOCT

‘ <.CC, 6k> |2 < ’ <x7€k> ‘2‘

k=n

Z

k=

fm [ " ka([ }ﬂE)ek@beke%(H)

n—oo E

Ca gpyie cimpane, cxya {/™ :n € N} nema ynugopmmo AC,, ceojctiso. 3auctia, ykosuko
bu exyu {7/ ™ : n € N} docegosao yrnugopmno AC, ceojciico waga ra ocnosy Teopeme .41 u
dpamuruja otepatiopa (< )icpo,1], W9e je G = Z;j k-m ([0, %] N E) er®ey 3a ceaxo t € [0, 1],
uma AC,, ceojctiso, wiio Huje Wawrno na ocnosy Ilpumepa 2.29. A

Hapeana reopema gaje gosossne ycaose ga ckyn {7 :n € N} C L1, (Q, u, B(X,Y))
oyne yandopmuo AC,, maTerpaduiaH.

Teopema 4.47. Hexa je ju(Q) < 400 u nexa je ciyn {/™ :n € N} C L, (Q, p, B(X,Y))
wmarae ga pamuauja ™ szagosomasa ycaos AC, 3a ceaxo n € N. Axo sa ceaxo E € M
TOCWOJU TPAHUYHA BPEGHOCT

(4.35) Gim | Mdu(t) € B(X,Y™)

n—oo E

u axo wocwmoju K € Coo(X) waras ga 3a ceen € N u E € M saorcu

Jt]

onga je cxya {/™ :n € N} ynugopmmo AC,, uniietpabuaan.

(4.36) " dp(t) K

Jlokas. N3 (4.35) u uz nena (8) Tephema 4.12 cienn 1a rpaHUYHA BPETHOCT

lim [ & "du(t)K = lim | " Kdu(t) € B(X,Y*™)

nocroju y Hopmu upocrtopa B(X,Y*) (oBme kopuctumo u Tepheme 1.13). Damuimja
onepatopa & ™ K zanososmasa ycios AC, Ha OCHOBY HejeHAKOCTH

[t H [ i H-HKH

Koja Baxkm 3a cBako n € N u cBako F € 9. Cana, moxkemo npumeHutn Teopemy 4.45 m
3aKJbYUMTHU J1a je cKyl 2 Dt — ﬂft(n)K € B(X,Y), n € N, yaudopmuo AC, naTerpadbuias.
Baro, ra ocroBy (4.36) mmamo za je ckymn {7 : n € N} yaudopmuo AC, marerpadunan. [

]
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Hamomena 4.48. Hatomenumo ga je ycaos (4.36) obauka |A,|| < ||ANK]|, apu wemy je
A, gawa Pamusuja otepatiopa (y ycaosy (4.36) ouepatiopu Ha 4€60] CTPAHU HEJEGHAKOCTIU
sasuce ogn € N u E € M, wwo je tenepasrno netupedbpojusa damuauja otepatiopa). Caga
hemo masectiu jegar 0g goOMLHUT YCA06G Kaga TOCTLOjU Komuaktan ouepatiop K wakas ga
je nejegnaroct || Ay < ||ANK || @wauna 3a ceaxo A € A (A je mexu ungexcnu ckya). Hexa
je Ay € B(X,Y) 3a csaxo A € A, nexa je E C X Gowupoctiop Konaure gumeHauje u HEKa
ceaxu otepamop Ay toctiusice ceojy wopmy y E wj. nexa gocwioju xx € E, ||z)\|| = 1 @wakso
ga je ||Ax]| = ||Axza|| 3a ceaxo N € A. Ogabepumo sa K wnetupexugny upojexyujy na E, xoja
aoctwoju na ocrwosy [67, Jema 4.1.9] u [67, Teopema 4.3.8]. Hz dim E < +00 caegu ga je
K € C(H). Taga, 3a ceaxo X € A saorcu ||ANK|| = [|[ANKz)|| = ||Axza|| = || A

Y napenanoj Teopemu majemo npumeny ciade (Teopema 4.42), jake (Teopema 4.43) wu
yandopmue (Teopema 4.44) Bapujante BuranujeBe Teopeme 3a omeparope Ha XuidepTOBOM
npocTopy Tj. y ciay4ajy Kajia je X =Y = H. I[lpenusnuje, nahemo J1oBo/bHE yCIOBE 32 C/1a0y,
jaky n yHndOopMHY KOHBEPIeHIHjy HU3a OIepaTopa ( Jo szt(n)X ,@t(n) du(t)) Ka OIepaTopy

neN

[y %X By dp(t) € B(H).

Teopema 4.49. Heka je H cetapadbusan Xunbepwos upocwiop, X € B(H) u mexa cy
pamunuje /™ u B us B(H) waxee ga cy {‘;zf(”)* 2:neN} u {L%’(”)‘Q:nEN}
yrugopmro AC,, uniietpadburnu ckytosu. Taga je u ckyl {;zf XA neN }yHugﬁopMHO
AC,, unwerpadunar y LE(Q, p, B(H)).

Jogawino, nexa je pu(2) < +00 u nexa cy (A )ieq, (Bi)ica Ppamuauge us B(H).

(a) Axo “lim "™ = o u *lim B") = B, sa ceaxo t € Q Waga umamo

(4.37) “lim [ o™X A" /JZ%X%Q du(t).

n—oo 0

(0) Axo *lim A" = o, u lim B = B, sa cearo t € Q Waga umamo
n—o0

n—oo

(4.38) Nm [ " XB" &/MXQMM)

n—oo 0

o) o o [

=0 v lim ‘%’in) — B

n—oo

=0 3a csaxo t € ) Waga umamo

(4.39) lim

n—oo

/d(” XB™ du(t) /mxztdﬂ( )H 0.

/loxas. Ha ocnoBy yciioBa Teopeme ciieu Jjia MoxkeMo nipuMennTu Komu-I1IBaprioBy nejeana-
koct u3 jesa (a) Teopeme 2.21. Jlobujamo na 3a ceako n € N u cBako E € 9N Baxkn

ol

3aro je ckyn {42% M XBM :nc N} yaundopmuo AC,, nHTEerpaduIaH.
JlokaxKuMo ocTaTak TBpPhHEHIbA.

gg(”)dlu M(n %(n

* dut H QX
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Y neny (a), na ocuoy |5, Teopema 11.17], nmamo ga Bazkn “lim & X2B™ = o4 X B,

n—oo
3a cBako t € () na Ha ocuoBy Teopeme 4.42 nobujamo (4.37).

Y neny (6), na ocuoBy [5, Teopema 11.16], mmamo *lim A VX B = o, X B, 3a cBako

n—oo
t € Q na na ocuoBy Teopeme 4.43 nodujamo (4.38).
Y neny (B) umamo lim H,QZ/(")X%@ — A, X B,
n—oo

4.44 nodujamo (4.39). O]

= ( 3a cBako t € () ma Ha ocnoBy Teopeme
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I'lmaBa 5

Nurerpammja dyHKIMja
A: X —ca(Y, A

Y JocajalrmeM TEKCTY OBe JucepTalivje pajiiiin cMO ca (aMuImjamMa orepaTopa JIOK
hemo y 0BOM TOTJIaBJbY JI0CAJIAIIbE HIeje U HCKYCTBO KOje CMO CTEKJIN Y PaLy ca haMuImjama
orneparopa npuMeHnTH Ha haMusnje Mepa (peajJHuX UM KOMIUIeKCHUX ). Bugehiemo na muorn
pesynatatu Koje cMmo manoxkuian y llormasmpuma 2 m 4 mMajy CBOjy aHAJIOTHY BapHUjaHTy
U y OBOM KOHTeKCTy. HamomeHuMo Ja pe3yaTaTu KOju Cy HaBEJIEHH Y OBOM IIOTJIABJbY
npejcraBbajy y Hajsehoj mepu cagapikaj pagosa [0, 7], mpum Wemy Cy Ha HEKHM MeCTHMA,
JlaTa JI0JaTHA TOjalllibehba Koja ce y IMMOMEHYTHM paJoBUMa He HaJia3e. Takobhe, mOMeHyTH
PaJIoBH TPeTHpPajy hpaMuinje peaJHux Mepa, IITO je YyIJIABHOM CaMoO IUTaibe N3pakaBarmba jep
YKOJIMKO OMCMO KeJIeJin J1a pa3MaTpaMo u paMuirje KOMILIEKCHUX Mepa Ha HEKO] o-aaredpu
TO PaJUMO OHJIA TO JIAKO ITOCTUXKEMO PACTaB/habeM KOMILIEKCHE Mepe Ha IheH PeaHu U
MMarmHapHU Je0. Y OBOM IIOTJIABJBY CMO CE ONPEJIEJIUIIN JIa PAJIMIMO ca KOMILJIEKCHUM MepaMa
ma cy oaromapajyhm pesynaratn moaundukoBann y Tom cmuciay. Ca apyre cTpaHe, TOMEHYTH
PaJIOBU caJip:Ke HeKe pe3yJsiTaTe KOje He HaBOJMMO y OBOj JAWCEPTAIWjH Jep TH pe3yJITaTh
nziaze 3 gomena DyHKIMOHAJIHE aHAIN3E AJIM BEPYjeMO Jla TU PE3YJITATH MOTy OUTHU Of
nHrepeca kKoJsierama koju ce dase Tomosiorujom u Teopujom BepoBaTHOhA.

Hajupe, dukcupajmo noramujy koja he ce kopucruru y oom norsiasiby. Heka je (X, B, i)
MepJbUB ITPOCTOP ca KoHadHoM MepoM p > 0 u meka je (Y, .A) MepspuB mpocrop.

Y MHOrUM IpOOIEMUMA je KOPUCHO KOPUCTUTHU pa3He IMPOCTOPE NHTErPAdUIHUX (DYHKITH]a
Ha X ca Bpeanocruma y upocropy ca(Y, A). Kracuuna koHcrpykimja je SasupaHa Ha
Boxueposom unterpany (Bugeru [lormasme 1) omakie modujamo npocrop Ly (u, E) Boxuep
naTerpadminnx (yHKIMja ca BpeIHOCTHMa y HopMmupanHom upoctopy FE. Komkperno, y
cay4dajy koju he durn pasmarpan umamo Bamaxos npoctop L'(u,ca(Y,.A)) unrerpaduinux
dyHKIMja Koje y3uMajy BPEIHOCTH y MPOCTOPUMA PeaTHUX MM KOMILIEKCHUX Mepa. OBaj
IIPOCTOP je MPWJINYHO y3aK 300T TOra INTO cBaka DoxHep mHTerpaduiaHa (QyHKIHja CKOPO
CUT'YyDHO y3UMa BPEJIHOCTH y cemapaduIHOM moTnpocTopy mpocropa F (Bumeru Teopemy
1.20), mro HUje WCIYyHEHO Yy MHOIUM HHTEPECAHTHUM cjydajeBuMa. Ha mpumep, ako je
f(x) = 4, HupakoBa mepa y tauku = 3a cBako r u3 cermenta [0,1] ca JleberoBom mepowm,
tajga dyukiuja f auje Boxuep nnrerpadbuina.

Y o0BOM MOrJaB/by pa3MaTpaMO HEKOJMKO Iupe jedUHUCAHUX KJaca WHTEIDAOUJIHIX
dbyuknuja ca BpemHocTEMa y mpoctopy mepa. Ilpsu mpocrop Ll (u,ca(Y, A)) pasmarpan
y Cekmuju 5.1 cacroju ce on dyukumja (pavmanja) A = (A\?),ex TakBuUX Ja cy GyHKIHje
X 22— N(A) € C p-mepmuse a dysrmuja X > x — [|[A?|| € R je p-urrerpadmina.
3a mpedpojuBo reHepucany o-aaredpy A mokasamo je ma je oaj mpoctop banaxoB m 00UIHO
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Ipoctiop L} (p,ca(Y, A)) damuruja mepa ca uniierpaduimom eapujarujom

IIAPH 0J1 IpocTopa boxuep nHTErpadmIHUX (QyHKIH]ja, KOjHU je TPUTOM 3aTBOPEH MOJITPOCTOP
vy L (p,ca(Y, A)). ¥ Cexnuju 5.2 npoyuasamo npoctop £(ju, ca(Y, A)) dbyuxnumja ca mepama
KOje cy TakoDe CKyII 110 CKyIl MHTerpadu/IHe, ajii HeMajy 00aBe3HO MHTEerpaduIHy OyHKIIN]yY
torasue Bapujanuje. OBaj mpocTop je OOMYHO HEKOMILIETAH, AJIU IO HEKUM JIOJATHUM
IPETIOCTaBKaMa Koje ce Tudy mpocropa Y, mozgckym npocropa £(u, ca(Y, A)) xoju ce cacroju
o1 (pyHKIMja ca BPeJHOCTHMA Y HEHETATUBHUM MepaMa je KOMILIETAaH Yy OJHOCY Ha METPUKY
npocropa £(u, ca(Y,A)). ¥V Cexknuju 5.3 ce daBumo mepsbuBuM damusmjama LP mpocropa.
Ha xpajy, y Cekmuju 5.4 yBoaumo mpocTop damMuinja Mepa Koje UMajy -HHTerpaduIHy
Kanitoposun'- Pyburwttiajnosy’ nopmy. OBaj mpocTop je Takohe 0OMYHO HEKOMILIETAH, aJIi
ETOB TIOTIPOCTOP (DYHKIIMja ca BPEJIHOCTHMA y CKYIy HEHETaTWBHUX U KOHAYHUX Mepa je
KOMILJIETaH Y OTHOCY Ha OJIroBapajyhy MeTpuKy.

5.1 IIpocrop L. (u,ca(Y,A)) damuimja mepa ca
MHTEerpadmiIiHOM BapujaIijoM

3aroYHNMO OBY CeKInjy ca JiBe OuTHe jeduHunmje, Koje omapehyjy Tl Mep/bHBOCTH
damummja Mepa Kao 1 HOpMHUpaHe IIPOCTOPE OBAKBUX (paMUjInja Mepa Koje heMo pasmaTparu
y HacraBky. Pajum nomacehama, 3a nary mepy A € ca(Y,.A) KOpUCTUMO PABHOIPABHO O3HAKE

A [AL(Y).

Hedbununmja 5.1. 3a gavmuaujy A = (A\*),ex (pearnur uasu womusekcnur) mepa Ha A
Kaosicemo ga je B-mepawusa yroauko je pynryuja X > x +— A7(A) € C B-meprusa 3a céako
Purcuparo A € A.

Hedbunnnmja 5.2. Qamuauje (pearrur uau kombaekcnuxr) mepa (N )zex u (A5)zex Ha
o-anebpu A cy caado [-exeusaseHilHe YKoauko cy one B-mepmuse u axo 3a C6aKO
A € A saocu jeguaxocts AJ(A) = N5(A) 3a p-cxopo ceaxo v € X. Crya xaaca caabo
[-eK6UBANEHTIHUT Pynryuje (Pamuauja) (N¥).cx ca epeguoctiuma y upoctwopy ca(Y, A)
wareuz ga je [y [N du(z) < 400 hemo osnavasatu ca Ly (p, ca(Y, A)).

[Tpumerumo ja je y Jedunumuju 5.2 odjexar Ll (u, ca(Y, A)) 3a cana camo ckym, Tj. jorn
HEe 3HAMO JIa je Y IHUTalby BEKTOPCKHU IIPOCTOP Ca CTAaHIAPIHO Ae>UHUCAHUM OIIEPAIljaMa.

OBjie ce NPUPOJHO TOCTaB/ba IMHUTAFE O OJHOCY OBAKBOI HadyWHa wujeHTUdUKanuje 5-
MepJ/buBHX (hamMminja Mepa Koju je yBemeH ledwurunmjom 5.2 u craHmapIHOr Ouiliy jegHaK
ckopo ceyga. OBakBa muTama ca Beh TpeTupaHa y pajy ca WHTerpadwiHuM (daMuimjama
orpanndennx oneparopa (Bumeru Jlemy 4.22). Hamme, mmamo cienehe TBpheme Koje je
basupano Ha Jlemn o monoronum Kiaacama (Jlema 1.8).

JIlema 5.3. Hexa je o-aniedbpa A upedpojuso tenepucarna. Axo je damusuja (pearnux uau
Komuaekchuz) mepa (A”)zex €AGH0 [-€KBUBANEHTUHG HYAG PaMUAUfU TWaga TOCTLOJU CKYT
N € B 3a xoju saoicu f(N) =0 u A* =0 € ca(Y,.A) 3a cearxo xz € X \ N.

Zoxas. Ilocroju npedpojusa anredpa ckymnosa Ay C A Koja remepuire o-aaredpy A. 3a
cBaku ckyn A € Ay mocroju ckyn Ny € B takas ja je u(N4) = 0 u 3a xoju Baxu A*(A) =0

! eonnn Burambsesna Kantoposuu (1912-1986), cosjercku maremaruyap, gooutauk Hobenmose narpase 3a
€KOHOMUJY
Tennamit Hlnemosua Pydunmreitn (1923-2004), copjerckn MaTeMaTuaap
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3a cBako ¥ € X \ Na. Hexa je N = (J, 4, Na. Kaxo je Ay npedpojus cxyn umamo N € B,
u(N)=0mu A\"(A) =03acsako x € X \ N u ceako A € Ay. Pamminja ckymnosa

N={AcA:\(A) =0 3acsako v € X \ N}

IIP€eJICTaB/ba MOHOTOHY KJIaCy W TO CJIeJIN U3 YUILEHUIIE JIa je CBaKa peasiHa WJIM KOMILIEKCHA
Mepa HelmpeKuHa 1 010310 1 00310 (Bugeru |9, Tephemwe 9.7, Tormasbe 9]|). Ilpenusuuje,
ako je A, e N u A, C A,41 3a ceako n € N taga numamo
A? <U An) = lim \*(A,) =0 3a cBako =z € X \ N.
n—oo

neN

Cimano, axo je A, e N u A,.1 C A, 3a ceako n € N tama umamo

n—oo

A” <ﬂ An) = lim A\*(A,) =0 3a cBako x € X \ N.

neN

Kako damummmja ckynosa N cagpxu Ay, Ha ocroBy Jleme o MonoToHNM Kiacama (BujeTn
Jlemy 1.8) umamo ma N cagpxku u Hajmamy o-anredpy redepucany ca Ay a to je A. akie,
Baxku N = A na sakmyayjemo ma je \* =0 € ca(Y,.A) 3a ceako z € X \ N. O

Axko je o-anredpa A npedpojuso remepucana, nokazahiemo ja ckyn Ll (u, ca(Y, A)) sanpaso
BEKTOPCKH IIPOCTOP Kao U TO Jla C€ MOXKe HOPMHUPATH U3Pa30M

(5.1) 1l = /X 17 (@) ds(z).

Takobe, duhe noKa3aHa M KOMILIETHOCT YBeJI€HE HOPME.

Hamomennmo ga p-unrerpabunnoct dyukmmje X 3 x — ||f(z)|| € R ykmyuyje meny
p-mepsbuBocT.  Hamomenumo jomr jga B-mepssusoct dyrkmmja X 3 2 — ||f(z)]] € R n
X 3z = |lg(x)|| € R ue nosnaun B-mepssusoct dyuknuje X 3 x — || f(z) +g(x)| € R. Osaj
npodJieM ce He jaBjba KoJ| pedpojuBo reHepucanux o-ajredpu Ha Y, jep hemo jokasarn ja
y TakBoM ciyuajy B-mepsbuoct dyukimje X 3 x — ||f(z)] € R cinenn uz B-mepsbusoctu
dyukmja X 3 x — f(x)(A) € C 3a dukcupano A € A.

[ITapurme, 10BO/BHO je MMaTH MEP/BIBOCT TAKBUX (DPYHKIMja 3a CKyIoBe A m3 mpedpojuse
anrebpe koja renepuire A. Bancra, ykonuko je dbyukuuja X 3 x — f(z)(A) € C B-mepspuBa
3a cBako (ukcupano A € Ay Tama MoxkeMo mocMarparu hpaMuInjy CKyIoBa

{Ac A: X >z f(x)(A) € C je B-mepibusa}.

OBa daMminja 9uHE MOHOTOHY KJiacy u cagpxu Ay ma mo JleMun o MOHOTOHHM KJjacama
JIOOMjaMO KeJbeHU 3aKJbyIaK.

MepsuBocT HyHKIUja 3aaTUX ITPEKO TOTAJIHE Bapujaliuje Mepe

Ha kpaTko, orpannduMo Hallla pa3MaTparba Ha peaJHe (paMuinje Mepa.

Jlema 5.4. [0, 7] Hexa je o-aniebpa A tenepucana upedpojusom aniebpom Ao u wexa je f(x)
peasna mepa wa A 3a ceaxo r € X. Ilpewmitiociasumo ga je 3a ceaxo A € A ckanrapra
Pynryuja X 3z — f(x)(A) € R B-mepousa. Taga cy 3a cearxo E € A Pynryuje

Xsz= f(o)"(E)eR, X2zw f(z) (F)eR, X3z |f(2)|(F)ER,

waxohe B-mepruse.
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/oxas. Hexka je majupe E =Y. 3a cBako dpukcupano x € X BaxKe jeITHAKOCTU

(5.2) f(@)"(Y) = sup{f(x)(4) : A € A} = sup{f(x)(4) : A € Ao},

(5.3) F(@)" (V) = —inf{f(z)(A) : A € A} = —inf{f(2)(A) : A € Ay}

Haunwme, nipse jennakocru y (5.2) u (5.3) ciefe TUPEKTHO HA OCHOBY XaHOBE JEKOMIIO3UIIM]e
peasre mepe (Buzeru |9, Bexxbame 8, I'masa 9]), 10k npyre jeanakocru y (5.2) u (5.3) cuene
Ha ocHoBy Jleme 1.6. [akise, dynximmja X 3 x — f(z)7(Y) € R je upencraBbena Kao
TavKa 10 TadKa CyIpeMyM pedpojuBor ckyna B-mepspuBux (OyHKIHja, 0K je DYHKIHIja
X sz~ f(x)"(Y) € R npeacrasibena kao HHGUMYM TadKa [0 TadKa MpedpojuBor ckyma B-
MepsbuBuX (byHKIEja. OmaBie ciemn B-Mep/bUBOCT TpBe JABe (DYHKIM]Ee a OJaTie J00UjaMo
u B-mepsbusoct byukimje X S = — [[f(x)| € R jep 3a cBako x € X Baxu jeHAKOCT
IF@) = F@)* () + f(2) (V).

Pasmorpumo cama npoussosban ckyn F € A. Osaj ciaydaj cBOAMMO Ha JIOKa3aH JIE0
npenackoM Ha wpat o-anredpy Alp = {ANE : A € A}. Hanme, ako npedpojuBa asredpa
Ao = {A,, : n € N} renepuie o-anredpy A, onja npedpojusa asnredpa ckynosa {A,NE : n €
N} renepume o-anredpy A|g. 3aucra, o-anredpa A je remepucana dyukmmjom £ @ Y — R
KOja je 3a1aTa u3pasom £ = Z:ﬁ 37"xa,, Tj. Baxku A = {£71(C) : C € Br}, onakne ciaeau
jennaxoct Alp = {¢71(C)NE : C € Bg}, mro 3uaun 1a je A|p renepucana dbynkimjom &|g.
Ocraje camMo Jia TPUMEHUMO OHO IITO CMO JoKazaau Ha damuanjy mepa (f(x))zcx, Kojy caza
nocmaTpamo Ha o-aaredpu Al g. ]

Cnenehu jegHocraBaH NpuMep IOKa3yje Jda 3a Mpou3BoJbHY o-auredpy A Jlema 5.4 me
MOpa OUTH TavHA.

IIpumep 5.5. Hexa je na ckyuy X = [0,1] gawa Bopeaosa o-anriebpa B u Jlebetosa mepa
m u neka je Y = [0,1] ca o-astebpom A tenepucarom céum jegHOEAEMEHTTHUM CKYTOBUMA
{y}, vy € [0,1]. Ogabepumo nexy Ppynruyujy ¢ : [0,1] — (0,1] xoja nuje Jleber meprusa u
JePUHUUWUMO PEANHY MeEPY

f(z) =1 +p(@)) 6, —¢(x) 0z 3sa cearo x € X.

Taga saoicu jegnaxocw f(x)([0,1]) =1 3a ceaxo x € [0,1].

3a buno xoje a € [0,1] dynryuja [0,1] 3 x — f(x)({a}) € R je B-meprusa, jep je jegraxa
nyau 3a ceako x € [0,1]\ {a,2a}. Jaxae, gynxuyuja [0,1] > z — f(z)(A) € R je B-meprusa
3a cee A € A, jep ce og-aniebpa A cactioju og ceur ckyuosa A us [0,1] xoju cy upedbpojusu
uau wugu cy xomasementwu [0, 1]\ A apedbpojusu. Mehywmum, sa x € (0,1] sasrcu

F@I(0, 1)) = 1f @I {eh) + 1£@)] ({5 }) + 17 @ (0. 1\ {5 2})
= 1+ ¢@)|+ | - ¢(@)| +0 = 1+ 2¢()
xao u | £(0)[([0,1]) = 6o([0,1]) = 1. Ogasge caequ ga Pyrryuja
0.1] 3 2= @)l = |£@)I([0,1]) € &
nuje Jleber meprusa. A

Hanmomena 5.6. Hauomenumo ga us Jleme 5.4 u Ilpumepa 5.5 caequ ga o-anrtedbpa A =
oc({{y} : vy € [0,1]}) na [0,1] nuje upedpojuso tenepucana.
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[Ipehumo casa Ha hamuanje kommmekcHux Mepa. OaroBapajyhe Mep/bUBOCTH HE MOXKEMO
JIOONTN JTUPEKTHO PAaCTaB/hbalbeM CBaKe OJ Mepa A" Ha heH peaHUu U MMarmHapHU JIe0 U
npumenoMm Jleme 5.4. 3arTo, pa3MOTpuUMO OBaj IpOOJEM Ha JIPYTru HadwH, Kopucrtehu Jlemy
1.3 xojy cmo jokazasm y [lorsasipy 1.

JIema 5.7. Hexa je Agy upedpojusa toganriedpa y A, o(Ag) = A u nexa je (\*)ex B-mepausa
pamuauja mepa na A. Taga je 3a ceaxo A € Ay pynryuja X > x — |[N*|(A) € R B-mepausa.

Jlokas. Kopucrehu (1.5), 3a cBako A € Ay 10dujamMo J1a BayXKu jeTHAKOCT

IA*|(A) = sup Z|)\$ 3a cBe T € X.
Pen( A)CEP

Oynkruja ¢p : X — R gedunucana uspasom ¢p(x) = Y cp|A7(C)| 3a caxo z € X je
B-mepsbuBa 3a cBaky dukcupany naprunujy P € w(A). Aaredpa Ay je mo mpermocraBiu
npedpojuBa ofakiie caeau na je ckym 7(A) mpedpojus u 350r Tora TpaXKeHa MEPJbUBOCT CJIEIN
JIMPEKTHO Ha OCHOBY jeaHakocTn |A*|(A) = suppe,(4) ¢p(T) Koja Baxku 3a ceaxo v € X. [

Jlema 5.7 je mocedan ciryuaj ciejsiehe Teopeme.

Teopema 5.8. Hexa je A o-aaiebpa wa Y ienepucana tpedpojusom uoganiedbpom Ay u Hexa
je (A*)zex B-mepwusa damusuja na A. Axo je A € A Waga je ckanrapra Pynryuja X > x —
|IA7[(A) € R B-mepausa.

Zoxas. ledunummmo dpaMuinjy cKymnoBa
M={AecA: X 35z~ |N\|(A) € C je B-mepspuBa dyskIimja}.

Ha wctu magmn xkao m y mokasy Jleme 5.3 modbuwjamo ma je dbamumnuja ckynoBa M auHM
MOHOTOHY KJjaca Ha ckymy Y. Ha ocunoBy Jleme 5.7 mmamo na M canpxu Ay a Ha OCHOBY
Jleme 1.8 ciiequ TBpheme. [

Hamomena 5.9. V pagosuma [0, 7] cy pazmatupane peasne damunruje mepa ta je Jlema 5./
ouna gosomna. Kaxo y 060] gucepiauuju WPetupamo Pamuiuje KOMUNEKCHUT MeEPL JOAA3U
go totupede 3a peayatuattiom us Teopeme 5.8.

KoMmieTHOCT, oTnpocTopu u oneparopu Ha Ll (1, ca(Y, A))

Ha ocnoBy TBphema 100ujeHUX y TPOIIIO] CEKIUju MMAMO MOTYNHOCT Jia TOCMATPAMO
unrerpas [ [|N|| du(x) y ciyaajy npeSpojuso remepucane o-anredpe A jep je y ToM cirydajy
noxuaTerpaina dyukmmja R 5 o — ||| € R B-meprpusa.

Tepheme 5.10. [6] Hexa je o-aatebpa A upedpojuso tenepucana. Taga je Ll (u,ca(Y, A))
8EKWOPCKY, TPOCTop Koju Goctiaje Banaxos ca nwopmom || - |1 gawmom y (5.1).

Jlokas. 3a ouno koju enement f € Ll (u,ca(Y,A)) nocroju nmpejcraBHUK Kjace Takas Jia
je ckanmapua dyukmmja X 3 z — ||f(z)|| € R B-mepmusa (Bugeru Teopemy 5.8). axie,
axo je f,g € L (u,ca(Y, A)) tama nmamo of + Bg € L. (i, ca(Y, A)) 3a cse ckanape «, 3 €
C. Osume 3akmyuyjemo aa je Ll (u,ca(Y, A)) Bekropcku npocrop. Jacuo je ma dbynkimja
| - |l1 mpeacraBba HOpMy Ha oBoM mpoctopy. Heka je (f,)neny Kommujes aus y HOpMupasom
npocropy L} (i, ca(Y, A)). Moxkemo npernocrasutu na je f; = 0 € L (u,ca(Y, A)) xao u to
712 PaJIMO Ca KOHKPETHUM IPEJICTABHUIMMA KJIaca eKBuBasenimja npocropa Ll (1, ca(Y, A))

139



Ipoctiop L} (p,ca(Y, A)) damuruja mepa ca uniierpaduimom eapujarujom

(Bunern Hedbununujy 5.2). Ilpemackom Ha mOgHN3, MOXKeMO Oe3 TyOHTKa Ha OIIITOCTH
npernocrasuti fga je || for1 — fulli < 57 3a cBako n € N. Onasne caenn ga je

“+oo
>~ [ Mus(@) = fal@)ll duta) < +50 p-cxopo coyaa na X.
n=1 X

Jaxse, 3a pi-ckopo cBako x € X mMamo ja Kouseprupa 1 oo || fui1(z) — f.(z)||. Kako je
. —+o00

ca(Y, A) BanaxoB HpOCTOp 3aK/bydyjeMO Ja 3a CBAKO TakBO & pex » o~ foy1(x) — fu(x)

KOHBEpPrupa y HOPMH KOja je 3ajara IpeKko TorajHe Bapujamumje. Omasme ciaeanm ma je

IPaHUYHA BPEJIHOCT

lim fo(z) = f(z) € ca(Y,A)

nedunncana p-ckopo ceyia Ha X. Takobe, dynkmuja X 3 x — f(x)(A) € C je pu-mepibusa
3a om0 Koju ckyn A € A jep BaxKku jeTHAKOCT

F@)(A) = lim £,(x)(4)

p-ckopo cByna na X. Jlokakmmo cama jga Hu3 davuimnja mepa (f,)neny KOHBEprupa Ka
eqementy f y mopmu || - ||; mpocropa L (i, ca(Y,.A)). Onpadepumo 3ato € > 0 mpou3BOJBLHO.
Kaxo je (f,)neny Kommjes nuz y L (11, ca(Y, A)) umamo ga mocroju 6poj N € N takas na u3
n,k € Nun,k > N crnemn

1o = fills = /X 1) — fu(@)]| dpu(z) < e

Ako caza y3memo 1a k — 0o, mpumenoM PaTyoBe Jieme 100MjaMo

I£ = ills = [ Jim 1£,(2) = i) | duta) < imint [ 15u(o) = fula)| du(e) < =
x k—o0 k—o0 X
Hoxkazamm cmo na Baxu ||f, — f||1 < € 3a cBako n > N omakie je lim || f — full1 = 0. O
n—oo

Hanomenumo sia ipocrop Ll (u, ca(Y, A)) ne mopa duru Boxnepo6or wuaa’, MITO cJied Ha
ocuoy IIpumepa 5.25. Takobe, namekc w (o peun weak) y ozmamu L} (i, ca(Y, A)) moruue
O/ TOra IITO je Yy MUTakky IPOCTOP KOjU je Ha CJAWYaH ajy Ha OIIITHjUA Tj. Ha CJIA0Uju HAUUH
necdunucan wero mro je npocrop L (X, u,ca(Y, A)). Haume, y oBom ciiydajy ce He 3axTeBa
jaka MepJbUBOCT Tj. j-MepibuBocT enemenara uz L (u, ca(Y,.A)).

Cxyn L. (u,ca(Y,A)) y ommrem ciiydajy He MOpa OMTH HH BEKTOPCKH IIPOCTOD jep ce
MOKe JIECHTH Jla HopMa 30upa nBa enementa us L) (i, ca(Y, A)) e Mopa 3ajaBaTu Mep/bUBY
dyuknujy. IIpermocraBka ma je o-anredpa A npedpojuBo renepucana je outHa y TBphemy
5.10, mTo okazyje ciegaehu rpumep.

IIpumep 5.11. [6] Hexa je X = [0,1] ca Bopenosom o-antebpom By u Jleberosom mepom
m u neka je Y = [0,1] ca o-astebpom A tenepucarom c8um JEGHOUAGHUM CKYTOBUMA (KO-
upedpojusa o-antedpa). Hzabepumo duno xojy dynrkuujy g : [0,1] — {—1,1} xoja nuje Jleber
Meppu6a U gedunuuemo upecaurasarsa fi, fa 1 [0,1] = ca([0,1], Bjo 1)) uspasuma

fi(@) =26, folw) = —g(x) 0z + g(x) - 0, 3a cearo z € [0,1].

3TIpocrop Koju ce cacToju o1 jako MepsbUBHX (PYHKIIMja Unja, je HOpMa HHTErpaOUIHA.
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Qynryuja [0,1] o = — || fi(x)|| € R je Bopea-mepausa, jep easrcu jegnaroc ||d,] = 1
3a ceaxo x € [0,1]. Taxohe, sa cearxy wauky a € [0,1] epegnocwi fo(x)({a}) moorce ce
PA3AUKOBATIL 0F HYAE eBEHTYaIHo Y Wawkama © = a u T = 2a jep je fo(x)({a}) = g(z) -
(0:({a}) = 0z2({a})) wa je Pynxuyuja [0,1] > = — fo(x)({a}) € R By j-meprusa. Ogasge
caegu ga je dynruyuja [0,1] > x = fo(x)(A) € R Bjg1-meprusa 3a ceaxu upedpojus cryl
A C [0,1]. Caga moocemo saxnmyutiu ga je dynxyuja [0,1] > x — fo(x)(A) € R B -
mepauea 3a ceaxo A € A jep je fo(x)([0,1]) = 0. [opeg wora, || f2(z)|| = 2|g(x)| = 2 axo je
€ (0,1]. Ca gpyie cupanre, 3a ceaxo x € (0,1] umamo jegrarxoci

fi(@) + falx) = 2+ 9(2)) - 62 — g(x) - 0z,

Ua 3a c6e WAKBE T B8AHCU

1f1(z) + fo(@)[| = |2+ g(x)| + [9(x)| = 3 + g().
Ogasge caegu ga dynkuyuja [0,1] 3 — || fi(z) + fo(2)|| € R nuje Jleber meprusa. A

Casia hiemo mocmarpaTu orpanumvene oneparope Ha tpoctopy Ll (u,ca(Y, A)) koju ce
IPHUPOJTHO jaBbajy. Taxobe, mocmarpaliemo mornpocrope y Ll (u, ca(Y,.A)) xoju nacrajy uz
JIMPEKTHOT pasiarama npocropa ca(Y, . A) na 3arsopene normnpocrope ca’ (Y, A) u cas(Y, A),
3a (PUKCHpaHy O-KOHA4Hy Mepy vV Ha o-ajredpu A.

Ba maru ckyn A € A neduHUIIIMO JTHHEAPHU OIEPATOD

Ty: L. (p,ca(Y, A)) — LYX, u)
mspazom Ta(A) = (A*(A)).ex 3a cBako A = (A),ex € LE (1, ca(Y, A)).

Tepheme 5.12. Jluneapnu otepaiiop Ty : LY (u, ca(Y, A)) — LY (X, ) je otpanuuen u asrcu
T4l <1 3a ceavo A € A. Axo je 0 # A € A waga saorcu | Ta|| = 1. Axo je L'(X, u)
beckonaune gumensuje waga je Ty xomUaxman oUepatmiop axo u camo axo je A =)

Jokas. Heka je A€ An A +# (. 3a cee pavmmmje A = (A\%),ex € LY (, ca(Y, A)) mmamo

ITa O = /w )| du(e /|A| ) du(z) = Al

Onasne cienn na je Ty orpanmde u ja Baxku || Tyl < 1

IIpernocrasumo caga ga je A # () u uzadepumo y € A. Heka je A* = xa(x)d, 3a cBako
x € X, rne je B € B uzabpan Tako jna Baxu 0 < p(B) < +oo. Tanma je |Al|; = u(A) u
TaA = xa, na 3amyuyjemo || Ta\|pix,,y = p(A). Hakie, umamo jeanaxoct ||Ty4]| = 1.

Heka je caga L'(X,p) mpocrop GeckoHaune JuMeH3Hje W HM3a0€pPUMO OrpaHUYeH HU3
(fa)nen vy LY(X, 1) xoju Hema KoHBeprentan mognu3 y Hopmu npocropa L'(X,p). larme,
npermnocrapumo Ja je A € A Hempasan cKym u omgadepumo y € A. YKOJUKO JedUHHAIIEMO
AP = f.(z)d, 3a cBako n € N u cBako = € X, xopucrehn 6,(B) =1 u |6,|(Y) = 1 godujamo

Anll =[x [fa(@)] - 10,1(Y) dpa(a) = || full 2,y 10 cormmo

T4y — Talsll 1, / |fo(@) = fn(@)] - 6,(A)| dp(@) = || fo = frnll L2
3a cBe n,m € N. Onapze ciequ ga 14 HEje KOMIIAKTaH OIIEpaTop. O
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Hedbununuja 5.13. Heka je v tosuttiueha mepa na A. Bextopcku GoWwupocmuop Upociuopa
Ll (p,ca(Y, A)) xoju ce cactoju og onur A = (A\")ex € Li(u,ca(Y, A)) sa xoje savicu
A < v 3a p-cxopo ceaxo x € X je osnauen ca Ll (u,ca(Y, A)). Bextopcku Tomupoctiop y
L} (u,ca(Y, A)) xoju ce cactioju og onuz A € L' (X, M, u; ca(Y;N)) wareuzr ga je \* L v 3a
p-cxopo ceaxo x € X je oanauen ca L (u, cas(Y, A)).

Tepheme 5.14. Hexa je gatia o-xonaqmna mepa v na o-aatedbpu A. Taga cy LE (, ca®(Y, A))
u L (p,cas(Y, A)) sameopenu y Banaxosom upocmiopy L'(X,u;ca(Y,MN)). Cueyujaano,
umamo ga cy upoctmopu L (u,ca(Y,A)) u Ll (u,cas(Y,A)) Banaxosu ca nopmom (5.1)
nacaehenom og L (1, ca(Y, A)).

/loxas. Kopucrehu noranujy u3 Tsphema 5.12 umamo jga BazKu jeTHAKOCT
L} (1, ca®(Y, A)) = ﬂ {Ker (T4) : Ae A, v(A) =0}.
Bamucra, no medunurmju oneparopa Ty : L (u, ca(Y, A)) — LY(X, u) umamo
A =(N)pex €[ |{Ker (Tu) : A€ A, v(A) =0}

ako u camo ako yciaosu A € A u v(A) = 0 nosrage \*(B) = 0 3a u-CKOpO CBaKo & €
X. Tocrenme je ekBuBajJeHTHO ca A < v 3a u-ckopo cBako ¥ € X Tj. (A).ex €
L} (u,ca®(Y, A)). Kaxko je L. (i, ca(Y,.A)) Banaxos mpocTop u Kako je JIMHEAPHU OIEPATOD
T’p HepeKUaH, IPBU JI€0 TBPhEmba CJIe .

Ia ducmo jokazanu Jpyru jeo Tephema omadepumo A = (A%),ex € Ll (p,ca®(Y, A))

npomusBosbHO. Takobe, meka emement A, = (A\"),cx npunazga npocropy Ll (u,cas(Y,A))
3a ceako n € N m mpermocraBumo ga Baxku jegmakoct lim [|A, — All; = 0. Kopucrehn
n—oo

npernocrasky lm [, [} — A |(Y) dp(z) = 0 moxemo nahn noguus (ng)reny u ckyn N € B,
n—oo
w(N) =0 Takas ja je klim A —X\¥|(Y) =03acBako k € Nuz € X \ N. IIpocrop ca?(Y, M)
—00

je sarBopen y Banaxosom npocropy ca(Y,9). 3aro, umamo ga je A* € cal(Y,IN) 3a cBako
z € X \ N. Tocneame nam maje A € L (i, cas (Y, A)). O

e3uHTerpanuje mepa

Y oBOM KpaTKOM OJieJbKy heMo yKa3aTw Ha jeJIHy 3HadajHy Teopemy Teopuje mepe u
WHTEerpalje Koja ce Tude baMujmje Mepa Ha HCTOj o-aJredpw W Koja, u3Mehy ocTaJior,
IIpeJICTaB/ba MOTHUBAIU]Y MPU UCTPAKUBAIbUMa y OBOM IIOTJIABJBY JucepTaryje. ¥ MUATAY
je TBpheme o gesuniieipayujama mepa. YBejenu npoctop damminja Mepa u3 Ceknuje 5.1
caJIp2Ku (pbamMumiinje Mepa Koje ce jaBjbyjy y IPOIecy JAe3UHTerpalinje u3 MOMeHyTe TeopeMe.

Hanwme, ueka je F': X — Y (B, A)-mepspuBa dyskImja u Heka je o mepa Ha (Y, .A) koja
je ciimka mepe p Ha (X, Bx) y omHocy Ha F', Tj. Heka je Mepa o medunucana HGopMysIoM

o(A) = (po F")(A) :== u(F'(A)) 3acsako A€ A.
[Tosnaro je (Bumeru [13, Ilormasse 10|) ma moz mmpokuM mpeTmHocTaBKaMa (HIP. Kaja Cy
X uY Cycaunosu' upocitiopu ca cBojuM Bopenosum c-anredpama B = By u By penom n

kasia je F' Bopesnosa dynkinmja) nmocroje Bopesose BeposaTHocHe Mepe pY Ha X, npu uemy
je y € Y, Koje ce Ha3UBajy KOHGUUUOHAAHE MEPE, TAKO JIa 38 0-CKOPO CBAKO Yy € Y BaxKu

(5.4) W({ee X Fle)=y)) = 1,

Muxann Axosrepua Cycun (1894-1919), pycku maTemaTmyap
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dyukimje Y 3 y — p¥(B) € C cy By-mepibuse 3a cBe B € B 1 BaxKu jeTHAKOCT

w(B) = /Y,uy(B) do(y) 3a cako B € B.

Kako je pY BepoBarHocHa Mepa Ha X M Kako BaxKu jeaHakocT (5.4) 3ak/bydyjeMo ja je
pY ckornentpucana Ha ckymy F~!'({y}) € B na je dpammmja mepa (u¥),cy cacraBibeHa o
MmehycobHo cuHrymapHux Mepa (70 Ha CKyI KOjU MMa Mepy HyJa y OJHOCY Ha Mepy o).
OuekuBano, dyukmja Y 3y — p? € ca(X, B) nuje Boxuep o-unrerpabusna Ha Y jep je

s — ] > s — ] (F () + e — ] (P ({a))) = 2

KaJI TOJT je Y1,Yo € Y U y; # Yy, IITO JIa/be 3HAYUN JIa HUje UCIyHeH NpBu ycaoB llerucose
reopeme 0 MepspuBocTu (Bugeru Teopemy 1.20). Takobe, ounrnenno dbyuknuja YV > y —
p € ca(X, B) npunaga npocropy L (o, ca(X,B)) jep je ||p¥]| =1 3acBako y € Y m o(Y) =
p(FH(Y)) = p(X) < oo maje [y 1]l do(y) = o(Y) < +o0.

YKoImMKO (i HHje KOHadHA Mepa, a CaMUM THM HE o, OHJa dammamja mepa (u),cy
ne npunajaa npocropy Ll (o,ca(X,B)) amu he npunagatu mmpem mpocropy koju he durtu
JneduHUCaH y TVIABHO] CEKIMjU OBOT TOrJIaB/ba gucepraruje, 1j. y Cekrnuju 5.2 Koja cjeman
0/IMax y HACTaBKY.

5.2 TIIpocrop £(u,ca(Y, A)) ckyn mo ckymo
NHTerpadbuiHux dpamuianja mepa

Hexka cy (X, B) u (Y, .A) mepssusu npocropu u A € ca(Y, A). Axo je f neka B®.A-mepibuBa
dbyuknuja Ha X X Y Koja je A-mHTerpadmsna 1o y € Y 3a cBako ¢durcupano xr € X, taja
je dynkmmja X 3z — [, f(z,y) dA\(y) € C B-mepibusa. HaBelenn pesysirar je KIaCHYIaH 1
moxe ce Hahlin y [13, ITorsasibe 3|. Cana hiemo jjokazaTu ja BaxKu u BHIIe, Tj. JIa YMECTO Ca,
jeIHOM MEpPOM A y TOPH-EM U3pa3y MOXKEMO paJuTu u ca dhamuinjom mepa (A”),cx. Hapemno
TBpheme ce jaBma y |7]. Jajemo meraspan moka3 36or Tora miro hie ce 0Bo TBpheme KopucTuTn
YeCTO y HACTABKY OBOT IOTJIABJbA.

Tepbhemwe 5.15. Heka je gawia B-meprusa pamuauja (A*)zex mepa us ca(Y,A) u B A-
meparusa pynrkuyuja f: X XY — C. Axo je 3a ceaxo durcupano x € X dynxuyuja

Yoy f(z,y) € C

UHTETPAOUAHG Y 0gHOCY HA MePY AT, TWaga je cKarapha GyHKuuja

(5.5) X5z /Yf(x,y) d\*(y) € C

B-meprusa.

/loxas. Tlpumernmo Hajupe J1a je TOBOJBHO JOKa3aTu TBpheme 3a orpanunvene B® A-mepbuBe
dyukiuje na ckyny X X Y, koje cy jom m peasino Bpeanocue. Kopucrehu yuundopmuy
aIIpoOKCUMaIjy MepJbuBe (DyHKIMje HIpocTuM (yHKIHjaMa 3aK/bydyjeMo Ja je J0BOJbHO
JlokazaTu 0BO TBpheme ykoimko je f = x¢ 3a C € B® A. 3Baucra, yKoJIuKo HU3 (S, )neN
npoctux, B ® A-meppuBux (pyHKIHja paBHOMEPHO KOoHBeprupa Ha X X Y Ka f Taja BaxKwu
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| [y (F(z,9) = sul2,y)) N (y)| < supexxy [F(2,9) = sa(z,y)] - |A7[(Y) 3a cBao € X u
cBako n € N. OnaBje 100njaMo 1a je UCIyHeHa jeTHAKOCT

/ flz,y)d\*(y) = lim | s,(z,y)d\*(y) 3a cBako = € X,
Y

n—o0 Y

KOja je JIOBOJbHA JIa U3BEJIEMO KeJbeHy MepsbuBocT dyHKimje gare y (5.5). Hakie, y ciayuajy
f = xc¢ cranmapana npumena Jleme o MoHOTOHNM Kitacama (Bumetu Jlemy 1.8) maje »kesbeHu
3aKkJbydak. 3aucra, pamuauja F cBux ckynosa C u3 o-ajuredpe B ® A 3a Kojy je dyHKIMja
Xs>r+— fy xc(z,y) d\*(y) € C B® A-mepibuBa caJIp:ku MepjblBe IpaBoyraoHuke u3 B® A,
jep ykosmmko je C = B x A3aneke B € Bu A € A rana je

/YXAxB(w,y) dA"(y) = {())\;(A) ZEZiii 5 = xa(@) - X(B),

mro jpedununie B-mepsbuBy GyHKIujy jep je dammamja mepa (A?)pcx O IPETIOCTABIN
B-meppuBa. Opasie ciaenn na damuinja F caJpKu U KOHAYHE YHHUj€ TAKBUX MEPJbUBUX
[IpaBOYTaOHMKa, Tj. CaJpKU aaredpy remepucany B & A-Mep/bUBUM IPaBOyTaOHUIIAMA.

Hokaxumo Ja je F MOHOTOHA Kiiaca. YKoHKO je (C,)n,en HU3 esleMeHara u3 B ® A, 3a
koju je Cp, C Cpy1, C = ,enCrn mmm Cpyq € Gy, 3a cBako n € N u C = (), o Cn, Taza je
xc(z,y) = nhg; Xc, (z,y) 3a cBako (z,y) € X X Y na je una ocuoBy T/IK ucnymeno

/ xc(z,y)d\*(y) = lim [ x¢,(z,y)d\*(y) 3a cako x € X.
Y Y

n—oo

Ha ocuoBy ropme jemnakoctu ciequn C € F na mpumeHoMm JlemMe 0 MOHOTOHMM KJjacama
zakspyuyjemo F = B ® A. O

Axo je dymkumja f orpanmvena m ykosmko je dbyskmmja X 3 z — |[|N|| € R p-
uHTerpadbmina, Taja je yHKnmja 3agara uHTErpajgoM u3 (5.5) 3anpaBo p-MHTErpaduUIHA
ma X jep sau [y | [ f(z,y) dN(y)| du(z) < sup y [f (@, 9)] [ IA*] dp(z) < +oo.

(z,y)EX X

Teopema o MepspbMBOM pazJiaramby dpaMHUJInje Mepa

Hapenno tBpheme roBopu o ToMe Jia y IPOIECy pasjarama MepJbuBe (haMuimje Mepa
Ha JBe damMuminje, jeJHy Koja je alcoJyTHO HENpeKuJHa, JAPyry Koja je CUHTyJIapHa y
ofiHOCY Ha Jary damuminjy Mepa (Tadka o Tadka), J00HjaMo orer MepjbuBe (aMuinje Mepa.
Hanmomenumo 11a je oBaj pe3y/iTar BapujaHTa CTaHJIAPIHUX YUI-EHUIA KOje BOJE TOPEKJIO
oz kiaacugHOr paja [18]. Bumern rtakobe [13, Bexbdame 6.10.72]. IIpermocrasipamo ma je
o-ajredpa Ha K0joj cy oBe (bamuminje jgeduHuCcaHe TPEOPOjUBO TeHEPUCAHA.

Teopema 5.16. [7] Hexa je o-anriedbpa A tpedbpojuso tenepucana u Hvexa cy gaitie B-mepouse
pamuauge (XN*)zex u (V") eex ud ca(Y,A), apu wemy je v* GOSUTUSHE KOHAYHA MEPA U
A=A+ AL, AL <vh AL Lyt
3a ceaxo v € X. Taga cy ode gamunuje (NX,)rex u (A)zex B-mepwuse.
Taxohe, Pagon—Huxogumos u3eog
dN* dNF
— — ac c Ll l/x
dv® dv® )

mootce buttiu uzadparn wako ga dynkyuja X XY 3 (z,y) — 0°(y) € C dyge B ® A-meprusa.

€T

0
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Jlokas. Be3 ymamerma OMIITOCTH MOYKEMO HPETHOCTaBUTH Ja je (A"),cx cacraBbeHa O
peasinux Mmepa. Taga cy damuanje mepa (A" )cx u (A7 ),ex B-MepspuBe Ha ocHOBY Jleme
5.4. TlpesackoMm Ha oBe paMUIMje MOYKEMO IIPETHOCTABUTH’ jOII M TO Ja je CBaKa OJ Mepa
A* mosutuBHa u KoHauHa Ha A. Kako je o-anredpa A renepucana npedpojuBoM haMuInjoM
ckynoBa {A, : n € N} ona je remepucana dbyuknujom £ : Y — R koja je 3amara uzpazom

& =372 Lxa, (Bumern nokas Jleme 5.4). Heka je

o =Moot unt=v"0f" 3aceako z € X.

Osume cmo koHcTpyucann damuiuje BopenoBux mepa (0%),cx u (7%)zex Ha ckymy R koje
cy B-mepsbuse jep cy dammianje mepa (A),cx u (V%)gex B-mepsbuBe u 300r TOra IMTO je
dyurnuja £ (A, Br)-mepspusa. Takobhe, 3a cBako x € X Baxu 0” < 0%, jepusz S € Bg u 0 =
n”(S) = v7(£71(S)) cnemn A*(€71(S)) = 0 (360or A* < v*) omakie je o”(S) = \*(v=1(S)) = 0.

Hajupe hemo mokasatm apyrm z1eo Teopeme, Tj. Ja ce MOXKe oZabpaTH pPEeIpe3eHT KJIace
Tako ja je dyakmmja X X R 3 (z,y) — Zzz (y) € R mepspuBa y omnaocy Ha o-airedpy B & Bg.
Zgz MOKEMO U3PAIyHATH (POPMYJIOM

Panon-Hukomumos n3son

do® o ((s— 2,5+ 1))
= = 1 n n
i T (= L D)

n

r*(s)

r7e nedUHAIIIEMO TOPHU PA3JIOMaK HYJIOM YKOJIUKO je

(e tent)

3a Heko € X, s € Run € N (Buzmeru [13, Teopema 5.8.8]). 3a cBako durcupano x € X,
ropia rpaHrYHa BPEIHOCT TI0CTOjH 3a 1)*-CKOpo cBako s € R. dedunuriemo r*(s) Kao ropwmu
JIIMeC KaJia OH MoCToju 1 Kaja je konada. Ckyn ypehenux maposa (x,s) € X x R 3a koje
0BO BaKH je B ® Bgr-Mepspus’, jep 3a omiao kxoje dukcupano n € N mMaMO KOJINIHHK JIBE
B ® Br-mepbuse’ dbynkimje. 3a cge apyre napose (x,s) € X X R pedunumeno r°(s) = 0.
Oso naje B ® Bgr-mepspuBy byukuujy X X R > (z,s) — r%(s) € R.

Heka je 3a dpukcupano x € X dynknuja o” : Y — R nedunucana nspasom

0°(y) =r"(&(y)) 3a cBako y €Y,

x . . .
npeacrasba Panon-HukomumoB u3Bo %, Tj. MIpeJICTaB/ba jeJIHOT pelpe3eHTa ojrosapajyhe

Kjace ekpupajennuje. OBo MoxkeMo Jokazaru Ha ciaegehu naunn. Heka je A € A. Tlocroju
ckyn E € Bg 3a xoju je A = £71(E) jep o-anredpa Ha Y renepucana dgynkmujom £ : Y — R
caapxu o-anredpy A. Ipumemyjyhu |13, Teopema 3.6.1] umanmo cienehu padays:

N (4) = X (6 (E)) = (W 0 £ 1)(E) = o*(E) = / () dif (s) =
— / x(8)r(s) dif(s) = /Y eEW) e @) dr () = [ o) dv* (y).

A

®OBge KopucTuMO cirejelie 3amaxkame: YKOIMKO je A peasHa Mepa Ha A 1 ako je v IO3UTHBHA KOHAYHA
Mepa Ha A ca cBOJCTBOM A = Age + A, Age <X v U Ag L v Taja Baxku, A}, < vu AT L vkaou A\, < vu
A; L v. Cartum y Besu, Bugern [9, Bexxbamwa 3, 10 u 11, Ceknuja 9B].

SVkomxo je (fn)nen Hu3 M-Mepipubux bynknuja Ha X Taja je cKyl oHuX € X rJe MOCTOjH TpaHmdHa
BPEJIHOCT nhﬁn;(} fn(x) enement o-anredpe M.

"Heka je r > 0. @ynxmmja X x R > (z,8) = n%((s —r,s + 7)) € R je B ® Br-mepmupa. 3amcra,
umamo 0 ((s —r,s+7r)) = fR X(s—r,s+r)(t) dn®(t). Pymkmuja R x R 3 (s,t) = X(s—rs4r)(t) € R je Br ® Bg-
MmepspuBa. Jampu sokas je ciamuan gokasy Tepbhema 5.15 jep ce nokasyje na je dyukmuja X X R 3 (z,s) —
Jz xs(s,t) dn*(t) € R B ® Br-mepsbusa 3a cBaku dukcupan ckyn S € Br @ Bg.
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Kako je dyukmuja X X R 3 (z,s) — r*(s) € R mepspuBa y omHocy Ha B ® A u Kako je
€:Y — R jenna A-mepsbuBa GyHKIMja MOXKEMO 3aK/bYIUTH J1a je DYHKITHIja

X xY >3 (z,y) =0 (y) =r"(€(y)) €R
B ® A-mepspua. Opaje cjaequm U UpBU Jeo TBphemwa jep Ha OCHOBY JIOKA3aHOI MMaMO
na Baxku jexmakocr X (A) = [, 0"(y) dv*(y) 3a cBako A € A na B-mepipusoct damuimje
Mepa (AZ)ex modujamo mpumenom Tephema 5.15. Ha ocunoBy B-mepsbuBoctu dbamuimja

(AZ)eex 1 (A")zex modujamo ommax u B-mepsbuBoct damuinje (A?),cx jep BaxKu pasjararmbe
AT =X+ A\ 3a cBako x € X. O

Hexka je v o-konauna mepa na A u Heka je A = (A\?),cx damminja y ca(Y,.A). 3a cBako
x € X nmamo Jlederosy mexommosunujy A = A7+ A? KoMmIuiekcHe Mepe A¥, rie je AL, X v u
A? L v. ¥ mapennoj reopemu kopucruhemo dbamvuimje (AL,)zex 1 (A?)zex 1a ducmo oxpeuim
pacrojame bamunuje (A\*),cx € Ly, (, ca(Y,.A)) no sarsopenor norupocropa L, (11, ca(Y, A))

u 10 3arBopenor nornpocropa Ll (u, cad (Y, A)).

Tepheme 5.17. Hexa je A € L (u,ca(Y,A)) u nexa je v o-xonauna mepa na A. Taga je

dist (A, L (1. cale (Y, A))) = /X XEI(Y) du(a)

dist (A, Ly, (p, cal (Y, A)) / AL (x).

/lokas. Ha ocuoBy Teopeme 5.16 cienu ma cy damvummje mepa (MY, ).ex u (AY),ex 3ampaso
B-MmepsbuBe, IMITO je HETPUBHUjAIHU 3aK/bydakK Koju HaM je nmorpedan. Jlabu Tok j0kaza je
pavYyHCKH M Oas3wpaH je Ha JedUHUINjU pacTojama eJIeMeHTa JI0 nmoTmnpocropa. Hawmme, 3a
npousso/bo A € L1 (1, ca(Y,.A)) nodujamo

[(Aee)aexll + [[(ADzexh = /X [Aael (V) dpu(x) +/X IASIY) dp(z) =
= [ DI duta) = [ NI du) = 4] < +oc.
Crora, umamo (M%) zex, (A)zex € LY (1, ca(Y, A)). Taxkobe, nmamo na je

A =nlli = [(Aoe)eex + (AD)wex — (77)zex |l
/r ) XY ) = [ N = () + XY da)

3a cBaky dbamumnjy n = (7%).ex € L (1, ca®(Y, A)). Tocneamn u3pa3 J0CTHKE HajMarby
BpeJHOCT ako omadbepemo n* = A? 3a p-ckopo cBako x € X. Omase ciaeau

dist (A, LY (X, catf (¥, A))) = min{|A =l 1 € L (X, ca (VA = [ 1Y) dta).

Hpyra dopmyita ce joKa3yje Ha UCTU HATHIH. [
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I'1aBHa Teopema u mHTerpasn dammianje mepa [, A du(x)

Hexka cy By (X) u B1(Y) xiace dyHKImja orpanndeHnx ca 1 mo MojyJy u Koje Cy MepJbuBe
y omuocy Ha o-asredpe B u A, perom. Ilpenusuuje, nomenyru ckynosu Bi(X) u By(Y) cy
JiebUHUCAHT jeTHAKOCTIMA

zeX

Bl(X):{f:X—MC

f je B-mepsmuBa u sup |f(x)| < 1} ,

Bl(Y):{g:Y—MC

g je A-mepsuBa u sup |g(y)| < 1.
yey

Y naspeM pajty hemMo 4ecTo KOPUCTUTHU OBE CKYIIOBE.

Hedbunaunuja 5.18. Bexopcku TpoCcWop CBUT KAGCE CAQGOO [L-€KBUBAAEHTIHUL PYHKUUIC
(exsusansenimno pamuauja) (N°)ex ca epegnoctiuma y upocmopy ca(Y, A) waksur ga je
ckanapna Pynryuja X > x +— A (A) € C p-unmerpabusna 3a ceaxu durcupan ckya A € A
osnavasahemo ca L, ca(Y, A)).

Cnodosauje roBopehn, ropma geduHUNIA]a YBOAN TIOjaM Ckyl GO CKYyU WHTErPadUIHOCTI
dyukuuje X 5 x — A* € ca(Y, A).

Kako je 3a cBako dukcupano A € A 3amar orpannden jauneapan dyuknuonan ca(Y, A) 5
A= AA) € C, umamo 512 je yBeJIleHH BUJ WHTEIPAOHIHOCTH MU 0 Kiacuane [lerucose
UHTErpadUIHOCTH, jep Ce 3aXTeBa MHTerpadUIHOCT ojiroBapajyhie yHKIHje HA CaMO jeTHOM
nenty ayasnsor mpocropa ca(Y, A)*. O oBome he dutn peun kKacHuje.

Hapenna teopema mipejicTaBiba IEHTPAJHUA PE3YJITAT y OBOM IOTJIaB/bY. lJIaBHHIA OBe
TeopeMme Jobujena je y pamay [6]. YV mokazy hiemo kopuctuTn 3Hadajue reopeme Teopuje mepe
n OyHKIMOHAIHE aHaan3e o KojuMma je domio peun y Cekrumju 1.1.

Teopema 5.19. Hekxa je p xonauna mepa na o-artebpu B u nexa je A = (A")ex €
L(p, ca(Y, A)). Taga je pynruyuja vy: A — C gedpurucana uspazom

(5.6) vA(A) = / AP (A)du(z) 3a ceaxo A e A
X
KoMUAEKCHA Mepa Ha o-aatedpu A u easicu
Al = sup [ \(4) du(e) < +cx.
AeAJ X
Ilopeg wota, 3a ceaxo f € B1(X) u g € Bi1(Y), ckarapna dynryuja

X520 f(a) / g(y) dX*(y) € C

Y

je -unTWeIPaOUAHA U BAHCYU JEGHAKOCTH

(5.7) [ s vt = [ 1) [ o) ax) dute).
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Jloxas. TIpso hemo nokazaru npedpojuBy aguruBHoCT (yHKImje vy Ha A. IIpermocraBumo
maje A, € Au A, NA, =0 xarrox je n,m € Nun # m. Heka je Ay non-o-anredpa
renepucana oBuM ckynosuma T1j. Ay = ({4, : n € N}). Ilocroju npebpojusa asredpa
A C Ay xoja renepuire o-anredpy Ag. Moxkemo omadparu mpejicTaBHIKA Kiace dhaMuimje
A = (\"),ex Tako ma cy dbyurmuje X 3 x +— A*(A) € C B-mepspuse 3a ce A € A;. Heka
je p(x) = |[A*|(Y) 3a cBako x € X (mocmarpano y omnocy Ha o-anredpy Ag). Ha ocHoBy
Teopeme 5.8 numamo 1a je dpyukimja p : X — R B-mep/buBa ofakie ciien

Xy:={xeX:p(x) < N} € B 3acako N € N.

Ckynosra dynknuja vy y: A9 — C nedunncana nzpasom
vaAn(A) = / A (A)dp(z) 3a cBako A € A
XN

je mpedpojuso ajmTuBHa Mepa Ha Aj. 3aucra, 3a dukcupano N € N J0BOJ/BHO je JI0Ka3aTH

+o0 +oo
(5.8) lim vp N ( |_| Ak> = lim A? ( |_| Ak> du(z) = 0.

k=n+1 k=n+1

HapagHo, mozkemo cmarparu Ja je Xy # () jep je y uporuBaoM v, y Hysa GyHKIHja U Taa
TBpheme Baxku. 3a cBako n € N n x € Xy BaxKke HejeIHAKOCTHU

+00
(i1
k=n+1

Topma HejeTHAKOCT jaje p-MHTerpaduiny Majopanty gy : Xy — R, 1j. dbyuruujy gy(x) = N
necdunancany 3a ceako x € Xy (Moxkemo kKopuctuTu (DYHKIW]Y gy jep je Mepa i KOHAYHA
na cy KOHCTaHTHe (yHKIuje p-unrerpadmine va Xy ). 300r Tora, onpasBIaHO je TPUMEHUTH
TJIK u usBpiru rparudnu npesas y (5.8) jep 3HAMO J1a BaxKu jeIHAKOCT

+o0
JL%””( U Ak) =0

k=n+1

<p(z) < N.

3a cBako ¢ukcupano x € X (mro cieam uz A* € ca(Y, A)).
Kako je dyuxmuja X 5 z — A*(A) € C p-unrerpabmma u |xx, (2)A*(A4)| < |A*(A)] 3a
ceako N € Nu A € Ay, nonosaom npumernom T/IK mmamo j1a BaxKu

(5.9) lim vy y(A) = lim A (A)dp(z) = /X N(A) dp(z) = va(A)

N—o0 N—oo X

3a cBako A € Ay. Ha ocuoBy Buranu-Xan-Cakcose teopeme (Bugeru Teopemy 1.16) u Ha
ocaoBy (5.9) mMaMO J1a je vy KOMILIEKCHA Mepa Ha o-ajredpu Ay Kao rpaHuvdHa BPEIHOCT,
CKYTI [10 CKYII, HA3a KOMIUIEKCHHX Mepa (VA N)nen-

Bparuwmo ce caja va o-anredpy A. Ha ocroBy nokazanor, umamo Jia je 3a cBako f € By (X)
dynkmuja vy : A — C nedunucana uspazom

via(A) == /Xf(a:))\x(A) du(x) 3a ceako A € A
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KOMILTTEKCHA Mepa Ha o-auredpu A. Pamuimja mepa (Via) rep, (x) j€ YHIMDOPMHO OrpaHmyeHa
Ha cBakoM ckyny A € A mspasom [, |[A*(A)|du(xz) < +oo. [Hakie, npema Hukomumosoj
reopemu (Bugieru Teopemy 1.17), oBe mepe cy yHu(bDOPMHO OrpaHHYeHe y HOPMHU KOja je
3aJlaTa IPeKo Bapujanuje ca HekuM opojem M > 0. Opjasie umamo ja 3a cBako A € A u
f € By(X) Baxn

(5.10) = lvpa(A)] < llvpall < M.

/X F(@)N(A) dpa(z)

Cana, 3a dukcupano A € A npedunmmumo dyukmmjy fa : A — C mspazom fa(z) =
sgn A\*(A) 3a ceako x € X. HNmamo ga je fa B-mepspusa dynkumja kao u fa € Bi(X)
na GyHKIWjy fa MoxkeMo KopucTuTu y usBejenoj nporenu (5.10). Oupasme ciemau ja je

/ |IA®(A)|du(x) < M 3a cBako A € A,
X

1j. supaeq [y [N (A)|du(x) < +o0o0. OBuMe je JOKa3aH 1 JIPYIH JIEO TEOPEME.

Hoxkaxumo caga dopmyry (5.7). ToBOJbHO je pasmMaTpaTd peajHo BPeIHOCHY (DyHKIH]Y
g € B1(Y) (uak u HeHeraTuBHy) jep cy obe cTpaHe TpaykeHe jefHakocTH (5.7) JMHEeapHe MO
g. Ha ocuosy (1.3) modujamo

(5.11) lveall < 4ju3|l/fA(A)| < A4l fA|le < 4||Alle 3a cBako f € Bi(X).
€

Hexka je Ay nmog-o-ayredpa ox A remepucana dynknujom g. mamo ga je Ay mpedpojuso
reHeprcana jep je remepucana gpamuiujom ckynosa {g ! ((—oo,r)) : r € Q}. 3a crako x € X
JedUHHUIITIEMO

f(z) ==sgnG(x), G(z) = /Y 9(y) dX*(y).

Nmanmo na je dyukimja f B-mepsbuBa jep je dyukimja u3 (5.5) B-mepsbuBa. 3aro je f €
B (X). Ha ducmo mgokazanu p-uHTerpadmiHocT dyHKiuje G, T0BOJBHO je MOKA3aTH JIa je HU3

HEHEeraTUBHUX OpojeBa ( / xy |G (@) du(x)) orpanudver ozo3ro. IIpumernmo ja 3a cBaxo
NeN

durcupano N € N Baxknu

(5.12) /X 16(a)] dutr) = /X (XXN<x>f<x> /Y o) dm))du(x) B /Y 9(y) vy 2 (9).

[Tpsa jennakocr y (5.12) ciaean nupekTHO Ha ocHOBY Jedununumje dyuknuje G. okaxknmo
caja spyry® jemmaxkocr. Hamme, oBa jeHAKOCT je TadHa 33 ¢ = X4, KaJ ron je A € A
(byukumja f 3aBuCcH 011 g ajI OBa jeTHAKOCT BaYKHM M YKOJIMKO Cy f M g TpeTUpaHe HE3aBUCHO
jesiHa OJ Jpyre) jep ce y TOM CJIy4ajy OBa jeJIHAKOCT CBOJM Ha fXN f@)A*(A)du(z) =
Vixxy A(A4). Opasne cienu Ja je oBa jelHAKOCT TadHa W 3a UpocTe (QYHKIMje y OIHOCY
Ha o-aaredpy Ap ma caMuM TUM ¥ 3a BUXOBE YHU(MOPMHE JIMMEece. 3aucTa, YKOJUKO HU3
(gn)nen Ao-MepsbuBux dyHKIMja yHUGOPMHO KOHBEprupa Ka ¢ Ha Y (omadepumo ra Tako jia
je 0 < g, < g 3a cBako n € N) Taja Baku

i [ (@) [ 0a) 3 Jauta) = [ (760 [ at0) () )t

$pumermvo na apyra jeanaxoct y (5.12) e npeacTasba npuveny OyduHujeBe Teopeme HaKo je JIONLIO 10
3aMeHe TIOpEeTKa MHTEIrpallyje.
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Vrorpeda TIK je onmpasmana’ jep 3a cBako x € Xy BaKn

(@) (@) [

Y

D) < [ lawldnio < i) < .

Ca zpyre crpane, 3a cBako n € N mmamo

Y[gn(y) —9(y)] VfXXNA(y)‘ < Sup 190 (Y) — 9(W)] - [Vpxx oAl (V).

Kako Hu3 (g, )neny PABHOMEPHO KOHBEPrUpa Ka ¢ Ha Y 3aK/bydyjeMo Jla BayKu

tim [ g () v a(y) = / 9(1) Vrx A (9).

n—oo Y Y

Osuwme je nokazana jpyra jemnakoct y (5.12). Kopucrehn (5.11) umamo 1a je

/Yg(y) dexxNA(y)’ S Vre sl (V) = [Ipcall < 4[Afle < o0

sa csaxo N € N. Hakue, [, |G(z)|du(x) = sup [, |G(z)|du(z) < +oo 1j. G € L'(X, ).
NeN

Jokaxumo cana jeanaxoct (5.7). Hedurummumo oneparop S : LY — LY(X, B, i) nspasom

(5.13) (Sg)(x) = /Yg(y) d\*(y) 3a cBako g € L.

Ha ocnoBy mokazanor 3mamo ja je omepatop S 100po medunncan Tj. Ja cinka y Banaxos
npocrop L'(X, B, u). Tlpenusuuje, 3a ceako g € B1(Y) Ha OCHOBY rope pe4eHor UMaMo J1a je

ISall = [ 1(So)@dute) = [ | [ stmyaxty \ )= [ 166 dute) < 414l

OnaBze 3akspydyjemo Ja je S Henpekuman omeparop u na je ||S| < 4||Ale.

Casia MOXKEMO KDEHYTH ca ,ILOKaBOM (bopMyﬂe (o 7) Cnmano kao magonpe, 3a A € A
u g = x4 jemnaxocr (5.7) nocraje vey(B) = [y f( A)du(z), no nedunnnmju GyHKIKjE
ven. OmaBae 3akipydyjeMo Ja je (bopMyJIa (5. 7) TavyHa U 3a CBe JIMHeapHe KOMOWHAIIN]e
kapakrepuctnaHux dynkinuja ckynosa u3 A. Heka je g € B1(Y) u neka je oner (g, )nen HU3
npoctux A-mep/buBnx GyHKIMja KOju yHH(MOPMHO alpoKcuMupa ¢g. Ha OCHOBY joKasaHe
HEIPEKUIHOCTH Oleparopa S 3aK/bydyjeMo nlg{)lo ISg, — Sg|l1 = 0. Onasue cienu na je

nh_glo Hfsgn - ng“l = nh_glo ||f(Sgn - SQ)HI =0

jep Baxku |f| < 1 ma X. OBuMe cMo joKazaim jia 3a cBako n € N BaxKu jeTHAKOCT

lim Xf(x) /Y ) A" (y / flz / y) dA*(y).

YHamomennMo 11a ce oBjie KOpucTe cKymnosu Xy 360T TpaHHYHOr IIpejia3a y MHTErPaJy Ha JIeBOj CTPAHH,
3a mTa HaM je norpebHa KoHadHOCT Mepe i, HejemHakocT |A%|(Y) < N 3a cBako ¢ € Xy kao u B-mepsbuBocT
dynxmmje X 3 x — |A®|(Y) € R, xoja crenn Ha ocHoBY Teopeme 5.8 (3a cBako x € X Bapmjammja p(z) ce
padyHa y ofHOCY Ha o-airedpy Ap ma je Xy € Ap).
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Ca gpyre crpate, UMaMo Ja je juHeapuu dynkiponan s : LY — C sazar uspasom s(g) =
[y 9(y) dvsa(y) venpekunan na Banaxosom npocropy L% jep je [s(g)] < [|gllo - [7al(Y) 32
cBaky dynknujy g € LY. Onasne modujamo

lim [ g.(y) vya(dy) = lim s(gn) = s(g) = /Y 9(y) vea(dy).

n—oo

Kako 3a cBako n € N Baxku jeHaKOCT

/ fa / (y) dN*(y) du(x) = /Y 9a(y) dvsa(y)

ocTaje camo Jia y3MeMO y OBOj jeJHAKOCTH 1 — 00 1 godujamo dbopmysty (5.7). O

Hamnomena 5.20. @opmyasa (5.7) je goxasana y pagy [7]. Taxobhe, wpeba umativ y 6ugy ga
10pe usaodicenu gokas gopmyae (5.7) 3a6ucu 0g KOHAUHOCTIU MEPE [i.

Hamomena 5.21. Hatomenumo ga apsu u gpyiu geo Teopeme 5.19 saotce u yxoauro je mepa
W apoussomna tosutmiueha. Hexa je najupe p o-wonauna mepa na B.  Yamumo satwo ga
je X = |I' X, 1ge je X,, € B u u(X,) < +oo sa ceaxo n € N. @ynxyuja B > B
[z X (A) du(z) € C je enementu upoctiopa ca(X,B) 3a cearo durcupano A € A. 3ato, 3a
cearo A € A umamo jegHaroctmu

+o0o
(5.14) va(A) = / A ( Z / A (A) dp(x vaxn
L2 X

Kaxo saocu p(X,) < 400 3a ceaxo n € N, na ochosy goxaszane Teopeme 5.19 umamo ga je
Uyx A € ca(Y, A) aa ceaxo n € N. Caga uz (5.14) u Teopeme Buiiaru-Xan-Caxca (eugetiu
Teopemy 1.16) gobujamo ga je vy n Komurexcua mepa ra A.

Motau cmo Goctiytut@u u wa caegehu wavun. Ilocmatlipajmo wonawny mepy o Ha B xoja
Jje exsuBaneHmHa Ca MEPOM [k, UWj. UOCULOJU KOHAUHA MEDPG [y 3G KOJY je fb <X fo U fho < M.
Hexa je 0 = j—:o € LYX,B, ). V wom cayuajy je mepa p gatia Pagon-Huxogumosum
u360goM 0 Y ognocy wa . IHocmatpaimo damuaujy mepa (0(x) A\¥)ex ymectio pamunuge
(AN)zex u Mmepy o ymecwo mepe . Taga je pamunuja (o(x) A*)zex Wwarohe B-mepousa jep
Ppynryuja o warohe B-mepwusa pynkyuja. Kaxo je pg Konawna mepa, Ha ocHosy goka3aHot
geaa y Kom pagumo ca KOHAYHOM MEPOM, 3AKHYYYJEMO §a je U3Pa30M

ABA»—>/ A) dpo(z) = /X)\”C(A)du(a:):yA(A)eC

309ata jegra KomunerxcHa mepa Ha A.

Zoxastcumo ga je wepherve wWauro u Yy reneparnom caywagy. Ilonwoso, xao wimo cmo eeh
PAGUAU, MOHCEMO UPETUOCABUTU ga je o-astedpa A ienepucana Upedpojusom aitedpom
ckytosa Ag. Taga, na ocnosy Jleme 5.3, nocaw damunruje mepa X = (A*)zex je cagporcan
y o-konaurom ckyay Xo C X, y ognocy ma mepy (. 3alo, umMamo JeGHAKOCTL V) =
VyxoA- Hocaegroa PpyHryuja je KOMUAEKCHA MEPA HA OCHOBY JOKA3AHOT O-KOHAYHOT CAYYAja
apumerenor na pectpuryufy pamuauje A = (A")ex Ha Xo.

Bekropcku nipocrop £(u, ca(Y, A)) yBenen ledununmjom 5.18 moxke ce HopMupaTu ca
(5.15) I4ls = sup [ ()] duta),
AcAJX
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Unentudukanuja yseaena ledbununujom 5.18 HaM JUPEKTHO Jaje Jia je BEKTOPCKH ITPOCTOP
L(p,ca(Y, A)) ca dbyuruujom || - ||¢ marom y (5.15) 3ampaBo jegaH HOPMHPAH IIPOCTOP.
Hanomenumo jia rope gar uspas (5.15) npejcrasba aHaaoruy (popmy HOpMe HA BEKTOPCKUM
npocropuma LG (Q, u, B(H)) n L}?D(Q,p,B(X,Y)) Koju cy m3ydaBanu y IlorsaBby 2 u y
ITornasmwy 3.

Ako je A upedpojuBo resepucaHa o-ajredpa EMaMoO Ja BayKé jeJIHAKOCT A{ = A 3a fi-
ckopo cBako x € X, ykosmko cy damuiauje Ay u Ay ciabo p-exkBupasientHe. OBo ciienm
Ha ocHoBy Jleme 5.3. V¥ ommrem ciiydajy TO HE MOpa OUTU TAYHO, IITO HOKa3ayje HAPEIHU
npuMep, Koju je anasioran lIpumepy 4.15 y Ilormasmy 4.

IIpumep 5.22. Vamumo A" = 0, — dz sa cee v € X = 0,1] y IIpumepy 5.11. Damuauja
mepa (A¥)qze0,1) je Bloi-mepausa damunuja, xoja je jouws u caado m-exeuSAACHTLNA HYAQ
damuauju. Taga je ||Allg = 0 u A" # 0 3a m-ckopo ceaxo x € [0,1]. Bauctua, 3a cearo
z € (0,1] sasicu jegnaxocts 8, # 0= jep je 1 = 0,({x}) # 6z ({x}) = 0. Axoje AC[0,1] =Y

upedpojue cKyl Waga 6axHcu

59&/1—5 )| dm(x 0z ( dm 0,(A) — 0z (A)|dm(x
/[0’1” (A4) (A)] /| (A)] (x) + /[071]\A| (4) 2( )l (x)
=0+ 0—90z(A)|dm(x)=0.
/[01]\A| 2( )| ()

Kaxo je 0,([0,1]) — 02([0,1]) = 0 sa ceaxo x € [0,1] saxnyuyjemo ga eagicu jegharoct
f[o 1 0:(A) — 6z (A)[dm(z) =0 sa cearo A C [0,1] wuju je xomusement (y ogrocy na [0,1])
upedpojue ckyu. Caegu ga je ||l = 21613 f[o,l] 0(A) — 0z (A)[dm(x) = 0. A

Hamomenunmo 1a y ropsmem npumepy o-ajredpa A Huje mpedpojuBo reHepucaHa.

ITpocrop £(p,ca(Y, A)) je mupu ox npocropa L. (u,ca(Y, A)) a na Ta uHKIy3uja MO¥Ke
odutu crpora nokazyje I[Ipumep 5.23 koju je bazupan na npumenu DecesioBe HejeIHAKOCTH y
Xundeprosom npocropy L2((0,1],m). Paam naxmer npaliema padyHa koju hie ce jauru y
OBOM TIPUMEpPY HAIIOMEHUMO Ja cy dyHKImje ¢, (y) = sin(27rny) melycodno oproronasue y
L*((0,1],m) u ma je |lonllr2(011,m) = \% 3a cBako n € N.

IMpumep 5.23. Hexa je X =Y = (0,1] ca Boperosom o-anredbpom By ). 3a ceaxo n € N u
3a ceako r € J, = ( 1 1} nexa je mepa A° : B — R gepunucana ca

ntl’n
(5.16) M(B) = n/ sin(2mny) dm(y) sa ceaxo B € B .
B

Osa gamunuja je B -meprusa. 3a x € J,, u cearu Bopenos cxyu B C (0, 1] umamo

AY(B) =n / sin(2mny) dm(y) = n - (X8, Pn)L2(0.11m),  Pal(y) = sin(2mny).
B

Ogasge caegu ga saotcu

+oo 1

+oo
\(B A(B)d , Pn) L2 m)-
/(0’1] Z/ m(z) = Z " 1<XB ©n) L2((0,1],m)
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Kao witio cmMo HATUOMENYAU Y KOMENTLAPY HETUOCPegHo uUclpeqg 0601 Upumepa, GyHnKuuje
V2, cy mehycobro optmonopmupare y Xuasbepimosom apocimopy L*((0,1],m) aa Gpumernom
Becenose nejegnarxoctiv 3axmy8yjemo ga GoCAeghU peg KOHEEPTUpa jep je

400 +oo
1
2
y ¥n m -5 ’ 2 n>
7?1 X8> n) L2(0.0m) " = 5 ; <XB V2 L2((0,1]

Lo e (m(B))* _1
S §||XB||L2((0,1],m) = 5 < 5

2 7m)

Ca gpyre ctpare, umamo ga je

1 1 1 sin(4
IIN?|| = n/ | sin(2mny)|dy > n/ |sin(2mny) > dy = n (— — M) _
; ; 2 8m 2

3a ceaxo n € N u ceaxo x € J,. Caga je

+o0o
1
N dm(z / N\ dm(z — = +00.
f,, Wham@ =32 [ ¥ 22 ToEsy

Haxae, goxaszaru cmo ga (N*)zecp1) Gputaga apocwmopy £(m,ca((0,1],Bw))) asru ga osa
Ppamuruja mepa nuje eaements apoctopa Ly, (m, ca((0,1], Bo1)))- A

IIpecimkasame Tj. damummja Mepa A = (A¥)z¢c(0,1] KOjy cMo Koncrpyucasu y IIpumepy
5.23 me mpunaga npocropy Ll (u,ca(Y, A)) amu ce Moxke anpoKCHMHUpATH €JIEMEHTHMA W3
L} (u,ca(Y, A)) y nopmu || -||¢ mpocropa £(p, ca(Y, A)). 3a cana hemo nposepuru oBo 0k he
3HaYajaH pe3yJaTaT o ampokcuManuju y upocropy £(u, ca(Y, A)) duhe nar y Teopemu 5.37.

Jedunumumo enemenre A, = (X( ] () - A" o 3a ceako n € N. Cpaka o1 damuinja
CEEg z€(0,1

Ay je emement mpocropa L, (k, ca(Y, A)) jep je [ HA [dm(z) = >70_, [, [IA*]| dm(z) <
+00. 13 nejemnaxoctun Komm-IlIsapia nmamo ga 3a ceako n € N u B € B 1) Baxkn

/ N (B) dm(a Z / ) dm(y )’dm(m)
(Ovm] Ik
Z km(Jy) - ’<XB,\/§¢k>L2 0,1
V2, ((0,1],m)
1 = 1 & 1
<= — < .
\/5 kzzn;rl (k+1)2 ||XB||L2((O,1]) k:;—‘rl (k+1)2

Ha ocnoBy usBejiene mporiene 100mjamo

+oo
1
lim ||[A — A,||l¢ = lim sup / IA*(B)| dm(z) < lim — =0.
n—00 n—r00 BeB(o 1] (0’%‘_1] n—00 k;rl (k} + 1)2

SaxBaspyjyhu Teopemu 5.19 moxkemo yBecTu HapeHy JedUHUIIN]Y.

Hedbunuumja 5.24. [6] 3a csaxy damusujy mepa A = (A )ex € L(p, ca(Y, A)) u 3a cearu

Purcupan ckya B € B gepuruwemo xomtaexcny mepy [ N du(x) na o-asedbpu A uspazom
B

(5.17) ( /B AT d,u(:zs))(A) - /B N(A) du(z) sa cearo A € A.
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Nmajyhm y Bumy motanmjy mn3 nokasa Teopeme 5.19 kao u ropmy AedUHHUII]Y, MOXKEMO
mucaTi Vy,.p = [ A" dp(z). Taxobe, mxlpeKTHo Ha OCcHOBY jedunuimone jennakocru (5.17)
ce npOBepaBa 118 BaXKn Je,ILHaKOCT o [pNdu(z) = [ar"du(z) 3a o € C, B € B kao un
Jp, AT du(x) + [5 A du(z) = [ 5 A" du(z )Ka,H,FO,ZLcyBl,BQEBI/IBlﬂBQZQ.

,Z[a oncmo I/I.HyCTpOBaJII/I yBeJleHy JeruHUIn]y, JajeMo cjeaehe mpumepe.

ITpumep 5.25. Hexa je 0, Juparxosa mepa u nexa m Jleberosa mepa na Boperosoj o-aniedbpu
By Pamunuja mepa (63)zcpoq) je Bio-mepwusa. Taxohe, sagcu |6,|(E) = 1 3a cearo
x € [0,1] u cee Bopea mepwuse cxyuose ) # E C [0,1]. Bawo je ¢ynryuja [0,1] 3 x — 0, €
ca([0,1], B,1)) eaemenia apoctopa Ly, (m,ca([0,1], Bpy)). 3a cearo E € Bjy ) easrcu u

0 (E)dm(x) = [ 6,(F)dm(x O0.(E)dm(x) = m(E).
o) im( A <><>54W;<><) (B)

Ha ocnosy Jepuruyuje 5.24 umamo pasaataroe
m = 9, dm(x).
[0,1]

Kaxo je |0, — 0,(([0,1]) = 2 3a csaxo z,y € [0,1] 3a xoje je x # y umamo ga Pynryuja
[0,1] 2 x — 0, € ca([0,1], Bjo,11) nuje Bornep m-untierpadbunna jep nema cetiapadbuniy caury,
wimo caegu wa ocnosy llewucose weopeme o meparusoctuu (sugetiu Teopemy 1.20) JAN

Cnenehe TtBpheme ce ociama Ha Teopemy 5.16.

Tepbhemwe 5.26. Heka je p o-konawna mepa nwa (X, B) u nexa je v o-xonauna mepa wa A.
Axo je A = (XN")zex € Li (X, p; cal®(Y, A)) waga savicu [, A\ dp(x) < v xao u

d d\*
(5.18) )\x du(z) = / du(z) sa cee A € M.
dV A dv

Jlokas. Heka je B € B, Ay € Au v(Ay) =0. Ha ocroBy jennaxkocru (5.17) nmamo

(@A”m@0<&0=LjﬂAmmu»:a

Tj. f A" du(z) < v. Ha ocroBy Teopeme Panona-Hukomume cienn 1a mocroje u3Bom

d [ ., X AN
@ [ N @) =p e LY. Av)m -

= SOI 6 L1<Y, A, l/)

3a cee © € X. Ha ocnoBy Teopeme 5.16 dynkuuja X X Y 2 (z,y) — p.(y) € C ce moxe
omabpaTu Tako Ja dyze MepsbuBa Ha npoussoi npocropy (X X Y, B® A, u ® v). Kopucrehin
jennakoct (1.1) umamo 1@ BaxKu

| [ el vt = [ 1) dute) = 1411 < .

Onaszie 3akspydyjemo na je dyukmuja X X Y 3 (x,y) — ¢.(y) € C enemenr npocropa
LL(X XY, B® A,u®v). Hakie, na ocuoy Tonemujee Teopeme, 3a cee A € A umamo

[ e ant) = ([ 3 dut@)) ()= [ x(a)duta)
— [ ([ etnivt) aute) = [ ([ eatdunto) v
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Kako nociienme jeqnakocru Baxke 3a cBe ckynoe A € A, Teopema o anynaruju Jledberosor
unrerpasa (Buzeru |5, Jlema 4.23|) naje

<ddy//\‘””d,u( )) (y) = ¢(y) :/A%(y) du(ac):/ACii)‘;(y) du(z)

3a V-CKOPO CBakKo y € Y, 1mITo 3ampaso mpejcraBiba jegnakoct (5.18). ]

[Ipumerumo na Twpbheme 5.26 He BaxKu YKOJIUKO pajiuMo ca (paMWINjoM Mepa Koje Cy
CHHTYJIADHE Y OJIHOCY Ha jefHy GUKCHpaHy Mepy. 3amcra, nMamo J, L m 3a cBako z € [0, 1]
agn Ha ocHOBY Ilpmmepa 5.25 3HAMO 1a BasK; pas3jiarame f[O,l] 0 dm(z) = m, mro Huje
CUHTYJIapHA Mepa y OJIHOCY Ha M.

Hasennmo jormn jenan KOHKpeTaH ITPUMED.

IIpumep 5.27. Hexa je X =Y = [0,1], A = B = Bpy. 3a ¢urcupano x € [0,1]
gedpunuvwumo mepy X*(A) = m([0,x] N A) 3a csaxo A € Bjy1). Osaro gorazumo go damuruge
mepa (A*)zep0,1] #a A = B ). IIpumenom Tonenujese wWeopeme umamo

/ Ne(A) dim(z) = /[ (10,210 ) dm() =

/ / xa(s)dm(s)dm(z //XA ) dm(x)dm(s)
0,1] J[0,2] 0,1] J[s,1]

= 1—8)ya(s)dm m sdm 3a ceaxo A € Bjy,
/m}( Pals) dmfs) = m(4) = [ sdm(s) € By

Ogasge caegu ga je damunuja (X7)zex Bio)-unttierpadbuina u ga eaxcu

)\:/ AT dm(x),
[0,1]

apu wemy je peaana mepa X : Bjg1 — C gedpunucana uspasom
AMA) =m(A) — / sdm(s) sa cearo A € B ).
A

Ipumewmumo ga je u C‘li)‘( )=1-s. A

Kao mrro ce onepanuje konjyrosama u padyHama JleberoBor maTErpaJia JIiero oJHoCe jeTHa
IpeMa JIpyroj, MMamo Jia ce TO IPEHOCH U Ha MHTerpaJse (paMuminja Mepa.

ITpumep 5.28. Hexa je damuauja (\*).ex eaementi Gpociiopa LY X, ca(Y, A)). Taga je u
pamuruja (/\”")meX eaement apoctmiopa £ (X, ca(Y, A)) u sasrcu jegnaroctm

/)\x du(z) = / Ao dp(z) 3a ceavo A € M.
A A

Sauctia, 3a ceako A € A u cearxo B € B umamo

/B X dpu() (A) = /B Xe(A) dp() = /B N(A) dpu(z) = ( /B ﬁdﬂ(x)) ()

WO gorasyje TOMEHYWY jegraroct | 5 Az dp( =/ B Az di(z) 30 cearo B € B. A
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Y pajgy ca mHTerpaOWIHUM (aMuIrjaMa Mepa Baxke HEKe OJI aHAJOTHUX HEjeIHAKOCTH
KOje CMO UMaJju y pajly ca WHTerpadmiHuM daMuarjama omnepatopa (BHIETH HejeTHAKOCT
(4.23) koja je mokazana y ITorsasy 4). Ilpermocrasaka ma je o-anredpa A 1mpebpojuBo
remeprucana he HaMm OuTH MOTpedHA 300r Mep/bUBOCTU (DYHKIHje KOja Ce HaJa3W Ha JECHO]
CTPaHH HejeJHAKOCTH, I0J, 3HaKoM unrerpana [y |A*|| du(z) (urro je sanmpaso mpeTnocTaBKa
cenapabusHOCTH y m3BecHoM cmuciy (Bugern Jlemy 1.9)). IIpumernmo fa ¢Mo u KoOx j1oKa3a,
nomeHyTe HejeqHakocTu (4.23) MMaIU MPETIOCTABKE Be3aHe 3a CenapadusIHOCT, Tj. Ouia je
IIPeTIIOCTaB/beHa cenapaduanocT Banaxosux mpoctopa X u Y.

Tepbemwe 5.29. Hexa je o-ariedpa A tenepucara upedpojusom aniebpom Ay u nexa je A =
(AN)zex eaement upoctopa £(X,ca(Y, A)). Taga, 3a céarxo B € B sasicu

\ [ auta)

Jlokas. Ha ocuoBy Teopeme 5.8 mmamo B-mepspuBoct dbyukimje X 3 z — [|A*|| = [A*|(Y) €
R. Heka je B € B npousBosbHO. AKO je A = U:ﬁ A, n A, € A3zacsako n € N, tayia Baxku

< / 1N dia().

5 ( / vdmx)) A =3 [ x| < [ SN () i)
(5.19) =t n=1 n=1

< [ Sl duta) = [ 1] dufa).

[Tpesackom Ha cynpemym y (5.19) mo cBum A-MepsbuBUM, TPEdPOjUBUM MAPTHUIHMjaMa CKYIIA,
A € A nobujamMo TparkeHy HejeJJHAKOCT. O

Hanomena 5.30. Y wepheroy usnag nuje upettoctiasnero [, ||N*|| du(x) < +oo, wj. nuge
apewuocmasnmerno A € L (X, ca(Y, A)). Vrkoauko ducmo umanru v Wy UpelUocTasKy oHga
MOIHCEMO aTuy Aakwy goxad rasne Teopeme 5.19. Haume, Hnexa je A = U:ﬁ Ay, apu wemy
je A, € A 3a cearxo n € N. Taga umamo

([ xauw) =[x <|_°|° An> o) = [ St
= :EZ /B A (Ay) dp(z) = f ( /B A7 du(az)) (A,).

n=1

(5.20)

IIpsa jegnaxocw y (5.20) caegu gupeximno wa ocwosy Jledunuvyuje 5.2/, gpyia jegraxocin
caegu ma ocnosy wota wwo je N* € ca(Y,A) 3a csaxo gurcupano x € X gox uewspwa
jegraxoctt caegu oteti Ha ochosy ledpunuvuje 5.24. Iokascumo caga gpyry jegrnarxoctt y
(5.20). Ha ocnosy Teopeme Beto Jlesuja'’ (sugetuiu [5, Teopema 4.18]), umamo ga je

3 / N(A)] dpu() < /B SN (An) du(r) = / 1A dps(z) < +oo

ua je U 084 JeGHAKOCTL OUPABYJAHA.

0Beppo Levi (1875-1961), nranujancku MatemaTudap
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3a Kpaj oBe cekIrje HAITOMEHUMO U TO JIa je MPECTUKABAHEe
L(p,ca(Y,A) 5 A— / Adp € ca(Y, A)
X
HerpekuaHo jep 38 A = (A])zex, A2 = (A])zex € £(p, ca(Y, A)) Baxxu HejeHakocT

‘ /X AT du(z) — /X A3 du()

Bamucra, 3a douiio koju ckyn A € A umamo

‘(/X ATW@) (4) - (/X Az dW)) Vl)‘ < /X XT(A) = A5(A)| du(z) < A1 — Aol

< AA — Aslfe,

Tpaxkena nejemnaxkoct ciegu npumeHoM Hejeauakoctu (1.3) u3 Iormasma 1. Ykonmko cy
Jx AT du(z) n [ Aj du(z) pearie mepe, Tajga 100HjaMO HCTY HejeJHAKOCT CaMo Ca 5O/HOM
KOHCTaHTOM 2, Ha ocHoBy (1.2). Opapie 3akibydyjeMo [a je JIMHeApHH omeparop [y :
£(p, ca(Y, A)) = ca(Y, A) menpeknnan, 1j. na saxu [, € B(L(u, ca(Y, A)), ca(Y, A)).

NurerpadbusiHocT mpou3BoJa MepJ/bUBUX (paMUaInja Mepa

Qamuinje Mepa Koje 3aBuce oy © € X MOry ce MHOXKUTH Ha cjejiehn HaduH: ako je
M€ ca(Yr, A1) u N5 € ca(Ys, Ay), muxos mpoussom A7 @ A%, 3a ceako E € A; @ As,
nedunnCcan je popmyaom

(F@M)(E) = [ M(EJDW, E={yeVi:@uweE), ueh
Yo

Jlako ce mokasyje na je A7 ® A3 exmement npocropa ca(Y; X Yz, A; ® As) 3a cBako dukcupaHo

x € X. OBume cmo jedunncann davmuanjy mepa (A @A)« x Ha o-anredpu A; ®.A,. Takobe,

Tpeda HarmoMenyTu Ja Beanduny (A7 @ AY)(FE) MoxkeMo u3padyHaTH U (HOPMYIIOM

(\F @ \I)(E) = / N(EY) dNI(v), E'={ycYs:(v,y)cE}, veYi
Yy
Y HapenHoM TBphemy, modujeHoM y pasy [7]|, baBumo ce nuTameM IpUIATHOCTH (DaMILITje

mepa (A] ® A)zex mpocropy LY (u, ca(Yr x Yz, A1 @ As)).

Tephewe 5.31. Hexa cy gawmiu mepwusu upoctiopu (Y1, A1) u (Ya, As) u nexa je Ay €
L} (p,ca(Yy, Ay)). Axo je pamuauja mepa Ay = (A3),ex na Ay B-mepousa u axo je pynruuja
X o2 ||\ € R enement tpoctiopa L= (X, 1) waga Ay @Ay € L (1, ca(Yy x Y, A1 @Ay)).

Joxas. Heka je E € A; ® A,. Ilokazahemo najupe B-MepsbuBocT QyHKII]e
X 52 (M@ N)(E) = / (B, dXi(u) € C.
Yo

Ha ocnoBy TBphema 5.15 Tj. u3 mokazaHe Mep/bUBOCTU (DYHKIHje 3a/aT€ WHTETPAJIOM Yy
(5.5) 3ak/byUIyjeMo Jia je JI0BOJbHO ToKasaTu na je dyukmmja X X Yo 5 (x,u) — A{(E,) € C
MepJbUBa y OjHOCY Ha o-aiaredpy B ® As 3a cBako dpukcupano F € A; ® Ay. OBo MoxkeMo
JIAKO JIOOUTH YKOJHMKO IMPUMETUMO Ja je paMuamja cKynosa

F={FcecA @A : X xYs > (x,u) = A](E,) € C je B® Ay-meppuBa}
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MOHOTOHA KJjiaca Ha Y] X Y;. Ha mpumep, kako je X 3 x — A7((A4; X Asg),) = Af(A;) € C B-

MepJsbuBa (OyHKIMja mMamo da Baxxu Ay X Ay € F 3a cBako A € A; u Ay € Ay, 10K ce ocrasia

CBOjCTBa MPOBEPABAjy CJIMIHO Kao y jokasy Jleme 5.3. [lakie, 3akpyayjemo A; ® Ay = F na

onarie gobujamo B @ Ax-mepsbuBoct dyurnuje X X Ys 3 (z,u) — A (FE,) € C. Ilopex Tora,

3a cBako ukcupano x € X Baxku HejeHakocT ||AT @ A5|| < 4[|AF|| || A2]] jep u3 (1.3) caenn
AT @ A3l <4 sup

EcAi1®A: / Ax( )dAw( )

<4 sup AT (B d[A3](u) < 4H)\TH/ dAz[(w) = 4[| AT[[[AZ]]-
EcA1®A2 JY, Ya

Hecna crpana mokazane HejemHakocT |[AT @ A5|| < 4[|AT]] ||\]|| 3amaje p-wnrTerpaduimy
ymaiy 1 X jep je [y NI dut) < esssup,c M) fy A7) dia(®) < +00, onaxae
nodujamo ja pamurja Mepa Ay @ Ay npunaga npocropy Ll (u, ca(Yy x Yo, A @ Ay)). ]

Hamomena 5.32. Mootce ce Gokasatiu ga 3a ceaxo x € X 6asHcu Hejegraroc

AT @ As]] < IATI- 1A

Saucwma, axo je (Eg)reny mexa A; @ Ag-meparusa tapuyuja ckyta Yy X Yo, Waga asicu
+oo
Z| CHEPHIIAIED

/Y)\f(( ) dXS (u
k=1 1772

/YZIXTI((Ek) d[A3|(u /IX’” Y1) dIAsl(u) = [AT[(V2) - [X5](Ya) = AT - [[AS]]-

k=1

Z w (Ex)u)| dIAS|(w)

IIpenackom na cyapemym Go ceum A @ Az-mepousum Gaplivyujamae ckyaa Yy X Ye godujamo
oHCeNHEHY HeJegHaAKOCT. A

Kpo3 napemnu npumep he dutu nmoxkazano jga Tepheme 5.31 He Mopa OUTH TATHO YKOJIUKO
nocmarpanu ipoctop L (u, ca(Y1, Ay)) us dopmysnanuje oBor TBphema Oy ie 3aMeH-eH IMUPUM
upocropoMm £(u, ca(Yr, Ay)).

IMpumep 5.33. [7] Hexa je damunuja mepa Ay = (AX])ge0,1] 3a9atia na uctiv, Havwur Kao i
jegrnaxoctiu (5.16) us ITpumepa 5.23. Ha ocrosy 0607 Upumepa 3Hamo ga je hamuiuja mepa
Ay enemeni upoctmopa L£(m, ca((0,1],B,))) aru ga wuje esemenisc HOPMUPAHOT TPOCTLOPQ
L (m,ca((0,1],B,))). Hexa je tycmuna mepe X7 osnavena ca o*. Taga je dyrryuja (0,1]?
(z,y) — 0" (y) € R Bopea meparusa y ogrocy Ha Gpoudeog Gpoctwop, Ua je ckyd

E = {(z,y) € (0,1]*: ¢"(y) > 0}
Bopeaos y (0,1]%.  Hexa je A3 := 8, 3a ceéaxo x € (0,1] u dopmupajmo dpamuaujy mepa

Ay = (A9)ze(01)- Taga je sup,cq |A5]| = 1. Hexa je x € (n_+1’ 11. Kaxo je tycmuna mepe Ay
aepuoguuna Gyrryuja ca ocrosnum tepuogom + sarsyuyjemo m(E,) = 3 kao u
M(E,) = / 0" (y)dm(y) = @ 3a cearo x € (0,1].
Kaxo je A2 = §, 3a ceaxo x € ((;, 1] cregu ga Ppynryugja
O1220 0530 = [ NE) 050 =xi(E) =l er
nuje m-unwerpadbuana na (0,1] @wj. Ay @ Ay ¢ £(m, ca((0, 1%, B(o1j2))- A
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ExBuBasieutHe Hopme Ha nmpoctopy £(u,ca(Y, A))

Hapero tBpheme faje n3pas 3a eKBUBAJIEHTHY HOPMY Y OJIHOCY Ha HOPMY || -||¢ mpocropa
L(p, ca(Y, A)), kojy cMo 70 cajia pa3MaTpaJIn.

Jlema 5.34. Hopma || - (5.15) na sexmopckom apoctopy L(p, ca(Y, A)) je
EKGUBANEHITINA HOPMU KOJA je 3agatlia U3PA3OM

(5.21) |Alleq = sup
feB1(X)
geB1 Y)

/ f(z / y) dN\"(y) du(z)| sa ceaxo A € £(u,ca(Y,.A)).

Jlokas. Jlako 3akspydyjemo ga Baxku HejenHakocT |[Allg < ||Alle1. SBancra, mosossno je
y (5.21) omabparu f = 1 u gmA = sgn\*(A) - xa, e je A € A npousBo/bHO, UMMe
nodujanmo wejeguaroct ||Aller > [ [A*(A)| du(z). Ca mpyre crpane, 3a buito Kojy dbuxcupamy
dbyukunujy f € Bi(X), y nokazy Teopeme 5.19 nedunucanu cMmo mepy vpy Ha o-aiaredpu A
moMohy jegHakocTH

vpa(A) = / F(@)X"(A) dpu(z)

U JoKazaan cMo na Baxku HejenuHakocT ||vpa|l < 4||Alle. Ha ocmnoy mokazane dopmyse (5.7)

uMaMo Jia 3a cee dyukimje g € By (Y) Baxu
@) [ o) ¥ du(o)| = | [ o) dvin(s)
Y

dv
/ 9(y ‘ fA‘<y>]d|qu|<y><|va|< )= losall < 41AlLs

mro nmaje ||Alle1 < 4||Alle naxon ysumama cympemyma o f € By(X) u g € By(Y). O

[Tpumernmo fa ce n3pas u3 (5.21) Moxke 3amucaT Kao

(5.22) IAller = sup /
X

gEeEB] (Y)

/Y 9(y) d/\’”(y)‘ dp(z)

jep je dyukuuja f(x) = sgn [, g(y) dX*(y) enemenr ckyna By (X) n MaKCHMHU3HPa JIBOCTPYKH
cynpemy™ u3 (5.21) o ckymy By (X).

Hexka je y macraBky nopmupan npocrop £(u,ca(Y,.A)) mocmarpan HaJl PeaJHIM MTOJbEM
ckasapa. Taza ce ckynosu B(X) u Bi(Y) cacroje of peannux dyHKImja ca oaropapajyhnm
CBOJCTBOM. ¥ PaJly ca KOHKPETHUM IPOCTOPUMA IOTOJIHUj€ je KOPUCTUTHA Mame IOJICKYIIOBE
y B1(X) u B1(Y) xoju nedunurry ucry HopMmy || - |[e ;1.

Tephemwe 5.35. [(] Hexa je A = (\"),ex eaemeniti nopmupanot upoctiopa L£(u, ca(Y, A)) u
nexa cy gawu ckyuosu gynkyuja ® C B1(X) u ¥ C Bi(Y) ca ceojctusom ga 3a ceary pearny
mepy m Ha B eaotcu

(5.23) sup /fdm sup/godm

feB1(X) ped

U CAUYHO HEKA 30 CBAKY PEarny MePY 1 na o-ariedpu A easrcu

(5.24) sup /gdngsup/wdn.
)

geB1(Y Yew Jy
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Taga saotce jegraxoctiv

(5.25) IAllex = sup / () /Y (y) AN (y) dpu(z),

pe® JX
pew
(5:26) A1 = sup / @)-| [ vt ax )| aua)

Jloxas. Hoxkaxkumo Hajupe (5.2 o). Hexka je f € By(X) dukcupana dbynknuja. Omadepumo
peanny Mepy 1 = vy = [y f(2)A\" du(z) y mejennakocru (5.24). Kopucrehu dopmymny (5.7)
JI00MjaMO HejeTHAKOCT

s / / F(@)ol) dX° () du(x) < sup / / F (@) () dX*(y) du(z).

Kako je f € Bi(X) dmwio npon3Bo/bHO UMaMO HEjeTHAKOCT
(5.27) sup  sup // f(x)g(y) d\*(y) du(z) < sup sup// f@)(y) dN*(y) du(z).
feB1 X) gGBl(Y f€B1 wE\II

Hexa je cama dyuknuja v € ¥ dukcupana n gepurumumMo mepy m : B — R uzpazom

- / f(x)/yz/;(y) d\*(y) du(z) 3a cBako B € B.

Tana wejegnaxoct (5.23) mocraje

s | [t i) <sup | [ 1@t ix ) duto).

Kako je 1 € U dusto mpon3Bo/bHO UMAMO HEjeTHAKOCT

(5.28) sup sup / / F(2)(y) AN (y) dp) < supsup / / F(2)(y) dN(y) dp(z).

pe¥ feB (X e ped
[Tosnaro je ja JBa cynmpeMmyMa yBeK KOMyTHPajy a Ha OcHOBY Hejemuakoctu (5.27) u (5.28)
nmobujamo jemHakoct (5.25).
Hoxkaxumo caga jemnakocr (5.26). lecna crpana jeamakoctu (5.25) je mMajopuzoBaHa
JecHoM crpanoM jegaakoctu (5.26). Ca apyre crpane, Heka cy ¢ € ®,1¢ € U npousBosbHe
dukcupane dyukmuje u € > 0. Ha ciauvan nagun, pedununmmo mepy m : B — R uspasom

_ /B /Y W(y) AN (y) du(z) 3a caxo B € B.

[Ipumernmo 1a je

[ te@sen ([ vt ax) ane = [ 1o

Opmabepumo dbyukiujy @1 € ¢ 3a KOjy BaxKu HejeIHAKOCT

[ 1ot s ([ s axv) dmto) < [ outa)amia) +=

Hanomennmo na je mociesmy HejenHakocT morylie jjoduru Ha OCHOBY HejegHakoctu (5.23)
u Ha OCHOBY jedunuimje cynpemyma. Crora, jecua crpana (5.26) je mporemeHa JIeCHOM
crpanoM (5.25) mwiyc e. Kaga npehemo na € — 0, mmamo name tepheme. [

) W(y)’ du(a).

3a BuIle jieTasba OKO 0/1adupa oBakBuX ckymnoBa ¢ u ¥ y HeKUM KOHKPETHUM CHTYaIlljaMa
norjenaru oaropapajyhie komenrape mgare y pauy [6].
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ITerucoa unterpadunnoct dpynknuja s L£(u, ca(Y, A))

Y 0B0j KpaTKoj ceKImju hemMo moKa3aTu Jia je yBeJIeH! THUII nHTerpanuje damumimje mepa (y
cvuciy Jdedununuje 5.24) ommrruju wero kounent [lerucose nurerpanuje. Ipyrum peunma,
KoHCTpyucahemo dhamminjy mepa Koja je eJieMenT HeKor KOHKpeTHOT mpocropa £(u, ca(Y, A))
am kKoja nuje Iletnc naTerpadmina.

Hapeanu npumep je 6a3upan Ha npuMenu XaH-bBanaxoBe Teopeme.

ITpumep 5.36. Hexa je Y = [0, 1] ca Bopenosom o-anriedpom By v X = [0,1] ca Jleberosom
mepom m wa Bpq). Mokasahemo ga Goctioju wetuperugan suneapnu Pyrryuonan L na
ca([0, 1], By,1) wakae ga easice jegraxocitiu

L(m)=1 u L(6*) =0 3a csaxo x € [0, 1].

Sauctma, yrkosuko gedunuwemo L(d,) = 0 3a ceaxo x € [0,1] u apogyorcumo L auneapro
Ha aunean ckyta {0, : x € [0,1]} godujamo nysa Gynryuonas Ha AUHEAPHOM OMOTUANY OF
{0, : 2 €[0,1]}. da ducmo yuowpedbusu Xan-Banarosy wWeopemy gosomHo je LOKA3ALU

d = dist(m, lin{é, : = € [0,1]}) > 0.

Kaxo je wotanrna sapujeyuja mepe wakohe Mepa, umamo ga 6aHcu
n
= ‘m - Z 0y,
k=1
n
m — Z 0y,

k=1

([0,1])

n
d> ‘m — chéyk
k=1

n
=|m — E 0y,
k=1

3a cee ckanape ci,...,cn € C u cse yi,...,y, € [0,1].
Axo ou pynwyuja [0,1] > x — 6, € ca([0,1], Bypy)) oura Hewuc uniteipadbuna twaga

Y1, s un}) + (10, 1)\ {y1, . yn}) > 1

MOpa OUTLY Pf[o 1]5x dm(z) = f[o I ddm(x). To caegu na ocnosy gedunuyuje Ilewmucosor
unwmerpana u Jedunuyuje 5.24. Haume, nexa je A C [0, 1] apouseomar Bopeaos ckyt u neka
je Fa € ca([0,1], Bjo11)* dynryuonan uspauynasara mepe na cxyuy A. Taga je

(P Oz dm(:z;)) (A) = Fa <P Oz dm(:c))
[0,1] [0,1]

- /[071} Fu(6,) dm(x) = 0:(A) dm(x) = ( g dm(m)) (A).

[0,1] [0,1]

s goxasaror L € ca([0,1], Byp))* cregu ga sadrcu jegnaroci

(5.29) L ( /[0 . 5 dm(az)) - /[0 . L(6,) dm(z)

OVI]L((Sx)dm(a:) = 0 jep je L(d;) = 0 3a ceaxo x € [0,1]. Ha ocnosy
ITpumepa 5.25 3namo ga je f[O,l] dydm(z) = m. Kaxo je L(m) = 1 gobujamo ga ce (5.29)
ceogu na 1 = 0. Konwmpaguryuja!

Mooice ce uocuhu u suwe. Pynxuyuja [0,1] > x — L(0,) € C ne mopa duwmu Jleber
mepausa. Jlosowno je ysewmu otpanuveny gynruugy ¥ : [0, 1] — R xoja nuje Jleber mepousa.

HUmamo ga je f[
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Jepunuwumo apecaurasarwe L na cxyuy {0, : x € [0,1]} uspasom L(d,) = ¥(x) 3a ceako
x € [0,1]. Osaxo gepunucana pyrnryuja L ce moorce auneapro GpogyHcutti 1a SMUHEAs CKYTaQ
{0, : x €[0,1]} (060 Tpogyorcerve hemo ouet obenesrcuttiu ca L). Ha seximopckom Gpocimopy
lin{d, : x € [0,1]} pynryuonar L je oipanuyen jep easrcu

t(Yen) )ozes
k=1

3a cee ckanrape ¢y, ... ¢, € Cucsey,...,y, €[0,1]. Caga osaxo gedpurucaro upecaukasarve
L moorcemo auneapmo apogysicutiv na yeo upoctiop ca([0, 1], Bp)) (ouet oso upogyorcerve
osnauasamo ca L) apumernom Xan-Banarose weopeme. Jlodbujenu auneapru dynrkyuonanr L
je opanusen a gynryuja [0,1] 3 x — L(d,) € C nuje Jleber meprusa. A

< sup |y(z IZ!CH = sup |¢(z

z€]0,1] z€[0,1]

Anpokcumanuje y npoctopy £(u, ca(Y, A))

Y 0BOj CeKIMju HABOJMMO jeJIaH Pe3y/ATaT KOjU IPeJICTaB/ba TBPheme 0 alpoOKCUMAIIAU Y
upocropy £(u,ca(Y,.A)). Hokas osor TBphema je dazupaH Ha KOMOWHAIIMjU TeOpHje KOja je
pa3BHUjeHa y OBOM IOIJIaBJ/by KAaO W Ha NMPUMEHU HEKNX 3Ha4YajHuX TeopeMa PDyHKIMOHAJHE
anaguse. Iszasojumo mehy Tum Teopemama mosnary Teopemy Illypa'' koja TBpam na cy
ciaba U jaka KOHBEePreHIja eKBuBaJjenTHe y mpoctopy /1. 3a /0Ka3 oBe Teopeme HoriesaTn
uup. [54, Iornasmwe 7, IIponosunuja 4.

Teopema 5.37. [7] Hexa je u(X) < +oo u mexa je A upedbpojuso ienepucana o-ariedpa.
Csaxu eaementi A € L£(u, ca(Y, A)) je ipanuwna epegrocti ceojur pectupuruuja X x, N, 1ge je
X, ={z € X: ||\| < n}. Caeyujarno, ckya otpanuvenux pamuauja us ca(Y, A) je wycw y
Hopmuparom apoctmopy L(p, ca(Y, A)).

/oxas. Ha ocuoBy Jleme 5.4 ciemu X, € B 3a cBako n € N. VYKOJHMKO MPETIIOCTABUMO
CyIPOTHO TBPhEmY Teopeme, MOKEMO 3aIpaBo Jla cMaTpamo Jia moctoju € > () Tako ma je 3a
csako n € N ncnymena nejeguaxoct ||A—xx, Alle1 > €. Ha ocnoBy nedunnmmje zopme || - || g1
ciequ ja nocroje dyukmmje f, € By(X) u g, € B1(Y) TakBe na je

/X\Xn fn(@) /Y gn(y) dX"(y) dp(z)

Kaxko je 3a dukcupano n € N byukuyja B3 E — [, fo(2) [ ga(y) dN*(y) du(x) € C enement
npocropa ca(X, B), 3akibydyjeMo ja BasKu jeJHAKOCT

> €.

lim fula) /Y gu(y) AN (y) dpi(z) = /X o) /Y 9u(y) AN (y) dpu(z)

N—o00 XN\Xn

Bato, 3a cBako n € N umamo mga mocroju N, € N Tako 1a je

/XNH\X" fa(2) /Y gn(y) AN (y) dp(z)

[Ipenackom Ha mOJHU3 A00MjaMO Jia TOCTOje Mel)ycoOHO MUCjyHKTHU cKymnoBu B, € B u
dyukmuje f, € Bi(X) Takse ga Baxku jemHakoct f, = 0 Ban ckyma B,, kao u dyHKImje

> E.

UTssai Schur (1875-1941), pycKo-HeMadIKn MaTeMaTuuap
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gn € B1(Y) 3a Koje BaxKu HejeTHAKOCT

(5.30)

; fu() /Y In(y) AN (y) dp(w)| > €

3a cBaky dynknujy g € LY nedbunumemo

Tg = (ta(9)ust,  talg) = / fula) /Y 9(y) dN* (y) dp(x).

Ba dukcupan enement g € Bi(Y) moxemo y (5.22) y3eru dyHkimjy

an D (@), o) =sen (1,0) [ o ax ).

Koja mpunaa ckymy Bi(X). Kopucrehn oBy dyuknujy modujamo

(@) [ o)X () du(z)

> Re / fa / y) AN (y) dp(z)
— /X Re (f(x) /Y 9(y) d/\“’(y)) dp(z)

D)) [ atw) dww\ du(z)

(@) [ ot v )‘ ()

/ fule) /Y (y) dX"(y Z|t ) = 1Tyl

Hakie, nmamo n1a je T': L% — ¢! orpannven smaeapan oneparop. MaMo n Bume: omepatop
T je KOMIIAKTaH. 3amuCTa, HAjIIPe 3aKJ/bydyjeMo Ja je auHeapHu oneparop 1" : LY — £ caado
romuaxman'> na ocuosy |25, [Tocnemuna 3, crp. 149]. OBo TBpheme ce Moxke npumennTH jep £1
He cazipzKu Konmjy npocropa . Ha ocuosy Illypose Teopeme mmamo na je T' € Coo (L, £1).
Jlokazana KOMITAKTHOCT oreparopa 1’ J0BOAM JI0 KOHTPAJIUKIN]E CA IIPETXOIHO JI00MjeHOM
nporeroM (5.30) Tj. ca Tum na 3a cBako g, € By (Y) Baxu |t,(g,)| > € (Bunern |5, Teopema
1.31] xoja onucyje pelaTUBHY KOMIAKTHOCT cKymosa y /). O

CimgaaH pesynrar Baxku y ciy4ajy Kaja je u(X) = +oco. HapasHo, y ToM ciyuajy Hucy
CBa OrpaHUYEHA IIpecKaBama ejxemMenTu npocropa £(u, ca(Y, A)).

20neparop A : X — Y je caabo komiaxiian YKOIUKO A mpeBomu orpanmdene cKylose u3 X y CKyHOBe
KOJU Cy €Aad0 pesaiiueHo Komuaxwinu y Y. Axo je Y Bamaxos mpocrop onua Ha ocHoBYy Teopeme Ebepiaju-
IMmysmpana (Bugern [23, Mormasme 3|) nMamMo 1@ je 0BO CBOjCTBO €KBUBAJIEHTHO Ca TUM JIa OepaTtop A mpesoau
orpaHnyeHe Hu30Be u3 X y HU30BE U3 KOJUX C€ MOXKE M3JIBOJUTH CJ1aDO KOHBEPIE€HTAH IIOIHU3.
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CemnapaduiinocT n ayadst npocropa £(u,ca(Y, A))

Hajuenthe, nopmupan nmpocrop £(u, ca(Y, A)) Huje cenapaduiia, jep cajpKu IMOTIPOCTOP
n3omopdan Banaxosom npocropy ca(Y, . A) Ha KOM je HOpMa 3a/1aTa IIPEKO TOTATHE BAPUjAIILje
KOMILJIEKCHE Mepe (0 cenapaduiHocTu mpocropa Mepa je dusio peun y Ilorsasmpy 1). Hawmwe,
ako je u(X) < +oo Taga ceaka mepa o € ca(Y, A) nedunnire KoHCTAaHTHY DaMIIAjy Mepa
A= (0)sex € £(p,ca(Y, A)) 3a kojy, Ha ocHoBy (1.3), Baxke ciiesiehie HejeHAKOCTH:

loll

wX) - == < Alle = 323|U(A)| (X)) < p(X) - lo]l.

Ha ocHoBy ropmwux Hejegnakoctu u u3 cBojcrsa ja ca(Y, A) Huje cemapaduian cjeau jia HI
upocrop £(u, ca(Y, A)) He Moxke dutn cenapabuian yKoimko je pu(X) < +oo.

Ba cBaky kKoHauHy mosuruBHy Mepy o Ha (Y, A), mpoctop £(u,ca(Y,A)) canpxu Kao
usomopduy korujy npocrop L'(Y, A, o). Hakne, ayan nopmupanor npocropa £(u, ca(Y, A))
He MOKe OMTH €KCILTUIUTHO OITHUCAH.

Hamomennmo 1a je y Cexmuju 5.4 KOMIIJIETHO OIMACAH yaJsl CJIMIHO JIe(DUHUCAHOT ITPOCTOPA
KOju caJp:ku uHTerpadmine damuinje Mepa, npu demy je nopma Ha ca(Y, A) nedunucana
Ha JIpyraduji HAYUH HEro IITO je TO yOOUdajHo.

3a kpaj ose cekmuje nocmarpahemo eiement L, sgyana npocropa £(u,ca(Y,A)) T
dbyuxrmonan Ly ¢ £(p, ca(Y, A)) — C 3anar uzpaszom

(5.31) Loy(A) = /X () /Y (y) AN (y) da(z),

rie je ¢ € L®(X, u), 1ok je v je orpannvena A-mepspuBa dyHKIuja Tj. (MYHKIMja KOja je
eslemenT Bamaxosor mpocropa LY (ma X mmamo duxcupany Mepy p( JOK Ha Y DPaJIuMo ca
damvunmjom mepa (A?)zex ). pumernmo na yayTpammsu uarerpan y (5.31) nedunnre jeany
B-meppuBy dyuknujy wHa ocuoBy TBphema 5.15. Y Hapemnom TBphemy hemo m3padynaTw
Ta4qHy HOPMY (YyHKIHOHATA Ly 4.

Tephewe 5.38. Hexa je p € L¥(X,pu) u ¢ € LY. Taga je L,y welpekugar suneapan
dyrryuonan na (L(p, ca(Y,A)), | - |le1) v saorcu jegraroct

Lol = Nl oe )Sup ¥ (y)l-

Jloxas. Ha ocuoBy (5.21) umamo ja 3a ¢ # 0 u ¢ # 0 Baxkn

/Y YW axey) d(a)

Lo (M)] = lloll Lo u suplw

(5.32) supcy [¥(y)]
< [l zoe SUPW)( )| HAHm-
yey
OpnaBne 3akmydyjemo na je L, orpanmden dysxmmonan Ha (L£(u,ca(Y,A)),| - |le1) u

na Baxku HejenHaKoCT ||Lyyll < @l Lo supyey [¥(y)|. Heka je b € Y u g € LI(X,M)
npousBosbHA (pyHKIHja. ledurummmo (baMHJII/IJy mepa A°) npu uwemy je cBaku esemenT Y
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ose damminje 3a1aT n3pazom A\ = g(z)dy. Umamo na je

85, = s | [ p@) [ atw)gta) i) duto
’ peEB1(X) |JX Y
qEBl(Y)
= sup |g(®)]- / p@)g(o)du(e)| = sup | [ plag(o)du(e) = lglurin
pEBl(X) X peB1(X) |/ x
q631 Y)
L) = [ ola) [ )@ da0) duta) = v(b) [ p@lgle) duta).
Opnasze crenn ||Ly || = I‘If\"/\\\z)l HgllLl( ) ! [y e(z)g(x) dp(z)|. Tlpenackom Ha cynpemym 1o
couni b €Y 1 g € L1, |9l = 1 n0Bujaso ||so||Loo<m sup,cy [0 < Ll 0

Ommrruju dynkimonanu wa npocropy £(u, ca(Y, A)) maru cy JuHEApHUM KOMOWHAITHjAM
esileMeHTapHUX (DyHKIMOHAIA L, Koju cy gedunucann y (5.31).

HekommiierHoct npocropa £(X, ca(Y, A))

Y IlornaBmpuMma 2 m 4 pamguwim cMo ca QamMuanjama oleparopa U II0OKa3aJd CMO Jia
onrosapajyhm mpocropu He Mopajy omtn KomiuteTHu. CJ/IMTHO ce JemaBa Wy pPajy ca
damumjama Mepa.

Haunwme, y pany [6] je mokasano ja mopmupan mpocrop £(u,ca(Y,.A)) He mopa duru
KOMILJIETaH. ¥ IOMEHYTOM PaJly je JaT IPUMED jeHOI TAaKBOI IIPOCTOPA, IJIe je KOHCTPYHUCAH
Kommjes uu3 xoju Hema rpannvny spegasoct y £(u,ca(Y,A)). Osmae mehemo samasurtu y
Jetajbe JoKa3a. Bepyjemo na he momerypu jg0Ka3 OUTH 0J1 MHTEPECOBAbA YUTAOIIUMA KOJUMA
je cuermmjasroct Teopwja BepoBaTHOhE jep JI0Ka3 caJpKu 3Hama U TexHnke CTOXacTHIKe
aHaJIn3e.

Y HekuM crernujaaHuM ciaydajesuMa Hopmupan mpocrop £(X, ca(Y, A)) je Banaxos.

Teopema 5.39. Vroauro je X = N ca bpojauxom mepom p wa B = P(N) @waga je nopmupan
apoctiop L£(p,ca(Y, A)) womusretwan.

Jloxas. Heka je (\,)neny HH3 daMusmja Mepa y HopmupanoMm npoctopy £1(u,ca(Y, A)), Tj.
HeKa je A\, = ()\’;)keN 3a cBako n € N ca cBojcTBOM

400
(5.33) Zsupzw A=) Aalle = M < +oo.
n=1

AeA

Ha ocHoBYy cy0auTHBHOCTH CyIIpeMyMa UMaMO

—+00 400

Supzzw Zsupszk )| =M < +o0.

ACATT =1

Hexka je A € A npousBosban ckyir. Ilocienme nmopnadn na 3a cBako ¢urcupano k € N pen
::i A (A) anconmyTno konseprupa. 3ato, 3a csako k € N Moxkemo jgedunucaru byHKIUjy
M A — C cienehuM ancoryTHO KOHBEPTEHTHIM PEIOM:

(5.34) M(A) = Z M(A) 3a cBako A € A.
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Oyuaxmmja A 1 A — C nedunmcana y (5.34) je KommaekcHa Mepa Ha o-anredpu A, 3a cBako
dukcupano k € N, mro ciean qupektro npumenom Burasnu-Xan-Cakcose Teopeme (Bujern
Teopemy 1.16). Tume cmo gedbunucamu davumajy A = (M) ey : N — ca(Y; A) 3a kojy Baxkn
A € £(p, ca(Y, A)) jep je

+00 “+00 +00
Ale = MN(A)] < Ai(A
Mo = sup 3 (A < sup 3 (A
+o0 +oo +o0
<Y s 0 A = DTN le = M < o,
nzlAEAkzl n=1

OKa2KIMO Ca/la JIa BazKM .eﬂHaKOCT )\n = )\, IIpH 9eMy .e .e KOHBepFeHHI/I.a IIocJjie amer
peaa y HOpMuUu H . Hg 3& cBako N € N nMaMoO

N +oo N
> A=A =sup> <ZAZ—Ak> (A)
n=1 A€ATT | \n=1
“+oo —+00 “+o0 —+00 +oo
=sup) | D A< 3 s ) A= 3 e
ACAL T =Nt n=N+14€A % n=N-+1
Kana yamemo ma N — 0o q1odmjaMo KOHAYHU 3aKJbydaK. [

Hanomena 5.40. Hatiomernumo ga ce mooice GoKa3aWU U Ha 0CHO8Y gepuruyuje ga Gyrnkuuja
N A — C gedpunucana uspasom (5.34) Upegetiasma Komtrexchy mepy na o-aaiedbpu A 3a
cearo Ppuckupano k € N. 3auctia, yroauxo cy A; € A mehycodro gucjynkinu crytosu,
Waga 6axHce JegHAKOCTIU

+00 400 +00 400 400 400 400 +o00

A <|_| Aj) => X\ <|_| Aj) =D D N(A) =D 0D N4 =) N (A)).

j=1 n=1 j=1 n=1 j=1 j=1 n=1 j=1
Ilpsa u weteptia jegrakocti Y TOPHEM PAYYHY CAEJU HG 0CHOBY JePUHUUUOHE JeGHAKOCTIU
(5.34) Ppynwuuje \¥, gox gpyia jegraroctmi y o6om Husy jegnarociiu caequ jep je )\fl € ca(Y, A)
3a ceaxo Ppuxcuparo k,n € N. Tpeha jegnarxocii crequ u3

+00 400 +0o 400 +o00

33 bl € 33 bl = 3o (L) < St <

n=1 j=1 n=1 j=1 n=1

Upu wemy ce uocaegra Hejegrakoct godbuja upumerom (5.33) u (1.3) na caegehiu navumn:

1 +00 +o00 +o00 +o00
72 Nl sup W) < D sup S AL (A)] < M.
n=1 n=1

n—1 A€A L

5.3 MepsmuBe dhamuianje LP mmpocTopa

Y 0B0j cekruju pasmarpamo dhamuimje LP(A*) mpoctopa, Koje ¢y HHIEKCHpaHe Ta9KOM & €
X, npu gemy je (X, B, ;1) MepIBUB MPOCTOP Ca KOHAYHOM TIO3UTUBHOM MepoM 4. Hamomennmo
na ce B-mepsbusoct damusmje Mepa (A?) ey MoJpasyMeBa y UCTOM CMUCIY Kao U paHuje, Tj.
y cmuciy Koju je par 'y Hedbwununuju 5.1.

Hakyive, TOKOM OBe cekiuje Heka je dukcupana B-mepspuBa damminja A = (A),ex
no3uTUBHUX U KoHauHuX Mepa Ha (Y, A). Takobe, kpo3 1emny cekimjy Heka je dbuxcupana
B-mepibuBa dyrkmmja p: X — [1, +00).
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Hedbunnmmja 5.41. Hexa je ca F*C) (B, A) osnaven ckyi ceur B ® A-meprusuz dynxyuja
X xY 3 (zy) — f(y) eC
wareur ga éasicu [ € LP®(\®) 3a ceaxo x € X .

Cxyn §PC)(B,A) unnu BexTOpcKH mpocTop Haj mosbem C ca cTaHgapaHo JgedHHICAHIM
onepamujama. CBaKW €JEMEHT OBOT' IIPOCTOpPA MOXKE OUTH pa3MaTpaH W Kao daMuimja
dyuakmmja f = (f*).ex Koja je B-mepibuBa y cMUCTY J1a je QyHKIH]ja

(5.35) Xo>zx /Afx(y) d\*(y) € C

B-mepibuBa 3a cBako dukcupano A € A, mrTo ciaeau gupeKTHO Ha ocHOBY TBphema 5.15.
Hanomernnmo na je B-mepspuBoct dyukimje (5.35) eKBUBajJeHTHa ca TUM 1a je dbaMuimja
mepa (f*dA")zex B-mepibuba.

Ako je o-anredpa A pedpojuBo reneprcaHa, OHJIa je 1 OOPHYTO TAYHO: CBaka B-MepsbuBa
damvunmja mepa (0%)ex u3 ca(Y, A) 3a kojy Baxku jeauakoct do® = f*dN\*, npu dyemy je
f* e LP@)(Y, A, \*) 3a cBako x € X, remepumie oxrosapajyhn emrement X x Y 3 (z,y) —
f(z,y) € C BexTopckor npocropa FP) (B, A). Oo cieau mupexrHo Ha ocnoBy Teopeme 5.16.

Tpeda narmomenyTu ja je dyHKIHTja

X5z /Y )P dN(y) € R

B-mepibuBa 3a ceaxu exeMent (f%),ex € &) (B, A), mro caenn ma ocnosy Tephema 5.15,
jep je dyukmmja X x Y 3 (z,y) — |f*(y)|"™ € R B® A-mepibusa.

[pmvermvo ma je §4) (B, A) € 700 (B, A) xax rox je ¢ : X — [1,+00) mexa B-mepibusa
dyukimja 3a kojy Baxu Hejeanakoct 1 < p(x) < g(z) < 400 3a cBako x € X.

Axo je A mpedpojuBo remepucana o-ajaredpa u ako je f, = (f¥),cx HuU3 egeMenara y
F0 (B, A) Takas g2 3a cBako € X HOCTOjU IDAHMYHA BPEIHOCT T}Lrgo f¥ = f* kao esement

pocropa LP®)(\?), onma ce moxe nahu mpejcrasuuk kinace Y 3 y — f%(y) € C rakas ga
davummja dbynxmuja f = (f?).ex npumaga BekTopckoM mpocropy PU)(B,A). Bamcra, 3a
cBaKoO r € X BaXKW jeTHAKOCT

(5.36) /Af”"(y) d\*(y) = lim [ f2(y)d\*(y) 3a cBako A € A,

n—oo A

Onasze cnemn na JjieBa crpana jegnakocru (5.36) nedwununie B-mepsbuBy yHKIM]jy, na ce
Teopema 5.16 MOxKe TPUMEHUTH.

Tepheme 5.42. Hexa je (f%)ecx € PV (B, A), ige je 1 < p(x) < +o0, (¢%) € (B, A) u

zﬁ - Tlm) =1 3a cearxo x € X. Taga (f*9%)eex € (B, AN).

Jlokas. @yukmmja X XY 3 (z,y) — f*(y)g°(y) € C je B® A-mepibuBa u Baxku

z () |P() (1) |2()

p(z) q()

|f*(y)g" (y)]

IecHa cTpana ropibe HejeaHaxocT jgedbunuiie egeMent us F1(B, A) omakie 3ak/bydyjemMo 1a
Baxku (fTg%)ex € B, A). O
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Heka je gara damunuja (f¥).cx ca ceojetBoM na je f* € L*(\®) 3a cBako x € X. Butno
je HAIIOMEHYTH Jia y OIIITeM Caydajy u3 B-mMep/buBoCcTH (DYHKIHjE

(5.37) X5z /Afx(y) X (y) € C

3a cBako ¢ukcupano A € A He MOXKEMO HM3BECTH 3aKJby4akK O B-Mep/bUBOCTH (DYHKIIH]je
X >z = (f% ") 200 € R. Camum Tum mm dbynkmuja X 3 x — || 7|12 € R me Mopa
outu B-mMepsbuBa, MITO TMOKAa3yje HAPEIHU IIPUMED.

IIpumep 5.43. [7] Hexa je X = [0,1] u nexa je B dunro xoja o-anriedbpa na X xoja cagporcu
CBE JEGHOUNAHE CKYTOBE U KOG J& MarbQ og P([0,1]). Mootcemo upetiiocmasutuu ga GOCTOJU
ckyu E C [0,1] wakas ga je E ¢ B u 3 ¢ E. Jawe, nexa je na ckyuy Y = [0,1] sagawa
o-aniebpa A ceur Uogekyuosa Koju cy Hajeuwe UPeoPojusu uAU WU Y KoMUAeMERTIU (Y
ogrocy Ha [0,1]) najeuwe apedbpojueu. Hexa je

1
P 5((5:C +d1-,) 3a cee z € 0,1],

9e je 0, Jluparosa mepa y wavwku x € [0,1]. IIpumetumo ga je osaxo gepurucana damuiuja
mepa (A)gzeio1) B-mepwusa jep cy dynryuge [0,1] 3 x +— 6,(A) = xa(z) € R w [0,1] >z —
d1-2(A) = xa(l —z) = x1-a(x) € R B-mepause 3a ceako gpukcuparo A € A 3601 wora wio
je A C B. Taxobe, 3a x € E gepunuwsumo

frl@) =1, f*A—=z) = -1, f*(y) =0 avoy ¢ {x,1 -z}

u f* =0 axo x ¢ E. Taga, 3a duro xoju apedbpojue ckyi A ={a, :n € N} CY umamo

/ o (y) dX\*(y Zf”” an) -A*({an}) =0 sa cearo x € [0,1]\ {an,1 —a, : n € N}.
=
Ogasge caegu ga je dynryuja [0,1] > = — [, f*(y) dN\"(y) € R docmampara y (5.37) B-
MEPHUBA 34, WaKee ckytose A jep je uneepsna cauka ceake Wauke ige 064 PyHwKuuja He
Y3UMA 8PEGHOCTT HYA aogcnyﬂ nexot upebpojusot ckyta y [0, 1], wito je esementi o-arredbpe
B. Kaxo 3a x € E sasicu x # 1 55 UMAMO caegelu payym:

fo(y) dX*(y) = / o ly)dx(y) = f*(x) - A*({z}) + 51 = 2) - A*({1 = «})

{z,1—x}
0. ({z}) + d1-.({z}) bo({l—z})+0({1l—=2}) 140 0+1
=1- + (_1) . = —

2 2 2 2
Taxohe, 3a x € [0,1] \ E saoicu jegnarocw f*(y) = 0 sa ceaxo y € [0,1] aa je 3607
wora f[O,l] f2(y)dX\*(y) = 0. Ogasge saxnmyuyjemo ga je dynxuyuja uz (5.37) B-meprusa

[0,1]

=0.

u 3a cxytose A Koju cy jegnaru xomusementiuma upedpojusux ckyuosa usd [0,1]. axse,
pasmatipara gyrnkyujae je B-mepousa 3a cearo A € A.
_ __ . 1 — _ .
Ca gpyre ctupane, axo v € E Waga je x # 5 Ua Ha 0CHOGY CAUYHOT PAUYHA UMAMO:

/ o) AN (y) = / o) N (y) = / )] AN (y)
[0,1] [0,1] {z,1—z}
D Ae]) ) B (e 140 051

Taxohe, 3a x € [0,1] \ E owuinegro umamo f[OJ} |f%(y)]?d\*(y) = 0. Ogasge godujamo ga
dyrruyuja [0,1] > z — (f7, fm)LQ(Am) € R nuje B-mepnusa jep je E ¢ B. Caegu ga dynruyuja
0,1] > & = [ f*||L2(a=) € R wakohe ne moorce dutiv B-meprusa. A
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KoncTpyKIiinja Mmep/pUBUX OPTOHOPMHUPAaHUX Oa3za

Axko je o-anredpa A mpedbpojuBo renepucana, oHa Cy cBe Mepe Ha A cenapadusiHe, Tj. cBA
npocropu LP 3a koje je p < +oo cy cenapadusnau (Bugeru Jlemy 1.9). 3a mepsbuBy dbamuimjy
Mepa 0BO HaM OoMoryhaBa Jia KOHCTPYHUIIIEMO OPTOHOPMHUpaHe 0a3e Ha MepPJbUB HATHUH.

Tephewe 5.44. [7] Hexa je o-aatebpa A tUpedbpojuso Tenepucana u weka je (A*)zex B-
meppusa damuiuja Gosumushur mepa na A. Axo je dim L*(\*) = +oo 3a ceaxo v € X,
onga ce 3a ceaxo v € X mooice ogadbpatiu opmonopmupana basa {et : n € N} y L?(\*) waxea
ga cy Ppynryuje X XY > (z,y) — eX(y) € C B® A-mepruse.

Axo uoctoje upocmopu L*(N") pazsuvuiiuz konawnux gumensuja Nj, waga 6adtcu

X;={zeX: dmI*(\") = N;} € B.

3a ceaxo N; moty ce ogadbpaimiu opwmonopmupare base {e7,. .. ,efvj} y upoctmopuma L*(\?)
gumensuje N; waree ga cy Pynryuje X XY 3 (z,y) — ef(y) € C B ® A-mepruse u mooice
ce ogadpatiu B ® A-mepmusa deckonauna opmonopmupana dase 3a upeoctiane Wavke T.

Jloxas. Ha ocHoBy mpermocraBke mocroju npebpojusa anredpa {4, : n € N} koja renepure
o-anredbpy A. Kao mro je m mamomenyrto y macycy npe dopmysamnuje Jleme 1.9 nmamo ma
je CKyII JInHeapHUX KOMOMHAIMja KapaKTePUCTHYHNX (DYHKIHja X 4, ca KoedulnujeHTuMa n3
Q x Q rycr y cakom mnpocropy L*(\*). Ilopebajmo ememente ckyma {xa, : n € N} y
I3 (@n)nen. Heka je ni(x) = min{n € N : ||p,| 20y > 0} 3a cBako x € X. Osako
nedbunncana dyakmmja X 3 x — ny(x) € R je B-mepspuBa. 3amcra, Kako cy cBe (QyHKIHje
X 52— ||@nllz2(ae) € R B-MepibuBe mmamo

B, ={z € X: ||gn|lr2(a=) = 0} € B.

Ba k € Nckyn {x € X: ny(z) = k} uma obmuk (By N --- N Bi_1) \ Bx. Omasne usBoaumo
3aKkJbydak O B-mepsbuBoctu dyskimje X 3 x — ny(x) € R, jep oBa dysknuja ysuma
IpedpPOojuBO MHOT'O BpeHOCTHU Yy cKymy R.

y o}.

3aruM, 3a cBako x € X JAedUHUIITIMO
QOyukmuja X 3 x +— no(z) € R je takohe B-mepsbusa, jep cy u dbyskuuje X > = —
(Ony (@) 200y € R B-mepspuse.  HHaykTuBHO, Hajga3uMmo IpupojHe Opojee ny(z) <
dim L*(\*) ca cnenehium cBojcTBUMA:

Oyukimje X 5 x — ng(x) € R cy B-meprpuBe u ng(x) je MUHIMATHE HHIEKC 1 > ny_1(T)
TakaB 1a Cy QYHKUUIE Qn(2); - - - s Py (x)> Pr JTUHEAPHO HezaBucHe y L2(A7).

[Tocnenme je exsupasentno ca det G(x) # 0, tue je G(x) I'pamosa'® matipuua koja
OroBapa BEKTOPUMA L (x)s - - - s Pny_y(z) Prn XAJIOEPTOBOI IPOCTOPA L?(\*). Osge Tpeda
HAIIOMEHYTH JIa je WHJYKTUBHU Kopak Mmoryh, jep je dynkmuja X > z — detG(z) € C
B-mepibuBa 3a ceaky dbyHKIUjy @, € L?(\?).

Omnmcanmv mmocTynmkoMm cMo 3a cBako ¢ € X u cBako k € N nedunucann enreMenT ¢y, ) €
L*(A*). Ipumernmo ga cy dyakmuje X XY 3 (2,y) = @, 2)(y) € C B A-meprpuse. Hanme,
3a cBako j € N dynkuuja Y 3 y — ¢,(y) € C je A-mepmusa u ckyn {z € X: ni(z) = j}

<90n7 §0n>L2()\1) <90n7 SOn1(:Jc)>L2()\I)
Py Spnl(:v)>L2()\z) <90n1(x)7 Pny (z)>L2()\z)

ng(a:):min{nEN :n > ng(x), (

13 Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916), mancku MaTemaTudap
13a nerame noremaru uup. |5, crp. 237).
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npunana B. Takobe, npumernmo na cy ckynosu {z € X: dim L*(A\*) = N} enementn o-
asiredpe B, jep TaKBH CKYIIOBH MOTY OWTHU OIMCAHW KAO CKYIIOBU y KOjUMA j€ J€TEPMUHAHTA
I'pamoBe maTpuie eIeMEHATa Qp,(z); -« - Pry_1(z), Pn JEAHAKA Hyam 3a cBe n. Ha ocnosy
U3BPIICHe KOHCTPYKIHje CIeU Ja je 3a cBako & € X JIMHEapHU OMOTaY CKyNa { @y, (z) : k € N}
ryct y L*(\%).

Hexka cama ¥f(y) = @n,()(y) 3a cBako k € Nu (z,y) € X x Y. Qynxiuje ¢, cy B® A-
MepsbuBe 1 3a cBako ¥ € X ckyn {¢7 : k € N} je smneapno nesasucan y L*(\®) u meros
auHeapHu omortad je ryct y L?(A\?). Cama moxkemo npumenutu I'pam-IIImutios TGoctyaak
opmotonausayuje”. Hajupe nedbunumumo BekTop ef = m -1)7 3a cBako z € X a
3aTUM HACTAB/HAMO WH/IYKTHUBHO:

k

Crni(@) = Hw = Wi e e - €

Jj=1

20e)

k
= ]_ T T x xz
Crt1 = m [%H - ZWHD €j>L2(’\z) . ej] ‘

J=1

Jodum cmo B ® A-mepibuse dyukimje e, : X X Y — C Takse ja je 3a cBako r € X CKyI
{e? : neN, n<dimL*(\")}

opronopMupana 6aza y Xunbdeprosom mpoctopy L?(A%). ]

IIpoctopu L(u,A,p(-)) ca HpOMEeH/BUBUM €KCHOHEHTOM

Kao u 510 cajia, Heka je Kpo3 oBaj osesbak dukcupana damumja A = (A”),cx TO3UTUBHUX
n koHadHux Mepa Ha (Y, .A), koja je jorr u B-mepspuBa. Y J0cajalllibeM pa3MaTparby HIUje
Omita mpernocras/beHa uHTerpaduanoct dynkimmje X 3 x — A*(Y) € [0,400) y omHOCY
Ha KOHa4YHy Mepy f. IlpermocraBumo cajga na je dyukmmja X 3 z — A*(Y) € [0,+00)
p-uarerpaduina. Taja uMaMo KOHAUHY Mepy Vp Tj. [ + A7 dp(x), xoja je maTa nzpasom

(5.38) v (A) = ( /X AT du(x)) (A) = /X A(A) dp(z) 3a ceaxo A € A.

Heka je 3a cBako E € BR A 3acex E* ckyna E y tauku © € X jeduHucan Ha CTaHIapHHA
Hauud ca B ={y €Y : (z,y) € E} € A. Ilopesa Tora, MOXKeMO 3a/1aTH KOHAYHY Mepy [y Ha
o-anredbpu B ® A uzpaszom

(5.39)  ua(F) = /)(AI(E’”)du(x) = /X/YXE(x,y) d\*(y) du(z) 3a cBako E € B® A.

[Ipumernmo na je dyukmmja X > x — A (E®) € R B-mepspbuBa, MITO CjIeu HA OCHOBY
Tepbhema 5.15. Narerpan orpannvene B ® A-mepsbuse dyukimje ¢ : X x Y — C y omnocy
Ha MepYy [iA MOXKe Ce U3padyHaTu yrnoTpedoM opmysie

nyw(m’y)d“/‘(x’y):/X/Ysp(ﬂfay)dﬂ(y)du(x),

mro coeu u3 (5.39) npumenom TIIK jep cy mepe p, A® u ) KOHa4YHe.

15 Teramu ce mory mahu unp. y [9].
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Ba dukcupan 6poj p € [1,4+00) mnedunumemo mopmupan mpocrop L£F(u, A) cBux kiaca
exBuBaseHnuja exemenara f = (f*),ex n3 §°(B,A) TakBux na je

[ fllp.a == i’//x 11V ey i) = (//X/Y|fx(y)!”d>\””(y) dpu(x) < +oo.

Unentudukanuja nsa exementa f = (f*)yex 1 g = (¢%)zex je TMOmpasyMeBaHa y CMUCITY Ja
je 3a p-ckopo cBako x € X ucnymeHa jeqHakoct f* = g%y LP(\").

Bpenmocr || f||,.a 3aBucu u o1 p, mro nehemo naBoauTH Ja du o3HaKe Ouite jeaHOCTaBHU]E.
IIpocrop £P(u,A) je jemnak kimacwanom LP mpocropy LP(X X Y,B ® A, up) mpocropy ca
MepoM iy Koja je medunncana y (5.39), ajqu HaImMcaH y OJHOCY HA ge3uNWEIPAyUjY OBE Mepe
nomohy damuianje A = (A?),ex, MITO MOXKe OUTH KOPUCHO ¥ HEKUM IIPOOJIEMUMA.

[Ilupa kjaca mpocTropa HacTaje y Ciaydajy IpoMeHsbuBor ekcronenta p = p(x). Osa
KJ1aca je mocedan mpumep ommtux Jlederosux LP-mipocTopa ca UpomMeHsusuM excioHeHToM
(morseatu pedepentie [16, 20, 22, 19] koje cy Be3aHe 3a OBy 00JaCT KoOja je Y AKTUBHOM
pasBojy). Paju mpersieHOCTH U MPENU3HOCTH U3JIaramba, HaBeJIMMO HEKe OCHOBHE II0jMOBE U
TBphema oBe Teopuje. Heka je (X, B, A) Meps/buB MPOCTOP ca KOHAYHOM MO3UTHBHOM MEPOM
A u meka je p: X — [1,+00) B-mepsbusa dynkmuja. IIpocrop LPY) (M) cacroju ce on Kiaca
exBuBasleHnuja A-MepspuBux dynxmuja f : X — C raksux ga je Ip)(sf) < 400 3a HeKo
s > 0, mpu YeMy CMO YBEJIH O3HAKY

Loy (f) = / (@)@ dA(2).

Osaj npocrop je cuaduesen Jlyxcembypl® nopmom Koja je 3amaTa U3pa3oM

(5.40) | fllp¢y == inf {s >0: I, (é) < 1} .

T'ope mutupana jmmreparypa cajapKu BeJUKH Opoj mHdopMaIija o cBojcTBuMa Jlederosux
IPOCTOPA Ca MIPOMEH/bUBUM €KCIIOHEHTOM. Y HACTABKY, PAJIU IIPErJIeIHOCTH, HABOIMMO HEKe
oJ1 ocodmHa Koje he mam duTy 0J1 3HAYAjA ¥ JIATBEM DaJLy.

Perumo, npoctop LPO(A) ca mopmon || - ||,y sarom y (5.40) je Bamaxos.

Axo je p(z) < r(x) 3a cBako = € X, npu demy je r : X — [1,+00) Heka B-mepspuBa
dbynrnmja, onma Baskn maKaysuja L' (\) C LPY)()\) n mpupoHo yTamame je HempeKHIHO.

Heka cBojcTBa 0BHX IIPOCTOpa Bazke O] jJeJHOCTPAHUM WJIM JIBOCTPAHUM OIDAHUYECHIMA
Koja ce Tuay dyukuuje p : X — [1,+00). [Ipernocrasumo ja je dyukmmja p : X — [1,+00)
orpanmdeHa oj03ro HekuM Opojem r > 1. Tama je ckyn orpanumdenux GyHKIHja TYCT Yy
LPC)()N), Tako ma je ckyn L7(\) taxobe rycr. 36or Tora, mejemmaxoct p(x) < r urpa GurHy
yaory. Ca tum y Besu norsienaru |46] win [22, Tocreauna 3.4.10].

Hasbe, ako cy 1,7 > 1 u ako 3a ceako x € X Baxku r; < p(z) < 7, Taja je jayas mpocropa

p(z)

LPC)(N) auneapro xomeomopgdan npocropy LIC)(N), nmpu uemy je q(z) = ST 38 CBAKO

r € X, 1j. menpeknman mureaprn dynrkmmonamm [ : LPC)(X) — C nmajy odmmx
I(f) = / F(#)g(t) dA(E) sa cmaxo f € IPCO(N),
Q

npu uemy je g € Li9C)(N). Homarmo, mpocrop LP()(N) je yrnudopmmo xoneexcan a cammm
tum u pedekcuBan. Hejemmakocr r1 < p(z) < r je duTHa 3a pedJIeKCUBHOCT MIPOCTODA,

10Wilhelm A. J. Luxemburg (1929-2018), X0/IaH/ICKO-aMePHYKI MATeMATHIAD
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mro ce moxke Buzgetu y [50] mam [22, Hamomena 3.4.8]. Ilogcermmo ga je Banaxos mpocrop
E yandopmHO KOHBEKCAH ako 3a cBako £ > 0 mocroju 0 > 0 Tako na u3 |jul| =1, |[v|| =1 u
lu—v|| > e, cuemn ||“t>

: || < 1—9. OBakBu npocropu cy pedJ/IeKCUBHHU, IIITO Ce MOYXKE BUIETH
y |24, crp. 37| wam |23, crp. 131]. Takobe, mosuaro je ga yHUMDOPMHO KOHBEKCHU ITPOCTOPU
nocenyjy Banaz-Caxcoso ceojctuso (mornemarn |24, crp. 78| mnm [23, cTp. 124]) Koje TBpau 1a
CBaKM OTPAHNYEH HU3 Y OBUM IIPOCTOPUMA CAJIPKU MOTHU3 UWjU YNje apUTMETHIKEe CpeInHE
KOHBEPI'UPajy Y HOPMHU ITPOCTOPA.

Axko je p orpannveHa (yHKIHja U aKo je Mepa A cenapaduiiHa, Tj. YKOJHMKO je MPOCTOP
L'()\) cenapabmian, taga je m LPC)()\) cenapaduman npocrop (Bumern nmp. [22, Jlema 3.4.4]).

Csa HaBeJeHa CBOjCTBa Baske 3a CIENHMjAJHH CJAydaj IIPOCTOPA Lp(')()\) KOjU HACTajy y
CUTyaIju KOjy pa3MaTpaMoO y OBOj CeKInju, Kaja je mata B-mepsbuBa damMuimja Mepa
(M) zex. Pagu npernennocru, usasojumo cienehy nedununumjy.

Hedbunnnmja 5.45. Hexa je p: X — [1,+00) B-meprusa pynryuja. Ca L(p, A, p(-)) he./vzo
o3navasamyu upocwop B & A-meprusuxr pynryuje X XY 3 (z,y) — f(z,y) = f*(y) €
wareux ga je Iy (sf) < +oo 3a nexo s > 0, ige cmo o3navuu

Loy (f) = /X /Y F ()P dA" (y) du(z).

Ca L(p, A, p(-)) osnauasamo ogiosapajyhu Gpoctiop kaaca exsusanseryuja. Eaementue [ u
g us L(pu, A, p(+)) ugenmwuguryjemo axo 3a p-cxopo céaro x € X eaorcu jegnarocts f*(y) =
g (y) 3a X*-cxopo ceaxoy € Y. Hopma || - ||,y y osom poctiopy je sagatua uspasom (5.40).

Kao npBo zanakame HakoH yBeleHe AedUHUIM]e, MOXKEMO NPUMETHTH & OrpaHUuIeHe
B ® A-mepmpuse dyukimje f: X x Y — C npunazmajy csakom oz upocropa L(u, A, p(-)) Ko
Kojux je dyukmuja p : X — [1,400) orpanndena, mro ce JaKo J00uja u3

Lo < sw @M /X Xe(Y) dpa(z) < +oo,

(z,y)eX XY

npu demy je M = sup{p(z) : z € X} < +o0.

IIpocrop L, A,p(-)) je jemmax mpocropy LPC)(X x Y,B® A, ) ca Mepom \ = jup Ha
o-anredpu B ® A, koja je 3azara uzpazom (5.39), u ca dyukmujom p : X x Y — [1,4+00) koja
3aji0BosbaBa p(x,y) = p(z) 3a cBako (z,y) € X x Y. Kao u rope, oBaj nmpocrop je orpemsbeH
JIykcemOypr HopMoM Koja je nedunucana uzpaszom (5.40).

Hanomenumo ma mocedan ob/imk (yHKIHMje €KCIIOHEHTa p W YIOTpeda JIe3WHTerparuje
Mepe iy MOXKe OUTH KOPHCHA, Ha IpHuMep, 3a yBoheme mpocropa CodosseBibesor'’ Tuma ca,
[IPOMEH/bUBUM €KCIIOHEHTOM.

AkojeY = X u \* = §, 3a cBaxo z € X rtana modujamo Jleberos mpocrop LP() ().

Ba caky B-mepspuBy damminjy A = (A\"),cx BepoBaTHOCHHX Mepa Ha A, mpocTop
L(p, A, p(+)) caapxxn mormpoctop msomopdan mpoctopy LP() (1) n oarosapa enementnmMa, f
3a Koje BpeguaocT f*(y) € C me 3aBucu o y € Y. Oninruje HoCMaTpaHo, eJIeMEHTH IPOCTOPa,
L(p, A, p(-)) cy dyukuje koje 3asuce on x € X u y € Y. 3a cBaky B-mepsbuBy dbamuimjy
HMO3UTUBHUX Mepa A”, morpocTop PYHKIMja Koje He 3aBuce o1y € Y je uzoMopdan mpocTopy
Lp(‘)(,uo) ca MepoM djiy = o dp, ipu demy je dyukmja o 1 X — [0, +00) medunncana n3pazom
o(x) = X(Y) za CBaKo r e X. AKO je A* = 0q(z) 32 HeKy (B,.A)-MeppuBy dyHKIHjY
a: X =Y, mana Ly (f) = [ [ (a(2))P™ du(z).

"Cepreit JIbposra Codosten (190871989)7 COBjeTCKU MaTeMaTHIap
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Jpyru crernujaaau cirydaj HacTaje ako je cBaka Mepa A* gara Kao dA* = o(z, - ) d\, npu
gemy je A : A — [0,+00) mara mepa Ha Y. YV TOM ciiydajy mMamo

:Z(/;L/;|fx(yﬂp@00($ay)dA(y)d#(xl

Ako ce cBe Mepe A\’ mokjalajy ca mMepom A Ha A, Taga q0o0ujaMo CTaHIAPIHU IIPOCTOP
LP) y ommocy ma mpomssox Mepa g ® A Ha X X Y um ca excrmomenTtoMm p(x,y) = p(x) 3a
(x,y) € X XY,

Tpeba namomenyTu ja ako je p HeorpanmdeHa dyHKImja, Taga mpocrop L(u, A, p(-))
Moxke Omurm crporo Behm oxm cxyma EPC)(u, A) koju ce cacroju o Kiaca eKBHBAJICHIIM]a
(y cmucny edbununuje 5.45) mepsbuBux npeciukasama f ca csojcrBoM [ (f) < 4o00.
MeDhyTuM, 3a om0 Kojy orpanmdeny byrKImjy p Baxu jemaakoct L, A, p(-)) = EPO)(u, A)
U TO JIMPEKTHKO CJIEJU Ha OCHOBY JiepUHUIIHjE 3a Ip(.)( f).

Hanomenumo u 1o ja je mpocrop L(p, A,2) Xunbepros ca CKaJapHUM IIPOU3BOIOM

b= [ (g dn) = [ F@T@ ) duta).

Hpumernmo pa B-mepssusoct dynkmuje X 3z — (f*,¢%) 200 = [y [*(y)g*(y) dA*(y) € C
HUje CIIOPHA jep OHA CJIeIu JTUPEKTHO Ha OCHOBY TBphema 5.15.

Cenapadusinoct mpocropa L(u, A, p(-))

Pesynrar nar y Jlemu 1.9 ce baBu cenapaduinomhy kinacuauux LP mpoctopa. Y HapeaIHOM
TBphemy ce baBumo cenapaduanomhy L(u, A, p(-)) npocropa.

Tephemwe 5.46. [7] Hexa je p ceuapadbusna mepa na B u wexa je o-antedbpa A upedpojuso
zenepucara. Axo je p oipanuuena dyrruyuja, onga je apoctwop L(pw, A, p(-)) ceaapadburan.

IIpBu noka3 oBor TBphema je y Jayxy KJjacudHe Teopuje Mepe U MHTErpaluje.

IIpeu goxa3 Tepherva 5./6. Ha ocHOBy jucKycHje KOjy CMO UMAJU Y MPOIILIOM OJEJbKY
JIOBOJBHO je HOKa3aTH Ja je Mepa py : B® A — [0, +00) 3a1ara uspasom (5.39) cemapaduiina.
Kako je mepa p cenapadbuina na 3, Ha OCHOBY ﬂeMe 1.9 moxkemo Hahu mpedpPoOjuBO reHepUCaAHY
o-anredpy By C B taksy aa saxku jexnaxoct B," = B’ Ha ocuosy Jleme 1.5 umamo nxa je
u o-aaredpa By ® A upedpojuBo remepucana. Jlaxkie, ma OMCMO 3aBPIIMIM JOKa3 HaIIer
TBphema, JOBOJ/LHO je IMOKA3aTH Jia BayKH jeTHAKOCT

By A" =B A"

OuwnryieTHO BayKy WHKJTY31]ja

By A" CcB® A™

3a 10Ka3 OOPHYTE MHKJIY3Hje, Z0BOJGHO je mpoBepuTu aa Baxku B x A € By @ A" 3a cBako
B e Bu A e A. 3aro, yrkonuko ojadbepemo Takse ckymoBe A m B mMamo j1a MOCTOjU CKYII
B, € By 3a xoju je (B A By) =0. Cneu By x A€ By ®@ Au

pa((B x A) A (By x A)) = pa((B A By) x A) =
= /X)\””(((BABl) X A)I> du(x) = /BAB A (A)dp(z) +0 =0,

jep Bazku (B A By) =0 kao u ((B A By) x A)w = () 3a cBako z € X \ (B A By). Osume je
JIOKa3aHO J1a je ckyl B X A cajp:kaH y KOMILIeTHpamy o-ajredpe By ® A. O
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Ba damumjy mepa A = (A\*),ecx Ha o-anredpu A u 3a durcupano A € A nedunuimemo
dyuknujy Ay : X — C wmspasom Ay(z) = N*(A) 3a cBako z € X. Osa pedbununuja he
OJIAKIIIATH HOTAIM]Y Y JaJbeM PaJLy.

Hamomena 5.47. Caegehe 3auaotcare caegu us epunuyuje 5./5. Axo je A € A u ¢ :
X — C nexa B-meprusa gynkyuja waga je upecaurasare X XY 3 (z,y) — @(x)xa(y) € C
eaement apoctmiopa L, A,p(+)) axo u camo axo je p € LPO(X,B,Asdu). Yroruwo je
cetapadusna mepa wa B waga je u mepa Ay dp cetapabunna, wa ocrosy Jleme 1.10.

Tepheme 5.46 ce moxke jokazatu u Ha ciejehn nagun, y nyxy Teopuje oneparopa.

Zlpyru goxas Tephera 5./0. Heka je A npedbpojuso renepucana o-ajiaredpa. Tajia MoxkeMO
nahu pacryhu Hu3 Konaunux aJjredpu A, dnja yHuja renepuiie o-ajaredopy A. Csaka aiaredpa
A, je reHepucaHa HEKOM MApPTHUIMjOM CKyna Y Ha KOHadaH Opoj MeDyCcOOHO JIMCjyHKTHHX
CKyHOBa Apn g, upn gemy je k € {1,...,N,}. Ba cako x € X nedunummmo npojexrope Pr
na L@ (Y, A, \*) uspazom

Nn

(P f)(y) = Z )\x(%k/ @) dN*(t) - xa,,(y) 3acBako f € LP(:c)(Y, A, N7,

k=1
upu deMmy je, y ciydajy A*(A, ) = 0, oarosapajyhu cadupak y cymu msHaj jeJHAK HyIH. 3a
caxo ¥ € X u f € LP@)(\?) pawu jemmakocT

(5.41) Tim (| P2 = fll e = 0.

Bancra, jemnakocr (5.41) je tauna 3a cBaky dyHKImjy f Koja je JimHeapHa KOMOWHAIM]ja
dbynxuuja x4, , a Baxu u jeauaxocr ||P7|| =13acsen € Nu x € X 3a koje je Py # 0.

Jlo casa cMo pajmma ca mpojekTopuMa PP ma mpoctopy LP®) (Y, A, \*). Kopucrehu oy
dammmjy mpojeKTopa MoxKeMmo JiebuHHCATH ojroBapajyhe mpojekrope P, ma BanaxoBom
upocropy L(u, A, p()) uspazom

Nn

G4 (RIW = (B0 =Y 5 | PO )

k=1
3a cBakO f = (f")zex € L(u, A,p(+)). Tana 3a cBako f € L(u, A, p(-)) Baxku jeaaakoct

(5.43) Tim £~ Pl =0,

IIITO CJIE U HA OCHOBY cJiejieher HU3a jeITHAKOCTH:

n—o0 n—oo

i o (f = Paf) =l [ [ 170) = (Puf)* )P () di)
xJy
=t [ I (B e i) = 0.
n—oo X
Hamomenumo 11a je y ropmem paquy oma onpapiana npuMena T/IK, jep 3HaMO j1a BaxKu

(5.41). @ynxmuja X > x > 2P(@) ”fIHLp(z) ()
je sup{p(z) : x € X} < +oo. Takobe, 3a p-ckopo cBako x € X BaKu IIPOIEHA

€ R npunaga npocropy L'(X, ) 36or Tora mro

157 = P21 oy < (1 amioney + B2 1 lorae )™ < 220072520
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OJIAKJIe BHJIUMO Ja je moMeHyTa (byHKIHUja WHTErpadWIHA JOMHUHAHTA HU3a HA KOJH CMO
npumennan T/IK.

Ha ocuoBy (5.42) u (5.43) 3ak/bydyjeMo Ja je CKyIl JIMHEApHUX KOMOMHAIUja QyHKIH]ja
obmmka O, 4(x,y) = p(x)xa(y), tme je ¢ : X — C B-meppusa dyuxmuja, A € {A,, :n €
N, ke {l,...,Ny}} w ©,4 € L(p, A, p(+)), rycr y upocropy L(p, A,p(-)). Onmasne ciemu
Jla je JOBOJbHO allpOKCHMuparu jefany Taksy byskuujy O, 4 € L(p, A,p(-)). Ha ocnosy
Haromene 5.47 Baxku O, 4 € L(p, A, p(-)) axo u camo ako ¢ € LPO (X, Asdp). Mepa Ay dp
je cenapabusaa Ha ocHoBy Jleme 1.10 u dyukimja p : X — [1,4+00) je orpannvena na mocToju
nu3 (¢f)jen Koju Texu xa ¢ y mopmu mpocropa LPO(X, Ay dp). Cnean na nns (©pa,4)jen
KOHBeprupa ka O, 4 y Hopmu mpocropa L(pu, A, p(+)). O

5.4 IlIpocTopu damumiamuja mepa ca
KanTopoBmnu-PybunnirajuoBom HOpMOM

Hexka je y oBoj ceknuju mar merudaku rnpocrop (Y, d) ca csojom Bopenosom o-amrebpom
A = By. Ioacerumo ce, npocrop mepa ca(Y, . A), peaHUX WU KOMILUIEKCHUX, jé KOMILJIETAH
y OJHOCY Ha HOpPMY 3aJlaTy IpeKo TortajHe Bapujaruje mepe. Ca Jpyre crpane, mMpoCTOp
ca(Y, A) najuemhe Huje cemapaduiaH, Kao mTo je HamoMenyTo y [lormasmy 1.

Hexka je gara Jlunmunosa'® dynkuuja ¢ : Y — C. Tana medunumemo

Lip(¢p) :SHP{W s u,v €Y, d(u,v) >O}.

Bemmauna Lip(p) ce nHasuBa JlutGwuyosa konctianma dyakimje ¢. CKyn OrpaHUYeHuX 1
Junmumnosux dbyuknuja BL(Y') je Bektopcku mpocrop. Umamo u suie, BL(Y) mocraje
Banaxos mpocTop ca HOpMOM JAePUHHCAHOM U3PA30M

|lollpr = max {Lip(gp),sug ]gp(y)\} 3a cBako ¢ € BL(Y).
=

Ba neraspan yBox y Teopujy Jlummmunosux dyHKImja noraegaru [76].
O unTEpeca je pasMarpaTu BeKTOpCKHU mnpoctop Mmepa ca(Y, . A) Koju Hacraje yKOJIUKO je
(Y,d) xomruteran u cemapadmiaH METPUYKHU IIPOCTOP Ca E-eroBOM BopesioBom o-airedpom

A = By. Ha oBom BekTOpcKOM mpocropy mocmarpahemo KanrtopoBumu—PybunimrajaoBy
HOpMY || - || kR4 3808aTY B3pazom
o =suw{ | [ et vt + ¢ € Lim) supletil < 1p = su | [ ptmantn),
Y yey lellBr<1 VY

npu gemy cmo ca Lipy (YY) oznaunmu ckyn 1-JIunmunosux dbyHKIMja Ha METPUYKOM IIPOCTOPY
(Y,d). Ilpumerumo fa Huje ogMax jacHo na rope nedunncana GyHknuja || - || kg4 Ipeacrasba
HOPMY Ha BeKTOpPCKOM npoctopy ca(Y; A).

Onmax Ha OCHOBY ropibe Jebununuje dynkmmje || - ||xpqs umamo ga je Kanroposnd-
Pybunmrajuoa HOpMa BepoBaTHOCcHe Mepe Ha A jeqnaka 1 m To je ounrsemno. Takobe,
ykommko je A > 0 komauna Mmepa Ha A, taga je |[A|xps = A(Y). Omnmasme ciaemm na je
- \ BepoBaTHOCHA Mepa KaJ rox je A € ca(Y, A) u A > 0.

1
MK R,a

BRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), Hemauxku MaTeMaTuuap
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Dynkunja || - || xr,q¢ ©Ma MHOTE 3HAYAjHE OCOOMHE Koje ie OnTn HaBeJeHe y TEKCTY HUKE U
Koje NeMO KOPUCTHUTH Y JIa/beM PaJLy.

ITpe mero mro HaBemxeMo ocoduHe || - || xr,q4 HOPME, HAIIOMEHHMO Ja je HA IPOU3BOJHHOM
merpuakoM mpoctopy (Y, d) ceaka Bopesnoa mepa A € ca(Y, By) onpehena BpemHocTiMa Ha
3aTBOPEHNM W OTBODEHUM CKyTmoBuMa Mmerpudkor mnpocropa (Y, d). Ilpenusnuje, na ocroBy
[14, IIponosurumja 2.1.8] nmamo ja 3a A € ca(Y,By) u € > 0 nocroju 3arsopen ckyn F' C B
u orBoper ckyn U D B rtako na Baxku |[A|(U \ F) < e. OBo TBpheme He mpermnocraBiba
cenapaduIHOCT ¥ KOMILIETHOCT MeTpudkor npocropa (Y, d). YKOIUKO je JI0JJATHO METPUYKU
npocrop (Y, d) cemapabunan n kommieran oga 3a A € ca(Y,By), B € By u & > 0 MoxkeMO
nHahn xommakran ckyn K C B takas ja je |A|(B\ K) < e. 3a moka3 oBor TBphema BuaeTH
[13, Teopema 7.1.7] umm |14, Teopema 2.1.9|. Taxobe, norsemaru u [65].

CsojctBa || - ||xrs HOpMe Ha npocTopy Mepa ca(Y, By)

Hagennmo caza Heka mosHaTa CBOjCTBa || - || kg HOpMe Koja lieMo KopucTuTH y pajy ca
damummjama Mepa. Heka cBojcrBa hemo jokazaTu pajiu IperjiefHOCTH U3JIaramba.

(1) Heka je X\ € ca(Y,By), upu yemy je (Y,d) merpuuku npoctop (He HPeTnocTaB/baMo
KOMILIETHOCT HHUTH cerapadusinoct) u Heka je ||A||krqa = 0. oBopHo je mokasarn
ma 3a cBaku 3aTBOpeH ckyn F' C Y Baxku A(F) = 0 jep 3a cBaku ckyn B € By
[OCTOjU HU3 3aTBOPEHUX CKyHoBa (F)),eny KOJU Cy caap:kaHu y B ¥ 3a KOju BaxKu
AB) = nh_)m MF,). Hedwnnumemo wuz Jlunmmmnosux dbyukumja g, : Y — [0,1] ca
gn(y) = maX{O 1—= d(y,F)}7 npu demy je £, > 0 3a ceako n € N u lim ¢, = 0.

n—o0
Baxu 0 < g,(y) < 1 3a cBako n € Nu y € Y. Ilo nedununuju || - || kg4 HOpMe Bazku

Iy 9n(y d)\( ) =0 3a cBako n € N a umamo u n1a je lim gn(y) = xr(y) 3acBako y € Y.
Hpumenom TIK nobujamo A(F) = [, xr(y) dA(y) = hm fY gn(y) d\(y) = 0. Ocrana

CBOjCTBa HOPME Ce JIAKO IIPOBEPABA]y.

(2) Baxe jemnakoctu ||04|lkra = 1 u |04 — 0p||kra = min{d(a,b),2} 3a cBako a,b € Y.
[Tpsa jemnakocr je ounrsenna. Jlokaxkumo apyry jegnakoct. Axo je d(a,b) < 2, oHza
dyurnuja f 3amara ca f(a) = d(%’b) u f(b) = —d(“ Y yma 1-JIummuioeso [POIUpEHE HA
neo mpocTop Y TaxBo Jia je sup,cy |f(y)] < 1 (anMep jEeIHOr TAKBOX IPOILINPEIHa, je
dyurnuja gara uzpasom f(y) = w sacsakoy € Y). Taza je [, f(y) d(6,—0) =
d(a,b). Axko je d(a,b) > 2, omma moxkemo ropuctutu dyukimjy f : Y — C koja
ucnymasa f(a) = 1 u f(b) = —1 (upumep jeane Takse (yHKIWje je JaT H3pa3oM
fly) = % 3a cBako y € Y) ma ducmo jpodumn [, f(y) d(d, — 6) = 2 aum 3a

dbyukimje Koje ncrymanajy sup,cy |f(y)| < 1 He Moxke ce jodutu BuIe.

(3) Hexa je merpuuku npocrop (Y, d) cenapadunan. Tana je upocrop (ca(Y, A), || - ||kr.q)
trakohe cemapadusan. 3auncra, Heka je v € ca(Y, A) u € > 0 npoussosbro. Ha ocHOBY
[PETIIOCTAB/bEHE CENapadUJIHOCTU TPOCTOpa Y mocToju Hu3 MelycodHo amcjyHKTHUX
Bopenosux ckynosa (Y, )nen y Y Taksux ga je diam(Y,) <eszacsen € NuJ,. Y, =
Y. ®@ukcupajmo eremente y,, € Y, u dpopmupajmo mepy v € ca(Y, A) uzpazom

+o0
v.(A) = Z v(Y,) - 0,,(A) 3a cBako A € A.

n=1
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(4)

(5)

Topmum uspasoum je zagat ejement v, € ca(Y, A) jep je (v(Yy))nen € £'. Tokaxkumo ja
je |[v — vellkpra < € - ||v]|. Hamme, nmanmo na Baxkn

+o0
|lv — ve||lkra = sup /gpd(l/—ug) <Z sup /gpdy—/ pdv,
lelpr<t VY n—1 llellB<1 /Y, n
+00 +oo

:Z sup

= E sup
=1 llellpr<1

n=1 lellBr<t
+o00

<> s [ e - o) s <3 [ =z

—1 lellsr<t
" <1-d(y,yn) <

/ o dv —v(Y,) - o(y)

n

/ ) [p(y) — ©(yn)] dV(y)’

Hamomenumo jma y ropmeMm padyHy JApyra jeJHaAKOCT CJIEIH jep je KOHTPaKIhja Mepe
V. Ha cKyn Y, jenmaxa mepu v(Y,) -6, . Ha ocnoBy mokasame mejenHaxocTn MOYKEMO
3aKkJbyIHTH Ja je npedpojus ckyu lin{c,d,, : ¢, € Q,n € N} rycr y ca(Y, A) y onmocy
Ha || - |k g,q HOpMY.

Tunmano, mopmupan upocrop (ca(Y,A), || - [|kraq) Huje kommteran. Hamme, ykoamko
merpuakn mpoctop (Y, d) caapxu KommjeB HE3 MehycobHO pasinmduTux ejemMeHara
nokazahiemo na Bexropcku mpocrop ca(Y, A) nuje kommaeran y oxHocy Ha || - ||kra
HopMy. 3amcra, yKoimko ou HopMa || - ||xrq Omma kommterna na ca(Y, A) omma du
npema banaxoBoj TeopeMu 0 OTBOPEHOM IIPEC/IMKaBaby OHa OMUJIa €eKBUBAJIEHTHA HOPMU
3a/1aT0j IPEKO ToTasaHe Bapujanyje || - || jep Baxku nejeauaxoct ||v||krqa < ||v]| 3a cBako
v € ca(Y,A). Mehyrum, Ha OoCHOBY J0Ka3aHOr CBOjCcTBa (2), 3a MPETXOJHO OINUCAHU
Kommmjes vu3 (Yn)nen ¥ (Y, d) mmanmo ma Baxke jemnaxoct d(Yn, yr) = min{d(y,, yx), 2} =
10y,, — Oy, |l kR4 32 TOBO/BHO Besuke mpupoaie dpojese n u k. Ca apyre cTpane, 3HAMO
st vk 3y, — 0y, || = 2 jep je yn # e 3a n £ k.

Merpuka nngykoBaHa || - ||xpqa HOPMOM je KOMIUIETHA Ha CKYIly HEHEraTHBHHX Mepa
y ca(Y,A), mro caenu wa ocHoBy [14, Teopema 3.2.2]. 3Bawncra, yKomuko je (fin)nen
Komujes Hu3 Konavynnx u mo3uTuBHUX BopesnosBux mepa va A taga Hus (|| A, || kr.d)nen
KOHBeprupa min Ka 0 WM Ka HEKOM KOHAYHOM MO3UTHBHOM OPOjy a. Y NMPBOM CIIydajy

TBphere oJIMax cJie/id JOK Y JPYTOM CJIydajy MOYXKEMO IOCMATPATU HU3 BEPOBATHOCHUX
Mepa <M—KM “An . OBaj Hu3 je KommujeB y dxr MeTpuiu na Ha OCHOBY HaBeIEHE
n : neN

TeopeMe KOHBEprupa Ka HeKOj BEPOBATHOCHO] MePH (i, Tj. BayKM jeTHAKOCT
. 1
lim dxp (| ————  pn, 0 ) = 0.
oo [l xR

Onasze caenu na je lim dggr(pin,a - p) = 0.
n—oo

Hopmupan npoctop Ly, ,(1, ca(Y, A))

Y HacTaBKy musJjarama heMo KOHCTPYHCATH HOPMHUpPAaH IIPocTop haMumimja Mepa duja je
|| - || kr.a HOpMa mHTerpabuina dynknuja. butHo je narmacutu na he nodujenn npocrop durtn
Boxneposor Tumna, jep Ha OCHOBY JIOKa3aHOT CBOjcTBa (3) U3 MPOILIOr O/le/bKa 3HAMO JIa je

ca(Y, A) cenapabunan npoctop ca || - |k HopmoMm. Omno mrro Huje yobudajHo je To mro e
ce nodujeHn BoxHepoB mpocTop cacTojaT o (DYHKIMja Ca BPEIHOCTHMA Y HEKOMILJIETHOM
nopmupanoM npocropy (ca(Y, A), || - lkr.a)-

Y 0BOj CeKIMju MPeTHOCTaB/haMO Ja je Mepa (. KoHadHa Ha (X, ).
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Hedunumuja 5.48. Ckyl ceur xaaca eK6uBaIeHUUja [i-MePLusux Upecaukasara f: X —
(ca(Y, A), || - | kr.a) Waxsuz ga je pynryuja X > x — || f(x)||kra € R p-unwerpadbuina fiemo
osnavasatiu ca L p(p, ca(Y, A)). Ipoctiop Ly p(u, ca(Y,.A)) je cnabgesen nopmom

\Flhkr = /Y V£ (@)l dpa(z).

Hanomenumo ga je mpocrop L p(u, ca(Y, A)) pasmarpan y pagosuma [6, 7).

Kako je mpocrop (ca(Y, A), || - ||kr) cenapaduian 3ak/bydyjeMo J1a ce HOpMUPAH IPOCTOP
Li n(p, ca(Y, A)) moxe npencrasuru y odmuky Lu(u, E), tne je E = (ca(Y,A),| - |xr)
(Busern Cexiujy 1.2 y kojoj cy pedpunucanu Ly(u, E) npoctopu). ButHo je narnacutu jga y
oBoj curyarnuju npoctop E = (ca(Y, A),| - || kr) Hajuenthe auje KoMmaeran (BUIeTn CBOjCTBO
(4) w3 npomute cekmmje) na mu mpoctop L. (p, ca(Y, A)) e Mmopa Ourn Takas.

Mozk 14 HEOUEKUBAHO, CBH €JIeMeHTH u3 L, Rd(u, ca(Y,.A)) umajy Boxuepos unrerpad!

Tephewe 5.49. [7] Hexa je p(X) < 400 u Upelioclasumo ¢a je MEWPuKky GUpoctuop
(Y,d) ceuapadunan. Cearu erementi A = (X*)zex mopmupanot tpoctiiopa Licp 4(p, ca(Y, A))

B
aocegyje Bornepos unitieipas u 6axcu jegHaroct / Ndp(x) = / A dp(x).
X X

Jlokas. 3a damumiujy A moxkemo nalin penpesenTa kiace, 1j. dhamuumjy mepa (A?),cx Koja je
B-mepsbuBa 1 Kojy hemo kopuctutu y HactaBky. Heka je € > 0 mpousBossHO. IIpocTop mepa
ca(Y, A) ca || - || kr,c HOpMOM je cemapabuian (BUIETH JOKa3aHO CBOjcTBO (3) HOpME || ||k R d)-
OpaBre cioean ga MOXKeMO Hahu H-eroBy namemjy Ha JIMCjyHKTHe BopesioBe ckymose M,
n € N, mujamerpa najsume €. Ckynosu X, = A7Y(M,) € B najy B-mepbusy naprunujy
ckyna X. MoxkeMmo mpeTriocTaBuTH J1a je (4 BepOBaTHOCHA Mepa. 3ato, noctoju N € N tako

JTa BayKW HejeTHAKOCT
/ [N | kradp(z) <e,
Qn
+oo

pn demy je Qy = | | "y, X, Puxcmpajmo (mpomssosbHO) enemente my; € M; 3a cBako
j € N u gedunumemo npecimkaBambe A = (A?),cx, KOje y3uMa KOHAYHO MHOTO BDEIHOCTH,
Ha caegehu maamn: A2 = m, ako je z € X,,,3an € {1,...,N} u neka je \* =0 € ca(Y, A)
3a cBako T € (y. 3a oBako gedunncany dbamuanjy mepa A, nmamo

N N
A = Aclli,xra = Z/ IX* = mallkradu(z) +e < p(Xy) +e<e-p(X)+e < 2.
n= n n=1

BoxuepoB unTerpas dpammiauje mepa A, ce jgako padyHa jep oBa (paMuUInja y3WMa CaMO
KoHa4HO MHOrO Bpequoctu y ca(Y, A), 1j. Boxuepos unrerpas oe damuinje je jeqHak

B
o, /A dyp = Z,u -my, € ca(Y,A).

Hocaaiime pasMarparme ce MOXKe U3BECTH 33 OUJIO KOjU cernapadujiaH HOPMUPAHU IIPOCTOP
E, amu cazma nocrajy BaxkHa Heka creldudaHa cBojcTBa npocropa ca(Y, A): dammiuja mepa
(0.)->0 KoHBeprupa Ka Mepu'’ vy y Hopmu ||- || r.q. 3amcra, veka je ¢ € Lip;(Y') mponssossna

YBunern jemraxocr (5.6) KojoM je 3amaTa KOMILUIEKCHA Mepa VA Ha o-airedpu A.
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dbynkmja 3a Kojy Baxku sup,cy [©(y)| < 1. Ha ocrosy dopmyie (5.7) modujanmo

Lwdag—/wdquilu<Xn>/wdmn // ) dX*(y) dp()

[Tocsieimu wHTErpas o ckyiy {2y ce Mpolemyje 0 AlCOJIyTHO] BPEJIHOCTU Ca £ jep je

/QN/ ) dX*(y) dp() </QN

3a duno koje x € X, umaMo ||A* — my,||kpqa < €, OaKIIe CIEIHN 1A BaXKU HejeJHAKOCT

/YSO(?J) d)\l‘(y)‘ du(x) < /QN Nl dn(z) < e

‘ / ) dA*(y / o(y) dmn(y)‘é € 3a cBako ¥ € X,,.
Y

Wnrerparujom ropime HejeIHAKOCTH 1O CKYIy X, V OJIHOCY Ha MepY (i J10OUjaMo

‘ /Xn/ ) dX*(y)dpu(z) — p(Xn) /Y ©(y) dmn(y)'g e-u(X,) 3acsako n € {1,...,N}.

[IpumenoM HejeTHAKOCTU TPOYTJIA U cCadUPabeM JO00MjeHNX HejeTHAKOCTU MMaMO

(150 [ e [ tavionane)| <35 < -

n=1

oJlaKJie CJeJIN JIa BaXK! HEjeTHAKOCT

< 2¢

(,OdO'E _/ deVA
Y Y

3a cBako ¢ € BL(Y), ||¢||pr < 1. Hakie, 3akibydyjemo jia 3a cBako € > 0 BaxKn

/gpdae—/gpdw\ <2
Y Y

HUs - VAHKR,d = Ssup < 2e.

llellBr<1

Jlokazam cMO Jla BaxKe jeTHAaKOCTH
B
lim [ Acdpu=vy u lim / IA — Acl|kradp =0,
X e—=0+ Jx

e—0+

na Ha ocHoBy (1.17) 3aksbydyjemMo na je vy = BfXA dpu.

S| from)| [

]

Nako mopmupan npoctop Lk p(p,ca(Y,A)) Tunmauo uuje KoMmIuieTad, Moxkemo Hahm
IErOB JICO KOJHU MOCTaje KOMIIJIETAH METPHYKH IIPOCTOP Ca METPUKOM d) i i KOja je MHyKOBaHA
HopMoM || - ||1.xr mpocTopa Li »(u, ca(Y, A)). Y mokasy osor TBphema KOPUCTHMO CBOjCTBO

(5) maBezmeno y cumucky cBojcrasa || - || xr.qa HOpMe.

Tepbewe 5.50. [6] Ilogexyu upoctiopa L p(p, ca(Y,A)) xoju ce cactioju og damuauja

HEHETATUSHUT MEPQ J€ KOMUACTLAH Ca METWPUKOM KOJa je Uungykosana nopmom || - ||1 kr-
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Joxas. Crmano nokasy Tephema 5.10, neka je (f,)nen Hu3 npecinkasamba u3 Ly (1, ca(Y, A))
ca BPeJHOCTUMa y CKYIy HeHeraTUBHIX, KOHAUHHUX Mepa Ha A 1 Heka je

dl,KR(fn—f—ludn) = ||fn+1 - anl,KR < 27" zacBako n € N,

upu gemy je f; = 0. Merum nocrynkom? kao u y nokasy Tsphema 5.10 3ax/bydyjemo Ja oBaj
HI3 KOHBeprupa ka npeciukasaby [ € Lk p(u, ca(Y, A)) raksom na je f(z) > 0 3a p-ckopo
cBako T € X, jep je ckyn HeHeratuBHux Mepa y ca(Y,.A) KOMILIETaH y OIHOCY HAa METPHUKY
dk R, Ha OCHOBY cBOjcTBa (5). O

Teopema o ayasny npoctopa Licp (1, ca(Y, A))

Axo je (Y,d) cenapabuian merpudku npoctop u ako je dyukmmja f : X x Y — C B-
MepJbUBa IO MIPBOj TPOMEHJBUBOj U JIMMIIUITOBA IO APYT0oj MPOMEHIBUBO], OHJIA je PYHKIIja
X 5z — Lipf(z,:) € R B-mepsbusa. 3auncra, ykoauko je {y, : n € N} rycer ckyn y (Y, d)
TaJia 38 CBAKO T € X BaXKU JeJTHAKOCT

|f(x7yn) B f(mvym”
d(Yns Ym)

Lipf(z,-) :sup{ :n,m €N, d(Yn, Ym) >O}.

Taxobe, maxo ce jokasyje qa BaxKu jeHAKOCT SUp,cx |f(z,y)| = sup,cy|f(2,yn)| 32 cBaKo
dbuxcupano x € X. Opapze cremu ja je n bynxmuja X 3 @ — sup,ey |f(2,y)| € [0, +00]
B-mepbusa. Ha ocHOBY pedeHor cieau j1a MOXKEMO pas3MaTpaTu ciejgehe BeaudnHe:

esssup Lipf(z,-) u esssupsup|f(z,y)|.
reX zeX yeyY

Jlokas Hape/iHe TeopeMe je CyIITHHCKH Oa3upaH Ha UJIeju JI0Ka3a oJiropapajyhux pesyarara
Kanroposuya (Buzeru |17, Teopema 1, §4.5, Iornasibe 8| nim |14, Bexxbame 3.5.29]). Osum
TEphemeM J]ajeMo KOMILIETaH OIHUC Jyaja HOPMUPAHOT TIpocTopa Lk R, ca(Y; A)).

Teopema 5.51. [7] Hexa je u(X) < +00 u Hexa je gati cetapadunat MEWPUYKY GPOCTLOP
(Y,d). Ayamnu apoctiiop nopmupanot apoctiopa (Licg 4(p, ca(Y,A)), || - |l1.xr) Mmoorce ce
ugentupurosatliv, ca xaacom oipanuvernuxr gynkyuja f: X x Y — C xoje cy B-mepruse o
UP60J UPOMEHHUBO] U YHUPOPMHO JTutiwuyose 4o gpyioj UpomMeHspuUso], Uij. CEaKU OIPAHUYEH
AUHEAPaH, GYHKUUOHAN HE L}(R,d(u, ca(Y, A)) moorce ce upegctuasuu y obAuKY

(5.44) L(A) = /X /Y f(,y) AN () da(z)

ca wakreom Pynxyujom f. Hopma dynkyuonana L gatua je dopmyarom

(5.45) |L|| = max {ess supsup |f(x,y)|, esssup Lip f(z, )} :

zeX yey zeX

/loxas. Hamomenumo najupe na je dyukmuja Ha f @ X X Y — C B ® By-MepsbuBa ako
je B-mepsbuBa 1o npBoM aprymenty u Jlummwmiosa 1o JApyrom apryMeHtTy, IITO CJIEIN Ha
ocuosy |13, Bexbarse 6.10.40]. Yuyrpauusu unrerpai [, f(z,y) dA*(y) us (5.44) nedbunnime

N®opmamro rosopehn, 3a f-ckopo cBako ¥ € X modujamo Hu3 (f,(Z))nen TOZHTHBHEX M KOHAMHEX
BopesioBux mepa. OBaj HU3 je orpaHuveHe Bapujaluje y OQHOCY Ha dxr METPHUKY U 300I TOra MOXKEMO JIa&
kopucTuMo cBojerso (5) u [5, Cras 1.11] na ducvo nobwin momenyTu ejemeHt f(x).
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B-meppuBy dyuknujy wa ocaoBy TBphema 5.15, ma je ompaBaaHO pasMaTpaTu IBOCTPYKH
uarerpas y (5.44). Wuarerpamu tuna (5.44), rpe je dyukmmja f Jlunmwmosa o y € Y
nedunniy Henpekuane juueapue dynkmuonane na Li s(u, ca(Y,A)). 3Baumcra, 3a cBako

dukcupano r € X umamo ’fy —supygfx[]?izz,yﬂ d\* (y)’ < |IN||kr.a aKo je Lip —Supygiﬁ})(z7y)| <lmu

/Y f(z,y) {Lip f(.) ]iw(y)

sup,ey | f(z,y)| sup,ey | f(z,y)]

f(l‘,) <||)‘m||KR.dLipf(x")
SupyGY |f(fE, y)| h SupyGY |f(33,y)|

Lip

f(mv)
supyey |f(z,y)]

L] < /X
- /X sup | f(z, )]

yey

ako je Lip > 1. Caza nodujamo na 3a A = (A\?),ecx € Lip(p,ca(Y, A)) Bazkn

[ 1w dv<y>'du<x>

f(z,y) v
| Supyey ()] X W] )

< /Xsup |f(x,y)\ . max {HXEHKR,UZ; H)\xHKR.dLip f(x, ) } d/J(.CE)

yey Super |f(ZL‘, y)|

-/ max{suprf<m,y>|,mpf<x,->} I dia()

yey

< [ s {esssupsup (o) esssupLip 2. ) | 1 e du(o)
X zeX

zeX yey

= max {ess supsup | f(z,y)|, esssup Lip f(z, )} ALk R-
zeX yeY zeX

Cnenn na je L HempekumaH JimHeapaH (DyHKIIMOHAJ Ha L}< r(p, ca(Y, A)) n na Baxku uporeHa

|L|| < max {ess supsup | f(z,y)|, esssup Lip f(x, )} :
zeX yeyY zeX

Ca gpyre crpane, nexa je L € B(Lyp 4(p, ca(Y, A)),C). Moxkemo mpermocraBurn ja je
|IL|| < 1. Heka je Tokom mesor jokasa oBe TeopeMe ckym {y, : n € N} rycr y (Y, d). 3a cBako
Y U3 OBOTI' CKyIla TIOCMATPajMO pecTpukiujy dbyHKIMoHaIa L Ha BEKTOPCKH MOTIIPOCTOP (KOju
saucy off y) exemenara y Lip (11, ca(Y, A)) koju cy obmka X* = g(x)d,, tae je g € L' (p).
Osaj mornpocrop je msomerpmukn uzomopdan ca L'(u), nomro je ||0,]|xkra = 1. Onasne
cean j1a je pectpukimja pyHKIMoHa a L Ha 0Baj MOTIIPOCTOP JaTa MHTErpaJoM (byHKIIje
g ca B-meppusom dyukimjom X > z — f(x,y) € C rakBoM ga je esssup,cy |f(z,y)] <1 3a
CBAKO (pUKCUPAHO Y.

Iocmarpajano fejerso dyrkmuonana L Ha BEKTOPCKH HOTIPOCTOP Y Licp 4(1, ca(Y, A))
KOjU Ce cacToju oJi haMmIfja Mepa Yuju eJIeMEeHTH UMajy OOJIMK

«_ 9@ _
AT = d(yn;yk)(éyn 6%)7

rie y, # yr 1 g € L'(p). OBa pectpukiuja je jara unTerpajgom byHKIEje g ca DYHKIMjOM

X 5o {@W @y o

d(yn7 yk)
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19yn =0y I kR0

Ty S 1 caeu

Axo je ||g]|r1(u) < 1, HA OCHOBY HejeHAKOCTH

19y, = 8y llcna _ |

LA < LI Al <
LA < LI A < lgllzn =g =28

OpnaBie 3ak/bydyjemo Ja 3a cBako g € L' (X, u) 3a xoje je ||g||p1(y) < 1 Baxu nejepnaroct

[ f(x,%n— ;:)Wf) - gla) du(a)| < 1.

f(@yn)—f(2.yx)
d(ynuyk)
0 cpeamoj BpeaHocTu JledberoBor mHTerpaJja yKOJIUKO y TOPHOj HEjeTHAKOCTH OJIadepeMo

g= ﬁxfj € LY (X,B,u), rne je E € Bu pu(E) > 0 (Bugern |5, Jlema 4.24]).

O1abepumo TpeICTAaBHUKE KJjaca KOju cy B-mep/puBu U JeUHUCAHU 38 CBAKO & € X
U KOjU 3aJI0BOJbaBajy OBE YCJOBE 3a CBe IapOBe Pa3/MIuTHX ejeMeHara y,. Crora cy
cee dyukmuje Y > y — f(x,y) € C 1-Jlunmunose na npedpojusom ckyny {y, : n € N}.
ITomTo je oBaj ckym rycr y Y, MOKEMO HPOIIUPUTHU IpeC/IuKaBambe [ HEelpPeKHIHO Ha e
pocTop Y 3a cBako dhukcupano x € X, mro gaje dyuknujy Koja je 1-Jlummuiosa mo gpyrom
aprymenTy u B-mepsbuBa 1Mo nmpBOoM aprymenTy. Hawmme, mpommperme Ha MTPOU3BOJBHO Y € Y
HOCTHIKE Ce KPO3 IPAHUYHY BpPEeIHOCT ojroBapajyher nogunsa ausa Bpeanoct (f(x, yn))nen-
[Tperusnuje, nocroju mOIHNU3 (Yy, )ken TAKAB 1A je kh_g)lo d(Yn,»y) = 0 1 necdbuHUIIIEMO BPEIHOCT

Crora je < 1 3a p-crkopo cBako x € X, mTO cjleau Ha OCHOBY Teopeme

f(z,y) € C xao f(z,y) := klim f(z,yn,) 3a cBe x € X. Takobe, nejenuarocr |f| < 1 ocraje
— 00

TavHa MPUJINKOM OBAKBOT ITIOCTYTKa mpommupema. Omasme cienm ja je 3a cBako T € X
dyurnuja Y 3 y — f(x,y) € C 1-JIlunmurosa.

Baxkno je HAOMEHYTH Jia ce pe3ysITaT OIMCAHOr MPOIIMPEha Ha CBAKOM €JIeMEHTY Y € Y
noKJIana ca jiejcrsoM byHKInoHa a L Ha IIOTIIPOCTOP MPECIUKABAbha KOje UMajy pasMaTpaHu
obmuk A = g(z)d6,. Hamme, npermocraBumo fa HU3 (Y, )ren KOHBeprupa ka y. Tasga Baykn
uejennakoct |f(z,y) — f(x,yn, )| < d(y,yn,) 3a cBako k € N. Heka je A,, damminja mepa
samgata ca A* = g(x)d,, . Taxobe, neka je pavmmja mepa A = (A\7),cx 3amata ca A* = g(z)d,.
Tajia BaXKM jeJHAKOCT kli}rgo L(A,,) = L(A), jep Ha ocHOBY cBOjcTBa (2) nmamo Ja je

1A = Ay [l xr = /X 9(@)[ - 116y = 0y, Nl xradi(x) < N9l - Ay, Yny)

3a cBako k € N. Ca npyre crpane, npumenom T/IK nmamo na Bazku

L(A) = lim L(A,,) = lim / f(@,yn,) - 9(x) dp(z) = / f(x,y) - g(x) dp(z).
k—o0 k—oo [y %

Hanomennwmo na je npumena TIK nosossena jep je | f(z,yn, )| |g(x)| < |g(x)| 3a cBako k € N

u ceako * € X a 3nHamo ja je g € LY(X, ). Ilpeoctaro je a MCKOPUCTUMO YUILCHUILY JIa

je JIMHeapHU OMOTaY MPECUKABAbA PA3MATPAHOT OOJIUKA I'yCT y pocTopy Lk-p(u, ca(Y, A)),

Kako u TBpau Jlema 1.23.

Hoxkaxumo cana jemnakocr (5.45). Heka je mecna crpaHa oBe jeJHAKOCTH O3HAYEHA CA
M. Hanmomenumo 1a je oBaj m3pas3 ;100po jJedpuHNCAHA BeJIUYUNHA. 3anuCTa, OCHOBY JIATOT
KOMeHTapa Ipe GopMysianije oBe Teopeme nmamo Ja cy dyukimje X 5 x — Lip(z,-) € R u
X 3z sup,ey f(7,y) € R B-mepibuse.

Axo je M = 0 Tasia BaxKu esssup,cy Sup,cy | f(z,y)| = 0 m esssup,cx Lipf(z,-) = 0. Us
HocJIe/Iiber ycsosa cienn ja je f(z,-) KoHCTaHTa 3a [i-CKOpo cBako = € X a M3 MpBOr yCJIOBa,
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JIAKO CJIEJIM JIa je Ta KOHCTaHTa U-CKOPO CByJa jemHaka myau. Jlakse, y oBoM ciydajy je L
Hysia DyHKIMoHAN, jep je L 3amar unrerpasom (5.44), ma tBpherse Baxku. Hamomenumo u o
na je M < +o0 jep je f orpanmdena ¢yuknuja na f koja je y3 To u yuudopmuo Jlumnmunosa
o Jipyroj npomensbuBoj. Heka je Ha mame 0 < M < 400.

IIpermocraBuMo TIpBO 14 je

esssupsup | f(z,y)| < esssup Lip f(z,) = M.
zeX yeYy z€X

Heka je € € (0, M). Tlocroju ckyn B € B nosutusHe p-mepe takas ga Lipf(x,-) > M — e 3a
ce x € B. Taza 3a cBako © € X Baxku

‘f($7yl) — f(xayj)‘
d(yivyj)

Lipf(x,-) :sup{ 21,7 € N, d(yi, ;) >O}.

Onase citequ 1a 3a cBako r € X Bake jeTHAKOCTH

Lipf(z,-) = lim F,(x) = sup F,(x),
n—00 neN\{1}

npu gemy cMmo 3a ceako n € N\ {1} yBesm osnaky

()~ )
Fule) = { d(yi, y;)

i, 7 €41, nd, d(yi,y;) > 0}-

[Mocroju ckyn By € B, u(B;) > 0 u mocroju n € N\ {1} TakaB ma Baxku HejeIHAKOCT
F,(x) > M — ¢ 3a cBe x € B;. 3aucra, y cyuporaom ou 3a csako n € N\ {1} Guia
uciymwena Hejexaakoct F,(z) < M — e 3a cBako p-ckopo cBako * € X ojakJie O CJIeuiIo
Ia je esssup,cy Lipf(x,-) < M —e. Ha ocuosy Jleme 1.7 moryhe je m3abparu esemente
y1(z), y2(x) € {y1,...,yn} xOju gedunumty (B, .A)-meppuse dbyuxmuje X 3 x +— yi1(x) €Y n
X 3>z ys(x) € Y Takse na Baxku d(yi(x),y2(x)) > 0 u 3a Koje je uCIymeHO

f (@, 31(2)) — [z, y2(2))
d(y1(x), y2(x))

3a cBako x € X jeduHAIMIMO KOMILTEKCHY Mepy A” Ha A m3pazom

> M — ¢ 3a cBe x € B;.

sgn(f (2,1 (2)) = f (2,92(2))) Oy (@) “Oua () :
N e W@z Ko Je T € By,
0, ako je z € X \ By.
Hanomernumo yia uz (B, A)-meppusoctun dyuxuuja yi,ys : X — Y cienn’! B-mep/busoct
dyukmmje X 3 z — d(y1(x),y2(z)) € R. 3a oBako nedunucany davuanjy mepa A = (A\*),cx,
Ha ocuoBy cBojcrBa (2) Kanroposuu-Pydunmrajuose nHopme || - ||k g4, ©MaMO J1a BazKu

1 1041 (2) = Oyo(a) || K R, 1
A = / u v —du(x) < -u(Bp) = 1.
IMxra =275 |~ dp@, @) PO S aEy B

MKako je (Y, d) cemapaduman MeTpuaku mpocTop Baxku By @ By = By xy Ha ocnosy |2, Teopema 4.44] ma
kako je d : Y x Y — R meunpekunna dyunknuja Mepsbusoct pasmarpane dyukuuje X 3 x — d(y1(z),y2(z)) € R
cyienu Ha ocHOBY [2, Jlema 4.49].
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Opnasne cienn ga je ||[Ally kr < 1. Cama mmamo

1] > |L(A)| = ] [ [ ewavw e
1 F (@) — £ ()] du(a)

1 / 1
-~ w(B1) Jp, d(yi(), y2())
1
>— (M —¢)-u(By) =M —¢.
Osume cmo mokaszamu ga je || L|| > M — e, 1j. ||L|| > M, jep je € > 0 dmro npou3BOJBHO.
IIpernocraBumo caja ja je

M = esssupsup | f(z,y)| = esssulepf( ).
zeX yey ex

CamyHEM [IOCTYIKOM Kao Majionpe, npumenom Jleme 1.7, moxkemo mahu n € N u ckyn

nosuTuBHe j-Mepe B € B 3a koju nocroju (B, A)-mepsbuBo npecinkasamwe X O x — y(x) € A

ca BpemHocTuMa y {y1,...,Yn} TakBo na je |f(x,y(z))] > M — e 3a cBako x € B. Tana

JedUHUIITIEMO

w(B)

. M(;y(z), aKo je x € B,
- 0, ako je x € X \ B.

Nmamo nma je \* € ca(Y, A) 3a cBako © € X u na Baxku |[(A").ex|ixkr < 1. 3a oBako
nedbunucany davunjy mepa A = (A?),ex A0dmjamo

1LY > 1L )aex)] = / F(,y) AN (y) da(x)
/ f (@, y(@))] dule)

(M —¢)-u(By) =M —e.

g u(Bo

KombunoBameM pasMarpanux ciaydajesa jiodujamo jegnakoct (5.45). 0
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Muxanno Kperuh je pohen y Humy 20. maja 1994.
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[Ipuponuo-maremaruakom dakynrery Yuubesutera y Hwumry 2013. rommue. Ose crymumje
zaspimasa 2016. rogmae ca mpoceunoMm orenoMm 9,58 ocrBapusmu 143 ECIIB noena. Macrep
akaJieMcke cryauje Ha cmepy 3a Ommry (Teopujeky) maremaruky (oduma 120 ECIIB moena)
kanugaT Muxaniao Kperuh ynucyje 2016. rogune. Ose crymauje 3aBpmasa 2018. rogume ca
npocegnom orenoM 9, 58 ocrapusiiu 143 ECIIB noena.

Muxamio Kperuh ymucyje lokropcke akajgeMcke cryauje na Marematndkom dakyirery
Yuusepsurera y beorpagy 2019. rogmne. /o caja je MOJIOKUO CBe UCIHATE C& IIPOCETHOM
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Kanmunar Muxamio Kperuh je objasuo ciresiehe naydme pajioBe n3 MareMaTuke KOju HUCY
BE3aHU 33 TEMATUKYy KOjOM ce OABUMO y OBOj JIUCEPTAIIN]jH.

(A) Hranislav Stankovi¢, Mihailo Krsti¢, Ivan Damnjanovié¢, Some properties of the g-
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Muxaniao Kpcruh je 10 cajga ygecrBoBao Ha ciejsehum HaydIHUM KOHMEpEHIIjaMa.

1. Konurpec Maagux maremarmdapa, Hosu Can, Cpduja, 3. okrodap - 5. okrodap 2019,
yUIECHUK.

2. Konrpec Mutagux maremaruuapa, Hosu Can, Cpbuja, 29. centemdap - 1. okrodap
2022. ronuHe, y4eCHUK.

3. 8th International Conference on Algebraic Informatics, Hum, Cpoduja, 30. jyu - 4. jyi
2019, yvecHuK.

4. XIV Cumnosmjym MareMaTuKa W IpUMeHa, y9eCHUK U u3jarad, beorpaa, 6. u 7.
nertemobap 2024.
Usnararee:  Integration of functions with values in the space of complex measures

5. Tpehu cycper maremarudapa Cpoduje u Ilpue T'ope, 2. okrodap - 5. okrodap 2025,
IIerposar, Ilpuaa I'opa.
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Muxannio Kpctuh 6mo je anrazkoBaH Kao HCTpazKuBad Ha HAYIHOM TpOjeKTy ,IIpodiemu
HeJIMHeapHe aHaJn3e, TEOPHje oIepaTopa, Tomojoruje u npumene”’, opoj 174025 MunucrapcTsa
IpoCcBeTe, HAayKe W TEXHOJIOIIKOr pa3Boja (pyKoBowsaln mpojekTta mnpod. gap Biamgumvup
Pakouesuh, pemoun wian CAHY).

Kanmunar je TpeHyTHO aHrakoBaH Kao MCTPaKMBAY HA HAyIHOM IMpojekTy ,llpocropm
dyuKIMja n orneparopu Ha muma’, opoj OU 174017 xoje je y opranmsarnuju Munucrapcrsa
poCBeTe, HayKe M TEXHOJIOIKOr pa3Boja (pyKoBojaual mpojekra je npod. ap lauko Jomuh,
pesoBuu podecop Maremaruuakor daxyirera y Beorpasy).

Muxanio Kperuh je ap2kao npurpemMue HacTaBe 38 TAKMUYCHA U3 MATEMATUKE yIYCHUIIIMA
MaremaTudke ruMHazuje y beorpaty, Kao 1 y9eHUIIIMa, CIIETINjATU30BAHOT OJIe/hEha 38 MaTe-
matuky ['mmuasuje ,,Cerozap Mapkosuh” y Humry.

Y rToky mpsor mnosmyroaumira mkoscke 2018/2019 romune Muxanino Kperuh je aprkao
HacTaBy Kao mpodecop maremarnke y ['mvuasuju ,,bopa Crankosuh” y Hurry.

Opn 2018. rommae Muxamio Kperuh je y pagnom omuocy na Maremarudakom akyarery
Yuusep3urera y Beorpay, Hajupe Kao capa/ITHUK y HacTaBu, a HaKoH Tora oj 2019. roaune
Kao acCUCTEHT 3a YKy HaydHy odOjacTt Maremarumyuka aHajn3a Ha Kareapu 3a peajHy u
GYHKITMOHATHY aHAJI3Y.

Tokom mikosicke 2024,/2025 u 2025/2026 roxuae Muxamno Kperuh je anrazkoBan u kao
npodecop Anasmse ca anredpom y Maremarndkoj rumuasuju y beorpay.

Muxanio Kpcruh je apxkao Bexxde u3 cienehux npemamera ava Maremarudkom akyarery:
Anammza 1 (Bexxde u nmpakTukym), Anammza 3A 3a M, H u B cmep, Anamusza 36 3a M, H u
B cMmep, @yuknuonaHa aHaaInsa.

Ha ®usnukom dbakynrery Yuusepsurera y beorpamxy Muxanno Kperuh je 1o caga mgpxxao
BexkOe m3 Maremaruke 1B un 111, Maremaruke 26 u 211, kao u u3 Maremaruke 3b u 311

Muxanmo Kpcruh O0mo je amraxkoBan m Ha uzdopHOM mpeamvery OmabpaHa IOr/iaB/ba
peasnne ananuse Ha MaremaTndkoM bakyJiTery.
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Mpwunor 1.

W3jaBa 0 ayTOpCTBY

MoTnmcanm-a MU Y AUND K{) C T\/\t&
6poj ynuca 20 1 . / 20'13

UsjaBrbyjem
[a je [oKTopcka AncepTaumja nof HacrosoMm .
ero, TN OBA UNTEALUTE ONEPAIOP-pEAtioctos PIMEy AU
CoMNNEXUuR  MEDPA- CA- N pPUMEPAMA Yy NANNASEE
TPANCIYHEYE 3 UAEANUNA- COMNAETMX ONEPATORA-

e pesynTaT COMCTBEHOr UCTPaXMBAYKOT paaa,

e [a npeanoXeHa auceprauuja y LenvHu HA y Aenosuma Huje Guna npeanoxexHa
3a pobujare 6uno koje AvnriomMe npema CTYAViCKMM nporpaMuma Apyrix
BUCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBa,

e [la Cy pesynTaTyi KOPeKTHO HaBeaeH! U

e [a HMCAM KpluMo/Nia ayTopcka NpaBa W KOPUCTWO WHTEnekTyanHy CBOjUHY
Apyrux nuua.

MoTtnuc gokTopaHaa

MMD(AU AO \ﬂ Wi

Y Beorpaay, 10. Hopr AP 2015,




Mpwunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU WITaMMaHe U eNeKTPOoOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paga

Mme 1 npesume ayTopa M\,D(AM NO \Cg C(\’(h
Bpoj ynuca 20 k /5/ ZO Lg
CTyamjcku nporpam M«P(EM m\ﬁq&(\

Hacnos paga _\A M“NOGIB%WAg& n PMMaiO mg’ Qﬁ‘q} Nt,

UWEEATUMA- FoNAETY- o< Amk

5

MoTnucaHu M\D\«A\M\ Ok\)q\/\r\i‘

usjaBroyjeM Aa je wTamnaHa Bep3uja MOr LOKTOPCKOr pafia WCTOBETHA €reKTPOHCKO)
Bepsuju Kojy cam npepao/na 3a ob6jaBrbuBarkbe Ha noprtany JAurutanHor
peno3utopujyma YHuBep3uteta y Beorpaay.

Jos3sorbaBam fa ce ob6jaBe MOjU NWYHW Nojauu BesaHu 3a fobujawse akagemckor
3Baka AOKTOpa Hayka, kao LUTO Cy uMe W Npesume, roguHa n Mecto poherwa 1 aatym
oabpaHe paga.

OBU nWYHM noJjaun Mory ce o06jaBUTM Ha MPEXHWM CTpaHuuama JurutanHe
6ubnuoTeke, y eneKTPOHCKOM KaTanory v y nybnukauujama YHnsepauteta y beorpagy.

MoTnuc gokTopaHaa

Y Beorpaay, A0, HBeMBAY 2015,
Muraune h@ u&:k




Mpwnor 3.

UsjaBa o kopuwhetry

Osnawhyjem YHusepsutetcky Gubnuoteky ,CBetosap Mapkosuh* ga y OurutanHu
penosuTopujym YHueepsuteta y Beorpagy yHece mojy mokTopcky AvcepTtauuvjy nop
HaCroOBOM:

PeEU TUNORY UBTEWALUTE 0NEPATOP-EP, Hoe o k-
KoM OMNBECMX MEPA-CA N PUMEHAMA- Bw N A NNACOLe

TR AHTPOY MRYE 3 UAEANUMA- EOMNAE THUX_OIEPATOPA-

Koja je Moje ayTopcko geno.

AvcepTaumjy ca ceum npunosvma npegao/na cam y eneKTpoHCcKoM dhopmaTy NorogHoM
3a TpajHO apxuBMpaHe.

Mojy fokTopcky auceprauujy noxpareHy y OurutanHu penosuTopujym YHuBepauTeTa
y Beorpapny mory na kopucte cBu koju nowTyjy ogpeade caapxaHe y onabpaHom TNy
nuueHue KpeatueHe sajenHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4uo/na.

1. AytopcTBo

2. AyTopCTBO - HEKOMEpLWjanHo

@yTopCTBo — HekoMepLUujanHo — 6es npepane

4. AyTOpCTBO — HEKOMEpLMjanHo — AenUTHU Nop UCTAM YCIIoBUMA
5. AytopcTeo — 6e3 npepane

6. AyTopcTBO — [enuUTW Noa UCTUM YCcroBuMa

(Monumo pa 3aokpyxuTe camo jeaHy of LUecT noHyfeHnx nuueHun, kpaTak onuc
nuueHUun Aart je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc gokropaHaa

Y Beorpapay, 11@‘ HYorEMBAY 2025,

M UXAYN O\C—{)



1. AyTopcTBO - [lo3BOSbaBaTe yMHOXaBakwe, AUCTPUOYLMjy W jaBHO caonwiTaBake
Jena, U npepaje, ako ce HaBefe UMe ayTopa Ha HauuH oapefieH of cTpaHe ayTtopa
Unu gaBaoua NuUeHUe, Yak u y komepumjanHe cepxe. OBo je HajcrobofHuja of cBUX
niueHun.

2. AyTopcTBO — HekoMepumjanHo. [Jo3BorbaBarte yMHOXaBake, AUCTPOYLIM]Y U jaBHO
caonwTaBawe fJena, U npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauvH ogpefheH of
cTpaHe ayTtopa wnv gasaoua nuueHue. OBa nuueHLa He [o3Borbasa koMepuujanHy
ynoTpeby gena.

3. AyTOopcTBO - HekomepuujanHo — 6es npepage. [losBorbaBaTe YMHOXaBak-e,
AUCTPUBYLMjy W jaBHO caonwTaBawe fena, 6es npomeHa, npeobnukoBaka wunm
ynotpebe aena y CBOM fAeny, ako ce HaBeJe MMe ayTopa Ha HauuH oapefeH of,
cTpaHe ayTopa Wnu AaBaoua nuueHue. OBa nuueHUa He A03BOrbaBa KoMepuujarnHy
ynotpeby gena. Y ofHOCy Ha CB& OcTane nuvueHLe, OBOM NWLIEHLIOM Ceé orpaHu4aBa
Hajsehn obum npasa kKopulwhewa gena.

4. AyTOpCTBO - HEKOMepuujanHo — AenuTu nog uctum ycriosuma. [lossorbaeate
yMHOXaBake, AUCTpUbyLMjy 1 jaBHO caonwiTaBake Aena, u npepaje, ako ce Haseae
“me ayTopa Ha HauvH oppefeH of cTpaHe ayTopa wnu AaBaoua NuLEHLE 1 ako ce
npepaja AvcTpubyvpa nog WCTOM WNKM CRWYHOM nuueHuom. OBa rnuueHua He
[03BOrbaBa koMepuujanHty ynoTtpeby nena v npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepage. [losBorbaBaTe yMHOXaBak-€, OUCTpUbyuunjy 1 jasHo
caonwTaBare Aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBatka unu ynotpebe fena y ceom aeny,
ako ce HaBene MMe ayTopa Ha HauvH ofpeheH oA cTpaHe ayTopa wnu AaBaoua
nuueHue. OBa nuuUeHUa A03Borbasa komepuujanHy ynotpeby aena.

6. AyTopcTBO - [HEnuTM NoA WCTUM ycroeBuMa. [lo3BorbaBaTte YMHOXaBarbe,
aucTpubyumjy v jaBHO caoniiTaBake Aena, U npepaje, ako ce HaBeAe ume aytopa Ha
HauiH ogpefleH op CTpaHe ayTopa Wnv pasaoua fWUEHUe 1 ako ce npepaja
aucTpubympa nog WCTOM WNM CNMMHOM nuvueHuom. OBa nuueHua [o3sorbaea
komepumjanHy ynoTpeby aena u npepaga. CnuyHa je codhTBEpPCKUM IMLEHUama,
OJHOCHO NWLEHLama OTBOPEHOr KoAa.
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