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Naslov: Stohastiqka predvidivost filtracija i procesa po neprekidnom pa-
rametru

Sa⇡etak: Mnogi novi razvojni pravci u oblasti verovatno✏e i statistike se
zasnivaju na nala⇡e�u i istra⇡iva�u uzroqnih veza izme�u posmatranih proce-
sa. To podrazumeva i razmatra�e relacija zavisnosti i ispitiva�e kako pros-
hlost utiqe na sadax�ost i budu✏nost procesa. Poznati koncept Grejn⌦erove
uzroqnosti (1969) je povezan sa pojmom lokalne zavisnosti koju je uveo Xveder
(1970). Grejn⌦er je razmatrao vremenske serije, dok je rad Xvedera bio zasno-
van na procesima Markova. Taj koncept je kasnije proxirio Mikland (1986) na
nexto opxtije klase procesa. Svi navedeni koncepti uvode u model vremensku
komponentu prilikom razmatra�a zavisnosti.

Disertacija sadr⇡i qetiri glave. Originalni rezultati disertacije su iz-
lo⇡eni u qetvrtoj glavi. Predmet doktorske disertacije je uvo�e�e razliqitih
koncepata stohastiqke predvidivosti korix✏e�em osobina uslovne nezavisnosti.
Prema ideji Grejn⌦era, razmatraju se relacije izme�u �-algebri doga�aja, od-
nosno filtracija i izme�u procesa sa neprekidnim parametrom, jer modeli sa
neprekidnim parametrom predstav aju poqetni korak u mnogim primenama kao x-
to su: primene u oblasti finansija, ekonometrije, neuro nauke, epidemiologije,
klimatologije, demografije i drugim. U disertaciji je definisan koncept zavi-
snosti izme�u procesa i filtracija. Koncept je nazvan uzroqna predvidivost jer
se zasniva na predikciji. Navedene su neke od glavnih osobina tog koncepta i
prikazana je poveznost sa drugim konceptima zavisnosti. Uzroqna predvidivost
je prime�ena na difuzione procese, preciznije, na ispitiva�e jedinstvenosti
slabih rexe�a stohastiqkih diferencijalnih jednaqina Itoa i stohastiqkih di-
ferencijalnih jednaqina po semimartingalima. Pored toga, teorema o reprezen-
taciji je predstav ena u terminima uzroqne predvidivosti i dati su mnogobrojni
primeri primena uvedenog koncepta u finansijskoj matematici kod modelira�a
zaxtite od rizika i bajesovskoj statistici.

Jedan od mogu✏ih pravaca da eg istra⇡iva�a bi bilo prouqava�e progre-
sivne stohastiqke predvidivosti prelaskom sa fiksiranog vremena na vremena
zaustav a�a.

K uqne reqi: filtracija, uzroqna predvidivost, stohastiqke diferencijalne
jednaqina, slaba rexe�a, slaba jedinstvenost, teorema o reprezentaciji

Nauqna oblast: Matematika

U⇡a nauqna oblast: Verovatno✏a i statistika

AMS klasifikacija: 60G07, 60H10, 60H30, 60G44



Title: Stochastic predictability of filtrations and processes with continuous parameter

Abstract: Many new developments in the filed of probability and statistics focus on finding
causal connections between observed processes. This leads to considering dependence relations
and investigating how the past influence the present and the future. The well known concept
of Granger (1969) causality is closely related to the idea of local dependence introduced by
Schweder (1970). Granger studied time series, while Schweder considered Markov chains. The
concept was later extended to more general stochastic processes by Mykland (1986). All this
concepts incorporate the time into consideration dependence.

The dissertation consist of four chapters. New results are presented in the fourth chap-
ter. The main aim of this doctoral dissertation is to determine di↵erent concepts of stochastic
predictability using the well known tool of conditional independence. Follow Granger’s idea,
relationships between family of �-algebras (filtrations) and between processes in continuous ti-
me were considered since continuous time models dependence represent the first step in various
applications, such as in finance, econometric practice, neuroscience, epidemiology, climatology,
demographic, etc. In this dissertation the concept of dependence between stochastic processes
and filtration is introduced. This concept is named causal predictability since it is focused on
prediction. Some major characteristics of the given concept are shown and connections with
known concept of dependence are explained. Finally, the concept of causal predictability is
applied to the processes of di↵usion type, more precisely, to the uniqueness of weak solutions
of Ito stochastic di↵erential equations and stochastic di↵erential equations with driving semi-
martingales. Also, the representation theorem in terms of causal predictability is established
and numerous examples of applications of the given concept are presented such as application
in financial mathematics in the view of modeling default risk, in Bayesian statistics.

The idea for the future might be to deal with the case of progressive stochastic predictability,
i.e. the generalization of stochastic predictability from fixed time to stopping time.

Key words: filtration, causal predictability, , stochastic di↵erential equations, weak solution,
weak uniqueness, representation theorem,
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”Always be a little improbable.”
- Oscar Wild

Uvod

Jedan od prioritetnih zadataka u mnogim oblastima nauke je prouqava�e me�u-
sobne povezanosti razliqitih pojava i ispitiva�e �ihove me�usobne zavisnosti.

Mnogi nauqnici fokusiraju svoja istra⇡iva�a na nala⇡e�e uzroqnih zavi-
snosti izme�u registrovanih podataka. Iz registrovanih podataka se mogu izve-
sti razliqite statistiqke karakteristike, ali tako dobijene relacije ne moraju
nu⇡no biti uzroqne. Zato je potrebno da se definixu kriterijumi uzroqne za-
visnosti. Dobra polazna taqka u literaturi, pri istra⇡iva�u naqina za odre-
�iva�e i mere�e uzroqnih efekata, mo⇡e biti Holandova k�iga [24]. Jox jedno
rexe�e je i da se razmatra stohastiqka zavisnost kao kod Guda1 [21] i Xupesa2

[64] koji je definisao verovatnosnu uzroqnost. Mnogo sofisticiraniji pristup,
koji je i vrsta predvidivosti, predlo⇡io je Grejn⌦er3 [22]. Grejn⌦er je ispitivao
me�usobne uticaje pojava u vremenu koriste✏i naziv neuzroqnost, a sliqan pri-
stup je imao i Xveder4 [63] i koristio je naziv lokalna nezavisnost. Grejn⌦er je
prouqavao vremenske serije, a Xveder lance Markova. U sluqaju dve vremenske
serije X i Y ka⇡e se da X ne uzrokuje Y , ako na predvi�a�e budu✏nosti serije Y
ne utiqe dodava�e informacije koju daje serija X, xto predstav a isti koncept
kao i lokalna nezavisnost. U literaturi se koristi i naziv Grejn⌦er-Xvederova
uzroqnost. Takav koncept je proxirio Mikland5 [57] na klasu procesa sa nepre-
kidnim vremenom.

Slede✏i pomenute ideje, pokazano je kako relacije uslovne ortogonalnosti i
uslovne nezavisnosti mogu poslu⇡iti kao osnov za opxtu verovatnosnu teori-
ju uzroqnosti za sluqajne doga�aje i sluqajne procese. Uzroqnost izra⇡enu u

1Irving John Good, 1916-2009, britanski matematiqar
2Patrick Suppes, 1922-2014, ameriqki filozof
3Clive William John Granger, 1934-2009, britanski ekonometriqar, dobitnik Nobelove nagrade

za ekonomiju 2003. godine
4Tore Schweder, 1943-, norvexki statistiqar
5Per A. Mykland, ameriqki matematiqar i statistiqar



Uvod

terminima uslovne ortogonalnosti u Hilbertovim prostorima kvadratno inte-
grabilnih sluqajnih veliqina prouqavao je Hosoja [25], a xiroko su je razvili
Florens6 i Mouxart7 [18], dok su definicije u terminima uslovne nezavisnosti
date u radovima [17], [18], [19], [22], [57].

Predmet doktorske disertacije je definisa�e novih oblika zavisnosti izme�u
sluqajnih procesa i familija �-algebri doga�aja, odnosno filtracija, i anali-
zira�e �ihovih veza. Ideja uvo�e�a vremena kod ispitiva�a zavisnosti i me�u-
sobnog uticaja pojava je znaqajna i za predvi�a�e razmatranih pojava.

U radu se razmatraju filtracije i sluqajni procesi po neprekidnom parame-
tru jer modeli sa neprekidnim vremenom imaju xiroku primenu u finansijama,
ekonometriji, biostatistici, neuronauci, ekologiji, epidemiologiji, demografi-
ji i drugim oblastima nauke. Definisan je i novi koncept zavisnosti pod nazivom
stohastiqka predvidivost, a zatim je razmatrana veza te relacije sa poznatim de-
finicijama zavisnosti.

Struktura rada je slede✏a.
U prvoj glavi su navedeni rezultati iz teorije sluqajnih procesa, koji se ko-

riste u nastavku rada. Va⇡an pojam u Teoriji martingala su sluqajna vremena,
specijalno vremena zaustav a�a. U ovom delu su definisana vremena zaustav a-
�a i mer ivost procesa sa neprekidnim parametrom, kao i Vinerov proces i date
su neke �egove osnovne osobine. Navedeni su i osnovni stavovi iz Teorije martin-
gala sa neprekidnim parametrom. Definisan je prostor neprekidnih martingala
M, kao i prostori M2

c

, Mc

b

i Mu

c

koji sadr⇡e, redom, neprekidne, ograniqene i
uniformno integrabilne martingale sa poqetnim vrednostima u nuli. Opisan je
i prostor Mloc

c

neprekidnih lokalnih martingala sa poqetnim vrednostima u nu-
li i proxiren je pojam kvadratne varijacije i kvadratne kovarijacije na lokalne
martingale.

U drugoj glavi je opisan naqin definisa�a integrala po procesima qije tra-
jektorije nemaju ograniqene varijacije. Prikazan je postupak konstrukcije stoha-
stiqkog integrala po razliqitim klasama martingala. Prvo se razmatra integral
elementarnih procesa, a zatim se tako definisan stohastiqki integral proxiru-
je na klase neprekidnih martingala i semimartingala. U istoj glavi je naveden
i jedan od najpoznatijih rezultata u stohastiqkoj analizi, formula Itoa, koja je
stohastiqka verzija�utn8-Lajbnicove9 formule iz teorije klasiqne integracije.

Tre✏a glava disertacije je posve✏ena stohastiqkim diferencijalnim jednaqi-

6Jean Pierre Florens, 1947- , francuski ekonometriqar
7Michel Mouchart, belgijski statistiqar
8Sir Isaac Newton, 1643-1727, engleski matematiqar i fiziqar
9Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz, 1646 -1716, nemaqki matematiqar, fiziqar i pronalazaq
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Uvod

nama, koje su motivisale Itoa na konstrukciju stohastiqkog integrala. Navedene
su osnovne definicije, kao i rezultati koji se odnose na neke od osobina rexe-
�a stohastiqkih diferencijalnih jednaqina Itoa, koje se razmatraju u narednom
poglav u. Opisane su i stohastiqke diferencijalne jednaqine sa semimartinga-
lima i definisana �ihova rexe�a. One ✏e, tako�e, biti predmet prouqava�a u
disertaciji.

Qetvrta glava sadr⇡i nove teorijske rezultate. U okviru �e su definisa-
ni novi oblici zavisnosti izme�u sluqajnih pojava. Razmatraju se u dva gla-
vna sluqaja: zavisnost izme�u filtracija i zavisnost izme�u sluqajnih procesa
i filtracija. U oba sluqaja je definisan novi oblik zavisnosti pod nazivom
stohastiqka predvidivost. U istoj glavi su navedeni i razliqiti alternativni
oblici uvedene definicije i navedene brojne osobine novog koncepta. Pokazana je
i invarijantnost relacije predvidivosti u odnosu na stohastiqku predvidivost.
Dobijeni rezultati su prime�eni na odre�iva�e uslova za slabu jedinstvenost
slabih rexe�a stohastiqkih diferencijalnih jednaqina sa Braunovim kreta�em
i stohastiqkih diferencijalnih jednaqina sa semimartingalima. Navedeni su i
primeri primene stohastiqke predvidivosti kod rexava�a problema martingal-
ne reprezentacije kao i u finansijskoj matematici kod modelira�a zaxtite od
rizika. Novi koncept zavisnosti je povezan i sa pojmom mer ive razdvojenosti
�-algebri i filtracija koji ima xiroku primenu u bajesovskoj statistici.

Svi rezultati prikazani u qetvrtoj glavi su originalni i objav eni u ra-
dovima [50], [51], [52], [67].
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Glava 1

Sluqajni procesi sa neprekidnim

parametrom

1.1 Filtracije, vremena zaustav a�a i sluqajni

procesi

U ovom poglav u se razmatraju neki od osnovnih pojmova Teorije sluqajnih
procesa koji ✏e u nastavku biti korix✏eni.

Izlo⇡eni rezultati se odnose na procese sa neprekidnim parametrom i speci-
jalno na martingale po neprekidnom parametru.

Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a. Skup A ✓ ⌦ je P -mere nula iz A ako
postoji B 2 A, takav da je A ⇢ B, za koji va⇡i P (B) = 0.

Prostor verovatno✏a (⌦,A, P ) je kompletan u odnosu na verovatno✏u P ako
�-algebra A sadr⇡i sve podskupove skupova qija je verovatno✏a P jednaka nuli.
U nastavku se uvek pretpostav a da je (⌦,A, P ) kompletan mer iv prostor, xto ne
predstav a uma�e�e opxtosti, jer se svaki mer iv prostor mo⇡e kompletirati.

Kod matematiqkog modelira�a mnogih sluqajnih pojava, koje se me�aju u vre-
menu, razmatraju se i neopadaju✏e familije �-algebri iz �-algebre A koje se
nazivaju filtracije.

Filtracije predstav aju osnovni pojam u teoriji sluqajnih procesa. Uveo ih
je Dub, a mnogi pojmovi sa kojima se radi u nastavku, kao xto su vremena zausta-
v a�a, martingali ili semimartingali, uk uquju pojam filtracija.

Definicija 1.1.1. Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a i I parametarski ili
indeksni skup. Filtracija ili potok doga�aja na (⌦,A) je neopadaju✏a familija

4



Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

F = {F
t

, t 2 I} pod��-algebri iz A, tj. takvih da za svako s  t, s, t 2 I va⇡i
F

s

✓ F
t

⇢ A.

Prostor verovatno✏a (⌦,A, P ) snabdeven filtracijom F, u oznaci (⌦,A,F, P )
naziva se stohastiqki bazis ili prostor sa filtracijom.

Definicija 1.1.2. Neka je (⌦,A, P ) kompletan prostor verovatno✏a sa filtra-
cijom F = {F

t

, t 2 I}. Filtracija F je kompletna ako svako F
t

, t 2 I sadr⇡i sve
skupove P -mere nula iz A.

Ako filtracija F = {F
t

, t 2 I} nije kompletna, ona se mo⇡e kompletirati sa
FP = {FP

t

, t 2 I}, gde FP

t

, t 2 I, predstav a �-algebru generisanu sa F
t

i skupovima
P -mere nula iz A.

Ako je I = [0,1), filtraciji F se mo⇡e dodati �en zad�i qlan definisan sa

F1 = �

(
[

t�0

F
t

)
,

koji predstav a najma�u �-algebru na
⇢S

t�0
F

t

�
i oznaqava se sa F1 ⌘ W

t�0
F

t

.

Za I = [0, t0], t0 2 R bi✏e

F1 = �

(
[

t2I
F

t

)
⌘
_

t2I
F

t

.

Jasno je da va⇡i F1 ✓ A.
Prirodna interpretacija indeksa t 2 I je vreme. Tako se filtracija F = {F

t

,
t 2 I} mo⇡e interpretirati kao opisiva�e proxlosti neke pojave, pa se F

t

naziva
�-algebra doga�aja koji prethode trenutku t, a mo⇡e se shvatiti kao skup svih
informacija iz A, dostupnih do trenutka t, uk uquju✏i i t.

Neke od �-algebri koje imaju va⇡nu ulogu u Teoriji martingala su (videti,
na primer, [8], [9], [32], [46], [47]):

F
t� = �

(
[

s<t

F
s

)
⌘
_

s<t

F
s

,

�-algebra koja sadr⇡i doga�aje koji se realizuju striktno pre trenutka t, t > 0;

F
t+ =

\

s>t

F
s

,
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

�-algebra koja sadr⇡i doga�aje koji se realizuju neposredno posle trenutka t,
t � 0.

Za I = [0, t0] je F
t0+ = F

t0, F0� = F0 za t 2 I.
Jasno je da za svako t 2 I va⇡i F

t� ✓ F
t

✓ F
t+.

Ka⇡e se da je filtracija F = {F
t

, t � 0} neprekidna ako je F
t

= F
t� = F

t+,
za svako t � 0. Filtracija F = {F

t

, t � 0} je neprekidna zdesna ako je F
t

= F
t+,

za svako t � 0, a neprekidna sleva ako je F
t� = F

t

za svako t � 0. Jasno je da je
filtracija F+ = {F

t+, t � 0} uvek neprekidna zdesna.

U nastavku ✏e, radi pojednostav e�a odre�enih izraqunava�a, biti pretpo-
stav eno da filtracija F zadovo ava odre�ene uslove regularnosti koji se na-
zivaju uobiqajeni uslovi, a koji su navedeni u narednoj definiciji.

Definicija 1.1.3. Neka je F = {F
t

, t 2 I} filtracija na prostoru verovatno✏a
(⌦,A, P ). Ka⇡e se da filtracija F zadovo ava uobiqajene uslove ili da je standa-

rdna filtracija ako je neprekidna zdesna i ako za svako t � 0 F
t

sadr⇡i sve skupove
P -mere nula iz A.

Kako je F0 ⇢ F
t

za svako t 2 I, za drugi uslov iz prethodne definicije je
dovo no da F0 sadr⇡i sve skupove P mere nule iz A.

Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a, I ⇢ R skup vrednosti parametra t i
(E, E) mer iv prostor. Ako je na skupu E definisana metrika, Borelova �-algebra
generisana tom metrikom oznaqava se sa B(E). Qesto ✏e E biti skup R ili Rd, a
Borelova1 �-algebra na R se oznaqava sa B.

Familija sluqajnih promen ivih koje su definisane na istom prostoru vero-
vatno✏a i koje zavise od parametra t predstav a sluqajan proces. Preciznije,
va⇡i slede✏a definicija.

Definicija 1.1.4. Realan sluqajan ili stohastiqki proces sa faznim prosto-
rom (ili prostorom sta�a) (R,B) je familija sluqajnih promen ivih X = {X(t,!),
t 2 I} iz ⌦ u R koje su A/B-mer ive.

Qesto se umesto {X(t,!), t 2 I} koriste kra✏i zapisi {X(t), t 2 I} ili
{X

t

, t 2 I}. U primenama se qesto izuqavaju procesi koji se dexavaju u vremenu, pa
parametar t 2 I obiqno predstav a vreme, a �egova fiksirana vrednost vremenski
trenutak. Tada se ka⇡e da sluqajna promen iva X

t

opisuje sta�e procesa u
trenutku t.

Prema vrsti parametarskog skupa I razlikuju se dve osnovne klase sluqajnih
procesa:

1Emile Borel, 1871-1956, francuski matematiqar

6



Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

1) ako je I diskretan skup, familija {X(t,!), t 2 I} se naziva sluqajni proces

sa diskretnim parametrom;
2) ako je I interval sa realne prave, tada se familija {X(t,!), t 2 I} naziva

sluqajni proces sa neprekidnim parametrom.

Nada e ✏e se prouqavati sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom.

Kako ✏e da e qesto biti I = [0,1), razmatra✏e se procesi qije su trajektorije
neprekidne ili neprekidne zdesna ili neprekidne zdesna sa konaqnim levim gra-
niqnim vrednostima (càdlàg) za svako t > 0, kao i procesi koji te osobine imaju
skoro sigurno.

Naredna teorema predstav a osnovnu teoremu teorije sluqajnih procesa.

Teorema 1.1.1. (Teorema Kolmogorova

2) Neka je I neprazan skup i neka je F
t1,...,tn(x1,

. . . , x
n

) familija raspodela za sve konaqne podskupove {t1, . . . , tn} ⇢ I koja zadovo ava
uslov simetrije i uslov saglasnosti. Tada postoji sluqajan proces {X

t

, t 2 I} ta-
kav da je familija raspodela F

t1,...,tn(x1, . . . , xn

) �egova familija konaqno-dimenzionih
raspodela.

Oqigledno je da va⇡i obrnuto tvr�e�e: ako je proces {X
t

, t 2 I} zadat na pro-
storu verovatno✏a (⌦,A, P ), tada je familija konaqno-dimenzionih raspodela tog
procesa jednoznaqno odre�ena.

Qesto je potrebno precizirati u kom smislu su dva sluqajna procesa jednaka.
U nastavku su data dva koncepta jednakosti sluqajnih procesa X = {X

t

, t 2 I} i
Y = {Y

t

, t 2 I} koji su definisani na istom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) i na
istom parametarskom skupu I sa vrednostima u istom faznom prostoru (R,B).
Definicija 1.1.5. Sluqajni procesi X = {X

t

, t 2 I} i Y = {Y
t

, t 2 I} su stohasti-

qki ekvivalentni u xirem smislu ako se za svaki niz (t1, . . . , tn), t
i

2 I raspodele
sluqajnih vektora (X

t1 , . . . , Xtn) i (Y
t1 , . . . , Ytn) poklapaju, tj. ako procesi imaju iste

konaqno-dimenzionalne raspodele.

Definicija 1.1.6. Ako je za svako t 2 I

P{X
t

= Y
t

} = P{! : X(t,!) = Y (t,!)} = 1, (1.1)

ka⇡e se da su sluqajni procesi stohastiqki ekvivalentni ili samo ekvivalen-

tni.
2Andrej Nikolajevich Kolmogorov, 1903-1987, ruski matematiqar, jedan od najve✏ih matematiqara

dvadesetog veka
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Svaki drugi sluqajan proces definisan na istom prostoru verovatno✏a ko-
ji je stohastiqki ekvivalentan procesu X naziva se modifikacija ili verzija

procesa X.

Stohastiqki ekvivalentni sluqajni procesi imaju jednake konaqno-dimenzione
funkcije raspodele, mada se po osobinama trajektorija oni mogu bitno razliko-
vati.

Za dva procesa X = {X
t

, t 2 I} na prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) i Y = {Y
t

, t 2 I}
na prostoru verovatno✏a (⌦1,A1, P 1) se ka⇡e da se ne razlikuju ako postoji izo-
morfizam U : ⌦ ! ⌦1 prostora verovatno✏a takav da je Y (U!, t) = X(!, t). Takvi
procesi se smatraju jednakim. Specijalno, ako su procesi X i Y definisani na
istom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ), tada je X(!, t) = Y (!, t) za svako !. Preci-
znije va⇡i slede✏a definicija.

Definicija 1.1.7. Sluqajni procesi X = {X
t

, t 2 I} i Y = {Y
t

, t 2 I} se ne ra-

zlikuju (engl. indistinguishable) ako se skoro sve �ihove trajektorije poklapaju na I,
drugim reqima ako je

P{X
t

= Y
t

, za svako t 2 I} = 1. (1.2)

Oblik ekvivalencije iz Definicije 1.1.7 je najjaqi i implicira prethodna
dva. Jasno je da prethodna dva oblika ekvivalencije (iz Definicije 1.1.5 i De-
finicije 1.1.6) imaju smisla samo ako su procesi definisani na istom prostoru
verovatno✏a, dok u obliku iz Definicije 1.1.7 to ne mora biti sluqaj. Procesi
koji se ne razlikuju u smislu Definicije 1.1.7 smatraju se jednakim.

Lema 1.1.1. [59] Neka je proces Y = {Y
t

, t 2 I} modifikacija procesa X = {X
t

, t 2 I}
i neka su sve trajektorije tih procesa neprekidne zdesna. Tada se procesi X i Y ne
razlikuju.

U nastavku ✏e se razmatrati razliqite vrste mer ivosti sluqajnog procesa.
Ako se sluqajan proces posmatra kao preslikava�e

X : [0,1)⇥ ⌦ ! R,

ka⇡e se da je proces mer iv ako X�1(B) pripada �-algebri
B([0,1)) ⇥ A za svako B 2 B. To je preciznije formulisano u narednoj defini-
ciji.
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Definicija 1.1.8. Sluqajan proces X = {X
t

, t 2 I} je mer iv ako za svako B 2 B
skup

{(t,!) : X(t,!) 2 B}
pripada proizvodu �-algebri B(I)⇥A, gde je B(I) �-algebra Borelovih skupova na I.

Naredna definicija dodatno pojaqava pojam mer ivosti procesa.

Definicija 1.1.9. Neka je (⌦,A,F, P ) prostor sa filtracijom. Mer iv sluqajan
proces X = {X

t

, t 2 I} definisan na (⌦,A) sa vrednostima u (R,B) je adaptiran

u odnosu na filtraciju F (ili saglasan sa filtracijom F), u skra✏enom zapisu
F-adaptiran, ako je za svako t 2 I sluqajna promen iva X

t

mer iva u odnosu na
�-algebru F

t

.

Adaptiran stohastiqki proces X = {X
t

, t 2 I} u odnosu na filtraciju F ozna-
qava se sa X = {(X

t

,F
t

), t 2 I} ili samo X = (X
t

,F
t

). U literaturi se qesto pixe
i X

t

2 F
t

. Za adaptiran stohastiqki proces ka⇡e se da je zadat na stohastiqkom

bazisu (⌦,A,F, P ), saglasan sa filtracijom ili neanticipiraju✏i u odnosu
na filtraciju F.

Neka je proces X = {X
t

, t 2 I} adaptiran u odnosu na filtraciju F = {F
t

, t 2 I}.
Jasno je da je za svaku mer ivu funkciju f , sluqajan proces f(t,X

t

) adaptiran u
odnosu na istu filtraciju. Tako�e, svaka nesluqajna funkcija je adaptirana u
odnosu na datu filtraciju.

Definicija 1.1.10. Familija �-algebri FX = {FX

t

, t 2 I} generisana stohastiqkim
procesom X = {X

t

, t 2 I}, gde je FX

t

= �{X
s

, s  t; s, t 2 I}, naziva se prirodna (ili
kanonska) filtracija tog procesa.

Uobiqajena interpretacija prirodne filtracije FX = {FX

t

, t 2 I} je da FX

t

sadr⇡i sve raspolo⇡ive informacije date sluqajnim veliqinama {X
s

, s  t}. Na
primer, ukoliko X

t

predstav a cenu akcije u trenutku t, tada su poznate sve
informacije o promenama cene akcije {X

s

, s 2 [0, t]}, tj. FX

t

= �{X
s

, s 2 [0, t]}.
Jasno je da je FX

t

minimalna �-algebra iz A u odnosu na koju su mer ive sve
sluqajne veliqine X

s

, s  t. Otuda je FX

t

✓ F
t

za bilo koju drugu filtraciju
{F

t

, t 2 I}. Filtracija FX

t

ne mora, u opxtem sluqaju, biti kompletna, ali se
mo⇡e kompletirati dodava�em svih skupova P -mere nula iz A.

Jasno je da je proces X adaptiran u odnosu na prirodnu filtraciju FX.

Ako se parametar t 2 I interpretira kao vreme, �-algebra

FX

t

= �{X
s

, s  t, s, t 2 I}
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

se shvata kao skup svih informacija o sluqajnom procesu X dostupnih do momenta
t, uk uquju✏i i t i naziva se proxlost, a familija

FX

�t

= �{X
s

, s � t, s, t 2 I},
se naziva budu✏nost procesa X u trenutku t.

Naredna definicija povezuje mer ivost procesa sa filtracijom.

Definicija 1.1.11. Neka je F = {F
t

, t 2 I = [0,1)} neprekidna filtracija na
(⌦,A) i neka je X = {X

t

, t 2 I} proces definisan na (⌦,A). Ka⇡e se da je proces
progresivno mer iv ili progresivan (u odnosu na filtraciju F) ako je za svako
t � 0 preslikava�e X iz [0, t]⇥⌦ na (R,B) mer ivo u odnosu na �-algebru B([0, t])⇥F

t

za svako t 2 I, tj. ako za svako t � 0 i svako B 2 B skup

{(s,!) : s  t,! 2 ⌦, X(s,!) 2 B}
pripada proizvodu �-algebri B([0, t])⇥ F

t

.
Podskup G ✓ [0,1)⇥ ⌦ je progresivan ako je proces X = 1

G

progresivan.
Familija progresivnih skupova iz �-algebre na [0,1)⇥⌦ se naziva progresivna �-

algebra i oznaqava se sa Prog. Proces X je progresivan ako i samo ako je preslikava�e
(t,!) ! X

t

(!) mer ivo u odnosu na �-algebru Prog.

Klasa mer ivih procesa je xira od klase progresivno mer ivih procesa.

Napomena 1.1.1. Jasno je da je svaki progresivno mer iv proces X = (X
t

,F
t

), t 2 I
mer iv i adaptiran u odnosu na filtraciju F = {F

t

, t 2 I}, ali obrnuto u opxtem
sluqaju ne va⇡i. Svaki neprekidan (zdesna, sleva) sluqajan proces X = (X

t

,F
t

), t 2 I
je progresivno mer iv (videti [54]).

Slede✏a teorema predstav a poznat rezultat, koji su dali Qang3 [4] i Dub4

[12].

Teorema 1.1.2. Neka je F filtracija na (⌦,A) i neka je X = {X
t

, t � 0} mer iv i
adaptiran proces u odnosu na filtraciju F. Tada proces ima progresivno mer ivu
modifikaciju.

Dokaz ove teoreme se mo⇡e na✏i u [54].
Va⇡i i slede✏i ma�e opxti rezultat koji se jednostavnije dokazuje.
3Kai Lai Chung, 1917-2009, kinesko-ameriqki matematiqar
4Joseph Leo Doob, 1910-2004, ameriqki matematiqar
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Teorema 1.1.3. [60] Neka je F filtracija na (⌦,A) i X = {X
t

, t � 0} adaptiran
proces u odnosu na filtraciju F sa vrednostima u (R,B) i neka su sve trajektori-
je procesa neprekidne zdesna (ili neprekidne sleva). Tada je proces X progresivno
mer iv u odnosu na filtraciju F.

U narednoj definiciji je data jox jedna klasa procesa.

Definicija 1.1.12. Prediktabilna �-algebra P, definisana na R+ ⇥⌦, je �-algebra
generisana svim procesima X = {X

t

, t � 0} adaptiranim u odnosu na filtraciju
{F

t

, t � 0}, qije su trajektorije neprekidne s leve strane. Proces X = {X
t

, t � 0} je
prediktabilan proces ako je mer iv u odnosu na prediktabilnu � - algebru P.

U mnogim situacijama, na primer u finansijskoj matematici, prelaskom sa
mere P na meru Q, potrebno je promeniti dode ene verovatno✏e doga�aja iz ⌦.
Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a i neka je L nenegativna sluqajna veliqina
za koju va⇡i EL =

R
LdP = 1. Neka je

Q(�) =

Z

�

LdP, � 2 A

verovatnosna mera na A. Mera Q je apsolutno neprekidna u odnosu na meru P
(Q ⌧ P ) i va⇡i

L =
dQ

dP
.

Sluqajna veliqina L se naziva izvod Radon

5
-Nikodima

6 mere Q po meri P .
Izvod Radon-Nikodima ima va⇡nu ulogu, na primer, u statistici jer sluqajna
veliqina L predstav a koliqnik verodostojnosti kod difuzionih procesa.

Definicija 1.1.13. Mera P je ekstremna na A ako iz P = a1Q1 + a2Q2, a1, a2
2 (0, 1), a1 + a2 = 1, sledi P = Q1 = Q2.

U nastavku se uvodi klasa sluqajnih vremena, koja se nazivaju vremena zau-
stav a�a i koja predstav aju jedan od najva⇡nijih pojmova u Teoriji sluqajnih
procesa.

Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a sa filtracijom F = {F
t

, t 2 [0,1)} i neka
je I = R+ = [0,1) indeksni skup.

Sluqajna promen iva u xirem smislu je mer ivo preslikava�e iz (⌦,A) na
([�1,+1],B([�1,+1])).

5Johann Karl August Radon, 1887-1956, austrijski matematiqar
6Otton Marcin Nikodym, 1887-1974, po ski matematiqar
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Definicija 1.1.14. Neka je T : ⌦ ! [0,+1] sluqajna promen iva u xirem smislu na
prostoru (⌦,A). Takva sluqajna promen iva se naziva sluqajno vreme (engl. random
time).

Definicija 1.1.15. Sluqajno vreme T je vreme zaustav a�a (engl. stopping time)
ili vreme Markova7 (engl. Markov time) u odnosu na filtraciju F = {F

t

, t 2 R+} ako

8t 2 R+, {T  t} = {! : T (!)  t} 2 F
t

.

Sluqajno vreme T se naziva opciono vreme (engl. optional time; weak stopping time)
filtracije F = {F

t

, t 2 R+} ako

8t 2 R+, {! : T (!) < t} 2 F
t

.

Napomena 1.1.2. Definicija vremena zaustav a�a je prirodna jer se u trenutku t
realizuje samo T ^ t = min(T, t), pa je prirodno pretpostaviti F

t

-mer ivost za
svako t. Vreme zaustav a�a je sluqajno vreme T takvo da doga�aj ,,T se realizovalo do
trenutka t” zavisi samo od proxlosti do trenutka t, a ne od bilo koje informacije
o budu✏nosti.

U nastavku su date osnovne osobine vremena zaustav a�a pri qemu su sva
vremena zaustav a�a u odnosu na filtraciju F = {F

t

, t 2 R+}.
Lema 1.1.2. Neka su S i T vremena zaustav a�a. Tada su i S ^ T
= min(S, T ) i S _ T = max(S, T ) vremena zaustav a�a. Ako je (T

n

)
n2N niz vremena

zaustav a�a, tada su i
V

n

T
n

i
W

n

T
n

vremena zaustav a�a.

Za vreme zaustav a�a T postav a se problem opisiva�a doga�aja (informa-
cija) prispelih do trenutka T . Ako je A doga�aj o qijoj se realizaciji ili nerea-
lizaciji odluquje u sluqajnom trenutku T , informacija o tome ✏e biti dostupna
samo u vremenu posle T , odnosno za svako t za koje je T  t. To znaqi da su doga�aji
A \ {T  t} i Ac \ {T  t} iz �-algebre F

t

za svako t � 0. Kako je

Ac \ {T  t} = (A \ {T  t})c \ {T  t} 2 F
t

, t � 0, (1.3)

dovo no je samo razmatrati doga�aje A \ {T  t}, t � 0. Tako se uvodi naredna
definicija.

7Andrei Andreyevich Markov, 1856-1922, ruski matematiqar
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Definicija 1.1.16. Neka je T vreme zaustav a�a u odnosu na filtraciju {F
t

,
t 2 R+}. Tada je

F
T

:= {A 2 A : A \ {T  t} 2 F
t

, t � 0},
�-algebra doga�aja koji su se realizovali do sluqajnog vremena T .

Sliqno,
F

T+ = {A 2 A : A \ {T  t} 2 F
t+, t � 0}.

Neposredno se zak uquje da je F
T

�-algebra iz qi�enica: ⌦ \ {T  t} = {T
 t} 2 F

t

; ako A 2 F
T

, tada je Ac\{T  t} 2 F
t

na osnovu (1.3); ako su A1, A2, . . . 2 F
T

,
tada je

S
k

A
k

2 F
T

jer je
 
[

k

A
k

!
\ {T  t} =

[

k

(A
k

\ {T  t}) 2 F
t

.

Jasno je da je F
T

pod��-algebra od F
t

.

Teorema 1.1.4. [15] Neka su S i T vremena zaustav a�a.
1) Ako je S  T skoro sigurno, tada je F

S

⇢ F
T

.
2) Za sve A 2 F

S

va⇡i A \ {S  T} 2 F
T

. Ako je X F
S

-mer ivo, tada je 1{S<T}X
F

T

-mer ivo.
3) F

S^T = F
S

\ F
T

.

Teorema 1.1.5. [15] Neka su S i T vremena zaustav a�a. Tada doga�aji

{S < T}, {S = T}, {S > T}, {S  T}, {S � T}

pripadaju F
S

\ F
T

.

Ako su X i Y càdlàg procesi, tada X
t

= Y
t

skoro sigurno za svako t implicira
da se procesi X i Y ne razlikuju, kao xto je ve✏ napomenuto. Kako su fiksirana
vremena i vremena zaustav a�a, jasno je da ako je X

T

= Y
T

skoro sigurno za svako
konaqno vreme zaustav a�a T , tada se procesi X i Y ne razlikiju.

Definicija 1.1.17. Za sluqajan proces {X
t

, t � 0} i vreme zaustav a�a T u odnosu
na filtraciju F definixe se proces zaustav en u trenutku T (engl. stopped process)
sa XT = {XT

t

, t � 0} gde je

XT

t

= X
t^T = X

t

1{t<T} +X
T

1{t�T}.
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Teorema 1.1.6. [60] Neka je X = {X
t

, t � 0} progresivno mer iv proces. Ako je T
vreme zaustav a�a u odnosu na filtraciju {F

t

, t � 0}, sluqajna promen iva X
T

(!) =
X

T (!)(!) definisana na skupu {T < +1} 2 F
T

je F
T

-mer iva i proces XT zaustav en
u T je progresivno mer iv.

Na kraju ovog dela navodimo jox neka zapa⇡a�a.

Neka su S i T vremena zaustav a�a u odnosu na filtraciju {F
t

, t � 0} i neka
je Z integrabilna sluqajna promen iva takva da je E[|Z|] < +1. Tada va⇡i

1) E[Z|F
T

] = E[Z|F
S^T ], skoro sigurno na {T  S};

2) E[E[Z|F
T

]|F
S

] = E[Z|F
S^T ], skoro sigurno.

Vixe o vremenima zaustav a�a se mo⇡e na✏i u literaturi [14], [15], [42], [60].

1.2 Vinerov proces

Vinerov8 proces (ili proces Braunovog9 kreta�a) ima fundamentalnu ulogu u
matematiqkom opisiva�u realnih pojava u mnogim granama prirodnih i druxtve-
nih nauka, posebno u fiziqkim, tehniqkim i ekonomskim naukama. Vinerov proces
sa Puasonovim procesom i markovskim procesima qini bazu teorije finansijske
matematike, investicija i osigura�a.

Xkotski botaniqar Robert Braun je, prouqavaju✏i kreta�e qestica polena
u teqnosti, prvi registrovao �ihovo haotiqno kreta�e zbog stalnih sudara sa
qesticama posmatranog fluida. Strogo matematiqku formulaciju za opisiva�e
posmatranog fenomena dao je Viner.

Definicija 1.2.1. Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a sa filtracijom F = {F
t

,
t � 0}. Realan sluqajan proces W = {W

t

, t � 0} adaptiran u odnosu na filtraciju F
se naziva Vinerov proces sa parametrom �2 ili, kra✏e, samo Vinerov proces ako
va⇡i:

a) W0 = 0 skoro sigurno;
b) priraxtaj W

t

�W
s

je nezavisan od F
s

, za sve 0  s < t < 1;
v) priraxtaji W

t

� W
s

imaju normalnu raspodelu N (0, �2(t � s)), � > 0, za sve
0  s < t < 1, tj.

P{W
t

�W
s

 x} =
1

�
p

2⇡(t� s)

Z
x

�1
exp

⇢
� y2

2�2(t� s)

�
dy, (1.4)

8Norbert Wiener, 1894-1964, ameriqki matematiqar i filozof
9Robert Brown, 1773-1858, xkotski botaniqar
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

g) za skoro svako ! 2 ⌦, funkcije W
t

= W
t

(!) su neprekidne po t.

Ako je u prethodnoj definiciji �2 = 1, proces W je standardan Vinerov pro-

ces ili proces Braunovog kreta�a.

Na sliqan naqin se definixe vixedimenzioni Vinerov proces.

Definicija 1.2.2. Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a sa filtracijom F = {F
t

,
t � 0}. Sluqajan proces W = {W

t

, t � 0}, gde je W
t

= (W 1
t

,W 2
t

, . . . ,W d

t

), t � 0, adaptiran
u odnosu na filtraciju F je d-dimenzioni Vinerov proces ako va⇡i:

a) W0 = 0, skoro sigurno;
b) priraxtaj W

t

�W
s

je nezavisan od F
s

, za sve 0  s < t < 1;
v) za sve 0  s < t < 1, priraxtaji W

t

� W
s

imaju d-dimenizonu normalnu
N

d

(0, �2(t � s)I) raspodelu, sa oqekiva�em 0 i difuzionom matricom �2(t � s)I, gde
je I jediniqna matrica reda d.

Dakle, koordinate Vinerovog procesa su jednodimenzioni me�usobno nezavi-
sni Vinerovi procesi i za d-dimenzioni Vinerov proces va⇡e osobine analogne
osobinama jednodimenzionog Vinerovog procesa.

U nastavku se navode neke od osobina Vinerovog procesa u jednodimenzionom
sluqaju koje ✏e biti potrebne u nastavku rada. Sred�a vrednost i disperzija
Vinerovog procesa su, redom,

EW
t

= 0, DW
t

= �2t,

za svako t > 0. Kovarijaciona funkcija je jednaka

K(s, t) = �2 min{s, t},
za proizvo ne s, t > 0.

Kako za Vinerov sluqajan proces W va⇡i E [W
t

�W
s

]2 = �2(t� s), sledi da je W
sred�e kvadratno neprekidan proces.

Lokalne osobine trajektorija Vinerovog procesa mogu biti od koristi pri-
likom razmatra�a ponaxa�a samog procesa.

Teorema 1.2.1. Svaka trajektorija separabilnog Vinerovog procesa je uniformno
neprekidna na svakom konaqnom intervalu, s verovatno✏om 1.

Mo⇡e se pokazati da, u odre�enom smislu, va⇡i i obrnut rezultat.

Teorema 1.2.2. Neka je W = {W
t

, t � 0} sluqajan proces sa nezavisnim priraxta-
jima. Ako su trajektorije tog procesa neprekidne s verovatno✏om 1, tada �egovi
priraxtaji imaju normalnu raspodelu.

15



Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Slede✏e osobine Vinerovog procesa ukazuju na fraktalne osobine procesa,
da sa⇡ima�em i inverzijom vremenskog intervala trajektorije zadr⇡avaju svoje
osobine. Te osobine su posebno znaqajne u primenama.

Teorema 1.2.3. Ako je W = {W
t

, t � 0} Vinerov proces, tada su i slede✏i procesi
Vinerovi:

1) X = {X
t

, t � 0}, X
t

= W
t+s

� W
s

za svako s > 0 i proces X je nezavisan od
�{W

u

, u  s};
2) Y = {Y

t

, t � 0}, Y
t

= �W
t

– osobina simetrije;
3) Z = {Z

t

, t � 0}, Z
t

= cW
t/c

2 , (c 6= 0) – osobina mno⇡e�a skalarom;
4) U = {U

t

, t � 0}, U
t

= tW1/t, (t > 0), U0 = 0 skoro sigurno – osobina inverzije.

Dokaz se mo⇡e na✏i u [60].

Jedna od najva⇡nijih osobina Vinerovog procesa koja je bitna za definisa�e
integrala po Vinerovom procesu je data u narednoj teoremi.

Teorema 1.2.4. Neka je W = {W
t

, t � 0} Vinerov proces. Skoro sve �egove trajekto-
rije su nediferencijabilne za svako t � 0.

Posledica 1.2.1. Skoro sve trajektorije Vinerovog procesa imaju neograniqene va-
rijacije na svakom konaqnom intervalu.

Naredna teorema precizno pokazuje kolike mogu biti oscilacije (ili ,,kvad-
ratne varijacije”) trajektorija procesa W .

Teorema 1.2.5. Neka je W = {W
t

, t � 0} standardan Vinerov proces i neka je s = t0 <
t1 < · · · < t

n

= t proizvo no razbija�e intervala [s, t] ⇢ R takvo da �
n

= max(t
k

�
t
k�1) ! 0 kad n ! 1. Tada

n�1X

k=0

[W
tk+1

�W
tk
]2
s.k.! t� s, n ! 1. (1.5)

Ako je
P

n

�
n

< 1, tada je ova konvergencija skoro sigurna
n�1X

k=0

[W
tk+1

�W
tk
]2
s.s.! t� s, n ! 1,

tj.

P

(
lim
n!1

n�1X

k=0

[W
tk+1

�W
tk
]2 = t� s

)
= 1.

Dokaz teoreme se mo⇡e na✏i u [49].
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

1.3 Martingali sa neprekidnim parametrom

U ovom delu ✏e se razmatrati glavni rezultati teorije martingala, jer su
martingali jedna od najva⇡nijih klasa sluqajnih procesa, koji imaju bitnu ulogu
u mnogim primenama Teorije sluqajnih procesa. Sva razmatra�a se odnose na
martingale sa neprekidnim parametrom u jednodimenzionom sluqaju, s tim xto u
analognom obliku va⇡e i za vixedimenzione sluqajne procese.

Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a sa filtracijom F = {F
t

, t � 0}. Nada e ✏e
se uvek pretpostav ati da je prostor verovatno✏a (⌦,A, P ) kompletan u odnosu
na meru P i da je filtracija F = {F

t

, t � 0} neprekidna zdesna.

Definicija 1.3.1. Realan sluqajan proces X = {X
t

, t � 0} je martingal u odnosu
na filtraciju F = {F

t

, t � 0} (u skra✏enom zapisu F-martingal), ili {X
t

,F
t

, t � 0}
martingal, ako va⇡i:

a) proces X je adaptiran u odnosu na filtraciju F;
b) E|X

t

| < +1, za svako t � 0;
v) E[X

t

|F
s

] = X
s

skoro sigurno, za 0  s < t < +1.

Ako umesto v) va⇡i
v’) E[X

t

|F
s

]  X
s

skoro sigurno, za 0  s < t < +1 proces X
t

je supermar-

tingal,
a ako va⇡i

v”) E[X
t

|F
s

] � X
s

skoro sigurno, za 0  s < t < +1 proces X
t

je submar-

tingal.

Oqigledno da je X submartingal ako i samo ako je �X supermartingal.
Navedene osobine martingala se quvaju i preslikava�em funkcija koje pripa-

daju odre�enim klasama. Tako, na primer, ukoliko je X = {X
t

, t � 0} martingal
i f : R ! R konveksna funkcija za koju va⇡i da f(X

t

) ima konaqno oqekiva�e (tj.
f(X

t

) 2 L1(⌦), t � 0), tada je proces {f(X
t

), t � 0} submartingal. Isti zak uqak
va⇡i za submartingale, ako je, dodatno, konveksna funkcija f rastu✏a.

Osobina martingala (respektivno, supermartingala, submartingala) koja se
qesto koristi je i da je funkcija t ! E(X

t

) konstantna (respektivno, opadaju✏a,
rastu✏a) funkcija.

Submartingali su xira klasa od martingala, koji zadr⇡avaju mnoge dobre
osobine martingala.

Proces Braunovog kreta�a predstav a najpoznatiji primer martingala sa ne-
prekidnim parametrom.
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Definicija 1.3.2. Martingal X = {X
t

, t � 0} se naziva Lp-martingal, p � 1 ako je
E|X

t

|p < 1 za svako t � 0.

Definicija 1.3.3. Martingal X = {X
t

, t � 0} je Lp-ograniqen (za neko p � 1) ako je
sup

t�0 E|X
t

|p < 1.

Martingal {X
t

,F
t

, t � 0} je neprekidan (zdesna) ako i samo ako filtracija F
zadovo ava uobiqajene uslove i sve trajektorije procesa X su neprekidne (zde-
sna). Desna neprekidnost martingala je bitna za dokaziva�e opcione teoreme koja
predstav a jednu od najva⇡nijih osobina martingala.

Primer 1.3.1. Neka je W = {W
t

, t � 0} proces Braunovog kreta�a na R sa W0 2 Lp

za neko p 2 [1,1) i neka je F prirodna filtracija za W koja zadovo ava uobiqajene
uslove. Tada je {W

t

,F
t

, t � 0} neprekidan Lp-martingal. Ako je, dodatno, p � 2 tada
je {W 2

t

� t,F
t

, t � 0} neprekidan martingal.

Ako je {X
t

,F
t

} martingal i ako filtracija F zadovo ava uobiqajene uslove,
tada postoji neprekidna zdesna modifikacija martingala X, ali ona ne mora biti
neprekidna modifikacija.

U nastavku su navedene neke va⇡ne nejednakosti, koje va⇡e za (sub)martingale.

Propozicija 1.3.1. 1) Neka je X = {X
t

, t � 0} submartingal qije su trajektorije
neprekidne zdesna. Tada, za svako � > 0 i 0  s  t, va⇡i

�P

⇢
sup
sut

X
u

� �

�
 EX+

t

i
�P

⇢
inf

sut

X
u

 ��
�

 EX+
t

� EX
s

.

2) Skoro sve trajektorije desno neprekidnog submartingala X = {X
t

, t � 0} su
ograniqene na kompaktnim intervalima i nemaju prekide druge vrste (leve graniqne
vrednosti postoje s.s. za svako t > 0). Za skoro sve trajektorije skup taqaka prekida
je najvixe prebrojiv.

3) Ako je X = {X
t

, t � 0} nenegativan martingal i p > 1, va⇡i Dubova nejedna-

kost

|| sup
sut

X
u

||
p

 p

p� 1
||X

t

||
p

,

gde je ||·||
p

= (E| · |p)1/p. Specijalno, ako je X = {X
t

, t � 0} desno neprekidan martingal
sa EX2

t

< 1 za svako t > 0, tada je

E


sup
sut

X2
u

�
 4EX2

t

.
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Deo 2) prethodnog tvr�e�a opisuje regularnost trajektorija desno nepreki-
dnih submartingala.

Naredna teorema daje potrebne i dovo ne uslove koji opravdavaju qi�enicu
da se nada e pa⇡�a posve✏uje càdlàg submartingalima. Dokaz teoreme se mo⇡e
na✏i u [59].

Teorema 1.3.1. Neka je X = {X
t

, t � 0} submartingal i neka je F filtracija koja
zadovo ava uobiqajene uslove. Neka je funkcija t ! EX

t

neprekidna zdesna na [0,1).
Tada postoji modifikacija Y od X sa càdlàg trajektorijama koja je, tako�e, submar-
tingal u odnosu na F.

Posledica 1.3.1. Ako je X = {X
t

, t � 0} martingal, tada postoji jedinstvena mo-
difikacija Y od X koja je càdlàg.

Kako svi martingali imaju desno neprekidne modifikacije, nada e ✏e se pret-
postav ati da se radi sa desno neprekidnim modifikacijama bez posebnog nagla-
xava�a. Treba naglasiti da iz Leme 1.1.1 i Posledice 1.3.1 sledi da je martingal
neprekidan zdesna càdlàg.

Primetimo da je martingal definisan na intervalu [0,1), tj. za konaqno t, a
ne i za t = 1. Qesto je mogu✏e proxiriti Definiciju 1.3.1 za t = 1.

Definicija 1.3.4. Neka je X = {X
t

, t � 0} martingal. Ako postoji F1-mer iva
sluqajna veliqina X1 takva da za svako t � 0 va⇡i

E[X1|F
t

] = X
t

skoro sigurno,

ka⇡e se da je X martingal sa zad�im elementom X1, kao i da X1 zatvara mar-
tingal X. Sliqno se definixu submartingali i supermartingali sa zad�im elemen-
tom.

Jasno je da sluqajna veliqina koja zatvara martingal nije nu⇡no jedinstve-
na. Uslov uniformne integrabilnosti martingala je dovo an da martingal bude
zatvoren. Preciznije, Teorema 1.3.2 daje dovo ne uslove da martingal bude za-
tvoren.

Definicija 1.3.5. Sluqajan proces X = {X
t

, t � 0} je uniformno (ili ravnomer-

no) integrabilan ako va⇡i

lim
c!1

sup
t�0

E |X
t

| 1(|Xt|>c) = lim
c!1

sup
t�0

Z

{|Xt|�c}
|X

t

|dP = 0.
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Teorema 1.3.2. [59] Neka je X martingal neprekidan zdesna koji je uniformno in-
tegrabilan. Tada Y = lim

t!1 X
t

postoji skoro sigurno, E|Y | < 1 i Y zatvara X kao
martingal.

Lema 1.3.1. Ako je X = {X
t

, t 2 T} konaqna familija integrabilnih sluqajnih pro-
men ivih, tada je X uniformno integrabilan proces.

Teorema 1.3.3. [59] Neka je X = {X
t

, t � 0} martingal (neprekidan zdesna). Tada je X
uniformno integrabilan proces ako i samo ako va⇡i: Y = lim

t!1 X
t

postoji skoro
sigurno, E|Y | < 1 i {X

t

, 0  t  1} je martingal, gde je X1 = Y.

Prostor svih neprekidnih martingala sa neprekidnim vremenom (parametrom)
bi✏e oznaqen sa M

c

. Sa Mu

c

se oznaqavaju elementi iz M
c

koji su uniformno
integrabilni, a Mb

c

oznaqava elemente iz Mu

c

koji su ograniqeni u smislu da
postoji konstanta c > 0 takva da je |X

t

|  c za svako t > 0. Jasno je da su M
c

, Mu

c

i Mb

c

vektorski prostori.
U Teoriji martingala i �enim primenama od fundamentalnog znaqaja su gra-

niqne teoreme kojima se opisuju konvergencije martingala. Takva su naredna dva
rezultata.

Teorema 1.3.4. Neka je X = {X
t

, t � 0} submartingal neprekidan zdesna za koji va⇡i
sup

t�0 EX+
t

< 1. Tada postoji F1-mer iva sluqajna promen iva X1 sa E|X1| < 1
takva da X

t

s.s.! X1, kada t ! 1. Ako je X jox i uniformno integrabilan, tada

va⇡i X
t

L

1! X1, kada t ! 1 i E[X1|F
t

] � X
t

skoro sigurno za svako t � 0.

Teorema 1.3.5. Neka je X = {X
t

, t � 0} martingal neprekidan zdesna. Tada je X
uniformno integrabilan ako i samo ako postoji integrabilna sluqajna promen iva
Z takva da je E[Z|F

t

] = X
t

skoro sigurno za svako t � 0. U tom sluqaju va⇡i X
t

s.s.! X1 i X
t

L

1! X1, kada t ! 1, gde je X1 = E[Z|F1].

Naredni rezultati ukazuju na qi�enicu da submartingal i martingal zadr⇡a-
vaju svoje osnovne karakteristike i u sluqajnim vremenskim trenucima.

Teorema 1.3.6. (Teorema o opcionom zaustav a�u)10 Neka je X = {X
t

, t � 0} sub-
martingal neprekidan zdesna sa zad�im elementom X1 (tj. E[X1|F

t

] � X
t

, skoro
sigurno za svako t � 0) i neka su S i T vremena zaustav a�a takva da je S  T . Tada
je E[X

T

|FS ] � X
S

skoro sigurno.
10Teorema je poznata u literaturi kao Doob’s Optional sampling (stopping) theorem
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Dokaz teoreme se mo⇡e na✏i u [15].

Napomena 1.3.1. Uslov u Teoremi 1.3.6 da X ima zad�i element, mo⇡e biti za-
me�en restrikcijom na ograniqena vremena zaustav a�a S  T odakle se dobija
EX

S

 EX
T

. U stvari, ako je proces X adaptiran i neprekidan zdesna za koji je
E|X

t

| < 1 i ako je EX
S

 EX
T

za sva ograniqena vremena zaustav a�a za koje je
S  T , tada je X submartingal. To sledi za t > s ako je S = s, T = t1

F

+ s1
F

c za
proizvo no F 2 F

s

.

Posledica 1.3.2. Neka je X = {X
t

, t � 0} submartingal neprekidan zdesna i neka su
S  T vremena zaustav a�a. Tada je zaustav en proces XT tako�e submartingal i
va⇡i E[X

T^t|FS

] � X
S^t skoro sigurno za svako t � 0.

Teorema o opcionom zaustav a�u za martingale je k uqna za mnoge primene u
osigura�u i finansijama.

Teorema 1.3.7. [59] Neka je X = {X
t

, t � 0} martingal neprekidan zdesna, sa zad�im
elementom X1. Neka su S i T vremena zaustav a�a takva da je S  T skoro sigurno.
Tada su X

T

i X
S

integrabilni i

E[X
T

|FS ] = X
S

skoro sigurno.

Ako je X adaptiran càdlàg proces i T vreme zaustav a�a, tada je zaustav en
proces XT tako�e adaptiran. Zaustav en martingal je tako�e martingal xto se
pokazuje u narednoj teoremi.

Teorema 1.3.8. [59] Neka je X = {X
t

, t � 0} uniformno integrabilan martingal
neprekidan zdesna i neka je T vreme zaustav a�a. Tada je XT = {X

t^T , 0  t  1}
tako�e uniformno integrabilan martingal neprekidan zdesna.

Iz prethodne teoreme sledi da je XT uniformno integrabilan F-martingal.
Trivijalna posledica Teoreme o opcionom zaustav a�u je da je XT = X

t^T mar-
tingal u odnosu na filtraciju {F

t^T , t � 0}.
Posledica 1.3.3. Neka je Y integrabilna sluqajna veliqina i neka su S i T vremena
zaustav a�a. Tada je

E[E[Y |F
S

]|F
T

] = E[E[Y |F
T

]|F
S

]

= E[Y |F
S^T ].

Fundamentalan rezultat u teoriji martingala, posebno u stohastiqkoj inte-
graciji, predstav a dekompozicija submartingala na zbir dva sluqajna procesa
od kojih je jedan martingal, a drugi skoro sigurno rastu✏i proces.
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Pre navo�e�a teoreme, treba uvesti jox neke pojmove.
Slede✏i koncept pojaqava osobinu uniformne integrabilnosti submartinga-

la.

Definicija 1.3.6. a) Neka je T klasa svih vremena zaustav a�a T filtracije F
takvih da je P{T < 1} = 1.

b) Neka je a 2 R, a > 0 i neka je T
a

klasa svih vremena zaustav a�a T filtracije
F takvih da je P{T  a} = 1.

v) Proces X = {X
t

, t � 0} adaptiran u odnosu na filtraciju F je iz klase D ako
je familija {X

T

, T 2 T } uniformno integrabilna.
g) Ka⇡e se da je X iz klase DL ako je za svako a 2 [0,1) familija {X

T

, T 2 T
a

}
uniformno integrabilna.

Jasno je da va⇡i D ✓ DL.

Definicija 1.3.7. a) Adaptiran proces A = {A
t

, t � 0} je rastu✏i ako je A0 = 0
i ako su sve trajektorije t ! A

t

(!) neopadaju✏e funkcije, neprekidne zdesna i ako je
EA

t

< 1 za svako t.
Rastu✏i proces je integrabilan ako je EA1 < 1, gde je A1 = lim

t!1 A
t

(sluqajna
veliqina A1 postoji za rastu✏e procese).

b) A je proces sa konaqnom varijacijom ako skoro sve �egove trajektorije imaju
konaqnu varijaciju na svakom kompaktnom intervalu iz R.

v) Rastu✏i proces A je prirodan proces ako za svaki ograniqen i neprekidan
zdesna martingal M = {M

t

, t � 0} va⇡i

E

Z

(0,t]

M
s

dA
s

= E

Z

(0,t]

M
s�dAs

, t � 0.

Integrali
R
(0,t] Ms

dA
s

i
R
(0,t] Ms�dAs

u prethodnoj jednakosti su Lebeg-Stiltjeso-
vi integrali po trajektorijama za svako t � 0.

Neka je A = {A
t

, t � 0} proces konaqne varijacije i neka je

|A|
t

= sup
n�1

2nX

k=1

���A tk
2n

� A t(k�1)
2n

��� . (1.6)

Tada je |A|
t

< 1 skoro sigurno i to je rastu✏i proces.

Definicija 1.3.8. Neka je A = {A
t

, t � 0} proces sa konaqnom varijacijom. Proces

totalne varijacije |A| = {|A|
t

, t � 0} je rastu✏i proces definisan sa (1.6).
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Slede✏i rezultat je dobro poznata Dub-Mejerova dekompozicija koju je uveo
Mejer11 u neprekidnom sluqaju, a Dub u diskretnom sluqaju.

Teorema 1.3.9. ([9], [59]) Neka filtracija F zadovo ava uobiqajene uslove i neka je
X = {X

t

, t � 0} submartingal iz klase DL neprekidan zdesna. Tada X ima jedinstveno
razlaga�e (dekompoziciju) oblika

X
t

= M
t

+ A
t

, (1.7)

gde je M = {M
t

, t � 0} martingal neprekidan zdesna, a A = {A
t

, t � 0} prirodan
rastu✏i proces u odnosu na filtraciju F. Da e, ako je X iz klase D, tada je M
uniformno integrabilan martingal, a proces A je integrabilan.

Iz Teoreme 1.3.9 sledi da se procesi M i A iz (1.7) mogu izabrati tako da budu
neprekidni zdesna. Za nenegativne procese va⇡i da ako je X neprekidan proces,
onda ✏e i procesi M i A biti neprekidni. Me�utim, mo⇡e se dokazati naredni
jaqi rezultat.

Teorema 1.3.10. Pretpostavimo da je submartingal X = {X
t

, t � 0}, koji zadovo-
 ava uslove Teoreme 1.3.9, dodatno i slabo neprekidan sleva, tj. takav da va⇡i
lim

n!1 EX
T

n = EX
T

za sve ograniqene rastu✏e nizove vremena zaustav a�a T n sa
granicom T . Tada je proces A = {A

t

, t � 0} iz jednaqine (1.7) neprekidan.

Navodimo u ovom delu jox jedan va⇡an rezultat.

Propozicija 1.3.2. Neka je X = {X
t

, t � 0} proces koji zadovo ava uslove Teoreme
1.3.9 sa Dub-Mejerovom dekompozicijom X = M + A i neka je T vreme zaustav a�a.
Zaustav en proces XT tako�e zadovo ava uslove Teoreme 1.3.9 i �egova Dub-Mejerova
dekompozicija je data sa

XT = MT + AT .

1.3.1 Kvadratno integrabilni martingali

Kao i do sada, smatra se da je dat prostor verovatno✏a (⌦,A,P) sa filtracijom
F koja zadovo ava uobiqajene uslove.

11Paul André Meyer, 1934-2003, francuski matematiqar
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Definicija 1.3.9. Martingal X neprekidan zdesna je kvadratno integrabilan

ako je EX2
t

< 1 za svako t � 0. Ako je jox i EX2
1 < 1, tada se X naziva L2

mar-

tingal. Sa M2 bi✏e oznaqena klasa svih kvadratno integrabilnih martingala koji
poqi�u od nule (X0 = 0), a sa M2

c

podklasa skoro sigurno neprekidnih kvadratno
integrabilnih martingala.

Jasno je da je svaki L2 martingal kvadratno integrabilan.

Definicija 1.3.10. Neka su X i Y L2 martingali iz klase M2. Za svako t � 0 neka
je ||X||

t

= (EX2
t

)1/2. Norma i metrika se definixu sa

||X|| = (EX2
1)1/2, d(X, Y ) = ||X � Y ||.

Propozicija 1.3.3. Metriqki prostor (M2, d) je kompletan. Prostor M2
c

je zatvo-
ren (u odnosu na metriku d) potprostor od M2, pa je i kompletan.

Lema 1.3.2. Neka X 2 M2
c

i neka je T vreme zaustav a�a. Tada va⇡i XT 2 M2
c

.

Za neprekidne ograniqene martingale definixe se proces kvadratne varija-
cije.

Neka je martingal X 2 M2. Tada je X2 nenegativan submartingal. Primenom
Dub-Mejerove dekompozicije dobija se da je

X2 = M + A, (1.8)

gde je M martingal koji poqi�e od nule, a A prirodni rastu✏i proces. Iz Teoreme
1.3.10 sledi da su procesi M i A neprekidni ako X 2 M2

c

.

Definicija 1.3.11. Za proces X iz M2, proces A iz dekompozicije (1.8) naziva se
kvadratna varijacija, karakteristika procesa ili kompenzator martingala X
i oznaqava se sa hXi. Dakle, hXi je jedinstven prirodni rastu✏i proces za koji je
X2 � hXi martingal.

Naredni rezultat se qesto koristi u primenama.

Lema 1.3.3. Za X, Y 2 M2, va⇡i Xvarcova nejednakost

hX, Y i2
t

 hXi
t

hY i
t

skoro sigurno.

Kao neposredna posledica Propozicije 1.3.2 dobija se slede✏i rezultat.

24



Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Propozicija 1.3.4. Neka je X martingal iz M2 i T vreme zaustav a�a. Tada se
procesi hXT i i hXiT ne razlikuju.

Pojam kvadratne varijacije za proces hXi bi✏e objax�en za proces X 2 M2
c

.
Neka je ⇧ : 0 = t0  t1  · · ·  t

n

= t podela intervala [0, t]. Za proces X se
definixe

V
t

(X,⇧) =
nX

j=1

(X
tj �X

tj�1)
2.

V
t

(X,⇧) je F
t

-mer ivo ako je proces X adaptiran.

Lema 1.3.4. Neka je M 2 M2 i t > 0. Tada za svako t > s va⇡i

E
⇥
(M

t

�M
s

)2 |F
s

⇤
= E

⇥
M2

t

�M2
s

|F
s

⇤
(1.9)

i
E
⇥
(M

t

�M
s

)2 � hMi
t

+ hMi
s

|F
s

⇤
= 0. (1.10)

Mo⇡e se pokazati da va⇡i slede✏i rezultat.

Propozicija 1.3.5. Neka je X 2 M2
c

. Tada V
t

(X,⇧) konvergira u verovatno✏i ka
hXi

t

kad ||⇧|| = max |t
k+1 � t

k

| ! 0, tj. za sve " > 0, ⌘ > 0 postoji � > 0 takvo da
P{|V

t

(X,⇧)� hXi
t

| > ⌘} < " kad ||⇧|| < �.

Za proizvo an proces X na skupu pravougaonika (s, t] ⇥ A,A 2 F
s

definixe se
funkcija skupa

µ
X

((s, t]⇥ A) = E[1
A

(X
t

�X
s

)], µ
X

({0}⇥ A) = 0, A 2 F0.

Ako je X martingal, tada je µ
X

= 0. Ako je X submartingal, tada je µ
X

� 0.
Poznato je da, ako je X L2 martingal, tada je proces X2 submartingal, pa je
µ
X

2 � 0. Preciznije, za A 2 F
s

i s  t va⇡i

µ(X)2((s, t]⇥ A) = E[1
A

(X
t

�X
s

)2].

Definicija 1.3.12. Ako funkcija skupa µ
X

ima jedinstveno proxire�e na �-algebru
B([0,1))⇥A koje je mera, tada se µ

X

naziva Doleans

12
mera od X.

12Catherine Doléans-Dade, 1942-2004, francusko-ameriqka matematiqarka
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Ova mera je dobila naziv po francuskoj matematiqarki koja ju je prva kon-
struisala (videti [10], [11]).

Mo⇡e se pokazati da, ako je M L2-martingal neprekidan zdesna tada postoji
jedinstvena Doleans mera µ

M

(videti Napomenu 1.4.1).
Pomo✏u kvadratne varijacije za kvadratno integrabilne martingale mo⇡e se

definisati kvadratna kovarijacija (koja se naziva i kros-varijacija ili uza-

jamna varijacija) izme�u dva kvadratno integrabilna martingala X i Y . To je
proces hX, Y i definisan formulom

hX, Y i = 1

4
(hX + Y,X + Y i � hX � Y,X � Y i) = 1

2
(hX + Y,X + Y i � hXi � hY i).

Mo⇡e se primetiti da je proces kvadratne kovarijacije proces sa skoro si-
gurno ograniqenom varijacijom. Pored toga va⇡i naredno tvr�e�e.

Propozicija 1.3.6. Za X, Y 2 M2 proces hX, Y i je jedinstven proces koji mo⇡e
da se napixe kao razlika dva prirodna rastu✏a procesa takav da je razlika od XY
i hX, Y i martingal. Ako X, Y 2 M2

c

, tada je proces hX, Y i jedinstven neprekidan
proces ograniqene varijacije takav da je razlika od XY i tog procesa martingal.

1.3.2 Lokalni martingali

Neka je (⌦,A, P ) fiksiran prostor verovatno✏a sa filtracijom F koja zado-
vo ava uobiqajene uslove. Sve osobine, navedene u ovom delu, definisane su u
odnosu na filtraciju F.

Pri dokaziva�u nekih slo⇡enih problema u stohastiqkoj analizi qesto se
prime�uje tehnika izbora odgovaraju✏ih sluqajnih vremena pri qemu se problem
svodi na jednostavniji. Ta tehnika je standardna tehnika i qesto se koristi za
definisa�e xirih klasa procesa u odnosu na postoje✏u klasu, koje pri tome imaju
mnoge zajedniqke osobine sa polaznom klasom procesa.

U realnoj analizi se ka⇡e da neka osobina va⇡i lokalno ako va⇡i na svakom
kompaktnom podskupu posmatranog topoloxkog prostora. Na realnoj pravoj je do-
vo no da osobina va⇡i na svakom zatvorenom ograniqenom intervalu [0, t] za svako
t. Qesto se, kao u sluqaju lokalne integracije, razmatra da li odre�ena osobi-
na va⇡i na intervalima [0, t

n

] gde t
n

! 1. U stohastiqkoj analizi se zahteva da
gor�a granica intervala bude mer iva u odnosu na posmatranu filtraciju kao
u narednoj definiciji.

26



Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Definicija 1.3.13. Niz vremena zaustav a�a (T n)
n�1 se naziva lokalizuju✏i ili

fundamentalan niz ako je T n � T n�1 za sve n � 1 i ako je lim
n!1 T n = 1 sko-

ro sigurno. Ako je C klasa procesa koji imaju odre�enu osobinu, tada se (obiqno) sa
Cloc oznaqava klasa procesa X za koje postoji lokalizuju✏i niz vremena zaustav a�a
(T n)

n�1, takav da svi zaustav eni procesi XT

n
= {X

t^Tn , t � 0} pripadaju klasi C.
Kod lokalizacije se jav a problem modifikacije sluqajne veliqine X0, jer

svaki zaustav en proces XT

n u trenutku t = 0 ima istu vrednost X0. Za preva-
zila⇡e�e tog problema neki autori koriste proces XT

n
1{Tn

>0} umesto XT

n kod
lokalizacije ili se lokalizuje proces X � X0 umesto procesa X. Sa stanovi-
xta stohastiqke analize mo⇡e se pretpostaviti da svaki lokalni martingal ima
vrednost nula u trenutku t = 0, jer se ispituju semimartingali - procesi oblika
X = X0 + A + M , gde je M lokalni martingal, a A je proces sa trajektorijama
ograniqene varijacije (na konaqnim intervalima) i A0 = 0 skoro sigurno.

Naredna definicija proxiruje klasu martingala.

Definicija 1.3.14. Adaptiran sluqajan proces neprekidan zdesna se naziva lokal-

ni martingal ako postoji lokalizuju✏i niz vremena zaustav a�a (T n)
n�1 takav da

je, za svako n, proces XT

n
= {X

t^Tn , t � 0} martingal. Klasa martingala X sa X0 = 0
skoro sigurno oznaqava se sa M, a klasa lokalnih martingala X za koju je X0 = 0
skoro sigurno oznaqava se sa Mloc. Podklasa neprekidnih lokalnih martingala X sa
X0 = 0 skoro sigurno oznaqava se sa Mloc

c

.

Lema 1.3.5. Va⇡i da je Mb

c

✓ M2
c

✓ Mu

c

✓ M
c

✓ Mloc

c

.

Primer 1.3.2. Jasno je da je svaki càdlàg martingal istovremeno i lokalni mar-
tingal (uzeti T n ⌘ n). Obrnuto u opxtem sluqaju, naravno, ne va⇡i.

Qesto je potrebno odrediti kada je lokalni martingal zapravo martingal.
Naredni jednostavan rezultat koji daje odgovor na to pita�e uk uquje maksimum
funkcije.

Neka je X?

t

= sup
st

|X
s

| i X? = sup
s

|X
s

|.
Teorema 1.3.11. [59] Neka je X lokalni martingal takav da je E[X?

t

] < 1 za svako
t � 0. Tada je X martingal. Ako je E[X?] < 1, tada je X uniformno integrabilni
martingal.

Jox neki dovo ni uslovi da lokalni martingal bude martingal mogu se na✏i
u [59].

Nada e ✏e se razmatrati neprekidni martingali, pa treba navesti jox neke
rezultate.

27



Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Propozicija 1.3.7. Ako je X neprekidan lokalni martingal sa X0 = 0, tada posto-
ji lokalizuju✏i niz vremena zaustav a�a (T n)

t�1 takvih da su procesi XT

n ograniqeni
martingali.

Poznato je da je (neprekidan zdesna) martingal X kvadratno integrabilan ako
va⇡i EX2

t

< 1. Sliqno, neprekidan zdesna adaptiran proces X se naziva lokalno

kvadratno integrabilni martingal ako je X0 = 0 i ako postoji lokalizuju✏i
niz vremena zaustav a�a (T n)

n�1 takav da je, za svako n, proces XT

n kvadratno
integrabilan martingal. Jasno je da su svi ti procesi lokalni martingali.

Iz Propozicije 1.3.7 neposredno sledi naredni rezultat.

Propozicija 1.3.8. Neka je X neprekidan lokalni martingal sa X0 = 0 skoro sigu-
rno. Tada je X tako�e lokalno kvadratno integrabilan proces.

Neke osobine lokalnih martingala su date u narednim rezultatima (vixe se
mo⇡e na✏i [59] i [60]).

Propozicija 1.3.9. 1) Lokalni martingal klase DL je martingal.
2) Lokalni martingal klase D je uniformno integrabilan martingal.
3) Svaki nenegativni lokalni martingal je supermartingal.

Iako lokalni martingali u opxtem sluqaju ne moraju imati konaqan drugi mo-
menat, mo⇡e se definisati kvadratna varijacija procesa. U nastavku se definixe
kvadratna varijacija za neprekidni lokalni martingal. Postupak se zasniva na
qi�enici da za lokalizuju✏i niz vremena zaustav a�a (T n)

n�1 proces XT

n ima
proces kvadratne varijacije u smislu Definicije 1.3.11.

Propozicija 1.3.10. Neka X 2 Mloc

c

. Tada postoji jedinstven (do na ekvivalent-
nost u smislu Definicije 1.1.7) neprekidan proces hXi sa skoro sigurno rastu✏im
trajektorijama tako da X2 � hXi 2 Mloc

c

.

Posledica 1.3.4. Ako X, Y 2 Mloc

c

, tada postoji jedinstven (do na ekvivalentnost)
neprekidan proces hX, Y i qije su trajektorije ograniqene varijacije skoro sigurno
tako da va⇡i XY � hX, Y i 2 Mloc

c

.

Propozicija 1.3.11. Neka X, Y 2 Mloc

c

i neka je T vreme zaustav a�a. Tada je
hX, Y iT = hXT , Y i = hXT , Y T i.

U narednoj lemi su date neke glavne osobine procesa kvadratne varijacije.

Lema 1.3.6. Neka su X, Y 2 Mloc

c

. Kvadratna varijacija i kovarijacija zadovo avaju
slede✏e osobine do na ekvivalentnost:
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

1) hX,Xi = hXi.
2) h·, ·i je simetriqna i linearna po svakom od agrumenata.

3) Za proizvo no ↵ 2 R, va⇡i h↵Xi = ↵2hXi.
4) hX + Y i = hXi+ 2hX, Y i+ hY i.

Naredni dobro poznati rezultat razmatra kako promena mere utiqe na oquva�e
osobina martingala.

Teorema 1.3.12. (Teorema Girsanova

13) Neka su verovatnosne mere P i Q ekviva-
lentne na F1. Neka je D = {D

t

, t � 0} martingal sa càdlàg trajektorijama, takav
da, za t � 0

D
t

=
dQ

dP
|F

t

.

Pretpostavimo da je D proces sa neprekidnim trajektorijama i L jedinstven ne-
prekidan lokalni martingal takav da D

t

= exp
�
L
t

� 1
2hL,Lit

�
. Tada, ako je M ne-

prikidan lokalni martingal u odnosu na P , proces M̃ = M � hM,Li je neprikidan
lokalni martingal u odnosu na Q.

Dokaz teoreme se mo⇡e na✏i u [60].

1.4 Prostor progresivnih procesa

Neka je (⌦,A, P ) fiksiran prostor verovatno✏a sa filtracijom F koja zadovo-
 ava uobiqajene uslove. Sve osobine navedene u ovom delu su definisane u odnosu
na filtraciju F (npr. adaptiranost).

Neka proces X zadovo ava uslove mer ivosti i neka je A proces sa konaqnom
varijacijom za koji je A0 = 0. Tada je

Z

[0,T ]

X
t

(!)dA
t

(!)

Lebeg-Stiltjesov integral po t (po svim trajektorijama). Navedeni integral ✏e
se qesto oznaqavati sa Z

[0,T ]

XdA.

13Igor Vladimirovich Girsanov, 1934-1967, ruski matematiqar
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Tako�e, koristi✏e se oznaka
R

T

0 umesto
R
[0,T ] ako proces A ima neprekidne trajek-

torije skoro sigurno.
Neka je, da e, M 2 M2

c

i hMi jedinstveni neprekidan rastu✏i proces takav da
je M2 � hMi martingal.

Primer 1.4.1. Ako je M proces Braunovog kreta�a na R, proces kvadratne varija-
cije hMi se ne razlikuje od procesa {t, t 2 R}.
Definicija 1.4.1. Za mer iv, adaptiran proces X definixe se, za svako T 2 [0,1),

||X||
M,T

=

✓
E

Z
T

0

X2
t

dhMi
t

◆1/2

=

✓Z
X21[0,T ]⇥⌦dµM

◆1/2

. (1.11)

Tada je

||X||
M

= ||X||
M,1 =

✓
E

Z 1

0

X2
t

dhMi
t

◆1/2

=

✓Z
X2dµ

M

◆1/2

. (1.12)

Mo⇡e se primetiti da je || · ||
M

, u stvari, L2-norma za Doleans meru.
Za dva mer iva, adaptirana procesa X i Y ka⇡e se da su (M)-ekvivalentni

ako je ||X � Y ||
M

= 0.
Neka je sa P oznaqena klasa progresivno mer ivih procesa za koje je ||X||

M,T

< 1 za svako T 2 [0,1).

Napomena 1.4.1. Doleans mera µ
M

na ([0,1)⇥ ⌦,B([0,1))⇥A) se definixe sa

µ
M

(A) =

Z

⌦

Z 1

0

1
A

(t,!)dhMi
t

(!)P (d!) = E

Z 1

0

1
A

dhMi. (1.13)

U terminima ove mere, na primer, va⇡i

E

Z
T

0

X2
t

dhMi
t

=

Z
X21[0,T ]⇥⌦dµM

.

Nije odmah jasno da li µ
M

iz (1.13) definixe meru na ([0,1)⇥⌦,B([0,1))⇥A).
Integral iz sredine jednakosti (1.13) je dobro definisan. Pita�e je da li je
dobijen izraz A-mer iv. Potrebno je i da oqekiva�e bude dobro definisano. Od-
govor je potvrdan ako je A disjunktna unija skupova oblika (a, b] ⇥ F za F 2 A.
Proxire�e od µ

M

kao mere na proizvod �-algebri B([0,1))⇥A sledi iz Karate-
odorijeve14 teoreme o produ⇡e�u mere.

14Constantin Carathéodory, 1873-1950, grqki matematiqar
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Napomena 1.4.2. Ako je vreme ograniqeno na [0, T ], funkcija || · ||
M,T

definixe L2-
normu na prostoru mer ivih adaptiranih procesa. Metrika je definisana sa d

M

(X, Y )

:= ||X � Y ||
M

. Procesi X i Y su ekvivalentni ako i samo ako je
R

T

0 (X � Y )2dhMi = 0
skoro sigurno za svako T 2 [0,1).

Da e, za klasu P, definixe se klasa P
T

za T 2 [0,1).

Definicija 1.4.2. Za T < 1 klasa P
T

je skup procesa X iz P za koje va⇡i X
t

= 0
za t > T . Klasa P1 je skup procesa X 2 P za koje je E

R1
0 X2dhMi < 1.

Napomena 1.4.3. Jasno je da proces X pripada klasi P
T

ako i samo ako je X
t

= 0 za
t > T i ||X||

M,T

< 1.

Napomena 1.4.4. Prethodno definisane klase, norme i metirke zavise od martin-
gala M . Ukoliko se u rezultatima pojav uju i drugi martingali, treba naglasiti
zavisnost od odre�enog martingala, na primer, treba pisati P

T

(M),P(M), itd.

Propozicija 1.4.1. Za T  1 klasa P
T

je Hilbertov prostor sa skalarnim proi-
zvodom

(X, Y )
T

= E

Z
T

0

XY dhMi,
ako se procesi X i Y za koje va⇡i ||X � Y ||

M,T

= 0 smatraju jednakim.

Na kraju, klasa P
T

se mo⇡e proxiriti tako xto se izostavi pretpostavka da
su oqekiva�a konaqna i oslabi uslov da je M 2 M2

c

.

Definicija 1.4.3. Za M 2 Mloc

c

klasa P? = P?(M) se definixe kao klasa progresiv-
nih procesa X sa osobinom da je

R
T

0 X2dhMi < 1 skoro svuda za sve T � 0.

Napomena 1.4.5. Ako M 2 Mloc

c

, tada postoji fundamentalan niz vremena zausta-
v a�a (Rn)

n�1 takav da MR

n 2 M2
c

. Ako je X 2 P?, tada ograniqena vremena zausta-
v a�a Sn = n ^ inf{t > 0 :

R
t

0 X
2dhMi � n} formiraju, tako�e, fundamentalan niz.

Vremena zaustav a�a T n = Rn ^ Sn su, tako�e, fundamentalan niz. Tada MT

n 2 M2
c

i procesi Xn definisani sa Xn

t

= X
t

1{tT

n} pripadaju klasi P(MT

n
).

U nastavku je navedena definicija elementarnih procesa (eng. simple processes).

Definicija 1.4.4. Proces se naziva elementaran (jednostavan ili stepenasti)
ako postoje strogo rastu✏i niz realnih brojeva t

n

sa t0 = 0 i t
n

! 1 i uniformno
ograniqen niz sluqajnih promen ivih ⇠

n

sa osobinom da je ⇠
n

F
tn-mer ivo za svako n,

tako da je

X
t

= ⇠01{0}(t) +
1X

n=1

⇠
n

1(tn,tn+1](t), t � 0.
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Glava 1. Sluqajni procesi sa neprekidnim parametrom

Klasa elementarnih procesa se oznaqava sa S.
Elementarni procesi su progresivni i ograniqeni. Ako M 2 M2

c

, tada elemen-
taran proces X pripada klasi P = P(M).

Naredni rezultat je bitan za konstrukciju stohastiqkog integrala.

Lema 1.4.1. Neka je X ograniqen progresivan proces. Tada postoji niz elementarnih
procesa (Xn)

n�1 takvih da za svako T 2 [0,1) va⇡i

lim
n!1

E

Z
T

0

(Xn

t

�X
t

)2dt = 0. (1.14)

Pomo✏u prethodne leme se dokazuje naredni rezultat.

Propozicija 1.4.2. Neka je M 2 M2
c

i neka postoji nenegativan progresivan proces
f takav da se hMi ne razlikuje od

R ·
0 fsds (ka⇡e se da je proces hMi skoro sigurno

apsolutno neprekidan). Tada je skup S elementarnih procesa gust u P u odnosu na
metriku d

M

definisanu u Napomeni 1.4.2.

Napomena 1.4.6. Navedeni rezultati se mogu pojaqati. Na primer, u prethodnoj
lemi se ne koristi progresivna mer ivost. Prostor S elementarnih procesa je,
tako�e, gust u skupu mer ivih procesa. Da e, ako se izostavi zahtev da je proces
hMi skoro sigurno apsolutno neprekidan, rezultat iz Propozicije i da e va⇡i, ali
je dokaz slo⇡eniji.

Za pisa�e ove glave, pored citiranih referenci, korix✏ena je i slede✏a li-
teratura [1], [2], [10], [11], [12], [16], [20], [23], [30], [35], [36], [37], [38], [40], [42],
[45], [46], [53], [58], [61], [65], [70].
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Glava 2

Stohastiqki integral

Neka je (⌦,A,F, P ) prostor sa filtracijom F = {F
t

, t � 0} koja zadovo ava
uobiqajene uslove.

Poznato je da se stohastiqki integral oblika
Z

[0,t]

XdM, (2.1)

gde su X = {X
t

, t � 0} i M = {M
t

, t � 0} stohastiqki procesi mo⇡e definisati kao
Lebeg1-Stiltjesov2 integral samo u sluqajevima kad proces M ima trajektorije
sa ograniqenim varijacijama na konaqnim intervalima. Poznati primer procesa
qije trajektorije nisu ograniqene varijacije na kompaktnim skupovima je proces
Braunovog kreta�a.

2.1 Konstrukcija stohastiqkog integrala

Poznato je da, osim u trivijalnim sluqajevima, trajektorije neprekidnih mar-
tingala nemaju ograniqene varijacije, pa se integrali ne mogu definisati po
trajektorijama u Lebeg-Stiltjesovom smislu. U ovom delu se razmatra integral
(2.1) za procese qije trajektorije nemaju ograniqene varijacije.

U literaturi, pri konstrukciji stohastiqkog integrala se polazi od stoha-
stiqkog integrala definisanog u odnosu na klasu neprekidnih kvadratno integra-
bilnih martingala. Prvo se definixe integral elementarnih procesa, koji imaju

1Henri Lebesgue, 1875-1941, francuski matematiqar
2Thomas Joannes Stieltjes, 1856-1894, holandski matematiqar
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Glava 2. Stohastiqki integral

sliqnu ulogu kao stepenaste funkcije kod Rimanovog3 integrala, a potom se uspo-
stav a�em izometrije izme�u Hilbertovih4 prostora dolazi do opxteg sluqaja
na naqin preciziran u Propoziciji 2.1.1. Tako definisan stohastiqki integral
se lako proxiruje na klase neprekidnih lokalnih martingala i semimartingala.
Preciznije definixe se integral (2.1), koji se jox naziva stohastiqki integral
Itoa5 procesa X po procesu M 2 M2

c

, kad je M semimartingal. Stohastiqka in-
tegracija po semimartingalima se mo⇡e shvatiti kao proxire�e Stiltjesovog
integrala po trajektorijama. Opxirnije se mo⇡e na✏i, na primer, u [41] i [60].

U ovom delu su izdvojene definicije i osobine stohastiqkih integrala, koje
✏e biti potrebne u nastavku (videti [5], [39], [53]).

Neka je X elementaran proces, tj. X 2 S. Stohastiqki integral
R
[0,t] XdM je

stohastiqki proces, oznaqava se sa X ·M , a za svako t se definixe kao sluqajna
veliqina

(X ·M)
t

=
1X

i=0

⇠
i

(M
t^ti+1 �M

t^ti). (2.2)

Za svako t 2 [0,1) postoji jedinstveno n = n(t) takvo da je t
n

 t < t
n+1, pa se izraz

(2.2) mo⇡e napisati u obliku

(X ·M)
t

=
n�1X

i=0

⇠
i

(M
ti+1 �M

ti) + ⇠
n

(M
t

�M
tn). (2.3)

Mo⇡e se pokazati, na sliqan naqin kao u klasiqnoj teoriji Lebegove integra-
cije, da izraz (2.2) za proces (X ·M)

t

ne zavisi od izbora reprezentacije za proces
X. Mo⇡e se primetiti da izraz (2.3) predstav a proces (X ·M)

t

kao martingalnu
transformaciju, tako da se mogu opisati neke osobine stohastiqkog integrala.

Propozicija 2.1.1. Neka je X 2 S i M 2 M2
c

. Tada je proces X ·M neprekidan kva-
dratno integrabilni martingal qija je poqetna vrednost nula, a proces kvadratne
varijacije jednak

hX ·Mi =
Z ·

0

X2
u

dhMi
u

(2.4)

i

E(X ·M)2
t

= E

Z
t

0

X2
u

dhMi
u

. (2.5)

3Bernhard Riemann, 1826-1866, nemaqki matematiqar
4David Hilbert, 1862-1943, nemaqki matematiqar
5Kiyosi Itô, 1915-2008, japanski matematiqar
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Glava 2. Stohastiqki integral

Tako se, za svako fiksirano t, preslikava�e

I
t

: X ! (X ·M)
t

mo⇡e posmatrati kao linearni operator na prostoru elementarnih procesa koji
imaju vrednost nula posle t sa vrednostima u L2(⌦,F

t

, P ). Sledi da je ||X · M ||
t

=
||X||

M,t

, gde je || · ||
t

iz Definicije 1.3.10, a || · ||
M,t

iz Definicije 1.4.1. Tada je I
t

izometrija izme�u S i potprostora Img(I
t

) od M2
c

. Za norme tako�e va⇡i ||X ·M || =
||X||

M

.

Navedena definicija stohastiqkog integrala se proxiruje na klasu P progre-
sivnih procesa aproksimacijom proizvo nog procesa iz P pomo✏u niza elemen-
tarnih procesa.

Teorema 2.1.1. Neka je M 2 M2
c

. Za sve X 2 P postoji jedinstven (do na ekviva-
lentnost) proces X ·M 2 M2

c

takav da ||Xn ·M�X ·M || ! 0 za svaki niz (Xn)
n2N 2 S

takav da ||Xn �X||
M

! 0, kad n ! 1. Kvadratna varijacija tog procesa je data sa
(2.4) i taj proces se naziva stohastiqki integral Itoa procesa X po procesu M .

Do sada je razmatran stohastiqki integral za X 2 P i M 2 M2
c

. Definicija
stohastiqkog integrala se proxiruje na procese koji navedene osobine imaju u
lokalnom smislu.

Neka je M neprekidni lokalni martingal, M 2 Mloc

c

. Klasa P? je ekvivalentna
klasi progresivno mer ivih procesa X takvih da je

R
T

0 X2dhMi < 1 skoro sigur-
no za svako T 2 [0,1) (videti Definiciju 1.4.3). Kao xto je navedeno u Poglav u
1.5, za lokalne martingale postoje procesi kvadratne varijacije i kvadratne ko-
varijacije.

Teorema 2.1.2. Neka je M 2 Mloc

c

i X 2 P?(M). Tada postoji jedinstven lokalni
martingal X ·M takav da, za sve N 2 Mloc

c

, va⇡i

hX ·M,Ni =
Z ·

0

XdhM,Ni. (2.6)

Taj lokalni martingal se naziva stohastiqki integral od X po M .

Semimartingali predstav aju najxiru klasu procesa za koju je definisan sto-
hastiqki integral. Semimartingale su definisali Doleans-Dade i Mejer 1970.
godine.

Pretpostav a se, kao i obiqno, da filtracija F na prostoru verovatno✏a
(⌦,A, P ) zadovo ava uobiqajene uslove.
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Glava 2. Stohastiqki integral

Definicija 2.1.1. Proces X se naziva (neprekidan) semimartingal ako se mo⇡e
predstaviti u obliku

X = X0 + A+M, (2.7)

gde je M 2 Mloc

c

, A neprekidan proces sa trajektorijama konaqne varijacije (na ko-
naqnim intervalima) i A0 = 0 skoro sigurno.

Jednakost (2.7) se naziva semimartingalna dekompozicija procesa X.
Poznato je da se mnogi fiziqki sistemi prikazuju kao dekompozicija signala

(proces sa konaqnom varijacijom) i xuma (lokalni martingal) [60].
Prema konstrukciji, neprekidni semimartingali imaju neprekidne trajekto-

rije. Mogu✏e je definisati i pojam semimartingala sa càdlàg trajektorijama.
U nastavku ✏e se raditi samo sa neprekidnim semimartingalima, pa ✏e nekad

napomena o neprekidnosti biti izostav ena.

Napomena 2.1.1. Dekompozicija (2.7) je jedinstvena do na ekvivalentnost. To sledi
iz qi�enice da su neprekidni lokalni martingali koji imaju ograniqenu varijaciju
skoro sigurno konstantni u vremenu.

Mo⇡e se primetiti da je svaki neprekidan submartingal semimartingal i da
se �egova semimartingalna dekompozicija poklapa sa Dub-Mejerovom dekompozi-
cijom.

Definicija 2.1.2. Neka su X i Y semimartingali sa semimartingalnim dekom-
pozicijama X = X0 + A +M i Y = Y0 + B + N gde su M i N lokalni martingali, a
A i B procesi konaqne varijacije. �ihov kvadratni kovarijacioni proces hX, Y i se
definixe kao hM,Ni. Ako je X = Y , pixe se hXi umesto hX,Xi za proces kvadratne
varijacije od X.

Kod definisa�a kvadratne varijacije i kovarijacije izostav a se deo semi-
martingala koji se odnosi na konaqnu varijaciju xto opravdava Propozicija 2.1.2
u nastavku.

Treba napomenuti da sve osobine kvadratne varijacije iz Leme 1.3.6 va⇡e i
za semimartingale.

Data definicija od hX, Y i za semimartingale poklapa se sa intuitivnim
shvata�em kvadratne kovarijacije.

Propozicija 2.1.2. Ako je (⇧n)
n2N niz podela intervala [0,1) za koju ||⇧n|| ! 0 kad

n ! 1, tada, za svako T > 0, va⇡i

sup
tT

|V
t

(X, Y ;⇧n)� hX, Y i
t

| P! 0, n ! 1,
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Glava 2. Stohastiqki integral

gde za svaku podelu ⇧ va⇡i V
t

(X, Y ;⇧) =
P�

X
tk+1

�X
tk

� �
Y
tk+1

� Y
tk

�
, pri qemu se

sabira po t
k

, t
k+1 2 ⇧ \ [0, t].

Definicija 2.1.3. Progresivan proces Y je lokalno ograniqen ako postoji loka-
lizuju✏i niz (T n)

n2N takav da je zaustav en proces Y T

n ograniqen.

Jasno je da su svi neprekidni procesi lokalno ograniqeni i da lokalno ogra-
niqeni procesi pripadaju klasi P?(M) za sve neprekidne lokalne martingale M .
Xtavixe, za lokalno ograniqene procese Y i neprekidne procese A koji su ogra-
niqene varijacije, Lebeg-Stiltjesovi integrali

R
t

0 Ys

(!)dA(!) po trajektorijama
su skoro svuda definisani za svako t > 0 i konaqni su skoro sigurno.

Definicija 2.1.4. Neka je Y lokalno ograniqen proces i X semimartingal sa de-
kompozicijom (2.7). Tada se stohastiqki integral procesa Y po X definixe sa

Y ·M +

Z ·

0

Y dA.

Prvi integral je stohastiqki integral u smislu Teoreme 2.1.2, a drugi je
Lebeg-Stiltjesov integral. Nada e ✏e se sa

R ·
0 Y dX ili Y ·X oznaqavati stoha-

stiqki integral Y po X.
Kako je dekompozicija semimartingala (2.7) jedinstvena, proces Y ·X je jedno-

znaqno odre�en. Proces Y ·X je tako�e semimartingal i

Y ·X = Y · A+ Y ·M
je �egova jedinstvena semimartingalna dekompozicija. Zaista, Y · M je lokalni
martingal i Y · A ima trajektorije ograniqene varijacije. Proces totalne vari-
jacije V (Y ·M) je odre�en sa

V (Y ·M)
t

= (|Y | · V (A))
t

,

koji je skoro sigurno konaqan, gde je V (A) totalna varijacija procesa A.
Prema tome, za dva semimartingala X1 i X2 i dva lokalno ograniqena procesa

Y1 i Y2 va⇡i
hY1 ·X1, Y2 ·X2i = (Y1Y2) · hM1,M2i,

gde je M
i

lokalni martingalni deo procesa X
i

, i = 1, 2. Va⇡i i hY1 · X1, Y2 · X2i =
(Y1Y2) · hX1, X2i.

Naredni rezultat predstav a teoremu o dominantnoj konvergenciji za stoha-
stiqki integral.
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Glava 2. Stohastiqki integral

Propozicija 2.1.3. Neka je X = A + M dekompozicija neprekidnog semimartinga-
la X, a {Ln, n � 1} i L lokalno ograniqeni progresivni procesi i K nenegativan
progresivan proces. Pored toga, neka za t > 0 skoro sigurno va⇡i

1) Ln

s

�! L
s

, kad n �! 1 za svako s 2 [0, t],
2) |Ln

s

|  K
s

za svako n � 1 i s 2 [0, t],
3)

R
t

0 (Ks

)2 dhM,Mi
s

< 1 i
R

t

0 Ks

|dA
s

| < 1.
Tada Z

t

0

Ln

s

dX
s

�!
Z

t

0

L
s

dX
s

,

u verovatno✏i kad n ! 1.

Na kraju ovog dela, naveden je i rezultat koji se odnosi na reprezentaciju
martingala preko stohastiqkih integrala. Naime, u specijalnom sluqaju, kada se
posmatra prirodna filtracija procesa Braunovog kreta�a na ⌦, mo⇡e se pokazati
da se svi martingali mogu predstaviti u obliku stohastiqkih integrala u odnosu
na posmatrani proces Braunovog kreta�a.

Teorema 2.1.3. Neka je F = {F
t

, t � 0} prirodna filtracija procesa Braunovog kre-
ta�a W = {W

t

, t � 0} sa poqetkom u nuli. Tada za svaku L2 sluqajnu veliqinu Z iz
(⌦,F1, P ) postoji jedinstven progresivan proces h 2 P(W ) takav da va⇡i

Z = E[Z] +

Z 1

0

h
s

dW
s

.

Stoga, za svaki L2 ograniqen (lokalni) martingal M postoji jedinstven proces
h 2 (P?(W )) P(W ) i konstanta C 2 R tako da

M
t

= C +

Z
t

0

h
s

dW
s

.

2.2 Formula Itoa

U narednoj teoremi je data formula Itoa, jedan od najpoznatijih rezultata u
stohastiqkoj analizi.

Teorema 2.2.1. Neka je X semimartingal i f dva puta neprekidno diferencijabilna
funkcija na R. Tada je f(X) neprekidan semimartingal i va⇡i

f(X
t

) = f(X0) +

Z
t

0

f 0(X)dX +
1

2

Z
t

0

f 00(X)dhXi, skoro sigurno (t � 0). (2.8)
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Glava 2. Stohastiqki integral

Treba primetiti da za Vinerov proces va⇡i (dW
t

)2 = dt, a kako je hXi
t

= (dX
t

)2,
sledi da je formula Itoa u sluqaju kada funkcija f zavisi od Vinerovog procesa
data sa

f(W
t

) = f(W0) +

Z
t

0

f 0(W
s

)dW
s

+
1

2

Z
t

0

f 00(W
s

)ds, skoro sigurno (t � 0).

Formula Itoa pokazuje da neprekidan semimartingal preslikan glatkom funk-
cijom ostaje neprekidan semimartingal, qija je dekompozicija data preko stoha-
stiqkih integrala.

Prvi integral u formuli (2.8) je u smislu Definicije 2.1.4. Za lokalni mar-
tingalni deo M semimartingala X, integral f 0(X) ·M je dobro definisan, jer je
f 0(X) neprekidan i prema tome lokalno ograniqen. Xtavixe, to je neprekidan lo-
kalni martingal. Za deo ograniqene varijacije A procesa X integral

R ·
0 f

0(X)dA
se shvata u smislu Lebeg Stiltjesovog integrala (po trajektorijama) i to je pro-
ces sa konaqnom varijacijom kao xto je i integral

R ·
0 f

00(X)dhXi. Sledi da je f(X)
neprekidni semimartingal, a �egov lokalni martingalni deo je f 0(X) ·M .

Formula (2.8) se qesto prikazuje u diferencijalnom obliku

df(X
t

) = f 0(X
t

)dX
t

+
1

2
f 00(X

t

)dhXi
t

, t � 0

ili
df(X) = f 0(X)dX +

1

2
f 00(X)dhXi.

Ako je T konaqno vreme zaustav a�a, u formuli (2.8) mo⇡e se t zameniti sa T .
Formula (2.8) tako�e va⇡i za T ^ t za proizvo no vreme zaustav a�a T .

Formula Itoa va⇡i i u vixedimenzionom sluqaju.
Ako je X = (X1, . . . , Xd) semimartingal dimenzije d i f : Rd ! R dva puta

neprekidno diferencijabilna funkcija po svakom argumentu, tada je

f(X
t

) = f(X0) +
dX

i=1

Z
t

0

@f

@x
i

(X)dX i +
1

2

dX

i,j=1

Z
t

0

@2f

@x
i

@x
j

(X)dhX i, Xji. (2.9)

Mo⇡e se primetiti da su u ovom izrazu parcijalni izvodi drugog reda po-
trebni samo ako obe odgovaraju✏e komponente X i i Xj imaju martingalne delove
razliqite od nule.

Specijalno, ako je W = (W 1, . . . ,W d) Vinerov proces dimenzije d i f : Rd ! R
dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija po svakom argumentu, tada je

f(W
t

) = f(W0) +
dX

i=1

Z
t

0

@f

@x
i

(W
s

)dW i

s

+
1

2

Z
t

0

�f(W
s

)ds, (2.10)
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gde je �f(W ) laplasijan funkcije f , definisan sa �f =
P

d

i=1
@

2
f

@x

2
i
.

Za pisa�e ove glave, pored citiranih referenci, korix✏ena je i slede✏a li-
teratura [5], [6], [23], [26], [27], [28], [29], [31],[37], [39], [40], [41], [42], [48], [49],
[53], [55], [58], [59] [65], [68], [70].
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Glava 3

Stohastiqke diferencijalne

jednaqine

3.1 Stohastiqke diferencijalne jednaqine Itoa

Ovaj deo rada je posve✏en stohastiqkim diferencijalnim jednaqinama, koje su
motivisale Itoa na konstrukciju stohastiqkog integrala. Navedene su osnovne
definicije, kao i rezutati koji se odnose na neke od osobina rexe�a stohastiqkih
diferencijalnih jednaqina, koje ✏e biti razmatrane u narednom poglav u.

Poznato je da se pomo✏u diferencijalnih jednaqina mo⇡e modelirati evolu-
cija fiziqkih sistema. Me�utim, ukoliko se posmatraju i sluqajne perturbacije
posmatranog sistema, tada se u jednaqinu dodaje qlan koji predstav a sluqajni
xum, najqex✏e oblika �dW

t

, gde je W = {W
t

, t � 0} Vinerov proces (Braunovo kre-
ta�e), a � konstanta koja predstav a intenzitet xuma. Ono xto Vinerov proces
qini pogodnim za ovakva modelira�a je �egova osobina nezavisnosti priraxtaja,
xto odgovara pretpostavci da su sluqajne perturbacije posmatrane na disjunkt-
nim intervalima nezavisne.

Stohastiqka diferencijalna jednaqina nepoznatog n-dimenzionog procesa
X = {X

t

, t 2 [↵, �]} sa poqetnim uslovom X
↵

= X0 data je sa

dX
t

= a (t,X
t

) dt+ b (t,X
t

) dW
t

, t 2 [↵, �], X
↵

= X0, (3.1)

gde je W m-dimenzioni Vinerov proces, X0 n-dimenziona sluqajna promen iva
stohastiqki nezavisna od procesa W , u smislu da su sluqajne veliqine W

t

i X0

stohastiqki nezavisne za svako t � 0 i gde su a : [↵, �]⇥ Rn ! Rn i b : [↵, �]⇥ Rn !
Rn ⇥ Rm nesluqajne Borel mer ive funkcije u svojim domenima. Jednaqina (3.1)
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Glava 3. Stohastiqke diferencijalne jednaqine

je stohastiqka diferencijalna jednaqina Itoa nepoznatog procesa X = {X
t

,
t 2 [↵, �]} sa poqetnim uslovom X

↵

= X0. Jednaqina (3.1) se mo⇡e skra✏eno zapisati
u obliku

dX
t

= a
t

(X
t

) dt+ b
t

(X
t

) dW
t

, X
↵

= X0

ili
dX = a (X) dt+ b (X) dW, X

↵

= X0.

Prema definiciji stohastiqkog diferencijala, jednaqina (3.1) je ekvivalentna
slede✏oj stohastiqkoj diferencijalnoj jednaqini u integralnom obliku

X
t

= X0 +

Z
t

↵

a (s,X
s

) ds+

Z
t

↵

b (s,X
s

) dW
s

, t 2 [↵, �]. (3.2)

Jasno, rexe�a jednaqina (3.1) i (3.2) su stohastiqki ekvivalentna.
U nastavku ✏e se razmatrati infinitezimalna interpretacija koeficijenata

a i b. Neka proces X ima stohastiqki diferencijal (3.1) i neka je stohastiqki
integral kvadratno integrabilni martingal.

Tada je

E [X
t+h

�X
t

| F
t

] = E

Z
t+h

t

a (s,X
s

) ds

����Ft

�
.

Za dovo no malo h ovaj izraz je ,,pribli⇡no” jednak a(t,X
t

)h. Uslovna disperzija
od X

t+h

�X
t

u odnosu na F
t

je

E

"✓Z
t+h

t

b (s,X
s

) dW
s

◆2
�����Ft

#
= E

Z
t+h

t

b2 (s,X
s

) ds

����Ft

�
,

xto se za malo h aproksimira sa b2(t,X
t

)h. Tako koeficijent a u jednaqini (3.1)
govori o pravcu u kojem se X

t

me�a, a koeficijent b o varijansi tih promena.
Funkcija a se naziva koeficijent prenosa - drift koeficijent, a b koeficijent
difuzije ove jednaqine.

Proces X se naziva rexe�e stohastiqke diferencijalne jednaqine sa poqetnim
uslovom X0 ako zadovo ava jednaqinu (3.1) i ako je X

↵

= X0.
U da em radu ✏e se razmatrati dve vrste rexe�a stohastiqke diferencijalne

jednaqine (3.1): strogo i slabo rexe�e. Originalni rezultati ove disertacije,
izlo⇡eni u Glavi 4, odnose se na slaba rexe�a stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina.

Neka je sa F
t

oznaqena �-algebra generisana sa X0 i {W
s

, s  t}

F
t

= �{X0,Ws

, s  t}.
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Sledi da je W
t

mer ivo u odnosu na F
t

i da je W
t

� W
s

nezavisno od F
s

za sve
t � s. Tako je Vinerov proces W adaptiran u odnosu na {F

t

, t � 0} i X0 je sluqajna
promen iva mer iva u odnosu na F

↵

.

Definicija 3.1.1. Mer iv sluqajan proces X = {X
t

, t 2 [↵, �]} je strogo rexe�e

stohastiqke diferencijalne jednaqine (3.1) ako
a) X

t

je F
t

-mer ivo za svako t 2 [↵, �];
b) za a(t) = a (t,X

t

) i b(t) = b (t,X
t

) va⇡i
Z

�

↵

|a(t)|dt < 1,

Z
�

↵

|b(t)|2dt < 1 skoro sigurno;

v) X
↵

= X0 skoro sigurno;
g) jednaqina (3.2) je skoro sigurno zadovo ena za svako t 2 [↵, �].

Kako je dX
t

= a(t)dt+ b(t)dW
t

skoro sigurno za svako t 2 [↵, �], to je, prema tome,
stohastiqki diferencijal procesa X.

Zbog uslova a) i b) prethodne definicije, integrali na desnoj strani jednaqi-
ne (3.2) su dobro definisani. Zaista, kako je a mer iva i apsolutno integrabil-
na funkcija saglasna sa filtracijom F

t

, integral
R

t

↵

a(s)ds postoji kao Lebegov
integral sa parametrom ! 2 ⌦, tj. kao sluqajan proces saglasan sa tom filtraci-
jom. Kako je b 2 P, integral

R
t

↵

b (s) dW
s

je stohastiqki integral Itoa saglasan sa
filtracijom {F

t

, t 2 [↵, �]}. Kako su oba integrala jedinstveno odre�ena do na sto-
hastiqku ekvivalentnost, proces X je odre�en do na stohastiqku ekvivalentnost
i saglasan sa filtracijom {F

t

, t 2 [↵, �]}. Pored toga, stohastiqki integral Itoa
u (3.2) je skoro sigurno neprekidan proces, a to va⇡i i za Lebegov integral zbog
apsolutne integrabilnosti funkcije a. Otuda je proces X

t

stohastiqki ekvivalen-
tan sa skoro sigurno neprekidnim procesom na desnoj strani jednakosti (3.2). Po
Teoremi Duba proces X ima separabilnu i mer ivu modifikaciju, tako da se pod
strogim rexe�em stohastiqke diferencijalne jednaqine (3.1) odnosno (3.2) uvek
podrazumeva da se radi o skoro sigurno neprekidnom, mer ivom i separabilnom
procesu.

Jednaqina (3.1) ima jedinstveno strogo rexe�e ako za bilo koja dva rexe�a
{X1

t

, t 2 [↵, �]} i {X2
t

, t 2 [↵, �]} va⇡i

P{X1
t

= X2
t

, za svako t 2 [↵, �]} = 1.

Skoro sigurna jedinstvenost strogog rexe�a u suxtini znaqi jedinstvenost
skoro svih trajektorija tog rexe�a.
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Teorema 3.1.1. (videti [47]) (Teorema egzistencije i jedinstvenosti rexe�a)
Neka je W = {W

t

, t � 0} m-dimenzioni Vinerov proces i X0 sluqajna promen iva
nezavisna od W . Neka su funkcije a : [↵, �]⇥Rn ! Rn i b : [↵, �]⇥Rn ! Rn⇥Rm mer ive
i neka zadovo avaju globalni Lipxicov1 uslov i uslov ograniqenog rasta po drugom
argumentu, tj. neka postoji konstanta C > 0 tako da za svako (t, x), (t, y) 2 [↵, �]⇥Rn

va⇡i

|a(t, x)� a(t, y)|+ |b(t, x)� b(t, y)|  C|x� y|,
|a(t, x)|2 + |b(t, x)|2  C2(1 + |x|2).

Tada postoji jedinstveno skoro sigurno neprekidno strogo rexe�e X = {X
t

, t 2 [↵, �]}
stohastiqke diferencijalne jednaqine (3.1) za koje va⇡i

E sup
t2[↵,�]

|X
t

|2 < 1.

Prethodna teorema daje samo dovo ne uslove egzistencije i jedinstvenosti
strogog rexe�a.

Pored strogog rexe�a uvodi se i pojam slabog rexe�a stohastiqke dife-
rencijalne jednaqine.

Definicija 3.1.2. Stohastiqka diferencijalna jednaqina (3.1) sa poqetnim uslo-
vom X0 koje ima funkciju raspodele F (x) ima slabo rexe�e (ili rexe�e u slabom

smislu) ako postoje prostor verovatno✏a (⌦,A, P ), filtracija F = {F
t

, t 2 [↵, �]},
skoro sigurno neprekidan n-dimenzioni proces X = {X

t

, t 2 [↵, �]} i m-dimenzioni
Vinerov proces W = {W

t

, t 2 [↵, �]} tako da va⇡e uslovi b) i g) Definicije 3.1.1 i da
je P{! : X

↵

(!)  x} = F (x).

Mo⇡e se primetiti bitna razlika izme�u koncepata strogog i slabog rexe�a,
pri qemu se zbog jednostavnosti pretpostav a da je X0 = 0. Kad se govori o
strogom rexe�u, to implicira da su unapred dati prostor verovatno✏a (⌦,A, P ),
filtracija F = {F

t

, t 2 [↵, �]} i standardni Vinerov proces W = {W
t

, t 2 [↵, �]}.
Ako je u tom sluqaju F

t

= FW

t

, tada je proces X = {X
t

, t 2 [↵, �]} takav da je
sluqajna promen iva X

t

za svako t mer iva u odnosu na FW

t

(tj. X
t

je odre�eno
preko ,,proxlih” vrednosti Vinerovog procesa). Tako za strogo rexe�e va⇡i

FX

t

✓ FW

t

, t 2 [↵, �].

1Rudolf Lipschitz, 1832-1903, nemaqki matematiqar
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Kad se govori o slabom rexe�u jednaqine (3.1), sa unapred datim neantici-
piraju✏im funkcijama a(t, x) i b(t, x), pretpostav a se tada da se mo⇡e konstru-
isati prostor verovatno✏a (⌦,A, P ), filtracija F = {F

t

, t 2 [↵, �]} i standardni
Vinerov proces W = {W

t

, t 2 [↵, �]} za koje je jednaqina (3.2) zadovo ena skoro
sigurno. U mnogim sluqajevima kad slabo rexe�e postoji va⇡i F

t

= FX

t

, pa je
W = {W

t

, t 2 [↵, �]} Vinerov proces u odnosu na filtraciju FX = {FX

t

, t 2 [↵, �]}.
Dakle, u tom sluqaju je

FW

t

✓ FX

t

, t 2 [↵, �].

Iz Definicije 3.1.2 sledi da je slabo rexe�e, u stvari, sistem (⌦,A,F, P,W,X).
Me�utim, u praksi se slabim rexe�em naziva proces X, a podrazumeva ovaj skup
objekata. Drugim reqima, za odre�iva�e slabog rexe�a je potrebno konstruisati
verovatnosni prostor na kome postoji rexe�e. Jedan tako konstruisan prostor
je dovo an za postoja�e slabog rexe�a, dok postoja�e strogog podrazumeva da
rexe�e mo⇡e da se definixe za svako Braunovo kreta�e i svaku filtraciju.

Strogo rexe�e stohastiqke diferencijalne jednaqine je naravno i slabo re-
xe�e te jednaqine, dok obrnuto ne va⇡i u opxtem sluqaju.

Definicija 3.1.3. Stohastiqka diferencijalna jednaqina (3.1) ima jedinstveno

slabo rexe�e ako se za bilo koja dva slaba rexe�a

(⌦,A,F, P,W,X) i
�
⌦,A,F, P ,W,X

�

raspodele procesa X = {X
t

, t 2 [↵, �]} i X = {X
t

, t 2 [↵, �]} poklapaju, tj.

µ
X

(A) = µ
X

(A), A 2 B,

gde je
µ
X

(A) = P{! : X 2 A}, µ
X

(A) = P{! : X 2 A}.
Jedinstvenost slabog rexe�a se naziva jox i jedinstvenost u zakonu.
Stohastiqka diferencijalna jednaqina je rexiva (efektivno rexiva) ako se

�eno rexe�e mo⇡e izraziti pomo✏u Lebegovih i Itovih integrala. Veoma je mali
broj rexivih stohastiqkih diferencijalnih jednaqina. To su pre svega linearne
stohastiqke diferencijalne jednaqine i one koje se odre�enim transformacijama
svode na �ih.

U nastavku rada, glavni predmet razmatra�a ✏e biti slaba rexe�a stohasti-
qke diferencijalne jednaqine i uslovi za �ihovu slabu jedinstvenost.
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3.2 Stohastiqke diferencijalne jednaqine sa semi-

martingalima

Stohastiqka diferencijalna jednaqina nepoznatog d-dimenzionog procesa
X = {X

t

, t � 0} je data sa

X
t

= K
t

+

Z
t

0

u
s

(X)dZ
s

, (3.3)

gde je Z = {Z
t

, t � 0} m-dimenzioni semimartingal, K = {K
t

, t � 0} d-dimenzioni
proces koji predstav a poqetnu vrednost i {u

t

(X), t � 0} d⇥m-dimenzioni proces
koji zavisi od trajektorija procesa X. Ovu jednaqinu su uveli Doleans-Dade [10]
i Proter [59].

U nastavku ✏e biti razmatran jednostavniji oblik stohastiqke diferencijalne
jednaqine nepoznatog d-dimenzionog procesa X = {X

t

, t � 0}

dX
t

= u
t

(X)dZ
t

, X0 = x, (3.4)

gde je Z = {Z
t

, t � 0} m-dimenzioni semimartingal, a {u
t

(X), t � 0} prediktabilan
d⇥m-dimenzioni proces koji zavisi od trajektorija procesa X, tj. razmatra✏e se
jednaqina (3.3) sa K = 0. Ovaj sluqaj je zanim iv jer su rexe�a jednaqine (3.4)
semimartingali, dok rexe�a jednaqine (3.3) ne moraju nu⇡no biti semimartin-
gali.

Prostor verovatno✏a (⌦̂, Â, P̂ ) je proxire�e prostora verovatno✏a (⌦,A, P )
ako postoji mer iva surjektivna funkcija

f : (⌦̂, Â) �! (⌦,A)

takva da je
P̂ f�1 = P na A.

Oba prostora verovatno✏a moraju imati istu vremensku osu I. Za filtracije
G = {G

t

, t 2 I}, H = {H
t

, t 2 I} i J = {J
t

, t 2 I} na istom prostoru verovatno✏a
(⌦,A, P ), va⇡i

Ĝ
t

= {f�1(A) : A 2 G
t

}, Ĥ
t

= {f�1(A) : A 2 H
t

}, Ĵ
t

= {f�1(A) : A 2 J
t

}.
Va⇡no je napomenuti da mogu postojati filtracije na prostoru verovatno✏a
(⌦̂, Â, P̂ ) koje nisu definisane kao inverzne slike neke filtracije iz original-
nog prostora verovatno✏a (⌦,A, P ). Tako�e, treba primetiti da va⇡i Â 6= f�1(A).
(videti [33]).
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Kako ✏e se u da em radu qesto razmatrati razna proxire�a prostora verova-
tno✏a ili ✏e se me�ati filtracije, a definicije nekih procesa direktno zavise
od filtracija, korisno je podse✏a�e na neke poznate rezultate.

Lema 3.2.1. Neka je G podfiltacija od F (tj. G
t

⇢ F
t

za svako t � 0) i neka je X
d-dimenzioni semimartingal u odnosu na F koji je adaptiran u odnosu na G. Tada je
X semimartingal u odnosu na G.

Lema 3.2.2. Proces X je semimartingal (respektivno, lokalni martingal) na (⌦,A,
F, P ) ako i samo ako je X̂ = X � f semimartingal (respektivno, lokalni martingal)
na (⌦̂, Â, F̂, P̂ ).

U nastavku se pretpostav a da je dat poqetni uslov x 2 Rd i F-prediktabilan
d⇥m-dimenzioni proces u = {u

t

(X), t � 0}.
Neka je (⌦?,A?,F?, P ?) prostor sa filtracijom na kome je definisan m-dimenzi-

oni semimartingal Z? = {Z?

t

, t � 0}.
Definicija 3.2.1. Strogo rexe�e jednaqine (3.4) na sistemu (⌦?,A?,F?, P ?, Z?) je
desno neprekidni d-dimenzioni proces X? = {X?

t

, t � 0} sa levim graniqnim vredno-
stima adaptiran u odnosu na kompletnu filtraciju F? takav da ako je

 : ⌦? ! ⌦

definisano sa
Z �  = Z?, X �  = X?

i
u? = u �  ,

tada je u?i, za svako i  d, prediktabilan proces za koji mo⇡e da se definixe sto-
hastiqki integral po Z? i

X?i = xi +

Z
u?idZ?.

Definicija 3.2.2. Slabo rexe�e jednaqine (3.4) je verovatnosna mera P na pro-
storu (⌦,A) za koju postoji rexe�e X? na sistemu (⌦?,A?,F?, P ?, Z?) koji generixe
jednaqinu, takva da je P = P ? �  �1.

⌘akod2 i Memin3 (videti [34]) su, uvo�e�em proxire�a prostora verovatno✏a,
izuqavali postojanost i jedinstvenost rexe�a jednaqine (3.4). �ihove rezultate
je generalizovao Lebedev4 [44].

2Jean Jacod, 1944– , francuski matematiqar
3Jean Mémin, francuski matematiqar
4Vyacheslav Ivanovich Lebedev, 1930-2010, ruski matematiqar
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U narednoj glavi ✏e biti izlo⇡en jox jedan pristup za definisa�e slabog
rexe�a stohastiqke diferencijalne jednaqine (3.4) koji je uveo Mikland [57], a
koji se zasniva na teoriji uzroqnosti. Preciznije, glavni rezultati iz Glave
4 koji se odnose na jedinstvenost slabog rexe�a stohastiqkih diferencijalnih
jednaqina ovog tipa ✏e biti zasnovani na pristupu koji je razvio Mikland [57],
a koji podrazumeva odre�iva�e verovatnosne mere P na prostoru (⌦,A) tako da
je dati proces X rexe�e jednaqine u odnosu na dati proces Z i u literaturi je
poznat kao martingalni problem.

Za pisa�e ove glave, pored citiranih referenci, korix✏ena je i slede✏a li-
teratura [15], [20], [27], [28], [29], [33], [34], [42], [44], [47], [58], [59].
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Glava 4

Uzroqnost, stohastiqka

predvidivost i primene

U ovoj glavi se razmatraju razliqiti oblici zavisnosti izme�u sluqajnih
pojava koji su definisani preko poznatog koncepta uslovne nezavisnosti. Preci-
znije, u Poglav u 4.1 se navodi poznata relacija uzroqnosti koju je definisao
Mikland [57], a koja se nada e koristi. Zatim je definisan novi koncept zavi-
snosti pod nazivom uzroqna predvidivost. U Poglav u 4.2 je definisana uzroqna
predvidivist izme�u filtracija, a u Poglav u 4.3 uzroqna predvidivost izme-
�u sluqajnih procesa i filtracija. Navedeni su razliqiti alternativni oblici
definisa�a uvedenih relacija, �ihove osobine i veze sa poznatim oblicima za-
visnosti u teoriji sluqajnih procesa.

Dati su i primeri primene uzroqne predvidivosti za ispitiva�e jedinstveno-
sti slabih rexe�a stohastiqkih diferencijalnih jednaqina Itoa i stohastiqkih
diferencijalnih jednaqina sa semimartingalima (Poglav e 4.3), primene u fi-
nansijskoj matematici (Poglav e 4.4) i u statistici (Poglav e 4.5).

Rezultati iz Poglav a 4.2, 4.3, 4.4 i 4.5 predstav aju originalne nauqne re-
zultate ove doktorske disertacije koji su publikovani u [50], [52], [51] i [67].

4.1 Razliqiti koncepti uzroqnosti u neprekidnom

sluqaju

Neka je (⌦,A,F, P ) prostor s filtracijom, gde je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a,
a F = {F

t

, t 2 I} filtracija, tj. F
t

je skup svih doga�aja u modelu do vremena
t uk uquju✏i i vreme t, a predstav a podfiltraciju od A. Ukupna informacija
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F1 data sa F je definisana kao F1 =
W
t2I

F
t

. Nada e ✏e se pretpostav ati da

filtracija F zadovo ava uobiqajene uslove (tj. da je neprekidna zdesna i da
je kompletna, videti [15]). Parametarski skup I je jednak R+, ako se ne naglasi
drugaqije. Analogna oznaqava�a ✏e biti korix✏ena za filtracije H = {H

t

,
t 2 I}, G = {G

t

, t 2 I}, J = {J
t

, t 2 I}.
Ka⇡e se da je G podfiltracija od F u oznaci G ✓ F, ako je G

t

✓ F
t

za svako
t.

Koncept uslovne nezavisnosti se xiroko koristi u teoriji verovatno✏e i sta-
tistike i �ihovim primenama.

Definicija 4.1.1. ([8], [62]). Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a i neka su M1,
M2 i M proizvo ne pod��-algebre iz A. Ka⇡e se da M razdvaja M1 i M2 ili da
su M1 i M2 uslovno nezavisne u odnosu na M (u oznaci M1 ? M2 | M) ako je

E[X1X2 | M] = E[X1 | M]E[X2 | M],

gde su X1, X2 pozitivne sluqajne veliqine mer ive u odnosu na odgovaraju✏e �-algebre
M1 i M2, respektivno.

Najva⇡nije osobine ovog koncepta se mogu na✏i u [8], [18] i [19].

Nada e ✏e biti razmatrani razliqiti koncepti uzroqnosti koji se definixu
preko uslovne nezavisnosti.

Definicija 4.1.2. ([57]) Neka su F = {F
t

, t 2 I}, G = {G
t

, t 2 I} i H = {H
t

, t 2 I}
filtracije definisane na istom prostoru verovatno✏a. Ka⇡e se da je G uzrok za
H u okviru F u odnosu na P (u oznaci H |< G;F;P ) ako je H ✓ F, G ✓ F i ako je
H1 uslovno nezavisno od F

t

za dato G
t

za svako t 2 I, odnosno

H1 ? F
t

| G
t

, (4.1)

ako je
(8A 2 H1) P (A|F

t

) = P (A|G
t

).

Ukoliko je jasno o kojoj se meri radi, u definiciji se izostav a ,,u odnosu na P”.

Uslov (4.1) se mo⇡e napisati u slede✏em obliku

H
u

? F
t

| G
t

za svako t i svako u iz I.
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Intuitivno, (4.1) znaqi da, za proizvo no t, informacija o H1 data sa F
t

nije
,,ve✏a”od informacije date sa G

t

.
Ako za G i F va⇡i G |< G;F, ka⇡e se da je G sopstveni uzrok u odnosu na

F. Pojam potpune potqi�enosti (uveden u [62]) je ekvivalentan pojmu sopstvenog
uzroka (samouzroqnosti), koji je definisan ovde. Koncept samouzroqnosti je qesta
pretpostavka u teoriji martingala i stohastiqke integracije ([3], [66]). Va⇡no
je napomenuti da postoji stroga povezanost izme�u oquva�a svojstva martingal-
nosti i koncepta uzroqnosti. U teoriji martingala koncept samouzroqnosti je
ekvivalentan hipotezi (H) koja je uvedena u [3]: ako je G ✓ F, svaki G-martingal
je F-martingal, tj. G je utop eno (engl. immersed) u F.

Ako su filtracije G i F takve da va⇡i G |< G;G
W
F (gde je G

W
F familija

odre�ena sa (GWF)
t

= G
t

WF
t

), ka⇡e se da F ne uzrokuje G. Jasno je sada da je
interpretacija Grejn⌦erove uzroqnosti [22] da F ne uzrokuje G ako va⇡i G |<
G;G

W
F (videti [57]).

Treba primetiti da je Definicija 4.1.2 ekvivalentna definiciji stroge glo-
balne neuzroqnosti (engl. strong global noncausality), date u [17].

Neka je FX = {FX

t

, t 2 I} prirodna filtracija procesa X = {X
t

, t 2 I}. Proces
X je adaptiran u odnosu na filtraciju F ili F-adaptiran ako je FX

t

✓ F
t

za svako
t.

Ako je proces X adaptiran u odnosu na filtraciju F koristi se oznaka (X
t

,F
t

)
t 2 I.

Filtracija mo⇡e biti generisana sa vixe sluqajnih procesa, na primer,
FX,Y = {FX,Y

t

, t 2 I}, gde je

FX,Y

t

= FX

t

_
FY

t

, t 2 I.

Definicija 4.1.2 se mo⇡e primeniti na sluqajne procese. Ka⇡e se da su sluqa-
jni procesi u odre�enoj relaciji ako i samo ako su �ihove prirodne filtracije
u toj relaciji. Na primer, F-adaptiran sluqajan proces X je sopstveni uzrok u
okviru F ako je FX sopstveni uzrok u okviru F, tj. ako va⇡i FX |< FX ;F;P (videti,
na primer, [67]).

U nastavku se navode jox neke osobine relacije uzroqnosti iz Definicije
4.1.2.

Propozicija 4.1.1. [57] Neka su na prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) date filtracije
F = {F

t

, t 2 I}, G = {G
t

, t 2 I} i H = {H
t

, t 2 I} i neka su P i P̂ verovatnosne mere
na A za koje va⇡i P̂ ⌧ P i neka je dP̂

dP

mer ivo u odnosu na H1. Tada iz H |< G;F;P

sledi H |< G;F; P̂ .
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Propozicija 4.1.2. [57] Neka su F = {F
t

, t 2 I} i G = {G
t

, t 2 I} filtracije na
prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) i neka je (X(n))

n2N niz sluqajnih procesa za koje va⇡i

X
(n)
t

P! X
t

kad n ! 1 za svako t 2 I

i neka va⇡i
FX

(n) |< G;F;P za svako n.

Tada za proces X = {X
t

, t 2 I} va⇡i

FX |< G;F;P.

4.1.1 Svojstvo martingalnosti i uzroqnost

Ako je proces M = {M
t

, t � 0} martingal u odnosu na filtraciju F = {F
t

, t � 0},
koji je adaptiran u odnosu na filtraciju G = {G

t

, t � 0}, gde je G ✓ F (tj, G
t

✓ F
t

za svako t), tada je M martingal i u odnosu na G. Dakle, prilikom su⇡e�a fil-
tracije, svojstvo martingalnosti se quva. Me�utim, svojstvo martingalnosti u
opxtem sluqaju se ne quva kad se filtracija proxiruje. Oquva�e svojstva mar-
tingalnosti u tom sluqaju je direktno povezano sa konceptom uzroqnosti koji je
dat u Definiciji 4.1.2.

Naredna teorema daje vezu izme�u oquva�a svojstva martingalnosti i koncepta
uzroqnosti.

Teorema 4.1.1. [17] 1) Ako je G uzrok za H u okviru F, tada je svaki proces koji je
martingal u odnosu na G i koji je adaptiran u odnosu na H, martingal i u odnosu
na F.

2) Ako je svaki martingal u odnosu na filtraciju G, martingal i u odnosu na
filtraciju F, tada je G sopstveni uzrok u okviru F.

Dokaz. 1) Neka je X martingal u odnosu na filtraciju G, koji je adaptiran u
odnosu na filtraciju H. Tada za s  t va⇡i E[X

t

|G
s

] = X
s

skoro sigurno iz svojstva
martingalnosti i E[X

t

|G
s

] = E[X
t

|F
s

] skoro sigurno iz pretpostav ene uzroqnosti,
odakle je E[X

t

|F
s

] = X
s

skoro sigurno, pa je X
t

martingal u odnosu na filtraciju
F.

2) Neka je Y integrabilna sluqajna veliqina mer iva u odnosu na G1 i neka je
X

t

= E[Y |G
t

]. Proces X je martingal u odnosu na filtraciju G, a po pretpostavci
je martingal i u odnosu na filtraciju F. Sledi da je

8s  t E[Y |G
s

] = E[X
t

|G
s

] = X
s

= E[X
t

|F
s

] s.s.
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Kako je X
t

proizvo na sluqajna veliqina integrabilna u odnosu na G, prethod-
na jednakost implicira da je G

t

? F
s

|G
s

za svako s  t, xto je ekvivalentno sa
relacijom G |< G;F.

Ako je H = G, uzroqnost je ekvivalentna oquva�u svojstva martingalnosti.
Bez razmatra�a uzroqnosti, prvi dokaz ovog rezultata je dat u [3].

4.2 Stohastiqka predvidivost izme�u

filtracija i primena na stohastiqke diferen-

cijalne jednaqine

U ovom delu se uvodi novi koncept zavisnosti izme�u filtracija pod nazivom
uzroqna predvidivost. Bi✏e razmatrane neke osobine uzroqne predvidivosti, kao
i alternativni oblici definicije tog pojma.

Ukratko se navodi motivacija za uvo�e�e pojma uzroqne predvidivosti. Bi✏e
razmatrana veza izme�u slabih rexe�a stohastiqke diferencijalne jednaqine
(3.1) i relacija uzroqnosti izme�u filtracija FX, FW , FX,W i F u odnosu na
verovatnosnu meru P . Pri tome, potrebno je da te relacije va⇡e za sve filtra-
cije F i proizvo ne verovatnosne mere P . Kako ne postoji prostor verovatno✏a
koji sadr⇡i sve mogu✏e filtracije F, koristi✏e se izomorfizam izme�u prostora
verovatno✏a (videti [33]).

Prostor verovatno✏a (⌦̂, Â, P̂ ) je proxire�e prostora verovatno✏e (⌦,A, P ) ako
postoji mer ivo preslikava�e

f : (⌦̂, Â) �! (⌦,A)

takvo da je
P̂ f�1 = P na A.

Potrebno je da oba prostora imaju isti parametarski skup I = [0,1). Za fil-
tracije G = {G

t

, t 2 I}, H = {H
t

, t 2 I} i J = {J
t

, t 2 I} na prostoru verovatno✏a
(⌦,A, P ) je

Ĝ
t

= {f�1(A) : A 2 G
t

},
Ĥ

t

= {f�1(A) : A 2 H
t

},
Ĵ

t

= {f�1(A) : A 2 J
t

}.
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Na prostoru verovatno✏a (⌦̂, Â, P̂ ) mogu da postoje filtracije koje nisu definisa-
ne kao inverzne slike filtracija iz originalnog prostora verovatno✏a (⌦,A, P ).
Pritom va⇡i Â 6= f�1(A) (videti [33]).

Mo⇡e se uvesti naredna definicija.

Definicija 4.2.1. [50] Neka su G,H i J filtracije definisane na istom prostoru
verovatno✏a (⌦,A, P ) sa zajedniqkim parametarskim skupom I. Ka⇡e se da je fil-
tracija J uzroqno predvidiva sa filtracijom H u odnosu na filtraciju G ako va⇡i

H ✓ G (4.2)

i
H |< G;G0;P, (4.3)

gde je
G0 = G _ J (4.4)

i ako za bilo koje proxire�e (⌦̂, Â, P̂ ) prostora verovatno✏a (⌦,G 0
1, P ) (sa P̂ f�1 = P )

koje sadr⇡i filtracije F̂, Ĝ0, Ĝ, Ĥ, Ĵ i koje zadovo ava
a)

Ĝ0 ✓ F̂; (4.5)

b) za svako A 2 H1 i t 2 I

g(A) = P (A | G 0
t

) (P -s.s.)
g je G0-mer ivo

�
) g � f(A) = P̂ (f�1(A) | Ĝ0) (P̂ -s.s.);

v)

Ĥ |< Ĝ; F̂; P̂ ;

va⇡i
Ĵ |< Ĝ0; F̂; P̂ . (4.6)

Ako je G = H u prethodnoj definiciji, ka⇡e se da je J uzroqno predvidivo sa H.
Treba napomenuti da je uzroqna predvidivost pojam zavisnosti, ali koji je

slabiji od pojma adaptiranosti u odnosu na datu filtraciju.
U nastavku su navedene neke osobine uzroqne predvidivosti.

Lema 4.2.1. [50] Neka su G = {G
t

, t � 0}, H = {H
t

, t � 0} i J = {J
t

, t � 0} filtra-
cije na istom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ). Ako su zadovo eni uslovi a) i b) iz
Definicije 4.2.1 za (⌦̂, Â, P̂ ), Ĝ0, Ĝ, Ĥ i Ĵ i ako va⇡i (4.3), tada je

Ĥ |< Ĝ; Ĝ0; P̂ . (4.7)
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Dokaz. Neka je A 2 H1 i t 2 T . Prema (4.3), postoji G-mer iv proces g za koji
va⇡i

g = P (A|G 0
t

).

Prema uslovu b) i definiciji od Ĝ
t

, P̂ (f�1(A)|Ĝ 0
t

) se mo⇡e izabrati tako da bude
Ĝ-mer ivo. Sada, (4.7) sledi iz definicije za Ĥ1.

Lema 4.2.2. [50] Uslov v) iz definicije uzroqne predvidivosti se mo⇡e zameniti
sa

v0) Ĥ |< Ĝ
0
; F̂; P̂ .

Dokaz. Prema Propoziciji 2.2 iz [57] iz (4.4) i (4.5) sledi da je Ĥ |< Ĝ; F̂; P̂
ekvivalentno sa

Ĥ |< Ĝ; Ĝ0; P̂ i Ĥ |< Ĝ0; F̂; P̂ ,

xto dokazuje lemu.

Posledica 4.2.1. [50] Slede✏a tvr�e�a su ekvivalentna:
1) J je uzroqno predvidivo sa H u odnosu na G.
2) J je uzroqno predvidivo sa H u odnosu na G0 i zadovo eni su uslovi (4.2) i (4.3).

Dokaz. Zamenom uslova v) sa v0) u Definiciji 4.2.1 jednostavno se uoqava da ra-
zliku izme�u uzroqne predvidivosti u odnosu na G i uzroqne predvidivosti u
odnosu na G0 predstav aju uslovi (4.2) i (4.3).

U narednom tvr�e�u je dokazana invarijantnost uzroqne predvidivosti u od-
nosu na stohastiqku ekvivalentnost.

Propozicija 4.2.1. [50] Neka su G, G̃, H, H̃, J i J̃ filtracije na prostoru vero-
vatno✏e (⌦,A, P ) takve da je

G = G̃, H = H̃, J = J̃ P -s.s.

i
H̃ ✓ G̃.

Ako je J uzroqno predvidivo sa H u odnosu na G, tada je J̃ uzroqno predvidivo sa H̃
u odnosu na G̃.

Dokaz. Prema Teoremi 4.4. iz [56], ovaj rezultat sledi iz invarijantnosti rela-
cije uzroqnosti iz Definicije 4.1.2 u odnosu na stohastiqku ekvivalentnost.
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Invarijantnost uzroqne predvidivosti u odnosu na stohastiqku ekvivalent-
nost iz Propozicije 4.2.1 zasnovana je na relaciji apsolutne neprekidnosti. Za
A = ;, iz uslova b) iz Definicije 4.2.1 sledi

P̂ f�1 ⌧ P na G 0
1.

Kao posledica ove relacije uz uvo�e�e uslova b0):
b0) za svako A 2 H1, t 2 I, postoji g, koje je G0-mer ivo i takvo da va⇡i

g(A) = P (A | G 0
t

) (P -s.s.) i g � f(A) = bP (f�1(A) | bG 0
t

) ( bP -s.s.),

neposredno se dobija slede✏i rezultat.

Propozicija 4.2.2. [50] Ekvivalentna definicija uzroqne predvidivosti se dobija
kada se uslov b) iz Definicije 4.2.1 zameni uslovima P̂ f�1 ⌧ P na G 0

1 i b0).

Lema 4.2.3. [51] Uslovi b) i v) iz Definicije 4.2.1 se mogu zameniti slede✏im uslo-
vom

g) za svako A 2 H1, t 2 I,

g(A) = P (A | G 0
t

) (P -a.s.)
g je G0-mer ivo

�
) g � f(A) = P̂ (f�1(A) | F̂

t

) (P̂ -s.s.).

Dokaz. Iz Leme 4.2.2 sledi da se uslov v) iz Definicije 4.2.1 mo⇡e zameniti
uslovom v0), koji znaqi da je za svako A 2 H1 i t 2 I

P̂ (f�1(A)|Ĝ 0
t

) = P̂ (f�1(A)|F̂
t

), (4.8)

pa su uslovi b) i g) ekvivalentni ako va⇡i v0). Uslov g) implicira da se P̂ (f�1(A)|F̂
t

)
mo⇡e izabrati tako da bude mer ivo u odnosu na Ĝ0 za A 2 H1, odakle sledi
(4.8).

Teorema 4.2.1. [52] Neka su G = {G
t

, t 2 I}, H = {H
t

, t 2 I} i J = {J
t

, t 2 I} filtracije
na (⌦,A, P ) sa zajedniqkim parametarskim skupom I = [0, t0] takve da je H ✓ G i
J ✓ G. Ako je J uzroqno predvidivo sa H u odnosu na G u smislu Definicije 4.2.1,
tada za svaku verovatnosnu meru Q na G1 koja zadovo ava

Q ⌧ P (na G1) (4.9)

i za koju za svako A 2 H1 i t 2 I va⇡i

g = P (A | G
t

) (P -s.s.)
g je G-mer ivo

�
) g = Q(A | G

t

) (Q-s.s.) (4.10)
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va⇡i i slede✏e
za svako A 2 J1 i t 2 I

g = P (A | G
t

) (P -s.s.)
g je G-mer ivo

�
) g = Q(A | G

t

) (Q-s.s.). (4.11)

Dokaz. Neka je J uzroqno predvidivo sa H u odnosu na G i (⌦̂, Â, P̂ ) = (⌦,G1, Q)
u definiciji uzroqne predvidivosti pri qemu je f(!) = !. Iz uslova b) u Defi-
niciji 4.2.1 sledi da je Q ⌧ P . Tako�e, iz relacija b) i v) iz Definicije 4.2.1
sledi da za svako A 2 H1 va⇡i

P (A|G
t

) = Q(A|G
t

).

Tada, iz uzroqne predvidivosti sledi da relacija (4.6) tako�e va⇡i i mo⇡e
se na sliqan naqin zak uqiti da za svako A 2 J1 va⇡i

P (A|G
t

) = Q(A|G
t

).

Napomena 4.2.1. Prethodni rezultat va⇡i i kada je Q ⇠ P na G1. U tom sluqaju
je uslov (4.10) ekvivalentan sa

8A 2 H1 8t 2 I P (A|G
t

) = Q(A|G
t

) (P � s.s. i Q� s.s.)

i, sliqno, uslov (4.11) je ekvivalentan sa

8A 2 J1 8t 2 I P (A|G
t

) = Q(A|G
t

) (P � s.s. i Q� s.s.).

Naredni rezultat daje ekvivalentne uslove stohastiqke predvidivosti izme�u
filtracija.

Propozicija 4.2.3. [52] Neka su G = {G
t

, t 2 I}, H = {H
t

, t 2 I} i J = {J
t

,
t 2 I} filtracije definisane na istom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) sa zajed-
niqkim skupom parametara I. Neka je H ✓ G,J ✓ G i neka su

H = {{M
t

} : M
t

je G-martingal i 9A 2 H1 M
t

= P (A|G
t

), 8t 2 I},

J = {{M
t

} : M
t

je G-martingal i 9A 2 J1 M
t

= P (A|G
t

), 8t 2 I}
kolekcije martingala. Slede✏a tvr�e�a su ekvivalentna

1) J je stohastiqki predvidivo sa H u odnosu na G.
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2) Za svako proxire�e (⌦̂, Â, P̂ ) prostora verovatno✏a (⌦,A, P ) sa filtracijama
F̂ i Ĝ koje zadovo ava

Ĝ ✓ F̂, P̂ f�1 ⌧ P na G1,
dP̂ f�1

dP
2 L1(⌦,G1, P )

za koje va⇡i da je

Ĥ = {{M̂
t

} : M̂
t

(!̂) = M
t

(f(!̂)), {M
t

} 2 H}
kolekcija F̂-martingala u odnosu na P̂ , va⇡i i da je

Ĵ = {{M̂
t

} : M̂
t

(!̂) = M
t

(f(!̂)), {M
t

} 2 J}
kolekcija F̂-martingala u odnosu na P̂ .

Dokaz. 1) ) 2) Iz uslova b) u Definiciji 4.2.1 direktno sledi da je P̂ f�1 ⌧ P .
Uslov v) se mo⇡e zapisati u obliku

za svako Â 2 Ĥ1
M̂

t

= P̂ (Â|Ĝ
t

) = P̂ (Â|F̂
t

),

pa je Ĥ kolekcija martingala u odnosu na F̂. Sada, iz uzroqne predvidivosti
sledi da (4.6) mora biti ispu�eno, odakle se lako mo⇡e pokazati da je Ĵ kolekcija
martingala u odnosu na F̂.

2) ) 1) Dovo no je dokazati da iz 2) sledi uslov b), sve ostalo sledi iz dobro
poznatih osobina martingala. Neka je A 2 H1 i g(A) = P (A | G

t

) (P -s.s.). Kako je
g 2 H, sledi g = M

t

. Sada,

g � f(A) = P (A | G
t

) � f = M
t

� f(A) = M̂
t

= P̂ (f�1(A) | F̂
t

) = P̂ (f�1(A) | Ĝ
t

),

gde je f�1(A) 2 Ĥ1.

U nastavku su dati primeri koji povezuju pojam uzroqne predvidivosti iz
Definicije 4.2.1 sa nekim poznatim pojmovima iz teorije sluqajnih procesa.

Primer 4.2.1. [51] Neka su F = {F
t

, t � 0} i G = {G
t

, t � 0} filtracije definisane
na kompletnom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) takve da G ✓ F. Ako je F uzroqno
predvidivo sa G, tada va⇡i da je T G-vreme zaustav a�a ako i samo ako va⇡i da
je F-vreme zaustav a�a, koje je tako�e G1-mer ivo,

Primer 4.2.2. [51] Neka su F = {F
t

, t � 0} i G = {G
t

, t � 0} filtracije definisane
na kompletnom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) takve da G ✓ F. Ako je F uzroqno
predvidivo sa G, tada je stohastiqki proces X = {X

t

, t � 0} G-opcioni proces ako
i samo ako je F-opcioni proces, takav da je X

t

G1-mer ivo, za svako t 2 I.
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U narednom rezultatu je pokazano kako se teorija uzroqne predvidivosti mo⇡e
primeniti na slabu jedinstvenost slabih rexe�a stohastiqke diferencijalne jed-
naqine Itoa (3.1) nepoznatog d-dimenzionog procesa X = {X

t

, t 2 [↵, �]} sa poqe-
tnim uslovom X

↵

= X0, odnosno

dX
t

= a (t,X
t

) dt+ b (t,X
t

) dW
t

, t 2 [↵, �], X
↵

= X0,

gde je W = {W
t

, t � 0} d-dimenzioni Vinerov proces, X0 sluqajna promen iva
nezavisna od procesa W i a : [↵, �]⇥Rd ! Rd i b : [↵, �]⇥Rd ! Rd⇥Rd su nesluqajne
Borel mer ive funkcije u svojim domenima.

Teorema 4.2.2. [50] Neka stohastiqka diferencijalna jednaqina (3.1) ima slabo rexe-
�e. Ako je za svako slabo rexe�e (⌦,A,F, P,W,X) jednaqine (3.1) FX uzroqno predvi-
divo sa FW u odnosu na FX,W , tada je rexe�e slabo jedinstveno.

Dokaz. Ako je FX uzroqno predvidivo sa FW u odnosu na FX,W , iz Definicije 4.2.1
uzroqne predvidivosti za (⌦̂, Â, P̂ ) = (⌦,A, P ), sledi da je X uzrokovano sa X i sa
W u okviru F, tj. va⇡i FX |< FX,W ;F;P .

Neka su sada (⌦i,Ai,Fi, P i,W i, X i), i = 1, 2, dva slaba rexe�a jednaqine (3.1).
Bez uma�e�a opxtosti, mo⇡e se pretpostaviti da je ⌦1 \ ⌦2 = ;. Neka je

⌦ = ⌦1 [ ⌦2

A =
�
A [B : A 2 A1, B 2 A2

 

F
t

=
�
A [B : A 2 F1

t

, B 2 F2
t

 

P (A [ B) =
1

2
[P (A) + P (B)], za A 2 A1, B 2 A2,

W
t

(!) =

⇢
W 1

t

(!) za ! 2 ⌦1

W 2
t

(!) za ! 2 ⌦2 ,

X
t

(!) =

⇢
X1

t

(!) za ! 2 ⌦1

X2
t

(!) za ! 2 ⌦2 .

Tada je (⌦,A,Fi, P,W,X) slabo rexe�e jednaqine (3.1).
Neka je

j(!) =

⇢
1, za ! 2 ⌦1

2, za ! 2 ⌦2 ,
.

Tada su X0 i j nezavisni. Sledi da je FX

1 uslovno nezavisno od F0 u odnosu na
FX

0 (gde je W0 = 0), jer je X uzrokovano sa X i sa W u okviru F. Prema Teoremi 2.5
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iz [56] sledi da je FX

1 nezavisno od j, xto implicira da je verovatno✏a P (X 2 A|j)
konstantna za A 2 B(Cd) P -s.s. Sada, kako

P (X 2 A|j)(!) = P (X i 2 A)

va⇡i za skoro sve ! 2 ⌦i (P -s.s. i P i-s.s.), sledi da je

P (X1 2 A) = P (X2 2 A),

xto pokazuje da je rexe�e slabo jedinstveno.

Na osnovu Teoreme 4.2.2 lako se dokazuje slede✏i rezultat.

Propozicija 4.2.4. [50] Neka stohastiqka diferencijalna jednaqina (3.1) ima slabo
rexe�e. Ako je za svako slabo rexe�e (⌦,A,F, P,W,X) jednaqine (3.1), X sopstveni
uzrok u okviru F, tada je rexe�e slabo jedinstveno.

Dokaz. Pretpostavimo da je X sopstveni uzrok u okviru F, tj. da va⇡i FX |< FX ;F.
Na osnovu Definicije 4.1.2 uzroqnosti i FX ✓ FX,W ✓ F, va⇡i

8A 2 FX

1, P (A|FX

t

) = P (A|F
t

) = P (A|FX,W

t

).

Sledi da je X uzrokovano sa X i sa W u okviru F, tj. da va⇡i FX |< FX,W ;F;P . Sada
se, sliqno kao u dokazu Teoreme 4.2.2, zak uquje da je rexe�e slabo jedinstveno.

U nastavku ✏e biti razmatrana stohastiqka diferencijalna jednaqina (3.4)
nepoznatog d-dimenzionog procesa X = {X

t

, t � 0}

dX
t

= u
t

(X)dZ
t

, X0 = x,

gde je Z = {Z
t

, t � 0} m-dimenzioni semimartingal, a u
t

(X) prediktabilan proces
koji zavisi od trajektorija procesa X.

Kao xto je napomenuto u Poglav u 3.2, glavni rezultati koji se odnose na
jedinstvenost slabog rexe�a stohastiqke diferencijalne jednaqine (3.4) ✏e biti
zasnovani na pristupu koji je razvio Mikland [57], pa su naredne definicije,
povezane sa rexe�em jednaqine (3.4), preuzete upravo iz [57].

Definicija 4.2.2. Za stohatistiqku diferencijalnu jednaqinu oblika (3.4), (⌦,A,F,
P, Z,X) je regularno slabo rexe�e ako va⇡i

a) µ(A) = P (Z 2 A) se poklapa sa unapred zadatom merom na prostoru gde Z uzima
vrednosti,

b) procesi X i Z zadovo avaju (3.4),
v) Z je sopstveni uzrok u okviru F u odnosu na P , tj. va⇡i FZ |< FZ ;F;P .
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Definicija 4.2.3. Regularno slabo rexe�e je slabo jedinstveno ako ni za jedno re-
gularno slabo rexe�e (⌦,A,F, P, Z,X) stohastiqke diferencijalne jednaqine (3.4) ne
postoji mera Q na FX,Z

1 takva da je (⌦,FX,Z

1 ,FX,Z , Q, Z,X) regularno slabo rexe�e
stohastiqke diferencijalne jednaqine (3.4).

Definicija 4.2.4. Ekstremno regularno slabo rexe�e (⌦,A,F, P, Z,X) stohastiqke
diferencijalne jednaqine (3.4) je regularno slabo rexe�e ako postoje mere Q1 i Q2 na
FX,Z

1 takve da za P = a1Q1 + a2Q2, a1, a2 > 0 na FX,Z

1 i za koje je (⌦,FX,Z

1 ,FX,Z , Q
i

, Z,X)
regularno slabo rexe�e, va⇡i da je Q1 = Q2 = P na FX,Z

1 .

Naredna teorema daje uslove za jedinstvenost slabog rexe�a stohastiqke di-
ferencijalne jednaqine (3.4) u terminima uzroqne predvidivosti.

Teorema 4.2.3. [50] Neka jednaqina (3.4) ima regularno slabo rexe�e. Ako je za svako
regularno slabo rexe�e (⌦,A,F, P, Z,X) jednaqine (3.4) FX,Z uzroqno predvidivo sa
FX u odnosu na FX,Z, tada je rexe�e slabo jedinstveno.

Dokaz. Neka za regularno slabo rexe�e (⌦,A,F, P, Z,X) jednaqine (3.4) va⇡i da
je FX,Z uzroqno predvidivo sa FX u odnosu na FX,Z.

Prvo ✏e biti pokazano da je verovatno✏a P ekstremna na FX,Z

1 . Neka va⇡i
suprotno, da P nije ekstremna, tj. da va⇡i P = a1Q1 + a2Q2, a1, a2 > 0, tako da se
Q1 i Q2 poklapaju na FX,Z

0 , ali da je Q1 6= Q2. Definixe se proxire�e prostora
verovatno✏a (⌦,FX,Z

1 , P ) iz definicije uzroqne predvidivosti na slede✏i naqin

⌦̂ = ⌦⇥ {p, q}
F̂

t

= FX,Z

t

⇥ {�, {p}, {q}, {p, q}}
i

P̂ (A⇥ {p} [ B ⇥ {q}) = 1

2
(Q1(A) +Q2(B)) .

Lako se proverava da su uslovi iz definicije uzroqne predvidivosti ispu�eni,
ali da (4.6) ne va⇡i, tj. da

F̂X,Z |< F̂X,Z ; F̂, P̂

ne va⇡i, xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je FX,Z uzroqno predvidivo
sa FX u odnosu na FX,Z. Dakle, P je ekstremna mera na svakom regularnom slabom
rexe�u. Sada, iz [57] sledi da je rexe�e slabo jedinstveno.

Napomena 4.2.2. [50] Treba napomenuti da Teorema 4.2.2, Propozicija 4.2.4 i Teo-
rema 4.2.3 va⇡e i kad se posmatraju razliqiti naqini definisa�a uzroqne predvi-
divosti kao xto je dato u Lemi 4.2.1 i Lemi 4.2.2.
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4.3 Stohastiqka predvidivost izme�u sluqajnih pro-

cesa i filtracija i primena na stohastiqke di-

ferencijalne jednaqine

Uslovna predvidivost iz Definicije 4.2.1 predstav a koncept uspostav en
izme�u filtracija. Da e ✏e se razmatrati uzroqne relacije izme�u sluqajnih
procesa i filtracija. Teorema 4.2.1 ✏e poslu⇡iti kao motivacija za uvo�e�e
ovakvog koncepta.

Neka su G = {G
t

, t 2 I}, H = {H
t

, t 2 I} i J = {J
t

, t 2 I} filtracije na (⌦,A, P ) sa
zajedniqkim parametarskim skupom I = [0, t0] takve da H ✓ G,J ✓ G. Pri uslovima
Teoreme 4.2.1, ako za proizvo nu verovatnosnu meru Q na G1 koja zadovo ava

Q ⌧ P (na G1)

za svako A 2 H1 i t 2 I va⇡i

P (A|G
t

) = Q(A|G
t

),

tada za svako A 2 J1 i t 2 I va⇡i

P (A|G
t

) = Q(A|G
t

).

Uzimaju✏i u obzir prethodni rezultat, prirodno je uvesti definiciju uzroqne
predvidivosti izme�u sluqajnog procesa i filtracije.

Definicija 4.3.1. [52] Neka je (⌦,A,G, P ) verovatnosni prostor sa filtracijom
koji sadr⇡i filtraciju J = {J

t

, t 2 I} i neprekidan G-lokalni martingal M . Ka⇡e
se da je J uzroqno predvidivo sa M u odnosu na G (ne pixe se ako G = J) ako za svaku
verovatnosnu meru Q na G1 koja zadovo ava:

a) P i Q se poklapaju na G0,
b)

Q ⌧ P (na G1), (4.12)

v) M je lokalni martingal u odnosu na Q,
va⇡i

8A 2 J1 8t 2 I Q(A|G
t

) = P (A|G
t

) (Q� s.s.). (4.13)

Treba primetiti da relacija (4.13) ima isto znaqe�e kao relacija (4.11).
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Prate✏i rezultate iz [43], koji se odnose na Teoremu o reprezentaciji za slu-
qaj prirodne filtracije Braunovog kreta�a, u narednom primeru su dati uslo-
vi za reprezentaciju kvadratno integrabilnih martingala u terminima uzroqne
predvidivosti.

Primer 4.3.1. Neka je G = GW , gde je W = {W
t

, t � 0} Braunovo kreta�e i G ✓ F.
Ako je F stohastiqki predvidivo sa G, tada se proizvo an G-kvadratno integra-
bilni martingal mo⇡e predstaviti kao zbir stohastiqkog integrala u odnosu na
Braunovo kreta�e i stohastiqkog integrala u odnosu na neprekidan martingal M .

Da e ✏e se razmatrati primene uvedenog koncepta uzroqne predvidivosti na
stohastiqku diferencijalnu jednaqinu oblika (3.1).

Prvo se navode neki poznati pojmovi koje ✏e se koristiti u nastavku rada.
U nastavku ✏e interval I biti I = [0, t0]. Neka je Cd prostor svih neprekidnih
funkcija iz I u Rd, a �-algebra na Cd u odnosu na koju su sve funkcije ✏

u

: Cd ! R,

✏
u

(x) = x
u

mer ive za u  t, bi✏e oznaqen sa B
t

(Cd). Tako�e,

B(Cd) = B
t0(C

d).

Neprekidan d-dimenzioni sluqajan proces X = {X
t

, t 2 I} generixe meru µ
X

na
B(Cd) (videti [47]), na slede✏i naqin

µ
X

(B) = P (X(!) 2 B).

Razmatra se {B
t

(Cd), t 2 I}-funkcional oblika

m
t

(x) = x
t

�
Z

t

0

a
s

(x)ds.

Ako je (⌦,A,F, P,W,X) slabo rexe�e jednaqine (3.1), tada je

m
t

(X) = X
t

�
Z

t

0

a
s

(X)ds =

Z
t

0

b
s

(X)dW
s

+X0,

pa je {m
t

(X), t 2 I} {F
t

, t 2 I}-martingal u odnosu na P . Prema Propoziciji 15.1 u
[61] sledi da su slede✏a tvr�e�a ekvivalentna

1) {m
t

(X), t 2 I} je {F
t

, t 2 I}-martingal u odnosu na P ,
2) {m

t

, t 2 I} je {B
t

(Cd), t 2 I}-martingal u odnosu na µ
X

.
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Prema Teoremi 1.1 u [15], sledi da za svako {FX

t

, t 2 I}-vreme zaustav a�a ⌧
postoji {B

t

(Cd), t 2 I}-vreme zaustav a�a � takvo da je ⌧ = �(X). Iz neprekidnosti
{m

t

, t 2 I}, zak uquje se da je {m
t

, t 2 I} {B
t

(Cd), t 2 I}-lokalni martingal u odnosu
na µ

X

ako i samo ako je {m
t

(X), t 2 I} {FX

t

, t 2 I}-lokalni martingal u odnosu na
P .

Mera ⌫ se naziva maksimalna mera (u smislu apsolutne neprekidnosti ⌧) na
B(Cd) jednaqine (3.1) ako je indukovana slabim rexe�em te jednaqine i ako za
bilo koju verovatnosnu meru µ na B(Cd) indukovanu slabim rexe�em va⇡i µ ⌧ ⌫.

Teorema 4.3.1. [52] Neka stohastiqka diferencijalna jednaqina (3.1) ima slabo re-
xe�e i neka je ⌫ maksimalna mera jednaqine (3.1). Slede✏a tvr�e�a su ekvivalentna:

1) {B
t

(Cd), t 2 I} je uzroqno predvidivo sa {m
t

, t 2 I}, gde je

m
t

(x) = x
t

�
Z

t

0

a
s

(x)ds, t 2 I

u odnosu na meru ⌫.
2) Za svako slabo rexe�e (⌦,A,F, P,W,X) jednaqine (3.1), FX je uzroqno predvidivo

sa M = {M
t

, t 2 I}, gde je

M
t

= X
t

�
Z

t

0

a
s

(X)ds, t 2 I. (4.14)

3) Postoji slabo rexe�e (⌦,A,F, P,W,X) jednaqine (3.1) koje indukuje meru ⌫ na
B(Cd) i gde je F uzroqno predvidivo sa M iz (4.14).

Dokaz. 1) ) 2) Neka je {B
t

(Cd), t 2 I} uzroqno predvidivo sa

m
t

(x) = x
t

�
Z

t

0

a
s

(x)ds, t 2 I

u odnosu na meru ⌫. Kako bi se pokazalo da je za svako slabo rexe�e (⌦,A,F, P,W,X)
jednaqine (3.1), FX uzroqno predvidivo sa M , treba pokazati da (4.13) va⇡i ako
se pretpostavi da je Q mera na (⌦,FX

1) za koju va⇡i da je apsolutno neprekidna u
odnosu na meru P , odnosno Q ⌧ P na FX

1, da se poklapa sa P na FX

0 i u odnosu na
koju je M lokalni martingal.

Treba primetiti da va⇡i

M
t

= m
t

(X), t 2 I,
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gde je X : (⌦,A) �! (Cd,B(Cd)) mer iva fukncija. Neka je (⌧
n

)
n2N niz {B

t

(Cd), t 2 I}-
vremena zaustav a�a koja svode {m

t

, t 2 I} do na ograniqenost. Definiximo

H = {{m(i)
t^⌧n} : t 2 I, i = 1, . . . , d, n = 1, 2, . . .}

i
J = {{l

t

} : 9A 2 B(Cd), 8t 2 I l
t

= ⌫(A|B
t

(Cd))}.
Tada H, J ⇢ {{N

t

} : N
t

je {B
t

(Cd)}-adaptiran i 9⌘ 2 L1(Cd,B(Cd), ⌫), N
t

= E(⌘|B
t

(Cd)),
8t 2 I}. Prema teoremi o opcionom zaustav a�u i teoremi o dominantnoj kon-
vergenciji, H je kolekcija {B

t

(Cd), t 2 I}-martingala u odnosu na meru ⌫ jer je
{m

t

, t 2 I} {B
t

(Cd), t 2 I}-lokalni martingal u odnosu na meru ⌫. Definiximo Ĥ i
Ĵ na (⌦,A,FX , P ) na slede✏i naqin

Ĥ = {{N̂
t

} : N̂
t

(!̂) = N
t

(X(!̂)) : (N
t

) 2 H, t 2 I},
Ĵ = {{N̂

t

} : N̂
t

(!̂) = N
t

(X(!̂)) : (N
t

) 2 J, t 2 I}.
Prema pretpostavci o maksimalnosti mere ⌫ va⇡i

PX�1 ⌧ ⌫,

odakle je
QX�1 ⌧ ⌫.

Primenom Teoreme 1.1 iz [15], jednostavno se dobija da je �
n

= ⌧
n

(X) niz FX-
vremena zaustav a�a i kako je M , sledi da (�

n

)
n2N svodi M do na ograniqenost,

odnosno na ograniqene martingale u odnosu na mere Q i P . Kako je Ĥ u ovom
sluqaju dato sa

Ĥ = {{M (i)
t^�n

}, t 2 I, i = 1, . . . d, n = 1, 2. . . .},
sledi da je Ĥ kolekcija FX-martingala u odnosu na mere Q i P .

Ostaje da se poka⇡e da je Ĵ tako�e kolekcija FX-martingala u odnosu na mere
P i Q, odakle (4.13) direktno sledi.

Kako bi se pokazalo da je Ĵ kolekcija FX-martingala u odnosu na mere P i Q,
uvodi se B̂

t

(Cd) = {X�1(A) : A 2 B
t

(Cd)} i filtracija F̂ definisana na (⌦,A, P ),
takve da je B̂(Cd) ✓ F̂. Dovo no je pokazati da je Ĵ kolekcija F̂-martingala u
odnosu na meru P jer je dokaz za meru Q analogan. Neka va⇡i pretpostavka da Ĵ
nije F̂-martingal u odnosu na P , odnosno da postoje M 2 J, u 2 T i Â 2 F̂

u

, takvi
da, ako va⇡i M̂

t

(!̂) = M
t

(X(!̂)) sledi
Z

Â

M̂1dP 6=
Z

Â

M̂
u

dP. (4.15)
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Za ⌘ 2 L1(Cd,B(Cd), ⌫), prema Helderovoj nejednakosti i Propoziciji 15.1 iz
[61], sledi

Ê|⌘ �X|  ||⌘||1
����

����
dPX�1

d⌘

����

����
1

, (4.16)

pa je funkcional
�(⌘) = Ê[1

Â

Ê(⌘ �X|B̂
u

(Cd)) + 1
Â

C (⌘ �X)]

dobro definisan. Jasno je da je � linearan funkcional i prema (4.16) i Jensenovoj
nejednakosti sledi da je � ograniqen. Kako je �(⌘) � 0 za ⌘ � 0 i kako je �(1) = 1,
� je operator matematiqkog oqekiva�a u odnosu na meru µ na B(Cd)

8C 2 B(Cd) µ(C) = �(1
C

).

Tada je µ ⌧ ⌫ i prema Ricovoj teoremi o reprezentaciji va⇡i da dµ

d⌫

2 L1(Cd,B(Cd),
⌫).

Neka je {N
t

, t 2 I} 2 H, s 2 I i B 2 B
s

(Cd). Neka je {N̂
t

, t 2 I} 2 Ĥ i B̂
2 B̂

s

(Cd), tako da B̂ = X�1(B) i N̂
t

(!̂) = N
t

(X(!̂)).
Neka je s  u. Po pretpostavci je Ĥ F̂-martingal u odnosu na meru P, tako da

sledi
8{M̂

t

} 2 Ĥ 8t 2 I Ê(M̂1|F̂
t

) = M
t

i prema B̂
u

(Cd)-mer ivosti od N̂
u

je

Ê(N̂1|F̂
u

) = Ê(N̂1|B̂
u

(Cd)).

Sada, kako je Â 2 F̂
u

i B̂ 2 B̂
u

(Cd) ⇢ F̂
u

sledi

1
Â

Ê(1
B̂

N̂1|B̂
u

(Cd)) = Ê(1
Â

1
B̂

N̂1|F̂
u

).

Dakle,
�(1

B

N1) = Ê(1
B̂

N̂1). (4.17)

Kako je Ĥ F̂-martingal u odnosu na meru P i B̂ 2 F̂
s

, to je

Ê(1
B̂

N̂1) = Ê(1
B̂

N̂
s

). (4.18)

Kako je N̂
s

B̂
u

(Cd)-mer ivo, sledi

�(1
B

N
s

) = Ê(1
B̂

N̂
s

). (4.19)

Mo⇡e se zak uqiti da va⇡i

�(1
B

N1) = �(1
B

N
s

). (4.20)
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Neka je sada s > u. Kako je Ĥ F̂-martingal u odnosu na meru P i B 2 B̂
s

(Cd) ⇢ F̂
s

va⇡i 1
B̂

N̂
s

= Ê(1
B̂

N̂1|F̂
s

), pa kako je B̂
u

(Cd) ⇢ F̂
s

,

Ê(1
B̂

N̂
s

|B̂
u

(Cd)) = Ê(1
B̂

N̂1|B̂
u

(Cd)). (4.21)

Kako je Âc \ B̂ 2 F̂
s

sledi da je

Ê(1
Â

c1
B̂

N̂1|F̂
s

) = 1
Â

c1
B̂

N̂
s

. (4.22)

Iz (4.21) i (4.22), sledi da (4.20) va⇡i i u ovom sluqaju.
Dakle, sledi da je H kolekcija {B

t

(Cd), t 2 I}-martingala u odnosu na meru µ i
da je {m

t

, t 2 I} lokalni martingal u odnosu na µ.
Iz pretpostavke o uzroqnoj predvidivosti, preciznije, iz (4.13) sledi da je

J tako�e {B
t

(Cd), t 2 I}-martingal u odnosu na meru µ. Tada je
Z

M1dµ =

Z
M

u

dµ = Ê(1
Â

M̂
u

) + Ê(1
Â

cM̂
u

).

Prema Propoziciji 15.1 u [61] sledi da je M {B
t

(Cd), t 2 I}-martingal u odnosu na
PX�1, pa je Ê(M̂1|B̂

u

(Cd)) = M̂
u

. Dakle,
Z

M1dµ = Ê(1
Â

M̂
u

) + Ê(1
Â

cM̂1),

xto je u kontradikciji sa relacijom (4.15).
2) ) 3) Rezultat sledi direktno prelaskom sa opxteg sluqaja pri pretpostavci

da rexe�e postoji.
3) ) 1) Neka je prostor verovatno✏a proxiren tako da X : ⌦ ! Cd bude su-

rjektivno preslikava�e, ali uz oquva�e verovatnosne strukture. Tada postoji
funkcija f : Cd ! ⌦ koja zadovo ava

f(x) 2 X�1({x})
za svako x 2 Cd. Za A 2 FX

t

je

f�1(A) = X(A) 2 B
t

(Cd).

Ostatak dokaza se zasniva na idejama dokaza za sluqaj 1) ) 2), samo u suprotnom
smeru.

Naredna teorema predstav a va⇡an rezultat jer povezuje uzroqnu predvidi-
vost iz Definicije 4.3.1 i jedinstvenost slabog rexe�a stohastiqke diferenci-
jalne jednaqine.
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Teorema 4.3.2. [52] Ako je za svako slabo rexe�e (⌦,A,F, P,W,X) jednaqine (3.1), FX

uzroqno predvidivo sa

M
t

= X
t

�
Z

t

0

a
s

(X)ds, t 2 I, (4.23)

tada je X sopstveni uzrok u okviru F.

Dokaz. Neka je (⌦,A,F, P,W,X) slabo rexe�e jednaqine (3.1). Tada postoji niz FX-
vremena zaustav a�a (⌧

n

)
n2N, takav da su M

t^⌧n ograniqeni martingali u odnosu
na F i P . Kolekcije H i J iz Teoreme 4.3.1 se definixu na slede✏i naqin

H = {{M (i)
t^⌧n} : t 2 I, i = 1, . . . , d, n = 1, 2, . . .}

J = {{L
t

} : 9A 2 FX

1, 8t 2 I L
t

= P (A|FX

t

)}.
Tada va⇡i da su elementi iz J tako�e martingali u odnosu na F i P . Stoga,

8A 2 FX

1 P (A|F
t

) = P (A|FX

t

),

xto znaqi da je X sopstveni uzrok u okviru F.

Naredni va⇡an rezultat sledi na osnovu prethodne teoreme.

Propozicija 4.3.1. [52] Ako je za svako slabo rexe�e (⌦,A,F, P,W,X) jednaqine (3.1),
FX uzroqno predvidivo sa

M
t

= X
t

�
Z

t

0

a
s

(X)ds, t 2 I (4.24)

tada je rexe�e slabo jedinstveno.

Dokaz. Neka je (⌦,A,F, P,W,X) slabo rexe�e jednaqine (3.1). Iz Teoreme 4.3.2
sledi da je X sopstveni uzrok u okviru F. Tada, prema Propoziciji 4.2 u [50],
zak uquje se da je rexe�e slabo jedinstveno.

4.4 Neke primene stohastiqke predvidivosti u fi-

nansijskoj matematici

U oblasti teorije verovatno✏a, jedan od osnovnih pojmova je vreme zaustav a-
�a definisano u Poglav u 1.2 - Definicija 1.1.15. Me�utim, neke od primena
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teorije verovatno✏a zahtevaju rad sa sluqajnim vremenima koja nisu vremena za-
ustav a�a, kao xto su primene u finansijskoj matematici, teoriji procesa Mar-
kova i druge. U nastavku se razmatra klasa sluqajnih vremena koja se nazivaju
pseudo vremena zaustav a�a (engl. pseudo stopping � time).

Poznato je da za uniformno integrabilan martingal M = {M
t

, t � 0} i vreme
zaustav a�a T va⇡i

EM
T

= EM1 = EM0

i
E[M1|F

T

] = M
T

.

Prirodno se postav a pita�e da li navedene relacije va⇡e i u sluqaju kada
se vreme zaustav a�a T zameni sluqajnim vremenom ⇢ i kada se F

T

zameni sa
F

⇢

= �{Z
⇢

, Z je proizvo an F-opcioni proces}. Neki od odgovora se mogu na✏i u
radovima [38] i [69]:

1) Postoji sluqajno vreme ⇢, koje se naziva pseudo vreme zaustav a�a, takvo
da, za svaki ograniqen martingal M va⇡i

EM
⇢

= EM0;

2) Ako za svaki ograniqen martingal M va⇡i

E[M1|F
⇢

] = M
⇢

,

tada je ⇢ vreme zaustav a�a.

Neka je H1 Banahov prostor càdlàg F- martingala M za koje va⇡i

||M ||H1 = E sup
t�0

|M
t

| < 1.

Definicija 4.4.1. Sluqajno vreme ⇢ se naziva F-pseudo vreme zaustav a�a, ako za
svaki F-martingal M iz H1 va⇡i

EM
⇢

= EM0.

Klasa pseudo vremena zaustav a�a je xira od klase vremena zaustav a�a.
Tako pseudo vremena zaustav a�a poseduju neke od osobina vremena zaustav a�a,
xto ✏e se videti u nastavku. Za razliku od vremena zaustav a�a, minimum i ma-
ksimum dva pseudo vremena zaustav a�a u opxtem sluqaju ne moraju biti pseudo
vremena zaustav a�a.

U nastavku je naveden jedan primer konstrukcije pseudo vremena zaustav a�a.
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Primer 4.4.1. Neka je B = {B
t

, t � 0} jednodimenziono Braunovo kreta�e, u odnosu
na filtraciju F i neka je g

t

= sup{s < t : B
s

= 0}. Tada je

⇢
t

= sup

⇢
s < g

t

:
|B

s

|p
t� s

= sup
u<gt

|B
u

|p
t� u

�

F-pseudo vreme zaustav a�a.

Klasa pseudo vremena zaustav a�a u odnosu na filtraciju F, koja u opxtem
sluqaju nisu vremena zaustav a�a u odnosu na tu filtraciju u G, odnosno takvu
da je svaki F-martingal ujedno i G-martingal. Navedena situacija opisana je
kroz (H) hipotezu o kojoj ✏e biti vixe reqi u nastavku.

Hipoteza (H) ([3]): svaki F-martingal je G-martingal, gde su F i G podfil-
tracije od A, za koje va⇡i F ⇢ G.

Naredni primer ilustruje navedeni naqin konstrukcije pseudo vremena zau-
stav a�a.

Primer 4.4.2. Neka je B = {B
t

, t � 0}, gde je B
t

= (B1
t

, . . . , Bd

t

) d-dimenzioni proces
Braunovog kreta�a i neka je R

t

= |B
t

|, t � 0. Tada je prirodna filtracija procesa R,
odnosno R

t

⌘ �{R
s

, s  t}, t � 0, utop ena u prirodnu filtraciju procesa B, pa je

T (1)
a

= inf{t : B1
t

> a}
{R

t

, t � 0}-pseudo vreme zaustav a�a.

U radu [69] pokazano je da, u odnosu na filtraciju F generisanu jednodimen-
zionim Braunovim kreta�em B = {B

t

, t � 0}, postoje pseudo vremena zaustav a�a
koja nisu F-vremena zaustav a�a.

Primer 4.4.3. [69] Neka je T1 = inf{t : B
t

= 1} i � = sup{t < T1 : Bt

= 0}. Tada je

⇢ = sup{s < � : B
s

= S
s

}, gde je S
s

= sup
us

B
u

,

F-pseudo vreme zaustav a�a, koje nije F-vreme zaustav a�a.

Naredni rezultat povezuje koncept uzroqnosti iz Definicije 4.1.2 sa osobi-
nama pseudo vremena zaustav a�a posmatranim u odnosu na xiru filtraciju.

Teorema 4.4.1. [51] Neka su date filtracije F i G, za koje va⇡i G ✓ F. Slede✏a
tvr�e�a su ekvivalentna:

1) filtracija G je sopstveni uzrok u okviru F, tj. G |< G;F,
2) svako vreme zaustav a�a u odnosu na filtraciju F je pseudo vreme zaustav a�a

u odnosu na filtraciju G.

70



Glava 4. Uzroqnost, stohastiqka predvidivost i primene

Dokaz. Neka va⇡i pretpostavka G |< G;F i neka je M martingal u odnosu na G i ⌫
vreme zaustav a�a u odnosu na F. Pretpostav ena uzroqnost je ekvivalentna sa

(8M 2 G1) E(M
s

|F
t

) = E(M
s

|G
t

), 8s, t � 0

odakle sledi da je M martingal i u odnosu na F. Sada je EM
⌫

= EM0, xto znaqi
da je ⌫ pseudo vreme zaustav a�a u odnosu na G.

Obrnuto, neka je svako vreme zaustav a�a u odnosu na F pseudo vreme zausta-
v a�a u odnosu na G. Neka je M ograniqen martingal u odnosu na G i ⌫ vreme
zaustav a�a u odnosu na F. Sledi da je ⌫ pseudo vreme zaustav a�a u odnosu na
G, pa va⇡i EM

⌫

= EM0. Na osnovu Teoreme 1.42 iz [35] sledi da je M uniformno
integrabilan martingal u odnosu na F.

Primer 4.4.4. [51] Neka je � vreme zaustav a�a u odnosu na filtraciju F i ne-
ka je F� = {F

�^t, t � 0}. Mo⇡e se pokazati da F� |< F�;F va⇡i pa je svako vreme
zaustav a�a u odnosu na F pseudo vreme zaustav a�a u odnosu na F�.

Jedna od glavnih primena pseudo vremena zaustav a�a je primena u finansi-
jskoj matematici pri modelira�u vremena nemogu✏nosti izvrxe�a finansijskih
obaveza (engl. default time). U nastavku ✏e biti izlo⇡eni rezultati koji povezuju
koncepte uzroqnosti i pseudo vremena zaustav a�a u finansijskoj matematici.

Kao xto je poznato, na kompletnom finansijskom tr⇡ixtu bez mogu✏nosti ar-
bitra⇡e cena aktive X

t

u trenutku t po unapred ugovorenoj ceni X sa datumom
dospe✏a T jednaka je

X
t

= E

✓
X exp

✓
�
Z

T

t

r
u

du

◆����Ft

◆
,

gde je r = {r
s

, s � 0} kamatna stopa, a F
t

skup svih informacija raspolo⇡ivih do
trenutka t, zak uqno sa �im.

U okvirima kreditnog rizika, odnosno rizika od nemogu✏nosti izvrxe�a fi-
nansijskih obaveza (engl. default risk), nemogu✏nost izvrxe�a finansijskih oba-
veza se pojav uje u sluqajnom vremenu ⌧ . Osnovni proces koji se koristi prilikom
modelira�a vremena nemogu✏nosti izvrxe�a finansijskih obaveza je 1{⌧<t}. Kod
potencijalnog potra⇡iva�a sa rizikom od nemogu✏nosti izvrxe�a, naplata ✏e
se realizovati samo ako se trenutak nemogu✏nosti izvrxe�a finansijskih oba-
veza ne dogodi pre datuma dospe✏a. Zapravo, naplata se u ovakvim situacijama
modelira iz dva dela:

1) Za dati datum dospe✏a T > 0, sluqajna veliqina X, koja ne zavisi od ⌧ ,
predstav a ugovorenu naplatu - sumu koju ✏e vlasnik ugovora dobiti na datum
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dospe✏a T , u sluqaju da se nemogu✏nost izvrxe�a finansijskih obaveza nije de-
sila pre T .

2) Prediktabilnim procesom h se modelira naplata u sluqaju da se nemo-
gu✏nost izvrxe�a finansijskih obaveza realizuje pre datuma dospe✏a T . Ovaj
proces se naziva proces oporavka (engl. recovery process).

U trenutku t raspolo⇡iva je informacija da li se nemogu✏nost izvrxe�a fi-
nansijskih obaveza realizovala pre t ili nije jox uvek, ali ne i informacija o
tome kada ✏e se realizovati.

Modelira�e vremena nemogu✏nosti izvrxe�a finansijskih obaveza je xiro-
ko rasprostra�eno u finansijskoj matematici [13], a postoje dva glavna pristupa
rexava�a ovog problema: sluqaj kada je ⌧ vreme zaustav a�a u odnosu na po-
qetnu filtraciju i sluqaj kada je ⌧ vreme zaustav a�a u odnosu na proxirenu
filtraciju. U nastavku ✏e pa⇡�a biti posve✏ena drugom navedenom pristupu.

Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a na kome je definisana filtracija
G = {G

t

, t � 0}. Vreme nemogu✏nosti izvrxe�a finansijskih obaveza ⌧ je slu-
qajno vreme, koje nije vreme zaustav a�a u odnosu na filtraciju G. Tada, druga
filtracija F = {F

t

, t � 0} igra k uqnu ulogu u modelima kreditnog rizika i ona
predstav a skup informacija raspolo⇡ivih na tr⇡ixtu. Filtracija F se dobi-
ja progresivnim proxire�em filtracije G sluqajnim vremenom ⌧ : to je najma�a
desno neprekidna filtracija koja sadr⇡i filtraciju G i u odnosu na koju je ⌧
vreme zaustav a�a. Mo⇡e se primetiti da je tada ⌧ pseudo vreme zaustav a�a
u odnosu na filtraciju G. Ovakvo proxire�e omogu✏ava dobija�e jednostavne
formule za odre�iva�e kompenzatora procesa D = {D

t

, t � 0}, gde je D
t

= 1{⌧<t}, za
koje je ve✏ napomenuto da ima va⇡nu ulogu u ovakvim modelima. Sluqajan proces
D je rastu✏i, càdlàg proces, koji je jednak 0 pre trenutka nemogu✏nosti izvrxe�a
finansijskih obaveza, a 1 posle. Neka je FD prirodna filtracija procesa D, tj.
neka je FD

t

= �{D
u

, u  t}.
Intenzitet od ⌧ se definixe kao nenegativan adaptiran proces � za koji je

proces M = {M
t

, t � 0}, gde je

M
t

:= D
t

�
Z

t^⌧

0

�
u

du,

martingal.

Definicija 4.4.2. Rastu✏a funkcija � : R+ ! R+ data sa

�(t) = �ln(1� F (t))),

gde je F (t) = P (⌧  t), naziva se hazardna funkcija od ⌧ .
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Definicija 4.4.3. Funkcija ⇤ : R+ ! R+ se naziva martingalna hazardna funk-
cija sluqajnog vremena ⌧ u odnosu na prirodnu filtraciju FD, ako je proces {D

t

�
⇤(t ^ ⌧), t � 0} FD-martingal.

Primer 4.4.5. [50] Neka je filtracija G sopstveni uzrok u okviru F, tj. neka va⇡i
G |< G;F i neka je G-martingalni hazardni proces ⇤ od ⌧ neprekidan. Za fiksirano
s > 0, neka je Y integrabilna sluqajna veliqina mer iva u odnosu na F

s

. Ako je desno
neprekidni proces V = {V

t

, t � 0}, dat sa

V
t

= E(Y e⇤t�⇤s |G
t

), 8t 2 [0, s]

neprekidan u ⌧ , odnosno �V
s^⌧ = V

s^⌧ � V(s^⌧)� = 0, tada za svako t < s va⇡i

E(1{⌧>s}Y |F
t

) = 1{⌧>t}E(Y e⇤t�⇤s |G
t

).

Posledica navedenog rezultata daje dovo ne uslove pod kojima se verovatno✏e
pre⇡iv ava�a od ⌧ u odnosu na F

t

mogu izraqunati preko martingalnog hazardnog
procesa.

Primer 4.4.6. [50] Neka su zadovo eni uslovi iz Primera 4.4.5. Ako je proces V , dat
sa

V
t

= E(e⇤t�⇤s |G
t

), 8t 2 [0, s]

neprekidan u ⌧ , odnosno ako je �V
s^⌧ = V

s^⌧ � V(s^⌧)� = 0, tada za t  s va⇡i

P (⌧ > s|F
t

) = 1{⌧>t}E(e⇤t�⇤s |G
t

).

Mo⇡e se primetiti da rezultat va⇡i i u sluqaju kada je G = F.

4.4.1 Primena uzroqnosti na odre�iva�e vrednosti ugovora sa

mogu✏im neizvrxe�em

Neka je B = {B
t

, t � 0} neprekidan proces sa konaqnom varijacijom adaptiran
u odnosu na filtraciju G dat formulom

B
t

= e
R t
0 rudu,

gde je r = {r
t

, t � 0} integrabilan proces adaptiran u odnosu na G. Ovako defini-
san proces B predstav a bankovni raqun.

Neka je

S
t

:= B
t

E

✓Z

(t,T ]

B�1
u

Z
u

dD
u

+B�1
T

X1{T<⌧} | Ft

◆
, (4.25)
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gde je T datum dospe✏a, Z F-prediktabilan proces i X F
T

mer iva sluqajna veli-
qina. Neka je proces V definisan sa

V
t

= B̃
t

E

✓Z
T

t

B̃�1
u

Z
u

�
u

du+ B̃�1
T

X | F
t

◆
, (4.26)

gde je B̃ bankovni raqun sa kratkoroqnom kamatnom stopom prilago�enom mogu✏em
neizvrxe�u R

t

= r
t

+ �
t

, tj.

B̃
t

= exp

✓Z
t

0

(r
u

+ �
u

) du

◆
.

U narednom primeru je dat jox jedan oblik izraza (4.25).

Primer 4.4.7. Neka je filtracija G sopstveni uzrok u okviru F, tj. neka va⇡i
G |< G;F i neka je G-martingalni hazardni proces ⇤ od ⌧ apsolutno neprekidan.
Neka je Z G-prediktabilan proces i X G

T

mer iva sluqajna veliqina. Ako va⇡i
� = ⇤, tada je S

t

= 1{⌧>t}Vt

za t  T , gde su S i V procesi dati formulama (4.25) i
(4.26), redom.

Navodi se jedna od osobina hazardnog procesa izra⇡ena preko uslova uzroqne
predvidivosti.

Primer 4.4.8. [52] Neka su G = {G
t

, t � 0} i F = {F
t

, t � 0} filtracije definisane
na istom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ) takve da je G ⇢ F i F

t

= G
t

_ H
t

, gde je
H

t

= �(D
s

, s  t), N
t

= 1{⌧t}. Ako je F uzroqno predvidivo sa G, F
t

= P (⌧  t | G
t

)
neprekidno i F

t

< 1, tada je hazardni proces � rastu✏i i predstav a F-uopxteni
intenzitet od ⌧ . Drugim reqima, proces {N

t

� �(⌧ ^ t), t � 0} je F-martingal.

4.5 Neke primene koncepta uzroqnosti u statistici

U ovom delu se razmatraju veze izme�u koncepta uzroqnosti iz Definicije
4.1.2 i mer ive razdvojenosti. Koncept mer ive razdvojenosti izme�u �-algebri
je uveden u k�izi [19]. Taj koncept je slabiji od nezavisnosti koji je centralna
tema u statistici. Koncept mer ive razdvojenosti ima dve verzije: uslovnu i
marginalnu. U marginalnoj verziji se ka⇡e da su �-algebre M1 i M2 uslovno
mer ivo razdvojene u odnosu na datu �-algebru M3 ako i samo ako su zajedniqki
doga�aji trivijalni, dok u uslovnoj verziji odgovara osobini da su zajedniqki
doga�aji te dve �-algebre sadr⇡ani u uslovnoj �-algebri. U nastavku M oznaqava
kompletiranu �-algebru M.
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Definicija 4.5.1. [19] Ka⇡e se da su �-algebre M1 i M2 uslovno mer ivo razdvojene
u odnosu na M3 ako va⇡i

M1 _M3 \M2 _M3 = M3

i oznaqava sa M1 k M2 | M3. Ako je potrebno da se eksplicitno naglasi uloga
verovatno✏e P , bi✏e oznaqeno sa M1 k M2 | M3;P .

Naredna teorema daje ekvivalentne naqine za definisa�e mer ive razdvojeno-
sti.

Teorema 4.5.1. ([19]) Slede✏i uslovi su ekvivalentni:
1)M1 _M3 \M2 _M3 = M3,
2)M1 _M3 \M2 _M3 ⇢ M3,
3 M

t

2 [M1 _M3]+1 i E(M
t

| M2 _M3) = M
t

implicira E(M
t

| M3) = M
t

.

Grubo govore✏i, zajedniqki doga�aji dve �-algebre su sadr⇡ani u uslovnoj
�-algebri. Iz prvog uslova Teoreme 4.5.1 je jasno da je koncept mer ive razdvo-
jenosti simetriqan po M1 i M2. Neke osnovne osobine ovog koncepta se mogu na✏i
u [19].

Neka je (⌦,A,F, P ) prostor sa filtracijom. Preko filtracije F = {F
t

,
t � 0} se uvodi vreme u model, pri qemu F

t

predstav a �-algebru generisanu svim
opservacijama do trenutka t. Filtracije igraju va⇡nu ulogu u sekvencijalnim
eksperimentima i sekvencijalnoj analizi jer daju informacije o proxlosti.

Uvodi se naredna definicija.

Definicija 4.5.2. [67] Neka su F = {F
t

, t � 0}, G = {G
t

, t � 0} i H = {H
t

,
t � 0} filtracije na istom prostoru verovatno✏a. Ka⇡e se da su filtracije H i F
uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na G u verovatno✏i P (u oznaci H k F | G;P )
ako va⇡i

H
t

k F
t

| G
t

(4.27)

za svako t � 0.

Naredna teorema pokazuje da se mer iva razdvojenost izme�u filtracija mo⇡e
posmatrati kao neophodan uslov za statistiqku uzroqnost.

Teorema 4.5.2. [67] Neka su F = {F
t

, t � 0}, G = {G
t

, t � 0} i H = {H
t

, t � 0} filtra-
cije na kompletnom prostoru verovatno✏a (⌦,A, P ). Ako va⇡i H |< G;F;P , tada su
H i F uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na G, u verovatno✏i P (ekvivalentno,
H k F | G;P ).
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Dokaz. Prema Definiciji 4.1.2, H1 ? F
t

| G
t

;P va⇡i za svako t. Prema Posledici
2.2.11 iz [19], sledi

(H _ G)1 ? (F _ G)
t

| G
t

.

Prema Posledici 2.2.9 iz [19] sledi H _ G ? F _ G ⇢ G. Sada prema Teoremi 4.5.1
i Definiciji 4.5.2 sledi da su H1 i F

t

uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na
G
t

, tj. H1 k F
t

| G
t

va⇡i za svako t 2 I, pa su H i F su uslovno mer ivo razdvojene
u odnosu na G, tj. va⇡i H k F | G;P .

Posledica 4.5.1. [67] Neka su M
i

, i 2 {1, 2, 3} pod��-algebre iz A. Ako je M2 uzrok
za M1 u okviru M3 tada su M1 i M3 uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na M2

(ekvivalentno, M1 k M3 | M2).

Koncept uslovne mer ive razdvojenosti izme�u �-algebri je slabiji od koncep-
ta uzroqnosti. U narednoj teoremi se dokazuje da, pod nekim dodatnim uslovima,
mer iva razdvojenost implicira uzroqnost u smislu Definicije 4.1.2.

Teorema 4.5.3. [67] Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a, F = {F
t

, t � 0}, G =
{G

t

, t � 0} i H = {H
t

, t � 0} filtracije iz A takve da H ✓ F i G ✓ F. Ako su za
svako t 2 I, H1 i F

t

uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na G
t

(tj. ako je H1 k F
t

| G
t

)
tada va⇡i H |< G;F;P .

Dokaz. Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a, H ✓ F , G ✓ F i H1 k F
t

| G
t

za
sve t 2 I. Prema Teoremi 4.5.1 i prema ekvivalentnoj karakterizaciji doga�aja
definisanoj sa (5.2.3) u [19] sledi

A 2 H1 _ G
t

i E(1
A

| F
t

_ G
t

) = 1
A

.

Iz G
t

⇢ F
t

za svako t 2 I sledi da je E(1
A

| F
t

) = 1
A

. Na osnovu (5.2.7) iz [19] za
svaki skup A koji zadovo ava uslove Teoreme 4.5.1 dobija se E(1

A

| G
t

) = 1
A

. Tako
se, prema pretpostavci teoreme, za svako A 2 H1 dobija

P (A | F
t

) = P (A | G
t

),

odakle va⇡i H |< G;F;P .

U narednim rezultatima su dokazane neke osobine koncepta mer ive razdvoje-
nosti koje neposredno slede iz uzroqnosti.

Propozicija 4.5.1. [67] Neka su P i P 0 dve verovatnosne mere na (⌦,A). Ako va⇡i

P 0 ⌧ P ,
dP 0

dP
je H1-mer ivo i H |< G;F;P tada su filtracije H i F uslovno mer ivo

razdvojene u odnosu na G i P 0.
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Dokaz. Neka su P i P 0 dve apsolutno neprekidne mere i neka je
dP 0

dP
H1-mer ivo.

Iz relacije uzroqnosti H |< G;F;P i [57] sledi da va⇡i H |< G;F;P 0. Na naqin
analogan onom iz dokaza Teoreme 4.5.2, dobija se da su H i F uslovno mer ivo
razdvojene u odnosu na G i P 0.

Propozicija 4.5.2. [67] Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a i neka su G,H,J i F
filtracije iz A. Ako va⇡i H |< J;G;P i H |< G;F;P , tada je J ⇢ G ⇢ F i filtracije
H i F su uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na J (tj. H k F | J.)

Dokaz sledi direktno iz [57] i Teoreme 4.5.2.

Propozicija 4.5.3. [67] Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a i G,H i F filtra-
cije iz A. Ako va⇡i H |< H;G;P i G |< G;F;P , tada su filtracije H i F uslovno
mer ivo razdvojene u odnosu na H (H k F | H).

Dokaz sledi direktno iz [57] i Teoreme 4.5.2.

Propozicija 4.5.4. [67] Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a i neka su G ✓ F
filtracije iz A. Ako su desno neprekidne modifikacije elemenata skupa

K = {M
t

,M
t

= P (A | G
t

), A 2 G1, t � 0}
F-martingali, tada su G i F uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na G (tj. G k F |
G).

Dokaz. Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a, G ✓ F filtracije iz A i neka su
elementi skupa K martingali. Prema [57] G je sopstveni uzrok u okviru F, tj.
va⇡i G |< G;F;P . Tvr�e�e sledi prema Teoremi 4.5.2.

Iz prethodnog rezultata se mo⇡e zak uqiti da ako se posmatra prirodna fil-
tracija FX martingala X = {X

t

, t � 0} oblika X
t

= P (A | FX

t

), za A 2 FX

1 sledi
da su FX

1 i F
t

uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na FX

t

za svako t � 0 (tj.
FX k F | FX).

Slede✏i primeri ilustruju prethodno dobijene rezultate.

Primer 4.5.1. [67] Neka je X proces Markova u odnosu na filtraciju F. Prema [57]
i Teoremi 4.5.2 �-algebre FX

1 i F
t

su uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na FX

t

za
svako t � 0, tj. FX k F | FX ;P.

Primer 4.5.2. [67] Kao posledica Primera 4.5.1 za proces Braunovog kreta�a
W = {W

t

, t � 0} u odnosu na filtraciju F = {F
t

, t � 0} sledi da su �-algebre FW

1
i F

t

uslovno mer ivo razdvojene u odnosu na FW

t

za svako t � 0, tj. FW k F | FW ;P .
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Mer iva razdvojenost je upravo jedan od naqina da se poka⇡u osobine identi-
fikacije i stroge identifikacije (videti [18]). Koncept stroge identifikacije
izme�u �-algebri ima xiroku primenu, posebno u ekonometriji i neparameta-
rskoj statistici (videti [7]). Tako�e, je u [7] uveden jaqi koncept B-stroge mer-
 ive razdvojenosti, koji je, uz neke dodatne pretpostavke, impliciran mer ivom
razdvojenox✏u kako je uvedeno u [7].

Napomena. U prethodnim rezultatima parametar t je posmatran kao fiksi-
rano vreme. Problem se mo⇡e da e uopxtiti uvo�e�em vremena zaustav a�a. Ta
razmatra�a su va⇡na za korektno razmatra�e nekih problema kod konaqne popu-
lacije i taqkastih procesa.

U nastavku ✏e biti razmatrane primene navedenih rezultata na dati Bajesov1

eksperiment.

Definicija 4.5.3. ([19]) Bajesov eksperiment je definisan kao slede✏i prostor ve-
rovatno✏a

E = (U ⇥ S,U _ S,⇧),
gde se (U,U) naziva prostor parametara, a (S,S) uzoraqki prostor. Restrikcija od
⇧ na (U,U) se naziva apriorna verovatno✏a.

Neka je U ⇥ S ⇢ ⌦ i U _ S ⇢ A. Pored toga, neka je M ⇢ U _ S pod-�-algebra
od U _ S. Mer iva familija eksperimenta se oznaqava sa EM. Pod-�-algebra
T ⇢ S je �-algebra generisana nekom statistikom koja je definisana na uzoraqkom
prostoru. Pod-�-algebra B ⇢ U je, obiqno, �-algebra generisana nekim funkcijama
iz prostora parametara.

Pojam mer ive razdvojenosti eksperimenta je dat u Definiciji 5.3.1 u [19].

Definicija 4.5.4. ([19]) Bajesov eksperiment je EM
B_T mer ivo razdvojen ako

B k T | M.

Mer iva razdvojenost Bajesovog eksperimenta EM
B_T se mo⇡e posmatrati kao

osobina potpuno suprotna od ukupne informativnosti tog eksperimenta. Mer iva
razdvojenost se mo⇡e povezati sa konceptom statistiqke uzroqnosti.

Teorema 4.5.4. [67] Neka je (⌦,A, P ) prostor verovatno✏a i neka su M,B i T �-
algebre iz A. Ako va⇡i B |< M; T , tada je Bajesov eksperiment EM

B_T mer ivo raz-
dvojen.

1Reverend Thomas Bayes, 1702-1762, engleski filozof i matematiqar
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Dokaz. Neka va⇡i B |< M; T . Tada, prema Teoremi 4.5.2 (koja va⇡i za filtracije,
pa va⇡i i za svaku �-algebru) va⇡i mer iva razdvojenost, tj. B k T | M. Prema
Definiciji 4.5.4, Bajesov eksperiment je EM

B_T mer ivo razdvojen.

Obrnuto tvr�e�e ne va⇡i bez dodatnih pretpostavki.
U narednim rezultatima se daje veza izme�u datog koncepta uzroqnosti, pojma

dovo nosti i pojma drugorazrednosti u bajesovskom kontekstu. U tom smislu,
navedene su neke poznate definicije.

Definicija 4.5.5. (videti [19]) N je EM
B_T -dovo na statistika ako i samo ako

N ⇢ M _ T i B ? T | M _N .

Definicija 4.5.6. (videti [19]) N je EM
B_T -drugorazredna statistika ako i samo

ako N ⇢ M _ T i B ? N | M.

Naredni rezultat sledi direktno iz Definicije 2.2 i Posledice 3.2 iz [67] i
Propozicije 5.3.2. iz [19], a mo⇡e biti koristan za proveru mer ive razdvojenosti
u Bajesovom eksperimentu EM

B_T .

Propozicija 4.5.5. [67] Bajesov eksperiment EM
B_T je mer ivo razdvojen ako i samo

ako postoji EM
B_T -dovo na statistika N takva da va⇡i B |< M;N .

Mo⇡e se opisati veza izme�u datog koncepta i uopxtene Bajesove verzije Druge
Bezuove2 Teoreme.

Propozicija 4.5.6. [67] Neka je M dovo an uzrok za B u okviru T . Svaka EM
B_T -

statistika R nezavisna od EM
B_T -dovo ne statistike N je drugorazredna (eng. an-

cillary).

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz Definicije 2.2 i Posledice 3.2 iz [67] i Propo-
zicije 5.3.4. (i) iz [19].

Za pisa�e ove glave, pored citiranih referenci, korix✏ena je i slede✏a li-
teratura [23], [26], [27], [28], [29], [31], [37], [42], [58], [59] [65], [70].

2Debabrata Basu, 1924-2001, indijski statistiqar
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