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HacuoB: CroxacTuuka npeaBuanBOCT GUITPAIMja U IPOIECa MO HEIPEKUIHOM Ia-
pamMeTpy

Caxerak: Muoru HOBU Pa3BOjHU IpaBIX Yy 00JIacTU BepOBATHONE U CTATUCTUKE Ce
3aCHMBA]jy Ha HAJAKEHY U UCTPaKUBaBY y3POUYHUX Be3a mdMeDhy mocMaTpaHUX MpoIlie-
ca. To mogpa3zymeBa U pasMaTpame pejallija 3aBUCHOCTU U UCIUTUBAHE KAKO MIPOC-
XJIOCT yTUYe Ha cagammbocT m Oymyhuoct mporeca. [lo3nmatu konment ['pejHiepose
y3pounoctu (1969) je moBesan ca mOjMOM JIOKaJHE 3aBUCHOCTU KOjy je yBeo lllBemep
(1970). I'pejuyep je pasmarpao BpeMeHCKe cepuje, mok je pan lllsemepa 6uo 3acHO-
BaH Ha npouecuma Maprosa. Taj rkoruenr je xkacuuje npommpro Murnann (1986) ma
HEIITO OmITHuje kiace nporeca. CBM HaBEIEHU KOHIENTU YBOIE YV MOIET BPEMEHCKY
KOMIIOHEHTY IPUWJINKOM pa3MaTpama 3aBUCHOCTU.

Hucepranuja canp:xu yetupu riaase. OpPUTrMHAJIHU PE3yNTATH AUCEPTALUje Cy W3-
JokeHUu y dyerBpToj riaBu. [Ipeamer moxTopcke mucepranuje je yBoheme paszanyumuTux
KOHI[ETIATa CTOXACTUYKE MMPEIBUINBOCTU KOPUIINEHmEeM 0COOUHA yCIOBHE HE3aBUCHOCTU.
I[Ipema uneju I'pejurepa, pasmarpajy ce peraamnuje usmebhy o-anaredbpu morabaja, on-
HOCHO ¢uiTpanuja u m3Mehy mporneca ca HENPEKUIHUM IapaMeTPOM, jep MOIEeIu ca
HEIPEKUIHNM ITapaMeTPOM IpencTaBsbajy HOUYETHN KOpakK y MHOIMM IpUMeHaMa Kao III-
TO Cy: IpuMeHe y objacTu (UHAHCHUja, €KOHOMETPUje, HeYyPO HayKe, eNUIeMUOJIOTH]e,
KJINMATOJIOTHje, AeMorpaduje u ApyruM. Y IucepTanuju je neGuHUCAH KOHIENT 3aBU-
cHOCTU M3MeDby mponeca 1 ¢uarpanuja. Konmnenr je HazBaH y3poUyHa IPEIBUANBOCT jep
ce 3acHUBa Ha npeaukinuju. HaBemeHe cy HeEKe o IJIaBHUX OCOOMHA TOT KOHIENITA U
IpUKa3aHa je MOBE3HOCT ca APYTUM KOHIENTUMa 3aBUCHOCTU. Y 3PDOYHA NIPEABUANBOCT
je mpuMemeHa Ha OU(Yy3MOHE IpoIece, NMPenu3HUje, Ha WCIUTUBAKE jeIUHCTBEHOCTU
c1abux pelema CTOXaCTUYKUX AUepeHnnjaTnnx jeqaadnnaa VMtoa u cToxacTUUkux am-
depeHNUjaTHIX jeqHAUYMHA IO ceMmMapTuHrasaunMma. [lopen tora, Teopema o pempeseH-
TalUju je MTPEeACTABbEHA Y TEPMUHUMA Y3POUHE MPEABUANBOCTU U JATU Cy MHOTOOPOjHU
IpUMepU IDPUMEHa yBeNeHOI KOHIENTa y (MHAHCHUjCKO] MAaTeMATWUIV KO MOIeIUPama
3aMITUTE O PU3UKA U 0ajeCOBCKOj CTATUCTUIIA.

Jeman on Moryhwmx mpaBama majber UCTpakuBama OW OWIIO MpoydYaBame IpOorpe-
CUBHE CTOXaCTHYKE IPEIBUANBOCTU IIPEJaCKOM ca (UKCUPAHOT BPEMEHa Ha BpPeMeHa
3ayCTaBJbamba.
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Title: Stochastic predictability of filtrations and processes with continuous parameter

Abstract: Many new developments in the filed of probability and statistics focus on finding
causal connections between observed processes. This leads to considering dependence relations
and investigating how the past influence the present and the future. The well known concept
of Granger (1969) causality is closely related to the idea of local dependence introduced by
Schweder (1970). Granger studied time series, while Schweder considered Markov chains. The
concept was later extended to more general stochastic processes by Mykland (1986). All this
concepts incorporate the time into consideration dependence.

The dissertation consist of four chapters. New results are presented in the fourth chap-
ter. The main aim of this doctoral dissertation is to determine different concepts of stochastic
predictability using the well known tool of conditional independence. Follow Granger’s idea,
relationships between family of o-algebras (filtrations) and between processes in continuous ti-
me were considered since continuous time models dependence represent the first step in various
applications, such as in finance, econometric practice, neuroscience, epidemiology, climatology,
demographic, etc. In this dissertation the concept of dependence between stochastic processes
and filtration is introduced. This concept is named causal predictability since it is focused on
prediction. Some major characteristics of the given concept are shown and connections with
known concept of dependence are explained. Finally, the concept of causal predictability is
applied to the processes of diffusion type, more precisely, to the uniqueness of weak solutions
of Ito stochastic differential equations and stochastic differential equations with driving semi-
martingales. Also, the representation theorem in terms of causal predictability is established
and numerous examples of applications of the given concept are presented such as application
in financial mathematics in the view of modeling default risk, in Bayesian statistics.

The idea for the future might be to deal with the case of progressive stochastic predictability,
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” Always be a little improbable.”
- Oscar Wild

Y Bono

Jenman o mMpmOPUTETHUX 3a0aTaka Yy MHOTMM ObJIacTUMa HAYKe je mpoyJyaBame Mehy-
cOOHEe TOBE3aHOCTU PA3JIUYUTUX MM0jaBa U UCTUTUBAKE BHUXOBE MehycoOHEe 3aBUCHOCTU.

Muoru mayuHUIZ (OKyCcUpPajy CBOja MCTPaKMBAMma HA HAJAKEHEe Y3POUHUX 3aBU-
cuoctu m3Mely peructpoBanux nmomartaka. VI3 perucrpoBaHUX mogaraka ce MOTY HU3Be-
CTU Pa3JUYNTE CTATUCTUYKE KAPAKTEPUCTUKE, ajd TAKO NOOUjeHe pejalrje He MOpajy
HYKHO OUTH y3podHe. 3aTO je moTpebHO ma ce me@UHUITY KPUTEPUjyMU y3pPOdHEe 3a-
BucHOCTU. /loOpa moma3zHa Tauvka y JUTEPATYyPU, IPU UCTPAKUBAKDY HAUMHA 3a OIpe-
buBame u Mepeme y3pouHuUX ederara, Moke outu Xomanmosa kmura [24]. Jom jemHo
pememe je U ma ce pa3MaTpa CTOXACTMUKa 3aBUCHOCT Kao kox ['ymal [21] u Illyneca?
[64] KOju je me¢puHMCAO BEPOBATHOCHY y3POYHOCT. MHOro cOpUCTANMPAHUjU IPUCTYII,
KOjU je U BpCTa MpeIBUAMBOCTHU, npeanoxuo je I'pejunep’ [22]. ['pejuiep je ucnutubao
MebhycobHe yTuiaje mojaBa y BpeMeHy KopucTehum Ha3uB HEY3POUHOCT, & CIAUYAH IPU-
ctyn je umao u [lIsenep? [63] u KopucTro je Ha3uB JOKaJTHA He3aBUCHOCT. [ pejuuep je
npoydaBao BpeMmeHCKe cepuje, a llIBemep manme MapkoBa. Y ciydajy OBe BpeMeEHCKe
cepuje X m Y raske ce ma X He y3pokyje Y, ako Ha nmpensubame Oyayhuoctu cepuje Y
He yTUYe NOAaBame MHpoOpMaluje Kojy maje cepuja X, MTO IpeacTaB/ba UCTU KOHIENT
Kao ¥ JIOKaJIHA HEe3aBUCHOCT. Y JuTepaTypu ce kopuctu 1 Ha3uB ['pejunep-IlIBeneposa
y3pounocT. Takap Konment je npomupuo Murnana® [57] mHa Kaacy mporeca ca Hempe-
KUIHUM BPEMEHOM.

Caenmehu momenyTe mueje, MOKa3aHO je KAaKO peJalldje YCJIOBHE OPTOTOHAJHOCTU U
YCJIOBHE HE3aBUCHOCTU MOTY MOCIYKUTU KAaO OCHOB 3a OIIITY BEPOBATHOCHY TEOPU-
jy y3pouHOCTH 3a ciaydajHe morabaje um ciaydajHe mporece. Y 3POYHOCT U3PaKEHY y

rving John Good, 1916-2009, 6puTancku MaTeMaTugap

2Patrick Suppes, 1922-2014, amepudrn GpuiIo30¢h

3Clive William John Granger, 1934-2009, 6purancku exonoMerpuuap, moduraux Hobenose marpaze
3a ekoHOoMUjy 2003. romune

4Tore Schweder, 1943-, HOPBEIIKM CTATUCTIYAD

SPer A. Mykland, aMepuyky MaTeMaTUUIap U CTATUCTHYAD
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TePMUHUMA yCJIOBHE OPTOTOHAJHOCTU Y XMJIOEPTOBUM MIPOCTOPUMA KBAJAPATHO WHTE-
rpabuiHUX CIyJYajHUX BeJuunHa IpoydaBao je Xocoja [25], a mmpokro cy je pa3suin
dopenc® u Moymapt’ [18], 1ok cy mAedpunHUIMje y TEPMUHUMA, yCJIOBHE HE3aBUCHOCTH
nmare y pagosuMma [17], [18], [19], [22], [57].

[Ipenmer moxTOpCKe mucepranyje je nepuHMCAH€ HOBUX OOJIMKa 3aBUCHOCTHU M3MeDy
CIydajHUX mporeca u pamunuja o-aaredpu pnorabaja, omHOCHO ¢uiaTpanuja, M aHAIUA-
3upame BUXOBUX Be3a. Vneja yBobewma BpeMeHa KO UCIMTUBAMKA 3aBUCHOCTU U Mehy-
cOOHOT yTHUIlaja MOjaBa je 3HavajHa U 3a IpeaBubame pasMaTpaHUX II0jaBa.

Y panmy ce pasmarpajy ¢uiATpanuje U cIydajHd IPOIecU IO HEIPEKUITHOM IapaMe-
TPY jep MOJenu ca HeIPEeKUJHUM BPEMEHOM HMajy IMUPOKY IPUMeHY Yy (UHaHCHUjaMma,
€KOHOMETPHju, OMOCTATUCTUNN, HEYPOHAYIIM, €KOJIOTHjU, eI IeMUOJIOTjU, JeMorpadu-
ju 1 npyruMm obimactuMa Hayke. /lepuHNUCAH je 1 HOBU KOHIENIT 3aBUCHOCTHU IO HA3UBOM
CTOXAaCTUYKA IPEIBUINBOCT, & 3aTUM je pa3MaTpaHa Be3a Te peJalnuje ca MO3HATUM Je-
(uHUIMjaMa 3aBUCHOCTU.

Crpykrypa pana je ciaeneha.

Y mpBOj riiaBU Cy HaBEAEHW PE3YyJTATU U3 TeOPUje CIAydajHUX IpoIeca, KOju ce KO-
pucTe y HacTaBKy pazna. Baykan mojam y Teopuju mapTuHraga cy ciaydajHa BPEMEHA,
CIenmrjaJHO BPEMEHa 3ayCTaBJbama. ¥y OBOM ey Cy ne(UHUCAHA BpeMeHa 3ayCTaBJba-
HBa M MEPJLUBOCT IIPOIECa ca HEIPEKUIHNM ITapaMeTpoM, Kao n BuHepoB mpormec u nare
Cy HEKe HmeroBe OCHOBHe ocobune. HaBenenu cy m ocHOBHU cTaBoBU u3 Teopuje MmapTUH-
raja ca HeIpeKUIHUM napamerpoM. lepumHUCAH je TPOCTOP HENPEKUIHUX MAPTUHTAIIA
M, kao u npocropu M2 M¢ u MY Koju canpse, peloM, HEIPEKUIHE, OTPAHUYEHE U
YHU(POPMHO MHTErpabuiIHe MapTUHTAJE ca MOYETHUM BpenHocTuMma y Hyau. Omnucan je
1 npoctop MY HenmpekuTHUX NTOKAJHUX MapPTUHTAJa Ca TOYETHUM BPEIHOCTUMA y HY-
JIX 1 IPOUIUPEH je IojaM KBaApaTHE Bapujalyje 1 KBaJpaTHe KOBapHrjaluje Ha JOKAJJIHE
MapTUHTAJIE.

Y mpyroj riiaBm je onMCaH HAYWH Ae(pUHUCAHA WHTErpajia Io IPOIecuMa 4Yuje Tpa-
jekTopuje HeMajy orpaHuveHe Bapujanuje. [[pukasan je mocTymnak KOHCTPYKIMj€ CTOXa-
CTUYKOT MHTErpaJjia Io Pa3InduTuM Ki1acaMa MapTuHraiga. IIpBo ce pasmarpa naTErpas
eJeMeHTapHUX MIPOoIeca, a 3aTUM Ce TaKO Ae(PUHUCAH CTOXACTUYKU MHTErPaJs IPOMUpy-
je Ha Kjace HENPEeKUIHUX MapTUHTaJa U CEMUMapPTHUHTajJa. Y WCTO] IJIaBU je HaBEIeH
U jelaH O HAJIIO3HATH]UX pe3yJjTaTa y CTOXaCTUYKO] aHaamusu, popmyrna ViToa, Koja je
cToxactuuka Bep3uja IbyTa®-Jlajorumnose’ GopMyIe u3 Teopuje KIacudHe MHTETPaIAje.

Tpeha rnasa mucepramnuje je mocBehena cToXacTUUKUM Tu(ePEHINjATHIM jeTHAYN-

6Jean Pierre Florens, 1947- , ¢paHIyCKl eKOHOMETPUYAD

"Michel Mouchart, Gearujcku crarucTudap

8Sir Isaac Newton, 1643-1727, enraeckn mareMaTwdap u Gpusmdgap

9Gottfried Wilhelm Freiherr von Leibniz, 1646 -1716, Hemaukn MareMaTwuap, (pU3ndap 1 IpOHAIA3AY
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HaMma, Koje cy MotmBucaJie ViToa Ha KOHCTPYKIMjY CTOXACTUYKOT MHTerpasa. Hasenene
Cy OCHOBHE ne(UHUIMje, KaO0 W Pe3yJTaTH KOju ce OTHOCEe Ha HeKe OJ OCOOMHAa pelre-
Ha CTOXACTUYKUX mudepeHnujalanx jennaunmta VToa, koje ce pa3marpajy y HapeaHOM
noryaBspy. OnucaHe ¢y U CTOXACTUUKe NU(epeHnrjaIHe jeTHadYnHe ca CEMUMapPTUHIa-
auMa ” neduHMCAHA HBUxoBa pemema. Ome he, takobhe, Outu npenver mpoyJyaBama y
UCepTanuju.

YerBpTa riaBa caap:Ku HOBE TEOPHUjCKe pe3yarare. Y OKBUDPY e Cy OepuHUCA-
HU HOBU OoOJuIu 3aBucHOCTU m3Mmebhy cayuajaux mojaBa. Pazmarpajy ce y aBa ria-
BHA CJIyJaja: 3aBUCHOCT m3MeDhy ¢uarpanuja m 3aBucHOCT u3Mebhy ciydajHux mpouneca
u ¢unarpanuja. Y oba ciaydaja je mepuHMCAH HOBM OOJUK 3aBHCHOCTHU IIOJ HA3WMBOM
CTOXACTUYKA MPEABUAUBOCT. Y MCTOj I'JIaBU CY HABEICHU U PA3JIUYUYUTU AJITEPHATUBHU
ob0nuny yBeneHe nepUHUIMje U HaBeneHe OpPOjHe ocoOMHe HOBOTr KoHIenTta. [lokaszana je
U MHBAPWjAHTHOCT peJjallje NIPeIBUINBOCTI Y OTHOCY HA CTOXACTUUYKY ITPEABUANBOCT.
Ilobujenn pe3yaratu cy nNpuMemeHU Ha onpebhuBame ycioBa 3a ciaady jeIMHCTBEHOCT
ciabux pemema CTOXACTUYKUX AU(EPEHNNjaTHIX jeJHAaUYnHA ca BpayHOBUM KpeTameM
U CTOXACTUYKUX MUPEePEeHIUjalHnX jeqHauyrnHa ca ceMuMapTuHraanMma. Hasenenu cy um
IpUMEpU IPUMEHE CTOXACTUYKE MPEIBUIUBOCTU KO pelaBama IpobiieMa MapTUHTAJ-
He pemlpe3eHTalnje Kao U y (UHAHCUJCKOj MaTeMaTHUIXW KOJX MOIEeIWpama 3alITUTE O
pu3uka. HoBu KOHIENT 3aBUCHOCTU je MOBE3aH M Ca MOJMOM MEPJLUBE PAa3/BOjEeHOCTU
o-anrebpu n puiaTpanrja KOju UMa IMUPOKY NPUMEHy Y 0ajeCOBCKOj CTATUCTUIIN.

CBu pe3yaTaTu NPUKA3aHU Y YETBPTO] IJIABU CYy OPUTCMHAJHUA U O0jaB/LeHM y pa-
mosuma [50], [51], [52], [67].



I'maBa 1

CiyuajHN TIpoNecu ca HEeIPEeKU ITHM
mapaMeTpoM

1.1 <Puarpanmuje, BpeMeHa 3aycTaBdbahba U CJIyUYajHU
mpornecu

Y OBOM MOrJaBJ/by Ce pa3MaTpajy HEeKd OJ OCHOBHUX MojMoBa Teopuje caydajHUX
mporeca Koju he y HacTaBKy OWUTU KOpPUIINEHU.

W3znoskenu pesynraTtu ce OJHOCE HA MPOIECE Ca HENMPEKUIHUM NapaMeTPOM U CIIeIU-
jAJIHO Ha MApPTUHTAJIE IO HENPEKUIHOM HapaMeTpy.

Heka je (2, A, P) npocrop BepoBatrnoha. Ckyn A C ) je P-mepe myna n3 A ako
nocroju B € A, takas na je A C B, 3a roju Basku P(B) = 0.

[TpocTop BepoBaruoha (2,4, P) je kommieran y omHocy Ha BepoBaTHOhy P ako
o-aarebpa A canp:ku cBe MOICKYINOBE CKyImoBa uuja je BepoBarHoha P jemnaka mHyiu.
Y HacTaBKy ce yBek mpernocrasiba ma je (€2, A, P) koMmiaeras MepJbuB IPOCTOD, MITO HE
IpenCcTaB/ba YMalheme ONIITOCTH, jep Ce CBAKU MEDPJLUB IIPOCTOP MOKE KOMIIJIETUDATH.

Ko maremaTuukor Momenmpama MHOTUX CIYydajHUX MOjaBa, KOje ce MEmajy y Bpe-
MeHy, pa3MaTpajy ce u Heomamajyhe damunuje o-aaredbpu u3z o-anrebpe A kKoje ce
Ha3UBaj]y QuiaTpanuje.

Punrpamnuje mpeacTap/mbajy OCHOBHU MOjaM Yy TEOPHUjU CIAYUAJHUX Hporeca. Y BeO UX
je Ily6, a MHOrM IOjMOBM ca KOjUMa Ce paaud y HaCTABKY, KAO IITO Cy BPEMEHa 3ayCTa-
BJbAHA, MAPTUHIAJIN WM CEMUMAPTUHTAIN, YKBYUY]y HojaM (uiarTpamnuja.

Hebuannuja 1.1.1. Hexa je (2, A, P) npocmop eeposamnoha u I napamemapcru uau
undexcry cxyn. Puarpammja uau moTok dozahaja wa (2, A) je neonadajyha pamunuja



[nasa 1. CnydyajHy mpomecu ca HEeIPEKUIHUM IapaMeTpPOM

F = {F,t € I} nod—o-aneebpu uz A, mj. maxeuzr da 3a ceaxo s < t, s,t € I saxncu
FsCFH CA

[Tpoctop BepoBaruoha (€2, A, P) cuabuesen ¢unrpauujom F, y ozmamu (2, A, F, P)
Ha3MBa C€ CTOXACTUYKU 0A3MC UM MPOCTOP Ca QUIITPAIjoM.

Hepununmuja 1.1.2. Heka je (2, A, P) xomnaemarn npocmop eeposammuoha ca guampa-
yujom F = {F,,t € I}. Puampayuja F je kommmerHa axo ceaxo Fy, t € I cadpacu cee
cxkynose P-mepe nyaa usz A.

Axko ¢unrpammja F = {F;,t € I} Huje KoMmiIeTHa, OHA C€ MOMKE KOMILIETUDATHU Ca
FP ={FF te I}, rne FI', t € I, upeacrasma o-anrebpy remepucany ca JF; 1 CKyHOBUMa
P-mepe myna u3 A.

Axo je I =[0,00), ¢puarpannju F ce Mmoske momaty meH 3a1mBy YiaH AeQUHUCAH Ca

fm:a{UE},

KOjU IIPeNCTaB/ba HAjMamy 0-aJredpy Ha {U E} u o3Hauasa ce ca Fo, = \ Fi.
>0 £>0

3a I =0,to),to € R 6uhe

Fro :a{U}}} =\/ 7.

tel tel

Jacno je ma Bawu Fo C A.

[Tpuponna maTepnperanuja uugekca t € I je speme. Tako ce ¢punrpanuja F = {F,
t € 1} Mo¥ke MHTEpPIpETUPATA Ka0 ONUCUBAKE MPOMIJIOCTU HEKE TojaBe, na ce J; HA3uBa
o-anrebpa morabaja Koju mperxome TPEHYTKY t, a MOKEe Ce CXBATUTU KAaO CKYI CBUX
nadpopmarmja u3 A, TOCTyOHUX OO0 TPEHyTKa t, ykbyuyjyhu u t.

Heke on o-anrebpu koje mmajy Baskny yiaory y Teopuju maprunrasa cy (Buumerw,
uwa npumep, (8], [9], [32], [46], [47]):

Fio = o—{Ufs} =\/F.

s<t

o-anrebpa kKoja canp:ku morabaje koju ce peasm3dyjy CTPUKTHO Ipe TpeHyTka t, t > 0;

ft-{-:ﬂfs’

s>t
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o-ajarebOpa kKoja camp:ku porabaje Koju ce peaJyn3yjy HEMOCPEIHO IOCJe TPEHYTKa i,
t>0.

Ba I =[0,t] je Fior = Fiy, Fo = Fo 3atel.

Jacuo je ma 3a cBako t € I Bawxku F;_ C F; C Fy..

Kaxe ce nma je ¢unrpammja F = {F;,t > 0} Heupeknmuaa axo je F; = F,_ = Fiy,
3a cBako t > 0. ®unrpamuja F = {F;,;t > 0} je Henpekmmuaa 3necHa axo je F; = Fiy,
3a cBako t > (0, a HempekmmHa cJyieBa ako je F;_ = JF; 3a cBako t > (. JacHo je ma je
¢untpamuja FT = {F,,,t > 0} yBer Henperumua 31eCHA.

Y wmacraBky he, pamau mojemHocTaB/bema onpeheHux m3pavyHaBamba, OUTU TPETIIO-
craB/beHO na ¢uiarpanuja F 3amoBosmaBa onpebene yciioBe perynapHOCTH KOjU ce Ha-
3UBajy yoOMUajeHU yCJIOBU, & KOjU Cy HABEIEeHW Yy HapeTHO] Ne(OUHWIINI]U.

Hepumannuja 1.1.3. Heka je F = {F;,t € I} duampayuja wa npocmopy eeposammoha
(Q, A, P). Kaxce ce da guampavuja F sadosomasa yobuuajene ycaose uau da je cranma-
paHA PuiITpamuja ako je nenpexudna 30echa u ako 3a ceaxot > 0 F; cadpacu cee ckynose
P-mepe wyna uz A.

Kako je Fy C JF; 3a cBako t € I, 3a Opyru ycCJOB M3 IPETXOJHE nePUHUNUjE je
MOBOJLHO na Jy camap:ku cBe ckymoBe P mepe myie u3 A.

Heka je (92, A, P) npocrop Beposaraoha, I C R ckyn Bpemnoctu mapamerpa t u
(E, £) mepmus npoctop. Ako je Ha ckyny E medpunucana merpuka, Bopenosa o-aarebpa
reHepucana TOM MeTPUKOM o3HauaBa ce ca B(FE). Uecto he F 6utu ckyn R umu RY) a
Bopenosa! o-anre6pa na R ce o3nauasa ca B.

Pamunuja cirydyajHUX TPOMEHJPUBUX KOje Cy HedUHUCAHE Ha UCTOM IPOCTOPY BEPO-
BaTHONha M KOje 3aBuce o1 mapameTrpa t mpenctaBsba ciaydajaH mpoiec. [Iperusnuje,
BasKU ciaeneha meduHummja.

Hedpumannuja 1.1.4. Peasan ciaydajaH uat CTOXaCTUYKM IPOLEC ca paznum npocmo-
pom (uau npocmopom cmamna) (R, B) je pamuauja caywajnuz npomennusur X = {X(t,w),
tel} usQ yR xoje cy A/B-mepruse.

Yecro ce ymecro {X(t,w),t € I} wopucre kpahum 3zamucu {X(t),t € [} nan
{Xi,t € I}. Y npumenama ce 4yecTo U3yudaBajy IPOLECU KOjU Ce€ AellaBajy y BPEMeHy, ma
napamerap t € [ obnyHO pencTaB/ba BpeEMe, a leroBa GUKCUpaHa BPETHOCT BPEMEHCKU
TpeHyTak. lTama ce Kake Oa caydajHa TPOMEHBUBA X; OINUCY]e CTame Mpoleca y
TPEHYTRY ¢.

[Ipema BpcTu mapamerapcKor ckyna | pasimnKyjy ce ABe OCHOBHE KJIace CIIYYajHUX
npolreca:

'Emile Borel, 1871-1956, ¢panmyckn MaTeMaTadap
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1) ako je I muckperan ckym, pamuiauja {X(t,w),t € I} ce Ha3UBa ciydajHU mpoLEC
ca OUICKPETHUM IIapaMeTpOoM;

2) ako je I mHTepBas ca peasHe npase, Tana ce ¢pamvumiuja {X(t,w),t € I} nasusa
CJIyYajHU OPOIEC Ca HENPEKUIHUM IIapaMeTpPOM.

Haname he ce mpoyuaBaTu ciiydyajHU OPOIECU CA HEIPEKUIHUM MapaMeTPOM.

Kako he name wecro 6utu I = [0, 00), pasmarpahe ce npomnecu uuje cy Tpajekropuje
HEMPEKUIHE MM HEMPEKUIHEe 3[eCHA UM HEeIPEKUIHE 3IeCHA Ca KOHAYHUM JIEBUM T'pa-
HuuHUM BpenaoctuMa (cadlag) 3a cBako ¢t > 0, ka0 U mporecu Koju Te 0coOUHE MMajy
CKOPO CUTYPHO.

Hapenna teopema mpencraB/ba OCHOBHY TEOPEMY TEOPUj€ CIYyUAjJHUX IIPOIECA.

Teopema 1.1.1. (Teopema Kosmoroposa?) Hexa je I nenpasan ckyn u nexa je Fy, 4 (21,
e X)) Pamunuja pacnodena 3a cee Konauwe noockynose {ti,...,t,} C I xoja z3adosomasa
Yycaos cumempuge u ycaoe caenacnocmu. Tada nocmoju cayuajan npouec { Xy, t € I} ma-
kae da je damunuja pacnodena Fy 4 (T1,...,%,) He208a Gamusuja KOHAUHO-OUMEHIUOHUL
pacnodena.

Ouwnrnento je ma Basku o6pHYyTO TBpheme: ako je mpouec {X;,t € I} 3amar Ha npo-
cropy Beposaruoha (2, A, P), rana je pamMuiauja KOHAUHO- IMMEH3UOHUX PACIIONEIA TOT
mporeca jemHo3Hauno oapebena.

YecTo je moTpebHO mperm3upaT y KOM CMUCIY CY OBa CJIydYajHa HIPOIEeca jeTHaKa.
Y HACTABKy Cy [OaTa OBa KOHIENTa jeqHaKOCTH ciaydajHux nporeca X = {Xy,t € I} u
Y = {Y,,t € I} koju cy mebumHUCanu Ha UCTOM npocTopy BepoBatnoha (2, A, P) u na
MCTOM TIapaMeTapCKoM CKymy [ ca BpemHocTuMa y uctoM (asuom mpocropy (R, B).

Hedumannmja 1.1.5. Cayuajnu npoyecu X = {Xy,t € [} uY = {Y;,t € I} cy croxacTu-
YKV €KBUBAJIEHTHU y MIMPEM CMUCILY aKO ce 3G c8aku Hu3 (t1,...,t,), t; € I pacnodene
caywagruxr eekmopa (X, ..., X)) v (Yiy, ..., Y:,) nokaanajy, mj. axo npoyecu umajy ucme
KOHAUHO0-OUMEHIUOHAAHE PAcnolene.

Hedbwunaunuja 1.1.6. Axo je 3a ceaxot € I
P{X; =Y} =Plw: X(t,w) =Y(t,w)} =1, (1.1)

Kaxuce ce 0a CY CAYHAIHU NPOUECU CTOXACTUYUKNA €KBUBAJIEHTHU UAU CAMO €KBUBAJIECH-
THH.

2 Andrej Nikolajevich Kolmogorov, 1903-1987, pyckn maremMaTnyap, jeias on Hajsehux MareMaTmuapa
IBAIECETOT BEKa
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CBaku apyru ciaydajaH mpolec nepuHUCAH HAa WCTOM IPOCTOPY BepoBaTHOha KO-
ju je CTOXaCTWUYKM eKBUBAJIEHTAH Hpolecy X Ha3uBa ce MoOuduKanuja mim Bep3uja
mpoieca X.

CToXacTUUYKM €KBUBAJICHTHU CJIyYajHU MPOIECH MMajy jeIHaKe KOHAUYHO-IMMEH3MOHE
¢yHKIUje pacmomene, Maaa ce IO OCOOMHAMa TPajeKTOpUja OHU MOTY OWTHO Pa3JIMKO-
BaTU.

3a nBa nponeca X = {X;,t € I} ua npocropy Beposaruoha (2, A, P)uY ={Y,, t € I}
Ha mpoctopy BeposatHoha (2!, Al P!) ce kaske na ce He pa3iuKyjy ako MOCTOjU M30-
mopouzam U : Q — Q! mpocropa Beposarnoha takas na je Y (Uw,t) = X(w,t). Taksu
nporecu ce cmarpajy jemnakmM. Cmenujanno, ako cy npornecu X u Y neduHUCAHU HA
ncroM npocropy BepoBaraoha (2, A, P), rana je X(w,t) = Y(w,t) 3a cBako w. [Iperu-
3Huje Baku ciueneha nedurUMnTja.

Hedumannmja 1.1.7. Cayuajnu npouecu X = {X;,t € I} uY = {Y,,t € I} ce e pa-
30uKyjy (enea. indistinguishable) axo ce ckopo cee murose mpajexmopuje noxaanajy Ha I,
OpyzuM penuma axo je

P{X, =Y, 30 caaxot € I} = 1. (1.2)

O6suk ekBuBanennuje u3 ledurunuje 1.1.7 je Hajjaum m mMnaunupa TPETXOTHA
nBa. JacHo je ma mperxonHa nsa obauka exkpuBasieHuuje (u3 Hepununuje 1.1.5 u Ile-
¢urrnmje 1.1.6) nMajy cMuciaa camMo ako Cy mpouecu ne@UHUCAHU HA MCTOM IPOCTOPY
BepoBaTHONha, mok y obaury u3 lepunumnuje 1.1.7 To He Mmopa Outu cayuaj. IIponecu
KOju ce He pa3nuryjy y cmucay llepumuunuje 1.1.7 cmarpajy ce jemHaxkmM.

Jlema 1.1.1. [59] Hexa je npoyec Y = {Y;,t € I} modudurayuja npoyeca X = {X,t € I}
u HeKa cy cee mpajexmopuje mux npoyeca nenpexudne zdecka. Tada ce npovecu X u'Y we
PABNUKYTY.

Y macraBry he ce pazMaTpaTu pazjMUUTE BPCTE MEPJHPUBOCTU CJIYUAjHOT MPOIECA.
Axo ce caydajaH mpoIrec mocMaTpa Kao IPEeCIUKaABAHE

X :[0,00) x Q2 — R,

Kajke ce ma je Tpomec MepsbuB  ako X (B) mpunama  o-aarebpu
B([0,00)) x A 3a cBako B € B. To je mpenmsnuje GpopMynncaHo y HapemHO] He(UHU-
Iju.
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Hebuannuja 1.1.8. Cayuajan npoyec X = {X;,t € I} je mepisuB ako 3a ceaxo B € B
cKyn
{(t,w) : X(t,w) € B}

npunada npouzeody c-aneebpu B(I) x A, 20e je B(I) o-anrzebpa Lopenosur ckynosa Ha I.
Hapenna nedmuumnuja nomaTHO mojavaBa IOjaM MePJLUBOCTH IIPOIECA.

Hedouunmuja 1.1.9. Hexa je (2, A, F, P) npocmop ca guampayujom. Mepwus cayuajan
npouec X = {Xy,t € I} dedunucan na (2, A) ca epednocmuma y (R,B) je amanTupan
y o0nocy na guampayujy F (usu carmacan ca guampayujom F), y cxkpahenom sanucy
F-amanrupan, axo je 3a ceaxo t € I cayuajna npomennusa X; mepapusa Yy 00HOCY Ha
o-anzebpy Fi.

A nantupan croxactuuku npounec X = {X;,t € I} y omnocy ma ¢uarpaunujy F o3ua-
uaBa ce ca X = {(X;, Fy),t € I} muu camo X = (X, F;). Y nureparypu ce 4ecTo MUIIe
u X; € F;. 3a agantupaH CTOXaCTUYKM IPOIEC KajKe ce Ja je 3aJaT HA CTOXACTUUKOM
basucy (2, A, F, P), carmacau ca ¢umiarpanujom uin HeaHTUnunupajyhwm y onHocy
Ha ¢uarpanujy F.

Heka je mponec X = {X;,t € I} anantupan y onsocy ua ¢unrpamujy F = {F;,t € I}.
Jacuo je ma je 3a cBaky MepsuBy ¢yHruumjy f, cayuajan npouec f(t,X;) amantupan y
omHOCY Ha ucty ¢unrpanujy. Takobe, cBaka HeciaydajHa (QyHKINUja je aJanTUpaHa y
OIHOCY Ha HaTy (UJITpAIU]y.

Hepununumja 1.1.10. Pamuauja o-anzebpu FX = {FX t € I} 2enepucana cmozacmunrum
npoyecom X = {X;,t €I}, 20e je FX = o{X,,s <t;s,t€l}, nasuea ce npupomaa (unu
KaHOHCKA) ¢uiIrpamyja moz npoyeca.

Yobuuajena uwaTepnperanmuja npupomse ¢uarpamuje FX = {FX t € I} je ma F¥
CaIp:KU CBe PAacCIOJIOKUBe MHPOpManuje nare ciaydajuuM BesuumnHama { X, s < t}. Ha
npuMep, YKOJMKO X; TpencTaB/ba IeHy akIuje y TPEeHyTKy t, Tama Cy MO3HATe CBe
unpopmarmje o npomenama nene akmuje { Xy, s € [0,t]}, tj. F¥ = o{X,,s € [0,]}.

Jacno je na je F¥ MuHmMmaJHa o-anre6pa u3 A y omHOCY Ha KOjy Cy MepJbUBe CBe
cnyuajue Bemuuube X, s < t. Otyma je F¥ C F; 3a Oujio kKojy APYyry OUATpanujy
{F;,t € I}. Punrpamuja F;¥ He Mopa, y ommTeM ciIydajy, OUTU KOMILIETHA, AJU CE
MOKE KOMILIETUPATH TOJAaBaH-eM CBUX CKymoBa P-mepe myisa u3 A.

Jacno je ma je mpomec X amanTupaH y OJHOCY Ha IPUPOIHY ¢uarpammjy F¥X.

Axo ce mapamerap t € [ uHTEpIpeTUpa Kao BpeMe, g-ajaredpa

Fr=0{X,,s<t, stcl}
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ce cXBaTa Ka0 CKYI CBUX MH(OpMAaIUja O CIy4YajHOM nporecy X NOCTYIHUX O MOMEHTA
t, yribyuyjyhm u ¢ 1 Ha3uBa ce MPOMIJIOCT, a GpaMuUInja

}"gt =o0{Xs,s >t, s, t €1},
ce HazuBa OynmyhwuocTt nmpomeca X y TPEeHYTKY .
Hapenna nepurmMnuja mosesyje MepJbUBOCT Ipoleca ca (UITPAIN)jOM.

Hepuunmuja 1.1.11. Hexa je F = {F,t € I = [0,00)} menpexuona guampayuja Ha
(Q,A) u nexa je X = {Xy,t € I} npouec dedunucan na (2, A). Kaxce ce da je npouec
MPOTrPECUBHO MEPJBUB UAU IPOrPeCUBaH (y oonocy wa guasmpavujy F) axo je 3a cearxo
t > 0 npecauxasame X uz [0,t] X Q na (R, B) mepruso y oonocy wa o-anzebpy B([0,t]) x F;
3a ceaxot € I, mj. axo 3a ceaxot >0 u ceaxo B € B cxyn

{(s,w):s <t,weQ X(s,w) € B}

npunada npouzeody o-aseebpu B([0,t]) x Fi.
Iloockyn G C [0,00) x Q je npoepecusan axo je npouec X = lg npoepecusan.
Pamuauja npozpecusnuT ckynosa us o-aseeope wa [0,00) X ) ce nasusa npozpecusra o-
anzebpa u oznavasa ce ca Prog. Ilpoyec X je npoepecusan axo u camo axo je npecaurasame
(t,w) = Xi(w) mepwuso y oonocy na o-anzebpy Prog.

Knaca MEPJLUBUX IIpOoIecCa je mrpa OO KJjlaCe IIPOIrpeCrMBHO MEPJ/LMBUX IIponeca.

Hamomena 1.1.1. Jacno je da je ceaxu npozpecusro mepaus npovec X = (X4, Fy), t €1
mepapus U adanmupar y o0nocy na guampayujy F = {F,t € I}, aau 0bprnymo y onwmem
cayuajy ne saxcu. Ceaxu nenpexudan (30ecna, caeea) caywajan npouec X = (X4, Fy),t € 1
je npoepecusno mepwus (eudemu [54]).

Cneneha Teopema mpencTaBiba MO3HAT pe3ynaTaT, Koju cy namu Yanr® [4] u Ily6?
[12].

Teopema 1.1.2. Hexa je F guampayuja na (2, A) u nexa je X = {X;,t > 0} mepoue u
adanmupar npoyec y odnocy na guampayujy F. Tada npoyec uma npoepecusro mepousy
MOUPUKAUUTY.

Ilokas oBe Teopeme ce moske Hahwu y [54].
Baxu u cienehu mame ommTu pe3ysTaT KOju ce je JHOCTABHUjEe MOKa3yje.

3Kai Lai Chung, 1917-2009, KuHECKO-aMEPUUKA MATEMATHIAD
4Joseph Leo Doob, 1910-2004, aMepwukn MaTeMaTHdap
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Teopema 1.1.3. [60] Hexa je F guampayuja wa (Q,A) v X = {Xi,t > 0} adanmupan
npouec y oonocy wa guampayujy F ca epednocmuma y (R, B) u nexa cy cee mpajexmopu-
je npouyeca Henpekuone sdecha (uau wenpexuone caesa). Tada je npoyec X npoepecusro
mepaus Yy odnocy wa puampavujy F.

Y HapenmHo] mepMHUNU]U je maTa jOII jenHa KJaca IIPOIECa.

Hepumannuja 1.1.12. Ipeduxmabuana o-anzebpa P, dedunucana na R x Q, je o-anzebpa
eenepucana ceum npovyecuma X = {X;t > 0} adanmuparum y oowocy wa duampayugy
{Fi,t > 0}, uuje cy mpajexmopuje nenpexuone c aese cmpane. [poyec X = { Xy, t > 0} je
npedurmaduULaH NPOUEC aKO je MEPHUB Y 00HOCY Ha npedurmadbuiny o - arzebpy P.

Y MHOrMM cHUTyallijamMa, Ha IpUMep Y (UHAHCU]CKOj MAaTeMaTUIV, IPEeJacKOM ca
Mepe P ma Mepy (), moTpebHO je MpOMEHUTH AonesbeHe BepoBarHOohe morabaja u3z (2.
Heka je (€2, A, P) nmpocrop BepoBarHoha u Heka je L HeHeraTWBHA CIydvajHA BEJIUUYUHA
3a kojy Basku FL = [ LdP = 1. Hega je

Q) :/FLdP, TeA

BepoBaTrHOocHa Mepa Ha A. Mepa () je amcosqyTHO HeEmpeKuIgHa Y OTHOCY Ha Mepy P
(Q < P) n Baxkm
_dQ

~dpP’

Cnyuajra Bemnuwmua L ce Hasmsa u3Bond Panon’ -Huxkomama® mepe ) mo mepu P.
N3Bon Panon-Hukommma mma BakHy yJIOTY, Ha TPUMEp, YV CTATUCTUIM Jep CIIydajHa
BesqmunHa L mpencraBiba KOJIUYHUK BEPOJOCTOJHOCTU KOJ AU(PY3UOHUX IPOIECA.

L

Hebuuumnmja 1.1.13. Mepa P je excmpemna Ha A axo uz P = a1Q1 + axQs, aq,as
€(0,1),a1 +az =1, caedu P = Q1 = Q>.

Y HaCTaBKy Cce yBOOW Kjaca CJIydajHUX BPEMeEHa, KOja Cce Ha3WBajy BPEMeHa 3ay-
CTaB/halka M KOja IPENCTaBJbajy jelaH Ol HAajBAKHUjUX NOjMOBa y Teopuju ciaydajHUX
nporeca.

Heka je (92, A, P) npoctop BepoBatnoha ca ¢punrpamujom F = {F; t € [0,00)} u neka
je I = R* =[0,00) MHOEKCHN CKYII.

CrydajHa TPOMEHJLMBA y IMUMPEM CMUCIY jeé MepJbUBO Tpeciamkasame u3 (2,.4) ma
([—OO, +OO]7 B([—OO, —l—OO]))

®Johann Karl August Radon, 1887-1956, aycTpujckn MaTeMaTadap
60tton Marcin Nikodym, 1887-1974, mo/scku MaTeMaTHIAD
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Hebuannuja 1.1.14. Hexa je T : Q — [0, +00] cayuajna npomennsusa y wupem cMucay 1a
npocmopy (2, A). Taxea caywajra npomenpuea ce Ha3u6a CILydajHo Bpeme (enza. random
time).

Hebuannuja 1.1.15. Cayuajno epeme T je BpeMme 3aycraBibama (ewen. stopping time)
uau epeme Maprosa” (ewen. Markov time) y oonocy na guampayujy F = {F,;t € RT} axo

VieRY, {T <t} ={w:T(w) <t} € F.

Cayuajno epeme T ce nasuséa ONIMOHO Bpeme (ewza. oplional time; weak stopping time)
puampayuje F = {Fi,t € RT} axo

Vi e RY, {w:T(w) <t} e F.

Hamomena 1.1.2. /[edunuyuja epemena 3aycmas.nana je npupoora jep ce y mpenymxy t
peaausyje camo T Nt = min(T,t), na je npupoono npemnocmasumu  F;-Mepousocm 3a
ceaxo t. Bpeme zaycmasmama je cayuajro epeme T maxeo da dozahaj ,, T ce peasruzosano 00
mpenymxa t” 3a8ucu camo 00 npownocmu 0o mpenymra t, a ne 00 buao Koje urngopmayuje
o b6yoyhHrocmu.

Y macTaBKy Cy maTe OCHOBHE OCOOMHE BpEMEHa 3ayCTaBibama IIPU YeMy Cy CBa
BpEMEHA 3ayCTaBbama y omHocy Ha ¢unrpanujy F = {F,, t € RT}.

Jlema 1.1.2. Hexa cy S wu T epemena 3zaycmasmawa. Tada cy u S N T
= min(S,7) v SV T = max(S,T) epemena zaycmaswawa. Axo je (T),)nen HUZ 8peMeEHQ
saycmasmawa, mada cy u N\, T, u\/, T, epemena zaycmas.mamna.

3a BpeMe 3aycTaBibama 1 mocraBiba ce mpobieM onucuBama morabaja (napopma-
uja) npucneaunx 1o tperytka 1. Ako je A morabaj o umjoj ce peanuzanuju miu Hepea-
IU3alUju OAJIyUyje y CIydajHOM TpeHyTKy ', nuadpopmanuja o Tome he 6uTu mOCTymHA
camo y BpeMeny mocJse T, omHOCHO 3a cBako t 3a koje je T' < t. To 3nauum na cy morabaju
AN{T <t} m A°N{T <t} n3 o-aarebpe F; 3a cBaro t > 0. Kaxo je

AN{T <t} =(An{T <t})n{T <ty e F, t>0, (1.3)

IOBOJBLHO je camo paszmarparu morabaje AN{T < t}, t > 0. Tako ce yBomu HapemHa
nepuHUNN]A.

"Andrei Andreyevich Markov, 1856-1922, pycku MaTeMaTadap
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Jedounumuja 1.1.16. Hexa je T sepeme saycmasmama y oowocy Ha duampavujy {Ft,
t € R}, Taoda je
Fr={AecA: An{T <t} e F, t>0},

o-anzebpa dozahaja Koju cy ce peasusosant, 00 cayvajHoz epemena 1.
Cnunumno,
Fro={AcA: An{T <t}e Fy, t >0}

Hemnocpenno ce 3akmyuyje ma je Fr o-amrebpa u3 uummenuna: QN {T < t} = {T
<t} € F; ako A € Fr, rana je A°“N{T <t} € F, na ocuosy (1.3); aro cy Ay, Ay, ... € Fr,
razna je |J, Ay € Fr jep je

(UAk> N{T <t} = Jn{T < t}) € 7.

JacHo je ma je Fr mom—o-aaredpa on J;.

Teopema 1.1.4. [15] Hexa cy S u T epemena zaycmas.pama.

1) Axo je S < T cxopo cueypno, mada je Fs C Fr.

2) 3a cae A € Fg samcu AN{S < T} € Fr. Axo je X Fg-mepwuso, mada je 1igemX
Fr-mepruso.

3) For = Fs N Fr.

Teopema 1.1.5. [15] Hexa cy S u T epemena zaycmasmamwa. Tada dozabhaju
{S<T}H {S=T} {S>T}, {S<T}, {S=T}

npunadajy Fs N Fr.

Axo cy X mn Y cadlag nponecu, tana X; = Y; CKOpO CUIypHO 3a CBAKO  MMIIUIIUPA
na ce mporecu X m Y He pasiukyjy, kao mrto je Beh mHanmomenyro. Kako cy ¢urcupana
BpeMeHa U BpeMeHa 3ayCTaBJ/bama, JaCHO je ma ako je Xp = Y7 CKOpPO CUT'YPHO 3a CBAKO
KOHAYHO BpeMe 3aycraBibama 1, Tana ce npomecu X u Y He PA3JIUKU]Y.

Hedmuaunmja 1.1.17. 3a cayuajan npoyec {X;,t > 0} u epeme zaycmasmwana T y oonocy
ra guampayujy F defunuwe ce mpomec 3aycraBibeH y TpeHYTKY 1 (enen. stopped process)
ca XT ={X] t >0} 20e je

X! = Xior = Xelpery + Xrlpsty.
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Teopema 1.1.6. [60] Hexa je X = {X;,t > 0} npoepecusno meparue npouyec. Axo je T
apeme 3aycmasnana y o0Hocy Ha guampayujy {F, t > 0}, cayuajna npomennusa Xr(w) =
X1y (w) degurnucarna na cxyny {T < 400} € Fr je Fr-mepnusa u npouec X1 saycmasmen
y T je npozpecusno mepmus.

Ha rpajy oBor mesa HaBOAMMO jOII HEKA 3alarKamba.

Heka cy S u T Bpemena 3aycraBmama y omgHocy Ha ¢uarpanujy {F;,t > 0} u Heka
je Z marerpabunna ciydajHa mpomensmuBa TakBa na je E[|Z|] < +oo. Tana Baskn

1) E[Z|Fr] = E[Z|Fsar|, ckopo curypuo ua {1 < S};

2) E[E[Z|Fr]|Fs] = E|Z|Fsar), cCKOpO curypHo.

Bume o Bpemenunma 3aycraBibama ce Moske Hahu y sureparypu [14], [15], [42], [60].

1.2 Bwunepos npoiiec

Bunepos® nponec (umu npornec Bpayrosor? kpetama) nMa GpyHIaAMEHTAJIHY yJIOTY Y
MaTEMATUYKOM ONMCUBAKY PEAJHUX IOjaBa Y MHOTUM I'PaHaMa NPUPOMTHUX U OPYIITBE-
HUX HayKa, MTOCEOHO y (PM3WYKMM, TEXHUYKIM U €KOHOMCKMM Haykama. BUHEpOB mpomec
ca IlyaconoBuM mporecoM m MapKOBCKUM IIPOLECUMa YMHU 0a3y Teopuje (PUHAHCHjCKe
MaTeMaTUKe, UHBECTUIVja U OCUTypamba.

Ixorcku G6oTanmuap Pobept Bpayn je, mpoyuaBajyhu KpeTame dyecTUIla TOJEHA
Yy TEYHOCTU, IPBU PErUCTPOBAO HUXOBO XAOTUYHO Kperame 300r CTaJHUX cydapa ca
yecTunamMa nocMarpasor ¢uaynna. CTporo MareMaTUYKy (OPMYJIalujy 3a ONNCUBAHE
mocMaTpaHor (eHoMeHa nao je Bumep.

Hepuannuja 1.2.1. Hexa je (2, A, P) npocmop eeposamnoha ca guampayujom F = {F,
t > 0}. Peanan cayuajan npouyec W = {Wy,t > 0} adanmupan y oonocy na guasmpayujy F
ce nasuea BurepoB mpomnec ca napamempom o uau, kpahe, camo Bunepos npouec axo
8aMCU:

a) Wo =0 cxopo cuzyphno;

6) npupawmaj Wy, — Wy je nesasucan 00 Fs, 3a cae 0 < s <t < o0

8) npupawmagu W; — Wy umajy nopmanny pacnodeay N(0,0%(t — s)), o > 0, 3a case
0<s<t<oo, mj

P{W, —W, <z} =

v Lo

8Norbert Wiener, 1894-1964, aMepuuku MareMaTndap 1 (GpUIO30(
9Robert Brown, 1773-1858, mroTcku GoTanmdIap

(1.4)
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2) 3a ckopo ceako w € Q, Pynkyuje Wy = Wi(w) cy nenpexuone no t.

Axo je y mperxomnoj nedpununmju o2 = 1, nporec W je crannapnan Burepos mpo-
mec uiau npomnec bpayHoBor Kperama.

Ha cianuan maumH ce mneduHWIIe BUIleMMEH3MOHNM BUHEPOB IpoIec.

Hepumannuja 1.2.2. Hexa je (2, A, P) npocmop eeposamnoha ca guampayujom F = {F,
t > 0}. Cayuajan npoyec W = {W,, t > 0}, 20e je Wy = (WL WE ..., W2), t > 0, adanmupan
y 00nocy wa guampayujy F je d-oumensuonu Bunepos npouec ako saxncu:

a) Wy =0, ckopo cuzyphno;

6) npupawmaj Wy — Wy je nesasucan 00 Fs, 3a cae 0 < s <t < oo

8) sa cae 0 < s < t < oo, npupawmaju Wy — Wy umagy d-0umernuzony Hopmainy
Nu(0,02(t — s)I) pacnodeay, ca ouwexusamem 0 u Judysuorom mampuyom o2(t — s)I, 20e
je I jedunuvna mampuya peda d.

Iaxkmne, koopaunare BuaepoBor mporeca cy jeaHoauMeH3uoHu MehycoOHO He3aBU-
can BunepoBu mponecu u 3a d-amuMeH3uoHU BuHepoB mpolec Baske 0COOMHE aHaJIOTHE
ocobmHaMa jemqHoAMMEH3MOHOT BumepoBor mporeca.

Y macrTaBKy ce HaBoIe Heke on ocobmHa BuHepoBor mporeca y jeaHOIMMEH3UOHOM
caydajy kKoje he outwm morpebHe y HacTaBKy pana. Cpemma BPEAHOCT U AUCIEP3Uja
Buneposor mporeca cy, pemnowm,

EW, =0, DW, = o,
3a cBako t > (0. KoBapujanmona ¢gyHKIMja je jenHaka
K(s,t) = o min{s, t},

3a mpou3BoJLHE §,1 > (.
Kako 3a Bunepos cayuajan npouec W Baxu E [W; — W3]2 = 02(t—s), cnenu ma je W
cpelme KBaApPATHO HEIPEKUIAH IpPOIeC.

Jlokamue ocobune Tpajekropuja BumaepoBor mpormeca Mory OUTHM O4 KOPUCTU TPU-
JIUKOM pa3MaTpama MOHAIIamha CaMOr TPOIeca.

Teopema 1.2.1. Csaxa mpajexmopuja cenapabuanoez Buneposoz npoueca je yrupopmmo
HENPEKUOHA HA CBAKOM KOHAYHOM UHMEPBAAY, ¢ aeposammohom 1.

Moske ce mora3atu ma, y oapeheHoM cMUCIy, BayKU U OOPHYT Pe3yJITaT.

Teopema 1.2.2. Heka je W = {W;,t > 0} cayuajan npouec ca He3a8UCHUM NPUPAUMA-
Juma. Axo cy mpajexmopuje moz npoyeca Henpexudne ¢ eeposammnohom I, mada wme208u
NPUPAUWMAIU UMAJY HOPMAAHY PACTNOOENY.
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Cnenehe ocobmue BuuepoBor mpormeca ykalyjy Ha (pakTajHe ocoOwHe mporeca,
na caKMMameM YW MHBEP3MjOM BPEMEHCKOI MHTEpBaJia TPajeKTOpUje 3aap:KaBajy CBOje
ocobunue. Te ocobuue cy mocebHO 3HAUAjHE y TPUMEHAMA.

Teopema 1.2.3. Axo je W = {W,,t > 0} Buwnepos npoyec, mada cy u caedehu npoyecu
Buneposu:

1) X = {X;,t >0}, Xy = Wyus — W, 3a ceaxo s > 0 u npoyec X je nesasucan 00
o{Wu,u < s};

2)Y ={Y,,t >0}, Y; = —W, — ocobuna cumempuje;

3) Z ={Z;t >0}, Zy = cWye2, (c#0) — ocobura mroxcena crarapom;

4) U={U,t >0}, U =tWyy, (t>0), Uy=0 cropo cueypro — ocobuna unsepsuje.

Ioka3z ce moxxe mahu y [60].

Jemna on HajBaskHUMjUX ocobmua BumepoBor mporeca koja je OuTHa 3a IepUHUCAHE
uHTeTrpaJja no BuaepoBom mporiecy je mata y HapemaHO] TEOPEMU.

Teopema 1.2.4. Hexa je W = {W;,t > 0} Bunepos npoyec. Ckopo cee mezose mpajexmo-
puje cy nedudepenyujadbuare 3a ceaxo t > 0.

Iocaemuma 1.2.1. Cxopo cee mpajexkmopuje Buneposoz npoueca umajy neozpanuiene 8a-
PUJAUUJE HA CBAKOM KOHAUHOM UHMEPBANY.

Hapenna teopema mpenmsHo moka3yje KOJIUKE MOTY OuTu ocumianuje (Wiau ,KBaI-
parHe Bapujanuje” ) Tpajekropuja mporeca W.

Teopema 1.2.5. Hexa je W = {W,;,t > 0} cmandapdarn Bunepos npouec u neka je s =ty <
1 < -+ < t, =t npouzsonno pasdujawe unmepsasa [s,t| C R maxeo da I, = max(ty —
tx—1) — 0 xad n — oco. Tada

3
—_

[Wthrl - Wtk]z C-_"f- t—s, n— . (15)
0

e
Il

Axo je Y 0, < 00, mada je 08a KOHBEP2EHUUJA CKOPO CUZYPHA

n—1

Z[VVtkH ~ W, 2t -5, n— o0,

bl
o

mj. X
P{ lim Z[Wthrl - Wtk]Z =t — 8} = 1.
Iokraz teopeme ce mosxke Hahwm y [49].
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1.3 MaprTuHranm ca HEIPEKUITHUM IIapaMeTpOoM

Y oBoMm meny he ce pasmarpaTu TJIABHU Pe3yJTAaTH TEOPUje MapTUHTAJA, jep CYy
MapTUHTAJY JeIHA O HajBa:KHUjUX KJAca CIAYUajHUX MPOoIeca, KOju uMajy OUTHY yJIory
y MHOrMM mupuMmeHama Teopwuje ciayuajuux mporeca. CBa pasmarpama Ce OIHOCE Ha
MapTHUHTAJE Ca HENPEKUIHUM MapaMeTpoM Yy jeIHOIUMEH3UOHOM CJIYyYajy, C TUM IITO Y
aHAJOTHOM OOJIMKY BasKe U 3a BUINEIUMEH3UOHE CIyYajHe MpoIece.

Heka je (9, A, P) nupocrop BepoBaruoha ca punrpamujom F = {F;, ¢t > 0}. Haname he
ce yBeK MPeTIoCTaBhaTu Aa je mpoctop BepoBaruoha ({2, A, P) koMmieran y omqHOCY
Ha Mepy P u na je ¢unrpamuja F = {F;,t > 0} menpexknnna 3necHa.

Hebuannuja 1.3.1. Peanan cayuajan npouec X = {X;,t > 0} je mapTuHras y odnocy
wa guampayujy F = {F,t > 0} (y ckpahenom zanucy F-mapmunzan), uau { Xz, F,t > 0}
MAPMUHZAN, GKO BANCU:

a) npoyec X je adanmupar y oonocy wa guampavugy F;

6) E|X;| < 400, 3a ceaxo t>0;

8) E[Xi|Fs| = X5 cxopo cueypno, 30 0<s<t<-+oo.

AKO ymecTO B) Baskn

B') E[X{|Fs] < X, cropo curypao, 3a 0<s<t< +oo npouec X; je cymepmap-
TUHTAJI,
a aKO BaKU

B”) E[X,|Fs] > X; cropo curypuo, 3a 0 < s <t < +oo nporec X; je cydomap-
TUHTAJI.

Ouurnenno na je X cyOMmapTuHraJ ako u camo ako je —X cymepMapTUHTAJ.

HaBenene ocobmHe MapTUHrajga ce 4yBajy W IpecIuKaBameM (YHKINja KOje Ipuia-
najy onpebennm rknacama. Tako, ma mpumep, ykoauko je X = {X;,t > 0} maprTunras
u f: R — R kouBekcHa ¢pyHEnmja 3a kojy Bazku na f(X;) umMa KOHAUHO OUveKkUBame (Tj.
f(Xy) € LY(Q),t > 0), rama je mponec {f(X;),t > 0} cybmaprunran. Vctu 3akmydak
Ba)KM 3a cyOMapTWHraJje, ako je, TONATHO, KOHBEKCHaA ¢yHKIUja f pactyha.

Ocobuna maprunrana (pecnekTUBHO, CymepMapTUHrada, CyOMapTUHraja) Koja ce
YeCcTo KOPUCTHU je u na je ¢pyuruumja t — E(X;) koncTanTHa (pecnekTuBHO, omanajyha,
pacryha) ¢yuruuja.

CyOmapTuHraau cy Imupa KJjaaca o4 MapTUHTaJa, KOju 3aIp:KaBajy MHOre moope
ocobMHE MapTUHTAJA.

[Iponiec BpayHnoBor kperama mpeAcTaB/ba HAJIO3HATAJU IPUMED MapPTUHTAJIa Ca He-
IPEKUIHUM ITapaMeTPOM.
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Hebuannuja 1.3.2. Mapmunzan X = {X;,t > 0} ce nasusa LP-mapmunzan, p > 1 axo je
E|XiP < 00 3a cearo t > 0.

JHeoununmuja 1.3.3. Mapmunean X = {X;,t > 0} je LP-oepanuuen (3a nexo p > 1) axo je
sup;sq B[ X P < oc.

Maprunran {X;, F;,t > 0} je menpekuman (3mecHa) ako U camo ako ¢uiarpamuja F
3a0BOJbABA yoOOMUajeHe YCJIOBe U CBe Tpajekropuje mpoueca X cy HemperumHe (3me-
cHa). JlecHa HEIPEKUIHOCT MAPTUHTAJIA je OUTHA 3a JOKA3UBAE ONIMOHE TeOpeMe KOja
IPeACTaB/ba jeqHY O HajBAKHUJUX OCOOMHA MapPTUHTAJA.

IIpumep 1.3.1. Hexa je W = {W,,t > 0} npouec Bpaynosoz xpemamwa na R ca Wy € LP
3a neko p € [1,00) u nexa je F npupoona guampayuja 3a W xoja 3ado8omasa yobuuajere
yeaose. Taoa je {Wy, Fy, t > 0} nenpexudan LP-mapmunzan. Axo je, dodamno, p > 2 mada
je {W2 —t, F,t > 0} nenpexudar mapmumzan.

Axo je {X;, F;} maprunran u ako ¢unrpamuja F 3amoBomasa yobuuajene yciose,
Tala MOCTOjU HEIIPEeKUIHA 3eCHa MOIUPUKALja MapTUHTaka X, ajlu OHa He MOpa OuTu!
HEIIPEKUIHA MOIUDUKAIL]A.

Y HaACTaBKy Cy HaBeIeHE HEKe BaKHe HejeHAKOCTU, Koje Baxke 3a (cy0)MapruHrade.

ITponosunmja 1.3.1. 1) Heka je X = {X;,t > 0} cybmapmunzan wuje cy mpajexmopuje
nenpexuone zdecna. Tada, 3a ceaxo X >0 u 0 < s <t, saxncu

)\P{ sup X, 2/\} SEX;r

s<u<t

)\P{ inf X, < —)\} < EX; - EX,.
s<u<t
2) Ckopo cee mpajexmopuje decno nenpexuonoz cyomapmuneana X = {X;,t > 0} cy
02paHUYEHE KA KOMNAKMHUM UHMEPEAAUMA U HeMmajy npexude 0pyeze epcme (aeae 2panuHe
apednocmu nocmoje c.c. 3a ceaxot > 0). 3a ckopo cee mpajexmopuje ckyn mavwaxa npexuoa
je Hajeuwe npeopojue.
3) Axo je X = {X;,t > 0} nenezamusan mapmunzan v p > 1, sancu IlyboBa HejenHaA-
KOCT »
sup Xull, < ———||X¢l|»,
|| sup ||p_p_1!| tllp

s<u<

eoe je |||, = (E| - Y2 Cneyujanno, axo je X = {X,,t > 0} decro nenperudan mapmunzan
ca EX? < 0o 3a ceaxo t > 0, mada je

E {Sup XZ} <4EX?.

s<u<t
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Ileo 2) mperxomguor tBphema ommcyje perysnapHoCT TpajeKTopuja IeCHO HelpeKu-
MHUX CyOMapTUHTaJIA.

Hapenna Tteopema maje morpeOHe M MOBOJbHE yCJIOBE KOJU ONpABAABAjy UUHEHUILY
na ce Hamasbe maskma nocBehyje cadlag cybmapruuranuma. /loka3 teopeme ce Moke
Hahu y [59].

Teopema 1.3.1. Hexa je X = {X;,t > 0} cyomapmunzan u wexa je F guampayuja xoja
3a0o80ma8a yobuuajerne ycaose. Hexa je gynruuja t — EX; nenpexuona sdecrna na [0,00).
Tada nocmogu modudurayuja Y 00 X ca cadlag mpajexkmopujama xoja je, maxobhe, cyomap-
munzaa y oonocy wa F.

ITocnemuma 1.3.1. Axo je X = {X;,t > 0} mapmunean, mada nocmoju jeduncmeena Mmo-
Jupuxayuja Y 00 X xoja je cadlag.

Kako cBu MmapTuHraam umajy OeCHO HeNpeKuAHe Moauduranuje, Hagabe he ce mpet-
IIOCTaBJBATH JA CE€ DAV Ca JEeCHO HEIPEKUAHUM MoaupuranmjaMa 0e3 moceOGHOT Hariza-
maBama. 1'peda vHarmacutu na u3 Jleme 1.1.1 u [Tocnenune 1.3.1 caenu na je mapTurHras
HempekuaaH 3necHa cadlag.

[TpumeTumo na je mapTuHras nedurucas Ha uHTepBady [0,00), Tj. 3a KOHAYHO ¢, a
He 1 3a t = 00. Yecto je moryhe npommpurn ledpunnnujy 1.3.1 3a t = oo.

Hepmuunmja 1.3.4. Heka je X = {X;,t > 0} mapmunzan. Axo nocmoju Foo-meprusa
cayuajna seaununa Xo, makea d0a 3a ceaxo t > 0 samcu

E[X|F:] = Xi cxopo cueypro,

xaxce ce da je X MapTUHTaJI ca 3a0HbUM ejJJeMeHTOM X, ka0 u da X, 3aTBapa map-
munean X. Cauvwno ce dedunuuty cybMapmunzait U CYnepMapmuH2aal Ca 360HUM EAeMEH-
MOoM.

JacHo je ma cirydyajHa BelIWYMHA KOja 3aTBapa MapTUHIAJ HUje HY:KHO jeqUHCTBe-
Ha. Y CJI0B YHU(DOPMHE MHTEIPAOUIHOCTY MAapTUHraJIa je JOBOJLAH Ja MapTHUHraJ Oyne
3aTBopeH. [Ipenusnuje, Teopema 1.3.2 nmaje moBOJbHE yCJIOBE na MapTUHTAJ Oyne 3a-
TBOPEH.

Hepuannuja 1.3.5. Cayuajan npoyec X = {X;,t > 0} je yuupopmMHO (u1u paBHOMEP-
HO) MHTETrpabUIaH aKo 84U

lim sup E | X;| 1(x,|>¢) = lim sup/ | X¢|dP = 0.
{1X¢[=c}

C—00 > €00 >0
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Teopema 1.3.2. [59] Hexa je X mapmunean nenpexudan 30echa Koju je ynuPopmHo uH-
meepabunan. Tada Y = limy o, X; nocmoju ckopo cueypro, E|Y| < oo uY zameapa X xao
MADMUN2AAN.

JIema 1.3.1. Axo je X = {X;,t € T} konauna damusujo unmezpabuinus CAYLAHUT NP O-
Menpusux, mada je X yrupopmmo urmezpabunrar npoyec.

Teopema 1.3.3. [59] Hexa je X = {X;,t > 0} mapmunzan (nenpexudan z0ecna). Tada je X
YHUGOPMHO UHMEZPAOUNGH NPOYEC aKO U camo ako samncu: Y = limy_,oo X; nocmoju ckopo
cuzypro, E|Y| < oo u {X;,0 <t < oo} je mapmunzan, 20e je Xoo =Y.

[TpocTop cBUX HENPEKUTHUX MapPTUHTAJA Ca HENPEKUAHUM BPEMEHOM (IIapaMeTpoM )
ouhe o3mauen ca M.. Ca M? ce o3mauaBajy esnementu u3z M, Koju cy yHU(YOPMHO
UHTErpaduIHU, a /\/llc’ Oo3HauyaBa ejgeMeHTe m3 MY Koju Ccy OrpaHUYEHN y CMUCIY Ia
noctoju koucranrta ¢ > 0 rakBa na je |X;| < ¢ 3a cBako t > 0. Jacuo je na cy M., M
u M? BexTOpCcEM mpocTopn.

Y Teopuju MapTuHraja ¥ HEHMM IpUMeHaMa o4 (YHIAMEHTAJHOT 3Hadaja Cy r'pa-

HUYHE TeOpeMe KOjuMa Ce ONMCY]y KOHBEPTEHIMje MapTUHTraJda. 1akBa Cy HapemHa IBa
pesynaTara.

Teopema 1.3.4. Hexa je X = {X;,t > 0} cybmapmunzan nenpexudan 30echa 3a Koju 8anCU
supysg EX;" < 00. Tada nocmoju Fa-mepausa cayuajna npomennuea Xo ca E| Xy | < 00

maxea da X; “s Xoo, K@Oa t — 00. Axo je X jow u ynudopmmo urwmezpabuaar, maoa

1
saxncu X, L, Xoo, Kada t — 00 u E[X|Fi] > Xi cxopo cueypro sa ceaxo t > 0.

Teopema 1.3.5. Hexa je X = {X;,t > 0} mapmunzan nenpexudan 3decwa. Tada je X
YRUPOPMHO UHMEZPAOULGH AKO U CAMO GKO MNOCMOJU UHMEZPAOUANG CAYHATHA NP OMEHDHUBA
Z maxea da je E[Z|F = X; cxopo cueypro 3a ceaxo t > 0. Y mom cayuajy eaxmcu Xy

Ea Xoo u Xy L, Xoo, KaOa t — 00, 20e je Xo = E[Z|Fu]-

Hapenuu pesynaratu yka3yjy Ha UMEHEHUIY a CyOMapTUHTAJI U MAPTUHTAJ 33IP:Ka-
Bajy CBOje OCHOBHE KapPaKTEPUCTUKE U Y CIyYajHUM BPEMEHCKUM TPEHYIUMA.

Teopema 1.3.6. (Teopema o onmmonoM 3aycraBibawy )’ Hexa je X = {X;,t > 0} cyb-
MAPMUHZaN HenpekudaH 30echa ca 3a0mum eaemenmom Xo (mj. E[Xo|Fi] > X, cropo
cuzypro 3a ceaxo t > 0) u nexa cy S u'T epemena zaycmasmamna maksa da je S < T. Tada
je E[Xr|Fs] > Xg ckopo cuzypro.

YTeopema je mosmara y surepatypu kao Doob’s Optional sampling (stopping) theorem
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Ioraz teopeme ce moske Hahwm y [15].

Hamomena 1.3.1. Ycaos y Teopemu 1.3.6 da X uma 300mu eaemenm, moxce bumu 3a-
MEBEN, PECMPUKYUJOM HA 02PaHUYeHa 8pemena zaycmasmana S < T odaxae ce dobuja
EXs < EXp. Y cmeapu, axo je npouec X adanmupar u Henpexudar 30ecHa 3a Koju je
E|X;| < 00 u axo je EXgs < EXp 3a cea 02paHuvena 8pemena 3aycmasnamna 3a Koje je
S < T, mada je X cybmapmunrzana. To caedu 3at > s axo je S = s, T = tlp + slpe 3a
npoussonno F € F;.

IMocnemuma 1.3.2. Hexa je X = {X;,t > 0} cybmapmunean nenpexudan 30ecHa u HeKa Cy
S < T epemena 3aycmasmama. Tada je saycmasmen npouec X1 maxobe cybmapmunzan u
sacu E[Xpa|Fs| > Xsar ckopo cueypro 3a ceaxo t > 0.

Teopema 0 onmmoHOM 3aycTaBsbalmy 3a MapTHUHTAJE je KbydHA 3a MHOTE IPUMEHE Y
ocurypamy u puHaAHCHjaMa.

Teopema 1.3.7. [59] Hexa je X = {X;,t > 0} mapmunean nenpexudarn zdecna, ca 3a0mUM
enemenmom Xo. Hexa cy S uT epemena zaycmasmama maxea da je S < T cxopo cuzypro.
Taoa cy X1 u Xg unmeepadbuiru u

E[X7|Fs] = Xs cxopo cueypno.

Axo je X amantupan cadlag mpomec u T Bpeme 3aycraBibaima, Tala je€ 3ayCTaBJLEH
nponec X! raxobe amanTupan. 3aycTaB/beH MapTHHTAJ je Takohe MapTWHraJ mTo ce
MoKa3yje y HapemaHO] TEOPEMMU.

Teopema 1.3.8. [59] Hexa je X = {X;,t > 0} ynufopmmo unmezpaburan mapmunzan
nenpexudan 30echa u nexa je T apeme zaycmasmana. Tada je XT = {Xinr,0 < t < 0o}
maxohe yrupopmro unmezpabusaH MAPMUH2aA HENPERUOAH 30€CHA.

V3 mperxomae Teopeme ciaenu Aa je X! yHEudopMmHO mHTerpabuman F-mapTuarad.
Tpusujanna nocienuna TeopeMme O ONMMOHOM 3aycTaBpamy je ma je X! = X,\p Map-
TuHraJ y oxHocy Ha ¢uiarpaunjy {Fi.r,t > 0}.

Ilocnemuna 1.3.3. Hexa je Y unwmezpabuana cayuajna seauvurna u Heka cy S u 'l epemena
saycmas.wawa. Tada je
E[EY|Fs]|Fr] = E[E[Y|Fr]|Fs]
= EY|Fsnr].

dynnaMeHnTasaH pe3yaTaT y TEOPUjU MaPTUHTAJIa, IOCEOHO y CTOXAaCTUYKO] UHTE-
rpanuju, IpeacTaBba MEKOMIIO3UNKja CyOMapTUHrada Ha 30Up ABa ciydajHa Ipoleca
Ol KOjUX je jemaH MapTUHTaJ, a APYTU CKOPO CUTYPHO pacTyhu mporec.
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[Ipe naBohewa Teopeme, Tpeba yBeCcTHU joIur HEKe MOjMOBE.
Cnenehu koHIenT mojayaBa OCOOMHY YHU(DOPMHE MHTErPaAOUIHOCTU CyOMapTUHra-
ma.

Hedounumnuja 1.3.6. a) Hexa je T xaaca ceur spemena zaycmasnamwa T fuampayuje F
maxeuzr da je P{T < oo} = 1.

6) Hexa je a € R, a > 0 u nexa je T, kaaca ceuxr epemena saycmasnrana T duimpayuje
F maxeuzr da je P{T < a} = 1.

8) IIpouyec X = {Xy,t > 0} adanmupan y odnocy na guampayujy F je uz xaace D axo
je pamunuja { X7, T € T} ynudopmmo unmeepaburra.

2) Kaoce ce da je X uz xaace DL axo je sa ceaxo a € [0,00) damuauja {Xr,T € T,}
YHUPOPMHO UHMEZPAOUAHG.

Jacuo je ma Basku D C DL.

Hebuannuja 1.3.7. a) Adanmupan npoyec A = {A;,t > 0} je pacryhm axo je Ag = 0
u axo cy cae mpajexmopuje t — Ai(w) neonadajyhe Pynruuje, Henpexudne 30ecHa u ako je
EA; < o0 3a ceaxo t.

Pacmyhu npouec je unmeepaburan axo je FA,, < 0o, 2de je Ay = limy_,o Ay (cayuajna
seaununa As, nocmoju 3a pacmyhe npouyece).

6) A je mpomec ca KOHAUHOM BapUjalyjoM (Ko CKOPO C8€ He208E MPAJEKMOPUIE UMAJY
KOHGUHY 8APUJAUUTY HaA CBAKOM KOMNAKMHOM urmepsanry us R.

6) Pacmyhu npouec A je IPUPOOAH MPOIEC GKO 34 CEAKU 02ZPAHUNEH U HENPeEKUOAH
30ecna mapmunean M = {M;,t > 0} eancu

E M,dA; =F M,_dAg, t>0.
(0,t] (0,t]

WuTerpann f(O,t] M dA, n f(O,t] M,_dA, y nperxomnoj jemnakoctu cy Jleber-Cruatjeco-
BU MHTETPAJIM IO TpajekTopujama 3a cBakxo t > 0.

Heka je A ={A;,t > 0} npouec koHAUHE Bapujaunuje u HEKa je

2TL
A, = i‘i‘f; ‘A% — Ay | (1.6)

Tana je |Al; < 0o ckopo curypHo u TO je pactyhwu mporec.

Heduannuja 1.3.8. Heka je A = {A;,t > 0} npouec ca konawnom sapujayujom. IIporec
toranue Bapujanuje |A| = {|A|,t > 0} je pacmyhu npouec degurnucan ca (1.6).
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Cnenehu pesyarar je noopo nosuara Jlyo-MejepoBa mekoMmmo3umuja Kojy je yBeo
Mejep'! v menperknnaoMm cayduajy, a Jly6 y IMCKPETHOM CIIydajy.

Teopema 1.3.9. (/9], [59]) Hexa guampayuja F 3a0060masa yobuuajene ycaose u neka je
X ={X;,t >0} cyomapmunean uz kaace DL nenpexudan z30ecna. Tada X uma jeduncmeeno
pazaazame (0ekomnosuyujy) obauka

Xt:Mt+At, (17)

20e je M = {M,;,t > 0} mapmunzan nenpexudan 3decwa, a A = {A;,t > 0} npupodan
pacmyhu npouec y odnocy na duampavyugy F. Lawe, axo je X uz xaace D, mada je M
YHUPopMHO unmezpabusar mapmunzan, o npoyec A je unmezpabuaan.

N3 Teopeme 1.3.9 cnenu na ce npouecu M u A uz (1.7) mory uzabpartu Tako na 6ymy
HENPEKUIHU 37eCHA. 3a HEeHeraTUBHE IpoIece BaykKy Aa ako je X HempeKuIaH IIpoIec,
ouma he u nmpounecu M u A Ourwu Henperuanu. Mebhyrum, Moke ce mokaszaTu HapemTHU
jaym pe3yaTar.

Teopema 1.3.10. IIpemnocmasumo da je cyomapmunean X = {Xy,t > 0}, xoju 3adoeo-
masa ycaose Teopeme 1.3.9, dodammo u caabo nenpexudan caesa, mj. maxas 04 8axiCu
lim, ..o EX7n = EX7 3a cee ozpanuuene pacmyhe nuzose sapemena zaycmasmana 1™ ca
epanuyom T'. Tada je npouyec A = {Ay, t > 0} uz jeonavune (1.7) nenpexudan.

HaBomumo y oBOM mesy jomn jemaH BaskaH pe3yJiTaT.

IIponosunuja 1.3.2. Heka je X = {X;,t > 0} npouec xoju 3ado60omasa ycaose Teopeme
1.3.9 ca ly6-Mejeposom dexomnosuyujom X = M + A u nexa je T apeme zaycmas.pana.
Saycmasmen npoyec X1 maxohe sadosomasa ycaose Teopeme 1.3.9 u wezosa yb-Mejeposa
dexomnosuyuja je dama ca

XT=M"+ A",
1.3.1 KaanpaTHO MHTErpaOMJIHU MapPTUHTAJIV

Kao u no cana, cmarpa ce na je mat npocrtop Beposataoha (2,4, P) ca punrpamujom
F koja 3amoBos/baBa yobuuajeHe yciose.

HPaul André Meyer, 1934-2003, ¢paHIyCcK: MaTeMaTHdap
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Hedumuunmja 1.3.9. Mapmunzan X wenpexudarn 3decHa je KBaOPATHO MHTErPAOMIIAH
axo je EX? < 0o 3a ceaxo t > 0. Axo je jow u EX2 < oo, mada ce X naszuea L? map-
turaraa. Ca M? buhe oznauena xaaca ceuz ¥8adpamMmo UNMEZPAOUAHUT MAPMUHZAAG KOJU
nowunwy 00 nyse (Xo = 0), a ca M? nodxaaca ckopo cueypHo HenpexudHuT K6adpammo
UHMELPAOUAHUL MAPTNUHZANG.

Jacro je ma je cBakm L? MapTWHraJ KBaIPaTHO MHTErPaOUIaH.

Heounumuja 1.3.10. Hexa cy X uY L? mapmunzasu uz xaace M2, 3a ceaxo t > 0 nexa
je || X || = (EX2})Y2. Hopma u mempuxa ce dedunuwy ca

1X]] = (EXZ)"2, d(X,Y) =X - Y]

IIponosummja 1.3.3. Mempuuxu npocmop (M2, d) je xomnaeman. IIpocmop M? je sameo-
pen (y oonocy na mempury d) nomnpocmop 00 M?, na je u xomnaeman.

Jlema 1.3.2. Hexa X € M? u nexa je T epeme saycmasmamwa. Tada eancu XT € M? .

3a HempekKuIHe OrpaHWUYeHe MapTUHraje Ne(UHUIIEe ce IpOolec KBaApaTHE Bapuja-
nuje.

Heka je maptunran X € M?. Tana je X? HemeraTuBaH cyOMapTUHTaJ. IIpumMenom
Ily6-MejepoBe mekommosurije mobuja ce ma je

X? =M+ A, (1.8)

rae je M MapTUHraJ KOju mounmme on HyJte, a A mpuponnu pactyhu mpomec. M3 Teopeme
1.3.10 cnemu ma cy npomecu M u A Henperumuu ako X € Mz

Nedpuaumuja 1.3.11. 3a npoyec X uz M?, npoyec A uz dexomnosuyuje (1.8) nasuea ce
KBapaTHA Bapujannja, KAPAKTE€PUCTUKA MPOIECA Ul KOMNEH3Amop mapmunzanra X
u osnauasa ce ca (X). Haxnae, (X) je jeQuncmeen npupoonu pacmyhu npoyec 3a xoju je
X? — (X)) mapmunzan.

Hapenmuu pesynarar ce yecTo KOPUCTU y TPUMEHAMA.

Jlema 1.3.3. 3a X,Y € M2, gaxncu Illsapuosa nejednarocm

(X,Y)2 < (X){Y): cropo cuzypmo.
Kao menocpenna nocnenuna IIponosunuje 1.3.2 nobuja ce ciaemehu pesynrar.
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IIponoszunmuja 1.3.4. Hexa je X mapmunzan uz M? u T epeme szaycmasmamwa. Tada ce
npouecu (XT) u (X)T wne pazauryjy.

[Tojam KBanpaTHe Bapujanuje 3a npouec (X) 6ulie objammen 3a npomnec X € M2
Heka je I1 : 0 =ty < t; < .-+ < t, = t nomena unrepsana [0,t]. 3a npomec X ce

nedurHMIIE
n

V(X 1) = Z(th - X, )"

j=1

Vi(X,1II) je Fi-mepibuBO ako je mporec X amanTUpPaH.
Jlema 1.3.4. Hexa je M € M? wt > 0. Tada 3a ceaxo t > s saxcu

E [(M; — M,)* |F,] = E [M] — M?|F] (1.9)

E [(M; — M) — (M), + (M)|F.] = 0. (1.10)
Moxe ce nokaszaru na Basku cienehwu pe3yiurar.

IIponosumuja 1.3.5. Hexa je X € M?. Tada Vi(X,11) xoneepzupa y eeposamnohu xa
(X): xao ||]I1]| = max |tg1 — te] — 0, mj. 3a cee ¢ > 0,7 > 0 nocmoju 6 > 0 maxeo da
P{IVi(X, ) = (X)e| > n} <& wad [[II]| < 0.

3a npousBosbaH nporec X Ha CKyIy mpaBoyraoHuka (s,t] x A, A € Fy nepunuite ce
¢yHKIUja CKyna

px((s,1] x A) = E[14(X, — XJ)], px({0} x A) = 0,A € F.

Axro je X mapruaran, tana je ux = 0. Axko je X cybmapruurasa, raga je puyxy > 0.
[Tosmato je ma, ako je X L? maprumraJ, Tama je mpomec X2 cyOMapTuUHTAJ, Ia je
ixz > 0. [perusnuuje, 3a A € F, u s <t Baku

(s, 1] % A) = E[La(X, — X.)7.

Hebuaunuja 1.3.12. Axo fynxuyuja cxyna fix uma jedurncmeero npowupemne na o-arzebpy
B([0,00)) x A xoje je mepa, mada ce ux nasuea Ilomeanc'? mepa 00 X.

12Catherine Doléans-Dade, 1942-2004, ¢paHIyCko-aMepudKa MaTeMaTHIaPKa
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OBa mepa je mobuia Ha3WB 1O (PAHIYCKOj MATEeMAaTUYapPKU KOja ]y je mpBa KOH-
crpyucana (sBumern [10], [11]).

Moske ce mokazaTu ma, ako je M L?-MapTuHTAJ HeNpeKuJaH 37ecHa Tala HOCTOju
jemnucreena Iloneanc mepa puy (Bumeru Hamomeny 1.4.1).

I[Tomohy kBanmpaTHe Bapujamuje 3a KBaIpaTHO WHTErpAOUIIHE MapTUHTAJIE MOYKE Ce
nepuHICAT KBagpaTHA KoBapujanmja (Koja ce Ha3uMBa 1 KPOC-Bapujanyja uiy y3a-
jamua Bapujanmja) usmeby nBa kBamparHO mHTerpabusana maprtunrasa X u Y. To je
npouec (X,Y) mepunucan Gpopmyom

(X, V) :i((X+Y,X+Y>—<X—Y,X—Y)):%(<X+Y,X+Y>—<X>—<Y>).

Moske ce mpuMeTHUTH Oa je MpOIleC KBaJApaTHE KOBapHjalllje MPOIEeC ca CKOPO CU-
rypHO orpannyeHoM BapujamujoM. [lopen Tora Basku mHapenHo TBpheme.

IIponosunuja 1.3.6. 3a X,Y € M? npouec (X,Y) je jeduncmeen npouec xoju moxce
da ce Hanuwe Kao pazsuka 08a npupoona pacmyha npoueca maxas da je pasaura 00 XY
u (X,Y) mapmunzar. Axo XY € M2, mada je npoyec (X,Y) jeduncmeen nenpexudan
npouec oepanuvene sapujayuje maxae 0a je paszaura 00 XY u moz npoyeca mMapmurHedan.

1.3.2 JlokasHM MapTWHraJaIn

Heka je (2, A, P) ¢urcupan npocrop BepoBatHoha ca ¢uarpauujom F koja 3amo-
BoJhaBa yoOuuajene ycioBe. CBe ocobumHe, HaBemeHE y OBOM neiy, HeGUHUCAHE CY Yy
onHOCy Ha ¢uarpanujy F.

I[Ipy noka3mBamy HEKUX CIIOKEHUX HpobOJieMa Yy CTOXACTUYKOj] AaHAJIU3U YEeCTO Ce
npuMeByje TeXHUKa n300pa oaroBapajynhux ciaydyajHUX BpeMeHa IIPU YeMy ce IpobJieMm
CBOIM Ha jeqHOCTaBHUjU. T'a TexHWKA je cTaHIapIHA TEXHUKA U YECTO ce KOPUCTHU 3a
nepUHVCAKe MPUX KIaca Ipolleca y OOHOCY Ha mocTtojehy kiacy, Koje mpu ToMe UMajy
MHOT'€ 3ajeTHNYKe OCOOMHE ca MOJAa3HOM KJIacCOM IPOIECA.

Y peasiHOj aHAJU3U Ce KasKe Na HEKa OCOOMHA BayKU JIOKAJHO aKO BaKU HA CBAKOM
KOMITAKTHOM IIOACKYIIYy ITOCMaTpPaHOT TOMOJOIIKOT mpocTtopa. Ha peasnoj mpaBoj je mo-
BOJBHO J1a OCOOUMHA BaKM HA CBAKOM 3aTBOPEHOM orpaHndveHoM mHTepBauy [0, t] 3a cBako
t. YUecto ce, ka0 y caydajy JIOKaJIHE WHTEerpamnuje, pazmarpa na ju onpebena ocobdbu-
Ha BaykM Ha umHTepBasuMma [0,t,] rme ¢, — co. Y CTOXaCTUUKO] AHAIM3U CE 3aXTEBa 1A
ropma IpaHulla MHTEpBaJsa Oyle MepJ/buBa y ONHOCY Ha IOCMATPaHy (QUITPAIM]y Kao
y HapenIHO] Ae(pUHUIU]JU.
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Jeouuumnuja 1.3.13. Huz spemena saycmasnmana (1), ce nasuea noramusyjyhu uiu
dysmamenTangan wuz axo je 1™ > T ! 30 cee n > 1 u axo je lim, oo T = oo cko-
po cueypro. Axo je C waaca npouyeca koju umajy oopeheny ocobuny, mada ce (obuuno) ca
C°¢ osnauaea xaaca npoueca X 3a koje nocmoju sokasuzyjyhu Hu3 epemena 3ayYcmas.nana
(T™),>1, makae d0a ceu saycmasmenu npoyecu X1 = {Xinpn,t > 0} npunadajy xaacu C.

Kon nokanusamuje ce jaBipba mpoOseM Moauduranuje cirydajHe BeamuumHe X, jep
CBAKM 3aycTaBjbeH mpomec X! y TpenyTky t = 0 mMa MCTy BpemHOCT Xj. 3a mpeBa-
3UIaskelbe TOr IpobJeMa HEKH ayTopu kopucte mponec X' lirnsgy ymecro X' kopx
JOoKaJau3anuje miau ce Jokaausyje mpomec X — Xg ymecro mporeca X. Ca cranHoBu-
ITa CTOXACTUYKE AHAJIMU3E MOKE Ce MPETHOCTABUTU A& CBAKU JIOKAJHU MAaPTUHTAJI UMa
BPENHOCT HyJa y TPeHYTKY ¢t = 0, jep ce UCnmuTyjy ceMUMapPTUHTAJIN - IPOIECH ODIMKA
X =Xo+ A+ M, rune je M nokasaum mapTuHraJj, a A je mporec ca TpajekTopujama
orpaHuveHe Bapujanuje (Ha KOHAUYHUM mHTepBasuMma) u Ay = 0 CKOpPO CUTYyPHO.

Hapenna nepurmnuja npommpyje Kiaacy MapTHUHTaJa.

Hedbuaunmja 1.3.14. Adanmupan cayuajar npoyec nenpexudar 30€CHa ce Ha3uea JIOKAJI-
HY MapTUHTAJI KO NOCMOJu A0KGAU3Yjyhu nuz epemena saycmasnana (I"),>1 maxae da
je, sa ceaxo n, npouec X1 = {Xippn,t > 0} mapmunzan. Kaaca mapmunzanra X ca Xo =0
CKOPO cuzypro oznavasa ce ca M, a xaaca aokasrur mapmurneara X 3a xojy je Xg = 0
cKopo cuzypho osznauaea ce ca M. ITooxaaca nenpexuonus soxaanur mapmureana X ca
Xo =0 ckopo cuzypro osnauaea ce ca MY,

Jlema 1.3.5. Baxcu da je M C M? C M* C M, C Mbe.

IIpumep 1.3.2. Jacno je da je ceaxu cadlag mapmunzan UcCmospemero U AOKAAHU Map-
munzan (yzemu T™ =n). Obprymo y onwmem CAy4ajy, HAPAEHO, HE BANCU.

Yecto je moTpebHO onpemuTy Kada je JOKAJHU MAapPTUHTAJ 3alpaBO MapTUHTAJ.
Hapenuu jemnocraBan pe3yaTaT KOju Aaje OATOBOP HA TO MUTAHE YKBYUYje MAKCUMYM
GyHKIIHjE.

Heka je X/ = sup,, |X,| m X* = sup, | X,]|.

Teopema 1.3.11. [59] Hexa je X aoxaanu mapmunzas makae da je E[X}] < 0o 3a ceaxo
t > 0. Tada je X mapmunean. Axo je E[X*] < 0o, mada je X ynugopmmo urnmezpabuinu
MAPMUHZAN.

Jomr HeKu MOBOJLHM yCJIOBU Oa JOKAJHU MAPTUHTAJ Oyae MapTUHTaJ MOTy ce Hahwu

y [59].

Hanmame he ce pasmarpaTu HEIpEeKUAHU MapTUHTaJ U, Ia Tpeba HABECTU jOII HEKe
pesynarare.
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IIponosunuja 1.3.7. Axo je X nenpexudan soxasnu mapmunzas ca Xog = 0, mada nocmo-
Ju aokausyjyhu nuz epemena saycmasmsana (T);>1 maxeuzr 0a cy npoyecu X1 ozpanunenu
MADPMUNLANU.

[Tosuaro je ma je (Hemperuman 3mecHa) MapTUHTAI X KBAAPATHO MHTErPAOUIAH aKO
Baku £ X? < co. ClmuHO, HEepeKUAaH 31eCHa aJanTupaH nporec X ce HAa3UBa JIOKAJTHO
KBaAPATHO MHTErpadm/Hu mMapTuHraia ako je Xo = 0 m ako mocToju JIOKaJIu3y]yhu
HU3 BpeMeHa 3aycTaspama (1™),>; Takas ma je, 3a CBako n, mpomec X' KBaIpPaTHO
UHTerpabuiaH MapTUHTaJI. JACHO je ma Cy CBU TU IPOIECHU JIOKAJHU MapPTUHTAJIU.

W3 IIponosunuje 1.3.7 HEMOCPENHO CenN HAPETHU PE3YJITAT.

ITponosunuja 1.3.8. Hexa je X menpexudan aoxasnu mapmunean ca Xg =0 ckopo cuey-
pro. Tada je X maxohe nokasno K8a0pamHo UHMEZPAOUNAH TPOYEC.

Heke ocobume MOKaJIHMX MApTHHTaJga Cy AaTe y HADEMHUM pe3ynraTuma (Bume ce
moxxe Hahwu [59] u [60]).

IIpono3unwmja 1.3.9. 1) Jokaanu mapmunzan kaace DL je mapmunzan.
2) Jloxkaanu mapmurean xaace D je ynu@opmro unmeepabusarn MapmuHzan.
3) Ceaxu nenezamueny A0KAANY MAPMUHZAA Je CYNEPMaPMUN2aL.

Maxko nokayHM MapTUHTAJIN y OIIITEM CJIydYajy He MOpajy MMATH KOHAYaH APYTU MO-
MeHAaT, MOKe ce neuHUCATH KBaJpaTHa Bapujanuja mporeca. Y HACTaBKy ce ne(uHUIIIe
KBaJpaTHa Bapujaldja 3a HENpeKUAHU JoKaJHU MapTuHrat. [loctymak ce 3acHuBa Ha
UMHL,EHUIM 1A 32 JoKaausyjyhu mus Bpemena sayctasibama (1"),>; mpomec X' uma
mponec kBanaparHe Bapujanuje y cmuciy lepunnnmje 1.3.11.

IIponosunuja 1.3.10. Hexa X € M. Tada nocmoju jedurncmeen (0o wa exeusanrernm-
wocm y cmucay Hedunuyuje 1.1.7) nenpexudan npouvec (X) ca ckopo cueypro pacmyhum
mpajexmopujama maxo 0a X°> — (X) € Mbe,

IMocnemumna 1.3.4. Axo X,Y € M, mada nocmoju jedurncmeen (0o na exgusasernmmocm,)
nenpexudan npoyec (X,Y) wuje cy mpajekmopuje ozpanuvene eapujayuje cKopo CuzypHo
maxo da eaxncu XY — (X,Y) € Mle.

IIponosunuja 1.3.11. Hexa X,Y € MY u wexa je T epeme szaycmasmana. Tada je
(X, V)T = (X1Y) = (X", Y7).

Y HapemHOj JeMu Cy maTe Heke TJIaBHe ocoOMHe mpolleca KBaJApaTHE Bapujaluje.

Jlema 1.3.6. Hexa cy X,Y € M. Keadpamna eapujayuja u xosapujayuja 3a0oeomasajy
caedehe ocobure 00 Ha EKBUBANEHMHOCT:
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[nasa 1. CnydyajHy mpomecu ca HEeIPEKUIHUM IapaMeTpPOM

1) (X, X) = (X).
2) {(-,") je cumempuyHa U AUNEAPHA MO CBAKOM 00 AZPYMEHAMA.
3) 3a npouseomno a € R, samcu (aX) = o*(X).

4) (X 4+Y)=(X)+2(X, V) + (V).

Hapenuu noGpo mo3naTu pe3yarar pa3Marpa Kako IPOMeHa Mepe YTUUe Ha OUYyBaHe
ocobMHa MapTUHTAJIA.

Teopema 1.3.12. (Teopema I‘npcaHOBalg) Hexa cy seposamnoche mepe P u () exeusa-
aewmue wa Foo. Hexa je D = {D;,t > 0} wmapmunzaa ca cadlag mpajexkmopujama, marae

da, 3at >0
d@

t = o

dpP
IIpemnocmasumo da je D npouec ca wenpexudnum mpajexmopujama u L jedurncmeen He-
npexudaH A0KAAKY MapmuHzas makxas da Dy = exp (Lt — %(L,L%). Taoa, axo je M mwe-

D |7,

NPUKUOAH A0KAAHU Mapmukean Yy oonocy wa P, npouyec M = M — (M, L) je nenpuxudan
NOKAAHY MAPMUH2a.A Y 00H0CY Ha ().

Ioraz reopeme ce moske Hahwu y [60].

1.4 IlIpocTop mporpecuBHUX IIpoIleca

Heka je (2, A, P) ¢urcupan npoctop Beposaraoha ca ¢uarpanujom F koja 3amoBo-
mpaBa yobuuajene yciaoBe. CBe ocoOMHE HABEIEHE Y OBOM eIy Cy He(PUHUCAHE ¥ OTHOCY
Ha ¢uarpamujy F (Hnop. agantupasocr).

Hera nmpouec X 3amoBo/baBa yCiIOBe MEPJbUBOCTU U HEKa je A mpomec ca KOHAYHOM
Bapujanujom 3a koju je Ag = 0. Tanma je

Xi(w)dA(w)

(0,7]

Jleber-Cruntjecos uaTerpad no t (mo csum Tpajexkropujama). Hasenenn nnarerpan he
ce JecTO O3HAYaBaATU Ca

XdA.

(0,77

BIgor Vladimirovich Girsanov, 1934-1967, pycku MaTeMaTuyap
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[nasa 1. CnydyajHy mpomecu ca HEeIPEKUIHUM IapaMeTpPOM

T :
Taﬁobe, xopuctuhie ce o3Haka [, yMecTo f[o,T} aKo Iporec A mMa HempekuaHe Tpajek-
TOpPHj€e CKOPO CUTYPHO.

Heka je, name, M € M? u (M) jenuHcTBeHM HeMpeKuIaH pacTyu mporec Takas na
je M? — (M) maprunrad.

IIpumep 1.4.1. Axo je M npouec Bpaynosoz kpemamna na R, npouec xeadpammne sapuja-
yuje (M) ce ne pasauxyje 00 npoyeca {t,t € R}.

Hepuaunuja 1.4.1. 3a meprus, adanmupan npoyec X dedunuwe ce, 3a ceaxo T € [0,00),

T 1/2 1/2
1 X || = (E/ de(M)t> = (/X%HLT]XQCWM) . (1.11)
0
00 1/2 1/2
X lr = [1X] 120 = <E/ de(M)t) _ (/XQduM) | (1.12)
0

Moske ce npumerutu na je || - ||a, vy ctBapu, L?-HopMma 3a Iloneanc mepy.

Tana je

3a mBa MepiuBa, azantupana npomeca X u Y kaxke ce ma cy (M)-ekBuBaJsieHTHU
ako je || X = Y|y =0.

Heka je ca P o3maueHa Kiiaca IPOrPECUBHO MEPJLUBUX Iporeca 3a koje je ||X||ar
< oo 3a cBako T € [0,00).

Hanomena 1.4.1. Jloaeanc mepa ppr wa ([0,00) x Q, B([0,00)) x A) ce defunuwe ca

:/Q/OoolA(t,w)d<M>t( E/Ooo Lad(M (1.13)

Y TepMHMHMMAa OBe Mepe, Ha IPUMEDP, BaKU

T
E/ Xt2d<M>t:/X21[O,T}><Qd,uM
0

Huje onmax jacuo ma nu piyy u3 (1.13) mepunrume mepy Ha ([0, 00) x Q, B([0,00)) x A).
WNurerpan u3 cpemune jemnaxoctu (1.13) je mobpo medpunucan. [Murame je ma su je
nobujen m3pas A-mepmus. [lorpebuo je u na ouekmBame Oyme no6po mnepuuucano. On-
rOBOP je MOTBPJAH ako je A mucjyHKTHa yHUja cKymoBa obmauka (a,b] x F' 3a F € A.
[Ipomupeme on iy kao Mepe Ha npousson o-anrebpu B([0,00)) X A caenn u3 Kapare-

omopujese!? Teopeme o mpoayEemY Mepe.

“Constantin Carathéodory, 1873-1950, rpukm MaTemMaTIuap
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[nasa 1. CnydyajHy mpomecu ca HEeIPEKUIHUM IapaMeTpPOM

Hanomena 1.4.2. Axo je epeme oepanuuerno wa [0,T), dynxyuja || - ||mr Oedunuwe L*-
HOPMY HG NPOCTOPY MePLUBUT adanmupanut npoyeca. Mempuka je dedurnucarna ca dp(X,Y)
= || X = Y||p- IIpoyecu X uY cy exsusarenmnu axo u camo axo je fOT(X —Y)2d(M) =0
ckopo cuzypro sa ceaxo T € [0, 00).

Iame, 3a wiaacy P, mepunume ce riaaca Pr 3a T € [0, 00).

Hedbunaunuja 1.4.2. 3a T < oo xaaca Pr je cxyn npoueca X uz P 3a xoje eancu X; =0
3at>T. Kaaca Py je ckyn npoyeca X € P 3a xoje je Efooo X2d({M) < 0.

Hamowmena 1.4.3. JacHo je da npouec X npunada xaacu Pr axo u camo axo je Xy =0 3a
t>T u ||X||M,T < Q.

Hanomena 1.4.4. IIpemzoono defunucane xaace, HOpMeE U MEMUPKE 346UCE 00 MAPMUH-
2ana M. YKoauko ce y pesyamamuma nojasmsyjy u 0pyz2u MapmuHzait, mpeba Haziacumu
3a8ucrocm 00 odpehenoe mapmunzanra, na npumep, mpeba nucamu Pr(M), P(M), umo.

IIponosunuja 1.4.1. 3a T < 0o kaaca Pr je Xuabepmoe npocmop ca cKasaprhum npou-
368000M

(X,Y)r = E/T XY d(M),

ako ce npoyecu X uY 3a xoje saxncu || X —Y||yr =0 cmampagy jednarum.

Ha kpajy, knaca Pr ce Moske TIPOMIUPUTU TAKO IMITO C€ M30CTABU MPETIOCTABKA OA
Cy OuUeKMBama KOHa4dHa U ocjaabu ycios na je M € M2,

Hepuanmuja 1.4.3. 3a M € MY¢ xaaca P* = P*(M) ce dedunuwe xao kaaca npozpecus-
Hux npoueca X ca ocoburom 0a je fOT X2d(M) < oo cxopo ceyda 3a cee T > 0.

Hanomena 1.4.5. Axo M € MY°, mada nocmoju fyndamenmanan nus epemena saycma-
awamwa (R"),>1 maxae 0a M € M2?. Axo je X € P*, mada oepanunena epemena 3aycma-
emwamwa S™ = n Ainf{t > 0 : fot X2d(M) > n} dopmupajy, maxohe, dynoamenmanar Hu3.
Bpemena saycmasmawa T = R™ A S™ cy, maxobe, gynoamenmanan nuz. Tada MT" € M2

u npoyecu X" deurnucanu ca X' = Xyly<rny npunadajy xaacu P(M™).
Y HacTaBKy je HaBelneHa nehUHUIMja €JeMeHTapHUX npoueca (eHr. simple processes).

Hebuaunuja 1.4.4. Ilpoyec ce nasusa ereMeHTapaH (je0HOCMaABAH UMY CMENEHACTNU)
axo nocmoje cmpozo pacmyhu nuz peasnuz bpojesa t, ca ty =0 u t, — 00 u YyHuPGopmHo
02PARUYNEH HU3 CAYUATHUT NPOMEHDUBUTL &, ca 0cobuHOM 0a je &, Fi -MePHUBO 3a C8AKO N,
maxo da je

Xi=Slop(t) + D &l (t), > 0.
n=1
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[nasa 1. CnydyajHy mpomecu ca HEeIPEKUIHUM IapaMeTpPOM

Knaca enemenrapuux mpomeca ce o3nadaBsa ca S.

EnemenTapru nporecu cy nporpecuBHu u orpanmderu. Ako M € M2 tana enemen-
rapan npornec X npunana kaacu P = P(M).

Hapenuu pesynrar je Outan 3a KOHCTPYKIU]Y CTOXaCTUYKOT MHTETPAJIA.

Jlema 1.4.1. Hexa je X oepanuven npozpecusan npovec. Tada nocmoju Hu3 esemenmapHuL
npoueca (X™),>1 maxeuz da 3a ceaxo T € [0,00) samncu

T
lim E/ (X! — X,)%dt = 0. (1.14)
0

n—oo
[Tomohy mperxonne jgeme ce moka3dyje HApETHU PE3YJITAT.

IIponosunuja 1.4.2. Hexa je M € M? u neka nocmoju nernezamuear npozpecusar npoyec
[ maxas da ce (M) ne pazauryje 00 [ fods (kaxmce ce da je npouec (M) cropo cuzypno
ancoaymno nenpexudan). Tada je ckyn S eaemenmaprur npoyeca zycm y Py o0nocy wa
mempury dy depunucany y Hanomenu 1.4.2.

Hamomena 1.4.6. Hasedenu pesyamamu ce mozy nojawamu. Ha npumep, y npemxodnoj
AEMU CE He Kopucmu npozpecusna mepousocm. I[Ipocmop S enemenmapruxr npoyeca je,
makohe, 2zycm y ckyny mepousur npoyeca. ame, ako ce uzocmasu 3axmes 0a je npoyec
(M) crxopo cueypro ancoaymmo nenpexudan, pesyamam uz IIponosuyuje u danve 8axcu, aniu
je 00Ka3 caoxnceHuju.

3a mucame OBe TJlaBe, MOPeN NUTUPAHUX pedepeHiu, kopumhena je u cieneha nu-
Teparypa [1], [2], [10], [11], [12], [16], [20], [23], [30], [35], [36], [37], [38], [40], [42],
[45], [46], [53], [58], [61], [65], [70].
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I'imaBa 2

CroxacTuuku MHTErpaJi

Heka je (2, A,F, P) npocrop ca ¢uarpaunjom F = {F,,t > 0} roja 3amoBomasa
yobuJajeHe ycJoBe.
[To3naTo je ma ce cTOXaCTUYKU MHTETPaJ ODJIMKA

XdM, (2.1)
0,4

roe cy X ={X;,t >0} u M = {M,;,t >0} cToxacTUYKM OPOLECU MOKe NEePUHICATU KAO
Jle6er!-Cruntjecos? uaTErpas caMo y cilydajeBuMa Kan mpouec M uma TpajeKropuje
ca OTrpaHMYEHNM BapujalyjaMa Ha KOHAYHMM MHTepBasmMa. Ilo3marm mpumep mpomeca
4ynje TpajeKTopuje HUCY OrpaHMYEHe Bapujalrje Ha KOMIAKTHAM CKYIIOBUMAa je IPOoIec
BpaynoBor kperama.

2.1 KoHCTpyKIIMja CTOXaCTUYKOT MHTErpaJia

[Io3raTo je ma, ocuM y TPUBUjAJTHUM CJIydYajeBUMa, TPAjEKTOPUje HEIPEKUTHNX Map-
TUHTaJa HeMajy OIlpaHUYEHe Bapujaluje, Ila ce MHTerpajJyd He MOTY Ae@UHUCATH IO
rpajekropujama y Jleber-CrtunrjecoBoM cMucay. Y OBOM HeJy ce pa3MaTpa UHTErPaJ
(2.1) 3a mpouece unje TpajeKTOPUje HEMA]y ONpaHUYEHE Bapujaluje.

Y nurepaTypu, IPU KOHCTPYKIUjU CTOXACTUYKOT MHTerpaJja Cce IoJa3u O CTOXa-
CTUYKOT MHTErpaJia Ne(PUHUCAHOT Y OMHOCY Ha KJIAaCy HEMPEKUITHUX KBAAPATHO MHTErDa-
ounHux MapTuHraJsaa. [IpBo ce meduHnme MHETETpAJ €JIeMEHTAPHUX IPOIeca, KOju NMajy

'"Henri Lebesgue, 1875-1941, ¢paHyckn MaTeMaTugap
2Thomas Joannes Stieltjes, 1856-1894, xomaHACK MaTeMaTHIAD
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Imasa 2. CToXacTUYKU UHTETrPAJI

CIMYHY yJIOTY Kao CTelmeHacTe PyHKNuje koj Pumanosor® marerpasa, a moToM ce yCHo-

cTaBbameM usoMerpuje mameby Xunbeprosux® mpocTopa mOTa3M [0 ONINTEr CIydaja
Ha HauuH npenusupad y Ilpomosunujm 2.1.1. Tako mepuHMCAH CTOXACTUYKU MHTEI DA
ce JIaKO MPOIIUpYje Ha KIace HEIPEKUAHUX JIOKAJHUX MAapPTUHrAJa U CEMUMAaPTUHTAIA.
[Tperu3suuje mepunume ce uarerpad (2.1), Koju ce jom Ha3UBa CTOXACTUYKUA UHTET DA
Wroa® nponeca X no nponecy M € M? wan je M cemumapTunran. CToxacTUUKa WH-
Terpanuja mo CeMUMapTUHTAJIMMa Ce MOKe CXBATUTU Kao mpomupeme CTuiarjecoBor
uHTErpaJa 1mo tpajekropujama. Onmupruje ce mosxke Hahiu, Ha npumep, y [41] u [60].

Y oBOM meny Ccy m3ABOjeHe Ne(PUHUIMje W OCODMHE CTOXaCTUYKUX MHTErpaja, Koje
he 6utu nmorpebue y Hacrasry (Bumeru [5], [39], [53]).

Hera je X enemenrapan mporec, Tj. X € §. CroxacTUuyku MHTErpaJ f[o,t] XdM je
CTOXaCTUYKU IIPOIec, o3HauaBa ce ca X - M, a 3a cBako t ce nepuHUIIE KAO CIydajHA
BEJIUYUHA

(X-M), = Zfz‘(Mt/\tiH — Mipe,). (2.2)
i=0

3a cBako t € [0, 00) mocToju jemuucTBeHO N = N(t) TakBO Ha je t, <t < t,.1, Ha ce U3pa3
(2.2) Moske HAMUCATU Y OOJIUKY

n—1

(X - M), = Zfz‘(th — My,) + & (My — My,). (2.3)

=0

Moske ce moka3aTu, Ha CAMYAH HAYUH KAO y KJacudHoj Teopuju Jleberose muTerpa-
muje, na uspas (2.2) 3a nponec (X -M), ve 3aBucu ox n3bopa penpeseHTanuje 3a Ipouec
X. Moske ce mpumeruTu na uspa3 (2.3) npencrasma nporec (X - M), Ka0 MAPTUHTAIHY
TpancHOpMAINUjy, TAKO Aa Ce MOT'Y ONUCATU HEKe OCOOMHE CTOXACTUYKOD MHTErpaJa.

IIponosunuja 2.1.1. Hexa je X € S u M € M?. Tada je npoyec X - M nenpexudan xea-
Opammo UHMEZPAOUAHY MAPMUHZAA YUJQ j€ NOYEMHA 8PEOHOCT HYAQ, 0 NPOUEC K8AOPAMHE
sapujayuje jednar

(x-ay = [ xzaon, (2.4)

E(X-M)?= E/t X2d(M),. (2.5)

3Bernhard Riemann, 1826-1866, Hemauky MaTeMaTHIAD
‘David Hilbert, 1862-1943, Hemaukn MaTeMaTHUAD
"Kiyosi Ito, 1915-2008, jamancku MaTeMaTwuap
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Taxo ce, 3a c8axo ¢U7€CUpaHO t, npecaurasamwe
]t . X — (X . M)t

MONCE NOCMAMPAMAU KAO NUHEAPHY ONEPAMOP HA NPOCTNOPY EAEMENMAPHUL NPOYECd KOJU
umagy epednocm nyaa nocae t ca epednocmuma y L*(Q, Fy, P). Caedu da je || X - M||; =
| X||are, 20e je || - ||¢ us Hegunuyuje 1.3.10, a || - ||ame us Ledunuyuge 1.4.1. Tada je I
uzomempuja usmehy S u nomnpocmopa Img(l;) 00 M?. 3a nopme maxohe sancu || X -M|| =
XLz

HaBenena nepuHMnIMja CTOXaCTUYKOr MHTETrpaJia ce IPOMMPYje Ha Kiacy P mporpe-
CUBHUX TMPOIECa AIPOKCUMAILjOM TPOU3BOJLHOT mpoleca m3 P momohy HU3a egeMeH-
TApHUX MIPOIEca.

Teopema 2.1.1. Hexa je M € M?. 3a cee X € P nocmoju jeduncmeen (0o na exeusa-
aenmuocm) npoyec X - M € M? maxas da || X" M —X - M| — 0 3a cearu nuz (X")peny € S
maxas da || X" — X||p — 0, ka0 n — co. Keadpamna eapujayuja moz npoyeca je dama ca
(2.4) u maj npouec ce nazusa cmoracmuuky uwmezpas Umoa npoyeca X no npoyecy M.

Ilo canma je pazmMaTpaH cToXacTuuku uHTerpat 3a X € P u M € M2 Ilepununuja
CTOXaCTUUKOT MHTErpaJia Ce MpOMMpYyje Ha MPOoIece KOju HaBeldeHe OCODUHE uMajy y
JIOKQJIHOM CMUCILY.

Heka je M memperumau jokagau Mapturrai, M € M. Knaca P* je exsusajieHTHA

. T 9
KJIACU IIPOTPECUBHO MepJbUBUX mporeca X Taksux aa je [; X2d(M) < oo ckopo curyp-
HO 3a cBako T € [0,00) (Bumeru epuuunujy 1.4.3). Kao mro je maBeneno y Ilormasmy
1.5, 3a JOKaJHE MapTUHTaJe MOCTOje MPOIECH KBaApaTHE Bapyjallrije U KBaAPaTHE KO-
Bapujaluje.

Teopema 2.1.2. Hexa je M € MY u X € P*(M). Tada nocmoju jedurcmeen A0KaANU
mapmunzan X - M maxae da, 3a cae N € M, eancu

(X - M,N) = / Xd(M, N). (2.6)

Taj A0KAAHU MAPMUNAA CE HAZUBA CMOTACNUNKY uHmezpan 00 X no M.

CeMuMapTUHTAIN IPEACTABIbAjY HAJIIMPY KIACY IPOIeca 3a KOjy je Ae(UHUCAH CTO-
xactuukn uHTerpaa. Cemumaprunrane cy nepunucanu lomeanc-lane u Mejep 1970.
TOIVHE.

[IpernocraBma ce, ka0 m obmuHOo, ma ¢uarpanuja F mHa mpocropy BepoBatHOha
(Q, A, P) 3anoBomaBa yobudajese yciose.
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Hebuannuja 2.1.1. Ilpoyec X ce nasusa (Henpexudar) CEMUMAPTUHTA aAKO CE MOACE

npedcmasumu Yy 06.4uKYy
X =Xo+A+ M, (2.7)

20e je M € Mlc"c, A menpexudan npoyec ca mpajexmopujama Konawne sapujoyuje (Ha Ko-
HauHuM unmepsaauma) u Ag = 0 ckopo cueypHo.

Jennakocr (2.7) ce HA3WBa ceMUMAapPTHHIAJIHA NEKOMIO3UIMja mpomneca X.

[lo3nato je ma ce MHOTM (PM3UYKM CHUCTEMU IPUKA3Y]y KAO AEKOMIIO3WINja CUTHAJA
(mpomec ca KOHAYHOM BapwujanujoM) n myma (goxaaau mMapTuaran) [60].

[Ipema KOHCTDPYKIMjU, HEMIPEKUIHN CEMUMAPTUHTAIN UMAjy HEMPEKUIHE TPAjeKTO-
puje. Moryhe je medpunucaru u mojam ceMumapTuHraga ca cadlag tpajekropujama.

Y macTaBKy he ce paauTu caMO Ca HEIPEeKWIHUM CeMUMAapPTUHTaJuMa, Ia he Hekam
HAIIOMEHa O HEIPEKUAHOCTU OUTU M30CTABJLEHA.

Hanomena 2.1.1. /Jlexomnosuyuja (2.7) je jeduncmeena 0o na exsusarenmuocm. To caedu
U3 YumeHuye 0a CY HenpeKuoHU AOKAAHY MAPMUHZAAY KOJU UMGTY 02ZDAHUMEHY BaAPUJALU]Y
CKOPO CUZYPHO KOHCMAHMHU Y 8PEMEHY.

Moske ce IpuUMeTUTH [a je CBAKU HEMPEKUIAH CYOMapTUHTAJ CEMUMAPTUHTAN U O
ce HeroBa CeMUMapTHHTAJIHA AeKoMIo3unuja nokiamna ca lly6-MejepoBoMm nexomMno3u-
IIjOM.

Hebuannuja 2.1.2. Hexa cy X uY cemumapmuneanrt ca cemMumapmuHzaitum 0eKom-
nosuyujama X = Xo+ A+ M uY =Yy + B+ N 2de cy M v N nokarnhu mapmuHzaiu, a
A u B npouyecu xonaune sapujayuje. Fburoe xeadpammu xosapujayuonu npovec (X,Y) ce
degunuwe kao (M, N). Axo je X =Y, nuwe ce (X) ymecmo (X, X) 3a npouec xeadpamme
sapujauuje 00 X.

Kon mepmuHucama KBaJgpaTHe Bapujaluje M KOBapujalyje U30CTaBba CE€ €0 CEeMU-
MapTUHTaJIa KOJU Ce OMHOCU Ha KOHAUHY Bapujanujy mrto onpasaasa [Ipono3sunuja 2.1.2
Y HACTaBKY.

Tpeba mamoMeHyTH ma cBe ocobOuHe KBanpaTHe Bapujanuje u3 Jleme 1.3.6 Bake u
3a ceMuMapTUHTAJIE.

Iara mnedpununumja on (X,Y) 3a ceMuMmMapTUHTAJe TOKJANa Ce CAa WHTYUTUBHUM
cXBaTameM KBalpaTHE KOBapUjaluje.

IIponosunmja 2.1.2. Axo je (II"),en Hu3 nodeaa unmepsana [0,00) 3a xojy ||11"|| — 0 xad
n — 00, mada, sa ceaxo T > 0, saxcu

sup [V, (X, V11" — (X, V)| 50, n— oo,

t<T
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2de sa ceary nodeay 11 samcu Vy(X, Y1) = 3 (Xp,, — Xi) (Yeers — Vi), npu wemy ce
cabupa no tg, tr 1 € IIN [0, 1.

Heduaunuja 2.1.3. Ilpozpecusan npoyec Y je JIOKAJIHO OTPAHUYEH KO NOCMOJU AO0KA-
ausyiyhu nuz (T™),en makas da je saycmasmen npouec Y1 ozpanuuen.

JacHO je ma cy CBU HENPEKUIHU MPOIECU JIOKAJIHO OTPAHUYCHU U 2 JIOKAJIHO Orpa-
HUYEHU Npolecu npunanajy kaacu P*(M) 3a cBe HenmperumHe JOKaJHe MapTunraie M.
[MITaBuire, 3a JOKAJHO OrpaHUYeHe IMpolece Y UM HempeKuaHe mporece A Koju cy orpa-
Huyerne Bapujaruje, Jleber-CrunrjecoBu uHTErpaau fJYS(w)dA(w) 0 TpajekTopujama
Cy CKOpPO CByHa AeduHUCAHU 3a cBakO { > (0 M KOHAUYHU Cy CKOPO CUI'yDHO.

Hedbununuja 2.1.4. Heka je Y nokaano ozpanuven npouec u X CeMuMapmukzan ca o0e-
Komnosuyujom (2.7). Tada ce cmoxacmuyury unmezpan npovyeca Y no X defunuwe ca

Y-M+/YdA.
0

IIpBu muTErpas je croxacTWyku WHTErpaa y cmuciay Teopeme 2.1.2, a apyru je
Jleber-CrunrjecoB marerpaa. Hamame he ce ca fo YdX nmm Y - X o3mauaBaTtu croxa-
CcTUYKM uHTerpaJ Y mo X.

Kako je mekommnosurnuja cemumaprunraia (2.7) jemuscrBena, npouec Y - X je jemHo-
3uauno oapeben. IIpomnec Y - X je takobhe cemmmapruHraa u

Y - X=Y - A+Y - M

je meroBa jeMHCTBEHA CEeMUMAapPTUHTAJNHA TEKOMIO3unuja. 3aucrta, Y - M je jmokaanum
MapTuHraJ u Y - A uma Tpajekropuje orpanuvene Bapujamuje. Ilpomec Troraname Bapu-
jamuje V(Y - M) je ompeben ca

VY- M)y = (Y] V(A)),

KOJU je CKOpO CUrypHO KoHauaH, rae je V(A) toramna Bapujamuja mporeca A.
I[Ipema ToMme, 3a nBa cemmMapTuHraga X; U Xo U OBa JIOKAJIHO OrPAHUYEHA MPOIeca
Y, uY; Baxkn

<Y1 - X1, Y, X2> = (Y1Y2) : <M1,M2>7

rae je M; mokamau mMapruHragau neo npomeca X;,i = 1,2. Baxu un (Y] - X1,Ys - Xo) =
(Y1Y2) - (X1, Xa).

Hapenuu pesynrar npeacraBiba TeOpeMy O JOMUHAHTHO] KOHBEPIEHIUJU 3a CTOXa-
CTUYKM MHTETPAJI.
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ITponmosunuja 2.1.3. Hekxa je X = A+ M odexomnosuyuja nenpexudroz cemumapmurea-
aa X, a {L"n > 1} u L aokaano oepanuvenu npozpecushu npouecu u K nenezamusan
npoepecusarn npovec. Iloped moza, nexa 3a t > 0 ckopo cuzypro saxcu

1) L — Ly, ka0 n — o0 3a ceaxo s € [0,1],

2) |L?| < K 3a caaxon >1 u s € [0,t],

3) [1 (Ky)? d(M, M), < oo u f; K,|dA,| < .

Taoda . .
/ L dXS%/ L, dX,,
0 0

Ha xpajy oBor mena, HaBemeH je U pe3yJTAT KOjU Ce€ OOHOCU HA PENPE3EHTAIU]Y
MapTUHTaJa IPEKO CTOXaCTUYKMX MHTerpaJa. Hamme, y cuemujajsaoM cirydajy, Kamga ce
mocMarpa npupoaHa GuiaTparmja npomueca bpayHoBor kperama Ha (), MOKe ce TOKa3aTu
[a ce CBU MapTUHTAJIU MOTY MPEACTABUTUA ¥ OOJMKY CTOXACTUUYKUX MHTETPaJja y OJHOCY
Ha mocMaTpaHu mnponec bpayHoBor kKperama.

y eeposamnohu xad n — oo.

Teopema 2.1.3. Heka je F = {F;,t > 0} npupoona guampavyuja npoueca Dpayrosoe kpe-
mana W = {Wy, t > 0} ca nouemxom y nyau. Tada 3a ceaxy L* cayuajny sesununy 7 u3
(Q, Foo, P) nocmoju jedurncmeen npozpecusan npoyec h € P(W) maxas da eaxncu

7 = E[Z] +/ he dW,.
0

Cmoza, 3a cearxu L* ozpanuuen (aoxaanu) mapmunzan M nocmoju jeduncmeen mpoyec
h e (P*(W)) P(W) u xoncmarnma C € R maxo da

t
Mt:C’+/ hs dW;.
0

2.2 ®Popmyna Utoa

Y HapenHoj teopemu je nata popmyina VrToa, jeman on Hajmo3HATUjUX pe3yiaTaTa y
CTOXACTUYKO] aHaJIU3U.

Teopema 2.2.1. Hexa je X cemumapmunean v f dea nyma nenpexudno oudepenyujobuina
pynruuja na R. Tada je f(X) nenpexudan cemumapmunean u 8axcu

f(Xy) = f(Xo) + /Ot f(X)dx —i—%/ot f(X)d(X), cropo cuzypro (t > 0). (2.8)
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Tpeba npumetuTu na 3a Bunepos nponec Basku (dW;)? = dt, a xako je (X); = (dX;)?,
crenu na je popmyaa Uroa y cayuajy kana ¢yurnmja f 3aBucu onq BunepoBor mporeca
naTa ca

W) = fF(Wy) /f ) AW, + = /f" s, Ccropo curypuo (t>0).

®opmyna VToa nmokalyje na HEIpEKUIAH CEMUMAaPTUHIAJ IPECIUKAH TIIATKOM (yHK-
I1jOM OCTaje HeIpeKnIaH CeMUMapPTUHTaJ, Yudja je NEeKOMMNO3UuIMja JaTa MIPEKO CTOXa-
CTUYKUX MHTErpajia.

[IpBu unrerpan y ¢popmynu (2.8) je y cmucay Hedunummje 2.1.4. 3a moraaau Map-
tunragan neo M cemumaptunrana X, unrerpaa f'(X)- M je nobpo medpunucan, jep je
f/(X) menperunan u mpema ToMme JOKaJgHO orpanuded. [lltaBume, TO je HENIpEKUIAH JO-
KaJIHM MapTUHTaI. 3a 1eo orpanudene Bapujamuje A mpomeca X wmmrerpaxn [ f/(X)dA
ce cxBara y cmuciy Jleber CtuarjecoBor narerpadsa (o TpajeKTopujamMa) 1 TO je mpo-
Iec ca KOHAUYHOM BapHUjalljoM Kao IITO je M MHTETrPAJ fo f(X)d(X). Cnenn na je f(X)
HEIPEKUIHU CEMUMAPTUHIAJ, & HeroB JIOKaJHU MapTuHraaau neo je f'(X) - M.

dopmyna (2.8) ce yecTo mpukrasyje y IupepeHurjarsoM obauKy

AF(X0) = [N, + 5 ()X, ¢2 0
AF(X) = FOAX + S f(X)d(X).

Axko je T roHayHO BpeMe 3aycraBibama, y popmymnu (2.8) moske ce t 3amenuru ca 1.
dopmyna (2.8) takobe Bazku 3a T At 3a IpOU3BOLHO BpeMe 3aycraBibama 1.

Popmyna Mroa Baxkm m y BUIle IMMEH3MOHOM CIIydajy.

Axo je X = (X',..., X% cemmmaprunran mumensuje d u f : R? — R mBa myTa
HENPEKNIHO nuepeHnujabnina yHKIUja IO CBAKOM apryMeHTyY, Taaa je

f(Xt):f(Xo)+Z/o g—i( )X+ = Z/ axla% X)d(X", X7). (2.9)

Moske ce mpumMeTUTH Oa Cy y OBOM M3pa3y MaplUjaHU W3BOAW APYTOT pena Io-
TpebHU caMo ako obe oarosapajyhe xommnonente X' u X’ mmajy mMapTUHTAJIHE OEJIOBE
pa3anyure o4 HYJIE.

Crnermjammo, ako je W = (W1 ... W%) Bumepos mpomec mumensuje d u f : R4 — R
OBa IIyTa HEIPEKUAHO audpepeHnujadbuina yHKIUja IO CBAKOM apryMeHTY, Taaa je

FOW) = F(Wo) +Z/ S W)V + ;/0 AF(W,)ds, (2.10)
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d  9f

rae je Af(W) nannacujan ¢ynrmmje f, nepumucan ca Af =3 0| 7-5.
3a nucame OBe TyaBe, MOpe] NUTUpaHux pedepennu, kopumhena je u caeneha au-

TepaTrypa [5]7 [6]7 [23]7 [26]7 [27]7 [28], [29]7 [31]7[37]7 [39]7

(53], [55], [58], [59] [65], [68], [70].

[40], [41], [42], [48], [49],
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I'maBa 3

CroxacTuuke mudepeHInjaiHe
jemHaunHe

3.1 Croxactunuke mudepennujaiade jemaaumHe VToa

OsBaj meo pana je mocBeheH CTOXaCTUYKUM MU(GEPEHINjaAJTHIM je THAUNHAMA, KOje CY
MoTtuBucaJjie ViToa Ha KOHCTPYKIU]Y CTOXAaCTUYKOT WMHTerpaJa. HaBemeHe cy OCHOBHe
neuHUNMje, K0 U Pe3yTaTHU KOJU ce OJHOCE Ha HEKe O] OCOOUHA pellema CTOXACTUYKUX
oudepeHnnjaJTHuX jeqHaunHa, Koje he OuTtm pazMaTrpaHe y HapeIHOM IMOTJIABILY.

[losnato je nma ce momohy mudepeHnmjasHUX jeqHAYMHA MOMKE MOIEIUPATUA €BOJY-
nuja ¢pusmukux cucrema. MebhyTuMm, ykonuko ce mocMaTpajy m ciaydajHe neprypodanuje
IOCMaTPaHOT CUCTEMAa, TAAa CEe y jeMHAUYWHY MOoJaje |UjJaH KOjU MpPeNCcTaBjba CIydajHU
mywMm, Hajuemhe obuuka odWy, roe je W = {W;,t > 0} Bunepos nponec (Bpaynoso kpe-
Tame), a 0 KOHCTaHTa KOja mpeacTtaBiba uHTeH3uTeT myMa. Ono mro Bunepos mpouec
YYHU [IOTOJHUM 3a OBAKBA MOJIEIUPAka je HheroBa OCOOMHA HEe3aBUCHOCTU IIPUPAIITA]a,
ITO OJNroBapa MPEeTIOCTABIM fa CYy ciydajHe mepTypbamnuje mocMaTpaHe Ha IUC)YHKT-
HUM UHTEPBAJIUMA HE3aBUCHE.

CroxacTtmura mupepeHnUjajHa jeqHAUYNHA HENO3HATOI N-AUMEH3WOHOI IIPOIeca
X ={X},t € [a, ]} ca nouernnm ycnoBom X, = X, mara je ca

dXt = a (t,Xt) dt + b(t,Xt> th, te [OZ,B], Xa = Xo, (31)

roe je W m-mumensuonu Bunepos mporec, Xy n-auMeH3mOHa CaydajHa TPOMEHJFUBA
CTOXAaCTUYKU He3aBucHa on mporeca W, y cmucay ma cy ciaydajue Benmumae Wy m X
CTOXACTUYKYU He3aBUCHE 3a cBako t > 0 umrae cy a: [a, f] x R* - R* u b: [o, f] x R* —
R™ x R™ mecayuajue Bopen mepisuBe QyHKUMje y cBOjuM mnomenuMa. Jemaaumua (3.1)
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I'naBa 3. CroxacTuuke aupepeHnUjaIHe jeTHadnHe

je croxactnuka mudpepenmujanHa jenHaumHa Vltoa menmosmaror mpomeca X = {Xj,
t € [a, ]} ca mouernum ycaoBom X, = Xo. Jennauuna (3.1) ce moxe ckpalieno 3anucaru
y 00JIuKy

dXy = a; (Xp)dt + b (Xy)dW,, X, = Xo

nJIn

dX = a(X)dt +b(X)dW, X, = X,.

[Tpema nepuaMnmju croxacTuykor audepernujata, jennaunaa (3.1) je ekBuBaseHTHA
cirenehoj croxacTuukoj nudepeHnunjatHoj je THAUWHN Y WHTETPAJIHOM ODJIMKY

t t
X = Xo —I—/ a(s,Xs)ds—I—/ b(s, Xs)dWs, t€ [a,p]. (3.2)
(03 (63

JacHo, pemema jennaunza (3.1) u (3.2) cy CTOXaCTUUKNA €KBUBAJICHTHA.

Y macrtaBky he ce pa3zMarparu MHOUHUTE3MMAJIHA WHTEPIPETalja Koe(uiyjeHara
a n b. Heka mpomnec X uma croxactuukn mudepenmujan (3.1) u HEKa je CTOXaCTUYKU
WHTErpaJl KBaAPaTHO MHTErPAOMIHA MapPTUHTAJI.

Tana je

t+h
E[Xt+h_Xt|'E]:E|:/ CL(S,XS)dS
t

7.

3a HOBOJHO MaJo h oBaj m3pas je ,npubimmkao”’ jemHak a(t, X;)h. Y caoBHa mucmepsuja
J U3pas3 je ,Ip J ) p3uj

on Xiip — Xy y onaOCcy Ha F; je
t+h t+h

(/ b(s, X,) dW5> =F {/ v’ (s, X,) ds
t t

mTOo ce 3a Maso h ampokcumwupa ca b(t, X;)h. Tako xoepunujert a y jenmaumnu (3.1)
roBOPU O TIpaBLy Yy KojeM ce X; Mema, a KoepunujeHT b O BapujaHCH TUX IPOMEHA.
dyurnmja a ce Ha3uBa KOEPUIMjEHT IpeHoca - IpUPT KoepuujenT, a b koepuujeHt
mudy3uje oBe jeTHAUNHE.

[Ipomec X ce Ha3zuBa peleme CTOXACTUYKE TUPePEHIjaTHe je THAYNHE Ca TTOUETHUM
ycioBoM X ako 3amoBosbaBa jemnauwmny (3.1) u ako je X, = Xp.

Y nameMm panmy he ce pa3dmarpaTu IBe BPCTe pellelmha CTOXaCTUUYKe MU(epeHnn)jatHe
jemnauune (3.1): crporo u caabo pememe. OpUrMHAIHU PEe3yJITATH OBE IUCEPTAIM]e,
n3noxkenn y ['maBm 4, omHoce ce Ha ciada pemema CTOXaCTUYKUAX AMQepeHIN]aTHIX
jemHavnHA.

2

FE Fi

ft:|7

Heka je ca F; o3nauena o-anrebpa remepucana ca Xo u {Ws,s <t}
ft = O'{X(],WS,S S t}
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Cnemun ma je W, mepmuBo y omuocy uHa J; u ma je W, — W, mesasucuo onm F, 3a cBe
t > s. Tako je Bunepos nponec W anantupan y omuocy Ha {F;,t > 0} u X je cayuajua
IPOMEHJLMBA MEPJLUBA Y OMHOCY Ha JF.

Hebuannuja 3.1.1. Mepaue cayuajan npouec X = {X;,t € [, 5]} je crporo pemnreme
cmozacmuyke Judepenyujanne jeonavune (3.1) axo

a) X; je Fi-mepawuso 3a ceaxo t € [, f];

6) 3aa(t) =a(t,X;) ub(t) =b(t,X;) eancu

8 8
/ la(t)|dt < oo, / |b(t)]?dt < 0o cKopo cuzypro;

8) Xo = Xo crkopo cuzypho;
2) jednauuna (3.2) je ckopo cueypro 3a0080mena 3a ceaxo t € |a, f].

Kaxko je dX; = a(t)dt + b(t)dW, ckopo curypso 3a cBako t € |a, (], To je, mpema ToMme,
CTOXaCTUYKU nudepeHnujaa npomeca X.

360r ycaoBa a) u 0) IpeTxoaHe AeGUHUNN]Ee, NHTErPAJIU HA JECHO] CTPAHU jeqHaYn-
He (3.2) cy mobpo medpunMCaHU. 3aKCTa, KAKO je G MePJbUBA U AIICOJYTHO UHTErpabui-
Ha (YHKOMja carjacHa ca (uiTpamnujoM J;, MHTerpaJl foi a(s)ds mocroju kKao JleGeron
VHTEerpaJl ca napaMeTrpoM w € {1, Tj. Kao ciaydajaH IPOIEeC CarjacaH ca TOM (UITPalu-
jom. Kako je b € P, unrerpad fil_j(s) dWj je croxactuukm uaTerpaa Mroa carsacan ca
puntpamujom {F;, t € o, 5]}. Kako cy oba unrerpana jemunacrseno onpebena mo Ha cro-
XaCTUYKY €KBUBAJIEHTHOCT, nporec X je oapebeH mo HA CTOXaCTUUYKY €KBUBAJEHTHOCT
u carsnacad ca ¢puarpamujom {Fi,t € [o, f]}. [lopen tora, croxacruuku uaTerpaa Mroa
y (3.2) je CKOpO CUIypPHO HENpEKUIaH MPOIeC, a TO Baxku U 3a Jleberos nnrerpas 360r
arncoJsryTHe naTerpabumaoctu Gyurnuje a. OTyna je mpomec X; CTOXaCTUYKN €KBUBAJICH-
TaH ca CKOPO CUTYPHO HENPEKUIHUM IIPONECOM Ha AeCHO]j crpanu jemnakoctu (3.2). Ilo
Teopemn /lyGa npomec X nma cenapaduiIHy U MEPJBUBY MOAUPUKAIN]Y, TAKO & Ce IO
CTPOIMM DeIIeHmeM CTOXacTUuke audepennujanse jennaduse (3.1) omaocHo (3.2) yBek
monpa3yMeBa Ja Ce padyd O CKOPO CUTYPHO HENPEKUIHOM, MEPJHLUBOM U CENapadbUIHOM
mporecy.

Jennaunna (3.1) uMa jeUHCTBEHO CTPOrO pelIelme ako 3a OUIO KOja ABa pellena
{X},t €0, 8]} m {X7,t € [, B]} Basn

P{X} = X?, 3a cBako t € [a, 5]} = 1.

Cropo curypHa jeQWHCTBEHOCT CTPOTOr pellemha y CYIMITUHUA 3HAYU jeIUHCTBEHOCT
CKOPO CBUX TPajeKTOpPUja TOT peleHna.
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Teopema 3.1.1. (eudemu [47]) (Teopema er3mcreHIUje U jeMHCTBEHOCTU peIleHa)
Hexa je W = {W,,t > 0} m-oumensuonu Bunepos npoyec u Xy cayuajna npomerpusa
nesasucna 00 W. Heka cy dynkuuje a : [a, f]xR" — R" u b : [, B] x R" — R" xR™ mepwuee
u Hexa 3a0080.masajy zaobannu Junwuyos' ycaos u ycaoe ozparunenoz pacma no 0pyzom
apeymenmy, mj. nexa nocmoju xowcmarwma C' > 0 maxo da 3a ceaxo (t,x),(t,y) € [a, B] x R™
8axCu

la(t, z) — a(t,y)| + [b(t, ) = b(t,y)] < Clo—yl,
la(t, @) + [b(t, 2)* < C*(1+ Jaf?).

Tada nocmoju jedunecmeero ckopo cuzypho wenpexudno cmpozo pewewe X = { X, t € [«, 5]}
cmozacmuyke Judepenyujante jednavune (3.1) 3a xoje saxncu

E sup |X;]* < oo.
t€la,f]

I[Iperxonmua TeopeMa maje caMO MOBOJbHE YCJIOBE Er3UCTEHIUjE U jeIMHCTBEHOCTU
CTPOTOT peena.

I[lopen crporor pemema yBOAM ce M TOjaM CJIaDOr pemema CTOXACTUUYKe aude-
peHnurjaJj He jeTHaYnHE.

Jepunnnuja 3.1.2. Cmozacmuuka dufepenyujarna jeonavwuna (3.1) ca nowemmum ycao-
som Xy koje uma gynwruujy pacnodese F(x) uma cnado pememe (uiu peleme y ciraboM
cMuciy) axo nocmoje npocmop eeposamnoha (2, A, P), guampayuja F = {F;, t € [a, 5]},
CKOPO cuzypHo Henpexudan n-oumensuonu npovyec X = { Xyt € [, B]} u m-dumensuonu
Bunepos npoyec W = {W,,t € [a, 5]} mako da saxce ycaosu 6) u 2) Hedurnuyuje 3.1.1 u da
je P{w: X, (w) <z} = F(z).

Moske ce mpumeTuTy OUTHA pas3iuka udMely KOHIEmaTa CTPOror U ciaabor pemnema,
npu dyemy ce 300T jemHOCTABHOCTH mpernoctaBpba na je Xo = 0. Kam ce rosopm o
CTPOTOM pellleny, TO UMININIMpA Ja Cy YHampen xatu npoctop BepoBaruoha (€, A, P),
¢untpamuja F = {F;,t € |, 5]} u crapmapaau Bunepos npouec W = {W;,t € [«, 5]}.
Axo je y Tom cayuajy F; = F)V, tanga je mporec X = {X;,t € [a, 3]} TakaB ma je
caydajHa TpPOMeHJpUBa X; 3a CBAkKO ¢ MepJ/buMBa y OMHOCY Ha .EW (tj. X; je ompebeno
mpero ,nponumx”’ BpemaHoctu Buneposor mpomeca). Tako 3a cTporo pemene BasKu

FXCRY, telap)

'Rudolf Lipschitz, 1832-1903, meMauky MaTeMaTIIAD
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Kan ce roBopu o crnabom pemewy jemnauumse (3.1), ca yHampen naTuM HeaHTUIIV-
nupajyhum dysrmujama a(t,z) u b(t,z), npermocrasma ce Tama ma Ce MOKe KOHCTPY-
ucatu npoctop Beposatnoha ({2, A, P), ¢unrpamuja F = {F;,t € [a, f]} u cramnapaau
Bunepos npouec W = {W;,t € [a, ]} 3a xoje je jennaumna (3.2) 3am0BOJBEHA CKOPO
curypro. Y MHOTUM ciydajeBuMa Kaj ciabo pememe TOCTOju Baku F; = JFX, ma je
W = {W,,t € [o, ]} Bunepos nponec y omnocy Ha ¢unrpanujy F*X = {FX t € [, (]}
Ilakse, y ToMm ciryuajy je

FVCFY, tela,pl.

N3 Hepununuje 3.1.2 crenm na je cnabo pememe, y crBapu, cucrem (Q, A F, P W, X).
MebytuMm, y nmpakcu ce caadbum peliemeM Has3uBa mpoiec X, a moapa3yMeBa OBaj CKYI
objekara. /Ipyrum peumma, 3a onpebuBame caabor perema je ToTpedHO KOHCTPYUCATH
BEPOBATHOCHU NMPOCTOP HA KOME IMOCTOjU pellewme. JemaH Tako KOHCTPYUCAH MPOCTOP
je moBOJbaH 3a MOCTOjame caabor pelmema, AOK MOCTOjame CTPOTOr Moapa3yMeBa na
peleme MOKe na ce meUHUIIE 3a CBAaKO BpayHOBO Kperame U CBaKy QUITPAIU]Y.

Crporo pemnieme cToxacTuyke audpepeHIujalne jeqHadnHe je HapaBHO u cjiabo pe-
meme Te jeIHaYrHe, TOK OOPHYTO HE BayKU y OIIITEM CJIYUa]y.

Hepuannuja 3.1.3. Cmozacmuuka dufepernyujarra jeonavwura (3.1) uma jemUHCTBEHO
caabo pememe ako ce 3a buno Koja 08a caaba pewena

20e je
! px(A) =P{w: X € A}, 7x(A)=P{w: X € A}

JenuHCTBEHOCT Ciabor perema ce Ha3UBa jOII U JeUHCTBEHOCT Y 3aKOHY.

CroxacTtuuka audepeHIUjaHa jeIHAUYNHA je pemuBa (e(eKTUBHO pDemmBa) ako ce
IEHO pelrremne Moske nspasutu nomohy Jleberosux nu MtoBux unrerpasa. Beoma je manu
OpOj PEMMBUX CTOXACTUYKUX MUPEPEHINjaTHNX jeqHaunHa. 10 cy mpe cBera JuHeapHe
CTOXaCTUYKe mUdepeHnujaiHe jeHaUYNHe U OHE Koje ce onpebhennM Tpanchopmanyjama
CBOJEe Ha HUX.

Y HacTaBKy pama, IJIaBHU MpeaAMeT pa3MaTpama he outu ciaaba penema CTOXaCTU-
uke nudepeHirjaTHe je IHAUYMHE U YCJIOBU 38 BUXOBY €JIady jeIUHCTBEHOCT.
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3.2 Croxactuuke mudepeHINjaJTHE jeTHAUNHE CA CEMU-
MapPTUHTAJINMA

CroxacTnuka mudepeHnujatna jeJHaunHa HEMO3HATOT d- IMMEH3MOHOT IIPOIEeCca
X ={X;,t >0} je mara ca

t
&:m+/%am@ (3.3)
0

rae je Z = {Z;,t > 0} m-mumensunonn cemumapruarana, K = {K;,t > 0} d-numen3nonu
npolec Koju npencrasiba nodetny spensoct u {uy(X),t > 0} d X m-nuMeH3uoHn pouec
KOju 3aBucHU on Tpajekropuja nporeca X. OBy jennauuny cy ysenu loneanc-Ilane [10)]
n IIporep [59].

Y macrtaBky he OuTm pasMaTpaH jeJHOCTABHU]U OOJINK CTOXACTUYKE MU(EePEHIN])aTHe
jemuaunue HenoszHarTor d-anmensuoHor nponeca X = {X;, t > 0}

dXt = Ut(X)dZt, X() =, (34)

rae je Z = {Z;,t > 0} m-mumensuonu cemumapturrad, a {u,(X),t > 0} npenukrabunan
d X m- IMMEH3MOHM TIPOIleC KOjU 3aBUCHU O TpajeKkTopuja mporeca X, Tj. pasmarpahe ce
jemnauuna (3.3) ca K = 0. OBaj ciayuaj je 3aHUMJBUB jep Ccy pemiema jemuaunne (3.4)
CEMUMAPTUHTAJM, IOK peliema jemsauune (3.3) He MOPajy HYKHO OUTH CEMUMAapPTUH-
raJin.

IIpocTop BepoBaTHOha (Q,fl, 15) je mpommupeme npocropa BepoBaruoha (2, A4, P)
aKO IIOCTOjU MePJbUBA CYpjeKTWBHA (DYHKIM]a

(@A) — (2. A)
TakBa Ia je A
Pf'=P ma A.

Oba mpocrTopa BepoBarHOha MOpajy mMaTyl KUCTY BpeMeHCKy ocy [. 3a ¢uarpanuje
G={G,tel}, H={H,t €I} uJ={TJ,t € I} ma ucrom npocropy BeposaraHoha
(Q, A, P), Basku

G={fYA):Ae€G}, Hi={fYA):AcH}, T={fA):Aec}

Baxxuo je HamomMeHyTHM nma MOTYy IOCTOjaTH (GUITpalyje Ha IPOCTOPY BepoBaTHOha
(Q, A, P) koje Hucy medpuHUCaHe KAO WHBEP3HE CJIWKE HEKe (UITpaIuje W3 OPUTUHAJ-

Hor mpocTopa seposataoha (€, A, P). Tarkobe, Tpe6a npumerutu na sazu A £ f~1(A).
(Bumern [33]).
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Kaxko he ce y mamem pamxy yecTo pa3MarpaTu pa3Ha OIPOMUpPEHa IPOCTOPA BEPOBa-
tHOha miau he ce mewmaTu ¢punTpanuje, a TeUHUINMje HEKUX IPOIECA NUPEKTHO 3aBUCE
on ¢uaTpainuja, KOPUCHO je moacehame Ha HEKe IMO3HATE Pe3yJTaTe.

Jlema 3.2.1. Hexka je G nodfuamayuja 00 F (mj. G, C F; 3a ceaxo t > 0) u nexa je X
d-dumenzuonu cemumapmunzas y oonocy wa F xoju je adanmuparn y oonocy wa G. Tada je
X cemumapmurean y oonocy wa G.

Jlema 3.2.2. IIpouyec X je cemumapmunean (pecnexmueno, aokaanu mapmunzan) wa (€2, A,
F, P) axo u camo axo je X = X o f cemumapmunean (pecnexmusno, A0KGANY MAPMUHZAA)
na (Q, A, F, P).

Y HaCTaBKy ce IpeTHOCTaB/ba Ha je maT modeTHu yciaoB o € R u F-npemukrabunan
d X m-mumensuonu npornec u = {uy(X),t > 0}.

Heka je (2%, A*, F*, P*) npocTop ca ¢uarpamujoM Ha KOMe je qepUHUCAH M- IUMEH3U-
oHU ceMmMapTuHras Z* = {Z t > 0}.
Hedbumannmja 3.2.1. Cmpozo pewemwe jeonavune (3.4) na cucmemy (U, A F* P* Z*) je
decno wenpekudnu d-oumensuonu npouec X* = {X}r t > 0} ca aesum epanusnum epeoro-
cmuma adanmupar y 00nocy Ha Komnaemny puampavujy F* maxas da axo je
Q= Q

dedurucaro ca

Zop=2" Xotp=X*

ut =wuo1,
mada je u*, za cearo i < d, npeduxmabuaar npoyec 3a Koju Moxce 0a ce deduruwie cmo-
TACNUYKY UHMELPAN NO L U

X* =gt + /u*idZ*.

Hedumannmja 3.2.2. Caabo pewemwe jednawune (3.4) je eeposammocna mepa P na npo-
cmopy (Q, A) 3a xojy nocmoju pewewe X* na cucmemy (0, A* F* P* Z*) xoju 2enepuuie
jeonanuny, maxea da je P = P* o™t

Karon? u Memun® (Bunernu [34]) cy, yBobemem npomupera npoctopa BeposatHoha,
M3yYaBaJy MOCTOjaHOCT U je AMHCTBEHOCT pemema jennauune (3.4). Hbuxose pesyarare
je remepasnuzosao JleGenes! [44].

2Jean Jacod, 1944 , ¢ppaHIyCcK:m MaTeMaTHIap
3Jean Mémin, ¢pasIycKM MaTeMaTHUAD
4Vyacheslav Ivanovich Lebedev, 1930-2010, pycknu MaTemaTugap
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Y mapenHoj riaBum he OuUTU M3JO0KEH jOII jeTaH NPUCTYI 3a OepUHUCAEE CIabOT
permema CToXacTuuke nudepenuujanue jennauuse (3.4) xoju je yBeo Mukmann [57], a
KOjU ce 3acHUBaA Ha Teopuju y3pouHocTtu. llpemusnuje, raaBuu pesynaratu u3 ['iaBe
4 Kojum ce omHOCE Ha jJeOWHCTBEHOCT CJIADOr pelema CTOXACTUYKUX AU(EePEeHIN]aTHUX
jemHauwna oBOr Twma he OWTM 3aCHOBAHUW Ha IPUCTYIY Koju je pas3suo Mukmanng [57],
a xKoju moapasymeBa onpebuBame BepoBaTHOCHE Mepe P ma mpocrtopy (£2,.4) Tako na
je matu mporec X pelneme jemHaunHe Yy OOHOCY HA JATU TMPONeC Z MWy JUTEPATypHu je
IIO3HAT KAa0 MAapPTUHIAJIHU IPOOIeM.

3a mucame OBe IJlaBe, IOpeN NUTUPAHUX pedepeHnu, kopumhena je u cieneha nu-

reparypa [15], [20], [27], [28], [29], [33], [34], [42], [44], [47], [58], [59].

48



I'imaBa 4

Y 3pOYHOCT, CTOXaCTHUUKA
IIpeaBUONBOCT U IPUMEHEe

Y oBOj raaBu ce pazMarpajy pPa3IndATA OOJUNIM 3aBUCHOCTU M3MeDy CiydajHuX
rnojaBa KOju Cy He(PUHUCAHU IIPEKO MMO3HATOI KOHIENTa YCJIOBHe He3daBucHOCTHU. lIperu-
3uuje, y [lornaBmy 4.1 ce maBomu mo3HaTa pesaluja Y3pOUYHOCTU KOjy je IehuHUCao
Muknann [57], a Koja ce Hama/be KOPUCTUA. 3aTUM je He(@UHUCAH HOBU KOHIENT 3aBU-
CHOCTU TIOJ HA3WUBOM y3pouHa npensuauBoctT. Y IlornaBmy 4.2 je nedunmcana y3podHa
npensuauBucT usMeby dunrpanuja, a y Ilornasmy 4.3 y3pouyna npeaBuarmBOCT M3Me-
Dy cayuajuux npoueca n punrpanuja. HaBenenu cy paszianuury ajTepHATUBHU 00U
nepuHICalka YBENEHUX peJsalyja, BUXOBe OCOOMHE M Be3e ca IO3HATUM O0IMnmMa 3a-
BUCHOCTU Y TEOPUJU CIyYajHUX IIPOIECA.

Ilatu cy u npuMepu IpUMeHe Y3POUHE IPEIBUANBOCTU 38 NCIUTUBAKE jeINHCTBEHO-
CcTU cIabUX pellema CTOXACTUYKUX AU(epeHnujasanx jenaaunia toa u cToxacTuakux
nudepeHnujaHuX jeqadnna ca cemumapruaraguma (I[lornasme 4.3), npumene y ¢u-
Haucujckoj maremaruny (Iloraasme 4.4) n y craructumm (Ilormasme 4.5).

Pesynratu u3 [lornasma 4.2, 4.3, 4.4 u 4.5 npeacraBbajy OpUTMHAIIHE HAYYHE pe-
3yJTare OBe NOKTODCKe mmcepraimje Koju cy mybaukosanu y [50], [52], [51] u [67].

4.1 Pa3mmuuuTy KOHOENTU Y3POUHOCTU Y HENPEKUIHOM
ciy4dajy

Heka je (92, A, F, P) npocrtop ¢ ¢punrpanujom, rae je (£2, A, P) npocrop BepoBatuoha,
a F={F, t €l} durrpaunja, tj. F; je ckyn cBux morabaja y Momenay mno BpemeHa
t yryuyjyhu u Bpeme t, a npencrasiba noadpuarpanujy on A. YkynHa mHOOpMAIMI]ja
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Fs mara ca F je mepumucana rao F,, = \/ F;. Hamame he ce mpermocraBmaru na
tel
¢unrpanuja F 3amoBomaBa yobuuajene ycioBe (Tj. ma je HempekuIHa 34eCHA U 14

je rommierHa, sBunetu [15]). [lapamerapcku ckyn I je jemmak R, ako ce me marmacu
npyraumje. Amasorsa osmayaBama he Outum kKopumhena 3a ¢uarpamuje H = {H,,
tel}, G={G, tel}, J={T, tel}.

Raxe ce ma je G mondunrpanuja on F y oszmamu G C F, ako je G; C F, 3a cBako
t.

KoHnnenr ycioBHe HE3aBUCHOCTU Ce MUPOKO KOPUCTU Y TEOPUju BepoBaTHONE 1 cTa-
TUCTUKE U HBUXOBUM IIPUMEHAMA.

Hedbuaunuja 4.1.1. ([8], [62]). Hexa je (2, A, P) npocmop eeposammnoha u nexa cy My,
My u M npoussomne nod—o-anzebpe uz A. Kance ce da M paszdeaja Mi u My uau da
cy My u Ms ycaosro nezasucre y oonocy na M (y osnayu My L My | M) axo je

E[X1 Xy | M] = E[X, | M]E[X, | M],

20e cy X1, Xo nosumuere cayuajhe seaunune mepouse y 00nocy wa odzosapajyhe o-anzebpe
My u My, pecnexmuegnro.

HajBasxuuje ocobure oBor konnenra ce mory mahwm y [8], [18] u [19].

Haname he 6utu pasmarpany pa3inyvTA KOHIENTU Y3POUYHOCTU KOJU Ce Ie(QUHUIILY
IIPEKO YCJIOBHE HE3aBUCHOCTMU.

Hedoununnuja 4.1.2. ([57]) Hexa cy F = {F.t € I}, G = {G;,t € I} uH = {H,,t € I}
puampayuje degunucarne na ucmom npocmopy eeposamroha. Kaxnce ce da je G yspox 3a
H y oxeupy F y oonocy na P (y osnayu H|< G;F;P) axo je HCF, G CF u axo je
Hoo ycnosrno nezasucro 00 F; 3a damo Gy 3a ceaxo t € I, o0nocHo

Hoo L Fi| G, (4.1)

axo je

(VAeH)  P(AIR) = P(A|G).
YK0AUKO je jacno 0 K0joj ce mepu padu, y defunuyuju ce uzocmasna ,y oonocy na P

Yecnos (4.1) ce moske mHanmcatu y caemehem o6auky
Ho L F |G

3a cBaKo t u cBako u us I.
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WNurynrusno, (4.1) 3Haun ma, 3a npousBOJBbHO t, uaGopManmja o He nata ca F; auje
,Beha” on napopmanuje narte ca G;.

Axo 3a G u F Bawu G|< G;F, rame ce na je G CONCTBEHM y3POK y OJHOCY HA
F. Ilojam nmornyne norummenoctu (yBemen y [62]) je eKBUBaJeHTAH MOjMY COICTBEHOT
y3pOKa (CaMOy3pOYHOCTH), KOjU je neduHrcaH oBae. KoHIenT caMoy3podHOCTH je uecta
OPEeTIOCTaBKa y TEOPUjU MapTUHraJa u croxactuuke mHrerpanuje ([3], [66]). Bamxkuo
je HAIIOMEHYTU Ma MOCTOjU CTPOTra MOBE3aHOCT m3Melhy ouyBama CBOjCTBA MapPTUHTAJ-
HOCTU YW KOHIIENITa Yy3POYHOCTU. Y TEOPUjA MAPTUHTAJa KOHIENT CAMOY3POYHOCTH je
exkBuBasnenTan xunoresu (H) xoja je ysemena y [3]: ako je G C F, caku G-mapTuHras
je F-maprunrasa, tj. G je yrommeno (enrsu. immersed) y F.

Axo cy ¢uarpamuje G u F rakse na Bawu GK G;GVF (rme je GVF pamnnnja
onpebena ca (G F), = G/ F;), xaske ce na F me y3pokyje G. Jacuo je cama na je
uaTepnperanuja 'pejugepose y3pounoctu [22] ma F me y3poryje G ako Baxu G |<
G;GVF (Bumeru [57]).

Tpebdba npumerutu na je ledpuuunuja 4.1.2 exkBuBaJeHTHA Ne(PUHULII]U CTPOTE TJIIO-
H6asne Heyspounoctu (eHri. strong global noncausality), nare y [17].

Heka je FX = {FX t € I} npupomna ¢uarpamuja npomeca X = {X;,t € I}. IIpomec
X je amantupan y onsocy Ha dpuarpamajy F nau F-anantupan ako je F* C F; 3a CBaKo
t.

Axko je mponec X amantupan y omnHocy Ha ¢uarpaunjy F ropuctu ce o3naka (X, Fp)
tel.

Puntpamuja mMoke OUTM TeHepUCaHA Ca BUIIE CIAYYAjHUX IIPOIeca, Ha IpPUMeEp,
FYXY = {FY t eI}, rae je

FY=F\/F, tel

Hedbunnnuja 4.1.2 ce Moyke IpUMEHUTU HA Ciyd4ajHe mpouece. Raxke ce ma cy ciyua-
jHEM mpouecu y onpebeHoj penanmju ako M caMO aKO Cy HBUXOBE IPUPOIHE (UITpAIYje
y Toj penamuju. Ha npumep, F-anantupan caydajan npomec X je COINCTBEHU Y3POK Y
oksupy F axo je FX concteenu y3pok y oksupy F, Tj. ako Bazu FX K FX;F; P (Bunern,
Ha mpumep, [67]).

Y HacTaBKy ce HaBOJE jOII HeKe ocoOuHe pesanuje y3pounoctu u3 lepumuunuje
4.1.2.

ITponosunmja 4.1.1. [57] Hexa cy na npocmopy seposamnoha (2, A, P) dame guampayuge
F={F,tel},G={G,t€l} uH={H;tel} unexacy P uP eeposamnocre mepe

na A 3a xoje samcu P < P u nexa je g—ﬁ MePAUBO Y 00HoCYy Ha Hoo. Tada uz HK G;F; P

caeou HK G;F; P.
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IIponosunmja 4.1.2. [57] Hexa cy F = {Fi,t € I} u G = {Gi,t € I} Puampayuje na
npocmopy eeposammoha (2, A, P) u nexa je (X™),cn Huz cayuajnus npoueca 3a xoje eaxcu

Xt(n) K X; ka0 n — 0o 3a ceakot € 1

U HEKA 8ANCU
x(n)
F k G;F; P 3a ceaxo n.

Taoda 3a npoyec X = {X;,t € I} sancu

F*k G;F;P.

4.1.1 CBojcTBO MAapTUHTAJIHOCTU U y3POUYHOCT

Axo je mpouec M = {M,;,t > 0} maprunran y omgnocy Ha ¢unarpaunujy F = {F;,t > 0},
KOju je amantupan y omuocy Ha ¢uarpamujy G = {G;,t > 0}, rne je G CF (1j, G, C F
3a cBako t), tana je M maprunras u y omuocy Ha G. [lakie, npuiaumkom cykema (Gui-
Tpalnuje, CBOjCTBO MapTUHTAJHOCTU ce uyBa. MehyTuMm, CBOjCTBO MapTHUHTAJIHOCTU Y
ONIITEM CJIy4Yajy Cce He uyBa Kal ce puarparuja npomwupyje. OuyBame CBOjCcTBa Map-
TUHTQJIHOCTA y TOM CJYYa]y je MUPEKTHO MOBE3aHO Ca KOHIENTOM Y3POYHOCTHU KOjU je
nat y Hedunurnumju 4.1.2.

Hapenna teopema naje Be3y uamely ouyBarma CBOjCTBA MAPTUHTAJTHOCTU U KOHIIEIITA
Y3POUHOCTH.

Teopema 4.1.1. [17] 1) Axo je G yspox 3a H y oxeupy F, mada je ceaxu npoyec xoju je
mapmunean y oonocy wa G u xoju je adanmupar y oonocy na H, mapmuneans u y odnocy
na F.

2) Axo je ceaku mapmunzan y oonocy ma uampavujy G, mapmunean v Yy 00HOCY HaQ
puampayujy F, mada je G concmeenu yspox y oxeupy F.

Jloxas. 1) Heka je X mapruuran y omsocy Ha ¢uarpauujy G, Koju je amantupan y
omuocy ua ¢punrpanujy H. Tana 3a s < ¢ Basku E[X;|Gs] = X, ckopo curypHo u3 cBojcTBa
mapruaraigsoctu u F[X;|Gs| = E[X|F;] ckopo curypHo 13 npeTnocraB/beHe y3POUHOCTH,
onarie je E[X;|F;] = X, ckopo curypro, na je X; MAPTUHTAJI y OQHOCY Ha (UITDAIU]y
F.

2) Heka je Y maTerpalbuina ciaydajHa BeJUUMHA MEDPJLUBA Y OAHOCY Ha G., W HEKA je
X, = E[Y|G]. Ipouec X je maprTunras y ogaocy Ha ¢puarpanujy G, a mo mpermocraBuu
je maptunraua u y omguocy Ha ¢uarparujy F. Cnenu na je

Vs <t E[Y|G,] = E[X,G,)] = X, = E[X,|F,] c.c.
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Kako je X; mpousBosbHa cirydajHa BeawdynHa MHTerpabuiaHa y onHocy Ha (3, mperxon-
Ha jemHakocT mMmmummmpa ma je G, L Fi|Gs 3a cBako s < t, mTO je €KBUBAJEHTHO CAa

penamjom G kK G;F. []

Axo je H = G, y3pOdYHOCT je eKBUBAJEHTHA OUYyBamy CBOjCTBA MAPTUHIAJIHOCTH.
Bes pasmaTrpama y3pOUYHOCTH, IPBU JOKA3 OBOT pe3yiaraTa je mat y [3].

4.2 CroxacTUUKa IpeaBmuanBOCT m3imeby
¢uaTpanuja U npuMeHa HA CTOXAaCTUUKe mudepeH-
UjaJiHe jeaHadumHe

Y oBOM meny ce yBOIUM HOBUM KOHIIENIT 3aBUCHOCTU m3MeDhy dunaTpanuja moms Ha3uBOM
y3pouHa npeasuauBocT. buhe pazmarpane Heke 0cOOMHE Y3pOUHE MPEABUINBOCTHU, KAO
U aJTEePHATUBHU O0OIMIM AeUHUNMje TOT IojMa.

YKpaTKo ce HaBOAW MOTUBAIja 3a yBODheme mojMa y3pouHe npeasuauBoctu. buhe
pasmarpaHa Be3a m3MeDhy ciaabux pemema CTOXaCTUUKe Iu(epeHIrjaTHe jeTHaUYnHe
(3.1) u penamuja yspounoctu usmeby ¢uarpamaja FX, FV FYW u F y ommocy na
BepoBaTHOCHY Mepy P. Ilpu Tome, moTpebHO je ma Te pesanuje Bake 3a CBe (QuiITpa-
nuje F u npousBommHe BepoBaTHOCHE Mepe P. Kako He mocToju mpocTtop BepoBaTHOhA
Koju canp:xu cBe Moryhe ¢unrpanuje F, kopuctuhe ce mzomopduzam nsmehy npocropa
BepoBarHoha (Bumeru [33]).

ITpocTop BepoBaTHOhA (Q, A, ]5) je mpomupeme npocropa Beposatuohie (2, A, P) ako
IIOCTOj MEPJLUBO MPECIUKABALE

f : (Q,A) — (QaA)
TaKBO 1Ia je R
Pf'=P ma A

[Torpebuo je ma ob6a mpocropa mmajy uctu napamerapcku ckyn I = [0,00). 3a ¢ui-
rpamuje G = {G,t € I}, H={H,,t € I} n J = {J;,t € I} na npocropy BeposarHoha
(2, A, P) je

A~

G ={f"1(A): Ae G},
H,={f"YA): AecH},
Jo={f"(4):Ae T}
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Ha mpocrTopy BepoBatHOoha (Q, fl, P) MOTY Ia IOCTOje puaTpanuje Koje HUCY AedrHmCa-
HE KAaO0 MHBEP3He CJUKe (UITpanuja U3 OPUTMHAIHOT IpocTopa BeposatHoha (2, A, P).
ITpurom Basu A # f~(A) (Bumeru [33]).

Mosxke ce yBecTu HapemnHa ne(pUHUILA]jA.

Heounnmuja 4.2.1. [50] Hexa cy G,H u J guampayuje dedurucane na ucmom npocmopy
eeposammnoha (2, A, P) ca zajeonuukum napamemapcrum ckynom I. Kaxce ce da je dun-
mpayuja J yapouno npedsuousa ca puampayujom H y oonocy na guampavujy G axo eaxncu

HCG (4.2)
u
Hk G;G; P, (4.3)
20e je
G =GVvJ (4.4)

~ ~

u axo 3a buno Koje npowupewe (£, ,AP)A npocmopa eeposamnohia (2,G., P) (ca Pt = P)
xoje cadpaucu puampayuje F, G', G, H, J u xoje 3adosomasa

a) ) A
G’ CF; (4.5)

6) 3a cearo A € Hoo ut €l

g(A)=P(A|G) (P-c.c.) o P
g je G'-mepruso } = go f(A)=P(f(A) | G)(P-c.c.);

Hk G;F; P;
B8UMU R . o
Jk G;F; P. (4.6)

Aro je G = H y nperxonnoj me¢muunuju, kaxke ce na je J y3pouno npeasuauso ca H.
Tpeba manomenyTu na je y3poduHa NPEIBUAUBOCT IMOjaM 3aBUCHOCTU, AJU KOJU je
crabujm on mojMa amanTUPAHOCTH Yy ONHOCY Ha NaTy (QUITPAI]y.
Y HaACTaBKy Cy HaBeIeHEe HEKe OCOOUWHE y3POUHE IPEABUAUBOCTH.

Jlema 4.2.1. [50] Hexa cy G = {Gi,t > 0}, H = {H;,t > 0} uJ = {F,t > 0} duampa-
yuje na ucmom npocmopy eeposamnoha (2, A, P). Axo cy sadoeomenu ycaosu a) u 6) uz
Uepunuyuje 4.2.1 3a (2, A, P), G',G,H u J u axo saxcu (4.3), mada je

Hk G;G; P. (4.7)
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Jloxas. Hera je A € Ho ut € T. Ilpema (4.3), mocroju G-MepsbuB IpoOIEC ¢ 3a KOju
BAKU

g = P(A|G)).
I}peMa yCJIOBY 0) M mepUHUNUjU O C;t, f’(ffl(A)|(j£) ce MoOske m3abparu Tako na Oyme
G-mepiuBo. Cana, (4.7) cnenu u3 nedpununuje 3a Hoo. [l

JIema 4.2.2. [50] Ycaoe 8) us defurnuyuje yspoune npedsudus8ocmu ce MOHCE 3AMEHUMY
ca

&) Hk G';F;P.

Joxas. Tpema Iponosunuju 2.2 u3 [57] us (4.4) u (4.5) caemu na je H|< G;F;P
€KBUBAJIEHTHO Ca

A A

I:I}< G:G:P mu I:I}< G:F; P,
ITO JOKa3yje JeMmy. ]

ITocnemunia 4.2.1. [50] Caedehia mephewa cy exeusarenmma:
1) J je yspouno npedsuduso ca H y oonocy na G.
2) J je yspouno npedsuduso ca H y oonocy na G’ u z3adosomenu cy ycaosu (4.2) u (4.3).

Joxas. 3amenom yciuoBa 8) ca &)y Hepunnnuju 4.2.1 jenHOoCTaBHO Cce youaBa na pa-
3JIMKY m3Mely y3pouHe mpeaBuaAuMBOCTH y onuHocy Ha G m y3pouHe TpenBUIUBOCTU Y

omuocy Ha G’ mpencrasimajy ycaosu (4.2) u (4.3).
]

Y mapemuoMm TBpbhemy je mMOKa3aHa MHBAPUjAHTHOCT y3POUHE MPEABUAWBOCTU Y OI-
HOCY Ha& CTOXaCTUYKY €KBUBAJIEHTHOCT.

IIponosunwmja 4.2.1. [50] Hexa cy G, G, H, I:I, Jul Puampayuje na npocmopy eepo-
samnohe (2, A, P) maxse da je

Axo je J yspouno npedsuduso ca H y odnocy na G, mada je J yspouno npedeuduso ca H
y o0nocy na G.

Joxas. Ilpema Teopemu 4.4. u3 [56], oBaj pe3ynTar cieayd U3 MHBAPUJAHTHOCTU Deja-
muje yspounoctu u3 lepununuje 4.1.2 y oqHOCY HA CTOXACTUYKY €KBUBAJEHTHOCT. [
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MueBapujanTHOCT Yy3pOUYHE NPEIBUAMBOCTUA Yy ONHOCY HA CTOXACTUYKY €KBUBAJIEHT-
vocT u3 IIpomo3unuje 4.2.1 3acHOBaHA je Ha pejanuju amcoJyTHE HEMPEKUAHOCTHU. 3a
A =0, u3 ycaosa 6) uz Iepununumje 4.2.1 caemm

Pf'< P ma G_.

Kao mociemumna ose pesnamuje y3 yBobeme yciosa 6):
6') 3a cBako A € Hy, t € I, mocToju g, Koje je G'-MepJbMBO U TAKBO Oa BaKN

9(4) = P(A| G)) (P-c.c.) m go f(A)=P(f(4)| G)) (P-c.c.).
HemocpenHo ce nmobuja ciaenehu pesyarar.

IIponosunuja 4.2.2. [50] Exsusasenmna defunuyuja yspoune npedsudusocmu ce dobuja
kada ce ycaoe 6) uz Hedunuyuje 4.2.1 zamenu ycaosuma P < P na G u6).

JIema 4.2.3. [51] Ycaosu 6) u 8) us defunuyuje 4.2.1 ce moey samenumu caedehum ycao-
80M
2) 3a cearxo A € Hy, t €1,

9(A) = P(A] G}) (P-a.c.)

g je G'-mepruso

} o go f(A) = P(f YA | B (P-c.c.).

Lokasz. N3 Jleme 4.2.2 cnemu ma ce yciuoB 8) n3 Ieduuunuje 4.2.1 Moske 3aMeHATH
ycaoBoM &), Koju 3Haun na je 3a cBako A € Hout €1

P(f7H(A)IG) = P(fH(A)F), (4.8)

I Cy YCJIOBU 6) U 2) €KBUBAJICHTHY aK0 Basku &). Y ¢I0B 2) umimmmupa xa ce P(f~1(A)|F,)

A

MOke m3abpaTu Tako ma Oyme MepauBo y ommocy Ha G’ 3a A € H,,, omakae ciaemu

(4.8). [
Teopema 4.2.1. [52] Heka cy G = {G,,t € [} H={H,,t € [} uJ ={T;,t € I} puampayuje
na (Q, A, P) ca sajednuurum napamemapcrum ckynom I = [0,ty] maxee da je H C G u

J C G. Axo je J yspouno npedesuduso ca H y oonocy na G y cmucay Hedunuyuje 4.2.1,
mada 3a ceaxy eeposamnocHy mepy Q na Goo Koja 3a0080ma8a

Q < P (na G) (4.9)
u 30 K0jy 3a ceaxko A € Hoo ut € I samcu

g=P(A|G) (P-c.c.)
g je G-meppuso

} S 9= QA]G) (Q-cc) (4.10)
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saxncy u caedehe
30 ceako A€ Joutel

g=P(A|G) (P-c.c.)

g je G-meppuso

};»gz@m 1G) (Q-cc.). (4.11)

Joxas. Hera je J y3pouno npensumuso ca H y ommocy ma G un (Q,fl, ]5) = (2,0, Q)
y JepuHUIUMju y3poduHe mpeasuamBocTu npu yemy je f(w) = w. W3 ycnosa 6) y Iedu-
aumuju 4.2.1 caemu na je Q < P. Tarkobe, u3 pemnanuja 6) u 8) uz Hedununuje 4.2.1
caemu na 3a cBako A € H., Baxku

P(AG) = Q(A[Gr).

Tana, n3 y3podHe IpenBuaAMBOCTU cienu na penanuja (4.6) takobe Basku u MOke
ce Ha CAWYaH HAYUH 3aKJLYUYUTH Oa 3a cBako A € J,, Baku

P(A|G:) = Q(A|Gy).
[l

Hamomena 4.2.1. IIpemxzoonu pesyamam saxncu u kada je Q ~ P wa Goo. Y mom cayuajy
je ycaoe (4.10) exeusasenman ca

VAe H Vel P(A|IG)=Q(A|G) (P—cc u@—c.c.)
u, cauuno, yeaos (4.11) je exeusasenman ca
VAe Jo Vtel P(A|G) =Q(A|G) (P—cc u@—c.c).

Hapemuu pesynrar naje eKBUBAJIEHTHE YCJIOBE CTOXACTUUYKE IPEABUINBOCTHU M3MeDhy
¢unarpanuja.

IIponosunmja 4.2.3. [52] Hexa cy G = {G,t € I}, H = {H;,t € I} v J = {TF,
t € I} guampayuje dedunucarne wa ucmom npocmopy eeposamwnoha (2, A, P) ca 3ajeo-
nuukum ckynom napamemapa I. Hexa je H C G,J C G u Hexa cy

H = {{M,} : M, je G-mapmunear u A € Ho M;= P(A|G:),Vt € I},

J ={{M} : M; je G-mapmunzan v A € T M; = P(A|G),Vt € I}

rKoaekuyuje mapmuneana. Caedeha mephewa cy exeusarenmma
1) J je emozacmuuru npedsuduso ca H y oonocy na G.
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~

2) 3a ceaxo npowupewe (Q,A, 15) npocmopa eeposamnoha (2, A, P) ca guampayujama
F u G xoje 3adosomasa
pPft
dP

o d
GCF, Pfr'< P naG., € LY(Q, G, P)

3a xoje eaxcu da je

H = {{M} : My(@) = My(f(@)), {M,} € H}

rxoaexyuja F-mapmuneara y oonocy na P, saxcu u da je

J = {{Mt} : Mt(@) = M,(f(w)), {M;} € J}
Koaexyuja F-mapmunzaaa Y 00HOCY Ha P.

Jlokas. 1) = 2) U3 ycaosa 6) y Hepununmju 4.2.1 nuperTHo ciaenu na je f’f’l < P.
YcoB 6) ce MOMe 3ammcaTé y oONUKy
3a cBako A € Hoo R o o
M, = P(A|Gi) = P(A[F),
na je H KOJIEKIIja MapTUHTAJa Yy OITHOCY HAa F. Cama, u3 y3poune IpeABUANBOCTH
cnemu na (4.6) mopa Gurn UCIyH€HO, OJAKJIE Ce JIAKO MOKe IIOKa3aTu Aa je J KoJeKnuja
MapTuHraga y onHocy Ha F.

2) = 1) [oBosHO je mokazaTu ma u3 2) ciaequ ycioB 0), CBe OCTAJIO CIemu u3 1o6po
no3HaTux ocobmua maprurrana. Heka je A € Ho u g(A) = P(A | Gi) (P-c.c.). Kako je
g€ H, cnemu g = M,. Cana,

go f(A)=P(A|G)o [ =Mo f(A) =M= P(f(A) | F) = P(f1(4) | G,
rae je [THA) € Hoo. H

Y HacTaBKy Cy OATW NPUMEPU KOjU TMOBE3Yyjy IMojaM y3pOdYHe MPEIBUIUBOCTU U3
Hedbunnnuje 4.2.1 ca HEKUM IO3HATUM IIOjMOBVIMA U3 TEOPUje CIydajHUX IPOIECA.

IIpumep 4.2.1. [51] Hexa cy F = {F,t > 0} u G = {G;,t > 0} duampayuje degurnucane
Ha Komnaemuom npocmopy seposamnoha (£, A, P) maxee da G C F. Axo je F yspouno
npedeudueo ca G, mada eaxncu da je T G-epeme zaycmaspama aKo u camo ako 8axncu 0a
je F-apeme zaycmasmama, xoje je maxohe Goo-mepoueo,

IIpumep 4.2.2. [51] Hexa cy F = {F,t > 0} u G = {G;,t > 0} puampayuje dedunucane
Ha Komnaemuom npocmopy eeposamuoha (2, A, P) maxee da G C F. Axo je F yspouno
npedeuduso ca G, mada je cmoxacmuuwku npoyec X = { X, t > 0} G-onyuonu npoyec axo
u camo axo je F-onyuonu npouec, maxas da je X; Go-Mmepauso, 3a ceaxo t € 1.
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Y HapemHOM Pe3yJTaTy je MOKa3aHO KaKO Ce TeOpUja y3POUHE IPEABUINBOCTU MOKE
IPUMEHUTHU Ha CJIA0Y je IMHCTBEHOCT CJIabUX pellemha CTOXaCTUUKe NudepeHIrjaTHe jen-
maunae Vroa (3.1) memosmaror d-mmmensuosnor mpoueca X = {X,t € [a, ]} ca moue-
THUM ycaoBoM X, = Xj, OQHOCHO

dXt = Q (t,Xt) dt + b(t,Xt) th, t - [O{,B], Xa = XO,

rae je W = {W;,t > 0} d-mumensumonu Bumepos mpomec, X, ciydajHa NpOMEHJbUBA
HezasucHa on mponeca W u a: [a, B] xR - R u b : o, B] x RT — R? x R? cy mecmyuajue
Bopen mepsuBe GpyHENUje y CBOjUM HOMEHMMA.

Teopema 4.2.2. [50] Hexa cmozacmuwka dufepenyujanna jeonauuna (3.1) uma caabo pewe-
mwe. Axo je 3a ceaxo caabo pewewe (Q, A, F, P,W, X) jeonauune (3.1) FX yapouno npedeu-
oueo ca FV y oonocy na FXW, mada je pewewe caabo jedurncmaeno.

FXW | u3 Hepuraummje 4.2.1

Jloxas. Axo je FX y3pouno npemsumuso ca FV y onnocy ma
y3pOYHEe IIPEABUANBOCTHU 34 (Q,/l, P) =(Q, A, P), cnemn na je X y3poroano ca X u ca
W y okxsupy F, Tj. Bazku FX kK FXW. F; P.

Hexka cy cama (2, A° F' P W' X), i = 1,2, nBa caaba pemema jexsauune (3.1).
Bes ymMamema ONIITOCTH, MO:Ke ce mpernoctasutu ga je QN Q2 = (. Hera je

Q = Qtu?

A = {AUB:Ac A\, Be A?)

F. = {AUB:AeF}, BeF}}
1

P(AUB) = S[P(A)+ P(B)] sa Ae A", Be A,

— t
Wilw) = { W2 (w) 3a w e Q%

Xi(w) = { X2(w) 38 w e Q2 .

Tana je (2, A, F', P,W,X) cnabo pememe jemnauune (3.1).
Hexka je
1, 3a we Q!

J(w):{ 2, 3a w € 0%,

Tana cy Xy u j mesasucuu. Ciemu na je F- yCJIOBHO HE3aBUCHO o Fy Y OJHOCY HA
F (rne je Wy = 0), jep je X yaporosano ca X u ca W y oxsupy F. I[Ipema Teopemu 2.5
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u3 [56] ciequ ma je F2 He3aBUCHO Of j, MTO UMIIUNUpPA Aa je BeposaTHOoha P(X € Alj)
koncTanTHA 3a A € B(C?) P-c.c. Cana, xaxo

P(X € Alj)(w) = P(X" € A)
BaskU 3a CKOpo cse w € Q' (P-c.c. u P-c.c.), ciemu na je
P(X' € A) = P(X? € A),

IITO IOKa3yje na je pememe ciado jeIMHCTBEHO.

]

Ha ocuoBy Teopeme 4.2.2 mako ce mokasyje cienehu pe3yarar.

IIpono3unuja 4.2.4. [50] Hexa cmoxacmuyuka dupepenyujanna jeonavura (3.1) uma caabo
peweme. Axo je 3a ceaxo caabo pewewe (Q, A F P W, X) jeonauune (3.1), X concmeenu
yspox y oxeupy F, mada je pewewe caabo jeduncmeero.

Jlokas. TlpernoctaBumo na je X comcTseru y3pok y oksupy F, 1j. na saxu FX k FX;F.
Ha ocuosy Iledpununuje 4.1.2 yspounoctu u FX C FXW C F, paxn

VA€ FX, P(A|FY) = P(AlFR) = PAIFY).

Cnemu na je X ysporosano ca X u ca W y oksupy F, Tj. na saxu FX kK FXW:F; P. Cana
ce, CIUYHO Kao y mokal3y Teopeme 4.2.2, 3akmbydyje na je pememe caado jeIMHCTBEHO.

[]

Y mactaBky he OuTy pasMarpaHa CTOXaCTUUKA OupepeHnujaaHa jennaunna (3.4)
Heno3HaTor d-anMensuonor nponeca X = {X;,t > 0}

dXt = 'Ll/t(X)dZt, XO =X,

rae je Z = {Z;,t > 0} m-numen3uonu ceMmumapTuarad, a u(X) npeaukrabunan mpouec
KOjU 3aBUCU OJX TpajeKTopuja mpomueca X.

Kao mro je manmomernyto y llormaBmy 3.2, rimaBHU pe3yiaTaTH KOjU Ce OMHOCE HA
jenrHCTBEHOCT CJIabor pelema cToXacTudke nudepenimjanue jennaunse (3.4) hie buru
3aCHOBAHU Ha NPUCTYIy Koju je passumo Mukmann [57], ma cy Hapense nepuHMnzje,
moBe3aHe ca pemiewmeM jenHaunse (3.4), npeysere ynpaso u3s [57].

Jeounnmuja 4.2.2. 3a cmozamucmuury dudepenyujanny jednavuny obauka (3.4), (2, A, F,
P, 7, X) je peeyaapro caabo pewemwe axo 8ancu

a) u(A) = P(Z € A) ce nokaana ca ynanped 3a0amom Mepom Ha npocmopy 20e Z yauma
apedHocmau,

6) npouecu X u Z 3zadosomasajy (3.4),

8) Z je concmeenu yspox y okeupy F y oonocy na P, mj. eamcu FZ K FZ;F; P.
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Heduuunmja 4.2.3. Pezynrapro caabo pewemwe je caabdo jeQuHcmeero axo Hu 3G jedHo pe-
eynapro caabo pewemne (0, A F, P, Z, X) cmozacmuuke dufepenyujanne jeonavwure (3.4) ne
nocmoju mepa Q wa FXZ maxea da je (Q, FXZ FXZ2 Q. Z, X) pezyaapno caabo pewemwe
cmozacmuyke Judepenyujanne jeonavune (3.4).

Hedbuannuja 4.2.4. Excmpemno pezyaapho caabo pewewe (Q, A, F, P, 7 X) cmoracmuuxe
Judepenyujarne jeonavune (3.4) je peeyaapro caabo pewemne aro nocmoje mepe Q1 u Qo Ha
FXZ maxee 0a 3a P = a1Q1 + a2Qs, a1, as > 0 na FX7 u 3a xoje je (Q, FXZ FXZ2 Qy, 7, X)
pezynapho caabo peweme, eancu 0a je Q = Qo = P na FXZ.

Hapenua teopema maje yciioBe 3a je AMHCTBEHOCT CJIabOr pemema CTOXaCTUYKE IU-
pepennujanue jemnaunne (3.4) y TEpPMUHUMA y3POUHE MPEABUAUBOCTH.

Teopema 4.2.3. [50] Hexa jeonauuna (3.4) uma pezyrapro caabo pewemwe. Ako je 3a ceaxo
pezynapno caabo pewene (U, AF, P, Z X) jeonavune (3.4) F5Z yapourno npedeudueo ca
FX y oonocy na FXZ, mada je pewewe caabo jedurncmeeno.

Jloxas. Herka 3a perymapuo cinabo pemewme (2, A F, P, 7 X) jemnauune (3.4) Basku na
je FXZ y3pouno npeasumuso ca FX y ommocy ma FXZ,
[Ipso he GuTu mokazamo ma je BepoBaTHOha P ekcTpemua Ha Fo?. Heka Bamm
cynpoTHO, na P muje ekcrpemua, Tj. ma Baku P = a1Q)1 + asQs, ay,as > 0, Tako ma ce
. S .
()1 u (2 mokynanajy Ha F; 7, amu na je ()1 # (2. lepunume ce npommpeme IpoCcTOpa
BepoBaTHONA (Q,fo)g’z, P) u3 nepuHunuje y3pouHe mpeaBuanBOCTU Ha cienehn HAUMH

Q=0 x {p.q}

Fo=F7 < {o, v} {a} . {p. a}}

P(A X {p}UB x {g}) = 5 (@u(4) + Qa(B)).

Jlako ce mpoBepaBa na Cy yCJIOBU M3 Ne(PUHUIMjEe Y3POUYHE IPEABUANBOCTY VCIYHEHMU,
anu na (4.6) He Basku, Tj. ma

FYZ L FXL R P
He BaJKH, IITO je y KOHTPAAMKIMU ca mpermocTaBkoM aa je FX% y3pouHo mpeaBuanso
ca FX y omrocy ma FXZ. Jlakne, P je ekcTpeMHa Mepa Ha CBAKOM PEryJapHOM CJIaboM
pemeny. Cana, u3 [57] cienu na je pememe ciaabo jeIMHCTBEHO. ]

Hamomena 4.2.2. [50] Tpeba wanomenymu da Teopema 4.2.2, Iponosuyuja 4.2.4 u Teo-
pema 4.2.3 eaxnce u Ka0 c€ NOCMAMPATY PA3AUNUMU HAYUHY OePUHUCA®E Y3POUHE Npedau-
dusocmu xkao wmo je damo y Jemu 4.2.1 u Jemu 4.2.2.
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4.3 CroxacTUUKa IIpeaBUIUBOCT U3Mebhy ciryuajHux mpo-
1eca 1 GpUJITpanyja U IpuMeHA Ha CTOXAaCTUUYKe Iu-
dbepeHIMjaJIHE jeHAUHE

Ycnosua npensunuBoct u3 ledpununuje 4.2.1 mpencraB/ba KOHIENT yCIOCTaBJbEH
usmeby dunrpanuja. /lame he ce pazmarparu y3poune penanuje udMeby ciydajHUX
nporeca un ¢unrpanuja. Teopema 4.2.1 he mocay:xuTy Kao MOTHBaIUja 3a yBoDeme
OBaKBOI' KOHIIETITA.

Hekacy G={G,tel}, H={H,t€l} uJ={J,t € I} punrpamuje na (2, 4, P) ca
3ajemarukuM napamerapckuM ckymnom I = [0, %] rakse na H C G,J C G. Ilpu ycnosuma
Teopeme 4.2.1, ako 3a MPOMU3BOJLHY BEPOBATHOCHY Mepy () Ha ., KOja 3a10BOJbABA

Q < P (ma G)

3a cBako A € Ho, u t € I Baskn

P(A|G) = Q(A|Gy),

Tana 3a cBako A € J ut € I Baxu
P(A|G:) = Q(A|Gy).

Y3umajyhu y 063up npeTxoaHu pe3yiTar, IPUPOITHO je YBECTU Ne(PUHUIN]Y Y3POUHE
IpeaBuAMBOCTY u3MeDhy ciydajHOr mporeca u GuiTpayje.

Hepumaunuja 4.3.1. [52] Hexa je (2, A, G, P) seposammnocru npocmop ca $uimpayujom
koju cadpacu guampavujy J = { T, t € I} u nenpexudan G-aoxaanu mapmunzan M. Kance
ce da je J yapouno npedeuduso ca M y oonocy na G (ne nuwe ce ako G = J) axo 3a ceaxy
eeposamnochy mepy Q Ha Go Koja 3a0o8omasa:

a) P u @ ce nokaanajy na Gy,

6)

Q<P (naGu), (4.12)
8) M je aoxaanu mapmunzan y oonocy wa @,
8ANCU
VAEe JuVtel QAIG) = P(AIG) (Q — c.c.). (4.13)

Tpeba npumerutu na penanuja (4.13) uma ncrto 3HaUewme kao penamuja (4.11).
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[Iparehiu pesynrare u3 [43], koju ce omnoce Ha Teopemy O pempeseHTanMju 3a CIIy-
yaj npuponHe ¢uarpanuje bpayHOBOr KpeTama, y HapeIHOM IPUMEPY CY OaTU yCJO-
BU 3a PENpEe3eHTAlN]y KBAAPATHO MHTErPAOUIHUX MAapPTUHTAJNA Yy TePMUHUMA y3POUHE
IPEABUANBOCTH.

Ipumep 4.3.1. Heka je G = GV 20e je W = {W,,t > 0} Dpaynoeo xpemane u G C F.
Axo je F cmozacmuwku npedeuduso ca G, mada ce npoussomarn G-keadpammno unmeezpa-
OUAHU MAPMUHGA MOACE NPEOCNABUMY KAO 30UpP CMOTACTNUNKOZ UHMEZPAAL Y 00HOCY Ha
Bpaynoso xkpemamwe u cmoracmuukoz unwmezpana iy 00HOCY Ha Henpexudan mapmunzan M.

Ilame he ce paszmaTpaTy NpuMeHe YBEIEHOT KOHIENTa Y3POUHE IPEABUIMBOCTU HA
CTOXaCTUYKY qudpepeHnujaany jenHaunny obauka (3.1).

IIpBO ce HaBOAe HEKM MO3HATHU IOjMOBM KOje he ce KOpuCTUTM y HACTABKYy paja.
Y mactasky he mmtepsaa [ 6utu I = [0,t]. Heka je C? mpocTop CBUX HENPEKUTHNAX
dyrrmmja us I y RY, a o-anrebpa ma C? y onHocy Ha Kojy cy cBe ¢pynrnuje ¢, : C¢ — R,

€u(x) = Ty
MepsbuBe 3a u < t, 6buhe osmauen ca B;(C?). Tarobe,
B(C%) = B, (C%).

Henperunan d-nuvensuonu cayuajan npouec X = {X;,t € I} renepuine Mepy px HA
B(C?) (sunetu [47]), Ha cienehu mauun

pux(B) = P(X(w) € B).
Pasmatpa ce {B,(C?),t € I}-pyrkmmonan obmuka
t
my(x) = xy —/ as(z)ds.
0
Axko je (U, A F, P,W, X) cnabo pememe jemnauune (3.1), tana je
¢ t
my(X) = X, —/ 0.(X)ds = / by(X)dW, + Xo,
0 0
na je {m(X),t € I} {F;,t € I}-maprunran y omaocy na P. IIpema Ilponosunuju 15.1 y
[61] cnemn na cy cneneha tBphema exkBuBaIeHTHA
1) {my(X),t € I} je {F;,t € [}-mapTunran y oguocy Ha P,

2) {my,t € I} je {B,(C?),t € [}-mapTuaTad y omHOCY HA fiX.
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[Tpema Teopemu 1.1 y [15], ciequ ma 3a csako {F;X,t € [}-Bpeme 3aycTaBpbama T
nocroju {B;(C9),t € I}-Bpeme 3aycTaBmama o Takso aa je 7 = o(X). VI3 HenpexumuocTu
{my,t € I}, 3axmyuyje ce ma je {my,t € I} {B;(C?),t € I}-nokannu MapTUHTAJI y OTHOCY
Ha fix ako u camo ako je {my(X),t € I} {FX,t € [}-n10KkamHM MapTUHTAT y OJHOCY Ha
P.

Mepa v ce HasuBa MakcuMasaHa Mepa (y CMUCIY AICOIYTHE HEMPEKUTHOCTH <) HA
B(C?) jemmaumne (3.1) ako je mHAyKOBaHa CIabUM peemeM Te jeHAUMHE U aKO 3a
6uso Kojy BepoBaTHOCHY Mepy i Ha B(CY) unmykoBany ciaabuM pemremeM Bamn i <K .

Teopema 4.3.1. [52] Hexa cmozxacmuura dudepenyujanna jednawuna (3.1) uma caabo pe-
weme u Heka je v makcumanra mepa jeonavune (3.1). Caedeha mephemwa cy exeusarenmma:
1) {B:(C?),t € I} je yapouno npedeudueo ca {m;,t € I}, 20e je

t
my(z) = xp — / as(z)ds, t el
0

Yy 00HOCY Ha MepYy V.
2) 3a ceaxo caabo pewene (U, A, F, P,W, X) jeonawune (3.1), FX je yapouno npedeuduso
ca M ={M;,tel}, eoe je

t
M, = X, —/ au(X)ds, te I. (4.14)
0

3) Ilocmoju caabo pewewe (2, A F, P,W, X) jeonawune (3.1) xoje undykyje mepy v Ha
B(C?) u 20e je F yspouno npedeudueo ca M uz (4.14).

Joxaz. 1) = 2) Hexka je {B;(C?),t € I} y3pouno npeaBumuBo ca

t
me(z) = x4 — / as(x)ds, t €1
0

y omHocy Ha Mepy v. Kako 6u ce mokasaJio na je 3a cBako caabo pememe (2, A, F, P, W, X)
jemmaumne (3.1), FX y3pouno mpemnsumso ca M, Tpeba mokaszaru na (4.13) Basku ako
ce mpeTnocTasu aa je (Q Mepa Ha (£, FX) 3a KOjy Basku Ja je alCOJIYTHO HENPEKUIHA Y
omEoCcy Ha Mepy P, ommocHO Q < P ma FX, na ce moknamna ca P wa FiX u y ogHOCy Ha
KOjy je M sokaJHU MapTUHTAJ.

Tpeba npuMeTUTH 18 BAKA

Mt:mt(X>7 tEI,
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rae je X : (Q,A) — (C4, B(C?)) mepmusa dyrammaja. Heka je (7,)neny Bu3 {Bi(C?),t € I}-
BpeMeHa 3aycTaBibamba Koja cBome {my,t € I} no ma orpanmdenoct. leduHummno

H={{m{. Yiteli=1,...,dn=12,..}

J={{l,}: 3A € B(CY, YVt I I, =v(A|B,(C))}.
Tana H,J C {{N;} : N; je {B;(C%)}-amantupan u In € L>(C*, B(C?),v), N; = E(n|B:(C%)),

Vt € I}. Ilpema TeopeMm O ONIMOHOM 3ayCTAB/BAKY M TEOPEMU O ,ZLOMI/IHaHTHOJ KOH-
seprermmju, H je wonexmuja {B;(C%),t € [}-mapTunrana y oaHocy Ha Mepy V jep je
{m,t € I} {B,(C%),t € I}-nokanau MapTuETan y ogHOCY Ha Mepy v. Jleduammumo H u
J ma (Q, A, FX P) ma cnemehu maunm

H={{N}:N(&) = N(X(@)): (N,) € H, t e I},
J={{N}} : N,(&) = N(X (@) : (N,) € J, t € I}

I[Ipema mpermocTraBIu O MAKCUMAJHOCTU Mepe V BayKu
PX ' <,

OJIlaKie je
QX <.

[Tpumernom Teopeme 1.1 u3 [15], jemnocrasHO ce nobuja ma je o, = 7,(X) muz FX-
BpeMeHa 3ayCTaBibama u Kako je M, caemu na (0,)peny cBOm M 10 Ha OrpaHUYEHOCT,
OTHOCHO Ha OTrpaHUYeHe MapTUHTrajJe y omHocy Ha Mepe () m P. Kako je H y OBOM
CIIy4ajy OaTo ca '

H={{MD Vteli=1,...dn=12..}

crenu na je H KOJIEKIN] & FX—MapTI/IHraJIa y omHOCy Ha Mepe (Q u P.

Ocraje ma ce morake ma je J rakobe konekmuja FX-mapTurrama y omgocy Ha Mepe
P u @, onakise (4.13) mupekTHO ciemm.

Kako 6u ce mokazasno na je J KOJIEKIN]a FX—MapTI/IHI‘aJIa y omHocy Ha Mepe P u @,
yBomu ce By(CY) = {X Y (A): A € B,(CY)} u ¢urTpammja F ne¢umncana ma (Q,A, P),
Takse na je B(CY) C F. Jloomuo je mokasaru ma je J komexmmja F-maprumrama y
omHocy Ha Mepy P jep je mokas 3a Mepy () amamoran. Heka Baku mpermocTaBka na J
HUje F-MapTMHraJI y omuocy Ha P, omHocuo ma moctoje M € J, ueT n A € F,, tarsu
na, ako Bamu M(0) = My(X () cnenn

/MoodP;é/MudP. (4.15)
A A
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3a n € L>®(C% B(CY),v), npema Xenmeposoj mejemmaxoctu u Ilpomosumuju 15.1 u3
[61], cnenn
dPX~!

dn

: (4.16)

Blyo X| < |lnll« H
1

na je (QyHKIUOHAJI
®(n) = E[1;E(n 0 X[Bu.(C") +10(no X))

nob6po nedpunucan. Jacuo je na je ¢ nuneapan pyukinmonas u npema (4.16) u Jencenosoj
Hejennakoctu ciaemu na je  orpamnuen. Kako je ®(n) >0 3a n > 0 u karo je (1) =1,
d je omepaToOp MaTEMATWUYKOT OYEKMBama y OJHOCY Ha Mepy i Ha B(C?)

VO € B(CY)  u(C) = d(1e).

Tana je p < v u npeMa PUIoBOj TeopeMu 0 pPeIpe3eHTAIU]U BaKN 12, fl—’: € L>(C? B(CY),

v).

Hexra je {Ny,;t € I} € H, s € I u B € B,(C"). Hera je {N;,t € I} € H u B
€ B,(C%), maro ma B = X"H(B) u Ny(w) = N,(X(©)).

Hexka je s < u. Ilo npernocraBmu je H F-maprunran y omaocy Ha Mepy P, Tako na
cienu

V{M,} e HVt el E(My|F) =M,

u npema B, (C%)-mepsusocru ox N, je
E(Nuo|F.) = E(Ny|B,(CY).

Cana, kaxo je A€ F, u B € B,(C%) C F, cnemn

Ilakie, A
D(15Nx) = E(15N.). (4.17)

E(15Ny) = E(14N,). (4.18)
Kaxo je N, Bu<0d)—MepJLI/IBO, clenu

®d(1pN,) = E(15N,). (4.19)
Moske ce 3aKbYUUTUA A BaKuU

®(15Ny) = B(15N,). (4.20)
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Hera je cama s > u. Kaxo je H F—M&PTHHF&H y omHOCy Ha Mepy P u B € B,(C%) c F,
Baskn 15N, = F(15N,|F,), na xaxo je B,(C?9) C F,

E(15N,|B,(C%) = E(15N.|B.(CY). (4.21)
Kako je AN B e F, cnemn na je
E(14.15N|Fs) = 14.15N,. (4.22)
N3 (4.21) u (4.22), caenn na (4.20) Bazku um y OBOM CJayuajy.
Haxne, crema na je H xonexmuja {B;(C?),t € I}-mapTunTranga y omHoCY Ha Mepy /i 1
na je {my,t € I} nOKaIHU MAPTUHTAJ Yy OTHOCY HA [i.

W3 mpernocraBke 0 y3pOUYHO] NpenBUAMBOCTU, npenusuuje, u3 (4.13) caemu na je
J raxobe {B;(C?),t € [}-mapTunran y omaocy Ha Mepy i. Tana je

/Moodu = /Mud,u = E(1;,M,) + E(1,.M,).

[pema Iponosummju 15.1 y [61] cnemm na je M {B;(C%),t € I}-mapTuHTag y ogHOCY Ha
PX~! na je BE(My|B,(C?%)) = M,. Haxmne,

/Moodu = E(13M,) + E(14. M),

MTO je y KOHTpamuknuju ca penamujom (4.15).

2) = 3) Pesyarar cienu AUPEKTHO IPEJIACKOM Ca OIIITEr CIydJaja IPU HIPETIOCTaBIN
[a pememe TOCTOj!.

3) = 1) Heka je mpoctop BeposaTHOha mpomupen Tako ga X : Q — C¢ 6yme cy-
PjEKTUBHO TIPECIAVKABame, aJu y3 OUyBame BEPOBATHOCHE CTPYKType. Tamga mocToju
dysrmmja f: C? — Q xoja 3am0BOLaBA

f(x) € X7 ({a})
3a cBako z € C4. 3a A € FX je
F7HA) = X(A) € B(C).

Ocrarak moka3a ce 3aCHUBa Ha MAejaMa NOKa3a 3a ciydaj 1) = 2), caMoO y CyIpOTHOM
cMepy. [

Hapemna teopema mpencraB/ba BaskaH pe3yJsTaT jep HOBe3yje Y3POUHY IIPEIBUIN-
BocT u3 [lepumuunuje 4.3.1 1 jeIMHCTBEHOCT CJIabOr pelema CTOXaCTUYKe NudepeHnn-
jaJiHe je THAYUHE.
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Teopema 4.3.2. [52] Axo je 3a ceaxo caabo pewewe (Q, A, F, P, W, X) jeonauune (3.1), F*
Y3pOouHO NMPedsuduso ca

t
M, = X; — / as(X)ds, t €1, (4.23)
0
mada je X concmeenu yspok y oxeupy F.

Joxas. Heka je (2, A, F, P, W, X) crabo pememe jenmaunne (3.1). Tana moctoju aus FX-
BpEMEHA 3ayCTaBbalma (T,)nen, TaKaB na cy M., OrpAHUYEHU MapPTUHTAIU Y OITHOCY
Ha F u P. Konexkuuje H u J u3 Teopeme 4.3.1 ce nepunumy Ha cienehwm mavwmn

H={{M }y:tel,i=1,...,dn=12,..}
J={{L}:3Ac Fi, vtel L,=P(AF")}.
Tana Basku na cy eaxementu u3 J trakobhe maprunranu y omuocy Ha F u P. Crora,
VA e FL P(AR) = PAIFRY),
mTo 3HauUM na je X COmCTBeHU y3pOokK y OokBupy F. ]
Hapennu Bakan pe3yarar cjleou Ha OCHOBY MPETXOTHE TEOpPEME.

ITponosunmja 4.3.1. [52] Axo je 3a cearo caabo pewemwe (Q, A, F, P, W, X) jeonawune (3.1),
FX yspouno npedsuduso ca

t
Mt:Xt—/ as(X)ds, t €1 (4.24)
0

mada je pewemwe caabo jeOuHcmeero.

oxas. Hera je (2, A F, P,WW,X) cnabo pememe jenuaunue (3.1). M3 Teopeme 4.3.2
cremu ma je X comcrBern y3pok y okBupy F. Tama, nmpema Ilponosummju 4.2 y [50],
3aK/byUyje ce Oa je pememe caabdo jeTIMHCTBEHO. ]

4.4 Heke nmpuMeHe CTOXAaCTUUKE IIPEIBUIUBOCTU Yy (pu-
HAHCHjCKOj MaTeMaTUI

Y obnacTtu Teopuje BepoBarHoha, jemaH o1 OCHOBHUX IIOjMOBA j€ BpEMeE 3ayCTaBJ/ba-
wa nepunucano y llormasmy 1.2 - Hedpumuunmja 1.1.15. MebyTtum, Heke on mpumeHa
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Teopuje BepoBaTHONA 3axTeBajy pajl ca CIydajHUM BpPEeMEHUMa KOja HUCY BpEMeHa 3a-
yCTaBJbama, Ka0 MITO Cy IPUMEHE YV (MHAHCU]CKO] MaTeMATUIN, TeOpuju npoueca Map-
KOBa ” Apyre. Y HACTaABKYy ce pa3MaTpa Kjaca CJIydajHUX BpeMeHa KOja Ce Ha3uBa]y
[ceyno BpeMeHa 3aycTaBibarmba (eHri. pseudo stopping — time).

[Tosuaro je ma 3a yHupopmHO mHTerpabmnan maprunran M = {M;,t > 0} u Bpeme
3aycTaBibama 1 BaKU

EMp = EM,, = EM,

E[Mo|Fr| = Mr.

[Ipuponso ce mocrTaB/ba MUTAKE Ha JM HaBEOEHE peJaluje Baxke W Yy CIydYajy Kala
ce BpeMme 3aycraBibama [ 3aMeHU CIydajHUM BPEMEHOM p U Kana ce JFr 3aMeHu ca
F, =0{Z,,Z je npousBosan F-omumonu npomnec}. Hekn on onrosopa ce mory mahu y
panoBuma [38] u [69]:

1) IMocToju caydajHo Bpeme p, KOje Ce Ha3uBa IICEYyA0 BPeMe 3ayCTaB/hbaka, TAKBO
na, 3a CBaKM OrpaHuYeH MaptuHraa M Baku

EM, = EMjy;
2) Axko 3a cBaku orpanmued maptuHrasa M Bazku
E[My|F,] = M,,

Taza je p BpeMme 3ayCTaB/baba.

Heka je H! Bamaxos npoctop cadlag F- maprunrana M 3a koje Bakun

[M]f = Esup | M,]| < oo.
>0

Hedounaunuja 4.4.1. Cayuajro epeme p ce Hazuea F-nceydo epeme zaycmasmama, axo 3a
caaxu F-mapmunzan M uz H' eaxncu

EM, = EM,.

Knaca nceymo Bpemena 3aycraBibama je mumpa O KJIace BPeMeHa 3ayCTaBJbamba.
Tako mceymo BpeMeHa 3aycTaBjbamkha IMOCENY]y HEKE O OCOOMHA BpeMeHa 3ayCTaBJbaba,
mTo he ce BUAETU y HACTABKY. 3a PA3JUKY OX BpEMeHa 3ayCTaB/hamha, MUHUMYM U Ma-
KCUMYM OBa IICEYJ0 BPEMEHa 3ayCTaBibalma y ONIITEM CIIydajy He Mopajy OuTu mceyno
BpeEMEHa 3ayCTaBJbaba.

Y HacTaBKy je HABEIEH jelaH IpUMeP KOHCTPYKIMje IMCey a0 BPEMEHa 3ayCTaB/hakbha.
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IIpumep 4.4.1. Hexa je B = {B;,t > 0} jeonodumenszuono Lpaynoso kpemame, y odnocy
wa guampavujy F u wexa je gr = sup{s < t : B = 0}. Taoa je

| Bs| | B.| }

= sup

=sups s <g:
Pt P{ Gt s
F-nceydo epeme zaycmasmamwa.

Knaca nceymo Bpemena 3aycraBibama y oxHocy Ha ¢uiarpanujy F, koja y ommrem
cIlydajy HUCY BPEMEHa 3aycTaBlbama y OJHOCY Ha Ty ¢uarpanujy y G, oqHOCHO TakBy
na je cBaku F-maprunran yjemno u G-maprunras. Hasemena curyanuja omwmcana je
kpo3 (H) xumore3y o kojoj he 6Gurtu Buie peuym y HACTABKY.

Xumnoresza (H) ([3]): cBaku F-maprunran je G-mapruaran, rae cy F u G nondui-
rpanuje ox A, 3a koje Baxku F C G.

Hapenmuu mpumep miaycrpyje HaBeoeHM HAUYWMH KOHCTPYKIMje IICEyO0 BpeMeHa 3ay-
CTaBJbabA.
IIpumep 4.4.2. Hexa je B = {B;,t > 0}, 20e je B; = (B},..., B%) d-dumensuonu npouec
Bpaynosoe kpemamwa u wexa je Ry = |By|, t > 0. Tada je npupodna guampayuja npoyeca R,
00nocho Ry = 0{R,,s < t},t >0, ymonwena y npupoony duampayujy npoyeca B, na je
TW = inf{t: B} > a}
{R,t > 0}-nceydo epeme zaycmassama.

Y pany [69] nokazano je ma, y omHocy Ha ¢uarpanujy F remepucany jemnHoauMen-
suonuM BpaynoBuMm kperameMm B = {B;,t > 0}, mocroje nceyno BpeMeHa 3ayCTABLAKA
koja Hucy F-Bpemena 3aycraBmama.

IIpumep 4.4.3. [69] Hexa je Ty = inf{t: B, = 1} v o =sup{t <1, : B, = 0}. Tada je

p=sup{s <o:Bs=S}, edeje Ss=supBy,,

u<s
F-nceyc)o epeme zaycmassmosama, %oje ’H,Uje F-epeMe 3aycmassana.

Hapenam pesynrar moBesyje KoHIENT y3pouHocty u3 leduuumuje 4.1.2 ca ocodbu-
HaMa IICeyIO0 BpeMeHa 3ayCTaB/balkha IIOCMATPAHUM Y OZHOCY Ha MUPY (QUITPAIU]Y.

Teopema 4.4.1. [51] Hexa cy dame guampayuje F u G, sa xoje samcu G C F. Caedeha
mephewa cy exeusasenmma:

1) guampayuja G je concmasenu yspox y oxeupy F, mj. GK G; F,

2) ceako speme 3aycmas.nana y o0nocy wa duampayujy F je nceydo epeme saycmasmwama
y o0nocy na guampayujy G.
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Jloxas. Hera Basku npernocraska G K G; F u veka je M maprunran y oxHocy Ha G u v
BpeMe 3aycTaBipama y onHocy Ha F. IIpernocraBibeHa y3pOdHOCT je €KBUBAJIEHTHA Ca

(VM €G)  E(MJF) = E(M,|G), Vs, t >0

omakiue ciaemu na je M mapruuras m y omuocy Ha F. Cana je EM, = EM,, mrto 3na4n
na je v mceymo BpeMme 3aycraBibama y omHocy Ha G.

OO0OpHyTO, HEKA je CBAaKO BpeMe 3aycTaBibama y oqHocy Ha F mceyno Bpeme 3aycra-
Bihawma y omnuocy Ha G. Hera je M orpamwmuen maprtuHrasa y omaocy Ha G u v Bpeme
3aycraBipama y onnocy Ha F. Crenu na je v mceyno BpeMe 3aycTaBibamha y OTHOCY Ha
G, na Basxku FM, = EM,. Ha ocuoBy Teopeme 1.42 u3 [35] cremu na je M yHUPOPMHO
vHTEerpabuian MapTUHraJa y ogHocy Ha F. []

IIpumep 4.4.4. [51] Hexa je o epeme zaycmasmama y oonocy wa guampauujy F u ne-
ka je F7 = {F,n,t > 0}. Moace ce noxasamu da F7|< F7;F saxcu na je cearxo epeme
3aycmasmamwa y o0nocy na F nceydo epeme zaycmasmamwa y oonocy wa F7.

Jemna on riaBHMX IpUMeHA IICEYO BPEMEHa 3ayCTaBjbama je MpUMeHa Y (PUHAHCU-
jCKOj MaTeMaTHII IPU MOJAeIVPamy BPeMeHa HeMOI'yNHOCTU M3BpHIEHa (UHAHCU)CKUX
ob6asesa (eura. default time). Y nacraBky he OGUTU M3JI0KEHN PE3YJITATU KOjU TOBE3Y]Y
KOHIIENITe Y3POUYHOCTU U IICey N0 BPEMeHa 3ayCTaBjbamha Yy (PUHAHCUJCKO] MaTeMaTUIU.

Kao mTo je mo3naTo, HA KOMIIETHOM (UHAHCU]CKOM TP:KUIITY Oe3 MoryhHOoCTH ap-
buTpaske neHa akTuBe X; y TPEHYTKY ¢ IO YHAIpex YrOBODEHOj meHu X ca ZaTyMOM

nocueha T jemnaka je
T
X;=E (X exp <—/ Tudu) ]:t) ,
t

rae je r = {rs,s > 0} kamaTHa croma, a JF; CKYIl CBUX MHPOPMAIMja PACIOIOKUBUX O
TPEHYTKA t, 3aKBbYYHO Ca ILUM.

Y oKBUpUMa KPEIUTHOI PU3UKA, ONHOCHO PU3UKA O HEMOryhHOCTH M3BpIIeHa (Qu-
HaHCUjCckuX obaBe3a (enru. default risk), HemoryhuocT u3BpIiema GUHAHCUjCKUX O0a-
Be3a ce mojaBibyje y ciydajuoM BpeMmeny 7. OCHOBHU MPOIEC KOjU C€ KOPUCTU TPUIUKOM
MOJeMpama BpeMeHa HeMOr'yHOCTM m3Bpmiema (uHaHCUjCKUX obaBesa je li;o). Kon
MOTEHIIN]AJTHOT MOTPAKUBAIHA Ca PU3UKOM O HEMOIyNHOCTU M3BpIIEHa, HAIJaTa he
ce peayiM30BATH CaMO aKO Cé TPEeHyTaK HeMOTI'yNHOCTV M3BpIIema (UHAHCUjCKUX obDa-
Be3a He MOoroau mpe maryma gocuneha. 3ampaBo, HAIJaTa Ce€ y OBAKBUM CUTYyaIljaMa
MOJenupa u3 IBa Oeja:

1) 3a matu marym nocueha T > 0, cayuajHa BeauumHa X, KOja HE 3aBUCU OI T,
npeacTaB/ba YTOBOPEHY HAIJIATY - CyMy KOjy he BJIacHUK yroBopa mo0UTH Ha JATyM
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nocuneha T') y ciaydajy ma ce HeMOryhHOCT mM3BpIIewma (PMHAHCHjCKUX OoOaBe3a HUje ne-
cuia upe 1.

2) IlpemukrabunauMm mpouecoM h ce MOTeaWpa HamjaaTa y Ciaydajy Oa Ce HeMO-
ryhraoCT m3Bpmema (UHAHCHjCKUX ODOaBe3a peanusyje npe naryma nocueha 7. OBaj
IpOIEC Ce Ha3UBa MPOIEC OMOPaBKa (EHIJII. recovery process).

Y TpeHYTKy { PaCHIOJO:XKUBA je MHPOpMallUja Aa JU ce HEMOTYNHOCT M3BpIIEHa (u-
HAHCHjCKMX ODaBe3a peajn3oBajia Ipe ¢ WiIW HUje jOIl yBEK, aJii He W MHpopManuja o
TOME Kada he ce peaju30BaTH.

Mognenupame BpeMeHa HEMOTYNHOCTU M3BpIIeHa (UHAHCHjCKUX obaBe3a je mmpo-
KO PacIpoCTpameHo y GuHAaHCHjCKO] MaTemMaTuiu [13], a mocToje aBa riaBHA NPUCTYIA
pemaBama OBOT mpobieMa: Ciaydaj Kala je T BpeMe 3ayCcTaBjhamha y OMHOCY Ha IO-
4yeTHY (QUATpanmdjy W ciaydaj Kala je T BpeMe 3ayCTaB/balma y OTHOCY HA IPOMIMPEHY
¢unrpamnujy. Y HactaBKy he naxkma Outu nmocBehena ApyroMm HaBeIeHOM HIPUCTYILY.

Hera je (€2, A, P) npoctop BepoBatHoha mHa kKOMe je medpunmcana ¢uiarpanuja
G = {G;,t > 0}. Bpeme memoryhuoctu umsBpumema (QuHaHCUjCKUX ObaBe3a T je Ciy-
JajHO BpeMe, KOje HHje BpeMe 3aycTaBibama y onHocy Ha ¢uarpanujy G. Tana, npyra
¢unrpamuja F = {F;,t > 0} urpa kpydHy yaory y MOmeIMMa KPEAUTHOI PU3UKA U OHA
IpencTaB/ba CKYN MHPOPMAIMja PACHONIOKUBUX HA Tpxumry. Punrpanuja F ce modu-
ja mporpecmuBHUM IpomupemeM ¢uiarpanuje G ciydajHUM BPpEeMEHOM T: TO je HajMama
[eCHO HeNpernaHa QuiaTpanuja koja canpsxku ¢uiarpanujy G m y omHocy HaA KOjy je T
BpeMe 3aycTaB/bama. Morke ce mpumeTuTm na je Ttanga T ICEyOO BPEMe 3ayCTaBJ/baikha
y omuocy Ha ¢uarpanujy G. OBakBo mpomwupeme omoryhaBa mobujame jenHOCTaBHE
popmyie 3a ompebuBame koMmuensaropa nponeca D = {D;,t > 0}, rne je Dy = 1y, 3a
Koje je Beh HamoMeHyTO ma mMa BajKHY YJIOTY y OBakBuUM MmozenuMa. CiaydajaH mporec
D je pactryhu, cadlag mportec, koju je jennak 0 mpe TpeHyTKa HEMOTYNHOCTU U3BPIICHA
¢puHanCHjcKux obaBesa, a 1 mocie. Hera je FP mpupomma ¢uarpamuja mpomneca D, Tj.
mexa je FP = o{D,,u <t}.

NHTeH3uTeT 0N T ce mepuHUMIIE KAaO HEHETATWBAH aJalTUPAH IPOIEC A 3a KOJU je
npouec M = {M,;,t > 0}, rue je

tAT
Mt = Dt — / )\udu,
0
MapPTUHTAJI.
Hepunnnuja 4.4.2. Pacmyha gynryuja I' : RT — RT dama ca
I'(t) = =in(1 - F(1))),

20e je F(t) = P(t <), nasusa ce zazapona Pynruuja oo T.
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Hepuaunuja 4.4.3. dynxyuja A : RT — R ce nasusa mapmuneanna casapona dyrs-
UUJa CAYHaIHOZ BpEMENA T Y 00HOCY MG NPUPOOHY duampauujy FP, axo je npouec {D; —
At AT),t > 0} FP-mapmunzan.

IIpumep 4.4.5. [50] Hexa je guampayuja G concmaenu yspok y oxeupy F, mj. nexa saxncu
Gk G;F u nexa je G-mapmuneannu xazaporu npovec A 00 T nenpekudan. 3a Purcuparo
s > 0, nexa je Y unmezpadbusna CAYHajHG 8eAUNURG MePoUBa Y 00Hocy Ha Fy. Ako je decro
nenpexuonu npoyec V.= {V, t > 0}, dam ca

V, = B(Yet

Gy), Vtelo,s]
nenpexudar y 7, 00HocHo AVipr = Virr — Vigar— = 0, mada 3a ceaxo t < s saxcu

E(lirsgY|F) = Lmsg E(YeM(Gy).

[Tocnenuua HaBeneHor pesyiarara gaje MOBOJbHE yCJIOBE MO KOjuMa ce BepoBaTHONe
IPERUBILABAKA O T Y OMHOCY Ha J; MOT'y m3pauyyHaTU IPEKO MAPTUHTAJIHOT Xa3ap IHOT
rpoIeca.

IIpumep 4.4.6. [50] Hexa cy 3a0o8omenu yeaosu uz lpumepa 4.4.5. Axo je npoyec V., dam
ca
Vi = E(eM™|G,), Vte[0,s]

nenpexudar y 7, 00HocHo axo je AVin. = Virnr — Vigar— = 0, mada 3a t < s saxcu

P(r > s|F) = 1{T>t}E(6Ai_AS|Qt).

Moske ce mpumMeTUTH Oa Pe3yJaTaT Baxku m y ciaydajy kana je G =F.

4.4.1 llpumena y3pouyHOCTM Ha onpebhuBame BpeaHOCTH yroBopa ca
MOTr'y huM Heu3BpIIEeHe€M

Heka je B = {B;,t > 0} menpeknman mpomec ca KOHAYHOM BapUjaAlUjOM ATANTUPAH
y omHocy Ha ¢uarpanujy G mat ¢popmyiom

t
rudu
Bt = 6‘[0 s

rae je r = {r;,t > 0} uarerpabunan nporec agantupad y ogaocy va G. OBako nedpunu-
can mponec B npencraB/hba OAHKOBHU padyH.
Hexka je

Sy == B,E (/ B, Z,dDy + By X1ir<ry | F ) ’ (4.25)
(t,1]
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rae je T' natym nmocneha, Z F-npenukradbunan nporec u X Fp mepssuBa ciryyajHa Beau-
unHa. Heka je npomec V' nedpunucan ca

T
V= B,E (/ B 'Z M \du + B7'X | J-"t) , (4.26)
t

rae je B GaHKOBHU pavyH ca KPpATKOPOUYHOM KaMaTHOM CTOIOM mpusarohenom moryhem

HeU3BpIIEHY Ry = ry + A, Tj.
B ¢
B, = exp (/ (ru + M) du) .
0

Y HapeOHOM HpUMepy je maT jour jenan obuauk m3pasa (4.25).

IIpumep 4.4.7. Hexa je fuampayuja G concmeenu y3pox y oxeupy F, mj. nexa saxncu
G |< G;F u nexa je G-mapmunzasnu razaponu npoyec A 00 T ancoaymmo Henpexuoa.
Hexa je Z G-npeduxmabunan npouec v X Gr meprusa cayuajna seauvuna. Axo eaxncu
I' = A, mada je S; = 17-n Vi 3at < T, 20e cy S u'V npouecu damu gopmynama (4.25) u
(4.26), pedom.

HaBonu ce jemna om ocobuHa xa3apaHOT MPOIEca U3pakeHa MPEKO YCJI0Ba y3pOUHe
MIPEIBUIUBOCTH.

IIpumep 4.4.8. [52] Hexa cy G = {Gi,t > 0} u F = {F;,t > 0} duampayuje degunucane
na ucmom npocmopy eeposamnoha (2, A, P) makxee da je G C F u F, = G,V Hy, 20e je
He = 0(Ds,s < t), Ny = lr<yy. Axo je F yspouno npedsuduso ca G, Fy = P(t <t | G)
nenpexudno u Fy < 1, mada je zasaponu npouec I' pacmyhu u npedcmasnma F-yonwmenu
uwmenzumem 00 T. Apyeum pewuma, npoyec {N, — I'(t At),t > 0} je F-mapmunzaan.

4.5 Heke npuMeHe KOHIIENTA Y3POUYHOCTU Y CTATUCTUITA

Y oBoM gneny ce pasmarpajy Be3e m3Mely koHnenrta y3pounHoctu u3 lepumuunuje
4.1.2 m mepJsuBe paszaBojeHoCcTU. RoHIlENT MepJsbuBe pa3aBojeHocTu udMebhy o-aaredpu
je yBemen y kmu3u [19]. Taj koHuenr je ciaabuju ox HE3ABUCHOCTU KOJU jeé HEHTPAJIHA
TeMa y CTATUCTUIM. ROHIENT MepJsruBe pa3aBOjEHOCTU WMMa ABE Bep3uje: yCIOBHY U
MapruHaJ Hy. Y MaprUHAJIHOj BepP3uju ce Kaske mna cy o-aaredbpe M; m My ycaoBHO
MepJbUBO pa3BOjeHe y OMHOCY Ha maTy o-aiaredbpy Mz ako m caMo ako Cy 3ajeTHUYKN
norabaju TpuBUjaJHU, OOK Y YCJIOBHO] BEp3Uju OAroBapa OCOOMHM ma Cy 3ajeTHUYKU
norabaju Te nBe o-anrebpe camp:KaHU y YCIOBHO] o-airebpu. ¥ HacTaBKy M o3HauaBa,
KOMILIETUPaHy o-aiaredbpy M.
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Hedbuaunuja 4.5.1. [19] Kaxce ce da cy o-anzebpe My u My ycaosro meppuso pasdsojene
y 00nocy Ha M3z axo saxncu

MV MsN MoV Mg = Ms;

u osnawasa ca My || My | Ms. Ako je nompebro 0a ce eKCNAUUUMMHO HAZAACY YA02a
seposamnohe P, 6uhe osnaverno ca My || My | Ms; P.

Hapenna Teopema naje ekBUBaJIEHTHE HAUNHE 33 Ne(PUHUCAHE€ MEPJLUBE PA3BOjEHO-
CTU.

Teopema 4.5.1. ([19]) Caedehu ycaosu cy exsusarenmmu:
])Ml \/MgmMQ\/Mg :Mg,
2)./\/11 VMsNMygV MsC M3,
3 My € My VvV Ms|L u E(M; | My V Ms) = M, umnauyupa E(M; | Ms) = M,.

o0

I'py6o roBopehwu, 3ajemnuuru porabaju aBe c-anaredbpe cy caap:kaHd y YCJIOBHO]
o-anrebpu. V3 npeor ycaosa Teopeme 4.5.1 je jacHO na je KOHIENT MePJbUBE PAa3IBO-
jenoctu cumerpuyan mo M u Msy. Heke ocHOBHE 0COOMHE OBOT KOHIlENTa ce MOTY Hahm
y [19].

Heka je (Q, A, F,P) npocrop ca ¢unrpamujom. Ilpeko ¢unrpammje F = {F,
t > 0} ce yBomu Bpeme y MoOzel, npu 4yemy J; Ipencrasiba o-aarebpy reHepucany CBUM
omncepBalyjaMa M0 TpeHyTKa t. Puiarpamnuje urpajy BasKHY YJIOTY Y CEKBEHIIW]jAJTHUM
eKCIIePUMEHTUMa U CEeKBEHIMjaJIHO] aHaJU3U jep Jajy MHpopMaluje O IPOIIJIOCTU.

YBomu ce HapenHa IeQUHUIL]A.

Hepuannuja 4.5.2. [67] Hexa cy F = {F,t > 0}, G = {G,,t > 0} v H = {H,,
t >0} guampayuje na ucrmom npocmopy seposammoha. Kance ce da cy guampayuje H u F
Ycao8ro mepapuso pazdsojene y oonocy wa G y eeposamuohu P (y oswayu H || F | G; P)
aKo saxncu

He || Fo | G (4.27)

3a ceaxo t > 0.

Hapenna Teopema nokasyje ma ce MepJsbuBa pa3aBojeHOCT naMebhy ¢uarpanuja Moxxke
IMOCMATPATUA KA0 HEOMXOHAAH YCJIOB 33 CTATUCTUYKY y3POUHOCT.

Teopema 4.5.2. [67] Hexa cy F = {F;,t > 0}, G ={G;,t >0} wH = {H;, t >0} duampa-
yuje na Komnaemmuom npocmopy eeposamnoha (2, A, P). Axo samcu Hi G; F; P, mada cy
H u F ycaoeno mepwuso pazdeojene y oonocy wa G, y eeposamnohu P (exsusarenmmo,

H|F|G:P)
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Joxas. Mpema Hedpunummju 4.1.2, H,, L F; | Gi; P Basku 3a cBako t. [Ipema ITocaenumm
2.2.11 u3 [19], cnean
(HV G)oo L (FVG) |G

pema Hocnemumu 2.2.9 u3 [19] crequ HV G L FV G C G. Cana npema Teopemn 4.5.1
u Hepuaunmju 4.5.2 cnemn na cy Ho, 1 F; yCIOBHO MEPJHUBO Pa3ABOjeHE Y OTHOCY HA
Gt, Tj. Hoo || Fi | G Bazkm 3a cBako t € I, ma cy H u F cy yciaoBHO MepsbuBO pa3nsojene
y onrocy Ha G, T1j. Baszku H | F | G; P. [l

IMocnemuua 4.5.1. [67] Hexa cy M;,i € {1,2,3} noo—o-anzebpe uz A. Axo je My yspox
3a My y oxeupy Ms mada cy M1 u M3z ycarosno mepapuso pazdeojene y 00nocy wa My

(exsusansenmmo, My || Ms | My).

Kosument ycimoBae MepJ/buBe pa3aBojeHOCTU n3Mehy o-anredbpu je ciaaduju om KOHIET-
Ta Y3POUYHOCTHU. Y HApeTHO] TEOPEMU Ce NOKa3yje na, IIOJ HEKMM MONATHUM YCJIOBUMA,
MepJbUBa Pa3JBOjEHOCT UMIIMIUPa y3podHOCT y cMmucay lepuuaumnuje 4.1.2.

Teopema 4.5.3. [67] Hexa je (2, A, P) npocmop eeposamnoha, F = {F,,t > 0}, G =
{Gi,t > 0} uwH = {H;,t > 0} duampayuje uz A maxse da H C F v G C F. Axo cy 3a
caarot € I, Hoo u Fy ycaoeno mepauso pazdsojene y oonocy na Gy (mj. axo je Hoo || Fi | Gi)
mada eancu HK G;F; P.

Joxas. Heka je (9, A, P) npocrop Bepoatuoha, HC F , G C Fu H, | F | G 3a
cee t € I. [Ipema Teopemu 4.5.1 u mpema ekBUBaJIEHTHO] Kapakrepusanuju morabaja
nepunncanoj ca (5.2.3) y [19] caenm

AGHOO\/Qt n E(lAlﬂ\/gt)IlA

N3 G, C F; 3a cBaro t € [ caenn na je E(1s | Fy) = 14. Ha ocroBy (5.2.7) u3 [19] 3a
cBaku ckyn A koju 3amoBossaBa yciose Teopeme 4.5.1 nobuja ce E(1, | G;) = 14. Tako
ce, mpeMa MPETHOCTaBI TeopeMe, 3a cBako A € H,, mobuja

P(A|F)=P(A|G),
onakie Baxku HK G;F; P. []

Y HapemHUM pe3yJITaTUMa Cy NOKa3aHe HEeKe OCOOMHE KOHIENTa MePJbUBE Pa3BOje-
HOCTU KOj€ HEMOCPEIHO CJIee U3 Y3POUYHOCTU.

IIpono3unuja 4.5.1. [67] Hexa cy P u P’ dse seposamnocre mepe wa (2, A). Axo sancu
dP’
P' < P, — je Hoo-Mepauso u HK G;F; P maoa cy puampayuje H u F ycaoseno mepruso

dP
pasdeojene y oonocy Ha G u P
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/
Zoxas. Heka cy P u P’ mBe amcojyTHO HENPEKUIHE Mepe U HEKa je

H oo-MEPJIBUBO.

N3 penanuje y3spounoctu H|< G;F; P u [57] cnenn na Basku H|< G;F; P'. Ha mauun
aHaJoran OHOM u3 noka3a Teopeme 4.5.2, mobuja ce na cy H u F ycimoBHO MepsbuBO
paznsojene y omuocy Ha G u P'. ]

IIponosumnuja 4.5.2. [67] Hexa je (£, A, P) npocmop eeposammnoha u nexa cy G,H,J u F
puampayuje uz A. Axo sanmcu HK J; G; P uHK G;F; P, mada jeJ C G C F u guampayugje
H u F cy ycaoeno mepwuso pazdsojene y oonocy na J (mj. H|| F|J.)

Hoxra3z caemu mupertHo u3 [57] u Teopeme 4.5.2.

IIpono3unmja 4.5.3. [67] Hexa je (2, A, P) npocmop eeposamnohia v G,H u F guampa-
yuje uz A. Axo eamcu Hi< H;G; P u G < G;F; P, mada cy guampayuje H u F ycaosno
mepawuso pazdsojene y oonocy na H (H || F | H).

Hoxra3z caemu muperrHo u3 [57] u Teopeme 4.5.2.

IIponosunmja 4.5.4. [67] Hexa je (2, A, P) npocmop eeposamnoha u nexa cy G C F
puampayuje uz A. Axo cy decno nenpexuone modudurayuje esemenama cKyna

K:{Mt,Mt:P(A‘Qt),AEQOO, tZO}

F-mapmuneanu, mada cy G u F ycaosrno mepruso pazdeojene y oonocy na G (mj. G || F |
G).

Jloxas. Heka je (£, A, P) npocrop BepoBaraoha, G C F ¢unrparmuje u3 A u Hera cy
enementu ckymna K maprunramu. IIpema [57] G je comcrBenu y3pok y oksupy F, Tj.
Baskn G K G;F; P. Tepbeme cnemu npema Teopemu 4.5.2. ]

V3 IpeTX0MHOT Pe3yJTaTa Ce MOKE 3aKBYUUTH Ja aKO ce ITOCMATPa TPUPOIHA, (MU
tpamja FX maprunrana X = {X;,t > 0} obmura X; = P(A | FX), 3a A € F2 cnemm
na cy F2X u JF; ycJIOBHO MepJbMBO pas3iBojeHe y omHocy Ha JF:X 3a cBako t > 0 (Tj.

Cnenehu mpumepu uaycTpyjy IpeTxomHo mobujeHe pesyiarare.

IIpumep 4.5.1. [67] Hexa je X npouec Maprosa y oonocy wa duampavujy ¥. Ipema [57]
u Teopemu 4.5.2 c-anzebpe F2X u Fi cy ycaosno mepmugo pazdeojene y oonocy wa FiX 3a
ceaxo t >0, mj. FX | F | FX; P.

IIpumep 4.5.2. [67] Kao nocaeduya Ilpumepa 4.5.1 sa npouec Bpaywosoe xpemamwa
W = {W;,t > 0} y oonocy na guampayujy F = {F;,t > 0} caedu da cy o-aneebpe F
u Fy yeaosno mepaueo pazdeojene y oonocy na FY¥ sa ceaxo t >0, mj. FW | F | FWV; P.
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MepmuBa pa3aBOjeHOCT je yIpaBoO jeJaH O HauWHA Ma Ce MOKaKy OCOOMHE UAEHTU-
¢puranmje u crpore mneHruduranuje (Bumeru [18]). Korumenr crpore maeHTHdUERANM]jC
usMely c-anrebpu mMa MUPOKY MPUMEHY, MOCEOHO Yy €KOHOMETPUjU U HemapameTa-
pcroj craructunu (Bumetu [7]). Takobe, je y [7] yBenen jauum komment B-cTpore mep-
JbUBE Pa3IBOjEHOCTH, KOJU je, y3 HeKe MOJATHE MPETHOCTABKE, UMINIMIUPAH MEPJLUBOM
paszaBojeHomiy Kako je yBemeHo y [7].

Hanmomena. Y nperxonHuM pe3yiTaTuMa DapaMerap t je mocMaTpaH Kao (pUKCU-
pano Bpeme. [Ipobaem ce moxke maspe yommTutm yBohemeM BpeMeHa 3aycTaBibama. Ta
pasmMaTpama Cy BajKHA 3a KOPEKTHO pa3MaTpame HEeKWX Ipo0JseMa KOJ KOHAYHE MOIy-
Januje m TAYKaACTUX MPOIeca.

Y macraBry he 6uTu pasMaTpaHe IpUMeHe HaBeIeHUX pe3yiTaTa Ha AaTu Dajecos!
€KCIIEPUMEHT.

Hepuaunuja 4.5.3. (/19]) Bajecos excnepumenm je defunucar xao caedehu npocmop ee-

posammoha
E=UxS,UVS T,

20e ce (U,U) nazusa npocmop napamemapa, a (S,S) ysopawku npocmop. Pecmpuryuja 00
IT na (U,U) ce nasusa anpuopra seposammoha.

Heka je Ux S CQuUVS C A. Ilopen Tora, nexka je M C U VS non-o-anrebpa
on UV S. MepmuBa dpamuinja excrmepuMenta ce osHadasa ca EM. Iloxm-o-anrebpa
T C S je g-anrebpa remepucana HEKOM CTATUCTUKOM KOja je meduHuCcaHa Ha Y30PaUYKOM
npoctopy. llon-o-anrebpa B C U je, oOuuno, o-anredpa remeprucana HEKUM (YHKIIjaMa
13 IIPOCTOpaA HmapaMeTapa.

[Tojam MepibMBe pa3nBOjeHOCTH eKcmepuMeHTa je nar y leduuunuju 5.3.1 y [19].

Hepuannuja 4.5.4. ([19]) Bajecos excnepumenm je EFlr mepmueo pasdeojen axo

B|T|M.

Mepuusa pasmsojenoct Bajecosor ekcmepumenta E4lr ce Moske mocmarpatu Kao
0COOMHA MOTIYHO CYIPOTHA O YKyIIHE NHPOPMATUBHOCTU TOT eKcnepuMeHTa. Mepmusa
Pa3ABOjEHOCT Ce MOK€ MOBE3aTU Ca KOHIENTOM CTATUCTUYKE Y3POYHOCTU.

Teopema 4.5.4. [67] Hexa je (2, A, P) npocmop eeposamnoha u nexa cy M, B u T o-
anzebpe uz A. Axo eamcu B|< M; T, mada je Bajecoe excnepumenm EXlr mepruso pas-
080jeH.

'Reverend Thomas Bayes, 1702-1762, enrseckn ¢puiao3odh 1 MaTeMaTAuap
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Joxas. Hera Baxu B M;T. Tana, npema Teopemu 4.5.2 (koja Basku 3a ¢uarpanuje,
ma BaykM U 3a CBaKy o-airebpy) Baxu MepJsbuBa pasnsojenoct, Tj. B || T | M. Ilpema
Hepunnnuju 4.5.4, bajecoB exkcnepuMeHT je 51/3‘(‘/7 MEPJLUBO Pa3IBOj€EH. []

O6puyTo TBpheme He Baky 6€3 MOAATHUX MPETIOCTABKMU.

Y HapemHmM pesyJsTaTUMa Ce naje Be3a m3MeDy HaTor KOHIENTa y3POYHOCTH, IIOjMa
IOOBOJHPHOCTH W TMOjMa APYTOpa3pemHocTu y 0ajeCOBCKOM KOHTEKCTY. Y TOM CMUCTY,
HaBe/eHe CY HeKe II03HaTe ne(pUHUIM]e.

Hedumuummja 4.5.5. (sudemu [19]) N je E4lr-dosonna cmamucmura axo u camo axo

NCMVTuBLT|MVN.

Hedurunuja 4.5.6. (sudemu [19]) N je EAL-Opyeopaspedna cmamucmuxa axo u camo
ako N CMVT uB LN | M.

Hapenuu pesynrar ciaenu muperktno n3 Hepunnnuje 2.2 u [locnequue 3.2 u3 [67] u
[Iponosummje 5.3.2. u3 [19], a Moske GUTU KOPUCTAH 3a IPOBEPY MEPJLUBE PA3IABOjEHOCTU
y BajecoBoMm ekcnepumeHTy EZ%T.

IIponosunwmja 4.5.5. [67] Dajecos excnepumenm 5{3‘67 je Meppuso pasdsojer ako u Camo
axo nocmoju EFlr-dosonna cmamucmura N maxea da eaxcu B M;N.

Mosxe ce onucaTu Be3a udMebhy naror konnenrta n yonmrene Gajecose Bep3uje pyre
Besyose? Teopewme.

IMponosunuja 4.5.6. [67] Hexa je M dosoman yspox sa B y oxeupy T. Ceaxa EFl -
cmamucmura R nesasucrna 00 EFlr-dosomne cmamucmure N je dpyeopaspedna (ewe. an-
cillary).

Lokas. Hokaz ciemn muperrHo n3 Jepuuunuje 2.2 u Iocnenune 3.2 uz [67] u IIpono-
sunuje 5.3.4. (i) u3z [19]. [l

3a mucame OBe IJlaBe, IOpea NUTUPAHUX pedepeHiu, kopumhena je u cieneha nu-
reparypa (23], [26], [27], [28], [29], [31], [37], [42], [58], [59] [65], [70].

’Debabrata Basu, 1924-2001, uBIMjCKU CTATACTIYAD
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