IMPUJEMHWUM VCIINT 3A YIINC HA MATEMATUNYEKUN $ARKYJITET
Beorpam, 30.06.2021.
Bpewme 3a pan je 180 munyTa.

1. Bpennoct u3pasa \/3 —2V2 + \/11 — 62 je:
A) 1 2 C) 4 D) 4-2V2 E) 4V/2-4 N) me 3mam

2. [loBpmwuHa mpase mpaBUIHE MECTOCTPAHE IpU3ME 3anpeMute 9, yuja je aysKMHA CTPAHUIE OCHOBE 1, M3HOCH:

A) 63 B) 93 C) 123 15v/3 E) 213 N) me 3mam

3. Kommuekcunux 6pojeBa z 3a koje Baxku z|z| +Z+ 6 =0 uma:

A) 0 1 C) 2 D) 3 E) Bume ox 3 N) e 3naMm

1 12
4. Axo je n > 3 mpupogan 6poj TakaB 1a je 2<n+ ) +2=2n+ (n) , OHZA je ( ) jemHako:
n

4 3
A) 66 B) 220 @ 495 D) 792 E) 924 N) ne 3mam
1 —si 1 i
5. Axko je S enE 2, oHma je 1hsinw jenHako:
cos T cos T
1 1 3
A) 0 B) 1 @ 3 D) V3 E) % N) me 3naM

6. Ilomen ¢yuruuje f(x) = sin(mx) arcsin(l — x)

- (1= +/(z=1)2)/1 — cos(2nz) V12— bz — 222 je:
O.DULE B) 0.)U(L2) €) (-43) D) (1.2) B) (-4-3)U(-3,-2)U(-2-}) N) e smax

7. MaxkcuMmaJHa BpeIHOCT u3pasa 4517 —4.25% 1 5 35 peasan 6Gpoj = je:

A) 1 B) 2 @ 3,25 D) 5 E) 525 N) e sman

8. Oymrunuja f mebpunucana je ma ckymy npupomaux Opojesa ca f(1) = 1 u jemmaroctuma f(2n) = 2f(n),
f(2n+1) =4f(n) 3a cBaku npupogau 6poj n. Bpoj pemewa jemnauune f(n) = 32 je:

A) 5 B) 6 C) 7 8 E) 9 N) me sman

i . 3 1 . 7.
9. Axo je S, 30up OpPBUX N UYJIAHOBA APUTMETUUKE MPOTPECUje U BAKUA — = 5 OHIA je S jemHako:
5 21

1 1 1 1
1 C) £ g ) = N) e 3naMm

10. 3a peanan mapamerap a HejenHauwmHa alr|+ 2 > |z — 1| BaskM 3a CBAKO PEAJHO & aKO W CAMO aKoO je:

>
=

) B)

Wl

a>1 B) —-2<a<l C) a€(-00,-1JU[l,0) D) a=1 E) ae{-1,1} N) =e zuam



11. 3a peasan mapamverap a jemHaumsa |v2 + 62 — 1| —a = 0 ©Ma TAUHO YETUPHU PA3TUUNTA PENIeHa aKo U CaMO
aKo je:

A) a>2V10 0<a<10 C) ac(-2V/10,0)U(0,2y/10) D) a>0 E) a=2y10 N) ne snam

12. Hera cy #1 u z2 oba kKopena kBaaparue jemnaumne r2 — (m + 3)x +m + 2 = 0. CBe BPeIHOCTH pPEATHOT

mapameTpa m 3a Koje je — + — > — u 13 + 123 <5 cy:
T To 2

-2<m<0 B) -4<m<0 C) m< —4 D) m> -2 E) m>—4 N) me 3naMm

1—+v1—922
13. Cgyn pememna HejeaHauuHe % <1 je:
1 1 11 1 1 11 1 1
A -) B) |—2 -, = —= -) D - = E) |-z -| N
 (05) » [39)0 (5] @ [a0)u (o) 2 (] ® [30) o] 10w
14. Bpoj pemema cuctema jemaaumaa log,o(zy?) =1, (log;oz)(logiyy) = —3 je:
A) 0 B) 1 @ 2 D) 3 E) Behwn ox 3 N) e 3naMm

15. Ako mBa Kpyra mMajy IE€HTpEe Ha pacTOjamy 2, a HUXOBM IOJYIpPedHHnu cy V3 u 1, oHga je moBpmmHA
ILUXOBOT MIPECEKa:
5T

A) T B) V3 @ 3 D) 27— 3 E)

G 5 g N) =e 3mam

16. Bpoj pemema jemmaumne sin’z + 3sinz cosz + 2cos? ¢ = 0 y marepsaxy [0,27) je:

A) 1 B) 2 C) 3 4 E) Behwu oz 4 N) e 3naMm

17. Mocroje mBe BpemrocTu 3a r > 0 Takse xa kpyr (z—2)%2+(y—1)2 = r? momupyje xkpyr (z+2)%+(y+2)? = 49.
ATCOTyTHA BpEMHOCT Pa3fiuKe TUX BPEIHOCTH je:

A) 8 10 C) 11 D) 12 E) 14 N) se snau

4

18. Heka cy a,b,c,d peamsu 6pojesu. Axo momuuoMm x* — 3 + ax? +bx + ¢ npu mememy ca z2 +d? naje ocrarak

T, IOK IpU Jelemy ca x2 — d? maje ocTarak —z, OHZA je T+ jenHako:
1
-1 B) 0 C) 1 D) 2 E) 1 N) me 3naMm
n3
19. Henux 6pojeBa n, TAKBUX 1a je U OPOj ) meo, uMa:
n
A) 0 B) 1 C) 2 D) 3 @ 4 N) me 3naM

VT

20. Hajsehu 6poj mebhy 6pojeBuma -

5 V10l logy30 1++/6
47 3-(6!) logs85° 3
10

VT 5 V10! log, 30
v B) ° ) 3 D) e B N) me sman

je:

H
+
S




10.

PEIIEHA 3ANATAKA

. Kako je 3-2v2=(v2—-1)2 u 11 — 62 = (3 —/2)?, 1o je Bpemmoct mspasa |[v2 — 1|+ |3 — 2| =2.

[oppmuna 6aze npusme je B = 6v/3/4 = 3v/3/2, nok je mena 3ampemuna 3 = B - H, rae je H Bucuma
npusme, onakie cienu H = 3/B = 2/3, Te je mospmmua mpusme P =2B+6-1- H = 3v/3 +12V/3 = 15v/3.

Heka je z = a+1ib 3a a,b € R. JemnakoCT mMaruHapHAX NeJOBa jemHaumHe maje bva2 + b2 = b. Axo je
b=0, ouna je jemnaunna ala|+a+6 = 0, onakne mopa 6utn a < 0, Te —a’*+a+6 = (3—a)(a+2) = 0 mTo maje
jeIMHCTBEHO pememe a = —2, omHocHO z = —2 (jep a = 3 > 0 muje pememe). 3a b# 0 je Va2 +b2 =1, Te

jeIHAKOCT peaJiHuX HeJIOBa jemHauuue naje 2a+6 = 0, omakie je a = —3, anu oarosapajyhe b He mocToju.
JemnaumHa MMa Ta4yHO jenHO pelleme, 2 = —2.
. Kaxo je (”Il) = 21 (1), To jenmaunmna nocraje 2 (3)+2 = 2n+(}), omocno (n—1)(}) = 4(n—1), onaxmne

je (’;) = 4. Hocaemma jennaumna je exBuBasieHTHa ca n(n — 1)(n —2) = 24, mwro y3 ycaos n > 3 maje

jemuHcTBeHO pememe n = 4. Ha npumep, ¢pyuruuja f(n) =n(n—1)(n—2) je crporo pacryha na unarepsaixy
(2,00), mok Bazkm f(4) = 24, UAM MOXKEMO DPACIUCATH CKBUBAJEHTHY jemHaumuy n’ — 3n? + 2n — 24 =
(n—4)(n®> +n+6) =0 u npumerurn ma je n?+n+ 6> 0. Korauno, (1?) = ('?) =495.

Oyurnuja f(z) = =812 je genpernana ma naTepBasty [—7/3,0] nBawn f(—7/3) =2+v3>2, f(0)=1<2,

cos T

. . . —ai 1 —ai 2 - . i
Te mocToju x TakBo na je f(r) =2. Kako je l=Sinz . lisinz _ l-sin'z _q g jo lisine _
Ccos T Ccos ™ COos< T cos T

(SIS

AnTepHaTHBHO, M3 yCI0Ba 3amaTka caemm 1 =sinx 4+ 2cosx = /5sin(z + @), vae je o = arctg(2), omHOCHO

Baxn sing = 2/v5, cosp = 1/1/5. Cana je jemnaunua sin(z+¢) = 1/v/5 = cos ¢ = sin(% — ), omaxmie caenu
2
s

0 =sin(z +¢) —sin(§5 —p) = 2sin(§ +¢ — ) cos(5 + §). Mebyrum, mmanmo cos(5+ %) = E(cos 5—sing) #0

2z 2z
300r cos 5 5

6poj k. Cama je sinz = cos2p = cos? ¢ — sin® p = —% U cosx =sin2p = 2sinpcosp =

— sin T —2¢ + 2km 3a meo
14sinz __ 1
» T€ osz T 2°

=cosx # 0, Te ocraje sin(3 +¢ — §) =0, omakne nobujamo = = J
1
5

Wspa3 sin(mz) je neduuucan 3a csako x € R, nok je uzpas arcsin(l —z) medpuuucan 3a —1 < 1—z < 1, wro
naje x € [0,2]. V3apasu xoju ce jaBmajy y UMEHMONMMA PA3JIOMAaKa, OCAM INTO MOpajy OUTH AepUHUCAHU,
Mopajy 6utu u pazaumuutu on Hysne. Mspas 1 —/(xz —1)2 =1— |z — 1| je yBek medunucan, a jequax Hyin
camo 3a z € {0,2}. Uspaz /1 — cos(27x) je yBek medunucan, a jemsak Hyau camo 3a = € Z. Kako je
12 — 52 — 222 = (x +4)(3 — 2x), uspaz V12 — 5z — 222 je nedumucan u pasnuuut on Hyse 3a x € (—4,3/2).
Axo oBjemuanMO pesynrarte mobujamo momen ¢yurmmje (0,1)U (1, %)

Ako je t = 25T 1o Tpazumo MakcuMyMm on t? — 4t + 5 wa umTepsady t € [1/2,2], a kKako je Ty ¢pyHEOHUja
onanajyha, makcumym je 3a t =1/2 u usnocu 3,25.

Kako je f(n)/f(|n/2]) unmu 2! (3a mapro n) wmm 22 (3a HemapHO n), TO TpaskUMO G6pPOj HAUMHA HA KOjU
ce 6poj 32 = 2° MoMe IpUKA3ATH KAO HPOM3BOXN (GakTopa 2 u 4, mpm dyemy je Outam pemociaen. To je
najse jemqHako OpOjy HauMHA HA KOju ce Opoj b pacraBipa Kao 30up cabupaka 1 m 2, mpu uemy je Ouran
penocien. Vimamo 3 pacraBibama Koja YKILY4yjy ABe aBojke (24+2+1,24+14+2,14+2+2), mux 4 ca jexsom
meojkoM (24+1+1+4+1,142+141,14+1+241,14+14+1+42), e camo jemuo 6e3 msojru (1+1+1+1+1),
ITO YKYIHO naje 8 pacTaBibama.

Ako je obnuk apurMeTmuke mporpecuje a, = a+ (n — 1)d, onma je S, = an+dn(n —1)/2. N3 255 = S
caemu 6a + 6d = 5a + 10d, omaxiue je a =4d u d # 0, nok je Sz; = 2la + 210d = 294d = 6(7a + 21d) = 657,
TE je 57/521 = 1/6

3a z < 0 mejenmauuna nocraje —ar+2 > 1—x, e ce cBogu Ha (a— 1)z < 1, mTo Basku 3a cBako z < 0 ako
u caMo ako je a > 1, te je To morpeban yciaos. Mebyrum, 3a a > 1 je alz|+2 2 |z|+2> |z|+1 > |z — 1],
TaKO 1A je OBa] YCJIOB U HOBOJHAH.
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Cgaxkako je a > 0, nok cayuaj a = 0 MOke maTu HajBuUIIE OBa pemema. llorpebHO je ma obe jemHauuHe
obmuka 22 + 6x — 1 = +a mMmajy Tauno mo mBa pemema (Koja cy oHma cBa MebycobHO pazmmumrta), mTO
3HauM na cy muckpumubanre 36 — 4(—1 F a) nosurusne, omrocuo 10+ a > 0, onakme caemu 0 < a < 10.

. . _ _ 1 1 1 _ zitxs . m43
Bujerose dopmyne majy 1 +x2 = m+3 u 172 = m+ 2. U3 5 < o T 35 = hae = myp UMaMo

m € (=00, —4) U (—=2,00), am3 5 > 27 + 23 = (v1 + 22)? — 22122 = (M + 3)? — 2(m + 2) = m? + 4m + 5 mmamo
m € (—4,0), Te y npeceky mobujamo m € (—2,0).

36or momena, HeonxonHo je x # 0 u |z| < 1/3. 3a z > 0 mejennaumna mocraje 1—x < 1 — 922, onakie je
1022 — 2x < 0, ommocro 0 < x < 1/5. 3a x < 0 Hejenmauumna je 1 —z > /1 — 922, omakme je 1022 —2x > 0,
re £ < 0. Aro o6jemuuanMO ciayuajese umamo x € [—1/3,0)U (0,1/5).

Axo je a = logigx u b =log,,y, onna cy jemmaumse a +2b =1 u ab = —3, omariue je (1 — 2b)b = -3,
omzocuo 2b% —b—3 = (2b —3)(b+ 1) = 0. Omasme moctoje 2 pemema b = 3/2,a = -2 u b= —1,a = 3,
omHocHo x = 1/100,y = /1000 u = = 1000,y = 1/10.

Axo cy O1 n Oy neHTPU KpPyrosa, a mnpeceune tauke kpyrosa A u B, ouma je tpoyrao AO;0Os momoBuna
jeIHAKOCTPAHUYHOT TpOyria crpaHule 2. TpaskeHa HOBpUIMHA ce JOOUja Tako MITO ce 01 30upa MOBPIIUHA,
ncevaka, MPBOT KPyra ca MeHTpajgHuM yriaoMmM on 60°, a gpyror kpyra ca meHTpajJHuM yraoMmM om 120°,
omy3sme mospmusa dersopoyriaa 01 A0, B, mro je (v3)%1/6 4+ 127/3 —2-/3-1/2 =571/6 — /3.

JennauwmHa ce nako TpaHCHOpMUIIE Y % + % sin 2z + % cos2z =0, Te je 3++/10sin(2z + arctg%) = 0, 0mIHOCHO

sin(2z + arctg%) = \;—1%, mwro uma 2 pemema 3a 2z € [0,27), onHocHo 4 pemema Ha uaTepBagay [0,27).

AnTepHATUBHO, jeqHAUMHA Ce MOke TpaHchopmucaru u'y obamk (sinz + cosx)(sinx + 2cosz) = 0, Te Kako
3a cosx = 0 Hema pemrema (Taza je sin?z = 1), jenmaunma mocraje (tgx+1)(tgz+2) = 0. Karo jemmaumne
tgx = —1 m tgr = —2 uMajy no gBa pemema Ha uHTepBady [0,27), HAaBeneHA jeiHaUMHA UMa 4 perema
Ha [0,27).

Ilentap mpsor kpyra Ci(2,1) je ma pacrojamy /(2 —(—2))2+ (1 — (—2))2 = 5 ox meHTpa APYTOT Kpyra
C5(—2,—2). Iomupue Tauke Kpyrosa HaJase ce y upeceky npase C1Cy u OPYror Kpyra, Yuju je HoILyIped-
HUK 7. 3aTo je jemam mosymnpevHuk r; = |7 — 5| =2, a apyru ry = |7+ 5| = 12, onakxe je |r; —ro| = 10.

Uz 2* — 2 +ax? +bx+c= (22 +d>)(2®> -2+ (a—d®)+ (b+d)z+c—d*(a—d?) cnemu b+d?> =1 mn
c—ad®>+d* =0, nox uz z* — 23 +ar? +br+c= (22 —d?)(2® —x + (a+d?)) + (b—d*)x + c+ d*(a+d?) cnemm

b—d?>=—1u c+ad?+d*=0. Pemasamem cuctema ce nako gobuja b=0, d>=1,a=0u c=—1, Te je
a+b+ci_1
a2 T T
L .3 .
Karo je n +n=(n+1)(n* —n+2) -2, a n’> —n+2 meo, To je -5 MEO aKO W CAMO aKO je TO n%_l, IITO
ce memasa 3a n+ 1€ {—2,—1,1,2}, omguocHo 3a n € {—3,—-2,0,1}, Te ux uma 4.
VIOl _ VT _ VT log, 30 _ log,32 _ 5 _ V265 _ V28 _ V7 o 14V6 _ 14V7 _ 2427 _ 3VT _ V7
s 30 =5 <55 T Tpigs <logosi — 1= 4 <7 =g B 3 < —3-="5 < T =5 cuemn
V7

na je 5~ majsehm on momybermux Gpojesa.



