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Predgovor

Zbirka koja je pred vama nastala je na osnovu belexki za ve�be iz
predmeta Teorija algoritama, jezika i automata (koji se izuqava na
tre�oj godini studija na smeru Raqunarstvo i informatika na Ma-
tematiqkom fakultetu Univerziteta u Beogradu), koje smo izvodili
tokom akademskih godina 1996/97 (mr Irena Spasi�) i 1997/98 i
1998/99 (mr Predrag Janiqi�). Nadamo se da �e ova zbirka olak-
xati pra�eǌe ve�bi i pripremu ispita studentima Matematiqkog
fakulteta, ali da �e biti zanimǉiva i ostalima koji se bave teori-
jom izraqunǉivosti i teorijom formalnih jezika.

Zbirka je podeǉena na tri dela: deo koji se odnosi na formalne
jezike, deo koji se odnosi na automate i deo koji se odnosi na teoriju
algoritama. Na smeru Raqunarstvo i informatika na Matematiqkom
fakultetu teorija automata se izuqava i u okviru predmeta Prevodi-
oci i interpretatori, pa se u okviru predmeta Teorija algoritama,
jezika i automata (i u ovoj zbirci) izla�u samo osnovni rezultati
iz ove oblasti.

Prijatna nam je du�nost da se ovom prilikom zahvalimo recenzen-
tima prof. dr Gordani Pavlovi�–La�eti� i prof. dr �arku Mija-
jlovi�u koji su nam nizom dragocenih sugestija pomogli u priprema-
ǌu ove zbirke. Zahvaǉujemo se i svima koji su nam ukazali na pro-
puste naqiǌene u radnoj verziji ove zbirke.

Beograd, februar 2000. Autori



Predgovor elektronskom izdaǌu

Ovo, elektronsko izdaǌe zbirke dostupno je sa interneta, sa adrese
www.matf.bg.ac.rs/~janicic. Ovo izdaǌe identiqno je prvom izdaǌu,
uz ispravǉene, uglavnom sitne, grexke na koje su nam ukazali tadax-
ǌi studenti Milena Vujoxevi�, Saxa Stevanovi� i Ivan Elqi�, na
qemu smo im veoma zahvalni.

Beograd, avgust 2014. Autori
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Deo 1

Formalni jezici i gramatike

Gramatike predstavǉaju jedan od formalizama za opis jezika, od-
nosno ǌihove strukture. One imaju naroqit znaqaj u izuqavaǌu
beskonaqnih jezika. Formalne gramatike, kao generatorski sistemi,
mogu na osnovu konaqnih azbuka, korix�eǌem konaqno mnogo prav-
ila, da generixu i beskonaqne jezike, te qine ǌihovu konaqnu speci-
fikaciju. Razliqitim klasama gramatika odgovaraju razliqiti ti-
povi jezika.

1.1 Formalni jezici

1.1.1 Slovo, azbuka, req, jezik
Definicija 1.1 Azbuka Σ je neki konaqan, neprazan skup simbola. Te
simbole nazivamo slovima.

Definicija 1.2 Req nad azbukom Σ je svaki konaqan niz slova iz az-
buke Σ. Prazna req, u oznaci e, je req koja ne sadr�i nijedno slovo.
Du�ina reqi x, u oznaci |x|, je broj slova sadr�anih u reqi x.

Req nad azbukom Σ se mo�e definisati i rekurzivno, na slede�i
naqin:

(i) Prazna req, e, je req nad Σ.

(ii) Ako je a slovo i x req nad Σ, onda je i xa req nad Σ.

(iii) Reqi nad Σ mogu biti dobijene samo konaqnom primenom pravila
(i) i (ii).

Sliqno, du�ina reqi se mo�e definisati rekurzivno, na slede�i
naqin:

(i) |e| = 0

1
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(ii) Ako je a slovo i x req nad Σ, onda je |xa| = |x|+ 1.

Definicija 1.3 Req dobijena dopisivaǌem (konkatenacijom, proizvo-
dom) dve reqi x i y (qije su du�ine redom m i n), u oznaci x · y ili xy,
je req du�ine m+n, takva da je i-to slovo reqi xy jednako i-tom slovu
reqi x ako je i ≤ m, odnosno i−m-tom slovu reqi y ako je i > m.

Teorema 1.1 Svojstva konkatenacije (dopisivaǌa):

1◦ Prazna req, e, je neutralni element za konkatenaciju:

ex = xe = x

2◦ Konkatenacija je asocijativna operacija:

(xy)z = x(yz)

3◦ Za konkatenaciju va�e zakoni skra�ivaǌa:

xz = yz ⇒ x = y

zx = zy ⇒ x = y

Dakle, skup reqi nekog jezika sa operacijom konkatenacije qini
asocijativni monoid.

Definicija 1.4 Skup svih reqi nad azbukom Σ oznaqavamo sa Σ∗, a skup
svih nepraznih reqi nad azbukom Σ oznaqavamo sa Σ+ (Σ+ = Σ∗\{e}).

Definicija 1.5 Neka je Σ azbuka. Svaki podskup skupa svih reqi Σ∗

nad Σ nazivamo jezikom nad Σ. Na skupu P(Σ∗) svih jezika nad Σ defin-
ixemo slede�e operacije:

(i) skupovne: ∪, ∩, \, ′ (komplement u odnosu na Σ∗);

(ii) proizvod: L1 · L2 = {x1x2 | x1 ∈ L1, x2 ∈ L2};

(iii) stepen: L0 = {e}, Li+1 = Li · L;

(iv) iteracija: L∗ =
⋃

i≥0 L
i.

Zadatak 1 Dokazati da ne postoji nijedna req x azbuke Σ = {a, b} za
koju va�i jednakost xa = bx.

Rexeǌe:
Izvedimo dokaz matematiqkom indukcijom po du�ini reqi x.
Za praznu req e ne va�i jednakost ea = be (jer je a 6= b), pa tvr�eǌe

va�i za req x du�ine 0.
Za |x| = 1, va�i x = a ili x = b. Me�utim, kako je aa 6= ba i ba 6= bb,

sledi da tvr�eǌe va�i za reqi x du�ine 1.
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Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve reqi du�ine n− 2 i doka-
�imo da onda va�i i za reqi du�ine n.

Pretpostavimo suprotno — da postoji req x du�ine n takva da
va�i xa = bx. Dakle, req x poqiǌe slovom b, a zavrxava se slovom a,
pa req x mo�e biti napisana u obliku x = bya, gde je y req du�ine
|x| − 2 = n− 2. Onda va�i:

byaa = bbya,

odakle, na osnovu zakona skra�ivaǌa, sledi

ya = by,

tj. req y je rexeǌe zadate jednaqine i |y| = n − 2. To, me�utim,
protivreqi induktivnoj pretpostavci, odakle sledi da ne postoji req
x du�ine n takva da va�i xa = bx.

Tvr�eǌe je dokazano za reqi du�ine 0 i 1, pa, iz dokazanog induk-
tivnog koraka, sledi da tvr�eǌe va�i za sve prirodne brojeve, qime
je dokazano da ne postoji nijedna req x azbuke Σ = {a, b} za koju va�i
jednakost xa = bx.

Zadatak 2 Rexiti nad azbukom Σ = {a, b, c} jednaqinu po x: ax = xa.

Rexeǌe:
Dokaza�emo da je skup rexeǌa jednaqine jednak skupu svih reqi

oblika an (n ≥ 0).

(⊇): Za svako n ≥ 0, req an jeste rexeǌe date jednaqine, jer aan =
an+1 = ana.

(⊆): Dokaza�emo matematiqkom indukcijom po du�ini reqi x da je
svako rexeǌe date jednaqine oblika an (n ≥ 0).

Za |x| = 0 (tj. x = e) va�i x = a0.

Za |x| = 1, iz ax = xa sledi x = a, tj. x = a1.

Pretpostavimo da je tvr�eǌe taqno za sve reqi du�ine n − 2 i
doka�imo da je taqno i za reqi du�ine n. Neka je |x| = n i neka
je ax = xa. Dakle, req x poqiǌe i zavrxava se slovom a, pa je
x = aya, gde je y req nad zadatom azbukom du�ine n−2. Skra�iva-
ǌem se iz aaya = ayaa dobija ay = ya, pa je req y rexeǌe zadate
jednaqine du�ine n−2. Na osnovu induktivne pretpostavke, req
y je oblika an (n ≥ 0), pa je req x oblika an+2 (n ≥ 0).

Zadatak 3 Neka je jezik L nad azbukom Σ = {a, b,+, (, )} definisan na
slede�i naqin:

(i) a, b ∈ L

(ii) Ako reqi x i y pripadaju jeziku L, onda jeziku L pripada i req (x+y).
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(iii) Sve reqi koje pripadaju skupu L dobijene su konaqnom primenom
pravila (i) i (ii).

Neka je x ∈ L. Oznaqimo sa k(x) ukupan broj pojavǉivaǌa slova ( i )
u reqi x. Izraziti u funkciji od k(x) broj pojavǉivaǌa slova + u reqi
x.

1.1.2 Levijeva lema
Teorema 1.2 (Levi) Neka su a, b, c i d reqi nad azbukom Σ. Tada va�i
jednakost ab = cd ako i samo ako je zadovoǉen neki od slede�ih uslova:

(i) a = c i b = d

(ii) Postoji neprazna req x nad azbukom Σ, takva da je a = cx i d = xb.

(iii) Postoji neprazna req y nad azbukom Σ, takva da je c = ay i b = yd.

Dokaz:

(⇒:) Neka je ab = cd. Tada ove reqi, a i c, poqiǌu istim slovima,
tj. zadovoǉen je neki od slede�ih uslova:

a = c: Tada je ab = ad, odakle se, nakon skra�ivaǌa, izvodi jed-
nakost b = d. Dakle, zadovoǉen je uslov (i).

a = cx, x 6= e: Tada je cxb = cd, odakle se, nakon skra�ivaǌa,
izvodi jednakost xb = d. Dakle, zadovoǉen je uslov (ii).

c = ay, y 6= e: Analogno prethodnom sluqaju se zakǉuquje da je
zadovoǉen uslov (iii).

(⇐:) Iz uslova (i) se neposredno izvodi jednakost ab = cd. Ako je
zadovoǉen uslov (ii), onda va�i slede�i niz jednakosti:

ab = (cx)b = c(xb) = cd,

pa, dakle, i jednakost ab = cd. Sliqno, isti zakǉuqak se mo�e
izvesti i u sluqaju kada je zadovoǉen uslov (iii).

2

Zadatak 4 Rexiti po x i y jednaqinu ax = by, gde su a i b date reqi.

Rexeǌe:
Na osnovu Levijeve leme (teorema 1.2), jednakost ax = by va�i ako

i samo ako je zadovoǉen neki od slede�ih uslova:

(i) a = b, x = y

(ii) a = bz1, y = z1x za neku nepraznu req z1
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(iii) b = az2, x = z2y za neku nepraznu req z2

Motivisani prethodnim zakǉuqkom, pri rexavaǌu date jednaqine
razlikova�emo slede�a qetiri sluqaja:

(i) Ako je a = b, onda je rexeǌe jednaqine x = y = c, gde je c proizvo-
ǉna req.

(ii) Ako je a = bz1, onda je rexeǌe jednaqine x = c, y = z1c, gde je c
proizvoǉna req.

(iii) Ako je b = az2, onda je rexeǌe jednaqine x = z2c, y = c, gde je c
proizvoǉna req.

(iv) Ako nije zadovoǉen nijedan od uslova (i) − (iii), onda jednaqina
nema rexeǌa.

Zadatak 5 Azbuku Σ qine simboli konstanti (a, b, c, . . . ), simboli pro-
menǉivih (x, y, z, . . . ), operacijski simbol ∗ du�ine 2 i specijalni sim-
boli za zagrade ( i ). Nad tom azbukom definixemo izraz na slede�i
naqin:

(i) Konstante i promenǉive su izrazi.

(ii) Ako su t1 i t2 izrazi, onda je i (t1 ∗ t2) izraz.

(iii) Izrazi mogu biti opisani samo konaqnom primenom pravila (i) i
(ii).

Dokazati tvr�eǌa:
Ako je t izraz, a r bilo koja neprazna req nad azbukom Σ, onda tr nije

izraz.
Ako je t izraz, a r bilo koja neprazna req nad azbukom Σ, onda ni rt

nije izraz.

Rexeǌe:
Doka�imo tvr�eǌe matematiqkom indukcijom po du�ini reqi t.
Neka je t izraz du�ine 1. To, zbog naqina na koji je izraz defini-

san, znaqi da je t ili simbol konstante ili simbol promenǉive. Da-
ǉe, neka je r proizvoǉna neprazna req nad datom azbukom. Za du�inu
reqi tr va�i |tr| ≥ 2. Pretpostavimo sada suprotno – da req tr jeste
izraz. To, opet zbog naqina na koji je izraz definisan, znaqi da je
on oblika (t1 ∗ t2). Odatle sledi da t = (, xto protivreqi prethodno
utvr�enoj qiǌenici da je t simbol konstante, odnosno promenǉive.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sve izraze du�ine maǌe od n
(n > 1) i doka�imo da tvr�eǌe va�i za izraze du�ine n.

Neka je t izraz du�ine n i r proizvoǉna neprazna req nad datom
azbukom. Pretpostavimo suprotno — da req tr jeste izraz. Tada je
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tr = (t1 ∗ t2), gde su t1 i t2 izrazi. S druge strane, izraz t je du�ine
ve�e od 1, pa je oblika (t′ ∗ t′′), gde su t′ i t′′ izrazi. Dakle, va�i

(t′ ∗ t′′)r = (t1 ∗ t2),

odakle se, nakon skra�ivaǌa, izvodi

t′ ∗ t′′)r = t1 ∗ t2).

Odavde se tako�e mo�e zakǉuqiti i da je r = r′) za neku req r′ ∈ Σ∗.
Dakle, va�i:

t′︸︷︷︸
A

∗t′′)r′︸ ︷︷ ︸
B

= t1︸︷︷︸
C

∗t2︸︷︷︸
D

.

Iz posledǌe jednakosti, na osnovu Levijeve leme (teorema 1.2), sledi
da mora biti zadovoǉen jedan od slede�ih uslova:

A = C,B = D: Tada je t′ = t1 i ∗t′′)r′ = ∗t2. Iz posledǌe jednakosti se,
nakon skra�ivaǌa, dobija jednakost t′′)r′ = t2, koja protivreqi
induktivnoj pretpostavci, jer je |t′′| < |t| = n.

A = CX,XB = D: Tada je t′ = t1X i X ∗ t′′)r′ = ∗t2 (gde je X neprazna
req). Prva jednakost protivreqi induktivnoj pretpostavci, jer
je |t1| < |t′| < |t| = n.

AY = C,B = Y D: Tada je t′Y = t1 i ∗t′′)r′ = Y ∗ t2 (gde je Y neprazna
req). Prva jednakost protivreqi induktivnoj pretpostavci, jer
je |t′| < |t| = n.

Dakle, za izraz t bilo koje du�ine ne postoji neprazna req r nad
azbukom Σ takva da je tr tako�e izraz.

Analogno se dokazuje i da za izraz t bilo koje du�ine ne postoji
neprazna req r nad azbukom Σ takva da je rt tako�e izraz.

1.2 Formalne gramatike
Definicija 1.6 Neka su Σ i N dve disjunktne azbuke i neka je S slovo
azbuke N (S ∈ N). Formalna gramatika (gramatika Qomskog 1) je ure-
�ena qetvorka

G = (N,Σ, P, S),

gde je P (konaqan) skup pravila izvo�eǌa (pravila zamene ili produk-
cionih pravila) oblika

α→G β,

pri qemu je α ∈ (N ∪ Σ)∗N(N ∪ Σ)∗, β ∈ (N ∪ Σ)∗.
Skup Σ nazivamo skupom zavrxnih (terminalnih) slova, skup N

skupom nezavrxnih (neterminalnih) slova, a slovo S poqetnim (ili
polaznim) slovom ili aksiomom gramatike.

1Avram Noam Chomsky (1928-), ameriqki lingvista
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(Pravila izvo�eǌa α→G β1, α→G β2, . . . , α→G βn, kra�e zapisujemo
na slede�i naqin: α→G β1 | β2 | . . . | βn).

Primer 1.1 Σ = {a, b, (, ), ∗}
N = {S}
P = {S → (S ∗ S), S → a, S → b}

Primer 1.2 Σ = {p, q, r, (, ),∧,∨}
N = {S}
P = {S → (S ∨ S), S → (S ∧ S), S → p, S → q, S → r}

Definicija 1.7 Relaciju neposredne posledice (ili neposredne iz-
vodivosti) za gramatiku G, u oznaci⇒G definixemo na slede�i naqin:

φαψ ⇒G φβψ ako i samo ako α→G β,

pri qemu su φ i ψ ma koje reqi nad azbukom N ∪Σ. Vezu γ ⇒G δ qitamo:
req δ je neposredna posledica reqi γ ili iz γ se neposredno izvodi
δ.

Definicija 1.8 Ako va�i α ⇒G α1, α1 ⇒G α2, . . . , αk−1 ⇒G β, onda
pixemo kra�e α⇒k

G β, ka�emo req β se izvodi u k koraka iz reqi α, a
za dato izvo�eǌe ka�emo da je du�ine k. Reqi α, α1, α2, . . . , β nazivamo
qlanovima izvo�eǌa.

Dodatno, uvodimo i relaciju ⇒0
G na slede�i naqin:

α⇒0
G β ako i samo ako α = β

Za izvo�eǌe α⇒0
G β ka�emo da je du�ine 0 i nazivamo ga trivijalnim

izvo�eǌem.

Definicija 1.9 Tranzitivno zatvoreǌe relacije ⇒G oznaqavamo sa
⇒+

G, a tranzitivno i refleksivno sa ⇒∗G. Vezu α1 ⇒∗G αn, odnosno
α1 ⇒+

G αn qitamo: iz α1 se posredno izvodi αn ili req αn je posredna
posledica reqi α1 ili iz α1 posredno sledi αn.

Definicija 1.10 Jezik gramatike G = (N,Σ, P, S), u oznaci L(G), de-
finixemo na slede�i naqin:

L(G) = {w | w ∈ Σ∗ ∧ S ⇒+
G w}

Gramatika mo�e da se shvati i kao poseban tip formalne teorije
sa konaqno mnogo pravila izvo�eǌa od kojih su sva du�ine dva i
sa jednom aksiomom S. Dokaz teoreme αn (αn ∈ (N ∪ Σ)∗) je konaqan
niz reqi α1, α2, . . . , αn, gde su αi aksiome (tj. S) ili su izvedene iz
prethodnih qlanova niza po nekom od pravila izvo�eǌa. Jezik gener-
isan gramatikom G ili, kra�e, jezik gramatike G, u oznaci L(G), je
skup svih teorema te gramatike koje ne sadr�e nezavrxna slova.



8 Deo 1. Formalni jezici i gramatike

1.2.1 Klasifikacija Qomskog

Definicija 1.11 Gramatika G = (N,Σ, P, S) je

• desno linearna ako su sva ǌena pravila oblika

A→ w ili A→ wB,

gde je A,B ∈ N i w ∈ Σ∗;

• levo linearna ako su sva ǌena pravila oblika

A→ w ili A→ Bw,

gde je A,B ∈ N i w ∈ Σ∗;

• kontekstno slobodna ako su sva ǌena pravila oblika

A→ α,

gde je A ∈ N i α ∈ (N ∪ Σ)∗;

• kontekstno zavisna ako su sva ǌena pravila oblika

α→ β,

gde je α, β ∈ (N ∪ Σ)∗ i |α| ≤ |β|.

Primetimo da su sve desno (i levo) linearne gramatike kontek-
stno slobodne. Kontekstno slobodna gramatika je kontekstno zavisna
ukoliko ne sadr�i nijedno e-pravilo (jer za pravilo A → e ne va�i
1 = |A| ≤ |e| = 0).

Za jezik L se ka�e da je desno linearan, odnosno kontekstno slo-
bodan, odnosno kontekstno zavisan ako postoji gramatika G odgo-
varaju�eg tipa koja ga generixe, tj. L = L(G). Naglasimo da neki
jezik L mo�e biti generisan gramatikama razliqitog tipa, xto je
jasno iz malopre navedenog odnosa me�u datim tipovima gramatika.
Tako, na primer, svaki desno (levo) linearan jezik jeste ujedno i
kontekstno slobodan, dok obratno ne mora da va�i. To znaqi da
postojaǌe kontekstno slobodne gramatike koja generixe neki jezik
ne iskǉuquje mogu�nost da taj jezik mo�e biti generisan i nekom
linearnom gramatikom, tj. da takav jezik jeste linearan.

Zadatak 6 Odrediti jezik generisan gramatikom G = (N,Σ, P, S), gde
je
N = {S},
Σ = {a, b},
P = {S → aS (1◦), S → b (2◦)}.
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Rexeǌe:
Navedimo najpre, motivacije radi, jedan primer izvo�eǌa u gra-

matici G:
S

1◦⇒ aS
1◦⇒ aaS

1◦⇒ aaaS
2◦⇒ aaab

Doka�imo da va�i:2

L(G) = {anb | n ∈ N}

⊆: Svaka zavrxna req koja se izvodi u gramatici G je oblika anb (n ∈
N).

Doka�imo indukcijom jaqe tvr�eǌe:

Lema 1.1 Sve reqi koje mogu biti izvedene u gramatici G su ob-
lika anS ili anb (n ∈ N).

Dokaz indukcijom po du�ini izvo�eǌa, k:

Za k = 0, u odgovaraju�em izvo�eǌu nije primeǌeno nijedno
pravilo izvo�eǌa, tj. izvo�eǌe je trivijalno. Za poqetno slovo
S, dakle, dobija se tako�e req S. Kako je S = a0S, tvr�eǌe va�i
za k = 0.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sva izvo�eǌa du�ine maǌe
od k (k > 0) i doka�imo da ono va�i i za izvo�eǌa du�ine k.

Neka je S ⇒k w, tj. S ⇒k−1 w′ ⇒ w. Req w′ se izvodi u k − 1
koraka, pa je, na osnovu induktivne pretpostavke, w′ oblika anS,
odnosno anb (n ∈ N). Req w se netrivijalno, u ovom sluqaju izvo-
�eǌem du�ine 1, izvodi iz reqi w′, pa w′ mora da sadr�i bar
jedno nezavrxno slovo. Otuda, w′ je oblika anS. Ako je u k-tom
koraku primeǌeno pravilo 1◦, onda je w oblika an+1S, a ako je
primeǌeno pravilo 2◦, onda je w oblika anb.

Dakle, sve reqi koje mogu biti izvedene u gramatici G su oblika
anS ili oblika anb (n ∈ N), xto je i trebalo dokazati.

2

Na osnovu date leme, svi qlanovi izvo�eǌa (sve reqi koje mogu
biti izvedene u gramatici G) su oblika anS ili anb (n ∈ N), pa,
dakle, i zavrxne reqi — reqi bez nezavrxnih slova. Zavrxne
reqi ne mogu biti oblika anS (jer je S nezavrxno slovo), pa su
sve zavrxne reqi oblika anb (n ∈ N). Znaqi, L(G) ⊆ {anb | n ∈
N}.

⊇: Svaka req oblika anb, n ∈ N, mo�e biti izvedena u gramatici G.

Za proizvoǉno n (n ∈ N) req anb mo�e biti izvedena u gramatici
G:

2Sa N oznaqavamo skup prirodnih brojeva, tj. skup {0, 1, 2, . . . }. Sa N+ oz-
naqavamo skup pozitivnih prirodnih brojeva, tj. skup {1, 2, . . . }.
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S
1◦⇒ aS

1◦⇒ · · · 1◦⇒︸ ︷︷ ︸
n

anS
2◦⇒ anb

Dakle, L(G) ⊇ {anb | n ∈ N}.

Zadatak 7 Odrediti jezik generisan gramatikom G = (N,Σ, P, S), gde
je
N = {S},
Σ = {a, b},
P = {S → aSb (1◦), S → e (2◦)}.

Rexeǌe:
Navedimo najpre, motivacije radi, jedan primer izvo�eǌa u gra-

matici G:
S

1◦⇒ aSb
1◦⇒ aaSbb

1◦⇒ aaaSbbb
2◦⇒ aaabbb

Doka�imo da va�i:

L(G) = {anbn | n ∈ N}

⊆: Svaka zavrxna req koja se izvodi u gramatici G je oblika anbn,
n ∈ N.

Doka�imo indukcijom jaqe tvr�eǌe:

Lema 1.2 Sve reqi koje mogu biti izvedene u gramatici G su ob-
lika anSbn ili oblika anbn (n ∈ N).

Dokaz indukcijom po du�ini izvo�eǌa:

Za k = 0, u odgovaraju�em izvo�eǌu nije primeǌeno nijedno
pravilo izvo�eǌa, tj. izvo�eǌe je trivijalno. Za poqetno slovo
S, dakle, dobija se tako�e req S. Kako je S = a0Sb0, tvr�eǌe
va�i za k = 0.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sva izvo�eǌa du�ine maǌe
od k (k > 0) i doka�imo da ono va�i i za izvo�eǌa du�ine k.

Neka je S ⇒k w, tj. S ⇒k−1 w′ ⇒ w. Req w′ se izvodi u k −
1 koraka, pa je, na osnovu induktivne pretpostavke, w′ oblika
anSbn, odnosno anbn (n ∈ N). Req w se netrivijalno, u ovom
sluqaju izvo�eǌem du�ine 1, izvodi iz reqi w′, pa w′ mora da
sadr�i bar jedno nezavrxno slovo. Otuda, w′ je oblika anSbn.
Ako je u k-tom koraku primeǌeno pravilo 1◦, onda je w oblika
an+1Sbn+1, a ako je primeǌeno pravilo 2◦, onda je w oblika anbn.

Dakle, sve reqi koje mogu biti izvedene u gramatici G su oblika
anSbn ili oblika anbn (n ∈ N), xto je i trebalo dokazati.

2
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Na osnovu leme, svi qlanovi izvo�eǌa (sve reqi koje mogu biti
izvedene u gramatici G) su oblika anSbn ili anbn (n ∈ N), pa
i zavrxne reqi — reqi bez nezavrxnih slova. Zavrxne reqi ne
mogu biti oblika anSbn (jer je S nezavrxno slovo), pa su sve
zavrxne reqi oblika anbn (n ∈ N). Znaqi, L(G) ⊆ {anbn | n ∈ N}.

⊇: Svaka req anbn, n ∈ N, mo�e biti izvedena u gramatici G.

Za proizvoǉno n (n ∈ N) req anbn mo�e biti izvedena u gra-
matici G:

S
1◦⇒ aSb

1◦⇒ · · · 1◦⇒︸ ︷︷ ︸
n

anSbn
2◦⇒ anbn

Dakle, L(G) ⊇ {anbn | n ∈ N}.

Zadatak 8 Odrediti jezik generisan gramatikom G = (N,Σ, P, S), gde
je
N = {S,A},
Σ = {a, b},
P = {S → AA (1◦), A → AAA (2◦), A → bA (3◦), A → Ab (4◦), A →
a (5◦)}.

Rexeǌe:
Sa #x(y) oznaqavamo broj pojavǉivaǌa slova x (zavrxnog ili

nezavrxnog) u reqi y.
Doka�imo da va�i:

L(G) = {w |w ∈ {a, b}∗ ∧ #a(w) je paran broj ve�i od 0}.

⊆: Za svaku zavrxnu req koja se izvodi u gramatici G va�i: #a(w)
je paran broj ve�i od 0.

Doka�imo indukcijom slede�e tvr�eǌe:

Lema 1.3 Za sve reqi w koje mogu biti izvedene u gramatici G
vrednost #a(w) + #A(w) je paran broj.

Doka�imo ovo tvr�eǌe indukcijom po du�ini izvo�eǌa, k:

Za k = 0, u izvo�eǌu nije primeǌeno nijedno pravilo izvo�eǌa,
tj. izvo�eǌe je trivijalno. Za poqetno slovo S, dakle, dobija
se tako�e req S. Kako je #a(S)+#A(S) = 0+0 = 0, tvr�eǌe va�i
za k = 0.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�i za sva izvo�eǌa qija je du�ina
maǌa od k (k > 0) i doka�imo da ono va�i i za izvo�eǌa du�ine
k.

Neka je S ⇒k w, tj. S ⇒k−1 w′ ⇒ w. Req w′ se izvodi u k − 1 ko-
raka, pa je, na osnovu induktivne pretpostavke vrednost #a(w′)+
#A(w′) paran broj ve�i od 0.

U k-tom koraku izvo�eǌa primeǌeno je jedno od pravila 1◦-5◦:
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1◦ Va�i #a(w) = #a(w′) i #A(w) = #A(w′) + 2, pa je #a(w′) +
#A(w′) = #a(w′) + #A(w′) + 2. Na osnovu induktivne pret-
postavke, broj #a(w′) + #A(w′) je paran, pa je paran i broj
#a(w) + #A(w).

2◦ Iz #a(w) = #a(w′) i #A(w) = #A(w′) + 2, sledi tvr�eǌe.

3◦ Iz #a(w) = #a(w′) i #A(w) = #A(w′), sledi tvr�eǌe.

4◦ Iz #a(w) = #a(w′) i #A(w) = #A(w′), sledi tvr�eǌe.

5◦ Iz #a(w) = #a(w′) + 1 i #A(w) = #A(w′)− 1, sledi tvr�eǌe.

Dakle, za sve reqi w koje mogu biti izvedene u gramatici G
vrednost #a(w) + #A(w) je paran.

2

Na osnovu leme, za sve qlanove izvo�eǌa w (sve reqi koje mogu
biti izvedene u gramatici G) je #a(w)+#A(w) paran broj, pa to
va�i i za sve zavrxne reqi. Zavrxna req w ne mo�e sadr�avati
nezavrxna slova A, pa je #A(w) = 0, odakle sledi da je za svaku
zavrxnu req w broj #a(w) paran. Lako se dokazuje da svaka zavr-
xna req izvedena u gramatici G mora da sadr�i bar jedno slovo
a, pa je L(G) ⊆ {w |w ∈ {a, b}∗ ∧ #a(w) je paran broj ve�i od 0}.

⊇: Svaka req w ∈ {a, b}∗, takva da je #a(w) paran broj ve�i od 0 mo�e
biti izvedena u gramatici G.

Neka je w oblika bm1an1bm2 . . . bmkankbmk+1 (pri qemu je n1 + n2 +
· · ·+ nk = n paran broj ve�i od 0.

S
1◦⇒ AA

2◦,n2−1
⇒ An 3◦,m1⇒ bm1An 5◦,n1⇒ bm1an1An−n1 ⇒ . . .

⇒ bm1an1bm2 . . . bmkAnk
5◦,nk−1⇒ bm1an1 . . . ank−1A⇒

4◦,mk+1⇒ bm1an1 . . . ank−1Abmk+1
5◦⇒ bm1an1 . . . bmkankbmk+1

Dakle, L(G) ⊇ {w |w ∈ {a, b}∗ ∧ #a(w) je paran broj ve�i od 0}.

Zadatak 9 Odrediti jezik generisan gramatikom G = (N,Σ, P, S), gde
je
N = {S,B,C},
Σ = {a, b, c},
P = {S → aSBC (1◦), S → aBC (2◦), CB → BC (3◦), aB → ab (4◦), bB →
bb (5◦), bC → bc (6◦), cC → cc (7◦)}.

Rexeǌe:
Navedimo najpre, motivacije radi, dva primera izvo�eǌa u gra-

matici G:



1.2. Formalne gramatike 13

S
2◦⇒ aBC

4◦⇒ abC
6◦⇒ abc

S
1◦⇒ aSBC

2◦⇒ aaBCBC
3◦⇒ aaBBCC

4◦⇒ aabBCC
5◦⇒ aabbCC

6◦⇒ aabbcC
7◦⇒ aabbcc

Doka�imo da va�i

L(G) = {anbncn | n ≥ 1}

⊆: Svaka zavrxna req koja se izvodi u gramatici G je oblika anbncn

(n ≥ 1).

Primetimo najpre da nakon primene koraka 2◦ vixe ne mo�e biti
primeǌivano ni pravilo 1◦ ni pravilo 2◦. Tako�e, pravila 4◦,
5◦, 6◦ i 7◦ ne mogu da se primeǌuju dok se ne primeni pravilo
2◦.

Dakle, na poqetku izvo�eǌa, pravilo 1◦ se primeǌuje k puta
(k ≥ 0), nakon toga jednom se primeni pravilo 2◦, a zatim se
primeǌuju pravila 4◦, 5◦, 6◦ i 7◦. Dakle, poqetak svakog izvo-
�eǌa ima formu:

S
1◦,k⇒ akS(BC)k

2◦⇒ ak+1(BC)k+1,

gde je k ≥ 0. Indukcijom se mo�e dokazati da za svaku req w koja
mo�e biti izvedena u gramatici G va�i #a(w) = #b(w)+#B(w) =
#c(w) + #C(w). U zavrxnoj reqi w nema slova B i C (i S), pa
va�i #a(w) = #b(w) = #c(w).

Indukcijom se mo�e dokazati i da u svakom izvo�eǌu, u svakoj
reqi sva zavrxna slova prethode svim nezavrxnim slovima.

Na req ak+1(BC)k+1 mo�e se primeniti samo pravilo 4◦, pa u
svakom izvo�eǌu, nakon niza slova a mo�e da se pojavi samo
slovo b ili slovo B. U zavrxnim reqima, dakle, nakon niza
slova a sledi niz slova b.

Jedino pravilo qija leva strana poqiǌe slovom c je pravilo 7◦.
To je ujedno jedino pravilo koje eliminixe nezavrxno slovo
C. Ukoliko je ono primeǌeno na poziciji takvoj da desno od
ǌe postoji bar jedno slovo B (slova a i b se sigurno ne pojav-
ǉuju, jer u svakom izvo�eǌu, u svakoj reqi sva zavrxna slova
prethode svim nezavrxnim slovima) onda se dolazi do situacije
da na podreq cB ne mo�e da se primeni nijedno pravilo. Dakle,
u svakom izvo�eǌu koje vodi do zavrxne reqi, pravilo 7◦ se
primeǌuje samo na pozicijama takvim da desno od ǌih ne postoji
nijedno slovo B, odakle sledi da u svim izvedenim zavrxnim
reqima, sva slova b prethode svim slovima c.
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Dakle, u svakoj zavrxnoj reqi, broj pojavǉivaǌa slova a jednak
je broju pojavǉivaǌa slova b i c i sva slova a prethode svim
slovima b, a svi oni prethode svim slovima c, pa va�i L(G) ⊆
{anbncn | n ≥ 1}.

⊇: Svaka zavrxna req oblika anbncn (n ≥ 1) mo�e se izvesti u gra-
matici G.

Za proizvoǉno n (n ≥ 1) req anbncn mo�e biti izvedena u gra-
matici G:

S
1◦,n−1⇒ an−1S(BC)n−1 2◦⇒ an(BC)n

3◦,(n−1)(n−2)/2⇒ anBnCn 4◦⇒
anbBn−1Cn 5◦,n−1⇒ anbnCn 6◦⇒ anbncCn−1 7◦,n−1⇒ anbncn

Dakle, L(G) ⊇ {anbncn | n ≥ 1}.

Zadatak 10 Odrediti jezik generisan gramatikom G = (N,Σ, P, S), gde
je
N = {S,A,B,C,D},
Σ = {a, b},
P = {S → CD (1◦), C → aCA (2◦), C → bCB (3◦), AD → aD (4◦),
BD → bD (5◦), Aa→ aA (6◦), Ab→ bA (7◦), Ba→ aB (8◦),
Bb→ bB (9◦), C → e (10◦), D → e (11◦)}.

Rexeǌe:
L(G) = {ww | w ∈ Σ∗}

Zadatak 11 Odrediti gramatiku koja generixe jezik W = {aibj | i ≥
j > 0}.

Rexeǌe:
Neka je G = (N,Σ, P, S), gde je

N = {S,A,B},
Σ = {a, b},
P = {S → AB (1◦), A→ aA (2◦), A→ a (3◦), B → ABb (4◦), B → b (5◦)}.
Doka�imo da W = L(G).

⊆: Ako w ∈ W , tj. w = aibj, gde je i ≥ j > 0, onda se w mo�e izvesti
u gramatici G.

S
1◦⇒ AB

4◦,j−1⇒ AjBbj−1 5◦⇒ Ajbj
2◦,i−j⇒ ai−jAjbj

3◦,j⇒ aibj

Dakle, W ⊆ L(G).

⊇: Ako se req bez nezavrxnih slova w mo�e izvesti u gramatici G,
onda je w = aibj, gde je i ≥ j > 0.

Indukcijom po du�ini izvo�eǌa mo�e se dokazati da su u svakom
izvo�eǌu u izvedenoj reqi razdvojena slova a i A od slova b i
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B. Preciznije, ako je w qlan netrivijalnog izvo�eǌa, onda je
on ili oblika αBβ ili oblika αβ, gde α ∈ {A, a}∗ i β ∈ {b}∗.
Otuda, u zavrxnim reqima svim slovima b prethode sva slova a.

Indukcijom po du�ini izvo�eǌa mo�e se dokazati i da za svaku
req w u netrivijalnom izvo�eǌu va�i:

#a(w) + #A(w) ≥ #b(w) + #B(w) > 0.

Formuliximo navedena tvr�eǌa kao lemu i doka�imo je pri-
menom matematiqke indukcije.

Lema 1.4 Ako je w qlan netrivijalnog izvo�eǌa, onda je on ili
oblika αBβ ili oblika αβ, gde je α ∈ {A, a}∗ i β ∈ {b}∗ i, pritom,
va�i #a(w) + #A(w) ≥ #b(w) + #B(w) > 0.

Za k = 1, izvo�eǌe je S ⇒ AB, pa tvr�eǌe oqigledno va�i.

Pretpostavimo da tvr�eǌe va�e za sva izvo�eǌa du�ine maǌe
od k (k > 1) i doka�imo da ono va�i i za izvo�eǌa du�ine k.

Neka je S k−1⇒ w′ ⇒ w izvo�eǌe du�ine k. Na osnovu induktivne
pretpostavke, tvr�eǌe va�i za req w′. U k-tom koraku je prime-
ǌeno jedno od pravila 2◦-5◦. Ako je primeǌeno pravilo 2◦, onda
se u k-tom koraku izvodi α′Bβ ⇒ αBβ, odnosno α′β ⇒ αβ, gde
je α = α′A, α ∈ {A, a}∗ i #a(w) + #A(w) = #a(w′) + #A(w′) + 1 ≥
#b(w

′)+#B(w′)+1 = #b(w)+#B(w)+1 > #b(w)+#B(w). tvr�eǌe
se sliqno dokazuje i u preostala tri sluqaja.

Dakle, za sve reqi koje su qlanovi izvo�eǌa, pa tako i zavrxne,
va�i navedeno tvr�eǌe, pa je svaka zavrxna req w oblika αβ,
gde je α ∈ {a}∗ i β ∈ {b}∗ i pritom va�i #a(w) ≥ #b(w) > 0.
Dakle, req w je oblika aibj, gde je i = #a(w) ≥ j = #b(w) > 0,
xto je i trebalo dokazati.

Dakle, W ⊇ L(G).

Mo�e se pokazati da dati jezik mo�e biti generisan i formalnom
gramatikom G = (N,Σ, P, S), gde je
N = {S,A},
Σ = {a, b},
P = {S → aAb (1◦), A→ aAb (2◦), A→ aA (3◦), A→ e (4◦)}.

Zadatak 12 Odrediti gramatiku koja generixe jezik W = {a2ibi | i >
0}.

Rexeǌe:
Poka�imo da gramatika G = (N,Σ, P, S), gde je

N = {S},
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Σ = {a, b},
P = {S → aab (1◦), S → aaSb (2◦)}
zadovoǉava tra�ene uslove, tj. W = L(G).

⊆: Ako w ∈ W , tj. w = a2ibi, gde je i > 0, onda se w mo�e izvesti u
gramatici G.

S
2◦,i−1⇒ (aa)i−1Sbi−1 1◦⇒ (aa)ibi

Dakle, W ⊆ L(G).

⊇: Indukcijom se mo�e dokazati da je svaki qlan izvo�eǌa w ob-
lika a2iSbi (i ≥ 0) ili oblika a2ibi (i > 0). Zavrxna req w ne
mo�e da sadr�i slovo S, pa je oblika a2ibi (i > 0), odakle sledi
W ⊇ L(G).

Mo�e se pokazati da dati jezik mo�e biti generisan i formalnom
gramatikom G = (N,Σ, P, S), gde je
N = {S,A},
Σ = {a, b},
P = {S → aaAb (1◦), A→ aaAb (2◦), A→ e (3◦)}.

Zadatak 13 Odrediti gramatiku koja generixe sve palindrome nad az-
bukom {a, b}.

Rexeǌe:
Treba odrediti gramatiku koja generixe slede�i jezik:

W = {w ∈ Σ∗ | ŵ = w}3

Mo�e se pokazati da gramatika G = (N,Σ, P, S), gde je
N = {S},
Σ = {a, b},
P = {S → e (1◦), S → a (2◦), S → b (3◦), S → aSa (4◦), S → bSb (5◦)}
zadovoǉava tra�eni uslov.

Zadatak 14 Odrediti gramatiku koja generixe jezik
W = {anb[n/2] | n ≥ 0}.

Rexeǌe:
Mo�e se pokazati da gramatika G = (N,Σ, P, S), gde je

N = {S},
Σ = {a, b},
P = {S → aaSb (1◦), S → a (2◦), S → e (3◦)}
zadovoǉava tra�eni uslov.

3Sa ŵ je oznaqena req w zapisana zdesna nalevo.
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1.2.2 Regularni skupovi (regularni jezici)
Definicija 1.12 Neka je Σ konaqna azbuka. Regularan skup (regu-
laran jezik) nad Σ definixe se rekurzivno na slede�i naqin:

(i) Prazan skup, ∅, je regularan.

(ii) Skup {e} je regularan.

(iii) Skup {a} je regularan za svako slovo a ∈ Σ.

(iv) Ako su skupovi P i Q regularni, onda su regularni i slede�i sku-
povi: P ∪Q, PQ i P ∗.

(v) Regularni skupovi nad Σ su samo oni koji se mogu dobiti konaqnom
primenom pravila (i)-(iv).

Kada se govori o regularnim skupovima, qesto se znak ∪ zameǌuje
znakom +. Npr: P ∗ = {e}+ P + P 2 + P 3 + . . .

Teorema 1.3 Jezik nad konaqnom azbukom je regularan ako i samo ako je
desno linearan.

1.3 Leme o razrastaǌu

1.3.1 Lema o razrastaǌu za regularne jezike
Teorema 1.4 Neka je L regularan jezik. Tada postoji konstanta p (p ∈
N+) takva da se svaka req z (z ∈ L), za koju je |z| ≥ p, mo�e zapisati
u obliku uvw, pri qemu je 0 < |v| ≤ p i sve reqi uvkw (k = 0, 1, 2, . . . )
pripadaju jeziku L.4

Navedeno tvr�eǌe daje potreban uslov da jezik bude regularan.
Ono se najqex�e i primeǌuje upravo da se bi se pokazalo da neki
jezik nije regularan.

Zadatak 15 Dokazati da jezik L = {anbn | n ∈ N} nije regularan.

Rexeǌe:

Neka je z proizvoǉna neprazna req jezika L. Pokuxajmo da izaber-
emo podreq v (v 6= e) iz leme o razrastaǌu (teorema 1.4). To mo�emo
da uradimo samo na neki od slede�ih naqina:

1◦

z = a . . . a︸ ︷︷ ︸
u

a . . . a︸ ︷︷ ︸
v

a . . . ab . . . b︸ ︷︷ ︸
w

Tada uv0w /∈ L, jer je #a(uv0w) < #b(uv
0w), a za sve reqi z iz L

va�i #a(z) = #b(z).
4U literaturi na engleskom jeziku lema o razrastaǌu naziva se pumping lemma.

Dokaz leme se mo�e na�i u [8, 3].
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2◦

z = a . . . ab . . . b︸ ︷︷ ︸
u

b . . . b︸ ︷︷ ︸
v

b . . . b︸ ︷︷ ︸
w

Tada uv0w /∈ L, jer je #a(uv0w) > #b(uv
0w), a za sve reqi z iz L

va�i #a(z) = #b(z).

3◦

z = a . . . a︸ ︷︷ ︸
u

a . . . ab . . . b︸ ︷︷ ︸
v

b . . . b︸ ︷︷ ︸
w

Tada uv2w /∈ L, jer raspored slova a i b ne odgovara onom kod
reqi jezika L.

Oqigledno se podreq v, bez obzira na du�inu reqi z, ne mo�e
izabrati tako da uvkw ∈ L za sve prirodne brojeve k. Dakle, nije
zadovoǉen potreban uslov da bi jezik bio regularan (uslov iz leme
o razrastaǌu (teorema 1.4)), pa jezik L nije regularan.

Zadatak 16 Dokazati da jezik L = {anbamban+m | n,m ∈ N} nije
regularan.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste regularan. Neka je p

konstanta iz leme o razrastaǌu (teorema 1.4) i neka je z = anbamban+m,
pri qemu je |z| ≥ p. Va�i z ∈ L, pa se, na osnovu leme o razrastaǌu
(teorema 1.4), req z mo�e predstaviti u obliku uvw, gde 0 < |v| ≤ p,
tako da uvkw ∈ L za sve prirodne brojeve k. Pokaza�emo da to ne
va�i. Podreq v mo�emo da izaberemo samo na neki od slede�ih
naqina:

1◦ #b(v) = 0

n︷ ︸︸ ︷
a . . . a︸ ︷︷ ︸

u

a . . . a︸ ︷︷ ︸
v

a b

m︷ ︸︸ ︷
a . . . a b

n+m︷ ︸︸ ︷
a . . . a

n︷ ︸︸ ︷
a . . . a b

m︷ ︸︸ ︷
a . . . a a . . . a︸ ︷︷ ︸

v

a . . . a b

n+m︷ ︸︸ ︷
a . . . a

n︷ ︸︸ ︷
a . . . a b

m︷ ︸︸ ︷
a . . . a b

n+m︷ ︸︸ ︷
a . . . a a . . . a︸ ︷︷ ︸

v

a . . . a

U sva tri sluqaja uv0w /∈ L, jer broj slova a u prve dve sekvence
reqi uw ne odgovara broju slova a u tre�oj sekvenci.
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2◦ #b(v) ≥ 1

Tada je #b(uv
0w) < 2, pa uv0w /∈ L, jer za sve reqi z iz L va�i

#b(z) = 2.

Dakle, req z se ne mo�e prikazati u obliku uvw tako da uv0w,
tj. uw pripada jeziku L, xto protivreqi tvr�eǌu leme o razrastaǌu
(teorema 1.4). Dakle, jezik L nije regularan.

Zadatak 17 Dokazati da jezik L = {anban | n ≥ 1} nije regularan.

Rexeǌe:
Sliqno prethodnim zadacima razlikujemo slede�e sluqajeve:

1◦ #b(v) = 0
n︷ ︸︸ ︷

a . . . a︸ ︷︷ ︸
u

a . . . a︸ ︷︷ ︸
v

a . . . a b

m︷ ︸︸ ︷
a . . . a

n︷ ︸︸ ︷
a . . . a b

m︷ ︸︸ ︷
a . . . a a . . . a︸ ︷︷ ︸

v

a . . . a

U oba sluqaja uv0w /∈ L, zbog razliqitog broja slova a u prvoj
i drugoj sekvenci reqi uw.

2◦ #b(v) = 1

Tada #b(uv
0w) = 0, pa uv0w /∈ L, jer za sve reqi z iz L va�i

#b(z) = 1.

Zadatak 18 Dokazati da jezik L = {ww | w ∈ {a, b}∗} nije regularan.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste regularan. Neka je p

konstanta iz leme o razrastaǌu (teorema 1.4) i neka je n prirodan
broj takav da je n ≥ p. Neka je z = anbnanbn. Va�i da z ∈ L i
|z| = 4n > p. Tada se, na osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.4), req
z mo�e predstaviti u obliku uvw, gde 0 < |v| ≤ p, tako da uvkw ∈ L za
sve prirodne brojeve k. Pokaza�emo da to ne va�i. Podreq v mo�emo
da izaberemo samo na neki od slede�ih naqina za i > 0 i j > 0 (jer je
p ≤ n):

1◦ v = ai

Razlikujemo slede�a dva podsluqaja:
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(1)

a . . . a

i︷ ︸︸ ︷
a . . . a︸ ︷︷ ︸

v

a . . . abnanbn

Tada uv0w = an−ibnanbn /∈ L.
(2)

anbna . . . a

i︷ ︸︸ ︷
a . . . a︸ ︷︷ ︸

v

a . . . abn

Tada uv0w = anbnan−ibn /∈ L.

2◦ v = bi

Sliqno prethodnom delu, uv0w /∈ L (tj. anbn−ianbn /∈ L, odnosno
anbnanbn−i /∈ L).

3◦ v = aibj

Sliqno prethodnom delu, uv0w /∈ L (tj. an−ibn−janbn /∈ L, odnosno
anbnan−ibn−j /∈ L).

4◦ v = biaj

Tada uv2w = anbnajbianbn /∈ L.

Dakle, ne mo�e se izabrati podreq v tako da uvkw ∈ L za bilo koji
prirodan broj k, a to protivreqi tvr�eǌu leme o razrastaǌu (teo-
rema 1.4), pa jezik L nije regularan.

Zadatak 19 Dokazati da jezik L = {aibj | nzd(i, j) > 1} nije regularan.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste regularan. Tada, na

osnovu leme o razrastaǌu za regularne jezike (teorema 1.4), postoji
konstanta p (p ∈ N+) takva da se svaka req z iz L du�ine ≥ p mo�e
predstaviti u obliku uvw i pri tome va�i 0 < |v| ≤ p i uvkw ∈ L za
k = 0, 1, 2, . . . . Neka je i prost broj i i > p. Neka je z = aibi. Tada je
nzd(i, i) = i > 1 (jer je i prost), pa z ∈ L. Va�i i |z| = 2i ≥ p. Podreq
v reqi z (0 < |v| ≤ p) mo�emo izabrati samo na neki od slede�a tri
naqina:

1◦ v = ambn, m > 0, n > 0, m+ n ≤ p
Tada ai−m(ambn)kbi−m /∈ L za k > 1.

2◦ v = am, 0 < m ≤ p
Doka�imo da tada req ai−m(am)0bi(= ai−mbi) ne pripada jeziku
L. Pretpostavimo suprotno — da ai−mbi ∈ L. Onda je, na osnovu
definicije jezika L, nzd(i − m, i) > 1. Kako je 0 < i − m < i,
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to je nzd(i − m, i) < i. Dakle, imamo da nzd(i − m, i)|i i 1 <
nzd(i − m, i) < i, a to protivreqi qiǌenici da je i prost broj.
Stoga, ai−mbi /∈ L.

3◦ v = bm, 0 < m ≤ p
Sliqno kao u sluqaju 2◦ pokazuje se da aibi−m /∈ L.

Dakle, z ∈ L i |z| ≥ p, a z se ne mo�e zapisati u obliku uvw tako
da uvkw ∈ L za sve prirodne brojeve k, xto protivreqi tvr�eǌu leme
o razrastaǌu (teorema 1.4), pa jezik L nije regularan.

Zadatak 20 Neka je f : N −→ N monotona rastu�a funkcija takva da
za svaki n postoji m takav da je f(m+ 1)−f(m) ≥ n. Dokazati da jezik

L = {af(m) | m ≥ 1}

nije regularan.

Rexeǌe:
Oznaqimo date pretpostavke na slede�i naqin:

(1) f ↗

(2) (∀n ∈ N)(∃m ∈ N) f(m+ 1)− f(m) ≥ n

Pretpostavimo suprotno — da skup L jeste regularan. Tada, na
osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.4), postoji konstanta p (p ∈ N+)
takva da se svaka req z iz L du�ine ≥ p, mo�e predstaviti u obliku
uvw tako da 0 < |v| ≤ p i uvkw ∈ L za svaki k = 0, 1, 2, . . . . To znaqi da
za neko p (p ∈ N+) va�i slede�a implikacija:

f(m) ≥ p⇒ (∃q ∈ N)(0 < q ≤ p ∧ (∀k ∈ N) af(m)−q(aq)k ∈ L)

Kako af(m)−q(aq)k ∈ L akko f(m) − q + qk = f(nk) za neko nk, to va�i
slede�a implikacija:

f(m) ≥ p
⇒(∃q ∈ N)(0 < q ≤ p ∧ (∀k ∈ N)(∃nk ∈ N)f(m) + (k − 1)q = f(nk))

Definiximo skup M na slede�i naqin:

M = {l | f(l + 1)− f(l) ≥ p}

Oqigledno va�i da M ⊆ N i M 6= ∅ (zbog (2)), pa, kako je N dobro
ure�en skup, postoji minM . Neka je m = minM . Kako m ∈M , to va�i
f(m + 1) ≥ f(m) + p. Odatle sledi da f(m + 1) ≥ p (jer je f(m) ≥ 0),
odakle, na osnovu prethodne implikacije), izvodimo slede�e tvr�e-
ǌe:

(∃q ∈ N)(0 < q ≤ p ∧ (∀k ∈ N)(∃nk ∈ N)f(m+ 1) + (k − 1)q = f(nk))
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Neka je q prirodan broj koji zadovoǉava slede�i uslov:

0 < q ≤ p ∧ (∀k ∈ N)(∃nk ∈ N)f(m+ 1) + (k − 1)q = f(nk) (3)

Tada za k = 0 imamo da f(m+ 1) + (0− 1)q = f(n0) za neko n0 ∈ N, tj.

f(m+ 1) = f(n0) + q (4)

Doka�imo da f(m) ≤ f(n0) < f(m+ 1):

f(m+ 1) = f(n0) + q ∧ f(m+ 1) ≥ f(m) + p

⇒ f(n0) + q ≥ f(m) + p

⇒ f(n0) ≥ f(m) + (p− q)
⇒ f(n0) ≥ f(m) (jer je na osnovu (3) q ≤ p)

f(m+ 1) = f(n0) + q

⇒ f(m+ 1) > f(n0) (jer je na osnovu (3) q > 0)

Dakle, f(m) ≤ f(n0) < f(m + 1), odakle je, zbog (1), f(n0) = f(m).
Zamenom ove jednakosti u (4) dobijamo da f(m+ 1) = f(m) + q. Daǉe,

f(m+ 1) = f(m) + q ∧ f(m+ 1) ≥ f(m) + p

⇒ f(m) + q ≥ f(m) + p

⇒ q ≥ p
⇒ q = p (jer je na osnovu (3) q ≤ p)

Odatle, f(m+1) = f(m)+p. Xtavixe, zamenom q sa p u (3), dobijamo:

(∀k ∈ N)(∃nk ∈ N)f(m+ 1) = f(nk) + (k − 1)p (5)

Zbog (1) va�i n0 < n1 < n2 < n3 < n4 < . . . , n0 = m i n1 = m+1. Odnos
vrednosti funkcije f u ovim taqkama je prikazan na slede�oj slici:

f(m) f(m+ 1)

p

f(n2)

p

f(n3)

p

f(n4)

p

Sada je jasnije zaxto, na osnovu (1) i (5), mora va�iti i:

(∀l ≥ m)f(l + 1)− f(l) ≤ p (6)

S druge strane, zbog naqina izbora m va�i i:

(∀l < m)f(l + 1)− f(l) < p (7)
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Iz (6) i (7) sledi:

(∀l ∈ N)f(l + 1)− f(l) ≤ p (8)

Neka je n > p. Tada, zbog (8):

(∀l ∈ N)f(l + 1)− f(l) < n,

xto je protivreqi pretpostavci (2). Dakle, skup L nije regularan.

Zadatak 21 Dokazati da jezik generisan gramatikom

G = ({S}, {a, b, c}, {S −→ aSbS | c}, S)

nije regularan.

Zadatak 22 Odrediti klasu P polinoma sa koeficijentima iz skupa N
takvu da va�i:

(P ∈ P) ⇔ jezik {anbP (n) | n ≥ 1} je regularan

Uputstvo:
Primenom leme o razrastaǌu (teorema 1.4) mo�e se dokazati da

nijedan polinom stepena ve�eg od nula ne pripada klasi P. S druge
strane, mo�e se dokazati da desno linearna gramatika G = (N,Σ, P, S),
gde je
N = {S},
Σ = {a, b},
P = {S → aS (1◦), S → abp (2◦)}
generixe jezik {anbp | n ≥ 1}, gde je p dat prirodan broj.

Iz prethodna dva tvr�eǌa sledi da je tra�ena klasa polinoma
klasa konstantnih polinoma, tj. P = {p | p ∈ N}.

1.3.2 Lema o razrastaǌu za kontekstno slobodne
jezike

Teorema 1.5 Neka je L kontekstno slobodan jezik. Tada postoje kon-
stante p i q (p, q ∈ N+) takve da se svaka req z jezika L, za koju je
|z| > p, mo�e zapisati u obliku uvwxy, pri qemu je vx 6= e (v ili x nije
prazna req), |vwx| ≤ q i sve reqi uvkwxky (k = 0, 1, 2 . . . ) pripadaju jeziku
L.5

Navedeno tvr�eǌe daje potreban uslov da jezik bude kontekstno
slobodan, te se najqex�e koristi da se poka�e da dati jezik nije
kontekstno slobodan, tj. da ne postoji kontekstno slobodna gramatika
koja ga generixe.

5U literaturi na engleskom jeziku lema o razrastaǌu naziva se pumping lemma.
Dokaz leme se mo�e na�i u [8, 3, 1].
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Zadatak 23 Dokazati da jezik L = {anbncn | n ≥ 1} nije kontekstno
slobodan.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste kontekstno slobodan.

Neka su p i q odgovaraju�e konstante iz leme o razrastaǌu (teorema
1.5) i neka je n > p, q. Neka je z = anbncn, gde je n ≥ 1. Onda z ∈ L i
|z| = 3n > 3p > p. Tada se req z, na osnovu leme o razrastaǌu (teorema
1.5), mo�e zapisati u obliku uvwxy, gde vx 6= e, |vwx| ≤ q i sve reqi
uvkwxky (k = 0, 1, 2, . . . ) pripadaju jeziku L. Podreq vwx reqi z mo�e
se izabrati samo na neki od slede�ih naqina (jer je n > q):

1◦
n︷ ︸︸ ︷

a . . . a a . . . a︸ ︷︷ ︸
vwx

a . . . a

n︷ ︸︸ ︷
b . . . b

n︷ ︸︸ ︷
c . . . c

Tada je #a(uv0wx0y) < #b(uv
0wx0y), pa uv0wx0y /∈ L.

2◦
n︷ ︸︸ ︷

a . . . a

n︷ ︸︸ ︷
b . . . b b . . . b︸ ︷︷ ︸

vwx

b . . . b

n︷ ︸︸ ︷
c . . . c

Sliqno kao u sluqaju 1◦ pokazuje se da uv0wx0y /∈ L.

3◦
n︷ ︸︸ ︷

a . . . a

n︷ ︸︸ ︷
b . . . b

n︷ ︸︸ ︷
c . . . c c . . . c︸ ︷︷ ︸

vwx

c . . . c

Sliqno kao u sluqaju 1◦ pokazuje se da uv0wx0y /∈ L.

4◦

a . . . a a . . . ab . . . b︸ ︷︷ ︸
vwx

b . . . bc . . . c

Tada je #a(uv0wx0y) < #c(uv
0wx0y) (i #b(uv

0wx0y) < #c(uv
0wx0y)),

pa uv0wx0y /∈ L.

5◦

a . . . ab . . . b b . . . bc . . . c︸ ︷︷ ︸
vwx

c . . . c

Sliqno kao u sluqaju 4◦ pokazuje se da uv0wx0y /∈ L.

Napomena: Sluqaj vwx = aibncj (i, j > 0) nismo razmatrali, jer bi
onda va�ilo |vwx| > n > q.

Dakle, z ∈ L i |z| > p, a z se ne mo�e zapisati u obliku uvwxy, gde
vx 6= e, |vwx| ≤ q, tako da sve reqi uvkwxky (k = 0, 1, 2, . . . ) pripadaju
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jeziku L. Ovo protivreqi tvr�eǌu leme o razrastaǌu (teorema 1.5),
pa jezik L nije kontekstno slobodan.

Zadatak 24 Dokazati da jezik L = {anbmcndm | n ≥ 1, m ≥ 1} nije
kontekstno slobodan.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste kontekstno slobodan.

Neka su p, q odgovaraju�e konstante iz leme o razrastaǌu (teorema
1.5) i neka je n,m > p, q. Neka je z = anbmcndm. Onda z ∈ L i |z| =
2(n+m) > 2(p+ p) = 4p > p. Tada se req z, na osnovu leme o razrasta-
ǌu (teorema 1.5), mo�e zapisati u obliku uvwxy, gde vx 6= e, |vwx| ≤ q
i sve reqi uvkwxky (k = 0, 1, 2, . . . ) pripadaju jeziku L. Podreq vwx
reqi z se mo�e izabrati samo na neki od slede�ih naqina:

1◦ Podreq vwx se sastoji samo od jedne vrste slova.

n︷ ︸︸ ︷
a . . .︸︷︷︸

(1)

a

m︷ ︸︸ ︷
b . . .︸︷︷︸

(2)

b

n︷ ︸︸ ︷
c . . .︸︷︷︸

(3)

c

m︷ ︸︸ ︷
d . . .︸︷︷︸

(4)

d

2◦ Podreq vwx se sastoji od taqno dve vrste slova.

a . . . ab︸︷︷︸
(1)

. . . bc︸︷︷︸
(2)

. . . cd︸︷︷︸
(3)

. . . d

Napomena: Nije mogu�e da req vwx ima vixe od dve vrste slova, jer
|vwx| ≤ q i n,m > q.

Utvrdi�emo da u svakom od ovih sluqajeva uv2wx2y /∈ L. Prime-
timo da u svakom od sedam mogu�ih sluqajeva u reqi uv2wx2y bar
jedan od blokova an, cn ostaje nepromeǌen, a isto va�i i za blokove
bm, dm. To znaqi da je bar jedan od brojeva #a(uv2wx2y), #c(uv

2wx2y)
jednak broju n, i da je bar jedan od brojeva #b(uv

2wx2y), #d(uv2wx2y)
jednak broju m. Na osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.5) uv2wx2y ∈
L, a to znaqi da

#a(uv2wx2y) = #c(uv
2wx2y) = n i #b(uv

2wx2y) = #d(uv2wx2y) = m.

Odatle je |uv2wx2y| = n+m+ n+m = |z|. S druge strane je

|uv2wx2y| = |uvwxy|+ |vx| = |z|+ |vx|.
Kako je |vx| > 0, to je |uv2wx2y| > |z|. Dakle, z ∈ L i |z| > p, a z

se ne mo�e zapisati u obliku uvwxy, gde vx 6= e, |vwx| ≤ q, tako da
sve reqi uvkwxky (k = 0, 1, 2, . . . ) pripadaju jeziku L. Ovo protivreqi
tvr�eǌu leme o razrastaǌu (teorema 1.5), pa jezik L nije kontekstno
slobodan.
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Zadatak 25 Dokazati da jezik L = {an | n je prost broj } nije kontek-
stno slobodan.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste kontekstno slobodan.

Neka su p, q odgovaraju�e konstante iz leme o razrastaǌu i neka je n
prost broj takav da n > p, q+ 1. Neka je z = an. Onda z ∈ L i |z| = n >
p. Tada se req z, na osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.5), mo�e
zapisati u obliku uvwxy, gde vx 6= e, |vwx| ≤ q i sve reqi uvkwxky
(k = 0, 1, 2, . . . ) pripadaju jeziku L. Dakle, req z dekomponujemo na
slede�i naqin:

z = an = an1︸︷︷︸
u

an2︸︷︷︸
v

an3︸︷︷︸
w

an4︸︷︷︸
x

an5︸︷︷︸
y

,

gde je

n1 + n2 + n3 + n4 + n5 = n (1.1)

n2 + n4 > 0 (1.2)

n2 + n3 + n4 ≤ q

Na osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.5), va�i

uvn+1wxn+1y ∈ L,

tj.
an1an2(n+1)an3an4(n+1)an5 ∈ L

To znaqi da je du�ina ove reqi, tj. broj n1+n2(n+1)+n3+n4(n+1)+n5,
prost broj. Kako je

n1 + n2(n+ 1) + n3 + n4(n+ 1) + n5

= (n1 + n2 + n3 + n4 + n5) + n(n2 + n4)

= n+ n(n2 + n4)

(na osnovu jednakosti 1.1)

= n(n2 + n4 + 1),

to znaqi da je n(n2 + n4 + 1) prost broj. Kako je, na osnovu nejed-
nakosti 1.2, n2 + n4 + 1 > 1, a broj n izabran tako da je n > q + 1, pa
shodno tome i n > 1, to znaqi da je n(n2 + n4 + 1) slo�en broj, a to
protivreqi prethodnom zakǉuqku da je posmatrani broj prost.

Dakle, jezik L nije kontekstno slobodan.

Zadatak 26 Dokazati da jezik L = {an2 | n ≥ 1} nije kontekstno
slobodan.
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Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste kontekstno slobodan.

Neka su p, q odgovaraju�e konstante iz leme o razrastaǌu (teorema
1.5) i neka je n > p, q. Neka je z = an

2

. Onda z ∈ L i |z| = n2 ≥ n > p.
Req z se, na osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.5), mo�e zapisati u
obliku uvwxy, gde vx 6= e, |vwx| ≤ q i sve reqi uvkwxky (k = 0, 1, 2, . . . )
pripadaju jeziku L. Kako je |vx| > 0, imamo da

|uv2wx2y| = |uvwxy|+ |vx| = |z|+ |vx| > |z| = n2

S druge strane, kako je vwx ≤ q < n, imamo da

|uv2wx2y| ≤ |uvwxy|+ |vwx| = |z|+ |vwx|
≤ n2 + q < n2 + n < n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2

Dakle, n2 < |uv2wx2y| < (n + 1)2, pa uv2wx2y /∈ L, a to protivreqi
tvr�eǌu leme o razrastaǌu (teorema 1.5). Prema tome, jezik L nije
kontekstno slobodan.

Zadatak 27 Dokazati da jezik L = {a2n | n ≥ 1} nije kontekstno
slobodan.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da jezik L jeste kontekstno slobodan.

Neka su p, q odgovaraju�e konstante iz leme o razrastaǌu (teorema
1.5) i neka je n takav da 2n > p, q. Neka je z = a2n

. Onda z ∈ L i |z| =
2n > p. Req z se, na osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.5), mo�e
zapisati u obliku uvwxy, gde vx 6= e, |vwx| ≤ q i sve reqi uvkwxky
(k = 0, 1, 2, . . . ) pripadaju jeziku L. Dakle, req z dekomponujemo na
slede�i naqin:

z = a2n

= an1︸︷︷︸
u

an2︸︷︷︸
v

an3︸︷︷︸
w

an4︸︷︷︸
x

an5︸︷︷︸
y

,

gde je

n1 + n2 + n3 + n4 + n5 = 2n (1.3)

n2 + n4 > 0

n2 + n3 + n4 ≤ q (1.4)

Na osnovu leme o razrastaǌu (teorema 1.5), va�i

uv2wx2y ∈ L,

tj.
an1a2n2an3a2n4an5 ∈ L,
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To znaqi da je

n1 + 2n2 + n3 + 2n4 + n5

= (n1 + n2 + n3 + n4 + n5) + (n2 + n4)

= 2n + (n2 + n4)

(na osnovu jednakosti 1.3)

≤ 2n + q

(na osnovu nejednakosti 1.4)

≤ 2n + 2n

= 2n+1

Dakle, za req uv2wx2y va�i 2n < uv2wx2y < 2n+1, xto protivreqi
pretpostavci da ta req uv2wx2y pripada jeziku L. Prema tome, jezik
L nije kontekstno slobodan.

Zadatak 28 Odrediti klasu P polinoma sa koeficijentima iz skupa N
takvu da va�i:

(P ∈ P) ⇔ jezik {anbP (n) | n ≥ 1} je kontekstno slobodan

Uputstvo:
Primenom leme o razrastaǌu (teorema 1.5) mo�e se dokazati da

nijedan polinom stepena ve�eg od jedan ne pripada klasi P. S druge
strane, mo�e se dokazati da kontekstno slobodna gramatika G =
(N,Σ, P, S), gde je
N = {S},
Σ = {a, b},
P = {S → aSbq (1◦), S → bp (2◦)}
generixe jezik {anbp+qn | n ≥ 1}, gde su p i q dati prirodni brojevi.

Iz prethodna dva tvr�eǌa sledi da je tra�ena klasa polinoma
klasa linearnih polinoma, tj.

P = {p+ qn | p, q ∈ N}
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Automati

Automate su apstraktne maxine qiji ulaz predstavǉa neka req. Ovu
req automat obra�uje u diskretnim vremenskim trenucima, i u svakom
od ǌih automat se nalazi u nekom staǌu. U zavisnosti od staǌa
automata, req sa ulaza mo�e biti prihva�ena ili odbaqena. Stoga
automate qesto nazivamo prihvataqkim sistemima, za razliku od for-
malnih gramatika, koje nazivamo generatorskim sistemima. Izme�u
ova dva formalizma, ipak, postoji tesna veza. Naime, za oba je vezan
pojam jezika, s tim xto automat prepoznaje (prihvata, dopuxta) reqi
nekog jezika, dok se formalnom gramatikom te reqi generixu. Pre-
cizna veza izme�u odre�enih vrsta automata i formalnih gramatika
bi�e iskazana odgovaraju�im teoremama.

2.1 Konaqni automati
Definicija 2.1 Konaqan automat je ure�ena petorka

M = (Q,Σ, δ, q0, F ),

gde je Q neprazan (konaqan) skup staǌa, Σ ulazna azbuka, δ : Q × Σ →
P(Q) funkcija prelaska, q0 (q0 ∈ Q) poqetno staǌe i F (F ⊆ Q) skup
zavrxnih staǌa.

Ure�eni par (q, w) ((q, w) ∈ Q × Σ∗) nazivamo konfiguracijom ko-
naqnog automata, pri qemu q predstavǉa staǌe u kome se automat
nalazi, a w deo reqi sa ulaza koji jox nije proqitan. Konfiguraciju
(q0, w) nazivamo poqetnom, a (q, e), gde q ∈ F , zavrxnom konfiguracijom.

Definicija 2.2 Relaciju prelaska za konaqni automat

M = (Q,Σ, δ, q0, F ),

u oznaci `M , definixemo na slede�i naqin:

(q, aw) `M (q′, w) ako i samo ako q′ ∈ δ(q, a),

29
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pri qemu q, q′ ∈ Q, a ∈ Σ i w ∈ Σ∗. Vezu (q, aw) `M (q′, w) qitamo:
konaqni automat M mo�e da pre�e iz konfiguracije (q, aw) u konfig-
uraciju (q′, w) qitaju�i slovo a.

Definicija 2.3 Ako va�i (q, w) `M (q1, w1), (q1, w1) `M (q2, w2), . . . ,
(qk−1, wk−1) `M (qk, wk), onda pixemo kra�e (q, w) `kM (qk, wk), i ka�emo
da konaqan automat M prelazi iz konfiguracije (q, w) u konfigu-
raciju (qk, wk) u k koraka.

Definicija 2.4 Tranzitivno zatvoreǌe relacije `M oznaqavamo sa
`+
M , a tranzitivno i refleksivno sa `∗M .

Definicija 2.5 Jezik dopuxten konaqnim automatom

M = (Q,Σ, δ, q0, F ),

u oznaci L(M), definixemo na slede�i naqin:

L(M) = {w | w ∈ Σ∗ ∧ (∃q ∈ F ) (q0, w) `∗M (q, e)}

Teorema 2.1 Jezik je dopuxten nekim konaqnim automatom ako i samo
ako je regularan.1

Kako je jezik regularan ako i samo ako je on desno linearan (vi-
deti teoremu 1.3), jasna je veza izme�u konaqnih automata i desno
linearnih gramatika. Analogno tvr�eǌe va�i i za levo linearne
gramatike.

Zadatak 29 Odrediti jezik dopuxten konaqnim automatom
M = (Q,Σ, δ, q0, F ), gde je
Q = {q0, q1, q2, q3},
Σ = {a, b},
F = {q3},
a funkcija prelaska zadata slede�om tablicom:

a b
q0 {q1, q3} {q2, q3}
q1 {q2, q3}
q2 {q1, q3}
q3

Rexeǌe:
Dati konaqni automat mo�emo grafiqki predstaviti na slede�i

naqin:

1Dokaz teoreme se mo�e na�i u [8, 1, 3].
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q0

q1

q2

q3

b

a, b a

a

b

b

a

Navedimo sada jedan primer prepoznavaǌa reqi pomo�u datog ko-
naqnog automata:

(q0, baba) `M (q2, aba) `M (q1, ba) `M (q2, a) `M (q3, e)

Doka�imo da jezik dopuxten konaqnim automatomM qine sve naiz-
meniqne reqi (nad azbukom Σ), tj. sve neprazne reqi kod kojih se slova
a i b naizmeniqno pojavǉuju.

⊇: Sve naizmeniqne reqi nad Σ su dopuxtene konaqnim automatom
M .

Doka�imo ovo tvr�eǌe indukcijom po du�ini naizmeniqne reqi,
k:

Za k = 1, odgovaraju�a naizmeniqna req je a, odnosno b. Obe
reqi su dopuxtene konaqnim automatom M , jer va�i (q0, a) `M
(q3, e) i (q0, b) `M (q3, e).

Daǉe, pretpostavimo da su sve naizmeniqne reqi du�ine k do-
puxtene konaqnim automatom M , i doka�imo da isto tvr�eǌe
va�i i za sve naizmeniqne reqi du�ine k + 1. Neka je w naiz-
meniqna req du�ine k+1. Tada je w = aw′, gde je w′ naizmeniqna
req du�ine k koja poqiǌe slovom b, odnosno w = bw′, gde je w′

naizmeniqna req du�ine k koja poqiǌe slovom a. Dokaza�emo
tvr�eǌe samo za prvi sluqaj. U drugom sluqaju dokaz se izvodi
analogno.

Dakle, neka je w = aw′, gde je w′ naizmeniqna req du�ine k
koja poqiǌe slovom b. Tada va�i (q0, aw

′) `M (q1, w
′). Doka�imo

da va�i (q1, w
′) `∗M1

(q3, e), gde je M1 = (Q1,Σ, δ1, q1, F ) podau-
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tomat konaqnog automata M za koji je M1 = (Q1,Σ, δ1, q1, F ), Q1 =
{q1, q2, q3}, a funkcija prelaska zadata slede�om tablicom:

a b
q1 {q2, q3}
q2 {q1, q3}
q3

Ovaj konaqni automat mo�emo grafiqki predstaviti na slede�i
naqin:

q1 q2

q3

b

b a

a

Doka�imo slede�e tvr�eǌe:

Lema 2.1 Konaqni automat M1 dopuxta sve naizmeniqne reqi
nad Σ koje poqiǌu slovom b.

Dokaz indukcijom po du�ini reqi, k:

Za k = 1, odgovaraju�a naizmeniqna req je b, pa kako va�i
(q1, b) `M1

(q3, e), ova req je dopuxtena automatom M1.

Daǉe, pretpostavimo da su sve naizmeniqne reqi du�ine ma-
ǌe ili jednake k koje poqiǌu slovom b dopuxtene konaqnim au-
tomatom M1, i doka�imo da isto tvr�eǌe va�i i za sve takve
reqi du�ine k+ 1. Neka je w naizmeniqna req du�ine k+ 1 koja
poqiǌe slovom b. Za takvu req va�i w = bw′, gde je w′ naiz-
meniqna req du�ine k koja poqiǌe slovom a. Ako je |w′| = 1,
onda je w′ = a, tj. w = ba. Kako va�i

(q1, ba) `M1
(q2, a) `M1

(q3, e),
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to znaqi da je req w dopuxtena konaqnim automatom M1. Ako je
|w′| > 1, onda je w = baw′′, gde je w′′ naizmeniqna req du�ine k−2
koja poqiǌe slovom b. Kako va�i

(q1, baw
′′) `M1

(q2, aw
′′) `M1

(q1, w
′′) `∗M1

(q3, e),

to znaqi da je req w dopuxtena konaqnim automatom M1. 2

Dakle, va�i (q0, aw
′) `M (q1, w) `∗M1

(q3, e), pa kako je M1 podau-
tomat konaqnog automata M , i (q0, aw

′) `∗M (q3, e), xto je i tre-
balo dokazati.

⊆: Svaka req dopuxtena konaqnim automatom M je naizmeniqna.

Dokaz indukcijom po du�ini najkra�eg dokaza, k:

Za k = 1, odgovaraju�i dokaz je (q0, a) `M (q3, e), odnosno (q0, b) `M
(q3, e). Na ovaj naqin dopuxtena req je a, odnosno b, i ona jeste
naizmeniqna.

Daǉe, pretpostavimo da svaka req sa najkra�im dokazom du�ine
maǌe ili jednake k jeste naizmeniqna, i doka�imo da isto tvr-
�eǌe va�i i za sve reqi sa najkra�im dokazom du�ine k + 1.
Neka je w req sa najkra�im dokazom du�ine k + 1. Za takvu req
va�i w = aw′, odnosno w = bw′. Dokaza�emo tvr�eǌe samo za
prvi sluqaj. U drugom sluqaju dokaz se izvodi analogno.

Dakle, neka je w = aw′ i (q0, aw
′) `k+1

M (q3, e) najkra�i dokaz za req
aw′. Primetimo da prvi korak tog dokaza mora biti (q0, aw

′) `M
(q1, w

′), kao i da pri dopuxtaǌu bilo koje reqi konaqni automat
M ne dozvoǉava povratak u staǌe q0. To znaqi da se u dokazu
(q0, aw

′) `k+1
M (q3, e) dopuxtaǌe reqi aw′ svodi na dopuxtaǌe reqi

w′ od strane ranije opisanog podautomataM1. Preciznije, va�i:

(q0, aw
′) `M (q1, w

′) `kM1
(q3, e)

Doka�imo slede�e tvr�eǌe:

Lema 2.2 Sve reqi dopuxtene automatom M1 su naizmeniqne i
poqiǌu slovom b.

Dokaz indukcijom po du�ini najkra�eg dokaza, k:

Za k = 1, odgovaraju�i dokaz je (q1, b) `M1
(q3, e). Na ovaj naqin

dopuxtena je b, a ona jeste naizmeniqna i poqiǌe slovom b.

Daǉe, pretpostavimo da svaka req sa najkra�im dokazom du�ine
maǌe ili jednake k jeste naizmeniqna i da poqiǌe slovom b,
i doka�imo da isto tvr�eǌe va�i i za sve reqi sa najkra�im
dokazom du�ine k + 1. Neka je

(q1, w) `k+1
M1

(q3, e)



34 Deo 2. Automati

najkra�i dokaz za req w. Primetimo da odavde, na osnovu defi-
nicije automata M1, sledi da req w mora poqeti slovom b, kao
i da u prvom koraku automat mora da pre�e u staǌe q2. Dakle,
va�i w = bw′, a najkra�i dokaz za ovu req ima slede�i oblik:

(q1, bw
′) `M1 (q2, w

′) `kM1
(q3, e)

Odavde sledi da req w′ mora poqeti slovom a. Ako je w′ = a,
onda je w = ba, i, oqigledno, ova req jeste naizmeniqna. Ako je
w′ = aw′′, gde je w′′ 6= e, onda imamo:

(q2, aw
′′) `M1 (q1, w

′′) `k−1
M1

(q3, e)

Jasno da je (q1, w
′′) `k−1

M1
(q3, e) najkra�i dokaz za req w′′, pa, na

osnovu indukcijske pretpostavke, sledi da je w′′ naizmeniqna
req koja poqiǌe slovom b. Kako je w = baw′′, sledi da je i w
naizmeniqna req koja poqiǌe slovom b. 2

Na osnovu upravo dokazane leme, sledi da je w′ naizmeniqna req
koja poqiǌe slovom b. Kako je w = aw′, sledi da je w naizmeniqna
req koja poqiǌe slovom a, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 30 Odrediti jezik dopuxten konaqnim automatom
M = (Q,Σ, δ, q0, F ), gde je
Q = {q0, q1, q2},
Σ = {a, b},
F = {q0, q1},
a funkcija prelaska zadata slede�om tablicom:

a b
q0 {q0} {q1}
q1 {q2} {q1}
q2 {q2} {q2}

Uputstvo:

L(M) = {anbm | n,m ∈ N0}

Zadatak 31 Odrediti jezik dopuxten konaqnim automatom koji je gra-
fiqki predstavǉen na slede�i naqin:

q0 q1

a

a

b
b
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Uputstvo:

L(M) = {w | w ∈ {a, b}∗ ∧ #a(w) je paran broj}

Zadatak 32 Gramatika G = (N,Σ, P, S) je zadata na slede�i naqin:
N = {S,A,B},
Σ = {a, b},
P = {S → aA (1◦), S → bB (2◦), A→ bB (3◦), A→ e (4◦),
B → aA (5◦), B → e (6◦)},
a konaqni automat M je grafiqki predstavǉen na slede�i naqin:

q0 q1

q2

a

b b

a

Dokazati da je L(G) = L(M).

Uputstvo:
Tra�eni jezik je jezik dopuxten konaqnim automatom datim u za-

datku 29. Dokaz da je to jezik dopuxten konaqnim automatom M
izvodi se sliqno kao u pomenutom zadatku. S druge strane, dokaz
da je to jezik generisan gramatikom G formalno se izvodi na naqin
koji je opisan u zadacima iz odeǉka 1.2.1.

Zadatak 33 Odrediti konaqni automat M koji prihvata jezik gener-
isan gramatikom G = (N,Σ, P, S) koja je zadata na slede�i naqin:
N = {S,A,B},
Σ = {a, b},
P = {S → e (1◦), S → aA (2◦), S → bB (3◦), A→ e (4◦),
A→ aA (5◦), B → e (6◦), B → bB (7◦)}.

Uputstvo:
Mo�e se pokazati da konaqni automat koji je grafiqki prikazan

na slede�i naqin:
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q0 q1

q2

a

b

a

b

zadovoǉava dati uslov.

Zadatak 34 Odrediti desno linearnu gramatiku koja generixe jezik do-
puxten konaqnim automatom koji je grafiqki predstavǉen na slede�i
naqin:

q0

q1

q2

q3

a

b b

a

b

a

a

b

Uputstvo:
Mo�e se pokazati da gramatika G = (N,Σ, P, S) koja je zadata na

slede�i naqin:
N = {S,A,B},
Σ = {a, b},
P = {S → aB (1◦), S → bA (2◦), A→ e (3◦), A→ aA (4◦),
B → e (5◦), B → bB (6◦)}
zadovoǉava dati uslov.
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2.2 Potisni automati
Definicija 2.6 Potisni automat je ure�ena sedmorka

P = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ),

gde je Q neprazan (konaqan) skup staǌa, Σ ulazna azbuka, Γ azbuka po-
tisne liste, δ : Q × (Σ ∪ {e}) × Γ → Pk(Q × Γ∗) funkcija prelaska, q0

(q0 ∈ Q) poqetno staǌe, Z0 (Z0 ∈ Γ) poqetno slovo potisne liste i F
(F ⊆ Q) skup zavrxnih staǌa.

Ure�enu trojku (q, w, α) ((q, w, α) ∈ Q × Σ∗ × Γ∗) nazivamo konfig-
uracijom potisnog automata, pri qemu q predstavǉa staǌe u kome
se automat nalazi, w deo reqi sa ulaza koji jox nije proqitan, a α
sadr�aj potisne liste. Konfiguraciju (q0, w, Z0) nazivamo poqetnom, a
(q, e, α), gde q ∈ F , zavrxnom konfiguracijom.

Definicija 2.7 Relaciju prelaska za potisni automat

P = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ),

u oznaci `P , definixemo na slede�i naqin:

(q, aw, Zα) `P (q′, w, γα) ako i samo ako (q′, γ) ∈ δ(q, a, Z),

pri qemu q, q′ ∈ Q, a ∈ Σ ∪ {e}, w ∈ Σ∗, Z ∈ Γ i α, γ ∈ Γ∗. Vezu
(q, aw,Zα) `P (q′, w, γα) qitamo: potisni automat P mo�e da pre�e
iz konfiguracije (q, aw, Zα) u konfiguraciju (q′, w, γα) qitaju�i a i
zameǌuju�i prvo slovo potisne liste sa γ.

Analogno kao u sluqaju konaqnih automata definixu se relacije
`kP , `

+
P i `∗P .

Definicija 2.8 Jezik dopuxten potisnim automatom

P = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ),

u oznaci L(P ), definixemo na slede�i naqin:

L(P ) = {w | w ∈ Σ∗ ∧ (∃q ∈ F )(∃α ∈ Γ) (q0, w, Z0) `∗P (q, e, α)}

Teorema 2.2 Jezik je dopuxten nekim potisnim automatom ako i sa-
mo ako je kontekstno slobodan.2

Zadatak 35 Odrediti jezik dopuxten potisnim automatom
P = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), gde je Q = {q0, q1, q2}, Σ = {a, b}, Γ = Σ ∪ {Z0},
F = {q0, q2}, a funkcija prelaska zadata na slede�i naqin:

δ(q0, a, Z0) = {(q1, aZ0)} (1◦)

δ(q1, a, a) = {(q1, aa)} (2◦)

δ(q1, b, a) = {(q2, e)} (3◦)

δ(q2, b, a) = {(q2, e)} (4◦)

2Dokaz teoreme se mo�e na�i u [8, 3].
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Rexeǌe:
Dati potisni automat mo�emo grafiqki predstaviti na slede�i

naqin:

q0

q1

q2

a, Z0; aZ0

b, a; e

a, a; aa

b, a; e

Neformalno, rad ovog potisnog automata mo�emo opisati na sle-
de�i naqin. Qitaju�i req sa ulaza, slovo po slovo, sva vode�e pojave
slova a se smextaju u potisnu listu. Svakim slede�im nailaskom na
slovo b, slovo a na vrhu potisne liste se brixe. Na kraju, to jest
nakon xto je proqitana req sa ulaza, va�i da je broj pojava slova a u
ulaznoj reqi jednak broju pojava slova b. Primetimo da dati automat
prihvata i praznu req, jer je poqetno staǌe, q0, ujedno i zavrxno.

Formalno, tvrdimo da za jezik dopuxten datim automatom va�i:3

L(P ) = {anbn | n ∈ N}

Doka�imo navedeno tvr�eǌe.

⊇: Svaka req oblika anbn, n ∈ N, je dopuxtena potisnim automatom
P .

Za proizvoǉno n (n ∈ N) req anbn mo�e biti dopuxtena potisnim
automatom P na slede�i naqin:

(q0, a
nbn, Z0)

`P (q1, a
n−1bn, aZ0) `P (q1, a

n−2bn, a2Z0) `P . . . `P (q1, b
n, anZ0)

`P (q2, b
n−1, an−1Z0) `P (q2, b

n−2, an−2Z0) `P . . . `P (q2, e, Z0)

⊆: Svaka req dopuxtena potisnim automatom P je oblika anbn, n ∈
N.

Ako prilikom dokaza za neku req nije primeǌeno nijedno prav-
ilo prelaza, tada odgovaraju�e izvo�eǌe ima samo jedan qlan i

3Uporediti sa zadatkom 7 da bi se uoqila veza izme�u kontekstno slobodnih
gramatika (kao jednog generatorskog sistema) i potisnih automata (kao jednog
prihvataqkog sistema). Generalno, ta veza je iskazana teoremom 2.2.
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to mora biti (q0, e, Z0). Prazna req jeste datog oblika, jer va�i
e = a0b0.

Pretpostavimo da je prilikom dokaza za neku req primeǌeno
bar jedno pravilo prelaza. Primetimo najpre da je u svakom
takvom dokazu na poqetku izvo�eǌa primeǌeno pravilo 1◦ (i to
taqno jednom), nakon qega se eventualno primeǌuje pravilo 2◦,
zatim se primeǌuje pravilo 3◦ (i to taqno jednom), i, konaqno,
eventualno se primeǌuje pravilo 4◦ nekoliko puta. Preciznije,
indukcijom se mo�e pokazati da svaki dokaz u kome je primeǌeno
bar jedno pravilo prelaza ima formu:

(q0, w, Z0)
1◦

`P (q1, w
′, aZ0)

2◦,k

`P (q1, w
′′, ak+1Z0)

3◦

`P (q2, w
′′′, akZ0)

4◦,l

`P (q2, e, αZ0)

Xtavixe, mo�e se pokazati da va�e i jednakosti w = aw′, w′ =
akw′′, w′′ = bw′′′ i w′′′ = bk, na osnovu kojih sledi jednakost w =
ak+1bk+1, odakle je oqigledno da dopuxtena req w jeste datog
oblika.

Zadatak 36 Odrediti potisni automat P koji prihvata jezik L =
{w ∈ Σ∗ | ŵ = w}.4

Uputstvo:
Mo�e se pokazati da dati jezik jeste jezik dopuxten potisnim

automatom P = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), gde je Q = {q0, q1}, Σ = {a, b}, Γ =
Σ ∪ {Z0}, F = {q1}, a funkcija prelaska zadata na slede�i naqin:

δ(q0, a, Z0) = {(q0, aZ0)}
δ(q0, b, Z0) = {(q0, bZ0)}
δ(q0, a, b) = {(q0, ab)}
δ(q0, b, a) = {(q0, ba)}
δ(q0, a, a) = {(q0, aa), (q1, e)}
δ(q0, b, b) = {(q0, bb), (q1, e)}
δ(q1, a, a) = {(q1, e)}
δ(q1, b, b) = {(q1, e)}

Na primer, req abba mo�e biti dopuxtena na slede�i naqin:

(q0, abba, Z0) `P (q0, bba, aZ0)

`P (q0, ba, baZ0)

`P (q1, a, aZ0)

`P (q1, e, Z0)

4Sa ŵ je oznaqena req w zapisana zdesna nalevo.
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Zadatak 37 Gramatika G = (N,Σ, P, S) je zadata na slede�i naqin:
N = {S,A,B},
Σ = {a, b, c},
P = {S → cABc (1◦), A→ aAa (2◦), A→ c (3◦), B → bBb (4◦),
B → c (5◦)},
a potisni automat P je grafiqki predstavǉen na slede�i naqin:

q0

q1

q2

q3

q4

q5

c, Z0;Z0 c, a; a
c, Z0;Z0

c, b; b

c, Z0;Z0

b, Z0; bZ0 c, Z0;Z0

a, a; aa
a, Z0; aZ0

b, b; bb

b, b; ea, a; e

Dokazati da je L(G) = L(P ).

Uputstvo:
Tra�eni jezik je:

L = {cancanbmcbmc | m,n ∈ N}

Dokaz da je to jezik dopuxten potisnim automatom P izvodi se sliqno
kao u zadatku 35. S druge strane, dokaz da je to jezik generisan
gramatikom G formalno se izvodi na naqin koji je opisan u zadacima
iz odeǉka 1.2.1.



Deo 3

Teorija algoritama

Postoji vixe formalizama kojima se uvodi pojam izraqunǉivosti;
neki od ǌih su ur maxine, rekurzivne funkcije, Tjuringove maxine,
Postove maxine, Markovǉevi algoritmi. Mo�e se dokazati da su
klase funkcija izraqunǉivih funkcija identiqne za ove formalizme.
Qerqova teza tvrdi da je klasa intuitivno, neformalno izraqunǉi-
vih funkcija identiqna sa tim, strogo zasnovanim klasama izraqun-
ǉivih funkcija. U daǉem tekstu, pojam izraqunǉivosti bi�e uveden
i izuqavan na bazi ur maxina i rekurzivnih funkcija.

3.1 UR maxine

ur maxine1 (urm) su jedan od formalizama za definisaǌe pojma al-
goritma. To su apstraktne maxine koje predstavǉaju matematiqku
idealizaciju raqunara. ur maxina ima neograniqen broj registara
koje oznaqavamo sa R1, R2, R3, . . . . Svaki od ǌih u svakom trenutku
sadr�i neki prirodan broj. Sadr�aj k-tog registra (registra Rk)
oznaqavamo sa rk.

R1 R2 R3 . . .

r1 r2 r3 . . .

Sadr�aj registara se meǌa naredbama (instrukcijama) qiji je
opis dat u tabeli 3.1.2

Izraqunavaǌe na ur maxini karakterixu slede�e osobine:

• urm program P je niz konaqno mnogo naredbi (P : I1, I2, . . . , Is).

1Od engleskog unlimited register machine.
2Oznake urm naredbi su uskla�ene za nazivima ovih naredbi na engleskom

jeziku. Naime, u literaturi na ovom jeziku se koriste termini zero instruction,
succesor instruction, transfer instruction i jump instruction.

41
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oznaka naredba dejstvo
Z(m) nula–naredba 0→ Rm (tj. rm := 0)
S(m) naredba sledbenik rm + 1→ Rm (tj. rm := rm + 1)
T (m,n) naredba prenosa rm → Rn (tj. rn := rm)
J(m,n, p) naredba skoka ako je rm = rn, idi na p-tu;

inaqe idi na slede�u naredbu

Tabela 3.1: Tabela urm naredbi

• Poqetnu konfiguraciju qini niz prirodnih brojeva a1, a2, . . . u
registrima R1, R2, . . . .

• Ako je funkcija koju treba izraqunati f(x1, x2, . . . , xn), onda se
podrazumeva da su vrednosti x1, x2, . . . , xn redom smextene u pr-
vih n registara iza kojih sledi niz nula, kao i da rezultat
treba smestiti u prvi registar.

• Naredbe se izrxavaju sekvencijalno (poqevxi od prve instruk-
cije), osim u sluqaju naredbe skoka.

• Izraqunavaǌe prestaje samo onda kada ne postoji slede�a na-
redba koju treba izvrxiti.

Definicija 3.1 Ako ur maxina nakon primene programa P na poqetnu
konfiguraciju a1, a2, . . . , an staje sa radom, onda pixemo

P (a1, a2, . . . , an) ↓,

inaqe pixemo
P (a1, a2, . . . , an) ↑ .

Definicija 3.2 Ako ur maxina nakon primene programa P na poqetnu
konfiguraciju a1, a2, . . . , an staje sa radom i u ǌenom prvom registru je,
kao rezultat izraqunavaǌa, vrednost b, onda pixemo

P (a1, a2, . . . , an) ↓ b.

Definicija 3.3 Neka je f parcijalna funkcija3 i P urm program. Ka-
�emo da P izraqunava f ako i samo ako va�i

(∀a1, a2, . . . , an, b ∈ N)(P (a1, a2, . . . , an) ↓ b
⇔(a1, a2, . . . , an) ∈ Dom(f) ∧ f(a1, a2, . . . , an) = b).

Definicija 3.4 Funkcija je urm izraqunǉiva ako postoji urm pro-
gram koji je izraqunava.

3Za funkciju f : Nn → N ka�emo da je parcijalna ako je ǌen domen podskup
skupa Nn (Dom(f) ⊆ Nn), odnosno ka�emo da je totalna ako je ǌen domen Nn

(Dom(f) = Nn).
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Osnovna hipoteza teorije algoritama je tzv. teza Qerqa.4 Na-
glasimo da je ovo tvr�eǌe hipoteza, a ne teorema. Naime, ono govori
o intuitivnom pojmu algoritma, qija svojstva ne mogu biti formalno
ispitivana.

Teza Qerqa 1 Klasa intuitivno izraqunǉivih funkcija identiqna je
sa klasom urm izraqunǉivih funkcija.

Pojam formalno izraqunǉivih funkcija uvodi se za:

• ur maxine,

• Tjuringove5 maxine,

• Postove6 maxine,

• rekurzivne funkcije,

• Markovǉeve7 algoritme,

• formalne gramatike.

Mo�e se dokazati da su klase izraqunǉivih funkcija koje odgo-
varaju navedenim formalizmima identiqne. Odatle proistiqe i sle-
de�a formulacija teze Qerqa.

Teza Qerqa 2 Klasa intuitivno izraqunǉivih funkcija identiqna je
sa klasom formalno izraqunǉivih funkcija.

Iz teze Qerqa (koja je opxte prihva�ena, iako je nedokaziva)
sledi da su pojmovi intuitivno izraqunǉivih funkcija, urm iz-
raqunǉivih funkcija, Tjuring izraqunǉivih funkcija itd. ekviva-
lentni. U daǉem tekstu �e, jednostavnosti radi, najqex�e biti
korix�en samo termin izraqunǉive funkcije.

Zadatak 38 Napisati urm program koji izraqunava funkciju f(x, y) =
x+ y.

Rexeǌe:
Predlo�eni algoritam se zasniva na slede�oj osobini:

x+ y = x+ 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
y

4Alonzo Church (1903-1995), ameriqki logiqar
5Alan Turing (1912-1954), britanski matematiqar
6Emil L. Post (1897-1954), ameriqki matematiqar
7Andrej Andrejeviq Markov (1856-1922), ruski matematiqar
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Dakle, vrednosti x se sukcesivno dodaje vrednost 1 y puta. Odgo-
varaju�i urm program podrazumeva slede�u poqetnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 . . .
x y 0 . . .

i slede�u radnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 . . .
x+ k y k . . .

gde k ∈ {0, 1, . . . , y}.

poqetak

k = y
da

ne

x := x+ 1
k := k + 1

kraj

1. J(3, 2, 100)
2. S(1)
3. S(3)
4. J(1, 1, 1)

Zadatak 39 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x, y) =

{
0 , ako x ≤ y
1 , inaqe

Rexeǌe:
Predlo�eni algoritam se zasniva na slede�oj osobini:

x ≤ y ⇔ (∃k)(k ∈ N) y = x+ k

Dakle, vrednosti x, odnosno y se sukcesivno dodaje vrednost 1 sve dok
se ne dostigne y, odnosno x. Prva dostignuta vrednost predstavǉa
broj ne maǌi od onog drugog. U skladu sa tim zakǉuqkom i defini-
cijom funkcije f , izraqunata vrednost je 0 ili 1. Odgovaraju�i urm
program podrazumeva slede�u poqetnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 . . .

x y 0 . . .

i slede�u radnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 R4 . . .

x y x+ k y + k . . .

gde k dobija redom vrednosti 0, 1, 2 . . . .
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poqetak

x→ R3
y → R4

y = r3
da

ne
x = r4

da

ne

r3 := r3 + 1
r4 := r4 + 1

x ≤ y

0→ R1

kraj

x > y

1→ R1

kraj

1. T (1, 3) x→ R3

2. T (2, 4) y → R4

3. J(2, 3, 8) y = r3 ?
4. J(1, 4, 10) x = r4 ?
5. S(3) r3 := r3 + 1
6. S(4) r4 := r4 + 1
7. J(1, 1, 3)
8. Z(1) 0→ R1

9. J(1, 1, 100) kraj
10. Z(1)
11. S(1) 1→ R1

Isti problem mo�e biti rexen i na drugi naqin. Alternativni
urm program koristi slede�u radnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 . . .

x y k . . .

gde k dobija redom vrednosti 0, 1, 2 . . . sve dok ne dostigne vrednost
x, odnosno y. Prva dostignuta vrednost predstavǉa broj ne maǌi od
onog drugog. U skladu sa tim zakǉuqkom i definicijom funkcije f ,
izraqunata vrednost je 0 ili 1.

poqetak

x = k
da

ne

y = k
da

ne

k := k + 1

x ≤ y

0→ R1

kraj

x > y

1→ R1

kraj
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1. J(1, 3, 5) x = k?
2. J(2, 3, 7)) y = k?
3. S(3) k := k + 1
4. J(1, 1, 1)
5. Z(1) 0→ R1

6. J(1, 1, 100) kraj
7. Z(1)
8. S(1) 1→ R1

Zadatak 40 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x, y) =

{
x− y , ako x > y
0 , inaqe

Rexeǌe:
Predlo�eni algoritam se zasniva na slede�oj osobini:

z = x− y ⇔ x = y + z

Odgovaraju�i urm program podrazumeva slede�u poqetnu konfigu-
raciju:

R1 R2 R3 . . .

x y 0 . . .

i slede�u radnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 R4 . . .

x y k z . . .

poqetak

x = k
da

ne

y = k
da

ne

k := k + 1

x ≤ y

0→ R1

kraj

x > y

k := k + 1
z := z + 1

k = x
da

ne
z → R1

kraj
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1. J(1, 3, 5) x = k?
2. J(2, 3, 7) y = k?
3. S(3) k := k + 1
4. J(1, 1, 1)
5. Z(1) 0→ R1

6. J(1, 1, 100) kraj
7. S(3) k := k + 1
8. S(4) z := z + 1
9. J(3, 1, 11) k = x?
10. J(1, 1, 7)
11. T (4, 1) z → R1

Zadatak 41 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x, y) = xy

Rexeǌe:
Predlo�eni algoritam se zasniva na slede�oj osobini:

xy = x+ (

x︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1) + · · ·+ (

x︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸

y

Odgovaraju�i urm program podrazumeva slede�u poqetnu konfigu-
raciju:

R1 R2 R3 . . .

x y 0 . . .

i slede�u radnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 R4 R5 . . .

x y z k l . . .

gde k dobija redom vrednosti 0, 1, . . . , y, a za svaku od ovih vrednosti
l dobija redom vrednosti 0, 1, . . . , x.

1. J(1, 10, 100) ako je x = 0, onda kraj
2. J(2, 10, 13) y = 0?
3. T (1, 3) z := x
4. S(4) k := k + 1
5. J(4, 2, 11) k = y?
6. Z(5) l := 0
7. S(5) l := l + 1
8. S(3) z := z + 1
9. J(5, 1, 4)
10. J(1, 1, 7))
11. T (3, 1) z → R1

12. J(1, 1, 100)
13. Z(1) 0→ R1
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poqetak

x = 0
da

ne

y = 0
da

ne

z := x

k := k + 1

k = y
da

ne

l := 0

l := l + 1
z := z + 1

l = x
ne

da

kraj

0→ R1

kraj

z → R1

kraj

Zadatak 42 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x) = 2x

Zadatak 43 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x, y) =

{
1 , ako x|y
0 , inaqe

Zadatak 44 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x) = [
√
x]

Rexeǌe:
Predlo�eni algoritam se zasniva na slede�oj osobini:

n = [
√
x]⇔ n2 ≤ x < (n+ 1)2

Odgovaraju�i urm program podrazumeva slede�u poqetnu konfigu-
raciju:

R1 R2 . . .

x 0 . . .

i slede�u radnu konfiguraciju:

R1 R2 R3 R4 . . .

r1 r2 S = (n+1)2 k . . .

gde za vrednosti n i S va�i S = (n+ 1)2.
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poqetak

S := 1

k := 0

S = k
da

ne

x = k
da

ne

k := k + 1

n := n+ 1
S := S + 1

k := 0

k := k + 1
S := S + 2

k = n
da

ne

n→ R1

kraj

1. S(3) S := 1
2. Z(4) k := 0
3. J(3, 4, 7) S = k?
4. J(1, 4, 15) x = k?
5. S(4) k := k + 1
6. J(1, 1, 3)
7. S(2) n := n+ 1
8. S(3) S := S + 1
9. Z(4) k := 0
10. S(4) k := k + 1
11. S(3) S := S + 1
12. S(3) S := S + 1
13. J(4, 2, 2) k = n?
14. J(1, 1, 10)
15. T (2, 1) n→ R1

Zadatak 45 Napisati urm program koji izraqunava funkciju8

f(x) =

{
x/3 , ako 3|x
↑ , inaqe

Zadatak 46 Napisati urm program koji izraqunava funkciju f(x) =[
2x
3

]
.

8Ukoliko je funkcija nedefinisana za neke vrednosti argumenta, umesto odgo-
varaju�e vrednosti funkcije pisa�emo ↑.
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Zadatak 47 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x, y) =

{ [
y
x

]
, ako x 6= 0

↑ , inaqe

Zadatak 48 Napisati urm program koji izraqunava funkciju f(x) = x!.

Zadatak 49 Napisati urm program koji izraqunava funkciju

f(x, y, z) =

{ [
y
3

]
, ako 2|z

x+ 1 , inaqe

3.2 Primitivno rekurzivne funkcije

3.2.1 Primitivna rekurzija
Definicija 3.5 Za funkciju f : Nn+1 → N ka�emo da je dobijena
primitivnom rekurzijom od funkcija g : Nn → N i h : Nn+2 → N, u
oznaci f = Rec(g, h), ako i samo ako va�i:

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn)
f(x1, x2, . . . , xn, y + 1) = h(x1, x2, . . . , xn, y, f(x1, x2, . . . , xn, y))

Napomena: Funkcije g i h iz gorǌe definicije ne moraju biti to-
talne, pa ni funkcija f ne mora biti totalna. U sluqaju kada je
n = 0 funkcija g, koja je tada arnosti 0, je konstanta.

Teorema 3.1 Neka su g : Nn → N i h : Nn+2 → N totalne funkcije.
Tada postoji jedinstvena totalna funkcija f takva da va�i:

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn)
f(x1, x2, . . . , xn, y + 1) = h(x1, x2, . . . , xn, y, f(x1, x2, . . . , xn, y)).

Ako je funkcija f dobijena primitivnom rekurzijom, onda sama
ǌena definicija implicira naqin za izraqunavaǌe vrednosti fun-
kcije f(x1, x2, . . . , xn, y):

f(x1, x2, . . . , xn, y) = h(x1, x2, . . . , xn, y − 1, f(x1, x2, . . . , xn, y − 1))

f(x1, x2, . . . , xn, y − 1) = h(x1, x2, . . . , xn, y − 2, f(x1, x2, . . . , xn, y − 2))

...

f(x1, x2, . . . , xn, 2) = h(x1, x2, . . . , xn, 1, f(x1, x2, . . . , xn, 1))

f(x1, x2, . . . , xn, 1) = h(x1, x2, . . . , xn, 0, f(x1, x2, . . . , xn, 0))

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn)

Odatle je oqigledno da ako su funkcije g i h izraqunǉive, onda
je takva i funkcija f . Formalno, gore izreqeno tvr�eǌe je iskazano
slede�om teoremom.
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Teorema 3.2 Ako je funkcija f dobijena primitivnom rekurzijom od
urm izraqunǉivih funkcija g i h, onda je i ta funkcija urm izraqunǉi-
va.

3.2.2 Supstitucija
Definicija 3.6 Neka je ~x = (x1, x2, . . . , xn), g1, g2, . . . , gk : Nn → N
i h : Nk → N. Funkcija f : Nn → N je dobijena supstitucijom
(slagaǌem, kompozicijom) od funkcija h i g1, g2, . . . , gk, u oznaci f =
Sub(h; g1, g2, . . . , gk), ako i samo ako va�i:

f(~x) = h(g1(~x), g2(~x), . . . , gk(~x))

Teorema 3.3 Ako je funkcija dobijena supstitucijom od urm izraqun-
ǉivih, onda je i ona urm izraqunǉiva.

3.2.3 Primitivno rekurzivne funkcije
Klasa primitivno rekurzivnih funkcija je najmaǌa klasa funkcija
koja sadr�i osnovne funkcije 0, s i Pn

i i zatvorena je za operacije
primitivne rekurzije i supstitucije. Klasa primitivno rekurziv-
nih funkcija je veoma xiroka i sadr�i mnoge izraqunǉive funkcije.
Ipak, postoje i izraqunǉive funkcije (pa qak i totalne izraqunǉi-
ve funkcije) koje nisu primitivno rekurzivne (npr. videti teoremu
3.6).

Osnovne (baziqne) funkcije su date u tabeli 3.2.3.9

naziv funkcije opis
nula–funkcija 0(x) = 0
funkcija sledbenik s(x) = x+ 1
projektivna funkcija Pn

i (x1, x2, . . . , xn) = xi, 1 ≤ i ≤ n

Tabela 3.2: Tabela osnovnih funkcija

Napomena: Svi elementi iz N mogu se smatrati funkcijama arnosti
0, tj. konstantama. Konstantu s(s(. . . s︸ ︷︷ ︸

n

(0))) kra�e oznaqavamo sa n.

Definicija 3.7 Skup primitivno rekurzivnih funkcija, u oznaci
PR, je najmaǌi skup funkcija koji sadr�i osnovne funkcije i zatvoren
je za supstituciju i primitivnu rekurziju.

9Oznake osnovnih funkcija su uskla�ene za nazivima ovih funkcija na en-
gleskom jeziku. Naime, u literaturi na ovom jeziku koriste se termini zero
function, succesor function i projection function. Oqigledna je i analogija sa odgo-
varaju�im urm naredbama — nula–naredbom, naredbom sledbenik i naredbom
prenosa.
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Skup n-arnih primitivno rekurzivnih funkcija oznaqavamo sa
PR(n).

Skup primitivno rekurzivnih funkcija mo�e se definisati i na
slede�i naqin:

Definicija 3.8 Skup primitivno rekurzivnih funkcija je skup koji
zadovoǉava slede�a svojstva:

(i) Osnovne funkcije su primitivno rekurzivne.

(ii) Ako su funkcije g1, g2, . . . , gk : Nn → N i h : Nk → N primitivno
rekurzivne, onda je i Sub(h; g1, g2, . . . , gk) primitivno rekurzivna
funkcija.

(iii) Ako su funkcije g i h primitivno rekurzivne funkcije, onda je i
Rec(h, g) primitivno rekurzivna funkcija.

(iv) Primitivno rekurzivne funkcije su samo one koje se mogu dobiti
konaqnom primenom pravila (i)-(iii).

Bitno svojstvo primitivno rekurzivnih funkcija je iskazano sle-
de�om teoremom.

Teorema 3.4 Svaka primitivno rekurzivna funkcija je totalna.10

Zadatak 50 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a) f1(x, y) = x+ y

(b) f2(x, y) = x · y
(v) f3(x, y) = xy

(g) f4(x) = x!

(d) f5(x) = xx
··
·x︸ ︷︷ ︸

x+1

(�)

f6(x) = x
.
1 =

{
x− 1 , ako x > 0
0 , ako x = 0

(e)

f7(x, y) = x
.
y =

{
x− y , ako x > y
0 , ako x ≤ y

(�) f8(x, y) = |x− y|

Rexeǌe:
10Dokaz teoreme se mo�e na�i u [5].
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(a) f1(x, 0) = x+ 0 = x = P 1
1 (x)

f1(x, y + 1) = x + (y + 1) = (x + y) + 1 = f1(x, y) + 1 = s(f1(x, y)) =
h(x, y, f1(x, y))

Dakle, f1 = Rec(P 1
1 , Sub(s;P

3
3 )), gde P 1

1 , P
3
3 , s ∈ PR, kao osnovne

funkcije, pa f1 ∈ PR.

(b) f2(x, 0) = x · 0 = 0 = 0(x)
f2(x, y + 1) = x(y + 1) = xy + x = f2(x, y) + x = f1(x, f2(x, y)) =
h(x, y, f2(x, y))

Dakle, f2 = Rec(0, Sub(f1;P 3
1 , P

3
3 )), gde 0, f1, P

3
1 , P

3
3 ∈ PR, pa f2 ∈

PR.

(v) f3(x, 0) = x0 = 1 = s(0(x))
f3(x, y+1) = xy+1 = xy·x = f3(x, y)·x = f2(x, f3(x, y)) = h(x, y, f3(x, y))

Dakle, f3 = Rec(Sub(s;0), Sub(f2;P 3
1 , P

3
3 )) ∈ PR.

(g) f4(0) = 1
f4(x + 1) = (x + 1)! = (x + 1) · f4(x) = s(x) · f4(x) = f2(s(x), f4(x)) =
h(x, f4(x))

Dakle, f4 = Rec(1, Sub(f2;Sub(s;P 2
1 ), P 2

2 )) ∈ PR.

(d) Neka je funkcija g : N2 → N definisana na slede�i naqin:

g(x, y) = xx
··
·x︸ ︷︷ ︸

y+1

Va�i

g(x, 0) = x

g(x, y + 1) = xg(x,y) = f3(x, g(x, y))

Dakle, g = Rec(P 1
1 , Sub(f3;P 3

1 , P
3
3 )), pa g ∈ PR. Daǉe, va�i f5(x) =

g(x, x) = Sub(g;P 1
1 , P

1
1 ), pa f5 ∈ PR.

(�) f6(0) = 0
f6(x+ 1) = (x+ 1)− 1 = x

Dakle, f6 = Rec(0, P 2
1 ), pa f6 ∈ PR.

(e) f7(x, 0) = x . 0 = x
f7(x, y + 1) = x . (y + 1) = (x . y) . 1 = f6(x . y) = f6(f7(x, y))

Dakle, f7 = Rec(P 1
1 , Sub(f6;P 3

3 )), pa f7 ∈ PR.

(�) f8(x, y) = |x− y| = (x . y) + (y . x) = f1(f7(x, y), f7(y, x)).

Dakle, f8 = Sub(f1;Sub(f7;P 2
1 , P

2
2 ), Sub(f7;P 2

2 , P
2
1 )), pa f8 ∈ PR.
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Zadatak 51 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a)

sgn(x) =

{
1 , ako x > 0
0 , ako x = 0

(b)

sgn(x) =

{
0 , ako x > 0
1 , ako x = 0

Rexeǌe:

(a) sgn(0) = 0
sgn(x+ 1) = 1 = s(0(x))

Dakle, sgn = Rec(0, Sub(s;Sub(0;P 2
1 )) ∈ PR.

(b) sgn(0) = 1
sgn(x+ 1) = 0 = 0(x)

Dakle, sgn = Rec(1, Sub(0;P 2
1 )) ∈ PR.

Zadatak 52 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a)

gr(x, y) =

{
1 , ako x > y
0 , ako x ≤ y

(b)

ls(x, y) =

{
1 , ako x < y
0 , ako x ≥ y

(v)

eq(x, y) =

{
1 , ako x = y
0 , ako x 6= y

(g)

ne(x, y) =

{
1 , ako x 6= y
0 , ako x = y

Rexeǌe:

(a) gr(x, y) = sgn(x . y) = sgn(f7(x, y))

Dakle, gr = Sub(sgn; f7) ∈ PR.

(b) ls(x, y) = gr(y, x)

Dakle, ls = Sub(gr;P 2
2 , P

2
1 ) ∈ PR.

(v) eq(x, y) = sgn(|x− y|) = sgn(f7(x, y))

Dakle, eq = Sub(sgn; f7) ∈ PR.

(g) ne(x, y) = sgn(|x− y|) = sgn(f7(x, y))

Dakle, ne = Sub(sgn; f7) ∈ PR.
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Zadatak 53 Dokazati je primitivno rekurzivna funkcija

g(x, y) =


3 , ako x = 1 i y = 7
5 , ako x = 2 i y = 0
1 , ako x = 4 i y = 4
0 , inaqe

Rexeǌe:
g(x, y) = 3 · eq(x, 1)eq(y, 7) + 5 · eq(x, 2)eq(y, 0) + eq(x, 4)eq(y, 4)

Zadatak 54 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a) min(x, y)
(b) max(x, y)

Rexeǌe:
(a) min(x, y) = x . (x . y) = f7(x, f7(x, y))
(b) max(x, y) = y + (x . y) = f1(y, f7(x, y))
Fukcije f1 i f7 su primitivno rekurzivne, pa kako je skup primi-

tivno rekurzivnih funkcija zatvoren za supstituciju, sledi da su i
funkcije min i max primitivno rekurzivne.

Zadatak 55 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a)

rm(x, y) =

{
ostatak deǉeǌa y sa x , ako x 6= 0
y , ako x = 0

(b)

qt(x, y) =

{ [
y
x

]
, ako x 6= 0

0 , ako x = 0

(v)

div(x, y) =

{
1 , ako x|y
0 , inaqe

Rexeǌe:
(a) rm(x, 0) = 0 = 0(x)

rm(x, y + 1) =

{
ostatak deǉeǌa y + 1 sa x , ako x 6= 0
y + 1 , ako x = 0

=

 rm(x, y) + 1 , ako x 6= 0 ∧ ¬(x|y + 1)
0 , ako x 6= 0 ∧ x|y + 1
y + 1 , ako x = 0

=

 rm(x, y) + 1 , ako x 6= 0 ∧ rm(x, y) 6= x− 1
y + 1 , ako x = 0
0 , inaqe

= (rm(x, y) + 1)sgn(x)ne(rm(x, y) + 1, x) + (y + 1)sgn(x)
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Funkcija rm pripada klasi PR, jer se mo�e dobiti supstitucijom
i primitivnom rekurzijom iz primitivno rekurzivnih funkcija.

(b) qt(x, 0) = 0 = 0(x)

qt(x, y + 1) =

{ [
y+1
x

]
, ako x 6= 0

0 , ako x = 0

=


[
y
x

]
, ako x 6= 0 ∧ ¬(x|y + 1)[

y
x

]
+ 1 , ako x 6= 0 ∧ x|y + 1

0 , ako x = 0

=

 qt(x, y) , ako x 6= 0 ∧ rm(x, y) + 1 6= x
qt(x, y) + 1 , ako x 6= 0 ∧ rm(x, y) + 1 = x
0 , ako x = 0

= qt(x, y) + sgn(x)eq(rm(x, y) + 1, x)

(v)

div(x, y) =

{
1 , ako x|y
0 , inaqe

=

{
1 , ako x 6= 0 ∧ rm(x, y) = 0
0 , inaqe

= sgn(x)sgn(rm(x, y))

3.2.4 Ograniqene sume i proizvodi
Zadatak 56 Neka je g : Nn+1 → N primitivno rekurzivna funkcija i
neka je funkcija f : Nn+1 → N definisana na slede�i naqin:

f(x1, x2, . . . , xn, y) =

y∑
i=0

g(x1, x2, . . . , xn, i).

Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Va�i:
f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn, 0)
f(x1, x2, . . . , xn, y + 1) = f(x1, x2, . . . , xn, y) + g(x1, x2, . . . , xn, y + 1),

pa je funkcija f primitivno rekurzivna.

Ograniqena suma mo�e biti definisana i u formi
∑

z<y g(~x, z) na
slede�i naqin:

∑
z<0

g(~x, z) = 0∑
z<y+1

g(~x, z) =
∑
z<y

g(~x, z) + g(~x, y)
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Na osnovu same definicije sledi da je i ovako uvedeno ograniqeno
sumiraǌe primitivno rekurzivna funkcija. Va�i i:

∑
z<y+1

g(~x, z) =

y∑
z=0

g(~x, z).

Zadatak 57 Neka su g : Nn+1 → N i w1, w2 : Nn → N primitivno
rekurzivne funkcije. Funkcija f : Nn → N definisana je na slede�i
naqin:

f(x1, x2, . . . , xn) =

w2(x1,x2,...,xn)∑
i=w1(x1,x2,...,xn)

g(x1, x2, . . . , xn, i)

pri qemu je f(x1, x2, . . . , xn) = 0 ako je w1(x1, x2, . . . , xn) > w2(x1, x2, . . . , xn).
Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Va�i

f(~x) = sgn(w1(~x)
.
w2(~x))

w2(~x) . w1(~x)∑
i=0

g′(~x, i),

gde je ~x = (x1, x2, . . . , xn) i g′(~x, i) = g(~x,w1(~x) + i), pa je funkcija f
primitivno rekurzivna na osnovu prethodnog zadatka.

Zadatak 58 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a)

qt1(x, y) =

{ [
y
x

]
, ako x 6= 0

y , ako x = 0

(b)

rm1(x, y) =

{
ostatak deǉeǌa y sa x , ako x 6= 0
y , ako x = 0

(v)

τ(x) =

{
broj delilaca broja x , ako x 6= 0
0 , ako x = 0

(g)

σ(x) =

{
suma delilaca broja x , ako x 6= 0
0 , ako x = 0

(d)

Pr(x) =

{
1 , ako je x prost broj
0 , ako je x slo�en broj

(�)
π(x) = broj prostih brojeva maǌih od x
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(e)

τ1(x) =

{
broj prostih delilaca broja x , ako x 6= 0
0 , ako x = 0

Rexeǌe:
(a) Za x 6= 0 va�i: [y

x

]
= k ⇔ k ≤ y

x
< k + 1

⇔ kx ≤ y < (k + 1)x

kx ≤ y ⇔ kx
.
y = 0

⇔ sgn(kx
.
y) = 1

[y
x

]
=

y∑
i=1

sgn(ix
.
y)

dok za x = 0 va�i:
y∑

i=1

sgn(i · 0 . y) = y · 1 = y = qt1(x, y)

Dakle, u opxtem sluqaju va�i:

qt1(x, y) =

y∑
i=1

sgn(ix
.
y)

(b)
rm1(x, y) = y

.
x · qt1(x, y)

(v)

τ(x) =

x∑
i=1

sgn(rm1(i, x))

(g)

σ(x) =

x∑
i=1

i · sgn(rm1(i, x))

(d)
Pr(x) = eq(τ(x), 2)

(�)

π(x) =

x∑
i=1

Pr(i)
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(e)

τ1(x) =

x∑
i=1

Pr(i)sgn(rm1(i, x))

Zadatak 59 Neka je g : Nn+1 → N primitivno rekurzivna funkcija i
neka je funkcija f : Nn+1 → N definisana na slede�i naqin:

f(x1, x2, . . . , xn, y) =

y∏
i=0

g(x1, x2, . . . , xn, i).

Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Zadatak se rexava analogno zadatku 56.

Analogno ograniqenoj sumi, ograniqeni proizvod mo�e biti de-
finisan i u formi

∏
z<y g(~x, z) na slede�i naqin:∏
z<0

g(~x, z) = 1∏
z<y+1

g(~x, z) =
∏
z<y

g(~x, z) · g(~x, y)

Na osnovu same definicije sledi da je i ovako uvedeni ograniqeni
proizvod primitivno rekurzivna funkcija. Va�i i:

∏
z<y+1

g(~x, z) =

y∏
z=0

g(~x, z).

Zadatak 60 Neka su g : Nn+1 → N i w1, w2 : Nn → N primitivno
rekurzivne funkcije. Funkcija f : Nn → N definisana je na slede�i
naqin:

f(x1, x2, . . . , xn) =

w2(x1,x2,...,xn)∏
i=w1(x1,x2,...,xn)

g(x1, x2, . . . , xn, i)

pri qemu je f(x1, x2, . . . , xn) = 1 ako je w1(x1, x2, . . . , xn) > w2(x1, x2, . . . , xn).
Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Uputstvo:
Zadatak se rexava analogno zadatku 57.
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3.2.5 Ograniqena minimizacija
Definicija 3.9 Neka g : Nn+1 → N i x1, x2, . . . , xn ∈ N. Operator
(neograniqene) minimizacije ((neograniqeni) µ-operator) je funkcija
definisana na slede�i naqin:

µy[g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0]

=


y, gde je y najmaǌa vrednost takva da je g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0

i vrednost g(x1, x2, . . . , xn, z) je definisana za sve z < y,
ako takva vrednost postoji

↑, inaqe

Neka je f(x1, x2, . . . , xn) = µz[g(x1, x2, . . . , xn, z) = 0]. Funkcija f ne
mora biti totalna qak i onda kada je takva funkcija g (npr. u nekim
sluqajevima ne postoji z takvo da je g(x1, x2, . . . , xn, z) = 0). Sliqno,
ako je funkcija g primitivno rekurzivna, to ne mora biti i funkcija
f . Me�utim, ovako uvedeni operator minimizacije mogu�e je modi-
fikovati tako da je dobijena funkcija primitivno rekurzivna i to-
talna ako je takva funkcija-argument, i to na slede�i naqin.

Definicija 3.10 Neka g : Nn+1 → N i x1, x2, . . . , xn, y ∈ N. Operator
ograniqene minimizacije (ograniqeni µ-operator) je funkcija defi-
nisana na slede�i naqin:11

µ(z < y)[g(x1, x2, . . . , xn, z) = 0]

=

 z, gde je z najmaǌa vrednost takva da je z < y i
g(x1, x2, . . . , xn, z) = 0, ako takva vrednost postoji

y, inaqe

Vrednost y nazivamo gorǌim ograniqeǌem minimizacije.

Kada je funkcija g totalna, odnosno primitivno rekurzivna, takva
je i funkcija koja je iz ǌe dobijena ograniqenom minimizacijom.

Zadatak 61 Neka je funkcija g : Nn+1 → N primitivno rekurzivna i
neka je funkcija f : Nn+1 → N definisana na slede�i naqin:

f(x1, . . . , xn, y) = µ(z < y)[g(x1, . . . , xn, z) = 0]

Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Ako je y = 0, tada je f(x1, . . . , xn, y) = 0.

11Vrednost µ(z < y)[g(x1, x2, . . . , xn, z) = 0] ponekad se oznaqava i na slede�i

naqin:
y
µ z[g(x1, x2, . . . , xn, z) = 0]
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Pretpostavimo da je y > 0. Definiximo funkciju h : Nn+1 → N
na slede�i naqin:

h(x1, . . . , xn, k) =

k∏
i=0

sgn(g(x1, . . . , xn, i))

Funkcija g je, po pretpostavci zadatka, primitivno rekurzivna,
a isto va�i i za funkciju sgn (videti zadatak 51). Funkcija h je
dobijena iz ovih funkcija korix�eǌem ograniqenog proizvoda, pa je
i ona primitivno rekurzivna.

Pored toga, va�i:

h(x1, . . . , xn, k) =

{
1 , ako g(x1, . . . , xn, z) 6= 0 za sve z ≤ k
0 , inaqe

f(x1, . . . , xn, y)

=

 z, gde je z najmaǌa vrednost takva da je z < y i
g(x1, . . . , xn, z) = 0, ako takva vrednost postoji

y, inaqe

= broj vrednosti k takvih da 0 ≤ k < y i g(x1, . . . , xn, z) 6= 0

za sve 0 ≤ z ≤ k
= broj vrednosti k takvih da 0 ≤ k < y i h(x1, . . . , xn, k) = 1

=

y . 1∑
k=0

h(x1, . . . , xn, k)

Dakle, za y > 0 va�i:

f(x1, . . . , xn, y) =

y . 1∑
k=0

h(x1, . . . , xn, k).

U opxtem sluqaju, va�i slede�a jednakost:

f(x1, . . . , xn, y) = sgn(y) ·

y . 1∑
k=0

k∏
i=0

sgn(g(x1, . . . , xn, i))

 .

Kako je funkcija f dobijena supstitucijom i ograniqenim sumira-
ǌem iz primitivno rekurzivnih funkcija, sledi da je i ona primi-
tivno rekurzivna, xto je i trebalo dokazati.
Napomena: Dato tvr�eǌe implicira i slede�i zakǉuqak: u uslovu
minimizacije, umesto znaka = (µ(. . . )[· · · = . . . ]) mo�e stajati i neki
drugi relacijski znak (<,>,≤,≥, 6=), jer se ovi mogu izraziti pomo�u
primitivno rekurzivnih funkcija (videti zadatak 52).
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Zadatak 62 Neka su funkcije g : Nn+1 → N i w : Nn → N primitivno
rekurzivne i neka je funkcija f : Nn → N definisana na slede�i naqin:

f(x1, . . . , xn) = µ(z ≤ w(x1, . . . , xn))[g(x1, . . . , xn, z) = 0].

Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:

f(x1, . . . , xn) =

w(x1,...,xn)∑
k=0

k∏
i=0

sgn(g(x1, . . . , xn, i)) ⇒ f ∈ PR

Zadatak 63 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a)

quo(x, y) =

{ [
y
x

]
, ako x 6= 0

0 , ako x = 0

(b)

rem(x, y) =

{
ostatak pri deǉeǌu y sa x , ako x 6= 0
0 , ako x = 0

(v)

div(x, y) =

{
1 , ako x > 0, y > 0, x|y
0 , inaqe

(g)

ndiv(x) =

{
broj delilaca broja x , ako x 6= 0
0 , ako x = 0

(d)

pr(x) =

{
1 , ako je x prost broj
0 , inaqe

(�)

pn(x) =

{
x-ti prost broj , ako x 6= 0
0 , ako x = 0

(e)

long(x) =

{
najve�i prost delilac broja x , ako x 6= 0
0 , ako x = 0
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Rexeǌe:

(a) Za x 6= 0 va�i:

z = quo(x, y)⇔ zx ≤ y < (z + 1)x

⇒ quo(x, y) = µ(z < y + 1)[gr((z + 1)x, y) = 1]

U opxtem sluqaju va�i:

quo(x, y) = sgn(x)µ(z < y + 1)[gr((z + 1)x, y) = 1],

pa quo ∈ PR.

(b) rem(x, y) = sgn(x)(y . x · quo(x, y)) ∈ PR

(v) Va�i:

div(x, y) = 1⇔ x > 0 ∧ y > 0 ∧ x|y
⇔ y > 0 ∧ rem(x, y) = 0

Dakle, div(x, y) = sgn(y) · sgn(rem(x, y)) ∈ PR.

(g) Za x 6= 0 va�i:

ndiv(x) =

x∑
i=1

div(i, x)

Za vrednost x = 0, va�i ista jednakost:

ndiv(x) = 0 =

0∑
i=1

div(i, x)

Dakle, u opxtem sluqaju va�i:

ndiv(x) =

x∑
i=1

div(i, x),

pa je data funkcija primitivno rekurzivna.

(d) pr(x) = eq(ndiv(x), 2) ∈ PR

(�) Uoqimo nekoliko vrednosti funkcije pn:

pn(0) = 0, pn(1) = 2, pn(2) = 3, pn(3) = 5, . . .

i doka�imo da va�i:

pn(x) < pn(x+ 1) ≤ pn(x)! + 1
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¬( pn(k)|pn(x)! + 1 ) , k ≤ x⇒pn(x)! + 1 je ili prost ili je deǉiv

nekim prostim brojem ve�im od pn(x)

⇒pn(x+ 1) ≤ pn(x)! + 1

pn(0) = 0

pn(x+ 1) = µ(z ≤ pn(x)! + 1)[z je prost broj i z > pn(x)]

= µ(z < pn(x)! + 2)[pr(z)gr(z, pn(x))]

Isti problem mo�e biti rexen i na slede�i naqin:

pn(x) = µ(y < 22x

)[

y∑
i=0

pr(i) = x]

Ispravnost izbora gorǌeg ograniqeǌa ove minimizacije sledi
iz jednog od tvr�eǌa teorije brojeva.

Zadatak 64 Dokazati da je slede�a funkcija primitivno rekurzivna:

(x)y =

{
stepen broja pn(y) u faktorizaciji broja x , ako x, y > 0
0 , inaqe

Rexeǌe:

(x)y = sgn(xy) · µ(z < x+ 1)[div(pn(y)z+1, x) = 0]

Zadatak 65 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a) [
√
x]

(b) [ y
√
x] (gde je 0

√
0 = 0)

(v) [x
√

2]

Rexeǌe:

(a) [
√
x] = µ(y < x+ 1)[ls(x, (y + 1)2) = 1]

Zadatak 66 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a) nzs(x, y) (gde je nzs(x, 0) = 0)
(b) nzd(x, y) (gde je nzd(x, 0) = 0)
(v) φ(x) = broj nenegativnih celih brojeva koji su maǌi ili jednaki

x i uzajamno su prosti sa x12.
12Ovako definisanu funkciju nazivamo Ojlerovom funkcijom.
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Rexeǌe:

(a)

nzs(x, y) = µ(z < x · y)[x|z ∧ y|z]
= µ(z < x · y)[div(x, z) = 1 ∧ div(y, z) = 1]

= µ(z < x · y)[div(x, z) · div(y, z) = 1]

= µ(z < x · y)[sgn(div(x, z) · div(y, z)) = 0]

(b)
nzd(x, y) = quo(x · y,nzs(x, y))

Zadatak 67 Dokazati da su slede�e funkcije primitivno rekurzivne:
(a) f(n) = [e · n]
(b) f(n) = [n · 3

√
e]

Rexeǌe:

(a) Zapiximo broj e u obliku reda:

e =

∞∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
+ rn,

gde je

rn =

∞∑
k=n+1

1

k!
,

i definiximo funkciju S : N→ N na slede�i naqin:

Sn =

n∑
k=0

n!

k!

Za n > 0 va�i:

e · n = n(

n∑
k=0

1

k!
+ rn) =

Sn

(n− 1)!
+Rn,

gde je Rn = n · rn. Daǉe, mo�e se pokazati da va�i:[
Sn

(n− 1)!
+Rn

]
=

[
Sn

(n− 1)!

]
,

odakle, na osnovu gorǌe jednakosti i definicije funkcije f , sledi:

f(n) =

[
Sn

(n− 1)!

]
.

Oqigledno, data funkcija se mo�e predstaviti kao kompozicija primi-
tivno rekurzivnih funkcija, pa je i sama takva.
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3.2.6 Primeri rekurzija koje se svode na primitivnu
rekurziju

Zadatak 68 Funkcija f : N→ N definisana je na slede�i naqin:
f(0) = 0
f(1) = 1
f(n+ 2) = f(n) + f(n+ 1), n ≥ 0 13

Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:

Definiximo funkciju Φ : N→ N na slede�i naqin:

Φ(n) = 2f(n) · 3f(n+1)

Primetimo da va�i f(n) = (Φ(n))1, tj. f(n) je stepen broja pn(1)(=
2) u faktorizaciji broja Φ(n). Dovoǉno je, dakle, dokazati da je
funkcija Φ primitivno rekurzivna, jer �e, na osnovu zadataka 64
i zatvorenosti skupa primitivno rekurzivnih funkcija za supsti-
tuciju, takva biti i funkcija f . Doka�imo onda da je funkcija Φ
primitivno rekurzivna.

Φ(0) = 2f(0) · 3f(1) = 21 · 31 = 6

Φ(n+ 1) = 2f(n+1) · 3f(n+2)

= 2f(n+1) · 3f(n)+f(n+1)

= 2f(n+1) · 3f(n) · 3f(n+1)

= 2(Φ(n))2 · 3(Φ(n))1 · 3(Φ(n))2

= g(Φ(n))

gde je funkcija g : N→ N definisana na slede�i naqin:

g(n) = 2(n)2 · 3(n)1 · 3(n)2

Funkcija g je primitivno rekurzivna, odakle sledi da je takva i
funkcija Φ, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 69 Funkcija f : N→ N definisana je na slede�i naqin:
f(0) = 1
f(1) = 4
f(2) = 6
f(n+ 3) = f(n) + (f(n+ 1))2 + (f(n+ 2))3, n ≥ 0.

Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:

Iskoristiti funkciju Φ(n) = 2f(n) · 3f(n+1)5f(n+2).

13Ovako definisanu funkciju nazivamo Fibonaqijevim nizom.
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Zadatak 70 Neka su a i b dati prirodni brojevi, a funkcije f, g : N→ N
definisane su na slede�i naqin:

f(0) = a
g(0) = b
f(n+ 1) = h1(n, f(n), g(n))
g(n+ 1) = h2(n, f(n), g(n))

gde su funkcije h1, h2 : N3 → N primitivno rekurzivne. Dokazati da su
funkcije f i g primitivno rekurzivne.

Rexeǌe:

Iskoristiti funkciju Φ(n) = 2f(n) · 3g(n).

Zadatak 71 Funkcija f : N2 → N definisana je na slede�i naqin:

f(x, y) =

(
x+ y

x

)
Dokazati da je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Datu funkciju mo�emo izraziti kao kompoziciju primitivno re-

kurzivnih funkcija na slede�i naqin:

f(x, y) =

[
(x+ y)!

x!y!

]
Napomena: Iako je vrednost (x+y)!

x!y! prirodan broj koristimo celobro-
jno deǉeǌe, jer deǉeǌe nije operacija skupa N.

Isti zadatak mo�emo rexiti i drugaqije, korix�eǌem tzv. dvo-
struke rekurzije. Naime, va�i:

f(0, y) =

(
y

0

)
= 1

f(x, 0) =

(
x

x

)
= 1

f(x+ 1, y + 1) =

(
x+ 1 + y + 1

x+ 1

)
=

(
x+ y + 1

x+ 1

)
+

(
x+ y + 1

x

)
= f(x+ 1, y) + f(x, y + 1)

Mo�e se pokazati da je funkcija f definisana na slede�i naqin:

f(0, y) = 1

f(x, 0) = 1

f(x+ 1, y + 1) = f(x+ 1, y) + f(x, y + 1)
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primitivno rekurzivna. Definiximo najpre funkciju Φ : N → N na
slede�i naqin:

Φ(n) =

n∏
k=0

pn(k + 1)f(k,n−k)

Va�i:
f(x, y) = (Φ(x+ y))x+1

Mo�e se dokazati da je funkcija Φ primitivno rekurzivna, odakle
sledi da je i funkcija f primitivno rekurzivna.

3.3 Rekurzivne funkcije

Kao xto je ve� napomenuto u odeǉku 3.2.3, primitivno rekurzivne
funkcije pokrivaju xiroku klasu izraqunǉivih funkcija, ali ne sve.
Npr. za Akermanovu14 funkciju se mo�e dokazati da je izraqunǉiva,
ali ne i primitivno rekurzivna. Pomo�u operatora za neograniqenu
minimizaciju (neograniqeni µ operator) mogu biti opisane jox neke
izraqunǉive funkcije.

3.3.1 Akermanova funkcija
Definiximo niz funkcija α1, α2, . . . : N→ N na slede�i naqin:

α0(x) = s(x)
αn+1(0) = αn(1)
αn+1(x+ 1) = αn(αn+1(x))
Nekoliko prvih vrednosti ovih funkcija dato je u slede�oj tabe-

li:

\x 0 1 2 3 4 5 6 . . .
α0 1 2 3 4 5 6 7 . . .
α1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
α2 3 5 7 9 11 13 15 . . .
α3 5 13 29 61 125 253 509 . . .
α4 13 65533 . . .
α5 65533 . . .
... . . .

Mo�e se dokazati da va�e slede�e jednakosti:
α0(x) = x+ 1
α1(x) = x+ 2
α2(x) = 2x+ 3
α3(x) = 2x+3 − 3
. . .

14Wilhelm Ackermann (1896-1962), nemaqki logiqar
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Akermanova funkcija A : N2 → N mo�e biti definisana na slede-
�i naqin:

A(x, y) = αx(y)

Va�e i slede�e jednakosti:
A(0, y) = α0(y) = s(y) = y + 1

A(x+ 1, 0) = αx+1(0) = αx(1) = A(x, 1)

A(x+ 1, y + 1) = αx+1(y + 1) = αx(αx+1(y)) = A(x,A(x+ 1, y))

Xtavixe, mo�e se dokazati da postoji jedinstvena funkcija A : N2 →
N koja zadovoǉava date uslove i totalna je, to jest Akermanova
funkcija mo�e biti dobro definisana datim jednakostima (videti
zadatak 148).

Definicija 3.11 Akermanova funkcija je funkcija A : N2 → N koja
zadovoǉava slede�e jednakosti:

(i) A(0, y) = y + 1

(ii) A(x+ 1, 0) = A(x, 1)

(iii) A(x+ 1, y + 1) = A(x,A(x+ 1, y))

Lema 3.1 Akermanova funkcija zadovoǉava slede�e uslove:

(i) A(x, y) > y

(ii) A(x, y + 1) > A(x, y)

(iii) y1 < y2 ⇒ A(x, y1) < A(x, y2)

(iv) A(x+ 1, y) ≥ A(x, y + 1)

(v) A(x, y) > x

(vi) x1 < x2 ⇒ A(x1, y) < A(x2, y)

(vii) A(x+ 2, y) > A(x, 2y)

Dokaz:

(i) tvr�eǌe �emo dokazati indukcijom po x.

Za x = 0 va�i A(0, y) = y + 1 > y.

Pretpostavimo da va�i A(x, y) > y i doka�imo da tada va�i i
A(x+ 1, y) > y. Posledǌu nejednakost �emo dokazati indukcijom
po y.
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Za y = 0 va�i A(x+1, 0) = A(x, 1) > 1 > 0. Pretpostavimo da va�i
A(x+ 1, y) > y i doka�imo da tada va�i i A(x+ 1, y + 1) > y + 1.

A(x+ 1, y + 1) =A(x,A(x+ 1, y))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>A(x+ 1, y)

(na osnovu induktivne pretpostavke (za x))

≥y + 1

(na osnovu induktivne pretpostavke (za y))

(ii) tvr�eǌe �emo dokazati indukcijom po x.

Za x = 0 va�i A(0, y + 1) = y + 1 + 1 > y + 1 = A(0, y).

Pretpostavimo da va�i A(x, y + 1) > A(x, y) i doka�imo da tada
va�i A(x+ 1, y + 1) > A(x+ 1, y).

A(x+ 1, y + 1) =A(x,A(x+ 1, y))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>A(x+ 1, y)

(na osnovu uslova (i))

(iii) Doka�imo da va�i A(x, y1) < A(x, y2), gde je y1 < y2, indukcijom
po y2 za fiksirano y1.

Za y2 = y1 + 1 va�i A(x, y1) < A(x, y2) na osnovu uslova (ii).

Za y2 > y1 pretpostavimo da va�i A(x, y1) < A(x, y2) i doka�imo
da tada va�i A(x, y1) < A(x, y2 + 1).

A(x, y1) <A(x, y2)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

<A(x, y2 + 1)

(na osnovu uslova (ii))

(iv) tvr�eǌe �emo dokazati indukcijom po y.

Za y = 0 va�i A(x+ 1, 0) = A(x, 1) = A(x, 0 + 1).

Pretpostavimo da va�i A(x + 1, y) ≥ A(x, y + 1) i doka�imo da
tada va�i A(x+ 1, y + 1) ≥ A(x, y + 2).

Kako va�i

A(x+ 1, y) ≥A(x, y + 1)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

≥y + 2

(na osnovu uslova (i))
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to, na osnovu uslova (iii), sledi:

A(x,A(x, y + 1)) ≥ A(x, y + 2)

odakle se, koriste�i definiciju Akermanove funkcije, nepo-
sredno izvodi:

A(x+ 1, y + 1) ≥ A(x, y + 2)

xto je i trebalo dokazati.

(v) Da bi dokazali da je A(x, y) > x iskoristi�emo slede�u ideju:

A(x, y) ≥ A(x− 1, y + 1) ≥ · · · ≥ A(0, x+ y) = x+ y + 1 > x

Indukcijom po x dokaza�emo slede�e tvr�eǌe:

A(x, y) ≥ A(0, x+ y)

Za x = 0 va�i A(0, y) = A(0, 0 + y), pa onda i A(0, y) ≥ A(0, 0 + y).

Pretpostavimo da va�i A(x, y) ≥ A(0, x+ y) i doka�imo da tada
va�i i A(x+ 1, y) ≥ A(0, x+ y + 1).

A(x+ 1, y) ≥A(x, y + 1)

(na osnovu uslova (iv))

≥A(0, x+ y + 1)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

Sada lako dokazujemo dato tvr�eǌe:

A(x, y) ≥A(0, x+ y)

(na osnovu prethodno dokazanog tvr�eǌa)

≥x+ y + 1

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>x

(vi) Iz uslova (iii) i (iv) sledi da va�i slede�a nejednakost:

A(x, y) < A(x+ 1, y) (∗)

Doka�imo da va�i A(x1, y) < A(x2, y), gde je x1 < x2, indukcijom
po x2 za fiksirano x1.

Za x2 = x1 + 1 va�i A(x1, y) < A(x2, y) na osnovu nejednakosti (*).

Za x2 > x1 pretpostavimo da va�i A(x1, y) < A(x2, y) i doka�imo
da tada va�i A(x1, y) < A(x2 + 1, y).

A(x1, y) <A(x2, y)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

<A(x2 + 1, y)

(na osnovu nejednakosti (*))
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(vii) tvr�eǌe �emo dokazati indukcijom po y.

Za y = 0 va�i:

A(x+ 2, 0) >A(x, 0)

(na osnovu uslova (vi))

=A(x, 2 · 0)

Pretpostavimo da va�i A(x+2, y) > A(x, 2 ·y) i doka�imo da tada
va�i i A(x+ 2, y + 1) > A(x, 2(y + 1)).

A(x+ 2, y + 1)

=A(x+ 1, A(x+ 2, y))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>A(x+ 1, A(x, 2 · y))

(na osnovu induktivne pretpostavke i uslova (iii))

≥A(x,A(x, 2 · y) + 1)

(na osnovu uslova (iv))

≥A(x, 2 · y + 1 + 1)

(na osnovu uslova (i) i (iii))

=A(x, 2(y + 1))

2

Mo�e se pokazati da Akermanova funkcija nije primitivno re-
kurzivna iako one jeste izraqunǉiva. To govori da klasa primi-
tivno rekurzivnih funkcija nije ,,dovoǉno jaka” da pokrije klasu
svih izraqunǉivih funkcija.

Dokaz da Akermanova funkcija nije primitivno rekurzivna mo�e
se izvesti tako xto se pokazuje da ona ,,raste br�e” od bilo koje
primitivno rekurzivne funkcije. Preciznije, za svaku primitivno
rekurzivnu funkciju f mo�e se pokazati da va�i:

(∃k ∈ N)(∀x1, . . . , xn ∈ N) A(k,max(x1, . . . , xn)) > f(x1, . . . , xn)

Navedena nejednakost mo�e biti dokazana indukcijom po slo�enosti
funkcije f .

Lema 3.2 Za funkcije h : Nm → N i g1, . . . , gm : Nn → N, funkcija
f : Nn → N definisana je sa f = Sub(h; g1, . . . , gm).

Ako su zadovoǉeni uslovi:

(i) Broj ki (ki ∈ N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn va�i:

A(ki,max(x1, . . . , xn)) > gi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,m)



3.3. Rekurzivne funkcije 73

(ii) Broj k0 (k0 ∈ N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xm
va�i:

A(k0,max(x1, . . . , xm)) > h(x1, . . . , xm)

(iii) k = max(k0, k1, . . . , km) + 2

onda za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn va�i:

A(k,max(x1, . . . , xn)) > f(x1, . . . , xn)

Dokaz:
Neka x1, . . . , xn ∈ N i oznaqimo x̂ = max(x1, . . . , xn).

A(k, x̂) =A(k − 1 + 1, x̂)

≥A(k − 1, x̂+ 1)

(na osnovu leme 3.1 pod (iv))

=A(k − 2 + 1, x̂+ 1)

=A(k − 2, A(k − 1, x̂))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

S druge strane, za i = 1, . . . ,m va�i:

A(k − 1, x̂)) >A(ki, x̂)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k − 1 > ki zbog uslova (iii))

>gi(x1, . . . , xn)

(zbog uslova (i))

iz qega, na osnovu leme 3.1 pod (iii), sledi:

A(k − 2, A(k − 1, x̂)) > A(k − 2, gi(x1, . . . , xn))

za sve i = 1, . . . ,m, pa otuda i:

A(k − 2, A(k − 1, x̂)) >A(k − 2,max(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)))

≥A(k0,max(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)))

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k − 2 > k0 zbog uslova (iii))

>h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn))

(zbog uslova (ii))

=f(x1, . . . , xn)

(na osnovu definicije funkcije f)

Dakle va�i,

A(k, x̂) ≥ A(k − 2, A(k − 1, x̂)) > f(x1, . . . , xn),

odakle neposredno sledi dato tvr�eǌe. 2
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Lema 3.3 Za funkcije g : Nn → N i h : Nn+2 → N, funkcija f : Nn+1 →
N definisana sa f = Rec(g, h). Ako su zadovoǉeni uslovi:

(i) Broj kg (kg ∈ N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn va�i:

A(kg,max(x1, . . . , xn)) > g(x1, . . . , xn)

(ii) Broj kh (kh ∈ N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn, y, z
va�i:

A(kh,max(x1, . . . , xn, y, z)) > h(x1, . . . , xn, y, z)

(iii) k = max(kg, kh) + 3

onda za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn, y va�i:

A(k,max(x1, . . . , xn, y)) > f(x1, . . . , xn, y)

Dokaz:
Neka x1, . . . , xn,∈ N i oznaqimo x̂ = max(x1, . . . , xn). Doka�imo na-

jpre da A(k−2, x̂+y) > f(x1, . . . , xn, y) va�i za sve vrednosti y (y ∈ N).
Dokaz izvodimo indukcijom po y.

Za y = 0 imamo:

A(k − 2, x̂+ 0) =A(k − 2, x̂)

>A(kg, x̂)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k − 2 > kg zbog uslova (iii))

>g(x1, . . . , xn)

(zbog uslova (i))

=f(x1, . . . , xn, 0)

(na osnovu definicije funkcije f)

Pretpostavimo da A(k − 2, x̂ + y) > f(x1, . . . , xn, y) i doka�imo da
tada va�i A(k − 2, x̂ + y + 1) > f(x1, . . . , xn, y + 1). Kako je, na osnovu
induktivne pretpostavke,

A(k − 2, x̂+ y) > f(x1, . . . , xn, y)

i

A(k − 2, x̂+ y) >x̂+ y

(na osnovu leme 3.1 pod (i))

≥x1, . . . , xn, y

taqna je slede�a nejednakost:

A(k − 2, x̂+ y) > max(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))



3.3. Rekurzivne funkcije 75

Odavde, na osnovu definicije Akermanove funkcije, neposredno iz-
vodimo

A(k − 3, x̂+ y + 1) > max(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

Daǉe,

A(k − 3, A(k − 2, x̂+ y)) >A(k − 3,max(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

(na osnovu leme 3.1 pod (iii)

zbog posledǌeg uslova)

≥A(kh,max(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k − 3 > kh zbog uslova (iii))

>h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

(zbog uslova (ii))

=f(x1, . . . , xn, y + 1)

(na osnovu definicije funkcije f)

Dakle, va�i:

A(k − 2, x̂+ y + 1) > f(x1, . . . , xn, y + 1)

xto je i trebalo dokazati. Konaqno,

A(k,max(x1, . . . , xn, y)) =A(k,max(x̂, y))

=A(k − 2 + 2,max(x̂, y))

>A(k − 2, 2 ·max(x̂, y))

(na osnovu leme 3.1 pod (vii))

≥A(k − 2, x̂+ y)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi))

>f(x1, . . . , xn, y)

2

Teorema 3.5 Neka je funkcija f : Nn → N primitivno rekurzivna.
Tada postoji vrednost k (k ∈ N) takva da za sve prirodne brojeve
x1, . . . , xn va�i:

A(k,max(x1, . . . , xn)) > f(x1, . . . , xn)

Dokaz:
Neka x1, . . . , xn ∈ N i oznaqimo x̂ = max(x1, . . . , xn). Dokaz izvodimo

indukcijom po slo�enosti funkcije f .
Ako je slo�enost funkcije f jednaka 0, tj. u ǌenoj definiciji ne

koriste se ni supstitucija ni primitivna rekurzija, tj. ako je f os-
novna funkcija, onda su mogu�a slede�a tri sluqaja:



76 Deo 3. Teorija algoritama

f = 0: Tada je f(x) = 0 za sve x (x ∈ N). Ako je k = 0, onda va�i:

A(k, x̂) =A(0, x)

>0

(na osnovu leme 3.1 pod (v))

=f(x)

f = Pn
i : Tada je f(x1, . . . , xn) = xi (1 ≤ i ≤ n). Ako je k = 0, onda va�i:

A(k, x̂) = A(0, x̂) = x̂+ 1 > xi = f(x1, . . . , xn)

f = s: Tada je f(x) = x+ 1 za sve x (x ∈ N). Ako je k = 1, onda va�i:

A(k, x̂) =A(1, x)

>A(0, x)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi))

=x+ 1

=f(x)

Pretpostavimo da je tvr�eǌe teoreme taqno za sve funkcije slo-
�enosti maǌe ili jednake w. Neka je funkcija f slo�enosti w +
1. Doka�imo da je tvr�eǌe taqno i za takvu funkciju. Mogu�a su
slede�a dva sluqaja:

f = Sub(h; g1, . . . , gm): Tada je svaka od funkcija h, g1, . . . , gn slo�eno-
sti maǌe ili jednake w, pa, na osnovu induktivne pretpostavke,
postoje konstante k0, k1, . . . , km koje zadovoǉavaju uslove leme 3.2.
Na osnovu leme 3.2, postoji vrednost k takva da je A(k, x̂) >
f(x1, . . . , xn).

f = Rec(g, h): Tada je svaka od funkcija h, g slo�enosti maǌe ili jed-
nake w, pa na osnovu induktivne pretpostavke, postoje konstante
kg i kh koje zadovoǉavaju uslove leme 3.3. Na osnovu leme 3.3,
postoji vrednost k takva da je A(k, x̂) > f(x1, . . . , xn).

2

Teorema 3.6 Akermanova funkcija nije primitivno rekurzivna.

Dokaz:
Pretpostavimo suprotno — da Akermanova funkcija jeste prim-

itivno rekurzivna. Tada, na osnovu teoreme 3.5, postoji vrednost
k (k ∈ N) takva da za sve vrednosti x i y va�i A(k,max(x, y)) >
A(x, y). Za x = y = k onda va�i A(k,max(k, k)) > A(k, k), odakle se
neposredno izvodi netaqna nejednakost A(k, k) > A(k, k). Dakle, Ak-
ermanova funkcija nije primitivno rekurzivna. 2
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Zadatak 72 Neka je A : N2 → N Akermanova funkcija, a funkcija f :
N2 → N definisana na slede�i naqin:

f(x, y) =

{
A(
[
x
3

]
, y) , ako je x deǉivo sa 3

xx , inaqe

Ispitati da li je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Pretpostavimo da funkcija f jeste primitivno rekurzivna. Va�i

A(x, y) = f(3x, y), odakle sledi da je Akermanova funkcija primi-
tivno rekurzivna kao kompozicija takvih funkcija. To, me�utim,
protivreqi teoremi 3.6. Dakle, funkcija f nije primitivno rekur-
zivna.

Zadatak 73 Neka je A : N2 → N Akermanova funkcija, a funkcija f :
N2 → N definisana na slede�i naqin:

f(x, y) =

{
A(x, y) , ako je x = 2
xx , inaqe

Ispitati da li je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Mo�e se dokazati da va�i A(2, y) = 2y + 3. Xtavixe, va�i

f(x) = eq(x, 2) · (2y + 3) + ne(x, 2) · f3(x, x),

gde je f3 funkcija iz zadatka 50, a eq i ne funkcije iz zadatka 52. Na
osnovu ova dva zadatka, sledi da je funkcija f primitivno rekurzivna
kao kompozicija takvih funkcija.

Zadatak 74 Neka je A : N2 → N Akermanova funkcija, a funkcija f :
N2 → N definisana na slede�i naqin: f(x, y) = A(rm(3, x), y), gde je
rm(3, x) ostatak pri deǉeǌu x sa 3. Ispitati da li je funkcija f prim-
itivno rekurzivna.

Rexeǌe:
Definiximo funkcije a0, a1, a2 : N→ N na slede�i naqin:
a0(y) = A(0, y)
a1(y) = A(1, y)
a2(y) = A(2, y)
Va�i a0(0) = A(0, 0) = 0 + 1 = 1 i a0(y + 1) = A(0, y + 1) = y + 2, pa

je a0 ∈ PR. Va�i a1(0) = A(1, 0) = A(0, 1) = 1 + 1 = 2 i a1(y + 1) =
A(1, y + 1) = A(0, A(1, y)) = a0(a1(y)), pa je a1 ∈ PR. Va�i a2(0) =
A(2, 0) = A(1, 1) = A(0, A(1, 0)) = A(0, A(0, 1)) = A(0, 2) = 3 i a2(y + 1) =
A(2, y + 1) = A(1, A(2, y)) = a1(a2(y)), pa je a2 ∈ PR. (Mo�e se pokazati
i da va�i: a0(y) = y + 1, a1(y) = y + 2 i a2(y) = 2y + 3.)
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Funkcije a0, a1, a2, rm i eq su primitivno rekurzivne, pa iz

f(x, y) = eq(rm(3, x), 0) · a0(y) + eq(rm(3, x), 1) · a1(y) + eq(rm(3, x), 2) · a2(y)

sledi da je i funkcija f primitivno rekurzivna.
Primetimo da se mo�e dokazati i opxtije tvr�eǌe — funkcija

f definisana na slede�i naqin: f(x, y) = A(rm(k, x), y), gde je k fik-
siran pozitivan ceo broj je primitivno rekurzivna funkcija.

3.3.2 Minimizacija
Primitivno rekurzivne funkcije pokrivaju xiroku klasu izraqunǉi-
vih funkcija, ali ne sve (npr. Akermanova funkcija je izraqunǉiva,
ali nije primitivno rekurzivna). Pomo�u operatora za neograniqe-
nu minimizaciju (neograniqeni µ operator) mogu biti opisane jox
neke izraqunǉive funkcije.

Definicija 3.12 Neka g : Nn+1 → N i x1, x2, . . . , xn ∈ N. Operator
(neograniqene) minimizacije ((neograniqeni) µ-operator) je funkcija
definisana na slede�i naqin:

µy[g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0]

=


y, gde je y najmaǌa vrednost takva da je g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0

i vrednost g(x1, x2, . . . , xn, z) je definisana za sve z < y,
ako takva vrednost postoji

↑, inaqe

Vrednost y u definiciji oqigledno zavisi od vrednosti x1, x2, . . . ,
xn, pa se µ-operatorom dobija funkcija f : Nn → N na slede�i naqin:

f(x1, x2, . . . , xn) = µy[g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0]

Tako dobijena funkcija f ne mora biti totalna, qak i kada funkcija
g jeste takva.

Primer 3.1 Neka je funkcija g : N2 → N definisana sa g(x, y) = |x−3y|,
a funkcija f : N→ N sa:

f(x) = µy[g(x, y) = 0] =

{
x/3 , ako 3|x
↑ , inaqe

Ovako definisana funkcija f nije totalna, iako funkcija g jeste.

Uz supstituciju i primitivnu rekurziju, korix�eǌem minimiza-
cije iz osnovnih funkcija mogu�e je generisati jox neke funkcije,
pored onih koje se mogu dobiti korix�eǌem supstitucije i primi-
tivne rekurzije.
Napomena: Za razliku od ograniqene minimizacije, (neograniqena)
minimizacija ne mo�e biti izra�ena pomo�u supstitucije i primi-
tivne rekurzije.
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3.3.3 µ-rekurzivne funkcije
Definicija 3.13 Skup µ-rekurzivnih funkcija,15 u oznaci R, je skup
koji zadovoǉava slede�e uslove:

(i) Osnovne funkcije su µ-rekurzivne.

(ii) Ako su funkcije g1, g2, . . . , gk : Nn → N i h : Nk → N µ-rekurzivne,
onda je i Sub(h; g1, g2, . . . , gk) µ-rekurzivna funkcija.

(iii) Ako su funkcije g i h µ-rekurzivne funkcije, onda je i Rec(h, g) µ-
rekurzivna funkcija.

(iv) Ako je g : Nn+1 → N µ-rekurzivna funkcija, onda je i funkcija
dobijena iz g minimizacijom tako�e µ-rekurzivna.

(v) µ-rekurzivne funkcije su samo one koje se mogu dobiti konaqnom
primenom pravila (i)− (iv).

Skup svih n-arnih µ-rekurzivnih funkcija oznaqavamo sa R(n). µ-
rekurzivne funkcije kra�e nazivamo rekurzivnim funkcijama.

Teorema 3.7 Svaka primitivno rekurzivna funkcija je rekurzivna, a
obratno ne va�i (tj. PR ⊂ R).

Dokaz:
Na osnovu definicija 3.8 i 3.13 neposredno sledi da svaka prim-

itivno rekurzivna funkcija jeste rekurzivna (tj. PR ⊆ R). Postoji
funkcija koja je rekurzivna, ali ne i primitivno rekurzivna. Na
primer, Akermanova funkcija zadovoǉava taj uslov (videti teoreme
3.9 i 3.6). Dakle, PR 6= R, pa va�i PR ⊂ R. 2

Definicija 3.14 Klasa R0 µ-rekurzivnih funkcija je najmaǌi skup to-
talnih funkcija koji sadr�i osnovne funkcije i zatvoren je za op-
eracije supstitucije, rekurzije i minimizacije primeǌene na totalne
funkcije (tj. µ-operator je dozvoǉen samo ako kao rezultat daje to-
talnu funkciju).16

Teorema 3.8 Klasa C svih urm izraqunǉivih funkcija jednaka je klasi
R svih rekurzivnih funkcija.17

Teorema 3.9 Dokazati da je Akermanova funkcija rekurzivna.

15Neki autori posebno definixu µ-rekurzivne funkcije i tzv. opxte rekur-
zivne funkcije, a zatim pokazuju da su te dve klase funkcija jednake i koriste
termin rekurzivne funkcije i za jednu i za drugu klasu.

16Neki autori razlikuju pojmove intuitivno izraqunǉivih i efektivno
izraqunǉivih funkcija. Na osnovu te podele intuitivno izraqunǉivim funkci-
jama odgovaraju rekurzivne funkcije, a efektivno izraqunǉivim funkcijama to-
talne rekurzivne funkcije, odnosno klasa R0.

17Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Dokaz:
Za Akermanovu funkciju va�i:

(1) A(0, y) = y + 1

(2) A(x+ 1, 0) = A(x, 1)

(3) A(x+ 1, y + 1) = A(x,A(x+ 1, y))

Ure�enoj n-torki (x1, . . . , xn) pridru�imo broj18

2x1+13x2+1 . . . pn(n)xn+1

(Gedelov19 broj n-torke (x1, . . . , xn)).

Navodimo najpre jedan primer izraqunavaǌa vrednosti Akerma-
nove funkcije (A(1, 2) = 4):

korak izraqunavaǌe niz arg. pravilo Gedelov br. niza arg.
0 A(1, 2) 1,2 (3) 2233 = 108
1 A(0, A(1, 1)) 0,1,1 (3) 213252 = 450
2 A(0, A(0, A(1, 0))) 0,0,1,0 (2) 21315271 = 1050
3 A(0, A(0, A(0, 1))) 0,0,0,1 (1) 21315172 = 1470
4 A(0, A(0, 2)) 0,0,2 (1) 213153 = 750
5 A(0, 3) 0,3 (1) 2134 = 162
6 4 4 25 = 32

Data tabela ilustruje shemu izraqunavaǌa vrednosti Akermanove
funkcije pomo�u kodiranog niza prirodnih brojeva. Koraci tog iz-
raqunavaǌa oznaqeni su sa 0, 1, 2, . . . .

Pravilo (1) primeǌuje se ako je u nizu argumenata pretposled-
ǌi qlan jednak 0. Pravilo (2) primeǌuje se ako je u nizu argume-
nata pretposledǌi qlan ve�i od 0, a posledǌi jednak 0. Pravilo (3)
primeǌuje se ako su u nizu argumenata posledǌa dva qlana ve�a od
0.

Definiximo funkciju f : N3 → N na slede�i naqin:

f(x, y, n) =,,Gedelov broj niza argumenata u n-tom koraku

izraqunavaǌa vrednosti A(x, y)”

Ako se izraqunavaǌe vrednosti A(x, y) zavrxi u n0-tom koraku i ako
je f(x, y, n0) = z, onda je po dogovoru f(x, y, n) = z za sve n > n0. Npr:
f(1, 2, 4) = 750, f(1, 2, 6) = f(1, 2, 7) = f(1, 2, 8) = · · · = 32.

Doka�imo da je funkcija f primitivno rekurzivna. Definiximo
predikate Pk(z), k = 1, 2, 3 na slede�i naqin:

Pk(z)⇔,,z je Gedelov broj niza argumenata na koje

se primeǌuje k-to pravilo”

18U dokazu teoreme koristi se funkcija pn(x) definisana u zadatku 63 i
funkcija (x)y definisana u zadatku 64.

19Kurt Gödel (1906-1978), ameriqki logiqar austrijskog porekla
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Definiximo funkcije hk : N→ N, k = 1, 2, 3 na slede�i naqin:20

hk(z) =


,,Gedelov broj niza argumenata koji se dobija
kada se k−to pravilo primeni na niz argumenata
qiji je Gedelov broj z”, ako Pk(z)
0, inaqe

Tada va�i:

f(x, y, n+ 1) =


h1(f(x, y, n)) , ako P1(f(x, y, n))
h2(f(x, y, n)) , ako P2(f(x, y, n))
h3(f(x, y, n)) , ako P3(f(x, y, n))
f(x, y, n) , inaqe

Da bi se dokazalo da je funkcija f primitivno rekurzivna, dovoǉno
je dokazati da su predikati Pk (k = 1, 2, 3) primitivno rekurzivni21

i da su funkcije hk (k = 1, 2, 3) primitivno rekurzivne.
Definiximo funkciju i : N→ N na slede�i naqin:

i(z) =

{
,,najve�a vrednost j za koju va�i pn(j)|z” , ako je z > 1
0 , ako je z ≤ 0

Ako je z Gedelov broj, onda je i(z) du�ina niza kojem on odgovara.
Pravilo (1) primeǌuje se ako z predstavǉa niz qiji je pretposled-

ǌi qlan jednak 0. Dakle,

P1(z)⇔ i(z) > 1 ∧ (z)i(z) . 1 = 1

Pravilo (2) primeǌuje se ako z predstavǉa niz qiji je pretposledǌi
qlan ve�i od 0, a posledǌi jednak 0. Dakle,

P2(z)⇔ i(z) > 1 ∧ (z)i(z) = 1 ∧ (z)i(z) . 1 > 1

Pravilo (3) primeǌuje se ako z predstavǉa niz qija su posledǌa dva
qlana ve�a od 0. Dakle,

P3(z)⇔ i(z) > 1 ∧ (z)i(z) > 1 ∧ (z)i(z) . 1 > 1

Razlikujemo, dakle, tri sluqaja:

1◦ Ako va�i P1(z), onda

z = 2x1+1 · 3x2+1 . . . pn(i(z)
.
1)1 · pn(i(z))(z)i(z)

f7→ 2x1+1 · 3x2+1 . . . pn(i(z)
.
1)(z)i(z)+1

20Funkcija hk u sluqaju ¬Pk(z) mo�e imati bilo koju drugu vrednost, a ne samo
0, jer ta vrednost ne utiqe na vrednosti funkcije f .

21Predikat P je primitivno rekurzivan ako je ǌegova karakteristiqna
funkcija CP :

CP (x1, . . . , xn) =

{
1 , ako P (x1, . . . , xn)
0 , ako ¬P (x1, . . . , xn)

primitivno rekurzivna.



82 Deo 3. Teorija algoritama

z
f7→

[
z · pn(i(z) . 1)(z)i(z)

pn(i(z))(z)i(z)

]
= h1(z)

2◦ Ako va�i P2(z), onda

z = 2x1+1 · 3x2+1 . . . pn(i(z)
.
1)

(z)i(z) . 1 · pn(i(z))1 f7→

f7→ 2x1+1 · 3x2+1 . . . pn(i(z)
.
1)

(z)i(z) . 1
. 1 · pn(i(z))2

z
f7→
[
z · pn(i(z))

pn(i(z) . 1)

]
= h2(z)

3◦ Ako va�i P3(z), onda

z = 2x1+1 · 3x2+1 . . . pn(i(z)
.
1)

(z)i(z) . 1 · pn(i(z))(z)i(z) f7→

f7→ 2x1+1·3x2+1 . . . pn(i(z)
.
1)

(z)i(z) . 1
. 1·pn(i(z))

(z)i(z) . 1 ·pn(i(z)+1)(z)i(z)
. 1

z
f7→

[
z · pn(i(z))

(z)i(z) . 1 · pn(i(z) + 1)(z)i(z)
. 1

pn(i(z) . 1) · pn(i(z))(z)i(z)

]
= h3(z)

Oznaqimo vrednost f(x, y, n) sa z.

f(x, y, n+ 1) =



[
z·pn(i(z) . 1)

(z)i(z)

pn(i(z))
(z)i(z)

]
, ako P1(z)[

z·pn(i(z))
pn(i(z) . 1)

]
, ako P2(z)[

z·pn(i(z))
(z)i(z) . 1 ·pn(i(z)+1)

(z)i(z)
. 1

pn(i(z) . 1)·pn(i(z))
(z)i(z)

]
, ako P3(z)

z , inaqe

Va�i:
f(x, y, 0) = 2x+13y+1

f(x, y, n+ 1) =

[
z · pn(i(z) . 1)(z)i(z)

pn(i(z))(z)i(z)

]
· CP1(z) +

[
z · pn(i(z))

pn(i(z) . 1)

]
· CP2(z)

+

[
z · pn(i(z))

(z)i(z) . 1 · pn(i(z) + 1)(z)i(z)
. 1

pn(i(z) . 1) · pn(i(z))(z)i(z)

]
· CP3(z)

+ z · sgn(CP1
(z) + CP2

(z) + CP3
(z))

Dakle, funkcija f jeste primitivno rekurzivna.

A(x, y) = (f(x, y, µn[f(x, y, n) = f(x, y, n+ 1)])1
.
1

Odatle sledi da je funkcija A rekurzivna kao funkcija dobijena
kompozicijom i minimizacijom iz rekurzivnih funkcija. 2
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Zadatak 75 Neka je f : N → N totalna rekurzivna funkcija koja je
,,1-1”. Dokazati da je funkcija f−1 tako�e rekurzivna.

Rexeǌe:
Kako funkcija f−1 zadovoǉava uslov

x = f−1(y)⇔ y = f(x)

mo�emo je predstaviti kao

f−1(y) = µx[f(x) = y]

odakle sledi tvr�eǌe.

Zadatak 76 Neka je p(x) polinom sa nenegativnim celobrojnim koefi-
cijentima. Funkcija f : N→ N definisana je na slede�i naqin:

f(a) =


y, gde je y najmaǌi nenegativni celobrojni koren

polinoma p(x)− a,
ako polinom p(x)− a ima nenegativan celobrojan koren

↑, ako polinom p(x)− a nema nenegativan celobrojan koren

Dokazati da je funkcija f rekurzivna, kao i da postoji primitivno
rekurzivna funkcija g koja je proxireǌe22 funkcije f .

Rexeǌe:
Funkciju f mo�emo predstaviti na slede�i naqin:

f(a) = µx[p(x) = a]

xto je dovoǉno da zakǉuqimo da ona jeste rekurzivna. Pokuxa-
jmo sada da odredimo jedno primitivno rekurzivno proxireǌe ove
funkcije.

Zapiximo najpre polinom p(x) u obliku:

p(x) = an · xn + · · ·+ a1x+ a0

Daǉe, pretpostavimo da je p(y) − a = 0, gde je y ∈ N. Da bismo
odredili gorǌe ograniqeǌe za y, razlikova�mo slede�a dva sluqaja:

1◦ Ako je a0 − a 6= 0, onda zbog

0 = p(y)− a = an · yn + · · ·+ a1 · y︸ ︷︷ ︸
deǉivo sa y

+a0 − a

va�i y | a0 − a, odakle sledi da y| |a0 − a|, odnosno y ≤ |a0 − a|.
Koriste�i nejednakost trougla konaqno dobijamo gorǌe ograni-
qeǌe za y u obliku:

y ≤ |a0|+ |a| = a0 + a = p(0) + a

22Ka�emo da je funkcija g proxireǌe funkcije f , u oznaci f ⊆ g, ako i samo ako
je Dom(f) ⊆ Dom(g) i f(x) = g(x) za sve x (x ∈ Dom(f)).
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2◦ Ako je a0 − a = 0, onda je p(0) − a = a0 − a = 0, pa je 0 najmaǌi
nenegativni koren polinoma p(x) − a. Va�i 0 = p(0) + a, pa i u
ovom sluqaju imamo isto ograniqeǌe 0 ≤ p(0) + a.

Dakle, ako polinom p(x) − a ima nenegativne celobrojne korene,
onda za najmaǌi takav koren y va�i ograniqeǌe y ≤ p(0) + a. Onda
tra�ena funkcija g (f ⊆ g) mo�e biti definisana na slede�i naqin:

g(a) = (µx < p(0) + a+ 1)[|p(x)− a| = 0]

koja oqigledno jeste primitivno rekurzivna.

3.3.4 Odluqivi predikati
Neka je P ⊆ Nn n-arni predikat. U daǉem tekstu, kada se govori o od-
luqivosti, qesto �e umesto termina predikat biti korix�en termin
problem.

Definicija 3.15 Karakteristiqnu funkciju CP : Nn → {0, 1} predi-
kata P definixemo na slede�i naqin:

CP (x1, . . . , xn) =

{
1 , ako P (x1, . . . , xn)
0 , ako ¬P (x1, . . . , xn)

Definicija 3.16 Predikat P je odluqiv (rekurzivan) ako je ǌegova
karakteristiqna funkcija CP rekurzivna.

Definicija 3.17 Skup M je odluqiv (rekurzivan) ako je odluqiv pre-
dikat ,,x ∈ M”. Karakteristiqnu funkciju predikata ,,x ∈ M” nazi-
vamo karakteristiqnom funkcijom skupa M :

CM (x1, . . . , xn) =

{
1 , ako x ∈M
0 , ako x /∈M

Zadatak 77 Neka su P,Q ⊆ Nn odluqivi predikati. Dokazati da su
slede�i predikati odluqivi:

(a) ¬P
(b) P ∧Q
(v) P ∨Q

Rexeǌe:
(a) C¬P (~x) = 1 . CP (~x)
(b) CP∧Q(~x) = CP (~x) · CQ(~x)
(v) CP∨Q(~x) = max(CP (~x), CQ(~x))
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Zadatak 78 Neka je P ⊆ Nn+1 odluqiv predikat. Dokazati da su slede-
�i predikati odluqivi:

(a) Q(~x, y) ≡ (∃z < y)P (~x, z) (≡ (∃z)(z < y ∧ P (~x, z)))
(b) R(~x, y) ≡ (∀z < y)P (~x, z) (≡ (∀z)(z < y ⇒ P (~x, z)))

Rexeǌe:
(a) CQ(~x, y) = sgn(

∑
z<y CP (~x, z))

(b) CR(~x, y) =
∏

z<y CP (~x, z)

Zadatak 79 Dokazati da su slede�i predikati odluqivi:
(a) N(x) ≡ x je neparan
(b) K(x) ≡ x je potpun kub
(v) SP (x) ≡ x je stepen prostog broja

Rexeǌe:

(a)

CN (x) =

{
1 , ako ¬ 2|x
0 , ako 2|x = rm(2, x)

(b) Za prirodne brojeve va�i:

x = y3 ⇒ x ≥ y

Zbog toga dati predikat mo�emo zapisati na slede�i naqin:

K(x)⇔ (∃y ≤ x) x = y3

pa se ǌegova karakteristiqna funkcija mo�e izraziti kao kom-
pozicija primitivno rekurzivnih funkcija:

CK(x) = sgn

( ∑
y<x+1

eq(x, y3)

)

Dakle, ova funkcija je primitivno rekurzivna, pa onda i rekur-
zivna, odakle sledi tvr�eǌe o odluqivosti datog predikata.

(v) Neka je p prost broj, k ∈ N\{0} i x = pk. Tada va�i p ≤ x i k ≤ x.
To znaqi da za proizvoǉan y (y ∈ N) i pn(y)k = x va�i pn(y) ≤ x,
odnosno y ≤ x, jer je pn(y) > y. Dakle, za dati predikat va�i:

SP (x)⇔ (∃p ≤ x)(∃k ≤ x)(x = pk ∧ Pr(p))
⇔ (∃y ≤ x)(∃k ≤ x) x = pn(y)k

pa ǌegovu karakteristiqnu funkciju mo�emo zapisati na slede-
�i naqin:

CSP (x) = sgn

( ∑
y<x+1

∑
k<x+1

eq(x, pn(y)k)

)
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odakle je oqigledno da je ona primitivno rekurzivna, pa onda i
rekurzivna, odakle sledi tvr�eǌe o odluqivosti datog predi-
kata.

Zadatak 80 Neka su funkcije f1, . . . , fm : Nn → N rekurzivne i neka su
P1, . . . , Pm ⊆ Nn odluqivi predikati takvi da za svaku n-torku ~x =
(x1, . . . , xn) ~x ∈ Nn va�i taqno jedan od ǌih. Dokazati da je funkcija f
definisana na slede�i naqin:

f(x) =


f1(~x) , ako P1(~x)
...

fm(~x) , ako Pm(~x)

rekurzivna.

Rexeǌe:

f(~x) =

m∑
i=1

fi(x) · CPi
(x) ∈ R

Napomena: Naglasimo da domen neke od funkcija fi mo�e biti i
prazan skup, tj. da ona nije definisana ni za jedan prirodan broj.
Takvu funkciju qesto oznaqavamo sa f∅, a u okviru definicije fun-
kcije f , kao u ovom zadatku, umesto f∅ kra�e pixemo ↑. Primetimo
da funkcija f∅ jeste rekurzivna. Na primer, ona se mo�e izraziti
pomo�u rekurzivnih funkcija na slede�i naqin:

f∅(~x) = µy[0 = 1]

Zadatak 81 Neka je P ⊆ Nn+1 odluqiv predikat. Dokazati da je fun-
kcija g : Nn → N definisana na slede�i naqin:

g(~x) = µy[P (~x, y)]

=

{
najmaǌa vrednost y takva da je P (~x, y)
↑, ako ne postoji vrednost y takva da je P (~x, y)

rekurzivna.

Rexeǌe:

g(~x) = µy[CP (~x, y) = 1] = µy[sgn(CP (~x, y)) = 0]

3.4 Enumeracija

3.4.1 Efektivno nabrojivi skupovi
Definicija 3.18 Skup X je nabrojiv ako i samo ako postoji bijekcija
f : X → N.
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Definicija 3.19 Skup X je efektivno nabrojiv ako i samo ako pos-
toji bijekcija f : X → N takva da su funkcije f i f−1 intuitivno
izraqunǉive.

Napomena: Primetimo da se u ovoj definiciji koristi pojam intu-
itivno izraqunǉivih funkcija qiji domen nije N. Formalna defini-
cija zahteva uopxteǌe strogo zasnovanog pojma izraqunǉivosti pro-
xirivaǌem ovog pojma i na funkcije qiji domen mo�e biti proizvo-
ǉan prebrojiv skup.

Definicija 3.20 Enumeracija skupa X je preslikavaǌe g : N
,,na”→ X.

Tada pixemo X = {x0, x1, . . . } (gde je xn = g(n)).
Ako je funkcija g ,,1-1”, onda ka�emo da je g enumeracija bez ponav-

ǉaǌa.

Teorema 3.10 Slede�i skupovi su efektivno nabrojivi:

(i) N×N

(ii) N+ ×N+ ×N+

(iii)
⋃∞

k=1 N
k (skup svih konaqnih nizova)

Dokaz:

(i) Neka je funkcija π : N2 → N definisana na slede�i naqin:

π(m,n) = 2m(2n+ 1)− 1

Doka�imo da je ovako definisana funkcija bijekcija. Najpre
�emo dokazati da je π ,,1-1” funkcija.

π(m,n) = π(x, y)⇒ 2m(2n+ 1)− 1 = 2x(2y + 1)− 1

⇒ 2m = 2x ∧ 2n+ 1 = 2y + 1

⇒ m = x ∧ n = y

⇒ (m,n) = (x, y)

Doka�imo sada da je π ,,na” funkcija.

π(m,n) = x⇒ 2m(2n+ 1)− 1 = x

⇒ 2m(2n+ 1) = x+ 1 = 2(x+1)1
x+ 1

2(x+1)1

⇒ m = (x+ 1)1, n =
1

2

(
x+ 1

2(x+1)1
− 1

)
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Primetimo da 1
2

(
x+1

2(x+1)1
− 1
)
∈ N. Va�i:

π((x+ 1)1,
1

2

(
x+ 1

2(x+1)1
− 1

)
) = 2(x+1)1

(
2

1

2

(
x+ 1

2(x+1)1
− 1

)
+ 1

)
−1 = x

pa funkcija π jeste bijekcija.

Daǉe, funkcija π je primitivno rekurzivna, kao kompozicija
primitivno rekurzivnih funkcija. Ona je onda i rekurzivna,
odakle, na osnovu Qerqove teze, sledi da je ona izraqunǉiva.

Doka�imo sada da postoje funkcije π1, π2 : N → N takve da
je π−1(x) = (π1(x), π2(x)) i da su one izraqunǉive (dovoǉno je
dokazati da su primitivno rekurzivne). Lako se proverava da
funkcije:

π1(x) = (x+ 1)1

π2(x) =

[[
x+1

2(x+1)1

]
. 1

2

]

zadovoǉavaju tra�ene uslove.

Alternativno, funkcije π1 i π2 se mogu definisati i na slede�i
naqin, koriste�i osobinu da je π bijekcija i da m,n ≤ π(m,n)
za sve m,n (m,n ∈ N):

π1(x) = µ(m ≤ x) [(∃1n)(0 ≤ n ≤ x ∧ π(m,n) = x)]

= µ(m < x+ 1)

[
x∑

n=0

eq(π(m,n), x) = 1

]
∈ PR

π2(x) = µ(n < x+ 1)

[
x∑

m=0

eq(π(m,n), x) = 1

]
∈ PR

(ii) Neka je funkcija ξ : N+3 → N definisana na slede�i naqin:

ξ(m,n, p) = π(π(m− 1, n− 1), p− 1)

Kako je funkcija π primitivno rekurzivna i bijektivna, sledi
da je i funkcija ξ primitivno rekurzivna i bijektivna:

ξ(m,n, p) = x⇔ π(π(m− 1, n− 1), p− 1) = x

⇔ π(m− 1, n− 1) = π1(x) ∧ p− 1 = π2(x)

⇔ m− 1 = π1(π1(x)) ∧ n− 1 = π2(π1(x)) ∧ p− 1 = π2(x)

⇔ ξ−1(x) = (π1(π1(x)) + 1, π2(π1(x)) + 1, π2(x) + 1)
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(iii) Svaki prirodan broj x se jedinstveno mo�e izraziti u obliku
x =

∑∞
i=0 αi2

i, gde je αi ∈ {0, 1} za sve i (i ∈ N). Odatle, svaki
pozitivan ceo broj x mo�e se jedinstveno izraziti u obliku
x = 2b1 +2b2 + · · ·+2bl , gde 0 ≤ b1 < b2 < · · · < bl. Daǉe, sledi da se
svaki pozitivan ceo broj x mo�e jedinstveno izraziti u obliku
x = 2a1 + 2a1+a2+1 + · · ·+ 2a1+a2+···+al+(l−1), gde 0 ≤ ai, 1 ≤ l.
Koriste�i prethodnu ideju mo�emo definisati funkciju
τ :
⋃∞

k=1 N
k → N na slede�i naqin:

τ(a1, a2, . . . , ak) = 2a1 + 2a1+a2+1 + · · ·+ 2a1+a2+···+ak+k−1 − 1

Funkcije τ i τ−1 su bijektivne i primitivno rekurzivne, odakle
sledi da je skup

⋃∞
k=1 N

k efektivno nabrojiv.

Napomena: Za enumeraciju (kodiraǌe) konaqnih nizova mo�e se
koristiti i neki drugi naqin kodiraǌa, na primer:

τ(x1, . . . , xn) = 2x13x2 · · · pn(n)xn

2

3.4.2 Enumeracija programa
Teorema 3.11 Skup P svih urm programa je efektivno nabrojiv.

Dokaz:
Svaki urm program sastoji se od konaqnog niza instrukcija iz

skupa I.23 Svaku instrukciju iz tog niza mogu�e je pogodno kodirati
nekim prirodnim brojem, pa onda tvr�eǌe sledi na osnovu teoreme
3.10 (deo (iii)).

Definiximo funkciju β : I → N na slede�i naqin:
β(Z(n)) = 4(n . 1)
β(S(n)) = 4(n . 1) + 1
β(T (m,n)) = 4π(m . 1, n . 1) + 2
β(J(m,n, p)) = 4ξ(m,n, p) + 3
Funkcija β je izraqunǉiva, bijektivna i za funkciju β−1 va�i

(neka je x = 4u+ r, 0 ≤ r ≤ 3):
β−1(x) = Z(u+ 1), ako r = 0
β−1(x) = S(u+ 1), ako r = 1
β−1(x) = T (π1(u) + 1, π2(u) + 1), ako r = 2
β−1(x) = J(π1(π1(u)) + 1, π2(π1(u)) + 1, π2(u) + 1), ako r = 3
Dakle, i funkcija β−1 je izraqunǉiva, pa je skup I efektivno

nabrojiv. Na osnovu teoreme 3.10 (deo (iii)), sledi da je i skup
⋃∞

k=1 Ik
efektivno nabrojiv, tj. skup P svih urm programa je efektivno nabro-
jiv. Postoji vixe razliqitih odgovaraju�ih bijekcija (razliqitih

23I je skup svih urm instrukcija.
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kodiraǌa), ali mi �emo u daǉem tekstu koristiti slede�u bijekciju
γ :
⋃∞

k=1 Ik → N:

γ(I1, I2, . . . , Ik) = τ(β(I1), β(I2), . . . , β(Ik))

2

Definicija 3.21 Za urm program P vrednost γ(P ) nazivamo indeksom
(kodnim brojem) programa P ili Gedelovim brojem programa P .

Definicija 3.22 urm program P za koji va�i P = γ−1(n) nazivamo
n-tim urm programom i oznaqavamo ga sa Pn.

Napomena: Za razliqite vrednosti m i n, programi Pm i Pn se
razlikuju, ali to ne mora da znaqi da oni izraqunavaju razliqite
funkcije.

3.4.3 Enumeracija izraqunǉivih funkcija
Za a ∈ N i n ≥ 1 uvodimo slede�e oznake:

Φ(n)
a = f

(n)
Pa

= n-arna funkcija koju izraqunava program Pa

W (n)
a = Dom(Φ(n)

a ) = {(x1, x2, . . . , xn) | Pa(x1, . . . , xn) ↓}
E(n)

a = Range(Φ(n)
a ) = {Φ(n)

a (x1, x2, . . . , xn) | (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dom(Φ(n)
a )}

Ukoliko eksplicitno ne naglasimo drugaqije smatramo da je req
o unarnim izraqunǉivim funkcijama i umesto Φ

(1)
a , W (1)

a , E(1)
a pixemo

kra�e Φa, Wa, Ea.
Svaka unarna izraqunǉiva funkcija pojavǉuje se u enumeraciji

Φ0,Φ1,Φ2, . . . , pri qemu je to enumeracija sa ponavǉaǌem (jer postoje
razliqiti programi koji izraqunavaju istu funkciju).

Sve izraqunǉive funkcije mogu biti enumerisane i na drugaqiji
naqin. Mo�e se krenuti od rekurzivnih funkcija (umesto od urm
programa). One mogu biti enumerisane i ta enumeracija indukuje i
enumeraciju izraqunǉivih funkcija (to je enumeracija sa ponavǉa-
ǌem kao i u prvom pristupu).

Teorema 3.12 Skup svih n-arnih izraqunǉivih funkcija C(n) je nabrojiv.

Teorema 3.13 Skup svih izraqunǉivih funkcija C je nabrojiv.

Dokaz:

C =
⋃
n≥1

C(n)

Kako je nabrojiva unija nabrojivih skupova tako�e nabrojiv skup,
sledi da je skup svih izraqunǉivih funkcija C nabrojiv. 2
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Zadatak 82 Dokazati da svaka izraqunǉiva funkcija ima prebrojivo
mnogo pojavǉivaǌa (prebrojivo mnogo indeksa) u enumeraciji svih iz-
raqunǉivih funkcija.

Rexeǌe:
Neka je funkcija f izraqunǉiva. Tada, na osnovu teze Qerqa,

postoji (bar jedan) program P koji je izraqunava. Funkcija f se,
dakle, u enumeraciji svih izraqunǉivih funkcija pojavǉuje na γ(P )-
tom mestu (tj. f = Φa, gde je a = γ(P )).

Programu P mo�emo dodati neku naredbu bez dejstva (npr. T (1, 1)).
Tako izmeǌeni program ima razliqit kôd (tj. odgovara mu drugi in-
deks), ali i daǉe izraqunava istu funkciju f . Ponavǉaju�i ovaj pos-
tupak mo�emo da zakǉuqimo da funkcija f ima beskonaqno mnogo in-
deksa u nizu svih izraqunǉivih funkcija (jer ima beskonaqno mnogo
programa koji je izraqunavaju).

Indeksi funkcije f qine, dakle, beskonaqan podskup skupa N, pa
je i taj podskup prebrojiv. Dakle, svaka izraqunǉiva funkcija f ima
prebrojivo mnogo indeksa u nizu svih izraqunǉivih funkcija.

Zadatak 83 Dokazati da totalnih neizraqunǉivih funkcija f : N→ N
ima neprebrojivo mnogo.

Rexeǌe:
U opxtem sluqaju za broj preslikavaǌa iz skupa A u skup B va�i

slede�a jednakost:

|{f | f : A→ B}| = |B||A|

U sluqaju totalnih funkcija f : N→ N, ona se svodi na:

|{f | f : N→ N}| = ℵℵ00 = C

Dakle, totalnih funkcija f : N→ N ima neprebrojivo mnogo, pa kako
totalnih izraqunǉivih funkcija f : N → N ima prebrojivo mnogo,
sledi da totalnih neizraqunǉivih funkcija f : N→ N ima neprebro-
jivo mnogo.

3.4.4 Metod dijagonalizacije
Metod dijagonalizacije zasniva se na ideji koju je Kantor24 iskoris-
tio u svom dokazu da je skup realnih brojeva neprebrojiv.

Metod dijagonalizacije koristi se u problemima slede�eg tipa:
,,Neka je φ0, φ1, . . . enumeracija objekata nekog tipa. Potrebno je kon-
struisati objekat φ istog tipa koji se razlikuje od svih objekata
φ0, φ1, . . . ”.

24Georg Cantor (1845-1918), nemaqki matematiqar ruskog porekla
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Metod dijagonalizacije zasniva se, generalno, na slede�em pris-
tupu: ,,Neka se konstruisani objekat φ razlikuje od φn na n-toj pozi-
ciji (u nekom smislu)”. Navedena opxta shema ima razliqite inter-
pretacije u zavisnosti od konkretnog domena.

Zadatak 84 Dokazati da postoji totalna unarna funkcija koja nije
izraqunǉiva.

Rexeǌe:
Neka je funkcija f : N→ N definisana na slede�i naqin:

f(n) =

{
Φn(n) + 1 , ako je Φn(n) definisano (tj. ako Φn(n) ↓)
0 , ako Φn(n) nije definisano (tj. ako Φn(n) ↑)

Poka�imo da se funkcija f razlikuje za svako n od funkcije Φn u
taqki n. Ako je vrednost Φn(n) definisana, onda je f(n) = Φn(n) +
1 6= Φn(n). Ako vrednost Φn(n) nije definisana, onda je funkcija f
definisana u taqki n (f(n) = 0), pa je f 6= Φn.

Kako se funkcija f razlikuje od svih unarnih izraqunǉivih fun-
kcija, onda se ona ne pojavǉuje u enumeraciji C(1), pa ona nije iz-
raqunǉiva. S druge strane, na osnovu definicije funkcije f je
oqigledno da je ona totalna.

Zadatak 85 Neka je f : N2 → N totalna izraqunǉiva funkcija. Neka
je familija funkcija gn : N→ N (n ∈ N) definisana na slede�i naqin:

gn(y) = f(n, y).

Konstruisati totalnu izraqunǉivu funkciju h : N → N takvu da je
h 6= gn za sve n (n ∈ N).

Rexeǌe:
Definiximo funkciju h : N→ N na slede�i naqin:

h(x) = f(x, x) + 1

Funkcija f je totalna i izraqunǉiva, pa je takva i funkcija h.
Doka�imo da je h 6= gn za sve n (n ∈ N). Pretpostavimo suprotno

— da va�i h = gn za neko n (n ∈ N). Tada:

h = gn ⇒(∀x)h(x) = gn(x)

⇒h(n) = gn(n)

⇒f(n, n) + 1 = f(n, n)

xto je protivreqnost. Dakle, h 6= gn za sve n (n ∈ N).
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Zadatak 86 Neka je f0, f1, f2, . . . niz unarnih parcijalnih funkcija. Kon-
struisati unarnu parcijalnu funkciju g takvu da je Dom(g) 6= Dom(fn)
za sve n (n ∈ N).

Rexeǌe:
Definiximo funkciju g : N→ N na slede�i naqin:25

g(x) '
{

0 , ako x /∈ Dom(fx) (tj. fx(x) ↑)
↑ , ako x ∈ Dom(fx) (tj. fx(x) ↓)

Doka�imo da Dom(g) 6= Dom(fn) va�i za sve n (n ∈ N). Pretpostavimo
suprotno — da za neko n (n ∈ N) va�i Dom(g) = Dom(fn).

Ako je n ∈ Dom(fn), onda g(n) ↑, pa je n /∈ Dom(g), odakle sledi
Dom(g) 6= Dom(fn). Ako je n /∈ Dom(fn), onda je g(n) ↓ 0, pa n ∈ Dom(g),
odakle sledi Dom(g) 6= Dom(fn).

U oba sluqaja se dobija da je Dom(g) 6= Dom(fn), xto protivreqi
pretpostavci Dom(g) = Dom(fn). Dakle, va�i Dom(g) 6= Dom(fn) za
sve n (n ∈ N), xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 87 Totalna unarna funkcija je monotono rastu�a ako i samo
ako f(n+ 1) > f(n) va�i za sve prirodne brojeve n. Dokazati da mono-
tono rastu�ih funkcija ima neprebrojivo mnogo.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da monotono rastu�ih funkcija ima

najvixe prebrojivo mnogo. Neka je f0, f1, f2, . . . enumeracija svih mo-
notono rastu�ih funkcija. Definiximo funkciju g : N → N na
slede�i naqin:

g(0) = f0(0) + 1

g(n+ 1) = fn+1(n+ 1) + g(n)

Doka�imo da je ovako definisana funkcija g monotono rastu�a. Za
proizvoǉan prirodan broj n va�i:

g(n+ 1) =fn+1(n+ 1) + g(n)

(na osnovu definicije funkcije g)

>g(n)

(jer je fn+1 ≥ 0 i fn+1 je monotono rastu�a funkcija )

Dakle, funkcija g jeste monotono rastu�a. S druge strane, doka�imo
da se funkcija g ne pojavǉuje u enumeraciji svih monotono rastu�ih
funkcija, tj. da g(n) 6= fn(n) za sve prirodne brojeve n.

Za n = 0 va�i
g(0) = f0(0) + 1 > f0(0),

25Pixemo f(x1, . . . , xn) ' g(x1, . . . , xn) ako su za n-torku (x1, . . . , xn) vrednosti
funkcija f i g ili obe nedefinisane ili obe definisane i imaju istu vrednost.
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odakle sledi da je g 6= f0. Daǉe, za proizvoǉan prirodan broj n va�i:

g(n+ 1) = fn+1(n+ 1) + g(n) > fn+1(n+ 1),

jer je g(0) > 0 i funkcija g je monotono rastu�a, pa je i g(n) > 0.

Dakle, g(n) 6= fn(n) za sve prirodne brojeve n, xto, zbog pret-
postavke da je f0, f1, f2, . . . enumeracija svih monotono rastu�ih fun-
kcija, znaqi da funkcija g nije monotono rastu�a. To, me�utim,
protivreqi prethodnom zakǉuqku da ona to jeste. Dakle, monotono
rastu�ih funkcija ima neprebrojivo mnogo.

Zadatak 88 Neka je f unarna parcijalna funkcija (ne nu�no izraqun-
ǉiva) i m dat prirodan broj. Konstruisati neizraqunǉivu funkciju
g : N→ N takvu da va�i:

(∀x ≤ m)g(x) ' f(x).

Rexeǌe:
Definiximo funkciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(x) '

 f(x) , ako x ≤ m
Φx−m−1(x) + 1 , ako x > m i Φx−m−1(x) ↓
0 , ako x > m i Φx−m−1(x) ↑

Iz definicije funkcije g sledi (∀x ≤ m)g(x) ' f(x). Doka�imo da
funkcija g nije izraqunǉiva. Pretpostavimo suprotno — da funkci-
ja g jeste izraqunǉiva. Tada je g = Φn za neko n (n ∈ N). Iz g = Φn

sledi g(m + n + 1) ' Φn(m + n + 1). Primetimo da je m + n + 1 > m.
Koriste�i definiciju funkcije g, ako Φn(m+ n+ 1) ↓, onda:

g(m+ n+ 1) = Φm+n+1−m−1(m+ n+ 1) + 1

= Φn(m+ n+ 1) + 1

6= Φn(m+ n+ 1)

a ako je Φn(m + n + 1) ↑, onda je g(m + n + 1) = 0, pa je g(m + n + 1) 6=
Φn(m+n+1). Dakle, u oba sluqaja sledi da g(m+n+1) 6= Φn(m+n+1),
xto protivreqi pretpostavci da g = Φn. Prema tome, ne postoji
vrednost n (n ∈ N) takva da je g = Φn, tj. funkcija g se ne pojavǉuje
u enumeraciji svih izraqunǉivih funkcija, xto znaqi da ona nije
izraqunǉiva.

3.4.5 s−m− n teorema
Neka je f(x, y) izraqunǉiva funkcija (ne nu�no totalna). Tada, za
svaku fiksiranu vrednost a promenǉive x, funkcija f predstavǉa
neku unarnu izraqunǉivu funkciju ga, tj.

ga(y) ' f(a, y).
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Funkcija ga je izraqunǉiva, pa postoji indeks e takav da je ga = Φe

i, dakle, Φe(y) ' f(a, y).
Prostiji oblik s−m−n teoreme tvrdi da taj indeks e mo�e biti

efektivno izraqunat na osnovu a. Opxti oblik s − m − n teoreme
predstavǉa odgovaraju�e uopxteǌe tog tvr�eǌa.

Ova teorema se qesto naziva i teoremom parametrizacije.

Teorema 3.14 (s−m− n) 26 Ako je f(x, y) izraqunǉiva funkcija, onda
postoji totalna izraqunǉiva funkcija k(x) takva da va�i:27

f(x, y) ' Φk(x)(y).

Postojaǌe funkcije k koja je totalna i izraqunǉiva i zadovoǉava
uslov f(x, y) ' Φk(x)(y) dokazuje se pomo�u ur maxine koja izraqunava
funkciju f . Zato funkcija k zavisi i od izbora konkretnog takvog
programa Pe, pa je k(x) = s(e, x) = s1

1(e, x).

Teorema 3.15 (s−m− n) 28 Za bilo koje vrednosti m,n (m,n ∈ N)
takve da je m,n ≥ 1, postoji totalna izraqunǉiva funkcija

smn (e, x1, x2, . . . , xm)

(arnosti m+ 1) takva da va�i:29

Φ(m+n)
e (x1, x2, . . . xm, y1, y2, . . . , yn) ' Φ

(n)
smn (e,x1,x2,...,xm)(y1, y2, . . . , yn).

Navedenu teoremu nazivamo s −m − n teoremom zbog notacije smn .
Isto nazivamo i ǌen prostiji oblik.

Zadatak 89 Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva funkcija k :
N → N takva da je za svaku vrednost x (x ∈ N), vrednost funkcije
k(x) jednaka indeksu funkcije f(x, y) =

[
x
√
y
]
.

Rexeǌe:
Shodno zadatku 65 i teoremi 3.7, va�i:

f(x, y) ∈ PR(2) ⊂ R(2)

pa se ona javǉa u enumeraciji svih binarnih izraqunǉivih funkcija,
tj. va�i:

(∃e ∈ N)f(x, y) ' Φ(2)
e (x, y).

26Prostiji oblik s−m− n teoreme.
27Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
28Opxti oblik s−m− n teoreme.
29Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4, 5].
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Fiksirajmo jednu takvu vrednost za e. Na osnovu s −m − n teoreme,
postoji totalna, izraqunǉiva funkcija s : N2 → N takva da va�i:

Φ(2)
e (x, y) ' Φs(e,x)(y).

Za izabrano, fiksirano e, definiximo tra�enu funkciju k kao k(x) '
s(e, x). Tada:

[ x
√
y] ' Φk(x)(y).

Zadatak 90 Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva funkcija k :
N→ N takva da za svaku vrednost x (x ∈ N) va�i

Wk(x) = {yx | y ∈ N}.

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(x, y) = µz[zx = y].

Va�i f ∈ R2, pa postoji indeks e takav da je f(x, y) ' Φ
(2)
e (x, y). Fik-

sirajmo jedan takav indeks e. Na osnovu s−m− n teoreme je

Φ(2)
e (x, y) ' Φk(x)(y),

gde je k(x) totalna izraqunǉiva funkcija. Dakle, va�i

f(x, y) ' Φk(x)(y),

pa je

y ∈Wk(x) ⇔ Φk(x)(y) ↓
⇔ f(x, y) ↓
⇔ (∃z ∈ N) y = zx

⇒Wk(x) = {zx | z ∈ N}

Zadatak 91 Neka je n ≥ 1. Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva
funkcija k : N→ N takva da va�i

W
(n)
k(x) = {(y1, . . . , yn) |

n∑
i=1

yi = x }.



3.5. Univerzalne funkcije 97

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : Nn+1 → N na slede�i naqin:

f(x, y1, . . . , yn) =

{
0 , ako

∑n
i=1 yi = x

↑ , inaqe

Predikat P (x, y1, . . . , yn) definisan sa:

P (x, y1, . . . , yn)⇔
n∑

i=1

yi = x

je odluqiv, jer je izraqunǉiva ǌegova karakteristiqna funkcija:

CP (x, y1, . . . , yn) = sgn(|
n∑

i=1

yi
.
x|) ∈ PR,

pa je funkcija f izraqunǉiva. Dakle, postoji (bar jedan) indeks e
takav da je

f(x, y1, . . . , yn) ' Φ(n+1)
e (x, y1, . . . , yn).

Fiksirajmo jedan takav indeks e. Na osnovu s−m− n teoreme va�i

Φ(n+1)
e (x, y1, . . . , yn) ' Φ

(n)
s(e,x)(y1, . . . , yn).

Za fiksiranu vrednost e je k(x) = s(e, x), pa je

f(x, y1, . . . , yn) ' Φ
(n)
k(x)(y1, . . . , yn).

Kako va�i niz ekvivalencija:

(y1, . . . , yn) ∈W (n)
k(x) ⇔ Φ

(n)
k(x)(y1, . . . , yn) ↓

⇔ f(x, y1, . . . , yn) ↓

⇔
n∑

i=1

yi = x

na osnovu definicije jednakosti skupova, va�i:

W
(n)
k(x) = {(y1, . . . , yn) |

n∑
i=1

yi = x}

xto je i trebalo pokazati.

3.5 Univerzalne funkcije
Definicija 3.23 Parcijalna funkcija g : Nn+1 → N je univerzalna
funkcija za familiju F n-arnih parcijalnih funkcija ako i samo ako:
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(i) (∀i ∈ N) g(i, x1, . . . , xn) ∈ F

(ii) (∀f ∈ F)(∃i ∈ N)(∀x1, . . . , xn ∈ N) f(x1, . . . , xn) ' g(i, x1, . . . , xn)

(tj. sve funkcije iz familije F mogu da budu pore�ane u niz
g(0, x1, . . . , xn), g(1, x1, . . . , xn), g(2, x1, . . . , xn), . . . ).

Napomena: Definicija univerzalne funkcije za datu familiju zav-
isi od naqina indeksiraǌa familije. Promena naqina indeksira-
ǌa, u opxtem sluqaju, implicira promenu definicije univerzalne
funkcije.

Ako je i : F → N neka enumeracija familije F , onda je funkcija
g : Nn+1 → N definisana na slede�i naqin:

g(i, x1, . . . , xn) ' fi(x1, . . . , xn)

univerzalna za familiju F .
Dakle, funkcija Ψ

(n)
U : Nn+1 → N definisana sa

Ψ
(n)
U (e, x1, . . . , xn) ' Φ(n)

e (x1, . . . , xn)

je univerzalna funkcija za klasu n-arnih izraqunǉivih funkcija.
Umesto Ψ

(1)
U pisa�emo kra�e ΨU misle�i na unarne izraqunǉive

funkcije, ukoliko ne naglasimo drugaqije.

Teorema 3.16 Za svaki prirodan broj n, funkcija Ψ
(n)
U je izraqunǉiva.30

Univerzalne funkcije imaju slede�e va�ne primene:

• konstrukcija neizraqunǉivih funkcija i neodluqivih predika-
ta;

• konstrukcija totalne izraqunǉive funkcije koja nije primi-
tivno rekurzivna;

• sa s−m− n teoremom u dokazima da su odre�ene operacije nad
indeksima izraqunǉivih funkcija izraqunǉive.

Zadatak 92 Dokazati da univerzalna funkcija za klasu T totalnih
unarnih izraqunǉivih funkcija nije totalna izraqunǉiva funkcija.

Rexeǌe:
Neka je g : N2 → N univerzalna funkcija za familiju funkcija T .

Pretpostavimo suprotno — da funkcija g jeste totalna i izraqun-
ǉiva. Definiximo funkciju h : N→ N na slede�i naqin:

h(n) = g(n, n) + 1

30Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Kako je funkcija g totalna izraqunǉiva funkcija, to je i unarna
funkcija h totalna i izraqunǉiva (tj. h ∈ T ). Odatle sledi da pos-
toji indeks m takav da va�i

(∀n)h(n) = g(m,n).

Za tu, fiksiranu, vrednost m va�i:

g(m,m) = h(m),

xto protivreqi definiciji funkcije h, na osnovu koje je

h(m) = g(m,m) + 1.

Dakle, funkcija g nije totalna izraqunǉiva funkcija.

Zadatak 93 Dokazati da univerzalna funkcija za klasu PR(1) nije pri-
mitivno rekurzivna funkcija.

Zadatak 94 Dokazati da skup M = {x | ΨU (x, x) = 0} nije odluqiv.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da skup M jeste odluqiv. Tada je

karakteristiqna funkcija CM skupa M izraqunǉiva:

CM (x) =

{
1 , ako x ∈M
0 , ako x /∈M

Funkcija CM je izraqunǉiva, pa postoji indeks m takav da je

(∀x ∈ N) CM (x) = ΨU (m,x)

Za tu, fiksiranu, vrednost m va�i

ΨU (m,m) = 1⇔ CM (m) = 1

⇔ m ∈M
⇔ ΨU (m,m) = 0

xto je protivreqno. Dakle, skup M nije odluqiv.

Zadatak 95 Problem ,,Φx je totalna” nije odluqiv.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da predikat ,,Φx je totalna” jeste od-

luqiv. Neka je g : N→ N karakteristiqna funkcija tog predikata:

g(x) =

{
1 , ako je Φx totalna
0 , ako Φx nije totalna
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Kako je predikat odluqiv, funkcija g je izraqunǉiva.
Definiximo funkciju f : N → N tako da se razlikuje od svih

totalnih izraqunǉivih funkcija:

f(x) =

{
Φx(x) + 1 , ako je Φx totalna
0 , ako Φx nije totalna

Funkcija f je totalna i razlikuje se (na x-toj poziciji) od svake
totalne izraqunǉive funkcije, pa sledi da ona nije izraqunǉiva.

Funkcije f mo�e se, ekvivalentno, definisati i na slede�i naqin:

f(x) =

{
ΨU (x, x) + 1 , ako g(x) = 1
0 , ako g(x) = 0

Kako su funkcije ΨU i g izraqunǉive, sledi da je takva i funkcija
f , xto protivreqi prethodnom zakǉuqku. Dakle, problem ,,Φx je to-
talna” nije odluqiv.

Zadatak 96 Neka je familija funkcija F (n) zadata na slede�i naqin:

f
(n)
i (x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + · · ·+ xn + i.

Na�i u F (n+1) univerzalnu funkciju za F (n).

Rexeǌe:
Familija F (n+1) je zadata na slede�i naqin:

f
(n+1)
i (x1, . . . , xn+1) = x1 + · · ·+ xn+1 + i

Primetimo da za funkciju

f
(n+1)
0 (x1, . . . , xn+1) = x1 + · · ·+ xn+1

iz te familije va�i:

f
(n+1)
0 (i, x1, . . . , xn) = i+ x1 + · · ·+ xn = f

(n)
i (x1, . . . , xn)

pa je upravo ona tra�ena univerzalna funkcija.

3.5.1 Primene s−m− n teoreme

Zadatak 97 Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva funkcija s :
N2 → N takva da za sve x, y (x, y ∈ N) va�i:

Φs(x,y) = Φx · Φy
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Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N3 → N na slede�i naqin:

f(x, y, z) ' Φx(z) · Φy(z)

Tada va�i

f(x, y, z) ' Φx(z) · Φy(z)

' ψU (x, z) · ψU (y, z)

' Sub(·;Sub(ψU ;P 3
1 , P

3
3 ), Sub(ψU ;P 3

2 , P
3
3 )),

pa je funkcija f izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih fun-
kcija). Dakle, postoji vrednost e (e ∈ N) takva da za sve prirodne
brojeve x, y, z va�i:

f(x, y, z) ' Φ(3)
e (x, y, z)

Za tu, fiksiranu, vrednost e, na osnovu s − m − n teoreme, postoji
totalna izraqunǉiva funkcija s : N2 → N takva da va�i Φe(x, y, z) '
Φs(x,y)(z) (funkcija s zavisi i od vrednosti e, ali za fiksirano e,
mo�emo je smatrati funkcijom od samo dve promenǉive — x i y).
Tada va�i:

f(x, y, z) ' Φs(x,y)(z)

Dakle,
Φs(x,y)(z) ' Φx(z) · Φy(z),

gde je s : N2 → N totalna izraqunǉiva funkcija.

Zadatak 98 Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva funkcija g :
N→ N takva da za sve vrednosti x (x ∈ N) va�i:

(Φx)2 = Φg(x)

Rexeǌe:
Neka je s : N2 → N funkcija koja za sve prirodne brojeve x, y, z

zadovoǉava uslov:

Φs(x,y)(z) ' Φx(z) · Φy(z) (videti zadatak 97)

Definiximo funkciju g na slede�i naqin:

g(x) = s(x, x)

Tada va�i:
Φg(x) = Φs(x,x) = Φx · Φx = (Φx)2
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Zadatak 99 Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva funkcija s :
N2 → N takva da za sve vrednosti x, y (x, y ∈ N) va�i:

Φs(x,y) = Sub(Φx; Φy) = Φx ◦ Φy

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N3 → N na slede�i naqin:

f(x, y, z) ' Φx(Φy(z)) ' ψU (x, ψU (y, z)) ' Sub(ψU ;P 3
1 , Sub(ΨU ;P 3

2 , P
3
3 ))

Funkcija f je izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih funkcija),
pa na osnovu s−m−n teoreme, postoji totalna izraqunǉiva funkcija
s : N2 → N takva da za sve prirodne brojeve x, y, z va�i:

f(x, y, z) ' Φs(x,y)(z)

Dakle, va�i
Φs(x,y) = Φx ◦ Φy,

gde je s(x, y) totalna izraqunǉiva funkcija.

Zadatak 100 Dokazati da postoji izraqunǉiva funkcija g : N2 → N
koja zadovoǉava slede�e uslove:

(i) Vrednost g(x, y) je definisana ako i samo ako je y ∈ Ex.

(ii) Ako va�i y ∈ Ex, onda je g(x, y) ∈Wx i Φx(g(x, y)) = y (tj. g(x, y) ∈
Φ−1({y}).

Ako je funkcija Φx injektivna, dokazati da postoji totalna izraqun-
ǉiva funkcija k : N→ N takva da je Φk(x) = Φ−1

x i Ek(x) = Wx.

Teorema 3.17 Za svaki prirodan broj n, slede�i predikati su odluqivi:

(i) Sn(e, x1, . . . , xn, y, t) ≡ ,,Pe(x1, . . . , xn) ↓ y za ≤ t koraka”

(ii) Hn(e, x1, . . . , xn, t) ≡ ,,Pe(x1, . . . , xn) ↓ za ≤ t koraka” 31

Napomena: Va�i i jaqe tvr�eǌe — da su navedeni predikati primi-
tivno rekurzivni.

Napomenimo da u daǉem tekstu ne�emo pisati indeks n predikata
Sn i Hn kada je on jasan iz konteksta.

Zadatak 101 Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva funkcija s :
N2 → N takva da za sve vrednosti x, y (x, y ∈ N) va�i

Ws(x,y) = Wx ∪Wy.

31Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N3 → N na slede�i naqin:

f(x, y, z) '
{

1 , ako z ∈Wx ili z ∈Wy

↑ , inaqe

Tada va�i:

f(x, y, z) ' s(0(µt[H(x, z, t) ∨H(y, z, t)]))

' 1(µt[H(x, z, t) ∨H(y, z, t)]).

Predikati H(x, z, t) i H(y, z, t) su odluqivi, pa je funkcija f izra-
qunǉiva. Na osnovu s−m− n teoreme, postoji totalna izraqunǉiva
funkcija s : N2 → N takva da je

f(x, y, z) ' Φs(x,y)(z).

Odatle, na osnovu definicije funkcije f , sledi

Ws(x,y) = Wx ∪Wy.

Izraqunǉivost funkcije f mo�e da se poka�e i korix�eǌem Qer-
qove teze. Naime, funkcija ΨU je izraqunǉiva, pa postoji algo-
ritam, tj. urm program koji je izraqunava. Neka se na dvema ur
maxinama simultano izvrxava dati program za niz ulaznih vred-
nosti x, z, odnosno y, z. Ako se na nekoj od ove dve maxine stane sa
izvrxavaǌem programa, onda neka je f(x, y, z) = 1, a inaqe neka je
f(x, y, z) nedefinisano. Na osnovu Qerqove teze sledi da je funkcija
f izraqunǉiva.

Zadatak 102 Dokazati da postoji totalna izraqunǉiva funkcija s :
N2 → N takva da za sve vrednosti x, y (x, y ∈ N) va�i

Es(x,y) = Ex ∪ Ey.

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N3 → N na slede�i naqin:

f(x, y, z) '
{
z , ako (∃n)(Φx(n) = z ∨ Φy(n) = z)
↑ , inaqe

Va�i

(∃n)(Φx(n) = z ∨ Φy(n) = z)

⇔(∃n, t)(Φx(n) ↓ z za ≤ t koraka ∨ Φx(n) ↓ z za ≤ t koraka
⇔(∃n, t)(S(x, n, z, t) ∨ S(y, n, z, t))

⇔(∃n, t) Q(x, y, z, n, t)

(ovako uvodimo predikat Q, koji je odluqiv kao

disjunkcija odluqivih predikata)

⇔(∃m) Q(x, y, z, (m)1, (m)2)
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Za funkciju f va�i

f(x, y, z) ' z · 1(µm[Q(x, y, z, (m)1, (m)2) = 1]),

pa je ona izraqunǉiva. Odatle, na osnovu s−m− n teoreme, postoji
totalna izraqunǉiva funkcija s : N2 → N takva da va�i:

f(x, y, z) ' Φs(x,y)(z),

odakle sledi

Es(x,y) = {f(x, y, z)|(x, y, z) ∈ Dom(f)}
= {z|(∃n)(z = Φx(n) ∨ z = Φy(n))}
= {z|z ∈ Ex ∨ z ∈ Ey}
= Ex ∪ Ey

Zadatak 103 Dokazati da postoje totalne izraqunǉive funkcije f, g :
N→ N takve da va�i:

(a) Ef(x) = Wx

(b) Wg(x) = Ex

Rexeǌe:

(a) Definiximo funkciju φ : N2 → N na slede�i naqin:

φ(x, y) '
{
y , ako y ∈Wx

↑ , inaqe

Za funkciju φ va�i

φ(x, y) ' y · 1(ΨU (x, y)),

pa je ona izraqunǉiva. Na osnovu s − m − n teoreme, postoji
totalna izraqunǉiva funkcija f : N→ N takva da va�i:

φ(x, y) ' Φf(x)(y).

Tada je

Ef(x) = {Φf(x)(y) | y ∈Wf(x)}
= {φ(x, y) | (x, y) ∈ Dom(φ)}
= {y | y ∈Wx}
= Wx
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(b) Definiximo funkciju φ : N2 → N na slede�i naqin:

φ(x, y) '
{

1 , ako y ∈ Ex

↑ , inaqe

Va�i

y ∈ Ex ⇔(∃n, t)(Px(n) ↓ y za ≤ t koraka)

⇔(∃n, t)S(x, n, y, t)

⇔(∃m)S(x, (m)1, y, (m)2)

⇔(∃m)Q(x, y,m)

(ovako uvodimo predikat Q, koji je odluqiv)

Za funkciju φ va�i

φ(x, y) ' 1(µz[Q(x, y, z)]),

pa je ona izraqunǉiva. Na osnovu s − m − n teoreme, postoji
totalna izraqunǉiva funkcija g : N→ N takva da va�i:

φ(x, y) ' Φg(x)(y).

Tada je
Wg(x) = {y | φ(x, y) ↓} = {y | y ∈ Ex} = Ex

Zadatak 104 Neka je f : N → N izraqunǉiva funkcija. Dokazati da
postoji izraqunǉiva funkcija k : N→ N takva da va�i

Wk(x) = f−1(Wx)

Zadatak 105 Dokazati da postoje totalne izraqunǉive funkcije f, g :
N→ N takve da va�i:

(a) Φi(Wj) = Wf(i,j)

(b) Φ−1
i (Wj) = Wg(i,j)

3.6 Odluqivost, neodluqivost, parcijalna
odluqivost

3.6.1 Odluqivost i neodluqivost
Pojam odluqivosti za skupove i teorije zasniva se na pojmu odluqi-
vih predikata (problema). Stoga, ponovo navodimo slede�u defini-
ciju:
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Definicija 3.24 Predikat P (x1, . . . , xn) je odluqiv (rekurzivan, iz-
raqunǉiv) ako i samo ako je izraqunǉiva ǌegova karakteristiqna fun-
kcija CP data sa:

CP (x1, . . . , xn) =

{
1 , ako P (x1, . . . , xn)
0 , ako ¬P (x1, . . . , xn)

Definicija 3.25 Predikat P je neodluqiv ako i samo ako nije od-
luqiv.

Teorema 3.18 Problem ,,x ∈ Wx” (tj. ,,Φx(x) je definisano”, ,,ΨU (x, x)
je definisano”, ,,Px(x) ↓”) je neodluqiv.

Dokaz:
Neka je f : N→ N karakteristiqna funkcija ovog problema, tj. ne-

ka je

f(x) =

{
1 , ako x ∈Wx

0 , ako x /∈Wx

Pretpostavimo suprotno — da problem ,,x ∈Wx” jeste odluqiv. Oda-
tle sledi da je funkcija f izraqunǉiva. Definiximo funkciju g :
N→ N na slede�i naqin:

g(x) '
{

0 , ako x /∈Wx (tj. f(x) = 0)
↑ , ako x ∈Wx (tj. f(x) = 1)

Va�i g(x) = 0(µy[f(x) = 0]), pa kako je funkcija f izraqunǉiva,
izraqunǉiva je i funkcija g. Dakle, postoji vrednost m (m ∈ N)
takva da je g = Φm, pa, prema tome, i Dom(g) = Wm. Otuda, m ∈
Wm ⇔ m ∈ Dom(g). S druge strane, na osnovu definicije funkcije g,
sledi m ∈ Dom(g) ⇔ m /∈ Wm, xto protivreqi prethodnom zakǉuqku.
Dakle, problem ,,x ∈Wx” je neodluqiv. 2

Napomena: Navedena teorema ne tvrdi da ni za koju konkretnu vred-
nost a ne mo�emo da utvrdimo da li jeste ili nije definisana vred-
nost Φa(a). Za neke vrednosti to je veoma jednostavno (npr. ako je Φe

neka totalna funkcija, onda e ∈We svakako va�i). Navedena teorema
tvrdi da ne postoji opxti metod za utvr�ivaǌe da li je vrednost
Φx(x) definisana i koji se mo�e primeniti za sve vrednosti x (x ∈ N).

Navedena teorema va�na je zbog toga xto se neodluqivost za mnoge
probleme mo�e dokazati ǌihovim svo�eǌem na problem ,,x ∈ Wx”.
Generalno, neodluqivost problema najqex�e se dokazuje ili svo�e-
ǌem na problem ,,x ∈Wx” ili direktnom dijagonalnom konstrukcijom.

Zadatak 106 Dokazati da postoji izraqunǉiva funkcija h : N → N
takva da su problemi ,,x ∈ Dom(h)” i ,,x ∈ Range(h)” neodluqivi.
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Rexeǌe:
Definiximo funkciju h na slede�i naqin:

h(x) '
{
x , ako x ∈Wx

↑ , ako x /∈Wx

Za funkciju h va�i

h(x) ' x+ 0(ΨU (x, x)),

pa je ona izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih funkcija).
Tako�e va�i slede�i niz ekvivalencija:

x ∈ Dom(h)⇔x ∈Wx

⇔x ∈ Range(h)

pa kako predikat ,,x ∈ Wx” nije odluqiv, sledi da ni ǌemu ekvi-
valentni predikati ,,x ∈ Dom(h)” i ,,x ∈ Range(h)” nisu odluqivi.
Znaqi, funkcija h zadovoǉava uslove zadatka.

Zadatak 107 Dokazati da je neodluqiv problem ,,y ∈Wx”.32

Rexeǌe:
Neka je g : N2 → N karakteristiqna funkcija datog problema,

tj. neka je:

g(x, y) =

{
1 , ako y ∈Wx

0 , ako y /∈Wx

Pretpostavimo suprotno — da problem ,,y ∈ Wx” jeste odluqiv. To
znaqi da je funkcija g izraqunǉiva. Definiximo funkciju f : N→ N
na slede�i naqin:

f(x) = g(x, x)

Kako je funkcija g izraqunǉiva, sledi da je i funkcija f izraqun-
ǉiva. Za funkciju f va�i:

f(x) =

{
1 , ako g(x, x) = 1 (tj. x ∈Wx)
0 , ako g(x, x) = 0 (tj. x /∈Wx)

odakle sledi da je predikat ,,x ∈Wx” odluqiv, xto je netaqno. Dakle,
problem ,,y ∈Wx” je neodluqiv.

Zadatak 108 Dokazati da su slede�i problemi neodluqivi:
(a) ,,Φx = 0”
(b) ,,Φx = Φy”

32Ovaj problem nazivamo problemom zaustavǉaǌa (engl. halting problem).
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Rexeǌe:

(a) Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(x, y) '
{

0 , ako x ∈Wx

↑ , ako x /∈Wx

Za funkciju f va�i

f(x, y) ' 0(ΨU (x, x))

pa je ona izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih funkci-
ja). Na osnovu s −m − n teoreme, postoji totalna izraqunǉiva
funkcija k : N→ N takva da va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)

Primetimo da va�i Φk(x) = 0 ako i samo ako je x ∈ Wx. Daǉe,
neka je g : N→ N karakteristiqna funkcija problema ,,Φx = 0”,
tj. neka je:

g(x) =

{
1 , ako Φx = 0
0 , ako Φx 6= 0

Pretpostavimo suprotno — pretpostavimo da predikat ,,Φx = 0”
jeste odluqiv. Onda je funkcija g izraqunǉiva. Definiximo
funkciju h : N→ N na slede�i naqin:

h(x) = g(k(x)) = Sub(g; k)

Funkcija h je izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih fun-
kcija) i pritom va�i:

h(x) =

{
1 , ako g(k(x)) = 1 (tj. Φk(x) = 0, odnosno x ∈Wx)
0 , ako g(k(x)) = 0 (tj. Φk(x) 6= 0, odnosno x /∈Wx)

Dakle, izraqunǉiva funkcija h je karakteristiqna funkcija
predikata ,,x ∈Wx”, xto protivreqi qiǌenici da problem ,,x ∈
Wx” nije odluqiv. Dakle, problem ,,Φx = 0” je neodluqiv.

(b) Neka je f : N2 → N karakteristiqna funkcija datog problema:

f(x, y) =

{
1 , ako Φx = Φy

0 , ako Φx 6= Φy

Pretpostavimo suprotno — predikat ,,Φx = Φy” jeste odluqiv.
Odatle sledi da je funkcija f izraqunǉiva.

Neka je vrednost e takva da je Φe = 0. Definiximo funkciju
g : N→ N na slede�i naqin:

g(x) = f(x, e)
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Funkcija f je izraqunǉiva, pa je izraqunǉiva i funkcija g. S
druge strane, za funkciju g va�i:

g(x) =

{
1 , ako f(x, e) = 1 (tj. Φx = Φe = 0)
0 , ako f(x, e) = 0 (tj. Φx 6= Φe = 0)

Kako je funkcija g izraqunǉiva, sledi da je predikat ,,Φx = 0”
odluqiv, xto protivreqi tvr�eǌu dokazanom u delu zadatka pod
(a). Dakle, problem ,,Φx = Φy” je neodluqiv.

Zadatak 109 Neka je a dat prirodan broj. Dokazati da su slede�i prob-
lemi neodluqivi:

(a) ,,a ∈Wx”33

(b) ,,a ∈ Ex”34

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(x, y) '
{
y , ako x ∈Wx

↑ , ako x /∈Wx

Za funkciju f va�i f(x, y) ' y ·1(ΨU (x, x)), pa je ona izraqunǉiva (kao
kompozicija izraqunǉivih funkcija). Na osnovu s −m − n teoreme,
postoji totalna izraqunǉiva funkcija k : N→ N takva da va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y).

Na osnovu definicije funkcije f sledi:

x ∈Wx ⇒Wk(x) = N(= Ek(x)) ⇒ a ∈Wk(x) (i a ∈ Ek(x))

x /∈Wx ⇒Wk(x) = ∅(= Ek(x)) ⇒ a /∈Wk(x) (i a /∈ Ek(x))

Dakle, za funkciju k va�i:

x ∈Wx ⇔ a ∈Wk(x) (i a ∈ Ek(x))

(a) Neka je g : N→ N karakteristiqna funkcija problema ,,a ∈Wx”,
tj. neka je

g(x) =

{
1 , ako a ∈Wx

0 , ako a /∈Wx

Pretpostavimo suprotno — da problem ,,a ∈Wx” jeste odluqiv.
Odatle sledi da je funkcija g izraqunǉiva. Definiximo fun-
kciju h : N→ N na slede�i naqin:

h(x) = g(k(x)) = Sub(g; k)

33Ovaj problem nazivamo problemom ulaza (engl. input problem).
34Ovaj problem nazivamo problemom izlaza (engl. output problem).
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Kako su funkcije g i k izraqunǉive, sledi da je i funkcija h
izraqunǉiva. S druge strane, za funkciju h va�i

h(x) =

{
1 , ako g(k(x)) = 1 (tj. a ∈Wk(x), odnosno x ∈Wx)
0 , ako g(k(x)) = 0 (tj. a /∈Wk(x), odnosno x /∈Wx)

Dakle, funkcija h je karakteristiqna funkcija problema ,,x ∈
Wx” koji je neodluqiv, pa funkcija h nije izraqunǉiva, xto
protivreqi prethodnom zakǉuqku. Dakle, problem ,,a ∈ Wx”
nije odluqiv, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 110 Dokazati da su slede�i predikati neodluqivi:
(a) ,,x ∈ Ex”
(b) ,,x ∈ Ey”

Rexeǌe:

(a) Neka je f : N→ N karakteristiqna funkcija problema ,,x ∈ Ex”:

f(x) =

{
1 , ako x ∈ Ex

0 , ako x /∈ Ex

Pretpostavimo suprotno — da problem ,,x ∈ Ex” jeste odluqiv.
Odatle sledi da je funkcija f izraqunǉiva. Definiximo fun-
kciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(x) '
{
x , ako x /∈ Ex (tj. f(x) = 0)
↑ , ako x ∈ Ex (tj. f(x) = 1)

Funkcija f je izraqunǉiva, pa je i funkcija g izraqunǉiva.
Odatle sledi da postoji vrednost m (m ∈ N) takva da va�i
g = Φm, pa, prema tome, i Range(g) = Em. Za tu, fiksiranu
vrednost m va�i:

m ∈ Em ⇔m ∈ Range(g)

(jer je Range(g) = Em)

⇔m /∈ Em

(na osnovu definicije funkcije g)

xto je nemogu�e. Dakle, problem ,,x ∈ Ex” je neodluqiv.

(b) Neka je funkcija g : N2 → N karakteristiqna funkcija problema
,,x ∈ Ey”:

g(x, y) =

{
1 , ako x ∈ Ey

0 , ako x /∈ Ey
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Pretpostavimo suprotno — da problem ,,x ∈ Ey” jeste odluqiv.
Odatle sledi da je funkcija g izraqunǉiva. Definiximo fun-
kciju f : N→ N na slede�i naqin:

f(x) = g(x, x) = Sub(g;P 1
1 , P

1
1 )

Funkcija f je izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih fun-
kcija). S druge strane, za funkciju f va�i:

f(x) =

{
1 , ako g(x, x) = 1 (tj. x ∈ Ex)
0 , ako g(x, x) = 0 (tj. x /∈ Ex)

Dakle, funkcija f je karakteristiqna funkcija problema ,,x ∈
Ex”, koji je, na osnovu dela zadatka pod (a), neodluqiv, pa ona
nije izraqunǉiva, xto protivreqi prethodnom zakǉuqku. Dak-
le, problem ,,x ∈ Ey” je neodluqiv, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 111 Dokazati da su slede�i problemi neodluqivi:
(a) ,,Φx(x) = 0”
(b) ,,Φx(y) = 0”

Rexeǌe:

(a) Neka je f : N→ N karakteristiqna funkcija problema ,,Φx(x) =
0”, tj. neka je:

f(x) =

{
1 , ako Φx(x) = 0
0 , ako Φx(x) 6= 0

Pretpostavimo suprotno — da problem ,,Φx(x) = 0” jeste od-
luqiv. Odatle sledi da je funkcija f izraqunǉiva, pa postoji
vrednost m (m ∈ N) takva da va�i f = Φm. Za tu, fiksiranu
vrednost m va�i:

f(m) = 1⇔Φm(m) = 0

(na osnovu definicije funkcije f)

⇔f(m) = 0

(jer je f = Φm)

xto je nemogu�e. Dakle, problem ,,Φx(x) = 0” je neodluqiv, xto
je i trebalo dokazati.

(b) Neka je g : N2 → N karakteristiqna funkcija problema ,,Φx(y) =
0”:

g(x, y) =

{
1 , ako Φx(y) = 0
0 , ako Φx(y) 6= 0
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Pretpostavimo suprotno — da problem ,,Φx(y) = 0” jeste od-
luqiv. Odatle sledi da je funkcija g izraqunǉiva. Defin-
iximo funkciju f : N→ N na slede�i naqin:

f(x) = g(x, x) = Sub(g;P 1
1 , P

1
1 )

Funkcija g je izraqunǉiva, pa je izraqunǉiva i funkcija f (kao
kompozicija izraqunǉivih funkcija). Za funkciju f va�i

f(x) =

{
1 , ako g(x, x) = 1 (tj. Φx(x) = 0)
0 , ako g(x, x) = 0 (tj. Φx(x) = 1)

Dakle, funkcija f je karakteristiqna funkcija problema ,,Φx(x)
= 0”, koji je, na osnovu dela zadatka pod (a), neodluqiv. Odatle,
funkcija f nije izraqunǉiva, xto protivreqi prethodnom zak-
ǉuqku. Dakle, predikat ,,Φx(y) = 0” neodluqiv, xto je i trebalo
dokazati.

Zadatak 112 Dokazati da je problem ,,Wx = Wy” neodluqiv.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da problem ,,Wx = Wy” jeste odluqiv.

Odatle sledi da je ǌegova karakteristiqna funkcija izraqunǉiva:

f(x, y) =

{
1 , ako Wx = Wy

0 , ako Wx 6= Wy

Neka je Φe proizvoǉna totalna izraqunǉiva funkcija. Kako je fun-
kcija Φe totalna, to za ǌen domen va�i We = N. Definiximo fun-
kciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(x) = f(x, e)

Funkcija f je izraqunǉiva, pa je izraqunǉiva i funkcija g. Za
funkciju g va�i:

g(x) =

{
1 , ako je Φx totalna
0 , ako Φx nije totalna

Dakle, izraqunǉiva funkcija g je karakteristiqna funkcija predi-
kata ,,Φx je totalna”, xto protivreqi qiǌenici da je ovaj predikat
neodluqiv (videti zadatak 95). Dakle, predikat ,,Wx = Wy” je neod-
luqiv, xto je i trebalo dokazati.

Teorema 3.19 (Rajs) Ako je A neprazan pravi podskup skupa C(1), onda
problem ,,Φx ∈ A” nije odluqiv.
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Dokaz:
Predikat ,,Φx ∈ A” je odluqiv ako i samo ako je odluqiv predikat

,,Φx ∈ C(1)\A” (jer va�i Φx ∈ A ⇔ ¬(Φx ∈ C(1)\A)), pa, bez naruxava-
ǌa opxtosti, mo�emo pretpostaviti da funkcija f∅ koja nije defin-
isana ni za jednu vrednost ne pripada skupu A (u suprotnom, mo�emo
da doka�emo tvr�eǌe za skup C(1) \ A).

Neka je g funkcija koja pripada skupu A i neka je funkcija f :
N2 → N definisana na slede�i naqin:

f(x, y) '
{
g(y) , ako x ∈Wx

↑ , ako x /∈Wx

Va�i f(x, y) ' g(y) + 0(ΨU (x, x)), pa je funkcija f izraqunǉiva (kao
kompozicija izraqunǉivih funkcija). Na osnovu s − m − n teoreme
postoji totalna izraqunǉiva funkcija k : N→ N takva da je f(x, y) '
Φk(x)(y). Tada va�i:

x ∈Wx ⇒ Φk(x) = g ⇒ Φk(x) ∈ A
x /∈Wx ⇒ Φk(x) = f∅ ⇒ Φk(x) /∈ A

Dakle, va�i x ∈Wx ⇔ Φk(x) ∈ A.
Neka je φ karakteristiqna funkcija problema ,,Φx ∈ A”, tj. neka

je

φ(x) '
{

1 , ako Φx ∈ A
0 , ako Φx /∈ A

Pretpostavimo suprotno — da problem ,,Φx ∈ A” jeste odluqiv.
Odatle sledi da je funkcija φ izraqunǉiva. Definiximo funkciju
h : N→ N na slede�i naqin:

h(x) = φ(k(x)) = Sub(φ; k).

Funkcija h je izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih funkcija)
i za ǌu va�i:

h(x) =

{
1 , ako φ(k(x)) = 1 (tj. Φk(x) ∈ A, odnosno x ∈Wx)
0 , ako φ(k(x)) = 0 (tj. Φk(x) /∈ A, odnosno x /∈Wx)

Dakle, funkcija h je karakteristiqna funkcija problema ,,x ∈ Wx”,
koji je neodluqiv (videti teoremu 3.18). Otuda, funkcija h nije
izraqunǉiva, xto protivreqi prethodnom zakǉuqku. Dakle, predikat
,,Φx ∈ A” je neodluqiv, xto je i trebalo dokazati. 2

Zadatak 113 Dokazati da su slede�i problemi neodluqivi:
(a) ,,Φx je totalna i konstantna”
(b) ,,Wx = ∅”
(v) ,,Ex je beskonaqan”
(g) ,,Φx = g” (gde je g data izraqunǉiva funkcija)
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Rexeǌe:

(a) Neka je A = {Φx | Φx je totalna i konstanta}. Kako 0 ∈ A i
s /∈ A, sledi da je A neprazan pravi podskup skupa C(1) (∅ 6= A ⊂
C(1), A 6= C(1)), pa je, na osnovu Rajsove teoreme (teorema 3.19),
predikat Φx ∈ A, tj. predikat ,,Φx je totalna i konstantna” neod-
luqiv.

(b) Neka je A = {Φx | Wx = ∅}. Kako f∅ ∈ A i 0 /∈ A, sledi da je
A neprazan pravi podskup skupa C(1), pa je, na osnovu Rajsove
teoreme (teorema 3.19), predikat Φx ∈ A, tj. predikat ,,Wx = ∅”
neodluqiv.

(v) Neka je A = {Φx | Ex je beskonaqan}. Kako s ∈ A i 0 /∈ A, sledi da
je A neprazan pravi podskup skupa C(1), pa je, na osnovu Rajsove
teoreme (teorema 3.19), predikat Φx ∈ A, tj. predikat ,,Ex je
beskonaqan” neodluqiv.

(g) Neka je A = {g}. Va�i g ∈ A i A ⊂ C(1). Pored toga, va�i s 6= g
ili 0 6= g, pa je s /∈ A ili 0 /∈ A, odakle sledi A 6= C(1). Dakle,
A je neprazan pravi podskup skupa C(1), pa je, na osnovu Rajsove
teoreme (teorema 3.19), predikat Φx ∈ A, tj. predikat ,,Φx = g”
neodluqiv.

Zadatak 114 Dokazati da ne postoji totalna izraqunǉiva funkcija
f : N→ N takva da va�i:

Px(y) ↓ ⇔ Px(y) ↓ za ≤ f(x, y) koraka.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da postoji takva funkcija f . Va�i

H(x, y, f(x, y)) ⇔ y ∈ Wx, pa kako je predikat H(x, y, f(x, y)) odluqiv,
sledi da je i problem ,,y ∈Wx” (problem zaustavǉaǌa) odluqiv, xto
protivreqi qiǌenici da je ovaj problem neodluqiv (videti zadatak
107). Dakle, ne postoji funkcija f sa zadatim svojstvima, xto je i
trebalo dokazati.

3.6.2 Parcijalna odluqivost
Definicija 3.26 Predikat P ⊆ Nn je parcijalno odluqiv (tj. par-
cijalno rexiv, poluizraqunǉiv, rekurzivno nabrojiv, poluodluqiv)
ako i samo ako je izraqunǉiva ǌegova parcijalna karakteristiqna fun-
kcija:

f(x1, x2, . . . , xn) '
{

1 , ako P (x1, x2, . . . , xn)
↑ , ako ¬P (x1, x2, . . . , xn)

Ako je predikat P parcijalno odluqiv, algoritam koji izraqunava ǌe-
govu parcijalnu karakteristiqnu funkciju zovemo parcijalna procedura
odluqivaǌa.
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Teorema 3.20 Predikat P ⊆ Nn je parcijalno odluqiv ako i samo ako
postoji izraqunǉiva funkcija g(x1, x2, . . . , xn) takva da va�i:

P (x1, x2, . . . , xn)⇔ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dom(g).

Dokaz:

(⇒:) Pretpostavimo da je predikat P parcijalno odluqiv. Tada je
izraqunǉiva ǌegova parcijalna karakteristiqna funkcija f :

f(x1, x2, . . . , xn) '
{

1 , ako P (x1, x2, . . . , xn)
↑ , ako ¬P (x1, x2, . . . , xn)

Za funkciju f va�i:

P (x1, x2, . . . , xn)⇔ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dom(f),

pa ona zadovoǉava uslove tvr�eǌa.

(⇐:) Pretpostavimo da postoji funkcija g koja zadovoǉava uslove
tvr�eǌa. Neka je f parcijalna karakteristiqna funkcija pre-
dikata P :

f(x1, x2, . . . , xn) '


1, ako P (x1, x2, . . . , xn)

(tj. (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dom(g))
↑, ako ¬P (x1, x2, . . . , xn)

(tj. (x1, x2, . . . , xn) /∈ Dom(g))

Va�i
f(x1, x2, . . . , xn) ' 1(g(x1, x2, . . . , xn)),

pa je funkcija f izraqunǉiva (kao kompozicija izraqunǉivih
funkcija), odakle sledi da je predikat P parcijalno odluqiv.2

Teorema 3.21 Predikat P ⊆ Nn je parcijalno odluqiv ako i samo ako
postoji odluqiv predikat Q ⊆ Nn+1 takav da je

P (x1, x2, . . . , xn)⇔ (∃y)Q(x1, x2, . . . , xn, y).

Dokaz:

(⇒:) Pretpostavimo da je predikat P parcijalno odluqiv. Onda je
ǌegova parcijalna karakteristiqna funkcija f izraqunǉiva,
tj. postoji vrednost e (e ∈ N) takva da je f = Φe. Neka je za tu,
fiksiranu vrednost e predikat Q ⊆ Nn+1 definisan na slede�i
naqin:

Q(x1, x2, . . . , xn, y) = H(e, x1, x2, . . . , xn, y).

Predikat H je odluqiv, pa je odluqiv i predikat Q i va�i

P (x1, x2, . . . , xn)⇔ (∃y)Q(x1, x2, . . . , xn, y).
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(⇐:) Pretpostavimo da za neki predikat Q ⊆ Nn+1 va�i

P (x1, x2, . . . , xn)⇔ (∃y)Q(x1, x2, . . . , xn, y).

Definiximo funkciju g : Nn → N na slede�i naqin:

g(x1, x2, . . . , xn) = µy[Q(x1, x2, . . . , xn, y)].

Predikat Q je odluqiv, pa je funkcija g izraqunǉiva i va�i:

P (x1, x2, . . . , xn)⇔ (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dom(g).

Na osnovu teoreme 3.20 sledi da je predikat P parcijalno od-
luqiv.

2

Teorema 3.22 Ako je predikat P (x1, x2, . . . , xn, y) parcijalno odluqiv,
onda je i predikat (∃y)P (x1, x2, . . . , xn, y) parcijalno odluqiv.

Dokaz:
Ako je predikat P parcijalno odluqiv, onda, na osnovu teoreme

3.21, postoji odluqiv predikat Q takav da va�i:

P (x1, x2, . . . , xn, y)⇔ (∃z)Q(x1, x2, . . . , xn, y, z),

pa je
(∃y)P (x1, x2, . . . , xn, y)⇔ (∃y)(∃z)Q(x1, x2, . . . , xn, y, z),

tj.
(∃y)P (x1, x2, . . . , xn, y)⇔ (∃u)Q(x1, x2, . . . , xn, (u)1, (u)2).

Predikat R(x1, x2, . . . , xn, u) ≡ Q(x1, x2, . . . , xn, (u)1, (u)2) je odluqiv, pa
je, na osnovu teoreme 3.21, predikat (∃y)P (x1, x2, . . . , xn, y) parcijalno
odluqiv, xto je i trebalo dokazati. 2

Neposrednu posledicu ove teoreme predstavǉa slede�a teorema.

Teorema 3.23 Ako je predikat P (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym) parcijalno
odluqiv, onda je i predikat

(∃y1)(∃y2) . . . (∃ym) P (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym)

parcijalno odluqiv.

Teorema 3.24 Parcijalna funkcija f : Nn → N je izraqunǉiva ako i
samo ako je predikat ,,f(x1, x2, . . . , xn) ' y” parcijalno odluqiv.35

35Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Zadatak 115 Dokazati da su slede�i predikati parcijalno odluqivi:
(a) ,,x ∈ E(n)

y ”
(b) ,,Wx 6= ∅”
(v) ,,E(n)

x 6= ∅”
(g) ,,Φx(y) je potpun kvadrat”
(d) ,,n je Fermaov broj36”

Rexeǌe:

(a)

x ∈ E(n)
y

⇔(∃z1)(∃z2) . . . (∃zn)(∃t)(Py(z1, z2, . . . , zn) ↓ x za ≤ t koraka)

⇔(∃u)(Py((u)1, (u)2, . . . , (u)n) ↓ x za ≤ (u)n+1 koraka)

⇔(∃u)S(y, (u)1, (u)2, . . . , (u)n, x, (u)n+1)︸ ︷︷ ︸
≡P (x,y,u) – odluqiv predikat

Dakle, iz
x ∈ E(n)

y ⇔ (∃u)P (x, y, u),

na osnovu teoreme 3.21, sledi da je predikat ,,x ∈ E(n)
y ” parci-

jalno odluqiv.

Tvr�eǌe mo�e biti dokazano i na slede�i naqin. Va�i

x ∈ E(n)
y ⇔ (∃z1)(∃z2) . . . (∃zn)(∃t)S(y, z1, z2, . . . , zn, x, t),

pa, kako je predikat S (parcijalno) odluqiv, na osnovu teoreme
3.23, sledi da je predikat ,,x ∈ E(n)

y ” parcijalno odluqiv.

(b) Iz Wx 6= ∅ ⇔ (∃y)(∃t)H(x, y, t), kako je predikat H (parcijalno)
odluqiv, na osnovu teoreme 3.23, sledi da je predikat ,,Wx 6= ∅”
parcijalno odluqiv.

Zadatak 116 Neka su P,Q ⊆ Nn parcijalno odluqivi predikati. Doka-
zati da su parcijalno odluqivi i predikati P ∧Q i P ∨Q.

Rexeǌe:
Kako su predikati P i Q parcijalno odluqivi, na osnovu teoreme

3.21 postoje odluqivi predikati M,N ⊆ Nn+1 takvi da va�i:

P (x1, x2, . . . , xn)⇔ (∃y)M(x1, x2, . . . , xn, y)

Q(x1, x2, . . . , xn)⇔ (∃y)N(x1, x2, . . . , xn, y)

36Broj n je Fermaov ako i samo ako (∃x, y, z > 0) xn + yn = zn.
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Tada va�i:

P (x1, . . . , xn) ∧Q(x1, . . . , xn)

⇔(∃y)M(x1, x2, . . . , xn, y) ∧ (∃z)N(x1, x2, . . . , xn, z)

⇔(∃y)(∃z)(M(x1, x2, . . . , xn, y) ∧N(x1, x2, . . . , xn, z))

Predikat M(x1, x2, . . . , xn, y) ∧ N(x1, x2, . . . , xn, z) je (parcijalno) od-
luqiv, pa je, na osnovu teoreme 3.23, predikat P ∧ Q parcijalno od-
luqiv.

Zadatak 117 Dokazati da problem ,,x ∈Wx” jeste, a problem ,,x /∈Wx”
nije parcijalno odluqiv.

Rexeǌe:
Neka je f : N→ N parcijalna karakteristiqna funkcija problema

,,x ∈Wx”:

f(x) '
{

1 , ako x ∈Wx

↑ , ako x /∈Wx

Za funkciju f va�i
f(x) ' 1(ΨU (x, x)),

pa je ona izraqunǉiva, odakle sledi da je problem ,,x ∈ Wx” parci-
jalno odluqiv.

Neka je g : N→ N parcijalna karakteristiqna funkcija problema
,,x /∈Wx”:

g(x) '
{

1 , ako x /∈Wx

↑ , ako x ∈Wx

Va�i
x ∈ Dom(g)⇔ x /∈Wx,

pa za sve vrednosti x (x ∈ N) va�i Dom(g) 6= Wx. Odatle sledi da za
sve vrednosti x (x ∈ N) va�i g 6= Φx, pa funkcija g nije izraqunǉiva
i problem ,,x /∈Wx” nije parcijalno odluqiv.

Teorema 3.25 (Post) Predikat P ⊆ Nn je odluqiv ako i samo ako su
predikati P i ¬P parcijalno odluqivi.

Dokaz:

(⇒:) Pretpostavimo da je predikat P odluqiv. Tada je i predikat
¬P odluqiv, pa su predikati P i ¬P i parcijalno odluqivi.
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(⇐:) Pretpostavimo da su predikati P i ¬P parcijalno odluqivi.
Tada, na osnovu teoreme 3.21, postoje odluqivi predikati Q,R ⊆
Nn+1 takvi da va�i:

P (x1, . . . , xn)⇔ (∃y)Q(x1, . . . , xn, y)

¬P (x1, . . . , xn)⇔ (∃y)R(x1, . . . , xn, y).

Definiximo funkciju f : Nn → N na slede�i naqin:

f(x1, . . . , xn) = µy[Q(x1, . . . , xn, y) ∨R(x1, . . . , xn, y)].

Predikat Q(x1, . . . , xn, y)∨R(x1, . . . , xn, y) je odluqiv i zadovoǉen
za sve vrednosti x1, . . . , xn (jer za sve vrednosti x1, . . . , xn va�i
ili P ili ¬P ). Odatle sledi da je funkcija f izraqunǉiva i
totalna. Pored toga, va�i

P (x1, . . . , xn)⇔ Q(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)),

pa kako je predikat Q odluqiv, sledi da je i predikat P odluqiv,
xto je i trebalo dokazati. 2

Zadatak 118 Dokazati da problem ,,Px(y) ↑”37 nije parcijalno odluqiv.

Rexeǌe:
Neka je f : N2 → N parcijalna karakteristiqna funkcija za prob-

lem zaustavǉaǌa, tj:

f(x, y) '
{

1 , ako Px(y) ↓
↑ , ako Px(y) ↑

Va�i
f(x, y) ' 1(ψU (x, y)),

pa je funkcija f izraqunǉiva, odakle sledi da je problem ,,Px(y) ↓”
parcijalno odluqiv.

Problem zaustavǉaǌa je neodluqiv (videti zadatak 107), pa,
na osnovu Postove teoreme (teorema 3.25), predikati ,,Px(y) ↓” i
,,¬(Px(y) ↓)” (tj. ,,Px(y) ↑”) ne mogu biti istovremeno parcijalno
odluqivi. Kako je predikat ,,Px(y) ↓” parcijalno odluqiv, sledi
da predikat ,,Px(y) ↑” nije parcijalno odluqiv, xto je i trebalo
dokazati.

Zadatak 119 Neka je P ⊆ Nn+1 parcijalno odluqiv predikat. Dokazati
da su slede�i predikati parcijalno odluqivi:

(a) Q(~x, z) ≡ (∃y ≤ z)P (~x, y) (≡ (∃y)(y ≤ z ∧ P (~x, y)))
(b) R(~x, z) ≡ (∀y ≤ z)P (~x, y) (≡ (∀y)(y ≤ z ⇒ P (~x, y)))

(gde je ~x = (x1, x2, . . . , xn)).
37Ovaj problem nazivamo problemom divergencije (engl. divergence problem).
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Rexeǌe:

(a) Predikat P je parcijalno odluqiv, pa, na osnovu teoreme 3.21,
postoji odluqiv predikat M ⊆ Nn+2 takav da va�i P (~x, y) ⇔
(∃z)M(~x, y, z). Onda va�i:

Q(~x, z)⇔ P (~x, 0) ∨ P (~x, 1) ∨ · · · ∨ P (~x, z)

⇔ (∃y)M(~x, 0, y) ∨ (∃y)M(~x, 1, y) ∨ · · · ∨ (∃y)M(~x, z, y)

⇔ (∃y)(M(~x, 0, y) ∨M(~x, 1, y) ∨ · · · ∨M(~x, z, y))

Predikat M(~x, 0, y) ∨M(~x, 1, y) ∨ · · · ∨M(~x, z, y) je odluqiv, pa je,
na osnovu teoreme 3.21, predikat Q(~x, z) parcijalno odluqiv.

(b) Predikat P je parcijalno odluqiv, pa, na osnovu teoreme 3.21,
postoji odluqiv predikat M ⊆ Nn+2 takav da va�i P (~x, y) ⇔
(∃z)M(~x, y, z). Onda va�i:

R(~x, z)

⇔P (~x, 0) ∧ P (~x, 1) ∧ · · · ∧ P (~x, z)

⇔(∃y1)M(~x, 0, y1) ∧ (∃y2)M(~x, 1, y2) ∧ · · · ∧ (∃yz)M(~x, z, yz)

⇔(∃y1)(∃y2) . . . (∃yz)(M(~x, 0, y1) ∧M(~x, 1, y2) ∧ · · · ∧M(~x, z, yz))

Predikat M(~x, 0, y1) ∧M(~x, 1, y2) ∨ · · · ∨M(~x, z, yz) je odluqiv, pa
je, na osnovu teoreme 3.21, predikat R(~x, z) parcijalno odluqiv.

Zadatak 120 Dokazati da je predikat P ⊆ Nn odluqiv ako i samo ako
postoje odluqivi predikati Q,R ⊆ Nn+1 takvi da va�i

P (~x)⇔ (∃y)Q(~x, y)

P (~x)⇔ (∀y)R(~x, y)

(gde je ~x = (x1, x2, . . . , xn)).

Rexeǌe:

(⇒:) Pretpostavimo da je predikat P odluqiv. Na osnovu Postove
teoreme (teorema 3.25), predikati P i ¬P su parcijalno od-
luqivi, pa, na osnovu teoreme 3.21, postoje odluqivi predikati
Q,R1 ⊆ Nn+1 takvi da va�i:

P (~x)⇔ (∃y)Q(~x, y)

¬P (~x)⇔ (∃y)R1(~x, y)

Posledǌu ekvivalenciju daǉe transformixemo:

P (~x)⇔ ¬(∃y)R1(~x, y)

⇔ (∀y)¬R1(~x, y)

⇔ (∀y)R(~x, y)
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gde je R(~x, y) ≡ ¬R1(~x, y). Predikati Q i R zadovoǉavaju tvr�e-
ǌe zadatka.

(⇐:) Pretpostavimo da postoje odluqivi predikati Q,R ⊆ Nn+1 ta-
kvi da va�i

P (~x)⇔ (∃y)Q(~x, y)

P (~x)⇔ (∀y)R(~x, y)

Na osnovu teoreme 3.21, iz P (~x) ⇔ (∃y)Q(~x, y) sledi da je pre-
dikat P parcijalno odluqiv. Predikat ¬R(~x, y) je odluqiv, pa
iz

¬P (~x)⇔ ¬(∀y)R(~x, y)

⇔ (∃y)¬R(~x, y)

na osnovu teoreme 3.21, sledi da je predikat ¬P parcijalno od-
luqiv.

Dakle, predikati P i ¬P su parcijalno odluqivi, pa, na osnovu
Postove teoreme (teorema 3.25), sledi da je predikat P odluqiv.

3.6.3 Odluqive i neodluqive teorije

Neka je L jezik teorije T i neka je skup simbola tog jezika rekurzivan.
Neka je gs ,,1-1” funkcija koja preslikava skup simbola jezika L u
skup prirodnih brojeva. Gedelova funkcija ge je funkcija koja niz
simbola s1, s2, . . . , sn jezika L preslikava u broj (tj. kôd):

n∏
i=1

pn(i)1+gs(si),

gde je pn(i) i-ti prost broj. Mo�e se pokazati da je ovako defin-
isana funkcija ge i injektivna, tj. razliqitim nizovima simbola
odgovaraju razliqiti kodovi. Skup kodova svih reqenica jezika L
je odluqiv (rekurzivan) podskup skupa N.

Jezik L kojem je na opisani naqin pridru�ena funkcija ge nazi-
vamo efektivizovanim jezikom i oznaqavamo sa L̂. Kôd ge(φ) oznaqava
se najqex�e sa dφe.

Definicija 3.27 Neka je T teorija prvog reda efektivizovanog jezika
L̂ i ge ǌegova Gedelova funkcija. Za teoriju T ka�emo da je odluqiva38

38Termin odluqiv ima sasvim drugaqiji smisao kada je u pitaǌu pojedinaqna
formula: ka�emo da je formula φ neprotivreqne teorije T odluqiva ako je ili φ
ili ¬φ teorema teorije T . Ako je teorija potpuna, sve reqenice na ǌenom jeziku
su odluqive. Teorija mo�e da bude nepotpuna i odluqiva.
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(ili razrexiva) ako je skup {dφe | φ ∈ T } odluqiv (rekurzivan), tj. ako
je karakteristiqna funkcija teorije T fT : N→ N:

fT (dφe) =

{
1 , ako φ ∈ T
0 , ako φ 6∈ T

rekurzivna. Funkciju fT tada nazivamo i procedurom odluqivaǌa za
teoriju T .

Definicija 3.28 Neka je T teorija prvog reda efektivizovanog jezika
L̂ i ge ǌegova Gedelova funkcija. Za teoriju T ka�emo da je poluod-
luqiva ako je skup {dφe | φ ∈ T } parcijalno odluqiv (poluodluqiv),
tj. ako je funkcija hT : N→ N:

hT (dφe) =

{
1 , ako φ ∈ T
0 ili nedefinisano , ako φ 6∈ T

rekurzivna. Funkciju hT tada nazivamo i procedurom poluodluqivaǌa
za teoriju T .

Prethodnim definicijama strogo je uveden pojam odluqive teori-
je. Taj pojam mogu�e je uvesti i nexto neformalnije, intuitivno,
na slede�i naqin: ukoliko postoji efektivan algoritam (postupak,
procedura) takav da za svaku reqenicu α daje odgovor da ako i samo
ako je α teorema teorije T (i ne inaqe), onda ka�emo da je teorija
T odluqiva. Veza izme�u formalno i neformalno uvedenog pojma
odluqive teorije bazira se (izme�u ostalog) i na Qerqovoj tezi koja
tvrdi da su klase rekurzivnih i efektivno izraqunǉivih funkcija
identiqne.

Definicija 3.29 Za teoriju T ka�emo da je neodluqiva ako nije od-
luqiva. Za teoriju T ka�emo da je esencijalno neodluqiva ako je neod-
luqiva teorija T , kao i bilo koje ǌeno neprotivreqno proxireǌe.

Za teoriju T nad rekurzivnim (odluqivim) jezikom L ka�emo da je
aksiomatibilna ako postoji rekurzivan neprotivreqan skup A reqe-
nica jezika L takav da je reqenica α teorema teorije T ako i samo ako
ona mo�e biti izvedena iz skupa A (tj. ako i samo ako va�i A ` α).

Naredna teorema daje potrebne i dovoǉne uslove da potpuna teo-
rija bude odluqiva [10]:

Teorema 3.26 Za potpunu teoriju T slede�i uslovi su ekvivalentni:

• T je neodluqiva.

• T je esencijalno neodluqiva.

• T nije aksiomatibilna.
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Postoji znaqajna metodoloxka razlika u prouqavaǌu odluqivosti
i neodluqivosti, uprkos qiǌenici da su ta dva pojma u neposrednoj
vezi. Da bi se pokazalo da je neka teorija neodluqiva obiqno se
pose�e za strogim formalizmima izraqunǉivih funkcija. S druge
strane, za dokaz odluqivosti neke teorije dovoǉno je postojaǌe efek-
tivnog postupka koji za svaku reqenicu utvr�uje da li jeste ili
nije teorema date teorije. Zbog toga su prvi rezultati u vezi sa
odluqivox�u prethodili uvo�eǌu pojma rekurzivnih funkcija sre-
dinom tridesetih godina, dok su se prvi rezultati u vezi sa neodlu-
qivox�u pojavili tek nakon toga.

Neke od odluqivih teorija su: iskazni raqun, teorija ekvivalen-
cije, teorija Bulovih algebri, Prezburgerova aritmetika, teorija
mno�eǌa prirodnih brojeva, teorija Abelovih grupa, teorija alge-
barski zatvorenih poǉa, teorija realno zatvorenih poǉa, elemen-
tarna euklidska geometrija, elementarna hiperboliqka geometrija.
Neke od neodluqivih teorija su: predikatski raqun prvog reda, Pe-
anova aritmetika, zf teorija skupova, teorija grupa, teorija prstena,
teorija poǉa, projektivna geometrija. Vixe o odluqivim teorijama
videti u [9]; vixe o neoluqivim teorijama videti u [10].

Mo�e se razmatrati i (ne)odluqivost neke klase tvr�eǌa u jednoj
teoriji. Ukoliko u nekoj teoriji postoji klasa neodluqivih tvr�e-
ǌa, onda je i ta teorija neodluqiva. Naredni primeri ilustruju dva
va�na rezultata tog tipa.

Primer 3.2 Pretpostavimo da je G grupa sa jediniqnim elementom
e i da je G generisana elementima iz skupa S = {g1, g2, . . . , gn} ⊆ G.
Req nad S je term poput g−1

2 g6
3g1g

5
2g8 koji ukǉuquje elemente skupa S i

operacije grupe. Svaka req odgovara nekom elementu grupe G. Ka�e se
da je grupa G generisana skupom S, ako svakom elementu grupe G odgovara
neka req nad S. Problem reqi za G (u odnosu na S) je problem utvr-
�ivaǌa da li za req w nad S va�i w = e. Problem reqi za grupe je
neodluqiv.

Primer 3.3 Problem ,,celobrojni polinom p(x1, x2, . . . , xn) ima celo-
brojne nule” je neodluqiv.

3.7 Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi
skupovi

3.7.1 Rekurzivni skupovi
Postoji bliska veza izme�u unarnih predikata nad prirodnim broje-
vima i podskupova skupa prirodnih brojeva. Naime, predikatu M(x)
odgovara skup {x |M(x) }, a skupu A ⊆ N odgovara predikat ,,x ∈ A”.
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Definicija 3.30 Skup A ⊆ N je rekurzivan (odluqiv) ako je karak-
teristiqna funkcija skupa A:

CA(x) =

{
1 , ako x ∈ A
0 , ako x /∈ A

izraqunǉiva (tj. ako je predikat ,,x ∈ A” odluqiv).

Rekurzivne skupove nazivamo i izraqunǉivim skupovima. Ako je
funkcija CA primitivno rekurzivna, onda ka�emo da je skup A prim-
itivno rekurzivan. Pojam rekurzivnih skupova mo�e biti prirodno
proxiren na podskupove skupa Nn. Dovoǉno je, me�utim, razmatrati
podskupove skupa N, jer se ure�ene n-torke prirodnih brojeva mogu
efektivno kodirati prirodnim brojevima.

Zadatak 121 Dokazati da su slede�i skupovi rekurzivni:
(a) N
(b) bilo koji konaqan skup
(v) P2 – skup svih parnih brojeva
(g) P – skup svih prostih brojeva.

Rexeǌe:

(a) CN(x) = 1(x) = s(0(x))

CN = Sub(s;0)

(b) Ako je A = ∅, onda je CA(x) = 0(x). U suprotnom, va�i A =
{a1, a2, . . . , an}, pa je CA(x) = sgn(

∑n
i=1 eq(x, ai)).

(v) CP2(x) = div(2, x)

(g) CP (x) = pr(x) (videti zadatak 63 (d))

Zadatak 122 Ako su A i B rekurzivni skupovi, onda su rekurzivni i
slede�i skupovi:

(a) A
(b) A ∩B
(v) A ∪B

Rexeǌe:
(a) CA(x) = 1 . CA(x)
(b) CA∩B = CA(x) · CB(x)
(v) CA∪B = max(CA(x), CB(x)) 39

39Primetimo analogiju izme�u predikata i skupova i odgovaraju�ih operacija
na ǌima (videti zadatak 77).
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Zadatak 123 Neka su A i B podskupovi skupa N. Skupovi A
⊕
B i

A
⊗
B definisani su na slede�i naqin:

A
⊕

B = {2x | x ∈ A} ∪ {2x+ 1 | x ∈ B}

A
⊗

B = {π(x, y) | x ∈ A i y ∈ B}

gde je funkcija π definisana na slede�i naqin: π(x, y) = 2x(2y + 1)− 1.
Dokazati da va�i:

(a) Skup A
⊕
B je rekurzivan ako i samo ako su i A i B rekurzivni.

(b) Ako je A,B 6= ∅, onda je A
⊗
B rekurzivan ako i samo ako su i A i

B rekurzivni.

Zadatak 124 Dokazati da slede�i skupovi nisu rekurzivni:
(a) {x | Φx je totalna}
(b) {x | x ∈Wx}
(v) {x | Φx = 0}

3.7.2 Rekurzivno nabrojivi skupovi
Definicija 3.31 Skup A ⊆ N je rekurzivno nabrojiv skup ako je ǌe-
gova parcijalna karakteristiqna funkcija:

f(x) =

{
1 , ako x ∈ A
↑ , ako x /∈ A

izraqunǉiva (tj. ako je predikat ,,x ∈ A” parcijalno odluqiv).

Za rekurzivno nabrojiv skup A kra�e pixemo A je r.n. skup. Za
r.n. skupove koriste se i termini polurekurzivni skupovi i poluizra-
qunǉivi skupovi.

Primer 3.4 Skup K = {x | x ∈Wx} jeste r.n. skup, ali nije rekurzivan
skup. Skup K = {x | x /∈Wx} nije r.n. skup.

Teorema 3.27 (Post) Skup A je rekurzivan ako i samo ako su skupovi
A i A r.n. skupovi.40

Primetimo analogiju izme�u ove teoreme i teoreme 3.25, qije se
tvr�eǌe odnosi na predikate.

40Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Teorema 3.28 Neka je A ⊆ N. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni:41

(i) A je r.n. skup.

(ii) (∃e)A = We

(iii) x ∈ A⇔ (∃y)P (x, y) za neki odluqiv predikat P ⊆ N2.

(iv) x ∈ A ⇔ (∃y1)(∃y2) . . . (∃yn)M(x, y1, y2, . . . , yn) za neki odluqiv pre-
dikat M ⊆ Nn+1.

(v) Ako je A 6= ∅, onda je A = Range(f) za neku unarnu totalnu izra-
qunǉivu funkciju.

(vi) A = Range(f) za neku (parcijalnu) izraqunǉivu funkciju.

Navedena teorema, izme�u ostalog, govori da je enumeracija

W0,W1,W2, . . .

domena unarnih izraqunǉivih funkcija enumeracija (sa ponavǉaǌem)
svih r.n. skupova. Ako je A = Wc, onda c nazivamo indeks skupa A.
Teorema, tako�e, tvrdi da je i enumeracija

E0, E1, E2, . . .

rangova unarnih izraqunǉivih funkcija enumeracija (sa ponavǉa-
ǌem) svih r.n. skupova.

Zadatak 125 Dokazati da je skup A = {x | Φx nije ,,1-1”} r.n.

Rexeǌe:

x ∈ A
⇔Φx nije ,,1-1”

⇔(∃y, z)(y 6= z ∧ Φx(y) = Φx(z))

⇔(∃y, z, s, t)(y 6= z ∧ Px(y) ↓ s za ≤ t koraka ∧ Px(z) ↓ s za ≤ t koraka)

⇔(∃y, z, s, t)(y 6= z ∧ S(x, y, s, t) ∧ S(x, z, s, t))

⇔(∃y)((y)1 6= (y)2 ∧ S(x, (y)1, (y)3, (y)4) ∧ S(x, (y)2, (y)3, (y)4))︸ ︷︷ ︸
≡Q(x,y) – odluqiv predikat

Dakle, va�i x ∈ A⇔ (∃y)Q(x, y), gde je Q odluqiv predikat, pa, na os-
novu teoreme 3.21, sledi da je predikat ,,x ∈ A” parcijalno odluqiv,
tj. skup A je r.n.

41Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Zadatak 126 Dokazati da skup A = {x | Φx je totalna} nije r.n.

Rexeǌe:
Funkcija 0 je totalna i izraqunǉiva, pa postoji indeks e takav

da va�i Φe = 0. Tada va�i e ∈ A, pa skup A nije prazan.
Pretpostavimo suprotno — da skup A jeste r.n. Na osnovu teoreme

3.28[(v)], sledi da postoji unarna totalna izraqunǉiva funkcija f
takva da va�i A = Range(f), tj. A = {f(x) | x ∈ N}. Tada je niz

Φf(0),Φf(1),Φf(2), . . .

niz svih unarnih totalnih izraqunǉivih funkcija. Definiximo
funkciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(x) = Φf(x)(x) + 1.

Funkcija g je totalna i izraqunǉiva, pa postoji indeks m takav da
va�i g = Φf(m). Za tu, fiksiranu vrednost m va�i

Φf(m)(m) =g(m)

(jer je g = Φf(m))

=Φf(m)(m) + 1

(na osnovu definicije funkcije g)

xto je nemogu�e. Dakle, skup A nije r.n.

Zadatak 127 Neka su A,B ⊆ N r.n. skupovi. Dokazati da su onda r.n. i
skupovi A ∩B i A ∪B.

Rexeǌe:
Ako su skupovi A i B r.n, onda, na osnovu teoreme 3.28[(ii)], postoje

izraqunǉive funkcije f i g takve da je A = Dom(f) i B = Dom(g).
Va�i A∩B = Dom(f · g) i f · g je izraqunǉiva funkcija, pa, na osnovu
iste teoreme, sledi da je skup A ∩B r.n.

Ako je A = ∅ ili B = ∅, onda je skup A ∪ B oqigledno r.n. Pret-
postavimo da je A 6= ∅ i B 6= ∅. Na osnovu teoreme 3.28[(v)], pos-
toje totalne izraqunǉive funkcije f i g takve da je A = Range(f) i
B = Range(g). Definiximo funkciju h : N→ N na slede�i naqin:

h(2x) = f(x)

h(2x+ 1) = g(x)

Funkcija h je izraqunǉiva i va�i A ∪ B = Range(h), pa, na osnovu
iste teoreme, sledi da je skup A ∪B r.n.
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Zadatak 128 Neka su A,B ⊆ N r.n. skupovi. Dokazati da postoje r.n.
skupovi A′ i B′ takvi da va�i

A′ ∩B′ = ∅ ∧ A ∪B = A′ ∪B′.

Zadatak 129 Dokazati da je funkcija f : Nn → N rekurzivna ako i samo
je ǌen grafik42, skup Γf , rekurzivno nabrojiv.

Rexeǌe:
(⇒:) Pretpostavimo da je funkcija f rekurzivna. Onda f = Φe za

neku vrednost e (e ∈ N). Va�i:

(~x, y) ∈ Γf ⇔ y = f(~x)

⇔ (∃t)(Pe(~x) ↓ y za ≤ t koraka)

⇔ (∃t) S(e, ~x, y, t)︸ ︷︷ ︸
odluqiv predikat

Na osnovu teoreme 3.28[(iii)], sledi da je skup Γf r.n.

(⇐:) Pretpostavimo da je skup Γf r.n. Na osnovu teoreme 3.28[(iii)],
postoji odluqiv predikat P takav da va�i:

(~x, y) ∈ Γf ⇔ (∃z)P (~x, y, z)

Va�i:

vrednost f(~x) je definisana

⇔(∃y)((~x, y) ∈ Γf )

⇔(∃y)(∃z)P (~x, y, z)

⇔(∃t) P (~x, (t)1, (t)2)︸ ︷︷ ︸
Q(~x,t)– odluqiv predikat

pa je
f(~x) ' (µt[Q(~x, t)])1 ,

odakle sledi da je funkcija f rekurzivna.

Zadatak 130 Neka je A ⊆ N beskonaqan r.n. skup. Dokazati da pos-
toji totalna izraqunǉiva funkcija f koja je ,,1-1” i za koju va�i A =
Range(f).

42Grafik funkcije f : Nn → N je skup

Γf = {(x1, x2, . . . , xn, f(x1, x2, . . . , xn)) | (x1, x2, . . . , xn) ∈ Dom(f)}.
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Rexeǌe:
Skup A je neprazan (jer je beskonaqan) i r.n, pa, na osnovu teoreme

3.28[(v)], sledi da postoji totalna izraqunǉiva funkcija g : N → N
takva da va�i A = Range(g).

Definiximo funkciju f : N→ N na slede�i naqin:

f(0) = g(0)

f(x+ 1) = g(µ y[g(y) /∈ {f(0), f(1), . . . , f(x)}])

Skup A je beskonaqan, pa za svaku vrednost x + 1 postoji vrednost
y takva da je g(y) /∈ {f(0), f(1), . . . , f(x)}. Skup {f(0), f(1), . . . , f(x)}
je konaqan, pa je rekurzivan, odakle sledi da je predikat g(y) /∈
{f(0), f(1), . . . , f(x)} odluqiv i da je funkcija f izraqunǉiva. Mo�e
se i efektivno pokazati da je funkcija f izraqunǉiva. Npr:

f(x+ 1) = g(µy [

x∑
z=0

eq(g(y), f(z)) = 0]).

Za funkciju f va�i da je ,,1-1” i {f(x) | x ∈ N} = {g(x) | x ∈ N} = A.

Zadatak 131 Beskonaqan skup A ⊆ N je rekurzivan ako i samo ako pos-
toji strogo rastu�a totalna izraqunǉiva funkcija f : N → N takva
da va�i A = Range(f).

Rexeǌe:

(⇒:) Pretpostavimo da je skup A rekurzivan. Definiximo funkciju
f : N→ N na slede�i naqin:

f(0) = µy[y ∈ A] = µy[CA(y) = 1]

f(x+ 1) = µy[y ∈ A ∧ y > f(x)]

Skup A je rekurzivan, pa je predikat y ∈ A odluqiv. Odluqiv
je i predikat y ∈ A ∧ y > f(x), pa je funkcija f izraqunǉiva.
Pored toga, skup A je beskonaqan, pa je funkcija f definisana
u svakoj taqki.

Dakle, funkcija f je totalna, izraqunǉiva, strogo rastu�a i
va�i A = Range(f).

(⇐:) Pretpostavimo da postoji funkcija f koja je totalna, izraqun-
ǉiva, strogo rastu�a i va�i A = Range(f).

Va�i f(0) < f(1) < f(2) < . . . , pa se jednostavno dokazuje da iz
y = f(x) sledi x ≤ y.
Va�i:

y ∈ A⇔ y ∈ Range(f)⇔ (∃x)y = f(x)⇔ (∃x ≤ y)y = f(x)

Predikat (∃x ≤ y) y = f(x) je odluqiv, pa je skup A rekurzivan.
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Zadatak 132 Neka je A ⊆ N beskonaqan r.n. skup. Dokazati da A ima
beskonaqan rekurzivan podskup.

Rexeǌe:
Skup A je neprazan (jer je beskonaqan) i r.n, pa, na osnovu teoreme

3.28[(v)], sledi da postoji totalna izraqunǉiva funkcija f takva da
je A = Range(f).

Definiximo funkciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(0) = f(0)

g(x+ 1) = f(µy[f(y) > g(x)]

Predikat f(y) > g(x) je odluqiv, pa je funkcija g izraqunǉiva. Skup
Range(f) = A je beskonaqan, pa je funkcija g definisana u svakoj
taqki.

Neka je B = Range(g). Funkcija g je totalna izraqunǉiva i strogo
rastu�a funkcija, pa je, na osnovu zadatka 131, skup B rekurzivan.
Funkcija g je strogo rastu�a, pa je skup B = Range(g) beskonaqan.
Va�i i B = Range(g) ⊆ Range(f) = A, pa sledi da je skup B beskonaqan
rekurzivan podskup skupa A.

Teorema 3.29 (Rajs-Xapiro) Neka je A skup unarnih izraqunǉivih fun-
kcija takav da je skup {x | Φx ∈ A} r.n. Tada za svaku unarnu izraqunǉivu
funkciju f va�i:

f ∈ A ⇔ postoji konaqna funkcija θ takva da je θ ∈ A i θ ⊆ f

U teoremi se pod konaqnom funkcijom podrazumeva funkcija qiji
je domen konaqan skup. Kao i ranije, θ ⊆ f znaqi da je funkcija f
proxireǌe funkcije θ.

Glavna primena navedene teoreme je u dokazima da neki skup nije
r.n.

Zadatak 133 Dokazati da slede�i skupovi nisu r.n.
(a) {x | Φx je totalna}
(b) {x | Φx nije totalna}

Rexeǌe:

(a) Skupu indeksa A = {x | Φx je totalna} odgovara skup funkcija
A = {f | f ∈ C(1) i f je totalna}, na koji primeǌujemo Rajs-
Xapiroovu teoremu (teorema 3.29). Kako ni za jednu funkciju
f (f ∈ A) ne postoji konaqna funkcija θ (θ ⊆ f) takva da je θ ∈ A,
to skup A nije r.n.
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(b) Sliqno, skupu indeksa B = {x | Φx nije totalna} odgovara skup
funkcija B = {f | f ∈ C(1) i f nije totalna}, na koji primeǌu-
jemo Rajs-Xapiroovu teoremu (teorema 3.29). Ako je funkcija
f totalna izraqunǉiva funkcija, onda f /∈ B, a svaka konaqna
funkcija θ ⊆ f pripada skupu B. Dakle, skup B nije r.n.

Zadatak 134 Dokazati da slede�i predikati nisu parcijalno odluqi-
vi:

(a) ,,Wx = ∅”
(b) ,,Φx je 1-1”
(v) ,,Wx je konaqan”
(g) ,,Wx je beskonaqan”
(d) ,,Φx = 0”
(�) ,,Φx 6= 0”
(e) ,,Φx je totalna”
(�) ,,Φx nije totalna”

Rexeǌe:

(a) Neka je A = {f | f ∈ C(1) i Dom(f) = ∅} i neka je f∅ izraqunǉiva
funkcija koja nije nigde definisana (tj. Dom(f∅) = ∅). Pret-
postavimo da je skup A = {x | Φx ∈ A} = {x | Wx = ∅} rekurzivno
nabrojiv.

Funkcija f∅ je konaqna, pripada skupu A i va�i f∅ ⊆ 0, pa,
na osnovu teoreme 3.29, sledi 0 ∈ A, xto je netaqno. Dakle,
pretpostavka je bila pogrexna, pa sledi da skup A = {x |Wx = 0}
nije r.n, tj. predikat ,,Wx = 0” nije parcijalno odluqiv.

(g) Neka je A = {f | f ∈ C(1) i Dom(f) je beskonaqan}. Pretposta-
vimo da je skup A = {x | Wx je beskonaqan} rekurzivno nabro-
jiv. Skup A je neprazan, pa postoji funkcija f koja mu pripada.
Na osnovu teoreme 3.29, sledi da postoji konaqna funkcija θ
takva da je θ ⊆ f i θ ∈ A. Ta funkcija θ je i konaqna i ima
beskonaqan domen, xto je kontradikcija, pa sledi da je pret-
postavka bila pogrexna i da skup A = {x | Wx je beskonaqan}
nije r.n, tj. predikat ,,Wx je beskonaqan” nije parcijalno od-
luqiv.

(e) Neka je A = {f | f ∈ C(1) i f je totalna}. Pretpostavimo da
je skup A = {x | Φx je totalna} rekurzivno nabrojiv. Funkcija
0 je totalna i izraqunǉiva, pa, na osnovu teoreme 3.29, sledi
da postoji konaqna funkcija θ takva da je θ ⊆ 0 i θ ∈ A. Ta
funkcija θ je konaqna, a ǌen domen je skup N, xto je kontradik-
cija, pa sledi da je pretpostavka bila pogrexna i da skup A =
{x | Φx je totalna} nije r.n, tj. predikat ,,Φx je totalna” nije
parcijalno odluqiv.
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Zadatak 135 Neka je A podskup skupa unarnih rekurzivnih funkcija, tj.
A ⊆ C(1). Dokazati da ako je skup A = {x | Φx ∈ A} rekurzivan, onda je
A = ∅ ili A = C(1).43

Rexeǌe:
Pretpostavimo da je skup A rekurzivan i neka je f∅ izraqunǉiva

funkcija koja nije nigde definisana (tj. Dom(f∅) = ∅). Postoje dve
mogu�nosti:

f∅ ∈ A: Neka je f proizvoǉna unarna izraqunǉiva funkcija. Funkci-
ja f∅ je konaqna i va�i f∅ ⊆ f , f∅ ∈ A, pa, na osnovu teoreme 3.29,
sledi da funkcija f pripada skupu A. Dakle, za proizvoǉnu
izraqunǉivu funkciju f va�i f ⊆ A, pa, kako va�i i A ⊆ C(1),
sledi A = C(1).

f∅ /∈ A: Ako va�i f∅ /∈ A, onda va�i f∅ ∈ C(1) \A, pa se analogno prvom
delu, dokazuje da va�i C(1) \ A = C(1), tj. A = ∅.

Zadatak 136 Ispitati da li je r.n. slede�i skup:

A = {x |Wx 6= ∅ ∧ Φx ◦ Φx je ,,1-1”}

Rexeǌe:
Skupu indeksa A odgovara slede�i skup funkcija:

A = {f | f ∈ C(1) ∧ Dom(f) 6= ∅ ∧ f ◦ f je ,,1-1”}.

Pretpostavimo da je skup A r.n. Definiximo funkciju θ : N→ N na
slede�i naqin:

θ(x) =

{
0 , ako x = 0
↑ , ako x 6= 0

Funkcija θ je izraqunǉiva i va�i Dom(θ) = {0} 6= ∅ i θ ◦θ jeste ,,1-1”,
pa va�i θ ∈ A. Funkcija θ je konaqna i va�i θ ⊆ 0 i θ ∈ A, pa, na
osnovu teoreme 3.29, sledi 0 ∈ A. Otuda, 0◦0(= 0) je ,,1-1” funkcija,
xto je netaqno. Dakle, skup A nije rekurzivno nabrojiv.

3.7.3 Produktivni i kreativni skupovi
Kreativni skupovi su r.n. skupovi qiji komplementi nisu r.n, ali sa
dodatnim, pojaqanim uslovima.

Definicija 3.32 Skup A je produktivan ako postoji totalna izra-
qunǉiva funkcija g takva da va�i:

Wx ⊆ A⇒ g(x) ∈ A \Wx

Funkciju g nazivamo produktivnom funkcijom za skup A.
43Primetimo da je tvr�eǌe koje treba dokazati ekvivalentno tvr�eǌu Rajsove

teoreme (teorema 3.19).
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Ako je A produktivan skup, onda za svaki skup Wx ⊆ A va�i Wx 6=
A, pa skup A nije r.n. Xtavixe, postoji efektivan naqin za odre�i-
vaǌe elementa koji pripada skupu A \Wx.

Primer 3.5 Slede�i skupovi su produktivni:

(i) {x | Φx 6= 0}

(ii) {x | c /∈Wx} (gde je c dat prirodan broj)

(iii) {x | c /∈ Ex} (gde je c dat prirodan broj)

Definicija 3.33 Skup je kreativan ako i samo ako je rekurzivno nabro-
jiv i ǌegov komplement je produktivan.

Primer 3.6 Slede�i skupovi su kreativni:
(a) {x | Φx(x) = 0}
(b) {x | c ∈Wx} (gde je c dat prirodan broj)
(v) {x | c ∈ Ex} (gde je c dat prirodan broj)

Teorema 3.30 Produktivan skup sadr�i beskonaqan r.n. skup.44

Posledica 3.1 Ako je skup A kreativan, onda skup A sadr�i beskona-
qan r.n. skup.

3.7.4 Prosti skupovi

Definicija 3.34 Skup A je prost ako va�i

(i) A je r.n;

(ii) A je beskonaqan;

(iii) A ne sadr�i beskonaqan r.n. skup.

Zadatak 137 Dokazati da prost skup nije ni rekurzivan ni kreativan.

44Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Rexeǌe:
Neka je A prost skup. Tada je, na osnovu definicije prostog skupa,

skup A beskonaqan i ne sadr�i beskonaqan r.n. skup. Odatle sledi
da on nije r.n. (videti zadatak 132).

Pretpostavimo suprotno — da skup A jeste rekurzivan. Onda, na
osnovu Postove teoreme (teorema 3.27), sledi da je skup A r.n. xto
protivreqi prethodnom zakǉuqku da A ne sadr�i beskonaqan r.n. pod-
skup. Dakle, skup A nije rekurzivan.

Sliqno, ako bi skup A bio kreativan, onda bi ǌegov komplement
sadr�ao beskonaqan r.n. skup, a to bi, na osnovu posledice 3.1, pro-
tivreqilo qiǌenici da je skup A prost. Dakle, skup A nije kreati-
van.

Zadatak 138 Neka je f : N→ N totalna izraqunǉiva ,,1-1” funkcija i
neka skup Range(f) nije rekurzivan. Dokazati da je prost skup

A = {x | (∃y > x) f(y) < f(x)}.

3.8 Svodǉivost i stepeni
Qesto se u rexavaǌu problema teorije izraqunǉivosti koristi prin-
cip redukcije, to jest svo�eǌa jednog problema na drugi. Na primer,
taj pristup smo koristili u dokazu Rajsove teoreme (teorema 3.19),
gde smo dokazali da postoji totalna izraqunǉiva funkcija k takva da
je x ∈ Wx ⇔ Φk(x) ∈ A, qime smo problem ,,Φx ∈ A” sveli na problem
,,x ∈Wx”.

Mogu�e je preciznije uvesti pojam svodǉivosti45 qime je induko-
van i pojam stepena (ili te�ine). Umesto svodǉivosti izme�u prob-
lema qex�e se razmatra pojam svodǉivosti izme�u skupova koji se
neformalno mo�e opisati na slede�i naqin: ,,Ako je data procedura
odluqivaǌa za problem ‘x ∈ B’, onda je mogu�e konstruisati proceduru
odluqivaǌa za problem ‘x ∈ A’.”

3.8.1 m-svodǉivost
Definicija 3.35 Skup A je m-svodǉiv46 na skup B, u oznaci A ≤m B,
ako postoji totalna izraqunǉiva funkcija f takva da za svaku vred-
nost x (x ∈ N) va�i:

x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B

Sa f : A ≤m B oznaqavamo da je f totalna izraqunǉiva funkcija
koja dokazuje svodǉivost skupa A na skup B.

45Uobiqajena su dva pristupa: m-svodǉivost i Tjuring svodǉivost.
46Termin m-svodǉivost je skra�eni oblik od many-one svodǉivost.
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Teorema 3.31 Relacija ≤m zadovoǉava slede�e uslove:47

(i) Relacija ≤m je refleksivna i tranzitivna.

(ii) A ≤m B ⇔ A ≤m B

(iii) Ako je skup A rekurzivan i B ≤m A, onda je i skup B rekurzivan.

(iv) Ako je skup A rekurzivan, B 6= ∅ i B 6= N, onda je A ≤m B.

(v) Ako je A r.n. skup i B ≤m A, onda je i B r.n. skup.

(vi) A ≤m N ⇔ A = N

(vii) A ≤m ∅ ⇔ A = ∅

(viii) N ≤m A ⇔ A 6= ∅

(ix) ∅ ≤m A ⇔ A 6= N

Teorema 3.32 Skup A je r.n. ako i samo ako va�i A ≤m K, gde je K =
{x | x ∈Wx}.48

Zadatak 139 Neka je A = {2x+ 1 | x ∈ N} i B = {x2 | x ∈ N}. Dokazati
da va�i A ≤m B.

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N→ N na slede�i naqin:

f(x) =

{
x2 , ako je x neparan
2 , ako je x paran

Funkcija f je totalna i izraqunǉiva i va�i:

x ∈ A ⇔ x je neparan

⇔ f(x) ∈ B,

pa va�i A ≤m B, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 140 Neka je A = {x | Φx = 0}. Dokazati da va�i K ≤m A, gde
je K = {x | x ∈Wx}.

47Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
48Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].
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Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(x, y) '
{

0 , ako x ∈Wx

↑ , ako x /∈Wx

Funkcija f je izraqunǉiva, pa na osnovu s−m− n teoreme va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)

za neku totalnu izraqunǉivu funkciju k : N→ N. Va�i:

x ∈ K ⇔ x ∈Wx

⇔ (∀y)f(x, y) = 0

⇔ (∀y)Φk(x)(y) = 0

⇔ Φk(x) = 0

⇔ k(x) ∈ A

odakle sledi k : K ≤m A, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 141 Neka je A = {x | x ∈ Ex}. Dokazati da va�i K ≤m A, gde
je K = {x | x ∈Wx}.

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(x, y) =

{
y , ako x ∈Wx

↑ , ako x /∈Wx

Funkcija f je izraqunǉiva, pa na osnovu s−m− n teoreme va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)

za neku totalnu izraqunǉivu funkciju k : N→ N. Va�i:

x ∈ K ⇔ x ∈Wx

⇔ f(x, k(x)) = k(x)

⇔ Φk(x)(k(x)) = k(x)

⇔ k(x) ∈ Ek(x)

⇔ k(x) ∈ A,

odakle sledi da va�i k : K ≤m A, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 142 Dokazati da je skup A r.n. ako i samo ako je A ≤m K, gde
je K = {x | x ∈Wx}.
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Rexeǌe:

(⇒:) Pretpostavimo da je skup A r.n. Neka je funkcija f : N2 → N
definisana na slede�i naqin:

f(x, y) =

{
1 , ako x ∈ A
↑ , ako x /∈ A

Skup A je r.n, pa je funkcija f izraqunǉiva. Na osnovu s−m−n
teoreme va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)

za neku totalnu izraqunǉivu funkciju k : N→ N. Va�i:

x ∈ A ⇔ f(x, k(x)) = 1

⇔ Φk(x)(k(x)) ↓
⇔ k(x) ∈Wk(x)

⇔ k(x) ∈ K

odakle sledi da k : A ≤m K, xto je i trebalo dokazati.

(⇐:) Pretpostavimo da va�i f : A ≤m K, tj. pretpostavimo da je
f : N→ N totalna, izraqunǉiva funkcija takva da je

x ∈ A ⇔ f(x) ∈ K.

Skup K je r.n, pa, na osnovu teoreme 3.28, sledi da postoji iz-
raqunǉiva funkcija g takva da je K = Dom(g). Va�i:

x ∈ A ⇔ f(x) ∈ K
⇔ f(x) ∈ Dom(g)

⇔ g(f(x)) ↓
⇔ x ∈ Dom(g ◦ f).

Dakle, A = Dom(g ◦ f), pa, kako je funkcija g ◦ f izraqunǉiva, na
osnovu teoreme 3.28, sledi da je skup A r.n.

3.8.2 m-ekvivalentnost i stepeni
Definicija 3.36 Skupovi A i B su m-ekvivalentni, u oznaci A ≡m B
ako i samo ako va�i A ≤m B i B ≤m A.

Teorema 3.33 Relacija ≡m je relacija ekvivalencije.

Definicija 3.37 Klasu ekvivalencije skupa A za relaciju ≡m nazi-
vamo m-stepenom skupa A, u oznaci dm(A). Dakle,

dm(A) = {B | A ≡m B}.
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Definicija 3.38 Neka su a i b m-stepeni.

(i) Ako postoje skupovi A i B takvi da va�i A ∈ a, B ∈ b i A ≤m B,
onda to zapisujemo a ≤m b.

(ii) Ako va�i a ≤ b i a 6= b, onda to zapisujemo a <m b.

Definicija 3.39 Relacija <m je parcijalno ure�eǌe m-stepena.

Zadatak 143 Neka je A rekurzivan skup takav da je A 6= ∅ i A 6= N.
Dokazati da je A ≡m A.

Rexeǌe:
Kako je A 6= ∅ i A 6= N, to je A 6= ∅ i A 6= N. Daǉe, skup A je

rekurzivan, pa je, na osnovu teoreme 3.31 (iv), A ≤m A. Odavde, na
osnovu iste teoreme (ii), va�i i obratno, tj. A ≤m A. Dakle, va�i
A ≤m A i A ≤m A, pa znaqi i A ≡m A, xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 144 Neka je A rekurzivno nabrojiv ali ne i rekurzivan skup.
Dokazati da ne va�i A ≡m A.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da va�i A ≡m A. Odatle sledi da

A ≤m A. Odatle, kako je A rekurzivno nabrojiv skup, na osnovu
teoreme 3.31 pod (v), sledi da je i skup A takav. Kako su A i A
rekurzivno nabrojivi skupovi, to, na osnovu Postove teoreme (teo-
rema 3.27), znaqi da je skup A rekurzivan. To, me�utim, protivreqi
pretpostavci da ovaj skup nije rekurzivan. Dakle, ne va�i A ≡m A.

Zadatak 145 Dokazati da va�i {x | Φx je totalna} ≡m {x | Φx = 0}.

Rexeǌe:
Oznaqimo sa T skup {x | Φx je totalna}, a sa A skup {x | Φx = 0}.
(T ≤m A:) Neka je funkcija f : N2 → N definisana na slede�i

naqin:

f(x, y) =

{
0 , ako y ∈Wx

↑ , ako y /∈Wx

Va�i f(x, y) ' 0(Ψu(x, y)), pa je funkcija f izraqunǉiva. Na osnovu
s−m− n teoreme va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)
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za neku totalnu izraqunǉivu funkciju k : N→ N. Va�i:

x ∈ T ⇔ Φx je totalna

⇔ Wx = N

⇔ (∀y)y ∈Wx

⇔ (∀y)f(x, y) = 0

⇔ (∀y)Φk(x)(y) = 0

⇔ Φk(x) = 0

⇔ k(x) ∈ A.

Dakle, k : T ≤m A.

(A ≤m T :) Neka je funkcija f : N2 → N definisana na slede�i
naqin:

f(x, y) =

{
0 , ako Φx(y) = 0
↑ , ako Φx(y) 6= 0

Predikat Φx(y) = 0 je parcijalno odluqiv, pa je funkcija f izraqun-
ǉiva. Na osnovu s−m− n teoreme va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)

za neku totalnu izraqunǉivu funkciju k : N→ N. Va�i:

x ∈ A ⇔ Φx = 0

⇔ (∀y)Φx(y) = 0

⇔ (∀y)f(x, y) ↓
⇔ (∀y)Φk(x)(y) ↓
⇔ Φk(x) je totalna

⇔ k(x) ∈ T.

Dakle, va�i k : A ≤m T .

Zadatak 146 Dokazati da va�i {x | skup Wx je beskonaqan} ≡m

{x | Φx = 0}.

Zadatak 147 Ako za A ∈ a sa a∗ oznaqimo m-stepen dm(A) dokazati:
(a) a∗ ne zavisi od A
(b) (a ∪ a∗)∗ = a ∪ a∗

Rexeǌe:

(a) Treba dokazati da za proizvoǉne elemente m-stepena a, A i B,
va�i dm(A) = dm(B). To, na osnovu definicije m-stepena, znaqi
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da A ≡m B treba da va�i kad god je A ≡m B:

A ≡m B ⇔A ≤m B ∧B ≤m A

(na osnovu definicije relacije ≡m)

⇔A ≤m B ∧B ≤m A

(na osnovu teoreme 3.31 (ii))

⇔A ≡m B

(na osnovu definicije relacije ≡m)

(b) Na osnovu definicije m-stepena i delu zadatka pod (a) neposre-
dno se izvodi slede�e tvr�eǌe:

A ∈ a⇔ A ∈ a∗ (3.1)

Sada se jednostavno izvodi tra�eno tvr�eǌe na slede�i naqin:

A ∈ a ∪ a∗ ⇔A ∈ a ∨A ∈ a∗

⇔A ∈ a∗ ∨A ∈ a

(na osnovu (3.1))

⇔A ∈ a ∪ a∗

⇔A ∈ (a ∪ a∗)∗

(na osnovu 3.1)

3.9 Teoreme rekurzije

3.9.1 Prva teorema rekurzije
Definicija 3.40 Operatorom nazivamo preslikavaǌe Φ : Fm → Fn

(gde je Fn klasa svih parcijalnih funkcija iz Nn u N). Operator Φ je
rekurzivan ako i samo ako postoji izraqunǉiva funkcija φ : Nn+1 → N
takva da za svaku funkciju f (f ∈ Fm) i ~x (~x ∈ Nn), y (y ∈ N) va�i:

Φ(f)(~x) ' y ⇔ postoji konaqna funkcija θ ⊆ f takva da je φ(θ̃, ~x) ' y

(gde je θ̃ kôd konaqne funkcije θ).49

Primer 3.7 Operator Φ(f) = 2f je rekurzivan. To se mo�e dokazati
korix�eǌem funkcije φ : N2 → N definisane na slede�i naqin:

φ(z, x) '
{

2θ(x) , ako z = θ̃ i x ∈ Dom(θ)
↑ , inaqe

49Primetimo da funkcija φ ne mora da bude totalna.
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Funkcija φ je izraqunǉiva i va�i

Φ(f)(x) ' y ⇔ postoji konaqna funkcija θ ⊆ f takva da je φ(θ̃, x) ' y,

pa je operator Φ rekurzivan.

Teorema 3.34 (Prva teorema rekurzije) Neka je Φ : Fn → Fn rekur-
zivan operator. Tada postoji izraqunǉiva funkcija fΦ : Nn → N koja
je najmaǌa nepokretna taqka preslikavaǌa Φ, tj:

(i) Φ(fΦ) = fΦ

(ii) Ako je Φ(g) = g, onda je fΦ ⊆ g.

Dakle, ako je funkcija fΦ totalna, onda je ona jedina nepokretna taqka
preslikavaǌa Φ.50

Primer 3.8 Neka je rekurzivni operator Φ : F1 → F1 definisan sa:

Φ(f)(0) = 1

Φ(f)(x+ 1) ' f(x+ 2)

Najmaǌa nepokretna taqka ovako definisanog rekurzivnog operatora je
funkcija fΦ za koju je fΦ(0) = 1 i vrednost fΦ(x+ 1) nije definisana za
sve x (x ∈ N).

Prva teorema rekurzije, izme�u ostalog, koristi se za davaǌe
znaqeǌa rekurzivnim programima (koji se mogu opisati vezom f(~x) =
τ(f, ~x)).

Zadatak 148 Dokazati da postoji taqno jedna funkcija A : N2 → N
koja zadovoǉava uslove:

(i) A(0, y) = y + 1

(ii) A(x+ 1, 0) = A(x, 1)

(iii) A(x+ 1, y + 1) = A(x,A(x+ 1, y))

i da je ona totalna i izraqunǉiva.51

50Ova teorema se qesto naziva prvom teoremom o nepokretnoj taqki, odnosno
prvom teoremom o fiksnoj taqki. Dokaz teoreme se mo�e na�i u [4].

51U odeǉku 3.3.1 smo na ovaj naqin definisali Akermanovu funkciju.
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Rexeǌe:
Definiximo operator Φ : F2 → F2 na slede�i naqin:

Φ(f)(0, y) = y + 1

Φ(f)(x+ 1, 0) = f(x, 1)

Φ(f)(x+ 1, y + 1) = f(x, f(x+ 1, y))

Doka�imo da je ovako definisan operator rekurzivan.

Definiximo funkciju φ : N3 → N na slede�i naqin:

φ(θ̃, 0, y) = y + 1

φ(θ̃, x+ 1, 0) = θ(x, 1)

φ(θ̃, x+ 1, y + 1) = θ(x, f(x+ 1, y))

Koriste�i metod analogan onom korix�enom u zadatku 71 i tvr�eǌe o
efektivnoj nabrojivosti svih urm programa (teorema 3.11), pa, na os-
novu Qerqove teze, i svih izraqunǉivih funkcija, mo�e se dokazati
da je funkcija φ izraqunǉiva. To znaqi da dati operator, Φ, jeste
rekurzivan. Otuda, na osnovu prve teoreme rekurzije (teorema 3.34),
postoji izraqunǉiva funkcija fΦ : N2 → N koja je nepokretna taqka
preslikavaǌa Φ, tj. Φ(fΦ) = fΦ, ili preciznije:

fΦ(0, y) = y + 1

fΦ(x+ 1, 0) = fΦ(x, 1)

fΦ(x+ 1, y + 1) = fΦ(x, f(x+ 1, y))

Primetimo da funkcija A definisana jednakostima (i)-(iii) zadovo-
ǉava ove uslove, tj. da ona jeste nepokretna taqka preslikavaǌa Φ.
Ako je ova funkcija jox i totalna, onda �e ona, na osnovu prve
teoreme rekurzije (teorema 3.34), biti i jedina nepokretna taqka
preslikavaǌa Φ, to jest jednakosti (i)-(iii) �e zadovoǉavati taqno
jedna funkcija A. Doka�imo, dakle, da funkcija definisana jed-
nakostima (i)-(iii) jeste totalna. Dokaz izvodimo indukcijom po x.

Za x = 0 va�i A(0, y) = y + 1 (na osnovu jednakosti (i)), pa je
vrednost A(0, y) definisana za sve prirodne brojeve y.

Pretpostavimo da je vrednost A(x, y) definisana za sve prirodne
brojeve y i doka�imo da isto va�i i za vrednost A(x+ 1, y). To �emo
uqiniti koriste�i indukciju po y.

Za x = 0 va�i A(x+1, 0) = A(x, 1) (na osnovu jednakosti (ii)), pa kako
je, na osnovu indukcijske pretpostavke, vrednost A(x, 1) definisana,
isto va�i i za vrednost A(x+ 1, 0).

Daǉe, pretpostavimo da je vrednost A(x+ 1, y) definisana i doka-
�imo da to va�i i za vrednost A(x+1, y+1). Na osnovu jednakosti (iii)
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va�i A(x+1, y+1) = A(x,A(x+1, y)). Vrednost A(x+1, y) je definisana
(na osnovu indukcijske pretpostavke (za y)), pa je onda definisana i
vrednost A(x,A(x+ 1, y)) (na osnovu indukcijske pretpostavke (za x)).
Otuda, definisana je i vrednost A(x+ 1, y + 1).

Dakle, vrednost A(x, y) je definisana za sve prirodne brojeve x i
y, tj. funkcija A je totalna, xto je i trebalo dokazati.

3.9.2 Druga teorema rekurzije

Teorema 3.35 (Druga teorema rekurzije) Neka je f totalna unarna
izraqunǉiva funkcija. Tada postoji vrednost n (n ∈ N) takva da je52

Φf(n) = Φn.

Dokaz:
Na osnovu s−m−n teoreme, postoji totalna izraqunǉiva funkcija

s : N→ N takva da za sve vrednosti x (x ∈ N) va�i:

Φf(Φx(x))(y) ' Φs(x)(y),

gde izraz na levoj strani ne mora uvek da bude definisan. Neka je m
vrednost takva da je s = Φm. Tada va�i:

Φf(Φx(x))(y) ' ΦΦm(x)(y).

Za x = m i n = Φm(m) dobijamo:

Φf(n)(y) ' Φn(y),

xto dokazuje tvr�eǌe teoreme.
2

Posledica 3.2 Ako je f totalna unarna izraqunǉiva funkcija, onda
postoji vrednost n (n ∈ N) takva da va�i:

Wf(n) = Wn ∧ Ef(n) = En.

Posledica 3.3 Ako je f : N → N izraqunǉiva funkcija, onda postoji
vrednost e ∈ N takva da za sve vrednosti y va�i:

f(e, y) ' Φe(y).

52Ova teorema se qesto naziva drugom teoremom o nepokretnoj taqki, odnosno
drugom teoremom o fiksnoj taqki.
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Dokaz:
Kako je f izraqunǉiva funkcija, na osnovu s−m−n teoreme sledi

da postoji totalna izraqunǉiva funkcija k : N→ N takva da va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y).

S druge strane, na osnovu druge teoreme o nepokretnoj taqki (teorema
3.35), postoji vrednost e (e ∈ N) takva da va�i:

Φk(e) = Φe.

Za tu, fiksiranu vrednost e va�i:

f(e, y) ' Φk(e) ' Φe(y).

2

Zadatak 149 Dokazati da va�i:

(∃n)(∀x) Φn(x) = xn.

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(m,x) = xm.

Funkcija f je izraqunǉiva, pa, na osnovu posledice 3.3 druge teoreme
o nepokretnoj taqki, za sve vrednosti x (x ∈ N) va�i:

(∃n) f(n, x) ' Φn(x),

odnosno
(∃n) Φn(x) = xn.

Zadatak 150 Dokazati da postoji prirodan broj n takav da va�iWn =
En = {n}.

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(x, y) '
{

0 , ako x = y
↑ , inaqe

Funkcija f je izraqunǉiva, pa, na osnovu s −m − n teoreme, postoji
totalna izraqunǉiva funkcija k : N→ N takva da va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)
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Na osnovu druge teoreme o nepokretnoj taqki (teorema 3.35), postoji
vrednost n (n ∈ N) za koju je

Φk(n) = Φn

Neka je n jedna takva vrednost. Za ǌu onda va�i i:

f(n, y) ' Φn(y) (3.2)

za sve vrednosti y (y ∈ N). Doka�imo da ova vrednost zadovoǉava
zadati uslov.

Wn ={y | Φn(y) ↓}
={y | f(n, y) ↓}
(na osnovu (3.2))

={y | y = n}
(na osnovu definicije funkcije f)

={n}

En =Φn(Wn)

=Φn({n})
(na osnovu gorǌe jednakosti)

={n}
(na osnovu (3.2) i definicije funkcije f)

Zadatak 151 Ispitati da li postoji prirodan broj x takav da Φx(y) '
Φy(x) va�i za sve prirodne brojeve y.

Rexeǌe:
Definiximo funkciju f : N2 → N na slede�i naqin:

f(x, y) ' Φy(x)

Funkcija f je izraqunǉiva, pa, na osnovu s −m − n teoreme, postoji
totalna izraqunǉiva funkcija k : N→ N takva da va�i:

f(x, y) ' Φk(x)(y)

Na osnovu druge teoreme o nepokretnoj taqki (teorema 3.35), postoji
vrednost x (x ∈ N) za koju je

Φk(x) = Φx

Neka je x jedna takva vrednost. Iz posledǌe dve jednakosti sledi da

f(x, y) ' Φx(y)
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za sve vrednosti y (y ∈ N). Na osnovu posledǌe jednakosti i naqina
na koji je definisana funkcija f sledi da je

Φx(y) ' Φy(x)

za sve y (y ∈ N).

Zadatak 152 Neka je skup A neprazan, pravi podskup skupa C(1). Doka-
zati da skup A = {x | Φx ∈ A} nije rekurzivan.53

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da skup A jeste rekurzivan. Skup A je

neprazan, pravi podskup skupa C(1), pa postoje vrednosti a i b takve
da je a ∈ A i b /∈ A. Za te, fiksirane vrednosti a i b, definiximo
funkciju f : N→ N na slede�i naqin:

f(x) =

{
b , ako x ∈ A
a , ako x /∈ A

Skup A je, na osnovu pretpostavke, rekurzivan, pa je funkcija f
izraqunǉiva. Na osnovu druge teoreme o nepokretnoj taqki (teorema
3.35) sledi da postoji vrednost n (n ∈ N) takva da va�i:

Φf(n) = Φn.

Za tu, fiksiranu vrednost n va�i:

f(n) ∈ A ⇔ Φf(n) ∈ A
(na osnovu definicije skupa A)

⇔ Φn ∈ A
(jer je Φf(n) = Φn)

⇔ n ∈ A
(na osnovu definicije skupa A)

xto protivreqi definiciji funkcije f , na osnovu koje je

f(x) ∈ A ⇔ x /∈ A.

Dakle, skup A nije rekurzivan.

Zadatak 153 Neka je f totalna unarna izraqunǉiva funkcija. Dokaza-
ti da postoji beskonaqno mnogo vrednosti n (n ∈ N) takvih da va�i:

Φf(n) = Φn.

53Primetimo da je tvr�eǌe koje treba dokazati ekvivalentno tvr�eǌu Rajsove
teoreme (teorema 3.19).



3.9. Teoreme rekurzije 147

Rexeǌe:
Neka je k proizvoǉan prirodan broj. Neka je vrednost c takva da

va�i
Φc 6= Φ0,Φ1, . . . ,Φk.

Napomiǌemo da ovakva vrednost postoji, jer izraqunǉivih funkcija
ima beskonaqno mnogo.

Definiximo funkciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(x) =

{
c , ako x ≤ k
f(x) , ako x > k

Predikati x ≤ k i x > k su odluqivi, pa je funkcija g izraqunǉiva.
Na osnovu druge teoreme o nepokretnoj taqki (teorema 3.35) postoji
vrednost n takva da va�i:

Φg(n) = Φn.

Ne va�i n ≤ k (jer iz n ≤ k sledi Φg(n) = Φc 6= Φn). Dakle, va�i
n > k i g(n) = f(n), pa je Φf(n) = Φg(n) = Φn, tj. n je nepokretna taqka
za funkciju f . Kako je n > k, a k je proizvoǉna vrednost, sledi da
postoji beskonaqno mnogo vrednosti n (n ∈ N) takvih da va�i:

Φf(n) = Φn,

xto je i trebalo dokazati.

Zadatak 154 Neka je f : N → N totalna rastu�a funkcija takva da
va�i:

(i) Ako m 6= n, onda Φf(m) 6= Φf(n).

(ii) Vrednost f(n) je najmaǌi indeks funkcije Φf(n).

Dokazati da funkcija f nije izraqunǉiva.

Rexeǌe:
Pretpostavimo suprotno — da funkcija f jeste izraqunǉiva. Na

osnovu uslova (i), funkcija f nije identiqka funkcija, pa, kako ona
jeste rastu�a, postoji vrednost k takva da je

f(n) > n za n ≥ k,

odakle, na osnovu uslova (ii), sledi

Φf(n) 6= Φn za n ≥ k.

S druge strane, funkcija f je totalna izraqunǉiva funkcija, pa, na
osnovu zadatka 153, postoji vrednost n ≥ k takva da je Φf(n) = Φn,
xto protivreqi uslovu (i). Dakle, funkcija f nije izraqunǉiva, xto
je i trebalo dokazati.
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Zadatak 155 Funkcija f : N→ N je totalna i izraqunǉiva.

(a) Dokazati da postoji prirodan broj n takav da va�i Φf(n+1999) =
Φn.

(b) Dokazati da postoji prirodan broj n takav da va�i Φf(n) = Φn+1999.

Rexeǌe:

(a) Definiximo funkciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(n) = f(n+ 1999)

Funkcija f je totalna i izraqunǉiva, pa je takva i funkcija g.
Na osnovu druge teoreme rekurzije (3.35), postoji vrednost n
(n ∈ N) takva da va�i:

Φg(n) = Φn

Za takvu vrednost n, na osnovu posledǌe dve jednakosti, va�i:

Φf(n+1999) = Φn,

xto je i trebalo pokazati.

(b) Definiximo funkciju g : N→ N na slede�i naqin:

g(n) = f(n
.
1999)

Funkcija f je totalna i izraqunǉiva, pa je takva i funkcija
g. Na osnovu zadatka 153 sledi da postoji beskonaqno mnogo
vrednosti m (m ∈ N) takvih da va�i Φg(m) = Φm. Dakle, postoji
vrednost n′ (n′ > 1999) za koju va�i

Φg(n′) = Φn′

Tada va�i:
Φg(n′) = Φf(n′ . 1999) = Φn′ (3.3)

Neka je n′ jedna takva vrednost i n = n′ . 1999. Kako je n′ > 1999
sledi da je n′ = n + 1999. Koriste�i ovu jednakost, na osnovu
(3.3), dobijamo:

Φf(n) = Φn+1999,

qime smo dokazali tra�eno tvr�eǌe.



Literatura

[1] Brainerd, B. – Introduction to the Mathematics of Language Studies.
American Elsevier Publishing Company, Inc., New York, 1977.

[2] Brookshear, J. G. – Theory of Computation - Formal Languages, Au-
tomata, and Complexity. The Banjamin/Cummings Publishing Com-
pany, Inc., 1989.

[3] Madaras, R. i S. Crvenkovi�. – Uvod u teoriju automata i
formalnih jezika. Stylos i Prirodno-matematiqki fakultet Uni-
verziteta u Novom Sadu, Novi Sad, 1995.

[4] Cutland, N. J. – Computability - An Introduction to Recursive Function
Theory. Cambridge University Press, Cambridge, 1980.

[5] Hennie, F. – Introduction to Computability. Addison-Wesley Publishing
Company, Roading, 1977.

[6] Lavrov, I. A, L. L. Maksimova. – Zadaqi po teorii mno�estv,
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