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Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Äåôèíèöèjà

Íåêà jå R ðåëàöèjà è íåêà ñó X è Y ïðîèçâî§íè
ïîäñêóïîâè àòðèáóòà èç R . Òàäà Y
ôóíêöèîíàëíî çàâèñè îä X, ó îçíàöè
X −→ Y àêî è ñàìî àêî jå ñâàêîj âàæå£îj
âðåäíîñòè òîðêå X ó R ïðèäðóæåíà òà÷íî jåäíà
âðåäíîñò Y èç R .
x Êîðèñòè ñå jîø è òåðìèí X ôóíêöèîíàëíî
îäðå¢ójå Y
x Ôóíêöèîíàëíà çàâèñíîñò: ∃f : f (X ) = Y



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Äåôèíèöèjà

Èíòóèòèâíî:

Ôóíêöèîíàëíà çàâèñíîñò ó ðåëàöèjè R jå òâð¢å»å
îáëèêà "Àêî ñó äâå òîðêå îä R èäåíòè÷íå íà ñâèì
àòðèáóòèìà A1, A2, ...,An òàäà ìîðàjó äà èìàjó
èñòå âðåäíîñòè è ó îñòàëèì àòðèáóòèìà B1, B2,
...,Bm"

Äâå òîðêå ñó èäåíòè÷íå àêî ñó èì èäåíòè÷íå
âðåäíîñò ðåñïåêòèâíèõ êîìïîíåíàòà.

Oznaka: A1, A2, ...,An −→B1, B2, ...,Bm



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Ïðèìåðè - ôóíêöèîíàëíå çàâèñíîñòè ó
áàçè stud2020

Ðåëàöèjà DOSIJE

{Indeks}−→{Ime}

{Indeks}−→{Prezime}

{Indeks}−→{God_rodjenja}

{Indeks}−→{Mesto_rodjenja}
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Ïðèìåðè - ôóíêöèîíàëíå çàâèñíîñòè ó
áàçè stud2020

Ðåëàöèjà PREDMET

{Id_predmeta}−→{Sifra}

{Id_predmeta}−→{Naziv}

{Id_predmeta}−→{Bodovi}

Ðåëàöèjà ISPIT

{Indeks, Id_predmeta, Godina_roka,
Oznaka_roka}−→{Ocena}

{Indeks, Id_predmeta, Godina_roka,
Oznaka_roka}−→{Datum_ispita}
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Ïðèìåð - ÔÇ ó ðåëàöèjè ISPITNI_ROK

GODINA_ROKA OZNAKA_ROKA NAZIV

----------- -------------------- ---------------

2011 jan Januar 2011

2011 feb Februar 2011

2011 apr April 2011

2011 jun Jun 2011

2011 sep Septembar 2011

2011 okt Oktobar 2011

{Godina_roka, Oznaka_roka} −→{Naziv}



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Ê§ó÷åâè ðåëàöèjå è ôóíêöèîíàëíå
çàâèñíîñòè

Ðåäåôèíèöèjà ê§ó÷åâà:

Ïîäñêóï àòðèáóòà X ⊆ R ðåëàöèjå R jå êàíäèäàò
çà ê§ó÷ ðåëàöèjå R àêî âàæè:

∀Y : Y = R⧹X =⇒ X −→ Y

∄Z ,W : (Z ∈ X )∧ (W = R⧹Z )∧ (Z −→W )

Íàäê§ó÷ (ñóïåðê§ó÷) ðåëàöèjå R jå ñêóï àòðèáóòà êîjè

óê§ó÷ójå êàî ïîäñêóï áàð jåäàí êàíäèäàò çà ê§ó÷ ðåëàöèjå

R .



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Íàïîìåíå

Ñâàêà ÔÇ ïðåäñòàâ§à îãðàíè÷å»å
èíòåãðèòåòà

Ïîñëåäèöà: ñâàêè àòðèáóò ðåëàöèjå
ôóíêöèîíàëíî çàâèñè îä íåêîã êàíäèäàòà çà
ê§ó÷

ÔÇ íà çàâèñè îä òðåíóòíå âðåäíîñòè ðåëâàð-à
è çáîã òîãà íèñó ÔÇ
{Oznaka_roka}−→ {Naziv} i
{Naziv}−→{Oznaka_roka}



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Íàïîìåíå (íàñòàâàê)

Äâà ñêóïà ôóíêöèîíàëíèõ çàâèñíîñòè S è Ò
íàä ðåëàöèjîì R ñó åêâèâàëåíòíè àêî ñêóï
èíñòàíöè ðåëàöèjå Ð êîjè çàäîâî§àâà S jå
jåäíàê ñêóïó èíñòàíöè ðåëàöèjå Ð êîjè
çàäîâî§àâà Ò.

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, ñêóï S ÔÇ ñå èçâîäè èç
ñêóïà Ò ÔÇ àêî ñâàêà èíñòàíöà ðåëàöèjå êîjà
çàäîâî§àâà ñâå ÔÇ èç Ò òàêî¢å çàäîâî§àâà
ñâå ÔÇ èç S.

Ïîñëåäèöà: äâà ñêóïà ÔÇ S è Ò ñó
åêâèâàëåíòíà àêêî ñå ñâàêà ÔÇ ó S èçâîäè èç
ÔÇ ó Ò è ñâàêà ÔÇ ó Ò èçâîäè èç ÔÇ ó S.
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Äåêîìïîçèöèjà ÔÇ

Äåêîìïîçèöèjà: ÔÇ

A1, A2, ...,An−→B1, B2, ...,Bm

jå åêâèâàëåíòàí ñà ñêóïîì ÔÇ

A1, A2, ...,An−→B1

A1, A2, ...,An−→B2

...
A1, A2, ...,An−→Bm
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Êîìïîçèöèjà FZ

Êîìïîçèöèjà: ñêóï FZ

A1, A2, ...,An−→B1

A1, A2, ...,An−→B2

...
A1, A2, ...,An−→Bm

jå åêâèâàëåíòàí ñà ÔÇ

A1, A2, ...,An−→B1, B2, ...,Bm



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Òðèâèjàëíå è íåòðèâèjàëíå ÔÇ

Òðèâèjàëíà çàâèñíîñò jå ÔÇ êîjà íå ìîæå à
äà íå áóäå çàäîâî§åíà çà áèëî êîjè ñêóï
âðåäíîñòè ó ðåëàöèjè.

Y ⊆ X =⇒FZ X −→ Y jå òðèâèjàëíà

ÔÇ êîjà íèjå òðèâèjàëíà jå íåòðèâèjàëíà



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Òðèâèjàëíå è íåòðèâèjàëíå ÔÇ

Íåêå òðèâèjàëíå çàâèñíîñòè:
{Indeks}−→{Indeks}

{Godina_roka, Oznaka_roka} −→{Godina_roka, Oznaka_roka}

{Godina_roka, Oznaka_roka} −→{Godina_roka}

{Godina_roka, Oznaka_roka} −→{Oznaka_roka}

{Id_predmeta}−→{Id_predmeta}

...
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Çàòâîðå»å ñêóïà ÔÇ

Äåôèíèöèjà: Íåêà jå S ñêóï ÔÇ íàä ðåëàöèjîì R .
Ñêóï ñâèõ ÔÇ êîjå ìîãó äà ñå èçâåäó èç ñêóïà S
ÔÇ ñå íàçèâà çàòâîðå»å îä S è îçíà÷àâà ñà S+.

Ïîñëåäèöà: äâà ñêóïà ôóíêöèîíàëíèõ çàâèñíîñòè
S è íàä ðåëàöèjîì R ñó åêâèâàëåíòíè àêî âàæè
S+ = T+.



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Îäðå¢èâà»å çàòâîðå»à ñêóïà ÔÇ

Çàòâîðå»å S+ ñêóïà ÔÇ S ìîæå äà ñå îäðåäè
ïðèìåíîì ïðàâèëà - Àðìñòðîíãîâèì àêñèîìàìà

êîjèìà ñå íîâå ÔÇ èçâîäå èç ïîñòîjå£èõ.

Íåêà ñó A, B , è C ïðîèçâî§íè ïîäñêóïîâè
àòðèáóòà ðåëàöèjå R . Òàäà âàæå ïðàâèëà:

Ðåôëåêñèâíîñò: B ⊆ A =⇒ A−→ B
Ïðîøèðå»å: A−→ B =⇒ AC −→ BC
Òðàíçèòèâíîñò: A−→ B ∧B −→ C =⇒ A−→ C



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Äîäàòíà ïðàâèëà

Èç ïðåòõîäíà òðè ìîãó äà ñå èçâåäó äîäàòíà
ïðàâèëà:

Ñàìî-îäðå¢å»å:
A−→ A

Äåêîìïîçèöèjà:
A−→ BC =⇒ A−→ B ∧A−→ C

Unija:
A−→ B ∧A−→ C =⇒ A−→ BC

Êîìïîçèöèjà:
A−→ B ∧C −→ D =⇒ AC −→ BD

Îïøòà òåîðåìà óíèôèêàöèjå:
A−→ B ∧C −→ D =⇒ A∪ (C −B)−→ BD



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Ïðèìåð àëãîðèòìà çà ðà÷óíà»å F+

Àëãîðèòàì çà ðà÷óíà»å çàòâîðå»à ñêóïà ÔÇ F:

Inicijalno F+=F;
repeat

çà ñâàêó ÔÇ f ∈ F+

ïðèìåíèòè ðåôëåêñèâíîñò è ïðîøèðå»å íà f
äîäàòè äîáèjåíå ÔÇ ó F+

çà ñâàêè ïàð ÔÇ (f1, f2) ∈ F+

àêî f1 è f2 ìîãó äà ñå êîìáèíójó ïîìî£ó òðàíçèòèâíîñòè
òàäà äîäàòè äîáèjåíó ÔÇ ó F+

until âèøå íå áóäå ïðîìåíà ó F+



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Îäðå¢èâà»å çàòâîðå»à ñêóïà ÔÇ -
ïðèìåð

Íåêà ñó A,B ,C ,D è F àòðèáóòè ðåëàöèjå R , è íåêà jå S
ñêóï ÔÇ äàò ñà

A −→ BC
B −→ E
CD −→ EF

Èñïèòàòè äà ëè jå ÔÇ AD −→ F ó S+

Primer: Dokaz da je AD −→ F u S+

1 A−→ BC (äàòî)

2 A−→ C (äåêîìïîçèöèjà)

3 AD −→ CD (ïðîøèðå»å)

4 CD −→ EF (äàòî)

5 AD −→ EF
(òðàíçèòèâíîñò)

6 AD −→ F (äåêîìïîçèöèjà)
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Çàòâîðå»å ñêóïà àòðèáóòà

÷åñòî òðåáà èçðà÷óíàòè äà ëè äàòà ÔÇ ïðèïàäà
çàòâîðå»ó ñêóïà ÔÇ

Ó ïðàêñè ñå îäðå¢èâà»å çàòâîðå»à ÔÇ ðåëàòèâíî
ðåòêî ðàäè (àëãîðèòàì jå íååôèêàñàí!)

Äà áè îäðåäèëè äà ëè jå K íàäê§ó÷ òðåáà îäðåäèòè
ñêóï àòðèáóòà ðåëàöèjå R êîjè ôóíêöèîíàëíî çàâèñè
îä K

Àêî jå ñêóï àòðèáóòà K íàäê§ó÷ òàäà K
ôóíêöèîíàëíî îäðåäójå ñâå àòðèáóòå ó R

jå íàäê§ó÷ àêêî jå K+ îä K (ó îäíîñó íà äàòè ñêóï
ÔÇ) jåäíàêî ñêóïó ñâèõ àòðèáóòà ðåëàöèjå R
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Çàòâîðå»å ñêóïà àòðèáóòà

Äåôèíèöèjà: Íåêà jå A= {A1,A2, ...,An} ñêóï
àòðèáóòà ðåëàöèjå R è S ñêóï ÔÇ íàä R .

Çàòâîðå»å ñêóïà àòðèáóòà A ó îäíîñó íà ñêóï S
ÔÇ jå ñêóï àòðèáóòà B òàêâèõ äà ñâàêà ðåëàöèjà
êîjà çàäîâî§àâà ñâå ÔÇ ó ñêóïó S çàäîâî§àâà è
ÔÇ A1,A2, ...,An −→ B .
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Çàòâîðå»å ñêóïà àòðèáóòà

Çàòâîðå»å ñêóïà àòðèáóòà A ñå îçíà÷àâà ñà
A+

Óâåê âàæè äà ñó ñâè ïîjåäèíà÷íè àòðèáóòè èç
A ó A+
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Îäðå¢èâà»å çàòâîðå»à ñêóïà àòðèáóòà

Íåêà jå A= {A1,A2, ...,An} ñêóï àòðèáóòà è S ñêóï ÔÇ.
Àëãîðèòàì çà îäðå¢èâà»å çàòâîðå»à A+ jå

1 Èçâðøèòè äåêîìïîçèöèjó ñâèõ ÔÇ òàêî äà èìàjó ñàìî
jåäàí àòðèáóò íà äåñíîj ñòðàíè

2 Íåêà jå X ñêóï àòðèáóòà êîjè ïðåäñòàâ§à çàòâîðå»å.
Èíèöèjàëíî X = {A1,A2, ...,An}

3 Òðàæèòè ÔÇ îáëèêà B1,B2, ...,Bm −→ C òàêâå äà
∀i : Bi ⊂ X ∧C ⊈ X . Äîäàòè C ó X . Ïîíàâ§àòè
ïðåòðàãó ñâå äîê èìà ïðîìåíà ñêóïà X .

4 Óêîëèêî íå ïîñòîjè àòðèáóò êîjè áè ìîãàî äà ñå äîäà
ñêóïó X òàäà jå X = {A1,A2, ...,An}+
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Îäðå¢èâà»å çàòâîðå»à ñêóïà àòðèáóòà -
ïðèìåð

Íåêà ðåëàöèjà ñàäðæè àòðèáóòå A,B ,C ,D,E è F . Íåêà
âàæå ñëåäå£å ÔÇ:

AB −→ C
BC −→ AD
D −→ E
CF −→ B

Øòà jå çàòâîðå»å ñêóïà àòðèáóòà {A,B}?
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Ïîêðèâà÷ ñêóïà ÔÇ

Àêî ñó S1 è S2 äâà ñêóïà ÔÇ è àêî jå ñâàêà
ÔÇ èç S1 óê§ó÷åíà ó S2, òj. àêî jå S

+
1
ïîäñêóï

îä S+
2
òàäà jå S2 ïîêðèâà÷ çà S1.

Àêî jå S1 ïîêðèâà÷ îä S2 è S2 ïîêðèâà÷ îä S1
òàäà ñó S1 è S2 åêâèâàëåíòíè

Àêî ÐÑÓÁÏ îáåçáåäè ÔÇ S2 òàäà £å
àóòîìàòñêè áèòè îáåçáå¢åíå è ÔÇ ó S1
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Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ

Äåôèíèöèjà: ÔÇ X −→ Y ñêóïó S ôóíêöèîíàëíèõ
çàâèñíîñòè jå ëåâî-íåðåäóöèáèëíà àêî èç X íå
ìîæå äà ñå óêëîíè íè jåäàí àòðèáóò áåç ïðîìåíå
çàòâîðå»à S+

Çàøòî íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ:
Íàäê§ó÷ K jå êàíäèäàò çà ê§ó÷ ðåëàöèjå R àêêî
jå »åí íåðåäóöèáèëíè íàäê§ó÷
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Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ

Äåôèíèöèjà: Ñêóï ÔÇ jå íåðåäóöèáèëàí àêî

Äåñíà ñòðàíà ñâàêå ÔÇ ó S ñàäðæè òà÷íî
jåäàí àòðèáóò

Ëåâà ñòðàíà ñâàêå ÔÇ jå ëåâî íåðåäóöèáèëíà

Íè jåäíà ÔÇ íå ìîæå äà ñå óêëîíè èç S áåç
ïðîìåíå S+

Ñêóï ÔÇ êîjè çàäîâî§àâà ïðåòõîäíà ïðàâèëà ñå
íàçèâà è ìèíèìàëàí èëè êàíîíè÷êè
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Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ - àëãîðèòàì

Àëãîðèòàì çà íàëàæå»å íåðåäóöèáèëíîã ñêóïà S
ÔÇ:

Êîðèñòå£è ïðàâèëî äåêîìïîçèöèjå ïðåïèñàòè
ñâå ÔÇ ó S òàêî äà äåñíà ñòðàíà ñàäðæè
òà÷íî jåäàí àòðèáóò

Åëèìèíèñàòè ñâå ðåäóíäàíòíå ÔÇ èç ñêóïà
ôóíêöèîíàëíèõ çàâèñíîñòè äîáèjåíèõ
ïðåòõîäíèì ïîñòóïêîì
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Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ - ïðèìåð

Íåêà ðåëâàð R èìà àòðèáóòå A,B ,C ,D è ñêóï ÔÇ:

A−→ BC

B −→ C

A−→ B

AB −→ C

AC −→ D

Íà£è íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ åêâèâàëåíòàí äàòîì
ñêóïó
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Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ - ïðèìåð

Ïðâè êîðàê: ïðåïèñàòè ñêóï ÔÇ òàêî äà jå íà
äåñíîj ñòðàíè ñàìî jåäàí àòðèáóò

A−→ B

A−→ C

B −→ C

A−→ B

AB −→ C

AC −→ D

Êàêî ñå ÔÇ A−→ B jàâ§§à äâà ïóòà, jåäíî
ïîjàâ§èâà»å ñå åëèìèíèøå
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Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ - ïðèìåð

Äðóãè êîðàê: àòðèáóò C ñå åëèìèíèøå ñà ëåâå
ñòðàíå ÔÇ AC −→ D jåð âàæè

A−→ C (äîáèjåíî ó ïðâîì êîðàêó)

A−→ AC (ïðîøèðå»å)

Êàêî âàæè è AC −→ D =⇒ A−→ D
(òðàíçèòèâíîñò)

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ôäîáèjà ñå äà jå C íà ëåâîj
ñòðàíè AC −→ D ðåäóíäàíòíî



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ - ïðèìåð

Òðå£è êîðàê: ÔÇ AB −→ C ñå åëèìèíèøå jåð
âàæè

A−→ C (äîáèjåíî ó ïðâîì êîðàêó)

AB −→ CB (ïðîøèðå»e)

AB −→ C (äåêîìïîçèöèjà)

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äîáèjà ñå äà jå AB −→ C
ðåäóíäàíòíî



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ - ïðèìåð

×åòâðòè êîðàê: ÔÇ A−→ C ñå åëèìèíèøå jåð
âàæè

FZ A−→ C (äîáèjåíî ó ïðâîì êîðàêó)

A−→ B (äàòî)

B −→ C (äàòî)

A−→ C (òðàíçèòèâíîñò)

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äîáèjà ñå äà jå A−→ C
ðåäóíäàíòíî

Äîáèjåíè íåðåäóöèáèëíè ñêóï ÔÇ jå

A−→ B B −→ C A−→ D



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Ïðîjåêöèjà ÔÇ

Íåêà ñå ðåëàöèjà R ñà ñêóïîì S ÔÇ ïðîjåêòójå íà
ðåëàöèjó R1 = π{R}. Êîjå ÔÇ ñó âàæå£å ó R1?

Îäðå¢ójå ñå ïðîjåêöèjà ÔÇ S êîjà ñàäðæè ñâå ÔÇ
òàêâå äà

Ìîãó äà ñå èçâåäó èç S

Óê§ó÷ójó jåäèíî àòðèáóòå èç R1



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Ïðîjåêöèjà ÔÇ - àëãîðèòàì

Íåêà jå T ñêóï ÔÇ ó R1. Èíèöèjàëíî jå T = /0

∀X ⊆ R1 îäðåäèòè X+ ó îäíîñó íà ÔÇ ó S . Àòðèáóòè
êîjè ñó ó R àëè íå è ó R1 ìîãó äà ñå êîðèñòå ó
èçðà÷óíàâà»ó X+. Äîäàòè ó T ñâå íåòðèâèjàëíå
X −→ A òàêâå äà A⊂ X+∧A⊂ R1



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Ïðîjåêöèjà ÔÇ - àëãîðèòàì

Îäðå¢ójå ñå ìèíèìàëíè ñêóï T íà ñëåäå£è íà÷èí:

Àêî ïîñòîjè F ⊂ T êîjà ìîæå äà ñå èçâåäå èç
äðóãèõ ÔÇ ó T , óêëîíèòè ÔÇ F
Íåêà jå Y −→ B ÔÇ èç T ñà íàjìà»å äâà
àòðèáóòà ó Y è íåêà jå Z äîáèjåíî èç Y
óêëà»à»åì jåäíîã îä àòðèáóòà. Àêî Z −→ B
ìîæå äà ñå èçâåäå èç ÔÇ ó T (óê§ó÷ójó£è
Y −→ B), òàäà ñå Y −→ B çàìå§ójå ñà Z −→ B
Ïîíîâèòè ïðåòõîäíå êîðàêå ñâå äîê èìà
ïðîìåíà ó T



Äåôèíèöèjà ÔÇ Ïðàâèëà è çàòâîðå»å

Ïðîjåêöèjà ÔÇ - ïðèìåð

Íåêà ðåëàöèjà R{A,B ,C ,D} ñàäðæè ÔÇ

A−→ B

B −→ C

C −→ D

Íåêà jå R1{A,C ,D}= π{R}. Îäðåäèòè ñêóï ÔÇ
ðåëàöèjå R1.
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