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APSTRAKT

U ovom radu dat je potpun opis mnogostrukosti rexeǌa kombinovane (ne-

homogene Koxi–Rimanove i gradijentne diferencijalne) jednaqine. Ova

rexeǌa su definisana na skupu koji je kombinacija grafa i Rimanove

povrxi sa granicom, a vrednosti uzimaju u kotangentnom raslojeǌu kom-

paktne mnogostrukosti. Konstruisani su domen i kodomen odgovaraju�eg

Fredholmog operatora i izraqunat ǌegov indeks, odnosno dimenzija mno-

gostrukosti rexeǌa. Korix�eǌem svojstva konvergencije ka raspadnu-

tim trajektorijama i tehnike lepǉeǌa, opisana je granica mnogostru-

kosti kombinovanih objekata u vixim dimenzijama. Data i je konstruk-

cija koherentne orijentacije, saglasne sa orijentacijama na prostoru ob-

jekata nekombinovanog tipa – gradijentnih trajektorija i holomorfnih

krivih. Na kraju su izvedene neke primene u konstrukcijama algebarskih

struktura i izomorfizama sa Z− koeficijentima u Morsovoj i Florovoj

homologiji.
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PREDGOVOR

Predmet istra�ivaǌa prikazanih u ovom radu su prostori rexe-

ǌa jednaqine koja je kombinacija gradijentne diferencijalne jedna-

qine na grafovima i nelinearne nehomogene Koxi–Rimanove, kao i ǌi-

hove primene u Mors–Florovoj teoriji, u sluqaju kotangentnog raslo-

jeǌa. Prve dve glave su uvodne i sadr�e definicije i pregled poz-

natih rezultata od znaqaja. Ostale glave sadr�e originalne rezultate

rada. Glave 3, 4 i 5 su posve�ene opisu prostora i ǌihovih topoloxkih

granica, dok su u Glavi 6 date primene prethodnih rezultata. Na poqetku

svake glave dat je kratak prikaz rezultata u ǌoj.

Pre svega, �elim da se zahvalim mom mentoru, Darku Milinkovi�u,

na velikoj pomo�i, podrxci i strpǉeǌu koje je pokazao tokom protek-

lih godina zajedniqkog rada, kao i na mnogim korisnim primedbama

i komentarima vezanim za samu doktorsku tezu. Tako�e se zahvaǉujem

qlanovima komisije: Miodragu Mateǉevi�u, Zoranu Petrovi�u, Bo�i-

daru Jovanovi�u i Dragoǉubu Keqki�u na svim ispravkama i sugestijama

koje su mi uputili prilikom qitaǌa teze.
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GLAVA 1

Uvod i pregled rezultata

Morsova teorija se bavi opisom topologije diferencijalne mnogo-

strukosti pomo�u analize kritiqnih taqaka pogodno izabrane glatke

funkcije na ǌoj. Precizinije, neka je f : M → R Morsova funkcija na

kompaktnoj mnogostrukosti M i a ∈ R. Neka je Ma := {x ∈ M | f(x) ≤ a}.

Ako u intervalu [a, b] nema kritiq-

nih vrednosti funkcije f , onda su

mnogostrukosti Ma i M b difeo-

morfne. Difeomorfizam se uspos-

tavǉa ,,guraǌem” taqaka iz M du�

gradijentnih trajektorija, to jest,

on je definisan jednaqinom
dΦt

dt
(x) = −∇f(Φt(x)), Φ0 = Id

Ma

M b

↓ ↓ ↓ dΦt

dt
= −∇f

Slika 1.1: Difeomorfizam

mnogostrukosti Ma i M b
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(videti Sliku 1.1). Iz Teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rexe-

ǌa sistema obiqnih diferencijalnih jednaqina i Teoreme o glatkoj za-

visnosti od parametara sledi da je za svako t, Φt difeomorfizam mno-

gostrukosti M .

Ako se u intervalu [a, b] nalazi taqno jedna kritiqna vrednost koja

odgovara kritiqnoj taqki p Morsovog indeksa1 k, onda je mnogostrukost

Ma homotopski ekvivalentna prostoru koji dobijamo lepǉeǌem k− �elije

i mnogostrukosti M b. Na taj naqin k �elijama odgovaraju kritiqne taqke

indeksa k. Opis CW – dekompozicije mnogostrukosti pomo�u prolaska

kroz kritiqne taqke Morsove funkcije predstavǉa klasiqan (Milnor –

Smejlov) pristup Morsovoj teoriji i mo�e se na�i u kǌizi [53] �. Mil-

nora ili u radovima [10, 11, 12] R. Bota.

Savremeniji, Flor–Vitenov pristup qini konstrukcija Morsove ho-

mologije. Dok se u klasiqnom pristupu gradijentne trajektorije i pro-

mena topologije mnogostrukosti du� ǌih posmatraju unutar same ambi-

jentne mnogostrukosti, u Flor–Vitenovom pristupu one se prouqavaju

kao skup za sebe, sa sopstvenom topologijom, koja, indirektno, sadr�i

informacije o topologiji polazne mnogostrukosti (videti [73]). Flor–

Vitenov pristup je operativniji i donosi vixe algebarskih informacija

od Milnor–Smejlovog, ali, na raqun toga, dozvoǉava maǌe direktan ge-

ometrijski uvid. Za generatore Morsovog lanqastog kompleksa uzimaju

se kritiqne taqke Morsove funkcije, graduisane Morsovim indeksom.

Diferencijal u Morsovoj homolo-

giji se definixe pomo�u broja gra-

dijentnih trajektorija koje spajaju

dve kritiqne taqke (videti Sliku

1.2), precizna definicija diferen-

cijala data je u Poglavǉu 2.1.

p

q

γ̇ = −∇f

Slika 1.2: Gradijentna

trajektorija
1Definicija Morsovog indeksa data je na strani 61.
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Morsova homologija je izomorfna singularnoj homologiji mnogostru-

kosti M (videti [6]).

Florova teorija predstavǉa beskonaqnodimenziono uopxteǌe Morso-

ve. Originalno je nastala kao dokaz Arnoldove hipoteze i razvio ju je A.

Flor u radovima [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26]. Naime, Posledǌa

Poenkareova geometrijska teorema (koju je dokazao Birkhof dvadesetih

godina dvadesetog veka) tvrdi da

difeomorfizam prstena koji quva

povrxinu i ,,uvr�e” granice2 (vi-

deti Sliku 1.3) ima najmaǌe dve

fiksne taqke. Lepǉeǌem dva ova-

kva prstena dobijamo torus, a lep-

ǉeǌem odgovaraju�ih difeomorfi-

zama dobijamo difeomorfizam koji

quva povrxinu i koji ima qetiri

Slika 1.3: Prsten sa ,,uvrnutim”

granicama

fiksne taqke (videti Sliku 1.4). Primetimo da je suma Betijevih brojeva

torusa jednaka qetiri.

⊔
∂

∼=

Slika 1.4: Torus T2

Prirodno uopxteǌe ove pojave je pitaǌe koliko fiksnih taqaka imaju

difeomorfizmi povrxi koji quvaju povrxinu (i opxtije, difeomorfizmi

simplektiqkih mnogostrukosti koji quvaju simplektiqku formu, a samim

tim i zapreminu). Tako dolazimo do Arnoldove hipoteze: broj fiksnih

2Unutraxǌa i spoǉaxǌa kru�nica se slikaju u sebe rotacijama, ali u suprotnim smerovima.
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taqaka Hamiltonovog difeomorfizma simplektiqke mnogostrukosti P je

ve�i ili jednak od sume Betijevih brojeva:

Fix(Φ1) ≥
dim P∑

k=0

βk(P ),

gde su

βk(P ) = dim Hk(P,Q)

Betijevi brojevi mnogostrukosti P . Za datu simplektiqku mnogostru-

kost P , i Hamiltonovo vektorsko poǉe3 XH, Hamiltonovi difeomorfizmi

su rexeǌa sistema

φH
t : P → P,

d

dt
φH

t (x) = XH(φH
t (x)), φH

0 = Id . (1.0.1)

U lokalnim koordinatama ova jednaqina ima oblik:

ẋ =
∂H

∂y
, ẏ = −∂H

∂x
.

A. Banjaga je dokazao da Hamiltonovi difeomorfizmi qine normalnu

podgrupu grupe svih difeomorfizama koji quvaju simplektiqku formu

(videti [5]). Mo�e se dokazati (videti [45] ili [74]) da se ova dva skupa

(Hamiltonovih i simplektiqkih difeomorfizama) razlikuju ako i samo

ako je prva kohomoloxka grupa mnogostrukosti P netrivijalna. Iz jedna-

qine (1.0.1) sledi da je φ1 homotopno identitetu. Odatle i iz Lefxecove

teoreme o fiksnoj taqki sledi da je broj fiksnih taqaka difeomorfizma

φ1 ve�i ili jednak od Ojlerove karakteristike (to jest, alterniraju�e

sume Betijevih brojeva):

Fix(Φ1) ≥
dim P∑

k=0

(−1)nβk(P ) =: χ(P ).

Primetimo da je, u sluqaju torusa T2, ova informacija beskorisna, jer je

χ(T2) = 0, dok iz Arnoldove hipoteze saznajemo da je broj fiksnih taqaka

barem qetiri.
3Definicija Hamiltonovog vektorskoh poǉa data je na strani 19.
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Fiksna taqka Hamiltonovog difeomorfizma opisuje periodiqnu or-

bitu, odnosno, Hamiltonov put x(t) = φH
t (x) koji poqiǌe i zavrxava se u

taqki x. Florova homologija ima za generatore ovakve periodiqne or-

bite, a graniqni operatori se definixu pomo�u broja perturbovanih

holomorfnih cilindara koji spajaju dva takva puta (videti Sliku 1.5).

x(t) y(t)

Slika 1.5: Perturbovani holomorfni cilindar

A. Flor je dokazao da je ovako konstruisana homologija izomorfna singu-

larnoj.4 Ovo predstavǉa dokaz Arnoldove hipoteze: periodiqnih orbita

ima barem onoliko koliko ima generatora Florove (odnosno, singularne)

homologije, to jest, ǌihov broj je ve�i ili jednak od sume Betijevih bro-

jeva.

Pored Florove homologije za periodiqne orbite postoji i Florova

homologija za Lagran�eve preseke. Podmnogostrukost L simplektiqke

mnogostrukosti P je Lagran�eva ako je dim L = 1
2
dim P i ako se simplek-

tiqka forma anulira na TL. Generatori Florove homologije u Lagran-

�evom sluqaju su preseqne taqke

dveju Lagran�evih podmnogostru-

kosti (pod pretpostavkom da se one

seku transverzalno). Graniqni

operator se definixe pomo�u bro-

ux y

L0

L1

Slika 1.6:Holomorfni disk u

ja perturbovanih holomorfnih diskova sa granicom na pomenutim podmno-

gostrukostima (videti Sliku 1.6 i definiciju na strani 21). Florova

4Flor je ovo dokazao pod izvesnim pretpostavkama o π2(P ). Kasnije su one oslabǉene i, u
sluqaju homologije sa racionalnim koeficijentima, potpuno eliminisane (videti [28, 42, 32]).
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homologija za Lagran�eve preseke je uopxteǌe Florove homologije za

periodiqne orbite. Zaista, difeomorfizam φ : P → P quva simplek-

tiqku formu ako i samo je grafik preslikavaǌa Γφ := {(x, φ(x)) | x ∈ P}
Lagran�eva podmnogostrukost mnogostrukosti P × P sa simplektiqkom

formom ω⊕−ω. Periodiqne orbite preslikavaǌa φ, odnosno ǌegove fik-

sne taqke, su preseci Lagran�evih podmnogostrukosti Γφ i dijagonale

∆ = {(x, x) | x ∈ P}.
Florova homologija za Lagran�eve preseke ne mo�e uvek da se defi-

nixe. Za nas je od znaqaja sluqaj kada je simplektiqka mnogostrukost

P kotangentno raslojeǌe T ∗M , a Lagran�eve podmnogostrukosti – nulto

seqeǌe OM i ǌegova Hamiltonova deformacija φ1(OM). U tom sluqaju

Florova homologija je dobro definisana, i izomorfna singularnoj ho-

mologiji mnogostrukosti M (videti [18, 56]).

Ova konstrukcija mo�e da se uopxti. Za datu zatvorenu podmnogost-

rukost N ⊂ M , M. Pozniak je u [62] posmatrao konormalno raslojeǌe

ν∗N :=
{
ξ ∈ T ∗M

∣∣
N
| ξ(T ∗N) = {0}} ⊂ T ∗M

i Florov kompleks ν∗N ∩ φH
1 (OM). U ovom sluqaju Florova homologija se

definixe pomo�u broja perturbovanih holomorfnih diskova koji imaju

jedan kraj na OM , a drugi na ν∗N i izomorfna je singularnoj homologiji

mnogostrukosti N . Specijalno, za M = N , va�i ν∗N = OM , pa dobi-

jamo prethodno opisanu Florovu homologiju. R. Kasturirangan i J.-G.

O su u [33] izveli ovu konstrukciju za otvoren podskup U ⊂ M , umesto

zatvorene podmnogostrukosti N ⊂ M .

Od metode za dokaz Arnoldove hipoteze, Florova homologija se

razvila u raznim pravcima i prepli�e se sa skoro svim podoblas-

tima danaxǌe Simplektiqke topologije. Veza Florove homologije sa

Gromov–Vitenovim invarijantama dovodi do jednog pristupa kvantnoj ko-

homologiji. Kao ǌeno uopxteǌe (i uopxteǌe Gromov–Vitenove teorije)

razvila se Simplektiqka teorija poǉa.
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Florova homologija je i u vezi sa Hoferovom geometrijom na pros-

toru Hamiltonovih difeomorfizama simplektiqke mnogostrukosti. Tan-

gentni prostor na mnogostrukost Hamiltonovih izomorfizama se pri-

rodno identifikuje (do na dodavaǌe konstanti) sa skupom Hamiltono-

vih funkcija. Neka je Hamiltonov difeomorfizam definisan jednaqinom

(1.0.1). Tada se du�ina puta φt definixe kao

l(φt) :=

∫ 1

0

‖Ht‖dt,

a rastojaǌe

d(Id, φ1) := inf{l(φt)},

pri qemu se infimum uzima po svim Hamiltonovim difeomorfizmima koji

spajaju Id i φ1. Sliqno se definixe rastojaǌe izme�u dva proizvoǉna

Hamiltonova difeomorfizma. Vidimo da od izbora metrike na skupu

Hamiltonovih funkcija zavisi du�ina puta, a samim tim i Hoferova

(pseudo)metrika d. Ako se Hoferova du�ina puta zada pomo�u Lp norme

na prostoru Hamiltonijana, tada je d degenerisana, odnosno samo pseu-

dometrika (videti [15]). Ako se za normu na prostoru Hamiltonijana

izabere supremum norma, tada je preslikavaǌe d nedegenerisano. Videli

smo ve� da su uopxteǌa simplektiqkih difeomorfizama Lagran�eve

podmnogostrukosti. Mogu�e je definisati Hoferovu metriku i na pros-

toru Lagran�evih podmogostrukosti fiksirane simplektiqke mnogostru-

kosti. U sluqaju kotangentog raslojeǌa, dokaz nedegerenisanosti Hofer-

ove metrike, kao i opis geodezijskih linija koristi Florovu homologiju

(videti [46, 49, 50] za detaǉe).

Opiximo ukratko kako Florova homologija generalizuje Morsovu.

Kritiqne taqke funkcije f : M → R qine skup nula forme df , odnosno

presek podmnogostrukosti df(OM) i nultog seqeǌa OM u kotangentom

raslojeǌu T ∗M . Svako kotangentno raslojeǌe je simplektiqka mnogo-

strukost, u kojoj su podmnogostrukosti OM i df(OM) Lagran�eve. Ako je f
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Morsova funkcija tada su ovi preseci transverzalni (odnosno kritiqne

taqke su izolovane). Uopxteǌe ovoga su transverzalni preseci dveju La-

gran�evih podmnogostrukosti, to jest, generatori Florove homologije.

Drugi naqin gledaǌa na ovo uopxteǌe je slede�i. Funkcional de-

jstva5 AH(γ) :=
∫

γ
p dq −H dt je dobro definisan na simplektiqkim mnogo-

strukostima na kojima je simplektiqka forma taqna (jedan takav primer

je kotangentno raslojeǌe). Pretpostavimo da je domen funkcionala de-

jstva prostor petǉi (u sluqaju periodiqnih orbita) ili prostor puteva

sa krajevima na nultom seqeǌu (u sluqaju Lagran�evih preseka), oz-

naqimo ga sa Ω0 u oba sluqaja. Tada iz Kartanove formule sledi

da su kritiqne taqke funkcionala dejstva upravo Hamiltonovi putevi

(videti (2.1.4) na strani 20). Lako se proverava i da su perturbovani

holomorfni diskovi gradijentne trajektorije6 funkcionala dejstva na

beskonaqnodimenzionom prostoru Ω0, (videti Sliku 1.7), dakle, postoji

potpuna analogija sa konaqnodimenzionim, Morsovim sluqajem.

p

q

γ̇ = −∇f

x(t)

y(t)

↓ ∂u
∂s = −∇A(u(s, ·))

Slika 1.7:Gradijentna trajektorija u konaqnodimenzionom i

beskonaqnodimenzionom sluqaju

Izomorfizam izme�u Florove i singularne homologije ostvaruje se

preko Morsove homologije. U radovima [19, 18], Flor je, za datu Morsovu

5Videti i (2.1.3) na strani 20.
6Ovde podrazumevamo da se sparivaǌe dAH ! ∇AH ostvaruje preko L2− skalarnog

proizvoda: dAH(ξ) = 〈∇AH , ξ〉L2 =
∫ 〈∇AH , ξ〉g.
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funkciju f , definisao Hamiltonijan

Hf : T ∗M → R, Hf := f ◦ π,

(gde je π : T ∗M → M kanonska projekcija) takav da preseqnim taqkama

OM ∩ φ
Hf

1 (OM) odgovaraju kritiqne taqke funkcije f . Osim toga, on je

dokazao i da su, ukoliko je C2–norma funkcije f dovoǉno mala, skup re-

xeǌa gradijentne jednaqine koje definixu graniqni operator u Morsovoj

teoriji i skup rexeǌa Koxi–Rimanove jednaqine koje definixu graniqni

operator u Florovoj, u jedan-jedan korespondenciji. Time se uspostavǉa

izomorfizam homologija jox na nivou lanaca.

Postoji jox jedan naqin da se konstruixe izomorfizam izme�u Mor-

sove i Florove homologije, i to za proizvoǉnu Morsovu funkciju i

proizvoǉni Hamiltonijan – pomo�u objekata kombinovanog tipa. Osim

proizvoǉnosti izbora Morsove i Hamiltonove funkcije, prednost izo-

morfizma ovog (drugog) tipa je ǌegova saglasnost sa nekim konstrukci-

jama u Mors–Florovoj teoriji. Naime, ovaj izomorfizam komutira sa

prirodnim izomorfizmima (videti jednaqinu (2.1.10) na strani 23) i

sa kohomoloxkim proizvodima (videti (2.1.11) na strani 24) u obe ho-

mologije (dok u sluqaju Florovog izomorfizma ovo nije poznat rezul-

tat). Konstrukciju ovog izomorfizma u sluqaju Florove homologije

za periodiqne orbite su dali S. Piunikin, D. Salamon i M. Xvarc

u [60]. U autorovoj magistarskoj tezi [75] i koautorskom radu sa D.

Milinkovi�em [36] data je konstrukcija izomorfizma koji koristi kom-

binovane objekte za sluqaj Lagran�evih preseka. P. Albers je uop-

xtio konstrukciju Piunikin–Salamon–Xvarcovog izomorfizma za La-

gran�eve preseke sa kotangentog raslojeǌa na proizvoǉnu simplektiqku

mnogostrukost (videti [1]). Za razliku od sluqaja Florove homologije za

periodiqne orbite, Piunikin–Salamon–Xvarcov homomorfizam za La-

gran�eve preseke u opxtem sluqaju, nije obavezno izomorfizam.
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Pomo�u broja gradijentnih drveta u Morsovom i holomorfnih ,,panta-

lona” u Florovom sluqaju mogu�e je definisati kohomoloxke proizvode

u (ko)homologijama (videti Poglavǉe 6.1.1). K. Fukaja i J.-G. O su, u

radu [27], pokazali vezu izme�u ova dva proizvoda, posmatraju�i, kao i

Flor, specijalni Hamiltonijan Hf . T. Simqevi� je, za proizvoǉne tri

Morsove funkcije i proizvoǉna tri Hamiltonijana, koriste�i analizu

prostora kombinovanih objekata, dokazala funktorijalnost Piunikin–

Salamon–Xvarcovog izomorfizma u odnosu na kohomoloxki proizvod.

Vezom izme�u modulskih prostora grafova i kohomoloxkih operacija

bavili su se i M. Bec i R. Koen u radu [8].

R. Leklerk je, koriste�i objekte kombinovanog tipa, dokazao da

Florova homologija ima strukturu modula nad Morsovim homoloxkim

prstenom. Ova konstrukcija, kao i ǌena veza sa prirodnim izomor-

fizmima u Morsovoj i Florovoj homologiji, data je u [41].

U dokazima pomenutih rezultata uqestvuje analiza prostora kombi-

novanih objekata dimenzija nula i jedan. Modulske prostore vixih di-

menzija u Morsovoj i Florovoj teoriji koristili su �.-F. Baro i O.

Kornea u [7], i D. Milinkovi� i Z. Petrovi� u [52].

U ovom radu nastavǉamo sa izuqavaǌem prostora kombinovanog tipa,

i to u opxtijem sluqaju, sa vixe ulaza i izlaza. Preciznije, posmatramo

preslikavaǌa koja se sastoje iz nekoliko gradijentnih trajektorija

γ : R ⊃ Γ → M, γ̇ = −∇f (1.0.2)

i jednog perturbovanog holomorfnog diska

u : C ⊃ D → T ∗M, ∂J,Hu = ∂Ju−XH(u) = 0, (1.0.3)

sa granicom na nultom seqeǌu (videti Sliku 1.8). Ovde je XH Ha-

miltonovo vektorsko poǉe na T ∗M koje odgovara Hamiltonovoj funkciji

H (videti i Definiciju 1 na strani 19). Koxi–Rimanov operator ∂J

se definixe (videti preciznu definiciju na strani 43) pomo�u skoro
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kompleksne strukture J koja postoji na svakom kotangentnom raslojeǌu

(videti Definiciju 2 na strani 21).

OM

...

γ̇ = −∇f

...∂J,Hu = 0

Slika 1.8: Kombinovani objekat sa vixe ulaza i izlaza

Za razliku od radova [75, 76, 36] koji su se prvenstveno bavili ulogom

modulskih prostora u Morsovoj i Florovoj (ko)homologiji, u ovom radu,

kao i u radovima [35, 34], koji predstavǉaju neke ǌegove delove, akcenat

je na analitiqkom pristupu, odnosno, detaǉnom opisu mnogostrukosti

kombinovanih objekata i ǌihovih granica. Prostori kombinovanih ob-

jekata su se uglavnom (u [75, 76, 36]) posmatrali kao presek prostora

jedinstvenih (nekombinovanih) objekata. Pod ,,jedinstvenim objektom”

podrazumevamo ili gradijentnu trajektoriju ili (perturbovani) holo-

morfni disk. Takav naqin prouqavaǌa nam omogu�ava da izraqunamo

dimenzije, ali ne i da doka�emo izvesne pravilnosti kod gubǉeǌa kom-

paktnosti u vixim dimenzijama. U ovom radu modulske prostore pos-

matramo kao skupove nula Fredholmovih operatora (a ne kao preseke),

na pogodno izabranom domenu. Preciznije, konstruisa�emo raslojeǌe za

koje �e preslikavaǌe

(γ1, . . . , γm+k, u) 7→ (
γ̇1 +∇f1(γ1), . . . , γ̇m+k +∇fm+k(γm+k), ∂Ju + X(u)

)

biti dobro definisano seqeǌe, a skup kombinovanih objekata koje pos-

matramo – inverzna slika nule pri ovom seqeǌu. Dokaza�emo da je ovo

seqeǌe, odnosno ǌegova linearizacija, Fredholmov operator, iz qega �e
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slediti da je prostor preslikavaǌa koji posmatramo konaqnodimenziona,

glatka mnogostrukost.

Ovakav pristup nam, pre svega, omogu�ava da opixemo topoloxku

granicu mnogostrukosti rexeǌa. Naime, osim u dimenziji nula, mnogos-

trukosti rexeǌa kombinovanih jednaqina (1.0.2) i (1.0.3) nisu zatvorene

(to jest, kompaktne i bez granice). ǋihova topoloxka granica – taqke

nagomilavaǌa koje ne pripadaju samoj mnogostrukosti – sastavǉena je od

unije mnogostrukosti kombinovanog i nekombinovanog tipa (videti Sliku

1.9).

OM

... ...∂u = X(u)

γ̇ = −∇f

Slika 1.9: Razlomǉeni objekat

Dokaz ovih qiǌenica podeǉen je na dva koraka. Prvi korak je dokaz da

se svaki niz objekata kombinovanog tipa, koji ne konvergira ka objektu

istog tipa, ,,raspada” na nekoliko objekata iz pomenute unije. U dokazu

ovog dela koristi se Arcela–Askolijeva teorema i Gromovǉeve teoreme

o konvergenciji (perturbovanih) holomorfnih diskova sa Lagran�evim

graniqnim uslovima. Pojava ,,mehurova” na graniqnim diskovima, do

koje mo�e da do�e u opxtem sluqaju, kod nas je onemogu�ena zahvaǉuju�i

ambijentnoj mnogostrukosti – kotangentnom raslojeǌu – na kojoj je sim-

plektiqka forma taqna.

Drugi korak je obratni smer – svaki ,,razlomǉeni” objekat (element

pomenute unije) jeste graniqna vrednost nekog niza iz mnogostrukosti
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preslikavaǌa koju prouqavamo. Ovaj drugi smer nazivamo lepǉeǌem. U

dokazima teorema vezanih za lepǉeǌe (baziranim na jednoj verziji Bana-

hovog stava o fiksnoj taqki), pristup koji zastupamo – da skup objekata

mexovitog tipa posmatramo kao nulu jedinstvenog Fredholmovog opera-

tora – je neophodan.

Pored pomenutog gubǉeǌa kompaktnosti, ovakav pristup nam omogu�u-

je i da konstruixemo istovremenu (koherentnu) orijentaciju svih modul-

skih prostora, i, poslediqno, proxirimo dosadaxǌe primene modul-

skih prostora na (ko)homologije sa Z− koeficijentima. Naime, pomenuta

karakterizacija topoloxke granice mnogostrukosti mexovitih preslika-

vaǌa je kǉuqni korak u raznim konstrukcijama u Mors – Florovoj teoriji

(kao xto su, na primer, konstrukcija izomorfizma izme�u Morsove i

Florove homologije, konstrukcija raznih proizvoda u obe teorije, funk-

torijalnosti ovih izomorfizama i proizvoda). Da bismo te konstruk-

cije mnogli da uopxtimo na sluqaj Morsove i Florove homologije sa Z−
koeficijentima,7 potrebno je da orijentixemo sve objekte koji u ǌima

uqestvuju. Ve�ina ovih objekata (i mexovitih i nemexovitih) pripada

ve�em broju granica mnogostrukosti preslikavaǌa istovremeno, a sve te

mnogostrukosti uqestvuju u pomenutim konstrukcijama. Zato je va�no da

na�emo naqin da orijentixemo sve objekte koji su od znaqaja istovre-

meno. To podrazumeva da orijentacije dva ,,zalepǉena” objekta definixu

orijentaciju mnogostrukosti qiju rubnu taqku qine. Takvu orijentaciju

nazivamo koherentnom. Da bi mogla da se primeni na pomenute konstruk-

cije u Mors–Florovoj teoriji, koherentna orijentacija mora da obuhvati

objekte razliqitih tipova (mexovitog i nemexovitog), jer se granice

mnogostrukosti mexovitih objekata (za razliku od nemexovitih) sastoje

iz takvih objekata razliqitih tipova.

U Glavi 2 su definisani osnovni pojmovi u Morsovoj i Florovoj

7Florovu homologiju sa Z− koeficijentima konstruisali su A. Flor u H. Hofer u [24], dok
je u Morsovoj teoriji ovu konstrukciju dao M. Xvarc u [69].
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teoriji, data su dva primera prostora kombinovanih objekata i navedeni

su potrebni stavovi vezani za primenu Fredholmove teorije i izraquna-

vaǌe dimenzija mnogostrukosti. U Glavi 3 data je analitiqka postavka

Fredholmovog problema, dokazana je Fredholmovost odgovaraju�ih op-

eratora i izraqunat je Fredholmov indeks koji odre�uje dimenzije mno-

gostrukosti. Glava 4 je posve�ena opisu topoloxke granice mnogostru-

kosti kombinovanih objekata, odnosno, ispitivaǌu mogu�nosti gubǉeǌa

kompaktnosti u pojedinim dimenzijama. U Glavi 5 konstruisana je ko-

herentna orijentacija modulskih prostora. Glava 6 predstavǉa primene

ovih rezultata, i to na: konstrukcije kohomoloxkog proizvoda na nivou

Morsovih i Florovih kohomologija mnogostrukosti, konstrukciju Mesi-

jevih proizvoda, dokaz svojstava izomorfizma algebarskih struktura,

kao i izomorfizma sa Z− koeficijentima.



GLAVA 2

OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE

U ovoj glavi navodimo definicije i stavove koje �emo koristiti u daǉem

radu. Poglavǉe 2.1 posve�eno je opisu Morsove i Florove homologije i

nekim primerima kombinovanih objekata. Kako se osnovne osobine modul-

skih prostora kombinovanog i nekombinovanog tipa1 izvode iz qiǌenice

da su oni skupovi nula odre�enih preslikavaǌa koja su Fredholmova, u

Poglavǉu 2.2 navodimo osnovne definicije i stavove vezane za Fredholo-

movu teoriju. U Poglavǉu 2.3 dajemo opis veze izme�u indeksa Fredhol-

movog operatora i Maslovǉevog indeksa Hamiltonovog puta.

2.1 Morsova i Florova homologija

Glatka funkcija f : M → R definisana na glatkoj mnogostrukosti M je

Morsova ako su sve ǌene kritiqne taqke nedegenerisane. Iz nedegene-

risanosti drugog izvoda sledi da su kritiqne taqke Morsove funkcije

izolovane (videti [53, 74]), pa ako pretpostavimo jox i da je mnogostru-

kost M kompaktna, zakǉuqujemo da ih ima konaqno mnogo.

1Precizinije, qiǌenica da oni predstavǉaju konaqnodimenzione mnogostrukosti.

17
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Neka je Crit(f) skup kritiqnih taqaka Morsove funkcije f . Oznaqimo

sa CM(f) vektorski prostor nad Z2 generisan elementima iz Crit(f).

Graniqni operator:

∂M : CM(f) :→ CM(f)

se na generatorima definixe kao

∂M(p) :=
∑

q∈Crit(f)

n(p, q)q, p ∈ Crit(f), (2.1.1)

gde je n(p, q) broj (po modulu 2 i do na translaciju) negativnih gradi-

jentnih trajektorija koje spajaju kritiqne taqke p i q. Preciznije, n(p, q)

je broj (do na translaciju) rexeǌa jednaqine




γ : R→ M,
dγ
dt

+∇f(γ) = 0,

γ(−∞) = p, γ(+∞) = q,

(2.1.2)

modulo 2 (videti Sliku 1.2). Mo�e se dokazati da je da operator (2.1.1)

dobro definisan, kao i da va�i ∂M ◦ ∂M = 0, xto nam omogu�ava da defi-

nixemo Morsove homoloxke grupe:

HMk(f) := Ker(∂M)/ Im(∂M).

Za dve razliqite Morsove funkcije, fα i fβ, postoji izomorfizam izme�u

odgovaraju�ih Morsovih homoloxkih grupa - oznaqimo ovaj izomorfizam

sa Tαβ (konstrukcija izomorfizma Tαβ data je u Poglavǉu 6.1.2, na

strani 175). Za dokaz ovih tvr�eǌa videti [69], [74] ili [75]. Morsova

homologija izomorfna je singularnoj homologiji mnogostrukosti M (vi-

deti [54, 6]).

Skicirajmo konstrukciju Florove homologije u sluqaju kotangentnog

raslojeǌa. Neka je T ∗M kotangentno raslojeǌe kompaktne glatke mno-

gostrukosti M i neka je ω standardna simplektiqka forma na ǌemu, u

lokalnim koordinatama zadata sa ω =
n∑

j=1

dxj ∧ dyj, gde su xj koordinate u

bazi, a yj koordinate u sloju.
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Definicija 1. Neka je H : T ∗M×[0, 1] → R glatka funkcija sa kompaktnim

nosaqem (ovakvu funkciju nazivamo Hamiltonijanom ili Hamiltonovom

funkcijom koji zavisi od vremena i oznaqavamo i sa Ht). Vektorsko poǉe

XH koje zadovoǉava

dH(ξ) = ω(XH , ξ), ∀ξ ∈ TT ∗M

zovemo Hamiltonovim vektorskim poǉem. Rexeǌe φH
t sistema

φt : T ∗M → T ∗M,
d

dt
φH

t (x) = XH(φH
t (x)), φH

0 = Id

nazivamo Hamiltonovim difeomorfizmom definisanim Hamiltonijanom

H. Za fiksirano x ∈ T ∗M , put φH
t (x) nazivamo Hamiltonovim putem sa

poqetkom u taqki x. Od sada, u celom radu pretpostavǉamo da su svi

Hamiltonijani sa kompaktnim nosaqem. ¦
Oznaqimo sa L0 = OM nulto seqeǌe kotangentnog raslojeǌa T ∗M i sa

L1 = φH
1 (L0) Hamiltonovu deformaciju nultog seqeǌa. Pretpostavimo

da se podmnogostrukosti L0 i L1 seku trasverzalno u T ∗M . Generatori

Florovog lanqastog kompleksa su taqke preseka L0 ∩ L1. Svakom x ∈ L0 ∩
L1 odgovara taqno jedan Hamiltonov put, φH

t ◦ (φH
1 )−1(x), koji poqiǌe i

zavrxava se na nultom seqeǌu, i obratno, svakom takvom Hamiltonovom

putu, odgovara taqno jedno x ∈ L0 ∩ L1. Zato za generatore Florovog

lanqastog kompleksa mo�emo uzeti i Hamiltonove puteve sa krajevima

na nultom seqeǌu.

Kao u Morsovom sluqaju, i ovde se generatori mogu shvatiti kao

kritiqne taqke funkcije (samo xto je sada domen funkcije beskonaqnodi-

menziona mnogostrukost). Zaista, neka je Ω skup glatkih puteva u T ∗M, a

Ω0 podskup puteva koji poqiǌu i zavrxavaju se na nultom seqeǌu, to jest

Ω := {γ : [0, 1] → T ∗M | γ je klase C∞},
Ω0 := {γ : [0, 1] → T ∗M | γ je klase C∞, γ(0), γ(1) ∈ OM}.
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Funkcional dejstva je preslikavaǌe

AH : Ω0 → R, AH(γ) :=

∫ 1

0

γ∗θ −Ht(γ(t))dt, (2.1.3)

gde je θ Liuvilova 1− forma na kotangentnom raslojeǌu, za koju va�i

−dθ = ω. U lokalnim koordinatama je θ =
n∑

j=1

yjdxj. Hamiltonovi putevi

sa krajevima na nultom seqeǌu su ekstremale funkcionala dejstva. Za-

ista, iz Kartanove formule:2

d

dt
φ∗t α = φ∗t (d(Xyα) + Xydα)

(koja va�i za proizvoǉnu formu α), vidimo da je za ξ ∈ TγΩ

dAH(γ)(ξ) =

∫ 1

0

γ∗(d(ξyθ) + ξydθ − dH(ξ)dt) =

=

∫ 1

0

γ∗(−ξyω − dH(ξ)dt) +

∫ 1

0

γ∗d(ξyθ) =

= −
∫ 1

0

ω(ξ, γ̇ −XH(γ))dt + θ(γ(1))ξ − θ(γ(0))ξ.

(2.1.4)

Za γ ∈ Ω0 posledǌa dva sabirka u gorǌem izrazu su jednaka nuli, pa

su kritiqne taqke funkcionala dejstva putevi koji zadovoǉaju uslov

γ̇ = XH(γ), odnosno Hamiltonovi putevi sa krajevima na nultom seqeǌu.

Dakle, generatori Florovog lanqastog kompleksa su rexeǌa sistema




z : [0, 1] → T ∗M,

ż = XH(z),

z(0), z(1) ∈ OM .

(2.1.5)

Vektorski prostor nad Z2 generisan rexeǌima jenaqine (2.1.5) oznaqi-

�emo sa CF (H). Da bismo definisali graniqni operator u Florovom

sluqaju, potreban nam je slede�i pojam.

2Simbol y oznaqava unutraxǌe mno�eǌe vektora i forme. Za proizvolǌi vektor X i k−formu
α je (Xyα)(X1, . . . , Xk−1) := α(X, X1, . . . , Xk−1).
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Definicija 2. Skoro kompleksna struktura na mnogostrukosti T ∗M je

familija linearnih preslikavaǌa Jp : TpT
∗M → TpT

∗M koja glatko zavisi

od p i za koju va�i J2
p = − Idp. ¦

Napomena 3. Ako za skoro kompleksnu strukturu na T ∗M va�i da je sa

〈X,Y 〉 := ω(X, JY ) zadata Rimanova metrika na T ∗M onda ka�emo da je

J saglasno sa ω. Ako je g data Rimanova metrika na simplektiqkoj mno-

gostrukosti P , neka je Bg takvo linearno preslikavaǌe (u svakoj taqki

TpP ) koje zadovoǉava

g ◦ (Bg × Id) = ω.

Tada je −B2
g pozitivni g− samoadjungovani izomorfizam. Ako stavimo

Jg := Bg(
√−B2

g)
−1, tada je lako proveriti da je

J2
g = − Id, ω ◦ (Jg × Jg) = ω

i da je Jg saglasno3 sa ω (videti i [45] za detaǉe). ♦

Neka je x(t) Hamiltonov put koja poqiǌe i zavrxava se u OM . Defini-

ximo

∂F : CF (H) → CF (H), ∂F (x) :=
∑

y∈CF (H)

n(x, y)y, (2.1.6)

gde je n(x, y) broj (do na translaciju) rexeǌa eliptiqkog sistema




u : R× [0, 1] → T ∗M,

∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XH(u)) = 0,

u(s, i) ∈ OM , i ∈ {0, 1},
u(−∞, t) = x(t),

u(+∞, t) = y(t)

(2.1.7)

3Metrika koja povezuje ω i Jg ne mora biti bax g.
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(videti Sliku 2.1).

OM

x(t)
y(t)

Slika 2.1: Perturbovani holomorfni tunel u

Mo�e se dokazati da je operator (2.1.6) dobro definisan i da va�i ∂F ◦
∂F = 0. Florovu homologiju definixemo kao

HF∗(H) := Ker(∂F )/ Im(∂F ).

Za razliqite Hamiltonove funkcije Hα i Hβ, odgovaraju�e Florove

homologije su izomorfne. Oznaqimo odgovaraju�i izomorfizam sa Sαβ

(videti Poglavǉe 6.1.2, stranu 180 za konstrukciju izomorfizma Sαβ).

Navedimo dva primera kombinovanih modulskih prostora i ǌihovih

uloga u Mors–Florovoj teoriji.

Kao xto smo spomenuli u Predgovoru, va�i

H∗(M,Z2) ∼= HM∗(f) ∼= HF∗(Hf ).

U naxem sluqaju (Lagran�evih preseka), Piunikin–Salamon–Xvarcovo

preslikavaǌe4 izme�u Morsovog i Florovog lanqastog kompleksa se

definixe kao:

Ψ : CM(f) → CF (H), Ψ(p) :=
∑

x

n(p, x)x, (2.1.8)

gde je n(p, x) broj parova (γ, u) koji zadovoǉavaju slede�u kombinovanu

4Oznaqava�emo ga, skra�eno, i sa PSS.
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jednaqinu, za fiksirano R0 > 0:





γ : (−∞, 0] → M, u : [0, +∞)× [0, 1] → T ∗M,
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),

∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XρR0

H(u)) = 0,

u(s, 0), u(s, 1), u(0, t) ∈ OM ,

γ(−∞) = p, u(+∞, t) = x(t),

γ(0) = u
(
0, 1

2

)

(2.1.9)

(videti Sliku 2.2). Ovde je ρR0 : [0, +∞) → R glatka neopadaju�a

funkcija, koja je jednaka nuli na [0, R0], a jedinici na [R0 + 1, +∞). Mo�e

se pokazati (videti i [37, 36, 75]) da preslikavaǌe (2.1.8) indukuje pres-

likavaǌe na nivou homologije, da je ono izomorfizam kao i da je funk-

torijalno, to jest da dijagram

HF∗(Hα)
Sαβ−→HF∗(Hβ)

↑ Ψα ↑ Ψβ

HM∗(fα)
T αβ−→HM∗(fβ)

(2.1.10)

komutira.

OM

p x(t)

Slika 2.2: Objekat kombinovanog tipa koji definixe preslikavaǌe Ψ

Objekti kombinovanog tipa koriste se i u dokazu funktorijalnosti

Piunikin–Salamon–Xvarcovog izomorfizma u odnosu na kohomoloxki
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proizvod. Preciznije, neka su f1, f2 i f3 tri proizvoǉne Morsove

funkcije i H1, H2 i H3 tri proizvoǉna tri Hamiltonijana. Oznaqimo

sa ∪M i ∪F kohomoloxke proizvode u Morsovoj i Florovoj kohomologiji

(videti 6.1.1). U svojoj magistarskoj tezi, koriste�i kombinovane ob-

jekte sa dva ulaza i jednim izlazom (videti Sliku 2.3), T. Simqevi� je

dokazala da dijagram

HF ∗(H1)⊗HF ∗(H2)
∪F−→ HF ∗(H3)

τ1 ⊗ τ2 ↑ τ3 ↑
HM∗(f1)⊗HM∗(f2)

∪M−→ HM∗(f3)

(2.1.11)

komutira, gde su τj izomorfizmi kohomologija dobijeni pomo�u izomor-

fizma (2.1.8), videti [76].

Komutativnost dijagrama (2.1.10) i (2.1.11) �e slediti iz karakteri-

zacija granica prostora rexeǌa, koje �emo izvesti kao specijalan sluqaj

opisa prostora kombinovanih objekata u sluqaju opxtijih kombinovanih

objekata, sa m ulaza i k izlaza.

OM

Slika 2.3: Objekat kombinovanog tipa sa dva ulaza i jednim izlazom

2.2 Primena Fredholmove teorije

Definicija 4. Neka je N proizvoǉan skup i E Banahov prostor. Karta

na N je par (U, ψ), gde je U ⊂ N i ψ : U → U ′ bijekcija skupa U na otvoren
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podskup U ′ ⊂ E. Atlas na N je pokrivaǌe skupa N skupovima Uj takvim

da je, za odgovaraju�e ψj iz karte (Uj, ψj) preslikavaǌe

ψj ◦ ψ−1
k : ψk(Uj ∩ Uk) → ψj(Uj ∩ Uk)

klase C∞ za svaki par indeksa j, k za koji je Uj ∩ Uk neprazan. Skup N

snabdeven ovakvom strukturom naziva se Banahova mnogostrukost. ¦

Definicija 5. Neka su X i Y Banahovi prostori. Fredholmov opera-

tor je ograniqen linearan operator F : X → Y koji ima konaqnodimen-

ziono jezgro Ker(F ), zatvorenu sliku Im(F ) i konaqnodimenziono kojez-

gro Coker(F ) := Y/ Im(F ). Ako su M i N Banahove mnogostrukosti, onda

preslikavaǌe f : M → N nazivamo Fredholmovim ako je diferencijal

df(x) : TxM → Tf(x)N Fredholmov operator u svakoj taqki x ∈ M . ¦

Definicija 6. Fredholmov indeks Fredholmovog operatora F je

Ind(F ) := dim Ker(F )− dim Coker(F ).

U sluqaju Fredholmovog preslikavaǌa mnogostrukosti, f : M → N , ako je

mnogostrukost M povezana, Fredholmov indeks izvoda Ind(df(x)) ne zavisi

od taqke x i naziva se Fredholmovim indeksom preslikavaǌa f. ¦

Teorema 7 (Sard–Smejl). Neka su M i N Banahove mnogostrukosti, neka

je M povezana i f : M → N Fredholmovo preslikavaǌe klase Ck, gde je k >

max{0, Ind(f)}. Tada je skup singularnih vrednosti preslikavaǌa f skup prve

kategorije (prebrojiva unija nigde gustih skupova) u N .

Napomena 8. Skup qiji je komplement skup prve kategorije naziva�emo i

generiqkim skupom. ♦
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Posledica 9. Pod uslovima prethodne teoreme skup f−1(y) je mnogostru-

kost klase Ck i dimenzije Ind(f) ili prazan skup za generiqko y ∈ N .

Dokazi prethodnih tvr�eǌa mogu se na�i u [67, 74].

2.3 Maslovǉev indeks i spektralni tok

Definicija Maslovǉevog indeksa i ǌegova veza sa spektralnim tokom

nekih tipova Fredholmovih operatora detaǉno je izlo�ena u radovima

�. Robina i D. Salamona [64, 65]. Radi kompletnosti, u ovom poglavǉu

dajemo konstrukciju Maslovǉevog indeksa i spektralnog toka i navodimo

neka ǌihova svojstva i vezu sa indeksima Fredholmovih operatora koji

za ovaj rad imaju znaqaja.

2.3.1 Maslovǉev indeks

Neka je R2n 3 (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) snabdeven standardnom simplektiqkom

strukturom

ω0 =
n∑

j=1

dxj ∧ dyj.

Definicija 10. Potprostor L ⊂ R2n se naziva Lagran�evim ako je

dim L = n i ω0|L = 0. ¦

Ako je

L = Im(Z), Z : Rn → R2n ∼= Cn, Z =

(
X

Y

)
= X + iY, (2.3.1)

tada je L Lagran�ev ako i samo ako je Z injektivno preslikavaǌe i X>Y

simetriqna matrica.
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Skup svih Lagran�evih potprostora u R2n oznaqava�emo sa L(n). Neka

je, za Λ ∈ L(n), W fiksirani Lagran�ev vektorski potprostor takav da

je R2n = Λ⊕W . Neka je Λ(s) ∈ L(n) glatka kriva u prostoru Lagran�evih

podmnogostrukost takva da je Λ(0) = Λ. Za v ∈ Λ i malo s neka je w(s) ∈ W

takvo da v + w(s) ∈ Λ(s). Tada va�i slede�a lema.

Lema 11. [64] Neka su W , w(s) i Λ kao malopre.

a) Kvadratna forma

Q(v) :=
d

ds

∣∣∣
s=0

ω0(v, w(s))

ne zavisi od izbora prostora W .

b) Ako je Λ(s) = Z(s) gde je Z(s) kao u (2.3.1), tada je

Q(v) = 〈X(0)u, Ẏ (0)u〉 − 〈Y (0)u, Ẋ(0)u〉,

gde je v = Z(0)u.

Taqka a) u Lemi 11 nam omogu�ava da svakom tangentnom vektoru (Λ, Λ̂) ∈
TΛL(n) pridru�imo kvadratnu formu Q. Koristi�emo oznaku Q(Λ, Λ̂) za

formu dobijenu na ovaj naqin.

Svaki Lagran�ev potprostor V definixe jednu dekompoziciju skupa

L(n):

L(n) =
n⋃

k=0

Σk(V ),

gde je Σk(V ) podmnogostrukost svih Lagran�evih potprostora qiji je pre-

sek sa V potprostor dimenzije k. Maslovǉev singularni cikl pridru�en

podmnogostrukosti V je skup

Σ(V ) :=
n⋃

k=1

Σk(V ).
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Maslovǉev indeks predstavǉa indeks preseka Maslovǉevog singularnog

cikla i krive u prostoru Lagran�evih potprostora (videti Sliku 2.4).

Preciznije, neka je Λ : [a, b] → L(n) data kriva. Ka�emo da je s ∈ [a, b]

taqka presecaǌa ako se Λ(s) i V seku po nekom netrivijalnom potpros-

toru,5 odnosno, ako je Λ(s) ∈ Σ(V ). U svakoj taqki presecaǌa definixemo

formu presecaǌa:6

Γ(Λ, V, s) := Q
(
Λ(s), Λ̇(s)

)∣∣∣
L(s)∩V

.

Taqku presecaǌa s zovemo regularnom ako je forma presecaǌa Γ(Λ, V, s) re-

gularna. Regularnost taqaka presecaǌa predstavǉa uslov transverzal-

nosti krive L(s) na algebarski varijetet Σ(V ).

Σ(V )

Λ(s)

Slika 2.4:Maslovǉev indeks

Definicija 12. Neka je Λ : [a, b] → L(n) glatka kriva kojoj su sve taqke

5Ako je V = {0} × Rn, a Λ(s) = Z(s)(Rn), gde je Z(s) = X(s) + iY (s) kao u (2.3.1), tada je s
taqka presecaǌa ako i samo ako je det X(s) = 0.

6U sluqaju V = {0} × Rn, Λ(s) = Z(s)(Rn), Z(s) = X(s) + iY (s) forma presecaǌa ima
jednostavan zapis Γ(Λ, V, s)(v) = −〈Ẋ(s)u, Y (s)u〉, gde je v = (0, Y (s)u).
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presecaǌa regularne. Maslovǉev indeks µ(Λ, V ) je zbir7

µ(Λ, V ) :=
1

2
sign Γ(Λ, V, a) +

∑

a<s<b

sign Γ(Λ, V, s) +
1

2
sign Γ(Λ, V, b). (2.3.2)

¦

Simbol sign Q oznaqava signaturu matrice Q, odnosno razliku broja ne-

gativnih i broja pozitivnih sopstvenih vrednosti forme Q.

Definicija 13. Za dati par Lagran�evih puteva Λ1, Λ2 : [a, b] → L(n)

definixemo relativnu formu presecaǌa na Λ1(s) ∩ Λ2(s) kao:

Γ(Λ1, Λ2, s) := Γ(Λ1(s), Λ2, s)− Γ(Λ2(s), Λ1, s)

i, ukoliko je ova forma regularna, relativni Maslovǉev indeks kao:

µ(Λ1, Λ2) :=
1

2
sign Γ(Λ1, Λ2, a) +

∑

a<s<b

sign Γ(Λ1, Λ2, s) +
1

2
sign Γ(Λ1, Λ2, b).

¦

Za linearno preslikavaǌe Ψ : R2n → R2n ka�emo da je simplektiqko

ili simplektomorizam ukoliko quva simplektiqku formu ω0, odnosno,

ako za svaki par vektora X,Y ∈ R2n va�i:

ω0

(
Ψ(X), Ψ(Y )

)
= ω0(X,Y ).

Napomena 14. Matrica Ψ linearnog preslikavaǌa u standardnoj bazi je

simplektiqka ako i samo ako va�i

Ψ>




0 − Id

Id 0


 Ψ =




0 − Id

Id 0




. ♦
7Mo�e se dokazati da su regularne taqke presecaǌa izolovane, odnosno, da je suma u for-

muli (2.3.2) konaqna (videti [64]).
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Iz definicije Lagran�evog potprostora, kao i iz qiǌenice da je sim-

plektiqko preslikavaǌe izomorfizam (xto sledi iz nedegerisanosti

forme ω0) sledi da simplektomorna slika proizvoǉnog Lagran�evog

potprostora ponovo Lagran�ev potprostor. Sa Sp(2n) oznaqimo skup

svih simplektomorizama prostora R2n. Za put simplektiqkih matrica

Ψ : [a, b] → Sp(2n) definixemo Maslovǉev indeks kao

µ(Ψ) := µ(Ψ(V ), V ), V := {0} × Rn.

Maslovǉev indeks se mo�e zadati i aksiomatski na slede�i naqin

(videti i [64]).

• (Aksioma homotopije) Dva puta u Sp(2n) koja poqiǌu u Ψ0 a zavr-

xavaǌu se u Ψ1 su homotopna sa fiksiranim krajevima ako i samo

ako imaju jednake Maslovǉeve indekse.

• (Aksioma nule) Ako dimenzija prostora Ψ(s)(V )∩ V ne zavisi od s,

onda je µ(Ψ) = 0.

• (Aksioma katenacije) Ako je s0 ∈ (a, b), onda je

µ(Ψ) = µ(Ψ|[a,s0]) + µ(Ψ|[s0,b]).

• (Aksioma proizvoda) Ako je n1 + n2 = n, grupu Sp(2n1) × Sp(2n2)

mo�emo da identifikujemo sa podgrupom grupe Sp(2n). Neka je, za

Ψj ∈ Sp(2nj), i Ψ1 ⊕Ψ2 ∈ Sp(2n1)× Sp(2n2). Tada je

µ(Ψ1 ⊕Ψ2) = µ(Ψ1) + µ(Ψ2).

• (Aksioma normalizacije) Ako je B(s) put simetriqih matrica8 i

Ψ(s) =

(
Id B(s)

0 Id

)

8Ako je B simetriqna matrica reda n, onda je matrica

(
Id B
0 Id

)
simplektiqka.
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za s ∈ [a, b], onda je

µ(Ψ) =
1

2
sign B(b)− 1

2
sign B(a).

Dokaz ovih tvr�eǌa detaǉno je izlo�en u [64]. U jednom smeru dokaza (u

dokazivaǌu da prethodne aksiome u potpunosti odre�uju Maslovǉev in-

deks) se koristi qiǌenica da je svaki put simplektomorizama homotopan

putu oblika

(
Id B(s)

0 Id

)
za neku simetriqnu matricu B(s).

Na ovaj naqin smo definisali indeks Lagran�evog puta u L(n) kao

indeks preseka krive i (orijentisanog) Maslovǉevog cikla. U radu [2]

Arnold je dao slede�u interpretaciju Maslovǉevog indeksa, u sluqaju

kada je Lagran�ev put zatvoren, to jest, petǉa u L(n). Pre svega, podse-

timo se da unitarna grupa U(n) dejstvuje tranzitivno na prostoru L(n), i

da se stabilizator taqke Rn×{0} mo�e identifikovati sa ortogonalnom

grupom O(n). Odatle sledi da je L(n) = U(n)/O(n). Ako fiksiramo La-

gran�ev potprostor L0 := Rn×{0} i posmatramo neki potprostor L ∈ L(n),

tada postoji (jedinstven do na ortogonalnu transformaciju) unitarni au-

tomorfizam ϕ(L) koji slika L0 u L. Kvadrat determinante matrice ϕ(L)

zavisi samo od L, jer je determinanta ortogonalne matrice jednaka ±1.

Zato je dobro definisano preslikavaǌe:

Det2 : L(n) → S1, L 7→ Det2(ϕ(L)).

Neka je SL(n) skup Lagran�evih potprostora L za koje je Det2(L) = 1.

Va�i SL(n) = SU(n)/SO(n). Iz taqnih nizova za homotopske grupe pri-

dru�enim slede�im dvema fibracijama:

SO(n) → SU(n)

↓
SL(n)

i

SL(n) → L(n)

↓
S1

dobijamo da je π1(SL(n)) = {0} i π1 (L(n)) = Z. Odatle je i

H1 (L(n),Z) ∼= H1 (L(n),Z) ∼= Z.
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Za generator α kohomoloxke grupe H1 (L(n),Z) izaberimo broj rotacija

preslikavaǌa Det2, odnosno, kocikl qija je vrednost na zatvorenoj krivoj

γ : S1 → L(n) jednaka stepenu kompozicije

S1 γ−→ L(n)
Det2−→ S1.

Tada je Maslovǉev indeks µ petǉe Lagran�evih potprostora L(s) defin-

isan u (2.3.2) jednak vrednosti α(L(s)).

Napomena 15. Generator α se zove i Maslovǉeva klasa i qesto oznaqava

istim slovom µ. ♦
Nijedna od veliqina µ i α ne zavisi od homotopske klase petǉe L(s).

Zbog toga, kako je π1(L(n)) = Z, dokaz da su µ i α jednaki �e slediti iz

jednakosti ǌihovih vrednosti na generatoru grupe π1(L(n)), odnosno na

petǉi eisL0, 0 ≤ s ≤ π. Proverom se utvr�uje da je µ(eisL0) = α(eisL0) = n.

Time je zavrxena skica dokaza Arnoldove karakterizacije Maslovǉevog

indeksa.

Ostalo je jox da definixemo Maslovǉev indeks u netrivijalnom slu-

qaju Hamiltonovog puta sa krajevima na nultom seqeǌu i time zadamo

graduaciju u Florovoj homologiji.

U sluqaju proizvoǉne simplektiqke mnogostrukosti P (odnosno, gla-

tke mnogostrukosti sa zatvorenom, nedegenerisanom 2− formom), simple-

ktomorizmom nazivamo glatki difeomorfizam qiji izvod quva simplek-

tiqku formu u svakoj taqki. Mo�e se dokazati (videti, na primer [45])

da Hamiltonov izomorfizam definisan jednaqinom (1.0.1) quva sim-

plektiqku formu, to jest da je on i simplektomorizam. Neka je z(t)

Hamiltonov put u simplektiqkoj mnogostrukosti P koji poqiǌe na fik-

siranoj Lagran�evoj podmnogostrukosti L0. Posmatrajmo raslojeǌe:

Tz(t)P ∼= R2n → z∗TP

↓
[0, 1]
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qiji je sloj nad taqkom t ∈ [0, 1] prostor Tz(t)P ∼= R2n. Svaka trivijaliza-

cija ovog raslojeǌa odre�ivala bi put u prostoru Sp(2n) (gde imamo de-

finisan Maslovǉev indeks), pomo�u puta φH
t (L0), gde je φH

t odgovaraju�i

Hamiltonov difeomorfizam, a TφH
t oznaqava izvod. U opxtem sluqaju,

tako zadat indeks zavisi od trivijalizacije, odnosno, ne mo�e dobro

da se definixe. U sluqaju kotangentog raslojeǌa postoji uoqena klasa

trivijalizacija, takva da Maslovǉev indeks ne zavisi od konkretne tri-

vijalizacije iz te klase.

Oznaqimo sa T klasu trivijalizacija

ϕ : z∗T (T ∗M) → [0, 1]× R2n = [0, 1]× Cn

raslojeǌa z∗T (T ∗M) za koje va�i

ϕ(Hz(t)) = {t} × Rn, ϕ(Vz(t)) = {t} × iRn,

gde su Hz i Vz horizontalno i vertikalno podraslojeǌe raslojeǌa

z∗T (T ∗M) = Hz ⊕ Vz

u odnosu na Levi–Qivita povezanost na T ∗M odre�enu fiksiranom

metrikom g na M . Klasa T nije prazna jer je skup [0, 1] kontraktibi-

lan (videti [56] za detaǉe). Ako definixemo (za ovakve z i ϕ ∈ T ) put

simplektomorizama

Ψz
ϕ(t) := ϕ ◦ TφH

t ◦ ϕ−1 : Cn ∼= {0} × Cn → {t} × Cn ∼= Cn,

onda va�i slede�a

Lema 16. [56] Ako su ϕ1, ϕ2 ∈ T , onda je µ(Ψϕ1) = µ(Ψϕ2).

Zahvaǉuju�i prethodnoj lemi, mo�emo da definixemo Maslovǉev indeks

Hamiltonovog puta z kao

µ(z) := µ(Ψz
ϕ).
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2.3.2 Primene spektralnog toka

Neka su W i H separabilni Hilbertovi prostori takvi da W ⊂ H i da

je inkluzija W ↪→ H kompaktan operator sa gustom slikom. Neka je

A(s) : W → H

familija ograniqenih linearnih operatora. Za datu diferencijabilnu

krivu ξ : R→ W , posmatrajmo operator oblika9

(DAξ)(s) = ξ̇ − A(s)ξ(s). (2.3.3)

Pretpostavimo da A zadovoǉava slede�e uslove:

(A1) Preslikavaǌe A : R → L(W,H) je neprekidno diferencijabilno u

operatorskoj topologiji i postoji konstanta c0 > 0 takva da va�i:

‖A(s)ξ‖H + ‖Ȧ(s)ξ‖H ≤ c0‖ξ‖W

za svako s ∈ R i ξ ∈ W .

(A2) Za svako s, operator A(s), posmatran kao neograniqen linearni ope-

rator na H sa domenom W , jeste samoadjungovan i postoji konstanta

c1 > 0 takva da va�i

‖ξ‖2
W ≤ c1

(‖A(s)ξ‖2
H + ‖ξ‖2

H

)

za svako s ∈ R i ξ ∈ W .

(A3) Postoje invertibilni operatori A± ∈ L(W,H) takvi da je

lim
s→±∞

‖A(s)− A±‖L(W,H) = 0.

9U primenama u Morsovoj i Florovoj homologiji, W i H su prostori Soboǉevǉevog tipa W 1,2

i L2, a A(s) eliptiqki diferencijalni operatori prvog reda qiji koeficijenti glatko zavise od
s ∈ R.
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Oznaqimo sa A(R,W,H) skup svih preslikavaǌa A koja zadovoǉavaju nave-

dene uslove. Mo�e se dokazati (videti [65]) da je, za

H := L2(R, H), W := L2(R,W ) ∩W 1,2(R, H)

i A ∈ A(R,W,H), operator

DA : W → H

definisan u (2.3.3) Fredholmov.

Neformalno reqeno, spektralni tok je broj promena znaka sopstvenih

vrednosti operatora A(s), kada se s kre�e od −∞ do +∞. Formalna

definicija je slede�a. Definiximo operator presecaǌa kao

Γ(A, s) := PȦ(s)P
∣∣
Ker(A)

: Ker(A) → Ker(A),

gde P : H → H oznaqava ortogonalnu projekciju na jezgro operatora A.

Mo�e se dokazati da iz uslova (A2) sledi da je jezgro operatora A(s)

konaqne dimenzije. Taqka preseceǌa za A je broj s ∈ R za koju A(s) nije

injektivan. Taqku presecaǌa nazivamo regularnom ako je operator prese-

caǌa Γ(A, s) regularan.

Definicija 17. Pretpostavimo da A ima samo regularne taqke prese-

caǌa. Spektralni tok familije operatora A je broj10

µS(A) :=
∑

s

sign Γ(A, s). (2.3.4)

¦

Spektralni tok karakterixu slede�e aksiome:

• (Aksioma homotopije) Spektralni tok µS je konstantno preslika-

vaǌe na povezanim komponentama skupa A(R,W,H).

10Mo�e se dokazati da je suma u (2.3.4) konaqna.
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• (Aksioma nule) Ako je A(s) = const, onda je µS(A) = 0.

• (Aksioma katenacije) Ako je A0(s) = A1(−s) = A(0), za s > 0 i

A =





A0, za s ≤ 0,

A1, za s ≥ 0,

onda je

µS(A) = µS(A0) + µS(A1).

• (Aksioma proizvoda) Ako su Aj ∈ A(R, Wj, Hj), za j = 1, 2, defini-

ximo A1 ⊕A2 ∈ A(R,W1 ⊕W2, H1 ⊕H2) kao (A1 ⊕A2)(s) := A1(s)⊕A2(s).

Tada je µS(A1 ⊕ A2) = µS(A1) + µS(A2).

• (Aksioma normalizacije) Ako je W = H = R i A(s) = arctg s, onda

je µS(A) = 1.

Proverom se dokazuje da spektralni tok zadovoǉava prethodne ak-

siome. U dokazu drugog smera, to jest tvr�eǌa da ove aksiome karak-

terixu spektralni tok, koristi se qiǌenica da za svaki operator A ∈
A(R,W,H) postoje m ∈ N i B ∈ A(R,Rm,Rm) takvi da je A ⊕ B homotopno

konstantnom putu. Za takvo B, iz aksioma sledi da je

−µS(A) = µS(B) =
1

2
sign B+ − 1

2
sign B−,

qime je preslikavaǌe jedinstveno odre�eno.

Za nas je od znaqaja slede�a teorema.

Teorema 18. [65] Ako je Ind(DA) Fredholmov indeks operatora DA : W →
H, definisanog u (2.3.3) onda va�i

Ind(DA) = −µS(A).
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Dokaz se zasniva na proveri da preslikavaǌe

µ̃ : A(R,W,H) → Z, µ̃(A) := − Ind(DA)

zadovoǉava aksiome koje karakterixu spektralni tok. U dokazu da

− Ind(DA) zadovoǉava aksiomu normalizacije koristi se formula za

Fredholmov indeks u konaqnodimenzionom sluqaju data u slede�oj na-

pomeni.

Napomena 19. U konaqnodimenzionom sluqaju, kada je W = H = Rn, za

operator DA : W 1,2(R,Rn) → L2(R,Rn) definisan u (2.3.3) va�i formula

za indeks:

Ind(DA) = dim Eu(A−)− dim Eu(A+),

gde su, za fiksiranu realnu n × n matricu B skupovi Eu(B) i Es(B) de-

finisani sa:

Eu(B) :=

{
v ∈ Rn | lim

s→−∞
eBsv = 0

}
, Es(B) :=

{
v ∈ Rn | lim

s→+∞
eBsv = 0

}
.

Dokaz za konaqnodimenzioni sluqaj tako�e je dat u [65]. ♦

Neka je

J0 =

(
0 − Id

Id 0

)

standardna skoro kompleksna struktura na R2n. Posmatrajmo perturbo-

vani Koxi–Rimanov operator

∂S,Λ1,Λ2ζ :=
∂ζ

∂s
+ J0

∂ζ

∂t
+ Sζ,

gde ζ : R× [0, 1] → R2n, sa graniqnim uslovima

ζ(s, j) ∈ Λj, za j = 0, 1.

Prostori Λj ⊂ R2n su Lagran�evi, a S(s, t) familija 2n × 2n matrica.

Va�i slede�a
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Teorema 20. [65] Ako je

L2 := L2(R× [0, 1],R2n),

W 1,2
Λ1,Λ2

:=
{
ζ ∈ W 1,2(R× [0, 1],R2n) | ζ(s, j) ∈ Λj za j = 0, 1

}
,

tada je operator ∂S,Λ1,Λ2 : W 1,2
Λ1,Λ2

→ L2 Fredholmov. ǋegov Fredholmov in-

deks je dat sa:11

Ind(∂S,Λ1,Λ2) = µ(Graph(Ψ−), Λ1 × Λ2)− µ(Graph(Ψ+), Λ1 × Λ2)− µ(∆, Λ0 × Λ1),

gde su preslikavaǌa Ψ± : [0, 1] → Sp(2n) rexeǌa diferencijalnih jednaqina

∂Ψ±

∂s
+ J0S

±Ψ± = 0, Ψ±(0) = Id .

Ovde oznaka µ predstavǉa relativni Maslovǉev indeks para.

Dokaz Teoreme 20 se oslaǌa na prethodna tvr�eǌa u vezi sa Fredhol-

movim operatorom DA datim u (2.3.3). Ovde je operator A(s) : W → H

oblika A(s) = J0
d
dt

+ S(s, t), gde su

H = L2([0, 1],R2n), W = W 1,2
0 ([0, 1],Rn)×W 1,2([0, 1],Rn),

a dokaz Fredholmovosti Koxi–Rimanovog operatora ∂S,Λ1,Λ2 se svodi na

proveru uslova (A1)-(A3). Mo�e se pokazati da se forme preseceǌa za

dati spektralni tok i put Lagran�evih podmogostrukosti poklapaju, pa,

iz Teoreme 18, sledi i formula za indeks u Teoremi 20.

11Simbol Graph(Ψ) oznaqava grafik preslikavǌa Ψ a ∆ dijagonalu u R2n × R2n.



GLAVA 3

PROSTORI REXEǋA

3.1 Pregled rezultata ove glave

U ovoj glavi �emo dokazati da je skup rexeǌa kombinovane jednaqine

glatka konaqnodimenziona mnogostrukost i izraquna�emo ǌenu dimen-

ziju. Prostori nekombinovanih objektata – gradijentnih trajektorija

u Morsovom1 i holomorfnih diskova u Florovom sluqaju2 – izuqavani

su, izme�u ostalog, u radovima Flora, Xvarca i Oa u [69, 56, 20].

Jedan pristup istra�ivaǌa prostora rexeǌa kombinovane jednaqine je

diferencijalno-topoloxki pristup, objasnimo ga na primeru kombino-

vanog objekta definisanog jednaqinom (2.1.9) (videti i Sliku 2.2 na

strani 23). Oznaqimo saMR0(p, f, g; x,H, J) skup rexeǌa jednaqine (2.1.9).

Ovde je g Rimanova metrika koja definixe gradijent ∇ u (2.1.9). Ako

sa W u(p) oznaqimo skup svih gradijentih trajektorija γ koje ,,izviru”

iz taqke p (to jest, za koje va�i γ(−∞) = p), a sa W s(x) skup svih

holomorfnih diskova u za koje va�i u(+∞, t) = x(t), tada mnogostrukost

1Videti jednaqinu (2.1.2) na strani 18.
2Videti jednaqinu (2.1.7) na strani 21.

39
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MR0(p, f, g; x,H, J) mo�e da se opixe kao

MR0(p, f, g; x,H, J) =

{
(γ, u) ∈ W u(p)×W s(x) | γ(0) = u

(
0,

1

2

)}

⊂ W u(p)×W s(x)

i ǌena dimenzija mo�e da izraquna kao dimenzija preseka, ukoliko je on

transverzalan (videti i [75, 36] za detaǉe). Me�utim, ovaj pristup nam

ne omogu�ava da precizno opixemo naruxavaǌe kompaktosti mnogostru-

kosti MR0(p, f, g; x, H, J) i izvedemo tehnike lepǉeǌa,3 kao ni da zadamo

orijentaciju. Zbog toga se ovde odluqujemo za drugaqiji, analitiqki

pristup. Ideja je da prostor rexeǌa posmatramo kao jezgro jednog Fred-

holmovog operatora, a ne kao skup ure�enih parova. Za korektnu postavku

ovakvog Fredholmovog problema, potrebno je da definixemo domen i

kodomen odgovaraju�eg preslikavaǌa, koji moraju biti Banahove mnogo-

strukosti. Da bismo to postigli, qesto �emo posmatrati preslikavaǌa

koja apriori nisu glatka, kasnije �e glatkost slediti iz standardnih

rezultata regularnosti rexeǌa eliptiqkih jednaqina.

Formuliximo precizno rezultat ove glave.

Neka je Σ otvoren prosto-povezan podskup kompleksne ravni sa m + k

cilindriqnih krajeva Σj. Preciznije, postoje injektivna holomorfna

preslikavaǌa

φj : (−∞, 0]× [0, 1] → Σ, j = 1, . . . , m,

φj : [0, +∞)× [0, 1] → Σ, j = m + 1, . . . ,m + k.
(3.1.1)

Oznaqimo sa

Σj := φj ((−∞, 0)× [0, 1]) ⊂ Σ, j = 1, . . . ,m,

Σj := φj ([0, +∞)× [0, 1]) ⊂ Σ, j = m + 1, . . . , m + k,

Σ0 := Σ−
∑

j

Σj.

3Ove dve konstrukcije – naruxavaǌe kompaktnosti i lepǉeǌe – zajedno daju opis topoloxke
granice modulaskih prostora, videti Glavu 4.
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Ka�emo da Σ ima m ulaza i k izlaza (videti Sliku 3.1). Povrx Σ je

konformno ekvivalentna jediniqnom disku u kompleksnoj ravni bez m + k

taqaka na rubu.

Neka su fj : M → R, za j = 1, . . . , m + k, date Morsove funkcije i

Hj : T ∗M → R, za j = 1, . . . , m + k, dati Hamiltonijani. Neka je R > 2

fiksirano, pj kritiqna taqka funkcije fj i ρR : (−∞, 0] → [0, 1] glatka

funkcija takva da je

ρR(s) =





1, −R ≤ s ≤ −2,

0, s ≤ −R− 1, s ≥ −1
(3.1.2)

i neka je ρ̃R(s) = ρR(−s). Oznaqimo sa

~f := (f1, f2, . . . , fm+k),
−→
H := (H1, H2, . . . , Hm+k),

~p := (p1, p2, . . . , pm+k).

Σ0

Σ1 Σ2
Σm

Σm+1
Σm+2 Σm+k

. . .

. . .

Slika 3.1:Domen Σ sa m ulaza i k izlaza

Element osnovnog modulskog prostora koji u ovom radu analiziramo sas-

toji se od m+k gradijentnih jednodimenzionih krajeva spojenih u sredini
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jednim dvodimenzionim objektom u. Preslikavaǌe u zadovoǉava pertur-

bovanu Koxi–Rimanovu jednaqinu na delovima cilindriqnih krajeva, a

holomorfno je na ostatku svog domena (videti i Sliku 3.2).

Preciznije, za fiksiranu Rimanovu metriku g, sa MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) ozna-

qimo skup svih (γ1, γ2, . . . , γm+k, u) takvih da va�i:




γj : (−∞, 0] → M, j = 1, . . . , m,

γj : [0, +∞) → M, j = m + 1, . . . , m + k,
dγj

ds
= −∇fj(γj), j = 1, . . . , m + k;

u : Σ → T ∗M,
∂uj

∂s
+ J(

∂uj

∂t
−XρRHj

(uj)) = 0, uj := u ◦ φj, j = 1, . . . , m,
∂uj

∂s
+ J(

∂uj

∂t
−Xρ̃RHj

(uj)) = 0, uj := u ◦ φj, j = m + 1, . . . , m + k,[
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t

)
]
Σ0

= 0;

γj(0) = uj(−∞, t), j = 1, . . . , m,

γj(0) = uj(+∞, t), j = m + 1, . . . , m + k,

u(∂Σ) ⊂ OM ,

γj(−∞) = pj, j = 1, . . . , m,

γj(+∞) = pj, j = m + 1, . . . , m + k.

(3.1.3)

Da bismo dokazali da je skup MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) konaqnodimenziona mno-

gostrukost, potrebni su nam pojmovi koje uvodimo u ovoj glavi.

OM

...

p1

pm

pm+1

pm+k

...∂J,Hu = 0

Slika 3.2: Element prostora MR(~p, ~f, g;
−→
H, J)
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Napomena 21. Koristi�emo i oznaku ∂
J,
−→
H

u = 0 za perturbovanu Koxi–

Rimanovu jednaqinu



∂uj

∂s
+ J(

∂uj

∂t
−XρRHj

(uj)) = 0, j = 1, . . . , m,

∂uj

∂s
+ J(

∂uj

∂t
−Xρ̃RHj

(uj)) = 0, j = m + 1, . . . , m + k,
[

∂u
∂s

+ J(∂u
∂t

)
]
Σ0

= 0.

♦

Napomena 22. U celom radu �emo pretpostaviti da su svi pomenuti

Hamiltonijani Hj takvi da se OM i φ1
Hj

(OM) seku transverzalno. Zah-

vaǉuju�i kompaktnosti mnogostrukosti M , ovaj uslov transverzalnosti

obezbe�uje da Hamiltonovih puteva sa krajevima na nultom seqeǌu ima

konaqno mnogo. ♦

3.2 Banahova mnogostrukost preslikavaǌa

U ovom poglavǉu dajemo konstrukciju Banahove mnogostrukosti pres-

likavaǌa koja je potrebna za korektnu analitiqku postavku Fredhol-

movog problema. Dimenziju mnogostrukosti M �emo oznaqavati sa n u

celom radu.

Neka je p kritiqna taqka Morsove funkcije f . Oznaqimo sa C∞
+ (p) skup

svih glatkih preslikavaǌa γ koja ispuǌavaju slede�e uslove:
{

γ : [0, +∞) → M,

γ(+∞) = p.
(3.2.1)

Sliqno, neka je C∞
− (p) skup svih glatkih γ takvih da va�i:

{
γ : (−∞, 0] → M,

γ(−∞) = p.
(3.2.2)
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Tangentni prostor TγC
∞
+ (p) bes-

konaqnodimenzione mnogostrukosti

C∞
+ (p) u taqki γ sastoji se od svih

vektorskih poǉa ξ (du� krive γ)

koja ispuǌavaju slede�e uslove

p γ

γτ

ξ

Slika 3.3: Vektorsko poǉe ξ du�

krive γ





ξ : [0, +∞) → TM,

ξ(s) ∈ Tγ(s)M,

ξ(+∞) = 0.

Sliqno, TγC
∞
− (p) je skup svih vektorskih poǉa ξ takvih da je





ξ : (−∞, 0] → TM,

ξ(s) ∈ Tγ(s)M,

ξ(−∞) = 0

(videti Sliku 3.3). Neka ‖ξ‖Lr i ‖ξ‖W 1,r oznaqavaju standardne Soboǉev-

ǉeve norme

‖ξ‖Lr =




∫

Γ

|ξ|r ds




1
r

, ‖ξ‖W 1,r =




∫

Γ

(
|ξ|r +

∣∣∣∇ dγ
ds

ξ
∣∣∣
r)

ds




1
r

,

gde je domen Γ ili [0, +∞) ili (−∞, 0].

Oznaqimo sa D jediniqni disk u kompleksnoj ravni i definiximo skup

C∞(D) kao skup svih glatkih preslikavaǌa u koja zadovoǉavaju uslove:
{

u : D → T ∗M,

u(∂D) ⊂ OM .
(3.2.3)

Tangentni prostor TuC
∞(D) na C∞(D) u taqki u je skup svih vektorskih

poǉa η du� u (videti Sliku 3.4) sa osobinom




η : D → TT ∗M,

η(s, t) ∈ Tu(s,t)T
∗M,

η(∂D) ⊂ OM .
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I za domen D koristi�emo iste oznake za norme Soboǉeva:

‖η‖Lr =




∫∫

D

|η|r dsdt




1
r

, ‖η‖W 1,r =




∫∫

D

(
|η|r +

∣∣∣∇ ∂u
∂s

η
∣∣∣
r

+
∣∣∣∇ ∂u

∂t
η
∣∣∣
r)

dsdt




1
r

.

Ovde je Rimanova metrika | · |
na T ∗M nastala sparivaǌem sim-

plektiqke forme ω i skoro kom-

pleksne strukture koja zadovoǉava

izvesne uslove, navedene kasnije,

na strani 49.

OM

ξ

u

Slika 3.4: Vektorsko poǉe ξ

Neka su W 1,r
+,γ(p), W 1,r

−,γ(p) i W 1,r
u (D) kompletiraǌa (u W 1,r− normi Sobo-

ǉeva) prostora TγC
∞
+ (p), TγC

∞
− (p) i TuC

∞(D), redom. Sliqno, neka Lr
+,γ(p),

Lr
−,γ(p) i Lr

u(D) oznaqavaju Lr− kompletiraǌa istih prostora. Sa P1,r
+ (p)

oznaqimo skup svih preslikavaǌa koja ispuǌavaju uslov (3.2.1) takvih

da je tangentni prostor na P1,r
+ (p) u taqki γ:

TγP1,r
+ (p) = W 1,r

+,γ(p),

i sliqno, neka je P1,r
− (p) skup svih preslikavaǌa koja zadovoǉavaju

uslov (3.2.2) takvih da je tangentni prostor na P1,r
− (p) u taqki γ:

TγP1,r
− (p) = W 1,r

−,γ(p).

Skupovi P1,r
+ (p) i P1,r

− (p) qine Banahove mnogostrukosti, atlas na mnogo-

strukosti se zadaje pomo�u eksponencijalnog preslikavaǌa slede�i stan-

dardnu konstrukciju Banahove mnogostrukosti preslikavaǌa ovog tipa

(datu u [38]; videti i [69] za detaǉe u sluqaju preslikavaǌa sa domenom

dimenzije jedan):

(expγ ξ)(s) = expγ(s) ξ(s). (3.2.4)



46

Sliqno, neka je P1,r(D) skup svih preslikavaǌa koja zadovoǉavaju uslov

(3.2.3) takvih da je tangentni prostor na P1,r(D) u taqki u:

TuP1,r(D) = W 1,r
u (D).

Skup P1,r(D) predstavǉa Banahovu mnogostrukost, gde je, kao i pre, atlas

na mnogostrukosti zadan pomo�u eksponencijalnog preslikavaǌa (videti

i [20] za ovaj sluqaj):

(expu η)(s, t) = expu(s,t) η(s, t).

Neka su sada pj, za j = 1, . . . , m+k, kritiqne taqke Morsovih funkcija fj

i neka su qj, za j = 1, . . . , m+k, neke fiksirane taqke skupa ∂D. Oqigledno

je da je i

P := P1,r
− (p1)× . . .× P1,r

− (pm)×P1,r
+ (pm+1)× . . .× P1,r

+ (pm+k)× P1,r(D) (3.2.5)

Banahova mnogostrukost. Oznaqimo tangentni prostor ove mnogostrukos-

ti (koji je proizvod odgovaraju�ih tangentnih prostora) sa
∏

W 1,r(~p,D).

Nas interesuje slede�i podskup Banahove mnogostrukosti P:

P1,r(~p,D) := {(γ1, . . . , γm+k, u) ∈ P | γj(0) = u(qj), za j = 1, . . . , m + k}.

Tvr�eǌe 23. Za r > 2, skup P1,r(~p,D) je Banahova mnogostrukost.

Dokaz: Posmatrajmo preslikavaǌe

ev : P → M2(m+k) = M × . . .×M︸ ︷︷ ︸
2(m+k)

,

(γ1, . . . , γm+k, u) 7→ (
(γ1(0), u(q1)), . . . , (γm+k(0), u(qm+k))

)
.

Uslov r > 2 (zajedno sa Soboǉevǉevim teoremama o utapaǌu) povlaqi

neprekidnost preslikavaǌa γj i u, tako da je preslikavaǌe ev dobro de-

finisano. Ako sa ∆M oznaqimo dijagonalu u M2 = M ×M ,

∆M := {(q, q) | q ∈ M} ⊂ M2,
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a sa ∆ proizvod dijagonala,

∆ := ∆m+k
M ⊂ M2(m+k),

tada je oqigledno da je P1,r(~p,D) = ev−1(∆). Izraqunajmo izvod Dev pres-

likavaǌa ev u proizvoǉnoj taqki (γ1, . . . , γm+k, u) ∈ P. Neka je

ξ = (ξ1, . . . , ξm+k, η) ∈ T(γ1,...,γm+k,u)P .

Postoji familija (γτ
1 , . . . , γτ

m+k, u
τ ), za τ ∈ (−ε, ε), takva da je

ξ =
d

dτ
(γτ

1 , . . . , γτ
m+k, u

τ )
∣∣∣
τ=0

.

Izvod Dev(γ1,...,γm+k,u)(ξ) je tangentni vektor

d

dτ

(
ev(γτ

1 , . . . , γτ
m+k, u

τ )
) ∣∣∣

τ=0
∈ T (M2(m+k)).

Dobijamo

Dev(γ1,...,γm+k,u)(ξ) =

d

dτ

(
(γτ

1 (0), uτ (q1)) , . . . ,
(
γτ

m+k(0), uτ (qm+k)
) )∣∣∣

τ=0
=

(
(ξ1(0), η(q1)) , . . . , (ξm+k(0), η(qm+k))

)
∈ TM2(m+k).

(3.2.6)

Tangentni prostor na skup ∆ u taqki Q =
(
(q1, q1), . . . , (qk+m, qk+m)

)
je dat

sa

TQ∆ =
{(

(ς1, ς1), . . . , (ςm+k, ςm+k)
)
| ςj ∈ TM, j = 1, . . . , m + k

}
.

Izaberimo proizvoǉan vektor ((X1, Y1), . . . , (Xm+k, Ym+k)) ∈ TQM2(m+k) koji

nije u TQ∆ i vektorska poǉa ξ̃j ∈ W 1,r
−,γj

(pj), za j = 1, . . . ,m, ξ̃j ∈ W 1,r
+,γj

(pj), za

j = m + 1, . . . , m + k, koja zadovoǉavaju uslov

ξ̃j(0) = Xj, j = 1, . . . , m + k

(odnosno, vektore Xj proxirimo do vektorskih poǉa ξ̃j du� γj na bilo koji

naqin, tako da budu elementi prostora W 1,r
±,γj

(pj)). Sliqno, konstruiximo

vektorsko poǉe η̃ du� u koje pripada prostoru W 1,r
u (D) takvo da va�i

η̃(qj) = Yj, j = 1, . . . , m + k.



48

Iz (3.2.6) vidimo da je

Dev(ξ̃1, . . . , ξ̃m+k, η̃) = ((X1, Y1), . . . , (Xm+k, Ym+k)) ,

to jest da prostor Dev(T(γ1,...,γm+k,u)P) zajedno za TQ∆ razapiǌe ceo prostor

TQM2(m+k). Zakǉuqujemo da je preslikavaǌe ev transverzalno na ∆. Osim

toga, kodomen preslikavaǌa ev je konaqne dimenzije, pa je jezgro izvoda

Dev(γ1,...,γm+k,u) konaqne kodimenzije u T(γ1,...,γm+k,u)P (osim xto je zatvoreno).

Iz Han–Banahove teoreme sledi da se prostor Ker Dev(γ1,...,γm+k,u) mo�e kom-

plementirati u T(γ1,...,γm+k,u)P, i to prostorom Y , takvim da je restrikcija

preslikavaǌa Dev(γ1,...,γm+k,u) na Y izomorfizam. Odavde i iz Teoreme o

implicitnoj funkciji sledi poznati rezultat da je ev−1(∆) beskonaqno-

dimenziona Banahova podmnogostrukost mnogostrukosti P.

Napomena 24. Tangentni prostor T(γ1,...γm+k,u)P1,r(~p,D) oznaqava�emo sa

W 1,r
(γ1,...γm+k,u)(~p,D). ♦

Ciǉ nam je da primenimo tvr�eǌa iz Poglavǉa 2.2 na pogodno izabran

Fredholmov operator definisan na prostoru P1,r(~p,D).

Teorema 25. Za generiqki izbor Morsovih funkcija ~f i skoro kompleksne

strukture J , skup MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) opisan u (3.1.3) je glatka mnogostru-

kost.

Napomena 26. U Teoremi 25 fiksirani su Rimanova metrika g i Hamil-

tonijan H, a za generiqki skup parametara uzeti su skup Morsovih

funkcija i skup skoro kompleksnih struktura. Tvr�eǌe va�i i ako se

fiksiraju Morsova funkcija f i skoro kompleksna struktura J, a za

skupove parametara izaberu skup Rimanovih metrika i Hamiltonovih

funkcija, kao i u drugim kombinacijama, u kojima je po jedan element

skupova {g, f} i {H, J} fiskiran, a drugi se varira. ♦
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Dokaz: Posmatrajmo preslikavaǌe

F : (γ1, . . . , γm+k, u, ~f, J) 7→ (γ̇1 +∇f1, . . . , γ̇m+k +∇fm+k, ∂J,
−→
H

u). (3.2.7)

Oqigledno je da je prostor koji prouqavamo, MR(~p, ~f, g;
−→
H, J), skup nula

preslikavaǌa F . Pre svega, precizirajmo domen i kodomen preslikavaǌa

F . Za pogodno izabran niz pozitivnih brojeva ε = {εk}∞k=0, skup C∞
ε (M)

svih glatkih funkcija f : M → R koje zadovoǉavaju uslov

∞∑

k=0

εk‖f‖Ck < ∞

qini Banahov prostor, a skup Morsovih funkcija U je otvoren i generi-

qki podskup prostora C∞
ε (M) (videti [53, 31, 74]).

Neka je g fiksirana Rimanova metrika na M i J0 fiksirana skoro

kompleksna struktura koja ima slede�e osobine:

1) J0 je kompatibilna sa simplektiqkom formom ω na T ∗M .

2) J0 slika vertikalne tangentne vektore u horizontalne u odnosu na

Levi–Qivita povezanost4 odre�enu metrikom g.

3) Na nultom seqeǌu OM ⊂ T ∗M svakom vektoru X ∈ Tq(OM) ∼= TqM J0

pridru�uje kotangentni vektor J0X takav da je J0X(ξ) = g(ξ, J0X) za

svako ξ ∈ TqM .

Oznaqimo sa J l = J l(M, ω) skup svih skoro kompleksnih struktura J klase

C l koje su kompatibilne sa ω i poklapaju se sa J0 van kompaktnog podskupa

prostora T ∗M . Prostor J l je glatka Banahova mnogostrukost. Tangentni

prostor TJJ l u taqki J se sastoji od svih C l seqeǌa raslojeǌa End(J, ω) →
T ∗M qiji je sloj nad taqkom P ∈ T ∗M skup svih linearnih preslikavaǌa

L : TP T ∗M → TP T ∗M takvih da va�i:

LJ + JL = 0, ω(Lξ, η) + ω(ξ, Lη) = 0.

4Videti, na primer [39].
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Struktura Banahove mnogostrukosti zadaje se pomo�u eksponencijalnog

preslikavaǌa L 7→ J exp(−JL) (videti [20] i [44]).

Preslikavaǌe F je seqeǌe raslojeǌa

E → P1,r(~p,D)× (U)m+k × J l

qiji je sloj nad taqkom
(
(γ1, . . . γm+k, u), ~f , J

)
skup

∏
Lr(~p,D) :=

Lr
−,γ1

(p1)× . . .× Lr
−,γm

(pm)× Lr
+,γm+1

(pm+1)× . . .× Lr
+,γm+k

(pm+k)× Lr
u(D).

Oznaqimo za Z presek nultog seqeǌa raslojeǌa E i seqeǌa F (videti

Sliku 3.5).

∏
Lr(~p,D)

F

P1,r(~p,D)× (U)m+k × J l

↓π

(U)m+k × J l

E

Z

Slika 3.5: Seqeǌe F i projekcija π

Neka je
π : P1,r(~p,D)× (U)m+k × J l → (U)m+k × J l,(

(γ1, . . . , γm+k, u), ~f , J
)
7→ (~f, J)

projekcija na druge dve komponente. Potrebno je da doka�emo da je za

generiqke ~f i J skup Z ∩ π−1(~f, J) konaqnodimenziona mnogostrukost. Ako

doka�emo da je Z Banahova mnogostrukost i π Fredholmovo preslika-

vaǌe, mo�i �emo da primenimo Sard–Smejlovu teoremu 7.
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Da bismo dokazali da je Z Banahova mnogostrukost treba da doka�emo

da je preslikavaǌe F transvezalno na nulto seqeǌe raslojeǌa E. Pos-

matra�emo kovarijantni izvod dF preslikavaǌa F , koji je projekcija

obiqnog izvoda na sloj – kako je F seqeǌe (pa je ǌegova restrikcija na

bazu, to jest, nulto seqeǌe, identiqko preslikavaǌe), to je uslov tran-

sverzalnosti preslikavaǌa F na nulto seqeǌe ekvivalentan uslovu sur-

jektivnosti kovarijantnog izvoda. Imamo:

dF
(
(γ1, . . . , γm+k, u), ~f , J

)
: W 1,r

(γ1,...,γm+k,u)(~p,D)× (C∞
ε (M))m+k × TJJ l

→
∏

Lr(~p,D)

dF
(
(γ1, . . . γm+k, u), ~f , J

)
((ξ1, . . . , ξm+k, η), (ϕ1, . . . , ϕm+k), ζ) =

(dF1(ξ1, ϕ1), . . . , dFm+k(ξm+k, ϕm+k), dFu(η, ζ)),

(3.2.8)

gde je

dFj(ξj, ϕj) = ∇ dγj
ds

ξj +∇ξj
∇fj(γj) +∇ϕj(γj),

za j = 1, . . . , m + k, a

dFu(η, ζ) = ∇ ∂u
∂s

η + J(u)∇ ∂u
∂t

η +∇ηJ(u)
∂u

∂t
−∇ηJX

R,
−→
H

(u) + ζ

(
J

∂u

∂s

)
.

Oznaku X
R,
−→
H

koristimo za vektorsko poǉe koje je jednako nuli na u(Σ0),

a na cilindriqnim krajevima uj Hamiltonovom vektorskom poǉu XρRHj
.

Napomena 27. U lokalnim koordinatama operator

η 7→ ∇ ∂u
∂s

η + J(u)∇ ∂u
∂t

η +∇ηJ(u)
∂u

∂t
−∇ηJX

R,
−→
H

(u)

je oblika
∂

∂s
+ J(s, t)

∂

∂t
+ A(s, t)

(videti i Napomenu 55), pa je on eliptiqki. Neka je D : Γ(E) →
Γ(F ) diferencijalni operator, gde su Γ(E) i Γ(F ) glatka seqeǌa vek-

torskih raslojeǌa E i F , u lokalnim koordinatama ψ dat sa D =
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∑
|α|≤m Aα(x)Dα(x) ∂α

∂xα . Ovde su Aα(x) : Ex → Fx linearna preslikavaǌa

koja glatko zavise od x. Operator D je eliptiqki ako je, za svaki fik-

sirani ne-nula kovektor y ∈ T ∗X, u istim lokalnim koordinatama ψ dat

sa y =
∑

ykdxk, preslikavaǌe

σy(D) : Ex → Fx, σy(D) =
∑

|α|=m

Aα(x)yα

invertibilno. Mo�e se pokazati da ova definicija ne zavisi od iz-

bora lokalnih koordinata ψ. Va�no svojstvo eliptiqkih operatora je

eliptiqka regularnost, koju �emo ovde koristiti, a koja obezbe�uje da

rexeǌe u jednaqine Du = f ima ve�u glatkost od f (videti [29] za detaǉe,

ili [40] za vixe geometrijski pristup). U naxem sluqaju je E = F =

u∗T (T ∗M) raslojeǌe nad Σ, za z ∈ Σ, sloj Ez = Fz = Tu(z)T
∗M , i, za y =

y1 dx1 + y2 dx2 ∈ T ∗Σ, simbol σy(dFu) = y1 Id +y2J. Lako se proverava da je

σy(dFu) invertibilno preslikavaǌe ako je y2
1 + y2

2 6= 0. Sliqno va�i i za

operatore dFj. ♦

Podeli�emo nastavak dokaza u nekoliko koraka. Slede�e tvr�eǌe

se odnosi na svojstva Fredholmovosti ve� izuqavanih operatora jedin-

stvenog tipa.5 Dokaz za Morsov sluqaj se mo�e na�i u [69] ili [74], a za

sluqaj holomorfnih krivih videti [30].

Tvr�eǌe 28. Preslikavaǌa

dF+ : W 1,r
+,γ(p) → Lr

+,γ(p), ξ 7→ ∇ dγ
ds

ξ +∇ξ∇f(γ),

dF− : W 1,r
−,γ(p) → Lr

−,γ(p), ξ 7→ ∇ dγ
ds

ξ +∇ξ∇f(γ),

dFu : W 1,r
u (D) → Lr

u(D), η 7→ ∇ ∂u
∂s

η + J(u)∇ ∂u
∂t

η +∇ηJ(u)
∂u

∂t
−∇ηJX

R,
−→
H

(u)

su Fredholmova.
5Videti Napomenu 39 na strani 64.
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Iz prethodnog Tvr�eǌa sledi�e da su i preslikavaǌa koja su za nas

od znaqaja Fredholmova.

Tvr�eǌe 29. Preslikavaǌe

dF := (dF1, . . . , dFm+k, dFu) : W 1,r
(γ1,...γm+k,u)(~p,D) →

∏
Lr(~p,D), (3.2.9)

gde su dFj i dFu preslikavaǌa iz Tvr�eǌa 28, tako�e je Fredholmovo.

Dokaz: Pre svega, primetimo da je P1,r(~p,D) podmnogostrukost konaqne

kodimenzije mnogostrukosti P definisane kao proizvod mnogostrukosti

objekata jedinstvenog tipa6 (videti (3.2.5)). Zaista, tangentni prostor

W 1,r(~p,D) (u nekoj taqki) je jezgro Ker(Dev) diferencijala Dev evaluacije

ev. Va�i: ∏
W 1,r(~p,D)/ Ker(Dev) ∼= Im(Dev),

gde je
∏

W 1,r(~p,D) = TP, za P definisano jednaqinom (3.2.5). Prostor

Im(Dev) je konaqne dimenzije, jer je takav i kodomen preslikavaǌa Dev.

Odatle je W 1,r(~p,D) konaqne kodimenzije, pa iz Han–Banahove teoreme

sledi da W 1,r(~p,D) mo�e biti komplementiran u
∏

W 1,r(~p,D) nekim konaqn-

odimenzionim prostorom, oznaqimo ga sa X. Kako je

CodimM2(m+k)(∆) = (m + k)n,

va�i dim X = (m + k)n (n je dimenzija mnogostrukosti M).

Posmatrajmo pomo�ni operator

d̃F :
∏

W 1,r(~p,D) →
∏

Lr(~p,D),

d̃F := (dF1, . . . , dFm+k, dFu),

definisan na proizvodu tangentih prostora
∏

W 1,r(~p,D) sa istim kodo-

menom (proizvodom) kao i dF . Kako su operatori dFj, za j = 1, . . . , m + k i

6Videti Napomenu 39 na strani 64.
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dFu Fredholmovi i kako va�i

Ker(d̃F ) = Ker(dF1)× . . .×Ker(dFm+k)×Ker(dFu),

Coker(d̃F ) = Coker(dF1)× . . .× Coker(dFm+k)× Coker(dFu),

zakǉuqujemo da je i d̃F tako�e Fredholmov, sa Fredholmovim indeksom

Ind(d̃F ) = Ind(dF1) + . . . + Ind(dFm+k) + Ind(dFu).

Operator dF je restrikcija operatora d̃F na prostor W 1,r(~p,D). Posma-

trajmo slede�a (disjunktna) razlagaǌa prostora
∏

W 1,r(~p,D) i
∏

Lr(~p,D):

∏
W 1,r(~p,D) = X1 ⊕X2 ⊕X3 ⊕X4,

∏
Lr(~p,D) = Y1 ⊕ Y2 ⊕ Y,

gde su prostori Xj, Yj i Y definisani na slede�i naqin:

X3 := W 1,r(~p,D) ∩Ker(d̃F ), X1 := W 1,r(~p,D)ªX3,

X4 := X ∩Ker(d̃F ), X2 := X ªX4,

Yi := d̃F (Xi), za i = 1, 2, Y :=
(∏

Lr(~p,D)
)
ª (Y1 ⊕ Y2) .

(3.2.10)

Simbol Aª B oznaqava komplement prostora B u prostoru A. Prostori

iz (3.2.10) su dobro definisani zahvaǉuju�i Han–Banahovoj teoremi.

Svi prostori osim X1 i Y1 su konaqne dimenzije: X3 i X4 su potpros-

tori prostora Ker(d̃F ) – koji je konaqnodimenzion budu�i Fredholmov;

X2 je potprostor prostora X – koji je konaqne dimenzije; Y2 je izomorfna

slika prostora X2; Y je konaqne dimenije jer predstavǉa kojezgro Fred-

holmovog operatora d̃F . Definiximo

m2 := dim X2 = dim Y2, m3 := dim X3, m4 := dim X4, m0 := dim Y.

Imamo

Ker(d̃F ) = X3 ⊕X4, Coker(d̃F ) = Y

i, kako je dF = d̃F |X1⊕X3 : X1 ⊕X3 → Y1 ⊕ Y2 ⊕ Y , va�i

Ker(dF ) = X3, Coker(dF ) = Y2 ⊕ Y.
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Odavde zakǉuqujemo da je dF tako�e Fredholmov, a ǌegov indeks u ter-

minima indeksa operatora dFj i dFu raqunamo na slede�i naqin:

Ind(dF ) = dim Ker(dF )− dim Coker(dF ) = dim X3 − dim(Y2 ⊕ Y ) =

m3 − (m2 + m0) = (m3 + m4)−m0 − (m2 + m4) =

dim Ker(d̃F )− dim Coker(d̃F )− dim(X2 ⊕X4) = Ind(d̃F )− dim X =

m+k∑
j=1

Ind(dFj) + Ind(dFu)− (m + k)n.

(3.2.11)

Vratimo se na dokaz Teoreme 25. Ho�emo da doka�emo da je kovarijan-

tni izvod dF (izostavǉamo indekse da bismo pojednostavili zapis) dat

u (3.2.8) surjektivan. Iz slede�e leme sledi da je dovoǉno da poka�emo

da je slika Im(dF)
(
(γ1, . . . γm+k, u), ~f , J

)
svuda gust skup u

∏
Lr(~p,D).

Lema 30. Slika operatora dF je zatvoren skup.

Dokaz: Kako je

dF
(
(γ1, . . . , γm+k, u), ~f , J

)
((ξ1, . . . , ξm+k, η), ϕ1, . . . , ϕm+k, ζ) =

dF (ξ1, . . . , ξm+k, η) +

(
∇ϕ1, . . . ,∇ϕm+k, ζ

(
J

∂u

∂s

))

to je

Im(dF ) ⊂ Im(dF) ⊂
∏

Lr(~p,D) = Im(dF )⊕X.

Posledǌa jednakost va�i jer je dF Fredholmov, pa Im(dF ) ima svoj kom-

plement u
∏

Lr(~p,D). Iz istog razloga je dim X < ∞, pa je Im(dF) =

Im(dF )⊕ Y , gde je i dim Y < ∞.7 Neka je

zn = xn ⊕ yn ∈ Im(dF )⊕ Y = Im(dF)

niz elemenata takav da zn
n→∞−→ z ∈ ∏

Lr(~p,D). Kako je prostor Im(dF )

zatvoren i konaqne kodimenzije u
∏

Lr(~p,D), to je projekcija

ProjIm(dF ) :
∏

Lr(~p,D) → Im(dF )

7Prostor Y mo�emo definisati kao X ª (X ∩ Im(dF)).
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dobro definisano i neprekidno preslikavaǌe, pa

ProjIm(dF )(zn) = xn
n→∞−→ x := ProjIm(dF )(z) ∈ Im(dF ).

Kako je Y zatvoren, to je

Y 3 yn = zn − xn
n→∞−→ z − x =: y ∈ Y,

pa je z = x + y ∈ Im(dF )⊕ Y = Im(dF).

Poka�imo sada da je slika Im(dF)
(
(γ1, . . . γm+k, u), ~f , J

)
svuda gust skup

u
∏

Lr(~p,D). Ako pretpostavimo da to nije sluqaj, zakǉuqujemo da postoji

vektor 0 6= χ = (χ1, . . . , χm+k, χu) ∈
∏

Ls(~p,D) (gde je 1
r

+ 1
s

= 1) koji se

anulira (kao funcional na prostoru Lr) na Im(dF). To znaqi da, za svako

ξ = (ξ1, . . . , ξm+k, ξu) ∈ W 1,r(~p,D), svako ϕj ∈ C∞(M) i svako ζ ∈ TJJ l, va�i

∫ 0

−∞
〈χj, dFjξj〉ds = 0,

∫ 0

−∞
〈χj,∇ϕj〉ds = 0, za j = 1, . . . , m,

∫ +∞

0

〈χj, dFjξj〉ds = 0,

∫ +∞

0

〈χj,∇ϕj〉ds = 0, za j = m + 1, . . . , m + k,

∫∫

D

〈χu, dFuξu〉dsdt = 0,

∫∫

D

〈
χu, ζ

(
J

∂u

∂s

)〉
dsdt = 0.

(3.2.12)

Prva dva reda u formuli (3.2.12) odmah povlaqe da je χj = 0, za j =

1, . . . , m + k. Dokaz da je i χu = 0 je nexto slo�eniji i bazira se na

slede�oj verziji Teoreme o jedinstvenosti.

Teorema 31. (Aronzajn) [3] Neka je Ω ⊂ C otvoren povezan skup. Ako

funkcija v ∈ W 2,2(Ω,Rm) zadovoǉava uslov

|∆v| ≤ c

(
|v(s, t)|+

∣∣∣∣
∂v

∂s

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∂v

∂t

∣∣∣∣
)

skoro svuda i ako je v = 0 na nekom otvorenom podskupu skupa Ω, tada je

v ≡ 0.
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Iz uslova
∫∫
D

〈χu, dFuξu〉 = 0 sledi da je χu slabo rexeǌe jednaqine (po

η) dF ∗
uη = 0, gde je dF ∗

u formalno adjungovani operator. Kako su koefi-

cijenti uz sabirke prvog (to jest najvixeg) reda u operatoru dFu klase

najmaǌe C l, isto va�i i za operator dF ∗
u (videti Lemu 3.1.8 u [69]), pa

iz eliptiqke regularnosti sledi da je χu klase W l+1,t, za svako t > 0.

Ovde pod eliptiqkom regularnox�u podrazumevamo slede�e: ako je D

eliptiqki operator prvog reda sa C l koeficijentima i ako je η slabo

rexeǌe jednaqine Dη = f , gde je f ∈ W k,p, tada je η ∈ W k+1,p, za k ≤ l.8

Zbog toga je χu i neprekidno, pa je dF ∗
uχu = 0. Kako je χu ∈ W 2,2 i

0 = DFuDF ∗
uχu = ∆χu + operator ni�eg reda,

iz Teoreme 31 sledi da, ako je χu jednako nuli na nekom otvorenom skupu,

tada je χu ≡ 0.

Skup

U :=

{
z ∈ D

∣∣∣∣
∂u

∂s
(z) 6= 0

}

je otvoren i neprazan. Naime, ako pretpostavimo da je U = ∅, tada je

u|Σ0 ≡ const, a u|Σj
predstavǉa Hamiltonov put sa krajevima na nultom

seqeǌu za Hamiltonijan Hj. Malom perturbacijom funkcija Hj, odnosno

poǉa XHj
mo�emo posti�i da va�i CritAHj

∩ CritAHi
= ∅, za i 6= j, tako

da dobijamo U 6= ∅. Pove�aǌem r (koje uqestvuje u W 1,r), ako je potrebno,

posti�emo da funkcija ∂u
∂s

bude neprekidna, pa je U i otvoren.

Doka�imo da se χu(z0) anulira na skupu U . Ako pretpostavimo da je

χu(z0) 6= 0, za neko z0 ∈ U , tada mo�emo da izaberemo takvo ζ0 za koje va�i
〈

χu(z0), ζ0

(
J

∂u

∂s
(z0)

)〉
6= 0.

Izborom pogodne funkcije sa nosaqem u dovoǉno maloj okolini taqke

u(z0), mo�emo na�i ζ za koje va�i ζ(u(z0)) = ζ0 i za koje izraz
∫∫

Σ

〈
χu, ζ

(
J

∂u

∂s

)〉

8Videti i [44].
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nije jednak nuli. Time dobijamo kontradikciju sa uslovom (3.2.12), pa

zakǉuqujemo da je χu|U = 0, pa iz Teoreme 31 sledi da je χu ≡ 0.

Zakǉuqujemo da je preslikavaǌe dF je surjektivno, pa je F transver-

zalno na nulto seqeǌe. Odavde sledi prvi korak u dokazu Teoreme 25 –

skup Z je glatka beskonaqnodimenziona Banahova mnogostrukost.

Neka je

π|Z : Z → (U)m+k × J l

ve� pomenuta projekcija na druge dve komponente. Tangentni prostor

T((γ1,...γm+k,u), ~f,J)Z

sastoji se od vektora (ξ1, . . . , ξm+k, ξu, ϕ1, . . . , ϕm+k, ζ) takvih da je

dFj(ξj) +∇ϕj = 0, j = 1, . . . , m + k,

dFu(ξu) + ζ

(
J

∂u

∂s

)
= 0.

(3.2.13)

Izvod dπ projekcije π je tako�e projekcija na druge dve komponente

(izme�u tangentnih prostora):

dπ : TZ → T
(
(U)m+k × J l

)
= T (U)m+k × TJ l,

dπ : (ξ1, . . . , ξm+k, ξu, ϕ1, . . . , ϕm+k, ζ) 7→ (ϕ1, . . . , ϕm+k, ζ) .
(3.2.14)

Posledǌi korak u dokazu Teoreme 25 sledi�e iz slede�e leme.

Lema 32. Operator dπ
(
(γ1, . . . γm+k, u), ~f , J

)
je Fredholmov. ǋegov Fredhol-

mov indeks je jednak Fredholomovom indeksu operatora dF (γ1, . . . γm+k, u).

Dokaz: Koristi�emo i oznake ~ξ i ~ϕ za odgovaraju�e (m + k)−torke da

bismo skratili zapis. Iz istog razloga, izostavǉa�emo indekse koji
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oznaqavaju taqku
(
(γ1, . . . γm+k, u), ~f , J

)
. Iz (3.2.13) i (3.2.14) imamo:

Ker(dπ) =

{
(~ξ, ~ϕ, ζ) ∈ W 1,r(p, ~D)× T (U)m+k × TJ l |

(~ϕ, ζ) = 0, dF (~ξ) = −
(
∇~ϕ, ζ

(
J

∂u

∂s

)) }
=

{
(~ξ,~0, 0) | dF (~ξ) = 0

} ∼= Ker(dF ),

pa je jezgro operatora dπ konaqne dimenzije i va�i dim Ker(dπ) =

dim Ker(dF ).

Neka je (~ϕn, ζn) niz u Im(dπ) koji konvergira (u prostoru T (U)m+k×TJ l)

ka vektoru (~ϕ, ζ). Iz topologije prostora T (U)m+k × TJ l sledi da i niz

vektora
(∇~ϕn, ζn

(
J ∂u

∂s

))
konvergira ka vektoru

(∇~ϕ, ζ
(
J ∂u

∂s

))
, pa, iz (3.2.13)

i zatvorenosti skupa Im(dF ), sledi da i (~ϕ, ζ) pripada skupu Im(dπ).

Kojezgro preslikavaǌa dπ je izomorfno kojezgru preslikavaǌa dF . Za-

ista, za [(~ϕ, ζ)] ∈ Coker(dπ), definiximo:

L : [(~ϕ, ζ)] 7→
[(
∇~ϕ, ζ

(
J

∂u

∂s

))]
∈ Coker(dF ).

Iz uslova (3.2.13) i surjektivnosti preslikavaǌa dF , lako sledi da

je preslikavaǌe L dobro definisano i izomorfizam. Zbog toga je i

dim Coker(dπ) = dim Coker(dF ).

Zakǉuqujemo da je preslikavaǌe π Fredholmovo, sa Fredholmovim in-

deksom jednakim Fredholmovom indeksu preslikavaǌa dF .

Iz dokaza Leme 32 sledi da je operator dπ surjektivan ako i samo ako

je operator dF surjektivan. Ako J nije vrednost projekcije π, tada ni

za jedno (γ1, . . . , γm+k, u), objekat
(
(γ1, . . . , γm+k, u), ~f , J

)
ne pripada skupu Z.

Odavde sledi da je skup
{

(J, ~f) ∈ J l × Um+k | dF je surjekcija za svako
(
(γ1, . . . , γm+k, u), ~f , J

)
∈ Z

}

upravo skup regularnih vrednosti projekcije dπ (pri qemu je regularna

vrednost i ona taqka koja nije vrednost). Odavde, iz Sard–Smejlove
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teoreme i Leme 32 sledi da za skoro svako J ∈ J l, ~f ∈ Um+k operator dF

surjektivan, odakle sledi dokaz Teoreme 25.

Napomena 33. U Poglavǉu 2.3 smo posmatrali operatore F qiji su

domeni i kodomeni bili Hilbertovi prostori W 1,2 i L2, dok smo u ovom

poglavǉu posmatrali prostore W 1,r i Lr, za r > 2. Naime, operatori koji

su za nas od interesa su oblika (3.2.7), odnosno (2.3.3), a oni su dobro

definisani na prostorima W 1,p sa vrednostima u Lp za sve p ≥ 1. Pri

tome, Fredholmovi indeksi ovih operatora ne zavise od domena i kodom-

ena, to jest od r. Naime, iz standardnih teorema o regularnosti rexe-

ǌa perturbovanih Koxi–Rimanovih jednaqina (videti, na primer, [44])

sledi da su ta rexeǌa glatka, pa dim Ker(F ) ne zavisi od prostora na kom

se zadaje (kadgod je na tom prostoru F dobro definisan). Sliqno va�i

i za kojezgro. Ako sa F ∗ oznaqimo odgovaraju�i formalno adjungovani

operator, takav da je 〈F ∗u, v〉 = 〈u, Fv〉 za u, v ∈ C∞
0 , tada se mo�e dokazati

(videti, na primer [69]) da je i F ∗ istog tipa (oblika ∂ u sluqaju diskova,

odnosno d
ds

+ operator ni�eg reda u sluqaju trajektorija), da se F ∗ pro-

du�ava na skup W 1,r kao i da je Coker(F ) ∼= Ker(F ∗). Odatle, ponovo zah-

vaǉuju�i regularnosti zakǉuqujemo da ni dimenzija kojezgra ne zavisi

od r.

Kako je zgodnije raditi u Hilbertovim prostorima W 1,2 i L2, mi �emo

tako postupiti kad god je to mogu�e. U sluqaju prostora gradijentnih

trajektorija, kada je dimenzija domena jednaka 1, mogu�e je izvesti celu

analitiqku postavku, ukǉuquju�i konvergenciju, lepǉeǌe i orijentaciju

u prostorima W 1,2 i L2, jer Soboǉevǉeve teoreme obezbe�uju da su krive
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klase W 1,2 neprekidne. Ipak, kada je dimenzija domena jednaka 2, ako

nam je potrebna neprekidnost preslikavaǌa koja posmatramo, mora�emo

da pretpostavimo da je r > 2. Naime, u konstrukciji prostora kombino-

vanih objekata, koristimo evaluaciju ev. Izraz u 7→ u
(
0, 1

2

)
nema apriori

smisla na prostorima oblika L2 (ili W 1,2). Ako je r > 2, tada su elementi

prostora W 1,r neprekidna preslikavaǌa, zahvaǉuju�i Soboǉevǉevoj teo-

remi o utapaǌu. Osim toga, za primenu svojstva eliptiqke regularnosti

rexeǌa (koje qesto koristimo) potrebno je da va�i r > 2. ♦

3.3 Dimenzije mnogostrukosti preslikavaǌa

Dimenziju mnogostrukosti MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) mo�emo da izraqunamo ko-

riste�i vezu izme�u indeksa Fredholmovih operatora datu u (3.2.11).

Indeks operatora dFu je jednak n, gde je n = dim M (videti, na primer [30,

44]). Da bismo izrazili indekse ostalih Fredholmovih operatora Fj

potreban nam je slede�i pojam.

Definicija 34. Morsov indeks kritiqne taqke p je dimenzija negativnog

sopstvenog potprostora bilinearne forme drugog izvoda u taqki p. Oz-

naqavamo ga sa mf (p). ¦

Tvr�eǌe 35. [69] Indeksi Fredholmovih operatora dF+ i dF− iz Tvr�e-

ǌa 28 se raqunaju pomo�u formule:

Ind(dF+) = n−mf (p), Ind(dF−) = mf (p).

Sada iz formule (3.2.11) sledi dokaz slede�e teoreme.
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Teorema 36. Za onaj izbor parametara (~f, J) za koji je operator dF iz jedna-

qine (3.2.9) surjektivan, dimenzija mnogostrukostiMR(~p, ~f, g;
−→
H, J) jednaka

je

dimMR(~p, ~f, g;
−→
H, J) =

m∑
j=1

mfj
(pj)−

m+k∑
j=m+1

mfj
(pj) + (1−m)n.

Dokaz:

dimMR(~p, ~f, g;
−→
H, J) = Ind dF =

m+k∑
j=1

Ind(dFj) + Ind(dFu)− (m + k)n =

m∑
j=1

mfj
(pj)−

m+k∑
j=m+1

mfj
(pj) + (1−m)n.

U daǉem izuqavaǌu mnogostrukosti MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) sreta�emo se

sa jox nekim tipovima modulskih prostora. Prva je mnogostrukost

,,pantalona” pomo�u koje se u Florovoj homologiji mogu definisati koho-

moloxki proizvodi. Ovu mnogostrukost qine preslikavaǌa definisana

na povrxi Σ (Slika 3.1 na strani 41) koja imaju za kodomen kotangentno

raslojeǌe T ∗M , sa granicom na nultom seqeǌu i koja su rexeǌa perturbo-

vane Koxi–Rimanove jednaqine. Preciznije, neka su Hj, za j = 1, . . . , m+k,

glatki Hamiltonijani sa kompaktnim nosaqima na T ∗M i xj odgovaraju�i

Hamiltonovi putevi sa poqetkom i krajem na nultom seqeǌu. Uvedimo oz-

naku

~x := (x1, . . . , xm+k)

i definiximo skup M(~x,
−→
H, J) kao skup rexeǌa jednaqine





u : Σ → T ∗M,
∂uj

∂s
+ J(

∂uj

∂t
−XρRHj

(uj)) = 0, uj := u ◦ φj, j = 1, . . . , m + k,[
∂u
∂s

+ J(∂u
∂t

)
]
Σ0

= 0,

u(∂Σ) ⊂ OM ,

uj(−∞, t) = xj(t), j = 1, . . . , m,

uj(+∞, t) = xj(t), j = m + 1, . . . , m + k.

(3.3.1)
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Neka µH(x) oznaqava Maslovǉev indeks9 Hamiltonovog puta x koji odgo-

vara Hamiltonu H. Formula za izraqunavaǌe dimenzije skupa rexeǌa

prethodne jednaqine data je u slede�em Tvr�eǌu.

Tvr�eǌe 37. [69] Za generiqki izbor skoro kompleksne strukture J , skup

M(~x,
−→
H, J) je glatka mnogostrukost dimenzije

dimM(~x,
−→
H, J) = n−

m∑
j=1

(
−µHj

(xj) +
n

2

)
−

m+k∑
j=m+1

(
µHj

(xj) +
n

2

)
.

Za datu Morsovu funkciju f , ǌenu kritiqnu taqku p, Hamiltonijan

H sa kompaktnim nosaqem i ǌegov Hamiltonov put x sa krajevima na

OM , sa MR0(x,H, J ; p, f, g) oznaqavamo skup objekata koji su sastavǉeni od

jednog perturbovanog holomorfnog diska sa granicom na nultom seqeǌu

i jedne gradijentne trajektorije, tako da holomorfni disk ,,polazi” iz

Hamiltonovog puta x, a gradijentna trajetorija ,,zavrxava” u taqki p.

Preciznije, MR0(x,H, J ; p, f, g) je skup rexeǌa jednaqine:




γ : [0, +∞) → M, u : (−∞, 0]× [0, 1] → T ∗M,
dγ
ds

= −∇f(γ(s)),

∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XeρR0

H(u)) = 0,

u(s, 0), u(s, 1), u(0, t) ∈ OM ,

γ(+∞) = p, u(−∞, t) = x(t),

γ(0) = u
(
0, 1

2

)
.

(3.3.2)

Ovde je ρ̃R0(s) = ρR0(−s), a

ρR0(s) =





0, s ∈ [0, R0]

1, s ∈ [R0 + 1, +∞).

Sliqno, sa MR0(p, f, g; x,H, J) oznaqimo skup parova kod kojih je trajek-

torija na prvom, a disk na drugom mestu, to jest, skup rexeǌa jedna-

qine (2.1.9).
9Videti Poglavǉe 2.3.
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Tvr�eǌe 38. [36, 75] Za generiqki izbor Morsove funkcije f i skoro

kompleksne strukture J , skupovi MR0(p, f, g; x, H, J) i MR0(x,H, J ; p, f, g) su

glatke mnogostrukosti dimenzija:

dimMR0(p, f, g; x,H, J) = mf (p)−
(
µH(x) +

n

2

)
,

dimMR0(x,H, J ; p, f, g) = µH(x) +
n

2
−mf (p).

Oznaqimo sa M(p, q, f, g) skup rexeǌa (2.1.2), a sa M(x, y, H, J) skup

rexeǌa jednaqine (2.1.7). Za generiqke izbore, ovi skupovi su glatke

mnogostrukosti, i to prvi dimenzije

dimM(p, q, f, g) = mf (p)−mf (q),

(videti, na primer, [69]), a drugi dimenzije

dimM(x, y, H, J) = µH(x)− µH(y)

(videti [56, 19]). Grupa R dejstvuje na ovim skupovima sa

(γ, τ) 7→ γ(τ + ·), (u, τ) 7→ u(τ + ·, ·).

Koliqniqke skupove (koji ustvari predstavǉaju mnogostrukost tragova,

odnosno slika, odgovaraju�ih preslikavaǌa) oznaqi�emo sa

M̂(p, q, f, g) := M(p, q, f, g)/R, M̂(x, y,H, J) := M(x, y, H, J)/R.

ǋihova dimenzija je, naravno, za jedan maǌa od dimenzije mnogostru-

kosti M(p, q, f, g) i M(x, y, H, J).

Napomena 39. Elemente skupova M(p, q, f, g), M(x, y, H, J), M(~x,
−→
H, J) i

uopxte, preslikavaǌa qiji je domen mnogostrukost konstantne dimenzije

(1 ili 2) nazivamo objektima jedinstvenog tipa. ♦



GLAVA 4

KOMPAKTIFIKACIJA

MNOGOSTRUKOSTIM

4.1 Pregled rezultata ove glave

Ova glava je posve�ena opisu topoloxke granice mnogostrukosti kom-

binovanih rexeǌa. Kao i u sluqaju nekombinovanih rexeǌa, ove mno-

gostrukosti nisu zatvorene (to jest, kompaktne i bez granice), osim u

dimenziji nula. One nisu ni mnogostrukosti sa granicom.1 Me�utim,

ǌihova topoloxka granica (odnosno, taqke nagomilavaǌa koje ne pri-

padaju samoj mnogostrukosti) je dosta pravilan skup, naime, ona je sas-

tavǉena od unija mnogostrukosti ni�ih dimenzija. Ove mnogostrukosti

koje qine granicu su ili istog tipa kojeg je i polazna mnogostrukost,

ili pripadaju nekom od drugih modulskih prostora kojima se ovde bav-

imo (kombinovanog ili nekombinovanog tipa). Dokaz ove qiǌenice vrxi

se u dva smera: dokazuje se da su rubne taqke mnogostrukosti koju pos-

matramo podksup pomenute unije (,,raspadaǌe”), i obratno – dokazuje se

da je svaki element pomenute unije rubna taqka neke komponente polazne

mnogostrukosti (,,lepǉeǌe”).

Osim mnogostrukosti MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) definisane u (3.1.3), posma-

tra�emo i familiju mnoostrukosti MR(~p, ~f, g;
−→
H, J), parametrizovanu

1To jest, ǌihova granica nije mnogostrukost dimenzije za jedan maǌe od polazne.

65
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parametrom R, koja je i sama mnogostrukost. Preciznije, fiksirajmo

R0 > 0, uvedimo skra�enu oznaku ~γ := (γ1, . . . , γm+k) i definiximo

M(R; ~p, ~f, g;
−→
H, J) :=

{
(R,~γ, u) | R ≥ R0, (~γ, u) ∈MR(~p, ~f, g;

−→
H, J)

}
.

Sliqno kao u sluqaju skupa MR(~p, ~f, g;
−→
H, J), mo�e se dokazati da je, za

generiqke izbore, M(R; ~p, ~f, g;
−→
H, J) glatka mnogostrukost qija je dimen-

zija za jedan ve�a od dimenzije mnogostrukosti MR(~p, ~f, g;
−→
H, J). Podse-

timo se da smo oznaku M(p, q, f, g) koristili za skup gradijentnih trajek-

torija koje spajaju kritiqne taqke p i q, to jest, za skup rexeǌa jedna-

qine (2.1.2). Oznaku M(x, y,H, J) smo koristili za skup perturbovanih

holomorfnih diskova sa krajevima na nultom seqeǌu, koji spajaju puteve

x i y, to jest, za skup rexeǌa jednaqine (2.1.6); M̂(p, q, f, g) za koliq-

niqki skup M(p, q, f, g)/R; M̂(x, y, H, J) za M(x, y, H, J)/R. Skupove kom-

binovanih objekata koji se sastoje od jedne trajektorije i jednog diska

(to jest, skupove rexeǌa jednaqina (2.1.9) i (3.3.2)) oznaqavali smo sa

MR0(p, f, g; x,H, J) i MR0(x,H, J ; p, f, g). Simbol M(~x,
−→
H, J) oznaqava skup

Florovih ,,pantalona”, odnosno, skup rexeǌa jednaqine (3.3.1).

Glavni rezultat ove glave formulisan je u slede�im dvema teoremama.

Teorema 40. Topoloxku granicu mnogostrukosti MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) qine svi

objekti izlomǉenog tipa (videti Sliku 4.1)

(A1, A2, . . . , Am, B, Cm+1, . . . , Cm+k),

gde su

Aj ∈ M̂(pj, p
1
j , fj, g)× M̂(p1

j , p
2
j , fj, g)× . . .× M̂(p

aj−1
j , p

aj

j , fj, g), za j = 1, . . . m,

B ∈MR

(
(pa1

1 , . . . , pam
m , qm+1, . . . , qm+k), ~f , g;

−→
H, J

)
,

Cj ∈ M̂(qj, q
1
j , fj, g)× . . .× M̂(q

bj

j , pj, fj, g), za j = m + 1, . . . m + k.

Teorema 40 nam govori da se granica mnogostrukosti MR(~p, ~f, g;
−→
H, J)

mo�e identifikovati sa izlomǉenim objektima, i to takvim kod kojih

su izlomǉene samo gradijentne trajektorije.
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...

p1

pm

pm+1

pm+k

...∂J,Hu = 0

p1
1

p1
m

p2
1 q1

m+1

q1
m+k

OM

Slika 4.1: Element granice ∂MR(~p, ~f, g;
−→
H, J)

Teorema 41. Topoloxku granicu mnogostrukostiM(R; ~p, ~f, g;
−→
H, J) qine svi

objekti izlomǉenog tipa (
−→
A,
−→
B ,
−→
C , D,

−→
E ,
−→
F ,
−→
G), (

−→
P ,Q,

−→
T ) i (

−→
P , QR,

−→
T ), gde

su, u prvom sluqaju:

−→
A = (A1, . . . , Am),

−→
B = (B1, . . . , Bm),

−→
C = (C1, . . . , Cm),−→

E = (Em+1, . . . , Em+k),
−→
F = (Fm+1, . . . , Fm+k),

−→
G = (Gm+1, . . . , Gm+k)

i
Aj ∈ M̂(pj, p

1
j , fj, g)× . . .× M̂(p

aj−1
j , p

aj

j , fj, g), za j = 1, . . . m,

Bj ∈MR′0(p
aj

j , fj, g; x0
j , Hj, J), za j = 1, . . .m,

Cj ∈M(x0
j , x

1
j , Hj, J)× . . .×M(x

bj−1
j , x

bj

j , Hj, J), za j = 1, . . .m,

D ∈M
(
(xb1

1 , . . . , xbm
m , x0

m+1, . . . , x
0
m+k),

−→
H, J

)
,

Ej ∈ M̂(x0
j , x

1
j , Hj, J)× . . .× M̂(x

cj

j , xj, Hj, J) za j = m + 1, . . . m + k,

Fj ∈MR′′0 (xj, Hj, J ; qj, fj, g), za j = m + 1, . . . m + k,

Gj ∈ M̂(qj, q
1
j , fj, g)× . . .× M̂(q

dj

j , pj, fj, g), za j = m + 1, . . . m + k;

u drugom: −→
P = (P1, . . . , Pm),

−→
T = (Tm+1, . . . , Tm+k)

i
Pj ∈ M̂(pj, p

1
j , fj, g)× . . .× M̂(p

aj−1
j , p

aj

j , fj, g), za j = 1, . . .m,

Q ∈MR0

(
(pam

m , . . . , pam
m , qm+1, . . . , qm+k), ~f , g;

−→
H, J

)
,

Tj ∈ M̂(qj, q
1
j , fj, g)× . . .× M̂(q

dj

j , pj, fj, g), za j = m + 1, . . . m + k;

i u tre�em
−→
P i

−→
T kao i malopre, a

QR = (R,Q) ∈M
(
R; (pa1

1 , . . . , pam
m , qm+1, . . . , qm+k), ~f , g;

−→
H, J

)
.
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Neformalno reqeno, granicu mnogostrukosti M(R; ~p, ~f, g;
−→
H, J) qine

objekti ,,sliqnog oblika”, ali izlomǉeni na raznim mestima, i to, za raz-

liku od prethodnog sluqaja (kada nismo imali parametar R), do lomǉeǌa

mo�e do�i i kod gradijentnih trajektorija, i na perturbovanim holo-

morfnim cilindriqnim krajevima (videti Sliku 4.2). Lomǉeǌe na per-

turbovanim foholomorfnim krajevima nastaje u sluqajevima kada R →∞.

Naime, svaki niz objekata svih modulskih prostora koje spomiǌemo ima

lokalno C∞− konvergentan podniz (Lema 47), tako da lomǉeǌa (to jest,

naruxavaǌa kovergencije) mo�e do�i tamo gde je domen nekompaktan.

OM

... ...∂J,Hu = 0
x0

1
x1

1

x0
m

p1
1

p1
m x0

m+k

q1
m+1

q1
m+k

Slika 4.2: Element granice ∂M(R; ~p, ~f, g;
−→
H, J)

Kao xto smo ve� spomenuli, prethodne dve teoreme dokazuju se u dva

smera. Prvi smer predstavǉa dokaz da svaki niz u nekom od dva modulska

prostora koja izuqavamo, ukoliko ne konvergira u topologiji mnogostru-

kosti, konvergira ka izlomǉenoj trajektoriji. Ako sa B oznaqimo skup

opisanih izlomǉenih objekata, iz prvog smera dobijamo inkluziju

∂M⊂ B.

Ovaj smer �e biti dokazan u Poglavǉu 4.2. Drugi smer je dokaz da

ka svakom datom izlomǉenom objektu konvergira neki niz iz skupa M.

Ovaj smer koristi tehnike lepǉeǌa i bi�e dokazan u Poglavǉu 4.3. On

obezbe�uje i drugu inkluziju

B ⊂ ∂M.
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4.2 Konvergencija ka izlomǉenim trajektorijama

U ovom poglavǉu dokaza�emo inkluziju ∂M⊂ B. Jedan tip konvergencije

kombinovanih objekata ka izlomǉenim dat je u [35]. Posmatra�emo dva

sluqaja. Prvi – kada su Hamiltonijani
−→
H fiksirani (Teorema 40) –

obra�en je u Poglavǉu 4.2.1, a drugi – kada variramo i Hamiltonijane

(Teorema 41) – izuqavamo u Poglavǉu 4.2.2.

4.2.1 Konvergencija u sluqaju fiksiranih Hamiltonijana

U ovom poglavǉu dokazujemo jedan smer tvr�eǌa iz Teoreme 40. Radi

jednostavnosti zapisa, dokaz �emo izvesti u specijalnom sluqaju – sa

jednim ulazom i izlazom. Dokaz u opxtem sluqaju se ne razlikuje od

ovog koji dajemo. Neka je m = k = 1. Tada je ~f = (f1, f2), ~p = (p, q) i
−→
H =

(H1, H2). Koristi�emo oznaku (α, u, β) za element skupa MR(~p, ~f, g;
−→
H, J).

Ako uvedemo oznaku

H̃(s) := ρR(s)H1 + ρ̃R(s)H2

(funckija ρR data je u (3.1.2)), tada je, u ovom sluqaju (α, u, β) rexeǌe

jednaqine:




α : (−∞, 0] → M, dα
ds

= −∇f1(α),

β : [0, +∞) → M, dβ
ds

= −∇f2(β),

u : R× [0, 1] → T ∗M, ∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−X eH(u)) = 0,

u(s, 0), u(s, 1) ∈ OM ,

α(0) = u(−∞, t), β(0) = u(+∞, t),

α(−∞) = p, β(+∞) = q.

(4.2.1)

U ovom sluqaju se tvr�eǌe ,, ∂M⊂ B ” svodi na

Tvr�eǌe 42. Neka je (αn, un, βn) niz u MR(~p, ~f, g;
−→
H, J). Tada ili (αn, un, βn)

ima W 1,r−konvergentan podniz ili postoje:

• kritiqne taqke p = p0, p1, . . . , p l funkcije f1,

• kritiqne taqke q0, q1, . . . , qk = q funkcije f2,
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• gradijentne trajektorije αj ∈ M(pj, pj+1, f1, g), j = 0, 1, . . . , l − 1,

• gradijentne trajektorije βj ∈ M(qj, qj+1, f2, g), j = 0, 1, . . . , k − 1,

• (α, u, β) ∈MR

(
(p l, q0), ~f , g;

−→
H, J

)
,

• nizovi {tjn}∞n=1, za j = 0, 1, . . . , l − 1, {sj
n}∞n=1, za j = 0, 1, . . . , k − 1, u R,

• podniz (oznaqimo ga ponovo sa (αn, un, βn)) polaznog niza,

takvi da va�i (oznaka (αn, un, βn) se odnosi na podniz):

1. αn(·+ tjn)
C∞loc

⇒ αj, j = 0, 1, . . . , l − 1;

2. βn(·+ sj
n)

C∞loc

⇒ βj, j = 0, 1, . . . , k − 1;

3. (αn, un, βn)
C∞loc

⇒ (α, u, β);

4. 1 ≤ l + k ≤ mf1(p)−mf2(q).

Napomena 43. Mo�e da se desi da k ili l bude jednako nuli, odnosno da
se niz ,,raspadne” na samo jednom mestu. ♦

Ovakva konvergencija ka izlomǉenim objektima se nekad naziva slabom

ili geometrijskom konveregencijom i oznaqava sa w−→. Dokaz �emo

izvesti iz slede�e tri leme.

Lema 44. Postoji konstanta c0 > 0 takva da je ‖u‖C0 ≤ c0 za svako u takvo
da (α, u, β) pripada skupu MR(~p, ~f, g;

−→
H, J).

Dokaz: Kako je mnogostrukost M kompaktna, bi�e dovoǉno da poka�emo

da je ‖pu(s, t)‖ ograniqena, gde je pu(s, t) komponenta du� vlakna preslika-

vaǌa u(s, t), odnosno, u(s, t) = (qu(s, t), pu(s, t)), za (α, u, β) ∈MR(~p, ~f, g;
−→
H, J).

Ovde je ‖ · ‖ norma na vlaknima raslojeǌa T ∗M koju definixemo pomo�u

metrike g na M i ve� pomenute identifikacije tangentnog i kotangentnog

raslojeǌa (date u taqki 3) na strani 49). Za dokaz ove qiǌenice potrebno

je da uvedemo slede�e pojmove.
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Definicija 45. [16] Neka je ∆ orijentisana hiperpovrx u skoro kom-
pleksnoj mnogostrukosti (V, J) i ζq maksimalni J−invarijatni potpros-
tor prostora Tq∆. Tada se ∆ naziva J−konveksnom ako za neku 1-formu
% takvu da je ζ = Ker(%) va�i d%(X, JX) > 0, za svako X ∈ ζq razliqito od
nule. ¦

Primer J−konveksne hiperpovxi u T ∗M koji je za nas od va�nosti je

∆ := {(q, p) ∈ T ∗M | ‖p‖g = 1},

gde je ‖ · ‖ ve� pomenuta norma na vlaknima, a J = J0 skoro kompleksna

struktura opisana na strani 49. Naime:

T(q,p)∆ = {X = (X1, X2) ∈ TT ∗M ∼= TM ⊕ V | 〈X2, p〉g = 0} , a

ζ = T(q,p)∆ ∩ J0T(q,p)∆ = {(X1, X2) ∈ TM ⊕ V | 〈X2, p〉g = 0, 〈J0X1, p〉 = 0} .

Kako je, zahvaǉu�i svojstvu 3) skoro kompleksne strukture J0 (strana 49)

i definiciji forme2 θ:

〈J0X1, p〉g = 〈−J0p,X1〉g = J0(−J0p)(X1) = p(X1) = θ(q,p)(X1, X2),

to je ζ = Ker(−θ).

Dokaz uniformne C0− ograniqenosti sledi�e iz naredne leme, koja je

jedna generalizacija Principa maksimuma modula.

Lema 46. [43, 48] Neka je D jediniqni disk u C, u : D → V J−holomorfno
preslikavaǌe, i ∆ ⊂ V J−konveksna hiperpovrx. Tada u(D) nije tangentno
na ∆ u unutraxǌoj taqki u(D).

Dokaz: Pretpostavimo da je ∆ = f−1(0), za neko preslikavaǌe f : V → R,
za koje je 0 ∈ R regularna vrednost. Pretpostavimo da ne va�i tvr�e-

ǌe Leme, to jest, je neka u(D) tangentno na ∆ u taqki u(z), gde je z ∈
D unutraxǌa taqka. Kako je u J− holomorfno, i ζ J−invarijantan i

maksimalan potprostor, to je u∗(TzD) ⊂ ζu(z). Dokaza�emo da je f ◦u : D →
R subharmonijska funkcija u nekoj okolini z, ili ekvivalentno tome,3

2Ovde je θ kanonska Liuvilova forma na T ∗M (definisana na strani 20).
3O ekvivalenciji ovih definicija videti u [16].
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da je 2-forma di∗d(f ◦ u) pozitivno definitna u nekoj okolini z, gde je

i∗ : T ∗D → T ∗D operator konjugovan operatoru mno�eǌa sa i na TD. Ako

je Y ∈ ζ, onda je i JY ∈ ζ, pa je J∗df(Y ) = df(JY ) = 0, odnosno, forma J∗df

se anulira na ζ = Ker(%) ∩ T∆. Odavde zakǉuqujemo da postoje funkcije

λ, µ : V → R takve da va�i

J∗df |∆ = µ%|∆ + λdf |∆.

Naime, za Q = (q, p) ∈ ∆ va�i

TQV = TQ∆⊕ AQ = (ζQ ⊕BQ)⊕ AQ,

gde su prostori AQ i BQ dimenzije jedan. Kako je

df |ζQ⊕BQ
= ρ|ζQ

= J∗df |ζQ
= 0 i df |AQ

6= 0, ρ|AQ
6= 0,

to su µ(Q) i λ(Q) rexeǌa sistema jednaqina




J∗dfQ(X) = µ(Q)ρQ(X)

J∗dfQ(Y ) = µ(Q)ρQ(Y ) + λ(Q)dfQ(Y ),

gde su X ∈ BQ, Y ∈ AQ proizvoǉni ne–nula vektori (sistem je dobro

definisan jer su J∗df , ρ, df linearne). Funkcija µ je stalnog znaka, jer

ne mo�e biti J∗df = λdf ni u jednoj taqki iz ∆,4 tako da mo�emo da

pretpostavimo da je µ > 0. Odavde je

dJ∗df |ζu(z)
= dµ ∧ %|ζu(z)

+ µd%|ζu(z)
+ dλ ∧ df |ζu(z)

= µd%|ζu(z)
,

a kako je, zbog holomorfnosti u, i∗u∗ = u∗J∗, bi�e:

di∗d(f ◦ u) = u∗dJ∗df = u∗(µd%) = (µd%)u∗
4Ako pretpostavimo da je J∗df(Q) = λdf(Q) za neko Q ∈ ∆, tada je df(Q)(Y − λJY ) = 0 za

svako Y ∈ TQV . Vektor JY je ortogonalan na Y , pa, za svako λ, postoji baza prostora TV koju
qine vektori oblika Y − λJY (ako jednu bazu prostora TV qine vektori X1, . . . , X2n, onda je
skup {X1 − λJX1, . . . , X2n − λJX2n} tako�e baza). Odatle zakǉuqujemo da je df(Q) = 0, xto je u
kontradikciji sa pretpostavkom o regularnosti nule kao vrednosti funkcije f .
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u taqki u(z). Odavde vidimo da je forma di∗d(f ◦u) pozitivno definitna u

taqki z, jer je u∗(TzD) ∈ ζu(z) i d%(X, JX) > 0, za X ∈ ζu(z), a funkcija µ po-

zitivna. Iz neprekidnosti forme d% sledi da je ona pozitivno definitna

i u nekoj okolini taqke z. Zakǉuqujemo da je funkcija f ◦ u subharmoni-

jska, i, ako bi u(D) bilo tangentno na ∆ u taqki u(z), onda bi funkcija

f ◦u dostizala svoj maksimum (ili minimum) u z, a to je u kontradikciji

sa Principom maksimuma modula za subharmonijske funkcije.5 Dakle, z

ne mo�e biti unutraxǌa taqka.

Sada mo�emo da nastavimo sa dokazom Leme 44. Ako je u preslikavaǌe

definisano jednaqinom (4.2.1), onda se maksimum pM funkcije

‖pu‖ : R× [0, 1] → R+

dosti�e u unutraxǌoj taqki z0 skupa R × [0, 1], budu�i da je u rubnim

taqkama ‖pu‖ = 0. Neka je K kompakt van kojeg je6 J = J0. Van skupa K ∪
supp H̃ je preslikavaǌe u J0− holomorfno, i ako je u(z) ∈ (K∪ supp H̃)c, ta-

da postoji okolina Uz 3 z, sadr�ana u u−1
(
(K ∪ supp H̃)c

)
na kojoj je u J0−

holomorfno. Ako pretpostavimo da je u(z0) ∈ (K ∪ supp H̃)c, zakǉuqujemo

da u(Uz0) tangentno na hiperpovrx {(q, p) ∈ T ∗M | ‖p‖ = pM} koja je J0−
konveksna, xto je u kontradikciji sa Lemom 46. Odatle je u(z0) ∈ K ∪
supp H̃, a kako je skup K ∪ supp H̃ ograniqen, imamo pM ≤ c0, gde konstanta

c0 ne zavisi od u.

Lema 47. Svaki niz u MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) ima podniz koji konvergira zajedno sa

svim svojim izvodima uniformno na kompaktnim skupovima.

Dokaz: Neka je (αn, un bn) proizvoǉan niz u MR(~p, ~f, g;
−→
H, J). Kako je mno-

gostrukost M kompaktna, to je niz uniformno αn(s) ograniqen i po n

i po s. Osim toga, niz αn je ekvineprekidan jer su sva preslikavaǌa

αn (negativne) gradijentne trajektorije iste funkcije. Preciznije, iz

5Videti [63] za ovaj sluqaj Principa maksimuma modula.
6I ovde je J0 skoro kompleksna struktura definisana na strani 49.
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ǋutn–Lajbnicove formule sledi:

d(αn(s1), αn(s2)) ≤
∫ s2

s1

|α̇n(τ)|dτ ≤ √
s2 − s1

√∫ s2

s1

|α̇n(τ)|2dτ =

=
√

s2 − s1

√∫ s2

s1

− ∂

∂τ
f(αn(τ))dτ ≤ √

s2 − s1

√
max

M
f − f(p).

Zbog toga, iz Teoreme Arcele – Askolija sledi da niz αn ima konver-

gentan podniz (oznaqimo ga ponovo sa αn) koji konvergira uniformno na

kompaktnim skupovima. Trajektorije αn su rexeǌe gradijentne jednaqine:

α̇n = −∇f(αn), (4.2.2)

a funkcija f je glatka, tako da αn konvergira zajedno sa svim svojim

izvodima na kompaktnim podskupovima skupa (−∞, 0]. Isto va�i i za

niz βn. Mo�emo istovremeno izdvojiti podniz niza (αn, βn) sa pomenutim

svojstvima. Za tako izdvojen podniz parova (ponovo isto oznaqen), posma-

trajmo podniz (αn, un, βn). U slede�im procenama koristi�emo uniformnu

C0− ograniqenost funkcija u : R × [0, 1] → T ∗M dokazanu u Lemi 44. U

naxem sluqaju un su rexeǌa perturbovane Koxi–Rimanove jednaqine

un : R× [0, 1] → T ∗M, un(s, 0), un(s, 1) ∈ OM ,

∂un

∂s
+ J

(
∂un

∂t
−X eH(un)

)
= 0,

(4.2.3)

gde, podsetimo se, va�i:

H̃(s, x) =





0, s ∈ (−∞,−R− 1] ∪ [−1, 1] ∪ [R + 1, +∞),

H1(x), s ∈ [−R,−2],

H2(x), s ∈ [2, R].

Niz un ima uniformno ograniqenu energiju:

E(un) :=

+∞∫

−∞

∫ 1

0

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥
∂un

∂t
−X eH(u)

∥∥∥∥
2

dtds.
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Zaista, ako je G proizvoǉni Hamiltonijan i v(s, t) proizvoǉno preslika-

vaǌe iz beskonaqne trake R × [0, 1] u T ∗M takvo da je v(s, 0), v(s, 1) ∈ OM ,

iz ǋutn–Lajbnicove i Kartanove formule se lako izvodi:

AG(v(s2, t))−AG(v(s1, t)) =

s2∫

s1

d

ds
AG(v(s, t))ds =

1∫

0

s2∫

s1

{
d

ds
(v(s, t)∗(θ))− dG

(
∂v

∂s

)
− dG

ds
(s, v)ds

}
dt =

1∫

0

s2∫

s1

{
v∗

(
d

(
∂v

∂s
yθ

)
+

∂v

∂s
yω

)
− dG

(
∂v

∂s

)
− dG

ds
(s, v)ds

}
dt =

s2∫

s1

{
θ(v(s, 1))

(
∂v

∂s

)
− θ(v(s, 0))

(
∂v

∂s

)}
ds+

1∫

0

s2∫

s1

{
ω

(
∂v

∂s
,
∂v

∂t
−XG(v, s)

)
− dG

ds
(s, v)

}
dsdt.

(4.2.4)

U naxem sluqaju, kada je v rexeǌe jednaqine (4.2.3), va�i i

A eH(v(s2, t))−A eH(v(s1, t)) = −1

2
E(v) +

1∫

0

s2∫

s1

dH̃

ds
(s, v)dsdt.

Kako je un(±∞, t) = ∗ ∈ OM , i H̃(±∞, x) = 0, kada u gorǌu nejednakost

zamenimo s1 = −∞, s2 = +∞, dobijamo

0 = 0− 0 = A eH(un(+∞, t))−A eH(un(−∞, t)) =

− 1

2
E(un) +

1∫

0

+∞∫

−∞

dH̃

ds
(s, un)dsdt = −1

2
E(un) +

1∫

0

R+2∫

−R−2

dH̃

ds
(s, un)dsdt

odnosno

E(un) = 2

1∫

0

R+2∫

−R−2

dH̃

ds
(s, un)dsdt.
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Kako je H̃ glatka funkcija sa kompaktnim nosaqem (i po s ∈ R i po x ∈
T ∗M), to je desna strana prethodne nejednakosti uniformno ograniqena,

a time i leva.

Napomena 48. Prethodno rasu�ivaǌe ne mo�e da se sprovede u opxtem
sluqaju sa m ulaza i k izlaza, jer tu nemamo beskonaqnu traku i tok
funkcionala dejstva. U tom sluqaju rasu�iva�emo drugaqije. S jedne
strane, iz Stoksove formule i qiǌenice da se Liuvilova forma7 θ an-
ulira na nultom seqeǌu sledi:

∫∫

Σ

u∗nω = −
∫∫

Σ

u∗ndθ = −
∫∫

Σ

du∗nθ = −
∫∫

∂Σ⊂OM

u∗nθ = 0.

S druge strane:

0 =

∫∫

Σ

u∗nω =

∫∫

Σ

ω

(
∂un

∂s
,
∂un

∂t

)
dsdt =

∫∫

Σ

〈
∂un

∂s
, J

∂un

∂t

〉
dsdt =

−
∫∫

Σ

〈
∂un

∂s
,
∂un

∂s

〉
dsdt +

∫∫

Σ

〈
∂un

∂s
, JX eH ◦ u

〉
dsdt,

pa je ∫∫

Σ

〈
∂un

∂s
, JX eH ◦ u

〉
dsdt =

∫∫

Σ

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

dsdt. (4.2.5)

Izraz pod integralom na levoj strani jednakosti (4.2.5) je razliqit od
nule samo na kompaktnom skupu Q, jer X eH ◦ u ima kompaktan nosaq. Osim
toga, iz Koxi–Xvarcove nejednakosti imamo

∣∣∣∣∣∣

∫∫

Q

〈
∂un

∂s
, JX eH ◦ u

〉∣∣∣∣∣∣

2

dsdt ≤
∫∫

Q

∥∥X eH ◦ u
∥∥2

dsdt ·
∫∫

Q

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

dsdt

≤ c1

∫∫

Q

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

dsdt,

jer je ‖X eH‖ ograniqen, a Q kompaktan. Dokaz uniformne ograniqenosti
energije �e sada slediti iz uniformne ograniqenosti izraza

∫∫

Q

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

dsdt.

7Videti definiciju na strani 20.
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Da bismo dokazali ovu uniformnu ograniqenost, oznaqimo sa Ω otvoren
skup, takav je Ω kompaktan podskup skupa Σ i Q ⊂ Ω. Iz lokalne regu-
larnosti (videti Lemu V.4.6 u [44]), sledi da je, za r > 2:

‖un‖W1,r(Q) ≤ c
(‖un‖Lr(Ω) + ‖X eH‖Lr(Ω)

)
. (4.2.6)

Neka je An ⊂ Q skup na kom je
∥∥∂un

∂s

∥∥2 ≤ 1, a Bn := Q \ An. Imamo:

∫∫

Q

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

dsdt =

∫∫

An

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

dsdt +

∫∫

Bn

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
2

dsdt

≤ 1 ·m(An) +

∫∫

Bn

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
r

dsdt ≤ c2 +

∫∫

Q

∥∥∥∥
∂un

∂s

∥∥∥∥
r

dsdt

≤ c2 + c
(‖un‖Lp(Ω) + ‖X eH‖Lp(Ω)

) ≤ c2 + c · c3,

(4.2.7)

jer su un i X eH ograniqeni u C0 normi, a Ω konaqne mere. ♦

Poxto su energija i C0 norma niza un uniformno ograniqene, mo�emo

da primenimo Gromovǉeve rezultate (date u [30]) o lokalnoj konvergen-

ciji. Radi kompletnosti, da�emo kratak opis tih rezultata. Ukoliko

je

sup
n
‖dun‖L∞ < ∞

tada je niz un ravnostepeno neprekidan, pa iz Arcela–Askolijeve teoreme

sledi dokaz ovog tvr�eǌa.

Ukoliko to nije sluqaj, onda se mo�e dokazati8 da se ova uniformna

ograniqenost naruxava samo u konaqno mnogo taqaka, to jest, da postoji

konaqno mnogo taqaka {z1, . . . , z l} i nizova {z1
n}, · · · , {z l

n} takvih da va�i

lim
n→∞

zj
n = zj, lim

n→∞
‖dun(zj

n)‖ → +∞, j = 1, . . . , l

i da je u nekoj okolini svake taqke iz Σ\{z1, . . . , z l} niz dun uniformno

ograniqen. U opxtem sluqaju, ukoliko se L∞− norma prvih izvoda u

nekim taqkama domena beskonaqno uve�ava, mo�e do�i do slede�e po-

jave [30] (videti i [4, 59, 44]): niz holomorfnih diskova un : Σ → P

8Videti, na primer, Stav 3.3 u [66].
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lokalno uniformno ograniqene W 1,2 norme ima podniz koji konvergira

C1 lokalno uniformno ,,do na mehurove”, odnosno, van skupa {z1, . . . , z l},
ka nekom u : Σ → P (videti Sliku 4.3).

OM

un u

v1

v2

v3

Slika 4.3: Pojava mehura na graniqnoj holomorfnoj krivoj

Osim toga, postoje holomorfne krive vj : CP 1 → P , j = 1, . . . , l, za koje

va�i:

a) E(u) +
∑
j

E(vj) = lim
n→∞

E(un);

b) skupovi Im(un) konvergiraju ka Im(u) ∪⋃
j

Im(vj);

v) skup Im(u)∪⋃
Im(vj) je povezan i kroz svaku taqku u(zj) prolazi neka

od sfera vj.

Najjednostavniji primer ovog fenomena je niz preslikavaǌa un : CP 1 →
CP 1, un(z) := nz. Preslikavaǌe u je konstantno, u ≡ ∞, i un kovergira C1

lokalno uniformno van taqke z = 0, a u ǌoj se javǉa mehur, v(z) = z.

U sluqaju niza holomorfnih diskova sa granicom na Lagran�evim

podmnogostrukostima mo�e do�i do pojave mehurova ne samo u obliku

holomorfnih sfera (xto je sluqaj kada je taqka u kojoj se javǉa mehur

unutraxǌa), ve� i u vidu holomorfnih diskova sa istim graniqnim
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uslovima (videti Sliku 4.3), ako se radi o rubnoj taqki (videti [58]).

Me�utim u naxem sluqaju ne dolazi do pojave mehurova ni u vidu holo-

morfnih sfera ni u vidu holomorfnih diskova. Holomorfnih sfera nema

jer je forma ω na T ∗M taqna, a sfera CP 1 bez granice, pa iz Stoksove

formule sledi:

1

2

∫∫

CP 1

‖du‖2 =

∫∫

CP 1

u∗ω =

∫∫

CP 1

u∗dθ =

∫∫

∂CP 1=∅

u∗θ = 0.

Odavde zakǉuqujemo da su jedina holomorfna preslikavaǌa konstantna.

Ni holomorfni diskovi sa granicom na nultom seqeǌu ne postoje iz sliq-

nih razloga. Ako pretpostavimo da je u takav holomorfni disk, imamo:

1

2

∫∫

D

‖du‖2 =

∫∫

D

u∗ω =

∫∫

CP 1

u∗dθ =

∫∫

∂D⊂OM

u∗θ = 0, (4.2.8)

jer je θ|OM
= 0.

Dokazi citiranih tvr�eǌa su izvedeni, u navedenoj literaturi, za niz

(perturbovanih) holomorfnih diskova koji za kodomen imaju kompaktnu

mnogostrukost. Zato nam je ovde potrebna C0 uniformna ograniqenost

dokazana u Lemi 44.

Iz lokalne C1 konvergencije sledi da je i graniqni disk u tako�e

lokalno rexeǌe jednaqine (4.2.3), a iz eliptiqnosti operatora ∂J, eH sledi

da je u i klase C∞.

Lema 49. Neka je dat niz (αn, u, βn) ∈ MR(~p, ~f, g;
−→
H, J). Tada niz un ima

konvergentan podniz koji konvergira u W 1,r− normi. Ako niz (αn, un, βn) C∞
loc−

konvergira ka (α, u, β) ∈MR(~p, ~f, g;
−→
H, J), tada je on i W 1,r konvergentan.

Dokaz: Ako je v rexeǌe perturbovane Koxi - Rimanove jednaqine (4.2.3),

tada su slede�i uslovi ekvivalentni (za dokaz videti, na primer [66]):

1) Energija E(v) je konaqna.
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2) Postoje limesi

v(±∞, t) = lim
s→±∞

v(s, t)

koji predstavǉaju Hamiltonove puteve sa krajevima na OM za Hamil-

tonijan koji uqestvuje jednaqini ∂J,H = 0. Ovi limesi su uniformni

po t ∈ [0, 1].

3) Ako je jox H (u okolini beskonaqnih krajeva) takvo da je OM t
φH

1 (OM), tada postoje konstante δ > 0 i c > 0 takve da va�i
∣∣∣∣
∂v

∂s

∣∣∣∣ ≤ ce−δ|s| (4.2.9)

za sve s i t.

Neka je un podniz iz Leme 47 koji konvergira lokalno uniformno. Prime-

timo najpre da je limes u niza un ponovo objekat istog tipa: iz uniformne

C∞
loc konvergencije vidimo da u zadovoǉava perturbovanu Koxi–Rimanovu

jednaqinu na celom svom domenu, da su taqke u(s, 0) i u(s, 1) na nultom

seqeǌu, kao i da u ima ograniqenu energiju. Odavde zakǉuqujemo da je

u(±∞, t) Hamiltonov put sa krajevima na OM za Hamiltonijan H = 0,

odnosno konstantan put. Oznaqimo

u(±∞, t) ≡ x ∈ OM .

Doka�imo sada da un ⇒ u na celom svom domenu. Ako pretpostavimo da

to ne va�i, kako imamo lokalno uniformnu konvergenciju, postoji ε > 0

i nizovi tn ∈ [0, 1], sn → −∞ takvi da je

d(un(sn, tn), x) = max
t∈[0,1]

d(un(sn, t), x) ≥ ε (4.2.10)

(jer je d(un(sn, t), x) ≥ d(un(sn, t), u(sn, t))−d(x, u(sn, t)), a veliqina d(x, u(sn, t))

te�i nuli kad n → ∞). Kako je slika svih preslikavaǌa un sadr�ana u

kompaktnom skupu (ovo sledi iz C0−uniformne ograniqenosti, dokazane

u Lemi 44), to postoji podniz niza yn := un(sn, tn) (ponovo oznaqen sa yn)
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koji konvergira ka nekom y. Iz nejednakosti (4.2.10) vidimo da je y 6= x.

Neka su U i V disjunktne okoline taqaka x i y. Neka su s0 ∈ R i n0 ∈ N
takvi za svako n ≥ n0, s ≤ −s0 va�i yn ∈ V , xn ≡ un(−∞, t) ∈ U . Kako je,

za n ≥ n1 i un(sn, t) ∈ U za svako t (jer un(s, t) ⇒ xn, kad s → −∞), to je

i yn ∈ U , xto je nemogu�e, jer U ∩ V = ∅. Na isti naqin rezonujemo i

drugom beskonaqom kraju (+∞). Odavde zakǉuqujemo da un ⇒ u na celom

R× [0, 1].

Doka�imo sada da un
W 1,r−→ u.

Posmatrajmo niz prvih izvoda

∫∫

R×[0,1]

‖dun‖2dsdt =

−R−1∫

−∞

1∫

0

‖dun‖2dsdt +

R+1∫

−R−1

1∫

0

‖dun‖2dsdt +

+∞∫

R+1

1∫

0

‖dun‖2dsdt
(∗)
=

−R−1∫

−∞

1∫

0

u∗nω +

R+1∫

−R−1

1∫

0

‖dun‖2dsdt + 2

+∞∫

R+1

1∫

0

u∗nω =

−R−1∫

−∞

1∫

0

d(u∗nθ) +

R+1∫

−R−1

1∫

0

‖dun‖2dsdt + 2

+∞∫

R+1

1∫

0

d(u∗nθ)
(∗∗)
=

2

1∫

0

un(−R− 1, t)∗θ +

R+1∫

−R−1

1∫

0

‖dun‖2dsdt + 2

1∫

0

un(R + 1, t)∗θ.

(4.2.11)

Jednakost (∗) va�i jer su preslikavaǌa un|(−∞,−R−1)×[0,1] holomorfna; jed-

nakost (∗∗) sledi iz Stoksove formule i qiǌenice da je un(s, 0) ∈ OM .

Podsetimo se da je un = expu ηn, gde su ηn seqeǌa raslojeǌa u∗n(T ∗M) nad

bazom R× [0, 1] (ovo su, ustvari vektorska poǉa du� u) i da se topologija

na skupu preslikavaǌa u lokalno zadaje topologijom na prostoru seqeǌa

η. Ako u jednaqini (4.2.11) stavimo un = exp ηn, kako ηn, dηn → 0 uni-

formno na kompaktima i kako se svi integrali u (4.2.11) pojavǉuju sa

skupom konaqne mere, to vidimo da va�i da dηn
L2−→ 0. Uslov dηn

L2−→ 0

ekvivalentan je uslovu dun
L2−→ du. Iz uslova ηn ⇒ 0 tako�e zakǉuqujemo

da je, za n ≥ n0, |dηn| ≤ 1, pa, za r > 2, va�i ‖dηn‖r
Lr ≤ ‖dηn‖2

L2. Odatle
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sledi da dηn
Lr−→ 0, pa dun

Lr−→ du.

Doka�imo sada da i ηn
Lr−→ 0. Kako je skup R × [0, 1] kontraktibi-

lan, raslojeǌa u∗n(T ∗M) su trivijalna, pa mo�emo da pretpostavimo da je

T ∗M = R2n. Zaista, kako un ⇒ u, mo�emo da izaberemo trivijalizacije

Φn : u∗n(T ∗M) → (R× [0, 1])× R2n, Φ : u∗(T ∗M) → (R× [0, 1])× R2n

takve da va�i

lim
n→∞

sup
(s,t)

‖Φn(s, t)− Φ(s, t)‖ = 0,

pa Φn(ηn)
Lr−→ 0 ako i samo ako ηn

Lr−→ 0. Ako saW1,r i Lr oznaqimo skup svih

preslikavaǌa η : R×[0, 1] → R2n, klase W 1,r i Lr, sa osobinom η(s, 1), η(s, t) ∈
Rn × {0}, tada preslikavaǌe

∂ : W1,r → Lr

ima neprekidan levi inverz. Zaista, iz Stoksove formule sledi da su sve

nule operatora ∂ konstante, pa iz Lr integrabilnosti sledi da je ∂ in-

jektivno. Kako je ∂ i Fredholmov operator, to se ǌegov levi inverz mo�e

dodefinisati van slike operatora ∂. Iz Teoreme o zatvorenom grafiku

sledi da je ovaj levi inverz neprekidan. Sada imamo:

‖dηn‖r
Lr =

∥∥∥∥
∂ηn

∂s

∥∥∥∥
r

Lr

+

∥∥∥∥
∂ηn

∂t

∥∥∥∥
r

Lr

=

∥∥∥∥
∂ηn

∂s

∥∥∥∥
r

Lr

+

∥∥∥∥J
∂ηn

∂t

∥∥∥∥
r

Lr

≥
∥∥∥∥
∂ηn

∂s
+ J

∂ηn

∂t

∥∥∥∥
r

Lr

=
∥∥∂ηn

∥∥r

Lr ≥ c‖ηn‖W 1,r ,

odakle, na osnovu ve� dokazane Lr− konvergencije prvih izvoda, dobijamo

konvergenciju u W 1,r− normi.

Ako je limes datog niza (α, u, β) element prostora MR(~p, ~f, g;
−→
H, J),

tada se, sliqnim rezonovaǌem kao u sluqaju holomorfnih diskova, lako

dokazuje da αn(s) ravnomerno kovergira ka α(s), i βn(s) ravnomerno kon-

vergira ka β(s), na celim svojim domenima. Doka�imo i konvergeciju
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u W 1,r−normi. Za svako rexeǌe gradijentne jednaqine γ̇ = ∇f1(γ) va�i

slede�a ocena (videti [69]):

|γ(s)| ≤ ce−δ|s|, s ≤ −s0,

pri qemu konstante c, δ i s0 zavise od kritiqne taqke p funkcije f1.

Odavde, iz konvergencije taqka-po-taqka i Teoreme o dominantnoj konver-

genciji zakǉuqujemo da αn
Lr−→ α. Da bismo dokazali i Lr konvergenciju

niza izvoda, pre�imo na (kao i u sluqaju diskova), trivijalizovani i

linearizovani sluqaj. Neka je ξn = expα αn. Uslov da αn konvergira uni-

formno znaqi da ξn

C∞

⇒ 0. Preslikavaǌa ξn : (−∞, 0] → Rn su, u lokalnim

koordinatama, rexeǌa jednaqine

ξ̇n = Bn(s)ξn

gde su Bn(s), matrice koje zavise od αn, trivijalizacija

Ψn : α∗nM → (−∞, 0])× Rn

i funkcije f1. Iz αn ⇒ α sledi da ‖Bn‖ ≤ M . Iz ve� dokazane Lr konver-

gencije niza ξn imamo:

‖ξ̇n‖Lr = ‖Bn(s)ξn‖Lr ≤ M‖ξn‖Lr

odakle dobijamo �eǉenu konvergenciju u W 1,r− normi. Analogno izvodimo

isti zakǉuqak o nizu βn.

Vratimo se dokazu Tvr�eǌa 42.

Neka je (αn, un, βn) niz u MR(~p, ~f, g;
−→
H, J). Iz Leme 47 sledi da pos-

toji C∞
loc uniformno konvergentan podniz, ponovo isto oznaqen, takav da

je un konvergentan u W 1,r− topologiji. Ako je limes (α, u, β) (gde je

α(s) = lim
n→∞

αn(s), u(s, t) = lim
n→∞

un(s, t) i β(s) = lim
n→∞

βn(s)) element prostora

MR(~p, ~f, g;
−→
H, J), dokaz je zavrxen zahvaǉuju�i Lemi 49. Pretpostavimo

zato da to nije sluqaj. U nastavku dokaza koristi�emo slede�e pomo�no

tvr�eǌe (qiji dokaz, mada standardan, nije precizno dat u literaturi

poznatoj autoru).
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Lema 50. Neka je α rexeǌe gradijentne jednaqine dα
ds

= −∇f(α(s)). Tada su
α(±∞) = lim

s→±∞
α(s) kritiqne taqke Morsove funkcije f .

Dokaz: Iz gradijentne jednaqine i kompaktnosti mnogostrukosti M sledi

da je realna funkcija

ϕ : R→ R, ϕ(s) := f(α(s))

monotona i ograniqena, pa ima limes u beskonaqnosti. Neka je sn

proizvoǉan niz u R koji te�i ka +∞ i ε > 0 proizvoǉno. Iz Teoreme o

sredǌoj vrednosti sledi da postoji niz an ∈ (0, ε) takav da je

ϕ(sn + ε)− ϕ(sn) = εϕ′(sn + an), (4.2.12)

odakle sledi da ϕ′(sn + an)
n→∞−→ 0 (jer na levoj strani jednakosti (4.2.12)

oba qlana konvergiraju ka istom broju). Va�i i

|ϕ′(sn + an)− ϕ′(sn)| < M |sn + an − sn| < Mε (4.2.13)

pa je i ϕ′(sn) proizvoǉno malo, za n dovoǉno veliko. Kako je niz sn

proizvoǉan, to je lim
s→∞

ϕ′(s) = 0. Nejednakost (4.2.13) va�i jer je funkcija

ϕ′ (kao i svi izvodi funkcije ϕ) Lipxicova, poxto joj je prvi izvod

ograniqen (ovo sledi iz glatkosti funkcije f i kompaktnosti mnogostru-

kosti M).

Kako je

ϕ′(s) = 〈∇f(α(s)), α̇(s)〉 = −‖∇f(α(s))‖2, (4.2.14)

to je i lim
s→∞

∇f(α(s)) = 0. Neka je, ponovo, sn proizvoǉan niz u R koji

te�i ka +∞. Kako je M kompaktna, to niz α(sn) ima konvergentan podniz,

koji konvergira ka nekom p ∈ M . Iz prethodnog rasu�ivaǌa sledi da je

p kritiqna taqka funkcije f . Kada sam niz α(sn) ne bi konvergirao ka p,

onda bi postojao ǌegov drugi podniz, koji bi konvergirao ka q (tako�e

kritiqnoj taqki). Kritiqne taqke pj Morsove funkcije su izolovane i
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ima ih konaqno mnogo, a mnogostrukost M kompaktna, pa postoje diskunk-

tne okoline Uj 3 pj i m > 0 takvo da je ‖∇f‖ > m van
l⋃

j=1

Uj. Neka je

α(sn) → p ∈ Uj0, α(tn) → q ∈ Uj1, gde sn, tn → +∞. Kako je, za n ≥ n0,

α(sn) ∈ Uj0, α(tn) ∈ Uj1, iz neprekidnosti preslikavaǌa α sledi da postoji

niz dn → +∞ takav da9 α(dn) /∈
l⋃

j=1

Uj, pa je ‖∇f(α(dn))‖ > m, xto je u

kontradikciji sa (4.2.14) i uslovom ϕ′(s)
s→+∞−→ 0.

Iz Leme 50 sledi da (α, u, β) ∈ MR

(
(p l, q0), ~f ;

−→
H

)
, za neke kritiqne

taqke p l i q0 Morsovih funkcija f1 i f2. Va�i f1(p
l) < f1(p) i f2(q

0) > f2(q).

Naime, funkcije f1 i f2 opadaju du� svojih gradijentnih trajektorija, pa

je, za svako n i s, f1(αn(s)) < f1(p) = f1(−∞). Posle prelaska na dva

limesa dobijamo f1(α(−∞)) ≤ f1(p). Osim toga, mo�emo pretpostaviti da

su vrednosti u kritiqnim taqkama funkcije f1 me�usobno razliqite,10

to jest, da va�i stroga nejednakost. Izaberimo regularnu vrednost a ∈
(f1(p

l), f1(p)) funkcije f1 i niz tn ∈ R takav da je f1(αn(tn)) = a. Ovakav niz

postoji za svako a (poqevxi od nekog n0) jer je:

1. f1(αn(−∞)) = f1(p)

2. f1(αn(0))
n→∞−→ f1(α(0)) < f1(α(−∞)) = f1(p

l), pa je, za n ≥ n0, f1(αn(0)) <

f1(p
l).

Niz tn te�i ka −∞, naime, ako pretpostavimo da je tn (ili neki ǌegov

podniz) ograniqen, iz lokalno uniformne konvergencije zakǉuqujemo da

d (αn(tn), α(tn))
n→∞−→ 0, odakle lako sledi da je f1(αn(tn)) ≤ f1(p

l), za dovoǉno

veliko n.
9Ako takav niz ne bi postojao, tada bi va�ilo:

α([tn, sn]) ⊂ Uj0 ∪ . . . ∪ Ujk
, (4.2.15)

za neke jl za koje je α([tn, sn])∩Ujl
6= ∅. Kako je α([tn, sn]) povezan skup i α([tn, sn])∩Ujl

6= ∅, to je
α([tn, sn])∪Uj0 ∪ . . .∪Ujk

tako�e povezan. Ali, pod pretpostavkom (4.2.15) va�i α([tn, sn])∪Uj0 ∪
. . . ∪ Ujk

= Uj0 ∪ . . . ∪ Ujk
, pa dobijamo kontradikciju, jer je Uj0 ∪ . . . ∪ Ujk

oqigledno nepovezan.
10Ukoliko to nije sluqaj, malim perturbacijama Morsove funkcija u blizinih kritiqnih

taqaka mo�emo posti�i da jeste.
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Koriste�i iste argumente kao za polazni niz, zakǉuqujemo da niz

αn(·+ tn) kovergira lokalno uniformno ka gradijentnoj trajektoriji. Ni-

zovi α̃n := αn(· + tn) imaju domene (−∞,−tn], pa kako tn
n→∞−→ −∞, mo�emo

pretpostaviti da graniqna trajektorija (novog niza, α̃n) ima za domen

R. Ovaj postupak mo�emo ponoviti za nove kritiqne taqke nove graniqne

trajektorije. Postupak �e se zavrxiti nakon konaqno mnogo koraka jer

kritiqnih taqaka Morsove funkcije ima konaqno mnogo. Dobijene tra-

jektorije su povezane, odnosno, nastavǉaju se jedna na drugu, jer su vred-

nosti u kritiqnim taqkama funkcije f1 me�usobno razliqite, pa biraju�i

novu vrednost izme�u vrednosti svake susedne11 dve kritiqne taqke dobi-

jamo trajektoriju koja ih spaja. Isto va�i i za drugi kraj, odnosno

trajektoriju β. Zakǉuqak o maksimalnom broju ,,lomǉeǌa” izvodimo

iz dimenzija svake od mnogostrukosti M̂(pj, pj+1, f1, g), M̂(qj, qj+1, f2, g) i

MR

(
(pl, q0), ~f , g;

−→
H, J

)
. Naime, ako postoji trajektorija u mnogostrukosti

M̂(pj, pj+1, f1, g), tada je

dimM̂(pj, pj+1, f1, g) = mf1(p
j)−mf2(p

j+1)− 1 ≥ 0.

Isto va�i i za skup M̂(qj, qj+1, f2, g), dok je

dimMR

(
(pl, q0), ~f , g;

−→
H, J

)
= mf1(p

l)−mf2(q
0) ≥ 0.

Odavde, ako su p1, . . . , pl, q0, . . . , qk−1 taqke raspadaǌa, va�i:

mf1(p) > mf1(p
1) > · · · > mf1(p

l) ≥ mf2(q
0) > mf2(q

1) > · · · > mf2(q).

4.2.2 Konvergencija u sluqaju promenǉivih Hamiltonijana

U sluqaju jednog ulaza i jednog izlaza, tvr�eǌe jednog smera (∂M ⊂ B)
Teoreme 41 se svodi na

Tvr�eǌe 51. Ako niz (Rn, αn, un, βn) u M(R; ~p, ~f, g;
−→
H, J) nema W 1,r− konver-

gentan podniz, tada razlikujemo dva sluqaja.

Prvi sluqaj: Ukoliko je niz Rn ograniqen tada postoje:
11Misli se na susedne po vrednosti funkcije f1 u ǌima.
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• kritiqne taqke p = p0, p1, . . . , p l funkcije f1,

• kritiqne taqke q0, q1, . . . , qk = q funkcije f2,

• gradijentne trajektorije αj ∈ M(pj, pj+1, f1, g), j = 0, 1, . . . , l − 1,

• gradijentne trajektorije βj ∈ M(qj, qj+1, f2, g), j = 0, 1, . . . , k − 1,

• (R̃, α, u, β) ∈M
(
R, (p l, q0), ~f , g;

−→
H, J

)
ili

(α, u, β) ∈MR0

(
(p l, q0), ~f , g;

−→
H, J

)
,

• nizovi {tjn}∞n=1, za j = 0, 1, . . . , l − 1, {sj
n}∞n=1, za j = 0, 1, . . . , k − 1, u R,

• podniz (oznaqimo ga ponovo sa (αn, un, βn)) polaznog niza,

takvi da va�i (oznaka (αn, un, βn) se odnosi na podniz):

1. αn(·+ tjn)
C∞loc

⇒ αj, j = 0, 1, . . . , l − 1;

2. βn(·+ sj
n)

C∞loc

⇒ βj, j = 0, 1, . . . , k − 1;

3. (αn, un, βn)
C∞loc

⇒ (α, u, β);

4. 1 ≤ l + k ≤ mf1(p)−mf2(q) + 1;

5. Rn
n→∞−→ R0 ili Rn

n→∞−→ R̃.

Drugi sluqaj: Ukoliko je niz Rn neograniqen tada postoje kritiqne
taqke p = p0, p1, . . . , p l, q0, q1, . . . , qk = q, gradijentne trajektorije αj ∈
M(pj, pj+1, f1, g), βj ∈ M(qj, qj+1, f2, g) i nizovi realnih brojeva {tjn}∞n=1, i
{sj

n}∞n=1, kao malopre. Osim toga, postoje i

• Hamiltonovi putevi xj koji odgovaraju Hamiltonijanu H1, za j =
1, . . . , a;

• Hamiltonovi putevi yj koji odgovaraju Hamiltonijanu H2, za j =
1, . . . , b;

• (α, u1) ∈MR′0(p
l, f1, g; x1, H1, J);

• vj ∈ M̂(xj, xj+1, H1, J), za j = 1, . . . , a− 1;

• u ∈ M̂(xa, y1, g; H̃, J);
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• wj ∈ M̂(yj, yj+1, H2, J), za j = 1, . . . , b− 1;

• (u2, β) ∈MR′′0 (yb, H2, J ; q0, f2, g);

• nizovi realnih brojeva {rj
n}∞n=1, za j = 1, . . . , a− 1;

• nizovi realnih brojeva {τ j
n}∞n=1, za j = 1, . . . , b− 1;

• nizovi realnih brojeva cn i dn,

takvi da va�i:

1. un(·+ rj
n, ·)

C∞loc

⇒ vj, j = 1, . . . , a− 1;

2. un(·+ τ j
n, ·)

C∞loc

⇒ wj, j = 1, . . . , b− 1;

3. (αn, un(·+ cn, ·))
C∞loc

⇒ (α, u1);

4. un

C∞loc

⇒ u;

5. (un(·+ dn, ·), βn)
C∞loc

⇒ (u2, β);

6. 1 ≤ l + k + a + b ≤ mf1(p)−mf2(q) + 1.

Kao i ranije, mo�e da se desi da je neki od brojeva k, l, a ili b

jednak nuli, odnosno da ne dolazi do raspadaǌa obe trajektorije ili oba

cilindriqna kraja.

Napomena 52. Ovde �emo (videti dokaz koji sledi) elementima skupova
oblika MR0(p, f, g; x,H, J) smatrati parove (u, γ) koji zadovoǉavaju jed-
naqinu (2.1.9) uz slede�e izmene: u je definisano na beskonaqnoj traci
R × [0, 1] a ne na polutraci [0, +∞) × [0, 1] (naravno, ρR0 koje uqestvuje
u (2.1.9) je sada glatka neopadaju�a funkcija definisana na R, jednaka
nuli na (−∞, R0], i jedinici na [R0+1, +∞)). Ono xto je za nas od interesa
su PSS homomorfizmi koje ovi skupovi indukuju. Pomo�u operatora lan-
qaste homotopije (korix�eǌem sliqnih argumenata kao u Poglavǉu 6.1.2
ili u dokazu Teoreme 49 u [75]) mo�e se dokazati da su homomorfizmi
indukovani preslikavaǌima koja za domen imaju traku i preslikavaǌima
koja za domen imaju polutraku isti na nivou homologija. Sliqno va�i
skupove oblika MR0(x,H, J ; p, f, g). ♦
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Dokaz Tvr�eǌa 51: Deo vezan za gradijentne trajektorije je potpuno isti

kao i u dokazu Tvr�eǌa 42. Pre�imo na deo tvr�eǌa vezan za niz un.

U (4.2.4) dokazali smo

0 = A eHR
(un(+∞, t))−A eHR

(un(−∞, t)) = −1

2
E(un)−

1∫

0

+∞∫

−∞

dH̃R

ds
(s, un)dsdt.

(4.2.16)

Podsetimo se da su svi Hamiltonijani H̃R nastali mno�eǌem funkcije ρR

definisane u (3.1.2) i fiksiranih Hamiltonijana H1 i H2, i to tako da je

funkcija ρR razliqita od konstante samo na intervalima ukupne du�ine

najvixe 2. Zbog toga je izraz
dH̃R

ds
(s, un) razliqit od nule na skupu mere

najvixe 2, pa, kako H1 i H2 imaju kompaktne nosaqe u T ∗M , imamo
∣∣∣∣∣∣

1∫

0

+∞∫

−∞

dH̃R

ds
(s, un)dsdt

∣∣∣∣∣∣
≤ c.

Dokazali smo uniformnu ograniqenost energije, pa mo�emo da primenimo

Gromovǉeve teoreme o konvergenciji, i iz istih razloga kao u dokazu

Tvr�eǌa 42, eliminixemo mogu�nost postojaǌa holomorfnih mehurova.

Tako�e, na isti naqin dokazujemo tvr�eǌe iz Leme 49: ako je C∞
loc− limes

(koji postoji zbog dokazane ograniqenosti energije) element polaznog

prostora, tada niz (Rn, αn, un, βn) konvergira i u W 1,r− topologiji.

U sluqaju da je niz Rn ograniqen, iz ǌega mo�emo da izdvojimo kon-

vergentan podniz – ponovo isto oznaqen – Rn
n→∞−→ R̃, pa da na odgo-

varaju�i podniz (αn, un, βn) primenimo rasu�ivaǌe iz Tvr�eǌa 42; uko-

liko je R̃ = R0, sredixǌi neizlomǉeni objekat u graniqnom izlomǉe-

nom je (α, u, β) ∈ MR0

(
(p l, q0), ~f ,

−→
H

)
, a ako nije, onda je to (R̃, α, u, β) ∈

M
(
R, (p l, q0), ~f ,

−→
H

)
.

Ako niz Rn nije ograniqen, tvr�eǌa koja se odnose na niz un va�e i

daǉe. Mo�emo da pretpostavimo da Rn → ∞. Graniqni disk u(s, t) :=

lim
n→∞

un(s, t) je rexeǌe perturbovane Koxi–Rimanove jednaqine (4.2.3).
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Kako je

∂u

∂s
+ J

∂u

∂t
= XH1(u), za s ≤ −2;

∂u

∂s
+ J

∂u

∂t
= XH2(u), za s ≥ 2

to je u(±∞, t) = lim
s→±∞

u(s, t) Hamiltonov put sa krajevima na nultom seqeǌu

koji odgovara Hamiltonijanu H1 u −∞ a Hamiltonijanu H2 u +∞. Neka

je xa(t) := u(−∞, t). Posmatrajmo niz ǔn(s, t) := un(s−Rn, t). Va�i

∂ǔn

∂s
(s, t) + J

∂ǔn

∂t
(s, t) =

∂un

∂s
(s−Rn, t) + J

∂un

∂t
(s−Rn, t).

Za svako n, un zadovoǉava perturbovanu Koxi–Rimanovu jednaqinu de-

finisanu pomo�u funkcije ρRn qiji je grafik prikazan na Slici 4.4.

−Rn − 1 −1 2 Rn

ρRn

Slika 4.4: Funkcija ρRn

Kako je
s−Rn ∈ [−Rn,−2] ⇔ s ∈ [0, Rn − 2],

s−Rn ∈ (−∞,−Rn − 1] ⇔ s ∈ (−∞,−1],

to vidimo da niz ǔn zadovoǉava jednakost

∂ǔn

∂s
(s, t) + J

∂ǔn

∂t
(s, t) =





0, s ≤ −1,

XH1 , s ∈ [0, Rn − 2].

Niz ǔn u okolini −∞ zadovoǉava uslove Tvr�eǌa 42, odnosno konvergira

ravnomerno (na (−∞, c]× [0, 1]) ka nekom objektu, oznaqimo ga sa u1, za koji

va�i u1(−∞, t) = α(0). Kako za svako s ≥ −1 postoji n0 takvo da, za svako

n ≥ n0 va�i
∂ǔn

∂s
(s, t) + J

∂ǔn

∂t
(s, t) = XH1 ,
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to je

u1(+∞, t) = x1(t),

gde je x1(t) Hamiltonov put sa krajevima na OM koji odgovara Hamil-

tonijanu H1. Nastavǉamo postupak sliqno kao u sluqaju lomǉeǌa tra-

jektorija.12 Ako se putevi x1 i xa poklapaju, dokaz je zavrxen, odnosno,

a = 1. Ako to nije sluqaj, tada je AH1(x1) ≥ AH1(xa). Naime, AH1 opada

du� svog toka, a za proizvoǉne s1 i s2 postoji n0 takvo da za svako n ≥ n0

va�i s1 −Rn < s2, pa je:

AH1(ǔn(s1, t)) = AH1(u(s1 −Rn, t)) ≥ AH1(un(s2, t)).

Ako u prethodnoj nejednakosti pustimo da n →∞, dobijamo

AH1(u
1(s1, t)) ≥ AH1(u(s2, t)).

Konaqno, ako s1 → +∞, a s2 → −∞, dobijamo AH1(x1) ≥ AH1(xa). Mo�emo

pretpostaviti da funkcional dejstva AH1 uzima razliqite vrednosti za

razliqite Hamiltonove puteve, odnosno da je AH1(x
1) > AH1(x

a) (videti

Napomenu 53 koja sledi iza dokaza). Sada izaberimo regularnu vred-

nost d funkcionala AH1(x
a) u intervalu (AH1(x

a),AH1(x
1)) i niz taqaka tn

takav da je AH1(un(· + tn, ·)) = d. Nakon konaqno mnogo koraka postupak se

zavrxava.

Napomena 53. Neka je H : T ∗M → R glatka funkcija sa kompaktnim
nosaqem takva da je OM t φH

1 (OM). Pretpostavimo da je AH(γ1) = AH(γ2)
za dva razliqita Hamiltonova puta koja poqiǌu i zavrxavaju se na OM .
Izaberimo otvorene skupove U i V takve da va�i:

1. V kompaktan,

2. γ1([0, 1]) ⊂ U ⊂ U ⊂ V ,

3. γ1 je jedini Hamiltonov put sa krajevima u nultom seqeǌu koji ima
neprazan presek sa skupom V .13

12Niz cn u formulaciji Tvr�eǌa je niz −Rn.
13Mogu�e je ispuniti ovaj uslov jer su Hamiltonovi putevi sa krajevima na OM izolovani.
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Izaberimo glatku funkciju β takvu da va�i

β(x) =

{
1, x ∈ U,

0, x /∈ V.

Neka je ε0 > 0. Definiximo Hamiltonijan Ĥ := H + ε0β. Iz definicije
funkcionala dejstva

A bH(γ) =

1∫

0

γ∗θ − Ĥdt

vidimo da je

A bH(γ1) = AH(γ1)− ε0 = AH(γ2)− ε0 < AH(γ2) = A bH(γ2).

Oqigledno je da se u U i van V Hamiltonovi putevi sa krajevima na
nultom seqeǌu za Hamiltonijane H i Ĥ poklapaju. Neka je x ∈ V \ U
proizvoǉno i γ̂ rexeǌe jednaqine

˙̂γ = X bH(γ̂), γ̂(c) = x,

za neko c ∈ [0, 1]. Neka je γ rexeǌe jednaqine

γ̇ = XH(γ), γ(c) = x.

Kako je x = γ(c) ∈ V \U , to iz uslova 3) u definiciji okolina U i V sledi
da γ(0) /∈ OM ili γ(1) /∈ OM . Pretpostavimo da va�i γ(0) /∈ OM . Putevi
γ̂ i γ su ustvari krajǌe taqke familije (za ε = 0 i ε = ε0) γε rexeǌa
jednaqine

γ̇ε = X(γε, ε), ε ∈ [0, ε0],

gde je
X(x, ε) = XH(x) + εXβ(x).

Ako x nije kritiqna taqka funkcije H, tada iz Teoreme o glatkoj zavis-
nosti rexeǌa obiqne diferencijalne jednaqine od parametra ε, imamo da
je d(γ̂(0), γ(0)) < δ. Smaǌuju�i ε ako je potrebno, zakǉuqujemo da ni γ̂(0) ne
pripada OM . Zakǉuqujemo da γ̂ nije Hamiltonov put pridru�en Hamil-
tonijanu Ĥ sa krajevima na OM . (Ako je x ∈ Crit(H) ∩ Crit(β), tada isti
zakǉuqak oqigledno va�i, jer je γ̂ ≡ x. Ako je x ∈ Crit(H) \ Crit(β), tada
mo�emo da primenimo isto rezonovaǌe na vektorsko poǉe X(x, ε) = X bH(x)−
εXβ(x).) Odavde sledi, kako su x ∈ V \ U i c ∈ [0, 1] bili proizvoǉni, da
ne postoji Hamiltonov put sa krajevima na nultom seqeǌu pridru�en
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Hamiltonijanu Ĥ koji seqe skup V \ U . Na ovaj naqin smo konstrui-
sali Hamiltonijan Ĥ (proizvoǉno blizu polaznom H), ne promenivxi
kritiqne taqke funkcionala dejstva, takav da je A bH(γ1) 6= A bH(γ2). Ponav-
ǉaju�i postupak u okolini svakog Hamiltonovog puta sa krajevima na OM

(kojih ima konaqno mnogo), dobijamo Hamiltonijan (proizvoǉno blizu po-
laznom), qiji funkcional dejstva ima razliqite vrednosti u razliqitim
kritiqnim taqkama. ♦

4.3 Lepǉeǌe

U ovom poglavǉu dokazujemo obratnu inkluziju u opisu granica mno-

gostrukosti mexovitog tipa, inkluziju B ⊂ ∂M. Lepǉeǌe pred-

stavǉa tehniku koja dokazuje da, za dati fiksirani izlomǉeni objekat

A (na primer, izlomǉeni objekat iz formulcije Teoreme 40), postoji

niz neizlomǉenih objekata iz mnogostrukosti qiji granicu �elimo da

opixemo, koji konvergira ka A u ve� opisanom, geometrijskom, smislu.

Ovde �emo dati dokaz Teoreme lepǉeǌa u sluqaju mnogostrukosti tipa

MR0(p, f, g; x,H, J) (na Slici 2.2 na strani 23), i to kada ,,se lomi” holo-

morfni disk (videti i [34]). Dokazi za ostale sluqajeve se suxtinski

ne razlikuju od ovog, osim xto je dokaz lepǉeǌa u sluqaju trajektorije

znaqajno jednostavniji.14 Glavni rezultat ovog poglavǉa je slede�e tvr-

�eǌe.

Tvr�eǌe 54. a) Neka je K ⊂ MR0(p, f, g; x,H, J) × M̂(x, y, H, J) kompaktan
skup. Tada postoji takva doǌa granica ρ0 = ρ0(K) i glatko utapaǌe

] : K × [ρ0, +∞) ↪→MR0(p, f, g; y, H, J)

((γ, u), v, ρ) 7→ (γ, u)]ρv,

za koje va�i: ako ρn → ∞, tada (γ, u)]ρnv
w−→ ((γ, u), v). Preciznije, ako

uvedemo oznaku (γn, un) := (γ, u)]ρnv, tada (γn, un)
C∞loc−→ (γ, u) i postoji niz

14Naime, u sluqaju gradijentnih trajektorija, radimo sa domenom dimenzije 1, pa se za tan-
gentni prostor mnogostrukosti preslikavaǌa P (iz Glave 3) mo�e uzeti W 1,2 koji je Hilbertov,
xto dosta pojednostavǉuje dokaze (videti dokaze Tvr�eǌa 56 i Leme 58).
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τn ∈ R, takav da

un(·+ τn, ·)
C∞loc−→ v(·, ·).

b) Neka je K kompaktan podsup skupa M̂(p, q, f, g)×MR0(q, f, g; x,H, J). Pos-
toji takva doǌa granica ρ0 = ρ0(K) i glatko utapaǌe

] : K × [ρ0, +∞) ↪→MR0(p, f, g; x,H, J)

(α, (γ, u), ρ) 7→ α]ρ(γ, u),

za koje va�i: ako ρn → ∞, tada α]ρn(γ, u)
w−→ (α, (γ, u)). Preciznije, ako je

(γn, un) := α]ρn(γ, u), tada (γn, un)
C∞loc−→ (γ, u) i postoji niz τn ∈ R, takav da

γn(·+ τn)
C∞loc−→ α(·).

y(t)

p

x(t)

x(t)

p

q

Slika 4.5:Lepǉeǌe izlomǉenih trajektorija mexovitog i jedinstvenog

tipa

Preslikavaǌe ] iz prethodnog tvr�eǌa nazivamo lepǉeǌem objekta mexo-

vitog (kombinovanog) tipa (γ, u) i (perturbovane) holomorfne trake v –

u sluqaju a), odnosno gradijentne trajektorije α i objekta kombinovanog

tipa – u sluqaju b), videti i Sliku 4.5. Parametar ρ ≥ ρ0 nazivamo

parametrom lepǉeǌa.

Pre nego xto doka�emo Tvr�eǌe 54, precizirajmo skupove (odnosno

mnogostrukosti) kojima pripadaju pomenuti objekti. Za date Hamilto-

nove puteve x(t) i y(t) sa krajevima u OM , tangentni prostor u taqki u0
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na mnogostrukost svih glatkih preslikavaǌa u za koja va�i




u : D → T ∗M,

u(s, 0), u(s, 1) ∈ OM ,

u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = y(t)

(4.3.1)

je skup svih glatkih vektorskih poǉa ξ du� u0 takvih da je




ξ : D → TT ∗M,

ξ(s, t) ∈ Tu0(s,t)T
∗M,

ξ(−∞, t) = ξ(+∞, t) = 0.

Sa W 1,r
u0

(x, y) i Lr
u0

(x, y) oznaqava�emo kompletiraǌe pomenutog tangen-

tog prostora u W 1,r− i Lr− normi Soboǉeva, a sa P1,r(x, y) skup svih

u iz (4.3.1) takvih da je tangentni prostor u taqki u0 dat sa:

Tu0P1,r(x, y) = W 1,r
u0

(x, y).

Ako sa M(x, y, H, J) oznaqimo skup svih preslikavaǌa u za koje va�i:




∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XH(u)) = 0,

u(s, i) ∈ L0, i ∈ {0, 1},
u(−∞, t) = x(t),

u(+∞, t) = y(t),

(4.3.2)

tada je skup M(x, y,H, J) jezgro glatkog seqeǌa:

K(u) = ∂H,J(u) =
∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
− J(u)XH(u) (4.3.3)

Banahovog raslojeǌa

E(x, y) → P1,r(x, y)

sa slojem Lr
u(x, y) nad u ∈ P1,r(x, y) (videti [19, 20] za detaǉe). Linea-

rizacija ovog seqeǌa u taqki u je Fredholmov operator definisan na

W 1,r
u (x, y) sa vrednostima u Lr

u(x, y), oblika

DKu(ξ) = ∇ ∂u
∂s

ξ + J(u)∇ ∂u
∂t

ξ +∇ξ (J(u)) ∂tu−∇ξ∇H(u). (4.3.4)
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ǋegov Fredholmov indeks je jednak razlici Maslovǉevih indeksa na kra-

jevima µH(x)− µH(y) (videti [56, 65]).

Napomena 55. Neka je

Φ : (R× [0, 1])× R2n → u∗(TT ∗M)

unitarna trivijalizacija, to jest, trivijalizacija za koju va�i:

Φ ◦ J0 = J ◦ Φ, ω(Φ·, Φ·) = ω0(·, ·),

gde su J0 i ω0 standardna simplektiqka i skoro kompleksna struktura u
R2n (unitarna trivijalizacija uvek postoji, ukoliko postoji proizvoǉna
trivijalizacija; videti, na primer, Lemu 3.1.4 u [69]). Neka je DKtriv

u :=
Φ−1 ◦DKu ◦ Φ trivijalizovani operator. Kako je

∇s(Φξ) = (∇sΦ) ξ + Φ(∂sη),

∇t(Φξ) = (∇tΦ) ξ + Φ(∂tη),

to je

DKtriv
u (ξ) =

∂ξ

∂s
(s, t) + J0

∂ξ

∂t
(s, t) + S(s, t)ξ(s, t), (4.3.5)

gde je

S(s, t)ξ = Φ−1

(
(∇sΦ) ξ + J(u) (∇tΦ) ξ + (∇ΦξJ(u))

∂u

∂t
−∇Φξ∇H(u)

)
.

Graniqna preslikavaǌa

S(±∞, t) = lim
s→±∞

S(s, t) = Φ−1J (∇tΦ−∇ΦXH) (4.3.6)

su simetriqna na skupu vektorskih funkcija ξ : [0, 1] koje imaju krajeve
ξ(0), ξ(1) na Rn × {0} u odnosu na L2−skalarni proizvod. Naime:

(∇tΦ−∇ΦXH)ξ = −Φ

(
∂ξ

∂t

)
+∇t(Φξ)−∇ΦξXH =

− Φ

(
∂ξ

∂t

)
+∇XH

(Φξ)−∇ΦξXH = −Φ

(
∂ξ

∂t

)
,

(4.3.7)

pri qemu je posledǌa jednakost taqna jer je u(+∞, ·) Hamiltonov put za
Hamiltonijan H (pa je XH = ∂u

∂t
), a Φξ vektorsko poǉe du� u, (pa su Φξ
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i XH = ∂u
∂t

generisani dvoparametarskom familijom, odnosno ∇XH
(Φξ) =

∇ΦξXH). Daǉe je:

〈S(±∞, t)ξ(t), η(t)〉L2 =

1∫

0

〈S(±∞, t)ξ(t), η(t)〉 dt =

−
1∫

0

〈
Φ−1JΦ

(
∂ξ

∂t
(t)

)
, η(t)

〉
dt

(i)
= −

1∫

0

〈
J0

(
∂ξ

∂t
(t)

)
, η(t)

〉
dt

(ii)
=

1∫

0

〈(
∂ξ

∂t
(t)

)
, J0η(t)

〉
dt

(iii)
= 〈ξ(t), J0η(t)〉

∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

〈
ξ,

(
∂J0η

∂t

)〉
dt

(iv)
=

−
1∫

0

〈
ξ, J0

(
∂η

∂t

)〉
dt = 〈η(t), S(±∞, t)ξ(t)〉L2 .

Jednakost (i) va�i jer je trivijalizacija Φ unitarna; jednakost (ii) jer je
preslikavaǌe J0 antisimetriqno; jednakost (iii) je parcijalna integraci-
ja; jednakost (iv) va�i jer je J0 linearno preslikavaǌe (nezavisno od t)
i ξ(0), ξ1 ∈ R× {0}, dok je

J0η(0), J0η(1) ∈ J0 (Rn × {0}) = (Rn × {0})⊥.

Asimptotska preslikavaǌa

K± : ξ 7→ ∂ξ

∂s
+ J(±∞, t)

∂ξ

∂t
+ S(±∞, t)ξ (4.3.8)

su izomorfizmi prostora W 1,r i Lr, gde je prvi prostor svih pres-
likavaǌa iz W 1,r(R × [0, 1],R2n) sa krajevima na nultom seqeǌu, a drugi
prostor svih preslikavaǌa iz Lr(R × [0, 1],R2n) sa krajevima na nultom
seqeǌu. Zaista, ovde se radi o operatoru tipa (2.3.3) takvom da je
A(s) = − ∂

∂t
−S(±∞, t). Iz definicije spektralnog toka vidimo da je u ovom

sluqaju on jednak nuli, pa su jezgro i kojezgro operatora K± izomorfni.
Zbog toga, da bismo dokazali da je K± izomorfizam, dovoǉno je doka�emo
da je injektivan.

Neka je ξ nula operatora (4.3.8), to jest, neka je

∂ξ

∂s
+ J

∂ξ

∂t
+ S(±∞, t)ξ = 0. (4.3.9)

Posmatrajmo glatku funkciju

f(s) =
1

2

1∫

0

|ξ(s, t)|2dt =
1

2

1∫

0

〈ξ, ξ〉dt.
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Ako doka�emo da je ∂ξ
∂s

= 0, iz uslova

df

ds
=

1∫

0

〈
∂ξ

∂s
, ξ

〉
dt = 0

sledi�e da je funkcija f konstanta. Iz uslova
+∞∫
−∞

f(s)ds < +∞15 sledi�e

f ≡ 0 ⇒ ξ = 0. Doka�imo zato da je ∂ξ
∂s

= 0. Neka je

G : W 1,2 → L2, G : η 7→ J
∂η

∂t
+ Sη, (S = S(±∞, t))

i

g : R→ R, g(s) = −1

2

1∫

0

〈η,Gη〉 dt.

Imamo

dg

ds
= −1

2




1∫

0

〈
∂η

∂s
,Gη

〉
dt +

1∫

0

〈
G

∂η

∂s
, η

〉
dt




(i)
= −1

2




1∫

0

〈
∂η

∂s
,Gη

〉
dt +

1∫

0

〈
J

∂2η

∂s∂t
+ S

∂η

∂s
, η

〉
dt




(ii)
= −1

2

〈
∂η

∂s
, η

〉 ∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

〈
∂η

∂s
, Gη

〉
dt

= − d

ds

(‖η(s, 1)‖2 − ‖η(s, 0)‖2) +

1∫

0

〈
Gη −K±η,Gη

〉
dt.

Jednakost (i) sledi iz definicije operatora G. Jednakost (ii) dobija
parcijalnom integracijom i korix�eǌem simetriqnosti operatora S i
antisimetriqnosti operatora J. Pretpostavimo sada da je η ∈ C∞

0 (R ×
[0, 1],R2n) glatka funkcija sa kompaktnim nosaqem, i integralimo dobijenu
jednakost po s od −∞ do +∞. Imamo:

0 = ‖Gη‖2
L2 − 〈K±η,Gη〉L2

15Naime, iz asimptotskih ocena (4.2.9) na strani 80 sledi da je ξ ∈ W 1,2(R× [0, 1],R2n).
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odakle, iz Koxi–Xvarcove nejednakosti sledi

‖Gη‖L2 ≤ ‖K±η‖L2 (4.3.10)

za svako glatko η sa kompaktnim nosaqem, a time i za svako η ∈ W 1,2. Ako
je ξ jox rexeǌe jednaqine (4.3.9), iz (4.3.10) sledi da je ‖Gξ‖L2 = 0, a
kako je ξ i glatko, to je Gξ = 0, pa je ∂ξ

∂s
= 0. ♦

Situacija sa MR0(p, f, g; x,H, J) je sliqna onoj u sluqaju opxtih kom-

binovanih objekata iz Glave 3.2. Soboǉevǉeva kompletiraǌa prostora

glatkih preslikavaǌa:

{
γ : (−∞, 0] → OM ,

γ(−∞) = p
i





u : [0, +∞)× [0, 1] → T ∗M,

u(0, t), u(s, 0), u(s, 1) ∈ OM ,

u(+∞, t) = x(t)

oznaqava�emo sa P1,r(p) i P1,r(x), a odgovaraju�e tangentne prostore sa

W 1,r
γ (p) i W 1,r

u (x). Kao i u sluqaju kombinovanih objekata opxteg tipa (na

strani 47), korix�eǌem evaluacije

ev : P1,r(p)× P1,r(x) → M2, ev(γ, u) =

(
γ(0), u

(
1

2
, 0

))
,

mo�e se dokazati da je

P1,r(p, x) :=

{
(γ, u) ∈ P1,r(p)× P1,r(x) | γ(0) = u

(
1

2

)}
= ev−1(∆)

glatka Banahova mnogostrukost beskonaqne dimenzije, sa tangentnim

prostorom W 1,r
(γ,u)(p, x). Na isti naqin na koji smo dokazali Tvr�eǌe 29,

dokazuje se da je operator

(DF )(γ,u) : W 1,r
(γ,u)(p, x) → Lr

γ(p)× Lr
u(x), (DF )(γ,u) = ((DF1)γ, (DF2)u),

(DF1)γ : W 1,r(p) → Lr(p), (DF1)γη = ∇ dγ
ds

η +∇η∇f(γ),

(DF2)u : W 1,r(x) → Lr(x),

(DF2)uξ = ∇ ∂u
∂s

ξ + J(u)∇ ∂u
∂t

ξ +∇ξJ(u)∂tu−∇ξ∇(ρRH)(u).

(4.3.11)
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koji predstavǉa linearizaciju operatora

F = F̃ |P1,r(p,x), F̃ = (F1, F2),

F1(γ) =
dγ

ds
+∇f(γ), F2(u) = ∂ρRH,J u

(4.3.12)

Fredholmov, sa Fredholmovim indeksom

Ind(DF ) = Ind(DF1) + Ind(DF2)− n = mf (p)− µH(x)− n

2

(videti i [34]).

Dokaz Tvr�eǌa 54 se oslaǌa na modifikaciju Banahovog princip kon-

trakcije (preciznije, egzistencija neizlomǉenog objekta u proizvoǉnoj

blizini izlomǉenog je posledica apstraktne Leme 57). Kako je on veoma

dugaqak, podeli�emo ga na nekoliko delova. Prvi korak je konstrukcija

neizlomǉenog objekta mexovitog tipa koji je, u geometrijskom smislu,

blizu fiksiranog, izlomǉenog ((γ, u), v), ali koji nije rexeǌe jednaqine

F = 0. Ovakav objekat nazivamo aproksimativnim rexeǌem. Ciǉ nam

je da u blizini aproksimativnog rexeǌa na�emo i pravo rexeǌe, to

je sadr�aj apstraktne Leme 57 i zato proveramo sve pretpostavke nave-

dene tamo. Dokazujemo da izvod operatora tipa (4.3.12) u tom aproksi-

mativnom rexeǌu surjekcija za dovoǉno veliko ρ. Odavde �e slediti

egzistencija desnog inverza izvoda pomenutog operatora koja je dovoǉna

za primenu apstraktne Leme 57 – to je ura�eno u pomo�nom Tvr�eǌu 56.

Drugi korak je dokaz da je pomenuti desni inverz ograniqen i provera

ostalih pretpostavki dovoǉnih za primenu Leme 57 – ovo je ura�eno u

Lemi 58 i ostatku Poglavǉa 4.3.2. Posledǌi korak je dokaz da je lep-

ǉeǌe utapaǌe, koji je dat u Poglavǉu 4.3.3.

4.3.1 Pred-lepǉeǌe

Pred-lepǉeǌe predstavǉa pridru�ivaǌe neizlomǉenog objekta izlom-

ǉenom – to jest paru, ali tako da novi, ,,pred-zalepǉeni” objekat nije
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taqno rexeǌe gradijentne, odnosno, Koxi–Rimanove jednaqine, ve� samo

aproksimativno, koje je proizvoǉno blizu (u geometrijskom smislu) po-

laznom paru. Kasnije �emo u blizini ovog aproksimativnog rexeǌa

na�i taqno rexeǌe, i to na jedinstven naqin. Neka je w = (γ, u) ∈
MR0(p, f, g; x,H, J) i v ∈M(x, y, H, J). Oznaqimo sa

β+ : R→ [0, 1] (4.3.13)

glatku, neopadaju�u funkciju, jednaku nuli za s ≤ 0 i jednici za s ≥ 1.

Pretpostavimo da va�i u(s, t) = expx(t)(ξ(s, t)) za svako t ∈ [0, 1] i s ≥ s0, i

v(s, t) = expx(t)(ζ(s, t)) za svako t ∈ [0, 1] i s ≤ −s0. Za ρ ≥ ρ0 := max{2s0, s0+1},
definiximo:

u ] 0
ρv(s, t) :=





u(s, t), 0 ≤ s ≤ ρ
2
,

expx(t)(β
+(−s + ρ

2
+ 1)ξ(s, t)), ρ

2
≤ s ≤ ρ

2
+ 1,

x(t), ρ
2

+ 1 ≤ s ≤ ρ,

expx(t)(β
+(s− ρ)ζ(s− 2ρ, t)), ρ ≤ s ≤ ρ + 1,

v(s− 2ρ, t), s ≥ ρ + 1.

(4.3.14)

Sada definiximo:

$ := w ] 0
ρv := (γ, u ] 0

ρv). (4.3.15)

Preslikavaǌe ]0 nazivamo pred-lepǉeǌem.

Linearizacija pred-lepǉeǌa, za

ξ ∈ Ker(DF2)u = TuW
s(x,H), ζ ∈ Ker(DK)v = TvM(x, y,H, J)
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je data sa

ξ]̂ζ := D]0
ρ(u, v)(ξ, ζ) =





ξ(s, t), 0 ≤ s ≤ ρ
2
,

∇2 exp(β+(−s + ρ
2

+ 1)∇2 exp−1 ξ(s, t)), ρ
2
≤ s ≤ ρ

2
+ 1,

0, ρ
2

+ 1 ≤ s ≤ ρ,

∇2 exp(β+(s− ρ)∇2 exp−1 ζ(s− 2ρ, t)), ρ ≤ s ≤ ρ + 1,

ζ(s− 2ρ, t), s ≥ ρ + 1.

(4.3.16)

Ovde je ∇2 exp linearizacija eksponencijalnog preslikavaǌa du� sloja.

Preciznije, za P = T ∗M , neka

K : T (TP ) → TP, π : TP → P

oznaqavaju, redom, jedinstvenu Levi–Qivita povezanost koja odgovara

datoj (fiksiranoj) Rimanovoj metrici na P i kanonsku projekciju. Za

ξ ∈ TpP takvo da expp ξ pripada normalnoj okolini taqke p (na kojoj je exp

difeomorfizam), oznaqimo:

∇1 exp(ξ) : = D exp(ξ) ◦ (
Dπ|Ker(K(ξ))

)−1
: Tπ(ξ)P

∼=−→ Texp(ξ)P

∇2 exp(ξ) : = D exp(ξ) ◦ (
K|Ker(Dπ(ξ))

)−1
: Tπ(ξ)P

∼=−→ Texp(ξ)P

(videti Apendiks A.2 u [69] za vixe detaǉa).

Linearizacija preslikavaǌa (4.3.15) je, za ς = (η, ξ) element prostora

TwMR0(p, f, g; x,H, J), odnosno η ∈ Ker(Dγ) = TγW
u(p, f), data sa

ς]̂ζ = (η, ξ)]̂ζ = (η, ξ]̂ζ).

Koristi�emo skra�ene oznake χ za trojku (w, u, ρ) i (ako �elimo da

podvuqemo vezu izme�u $ i χ) oznaku $χ za $ kao u (4.3.15).

Pomo�u operatora F iz (4.3.12) konstruiximo preslikavaǌe izme�u

raslojeǌa

F$ := ∇2 exp−1
$ ◦F ◦ exp$ : E1,r ⊃ O$ → E0,r, (4.3.17)
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gde su E1,r i E0,r vektorska raslojeǌa nad K× [ρ0,∞) sa slojevima W 1,r
$ (p, x)

i Lr
γ(p)× Lr

u ]0ρ v(x), redom. Izvod preslikavaǌa F$ du� sloja

DF$(0) : W 1,r
$ (p, x) → Lr

γ(p)× Lr
u ]0ρ v(x)

je upravo kovarijantni (DF )$ u taqki $ preslikavaǌa F iz (4.3.12).

Koristi�emo skra�enu oznaku Dχ za DF$χ(0). Sliqno, koristi�emo oz-

naku Ku za odgovaraju�e preslikavaǌe raslojeǌa pridru�eno operatoru

K iz (4.3.3) i Du za DKu(0) = (DK)u.

Upotrebǉava�emo i slede�e oznake. Neka 〈·, ·〉L2 oznaqava standardni

skalarni proizvod:

〈ξ, ζ〉L2 :=

∫
〈ξ(τ), ζ(τ)〉dτ, (4.3.18)

gde je 〈·, ·〉 ve� pomenuta Rimanova metrika koja uqestvuje u definiciji

Soboǉevǉevih normi i skoro kompleksnih struktura. Slede�i skupovi

su dobro definisani

L̃⊥w := {η ∈ W 1,r
w (p, x) | 〈η, ξ〉L2 = 0 za svako ξ ∈ Ker(Dw)}

L̃⊥v := {η ∈ W 1,r
v (x, y) | 〈η, ζ〉L2 = 0 za svako ζ ∈ Ker(Dv)}

L⊥χ := {η ∈ W 1,r
$ (p, y) | 〈η, ξ ]̂ ζ〉L2 = 0 za svako (ξ, ζ) ∈ Ker(Dw)×Ker(Dv)}.

Zaista, iz eksponencijalnog opadaǌa gradijentnih trajektorija i (per-

turbovanih) holomorfnih diskova (videti dokaz Leme 49), sledi da je

ξ ∈ Lq(p, x), ζ ∈ Lq(x, y) i ξ ] ζ ∈ Lq(p, y), za 1
r

+ 1
q

= 1.

Doka�imo sada slede�e pomo�no Tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 56. Postoji doǌa granica ρ1 ≤ ρ0 takva da je, za svaki parametar
lepǉeǌa ρ ≥ ρ1 i svaki par (w, v) ∈ K, Fredholmov operator Dχ : W 1,r

$ (p, y) →
Lr

γ(p)× Lr
u ]0ρ v(y) tipa (4.3.11) surjekcija. Kako je Ker(Dχ) konaqne dimenzije,

postoji komplement Z prostora Ker(Dχ) u W 1,r
$ (p, y) i projekcija na Ker(Dχ),

oznaqimo je sa ProjKer(Dχ). Tada slede�a kompozicija indukuje izomorfizam:

ϕχ := ProjKer(Dχ) ◦ ]̂ : Ker(Dw)×Ker(Dv)
∼=→ Ker(Dχ).
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Dokaz: Iz formule za indekse Fredholmovih operatora

Ind(Dw) = mf (p)−
(
µH(x) +

n

2

)

Ind(Dv) = µH(x)− µH(y)

Ind(Dχ) = mf (p)−
(
µH(x) +

n

2

)

i qiǌenice da su Dw i Dv surjektivni, odnosno, da je:

Ind(Dw) = dim Ker(Dw), Ind(Dv) = dim Ker(Dv),

sledi

dim Ker(Dχ) ≥ Ind(Dχ) = Ind(Dw) + Ind(Dv) = dim Ker(Dw) + dim Ker(Dv).

(4.3.19)

Dovoǉno je da doka�emo da, za fiksirane w, v ∈ K postoji doǌa granica

ρ(w, v), takva da je, za ρ ≥ ρ(w, v), preslikavaǌe ϕχ surjektivno (kako

je K kompaktan, a surjektivnost otvoreno svojstvo,16 ovo �e obezbediti

postojaǌe uniformne doǌe granice ρK takve da je ϕχ surjektivno za sve

(w, v) ∈ K, ρ ≥ ρK). Zaista, ako pretpostavimo da je ϕχ na, tada va�i

dim Ker(Dw) + dim Ker(Dv) ≥ dim Ker(Dχ). (4.3.20)

Iz (4.3.19) i (4.3.20) zakǉuqujemo

Ind(Dχ) = Ind(Dw) + Ind(Dv) = dim Ker(Dw) + dim Ker(Dv) = dim Ker(Dχ),

pa je Dχ surjektivno i ϕχ injektivno, to jest, dokaz Tvr�eǌa je zavrxen.

Doka�imo, zato, da je preslikavaǌe ϕχ na. Dovoǉno je da doka�emo

da, za neko C > 0 i dovoǉno veliko ρ va�i

‖Dχς‖Lr ≥ C‖ς‖W 1,r (4.3.21)

za sve ς ∈ L⊥χ . Zaista, kada ϕχ ne bi bio surjektivan, iz dekompozicije

W 1,r
$ (p, y) = L⊥χ ⊕

(
Ker(Dw)]̂ Ker(Du)

)
bi sledilo da postoji ς ∈ Ker(Dχ)

16Ako je ϕχ surjektivno, onda je surjektivno i ϕχ′ za χ′ dovoǉno blizu χ.
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takvo da ς ∈ L⊥χ . Ali tada iz (4.3.21) sledi da ς mora biti nula vektor.

Pretpostavimo da (4.3.21) ne va�i. To znaqi da postoje nizovi ρn →∞ i

ςn ∈ L⊥χn
takvi da

‖ςn‖W 1,r = 1 i ‖Dχnςn‖Lr → 0. (4.3.22)

Ovde χn = (w, v, ρn), to jest, w i v su fiksirani, a ρn →∞.

Nastavak dokaza mo�emo da svedemo na trivijalni sluqaj R2n umesto

T ∗M . Zaista neka je Θ domen preslikavaǌa w, to jest:

Θ := (−∞, 0] ∪ ([0, +∞)× [0, 1]) . (4.3.23)

Izaberimo trivijalizaciju φx : TT ∗M |N(x) → N(x) × R2n (gde je N(x) nor-

malna okolina puta x(t)) i trivijalizacije φw raslojeǌa w∗(TT ∗M) i φv

raslojeǌa v∗(TT ∗M), i to takve da su preslikavaǌa φx(s, t), φw(s, t), φv(s, t)

uniformno po (s, t) ograniqena u operatorskoj normi.17 Za ρ ≥ ρ0 defini-

ximo trivijalizaciju φρ raslojeǌa (w]0
ρv)∗TT ∗M takvu da je

φρ|[ ρ
2
,ρ+1] ≡ φx|[ ρ

2
,ρ+1],

φρ|(−∞, ρ
2

] ≡ φ1 ◦ φw|(−∞, ρ
2

],

φρ|[ρ+1,+∞) ≡ φ2 ◦ φv|[ρ+1,+∞)

gde su

φ1(s, t) := φx

(ρ

2
, t

)
◦ φ−1

w

(ρ

2
, t

)
, φ2(s, t) := φx(ρ + 1, t) ◦ φ−1

v (ρ + 1, t).

Tako dolazimo do trivijalizacije

φ :
⋃

ρ≥ρ0

(w]0
ρv)∗TT ∗M → [ρ0, +∞)×Θ× R2n

koja je uniformno ograniqena u operatorskoj normi. Tako da se procena

koju �elimo da doka�emo prenosi sa trivijalnog na netrivijalni sluqaj.

17Na primer, ako je φ(s, t) proizvoǉna trivijalizacija, mo�emo uzeti φ(s,t)
‖φ(s,t)‖ .
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Ideja dokaza je slede�a: u blizini Hamiltonijana raspada, x(t), ko-

risti�emo qiǌenicu da su asimptotski linearizovani operatori izomor-

fizmi (videti Napomenu 55); daleko od x(t) koristimo konstrukciju pred-

lepǉeǌa: pred-zalepǉeni objekti su (do na translaciju) jednaki polaz-

nim w i u. Preciznije, neka je β :→ [0, 1] glatka funkcija jednaka nuli

za s ∈ (−∞, 1
2
− ε ] ∪ [1 + ε,∞), a jedinici za s ∈ [

1
2
− ε

2
, 1 + ε

2

]
za fiksi-

rano, pogodno odabrano ε > 0. Neka je βn(s) := β
(

s
ρn

)
. Iz konstrukcije

pred-lepǉeǌa se lako izvodi da va�i:

‖Dχnςn‖Lr → 0 ⇒
∥∥∥∥

∂

∂s
(βnςn) + J(∞, ·)∂βnςn

∂t
+ A(∞, ·)βnςn

∥∥∥∥
Lr

→ 0

(u sliqnoj situaciji ovo je precizno dokazano u [19, 24] ili [69]). Poxto

je ∂
∂s

+ J(∞) ∂
∂t

+ A(∞) izomorfizam, va�i βnςn
W 1,r−→ 0, pa

∥∥∥ςn|[ ρn
2

,ρn+1]

∥∥∥
W 1,r

→ 0. (4.3.24)

Oznaqimo sa β−(s) := β+(−s), gde je β+ definisano u (4.3.13) i sa β±τ (s) :=

β±(s + τ), ςτ (s, t) := ς(τ + s, t). Sada iz (4.3.22) i (4.3.24) sledi
∥∥∥Dw(β−− ρn

2
−1

ςn)
∥∥∥

Lr
→ 0 i

∥∥Dv(β
+
ρn

(ςn)2ρn)
∥∥

Lr → 0. (4.3.25)

Ali β−− ρn
2
−1

ςn ∈ L̃⊥w i β+
ρn

(ςn)2ρn ∈ L̃⊥u , a za takve vektore va�i:
∥∥∥Dw(β−− ρn

2
−1

ςn)
∥∥∥

Lr
≥ c1

∥∥∥β−− ρn
2
−1

ςn

∥∥∥
W 1,r∥∥Dv(β

+
ρn

(ςn)2ρn)
∥∥

Lr ≥ c2

∥∥β+
ρn

(ςn)2ρn

∥∥
W 1,r ,

(4.3.26)

poxto su Dw|eL⊥w i Dv|eL⊥u izomorfizmi. Sada imamo:

1 = lim
n→∞

‖ςn‖W 1,r
$n

= lim
n→∞

‖β+
−ρn

ςn + β−− ρn
2
−1

ςn + (1− β+
−ρn

− β−− ρn
2
−1

)ςn‖W 1,r

≤ lim
n→∞

(
‖β+

−ρn
ςn‖W 1,r + ‖β−− ρn

2
−1

ςn‖W 1,r + ‖(1− β+
ρn
− β−− ρn

2
−1

)ςn‖W 1,r

)

(i)
= lim

n→∞

(
‖β−− ρn

2
−1

ςn‖W 1,r + ‖β+
ρn

(ςn)2ρn‖W 1,r

)

(ii)

≤ lim
n→∞

(
1

c1

‖Dw(β−− ρn
2
−1

ςn)‖Lr +
1

c2

‖Dv(β
+
ρn

(ςn)2ρn)‖Lr

)

(iii)
= 0.
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Jednakost (i) sledi iz (4.3.24), qiǌenice da je

supp
(
1− β+

−ρn
− β−− ρn

2
−1

)
⊂

[ρn

2
, ρn + 1

]

i jednakosti ‖β+
−ρn

ςn‖W 1,r = ‖β+
ρn

(ςn)2ρn‖W 1,r ; (ii) sledi iz (4.3.26) i (iii) sledi

iz (4.3.25). Dobili smo kontradikciju, dakle, tvr�eǌe va�i.

4.3.2 Egzistencija taqnog rexeǌa

Problem nala�eǌa taqnog rexeǌa se uglavnom (i u sluqaju objekata je-

dinstvenog tipa) svodi na slede�u apstraktnu lemu.

Lema 57. [23, 69] Pretpostavimo da glatko preslikavaǌe f : E → F
izme�u Banahovih preostora E i G ima razvoj

f(ς) = f(0) + Df(0)ς + N(ς)

i da Df(0) ima konaqnodimenziono jezgro i desni inverz G takav da, za svako
ς, ζ ∈ E va�i:

‖GN(ς)−GN(ζ)‖E ≤ C (‖ς‖E + ‖ζ‖E) ‖ς − ζ‖E

za neku konstantu C. Neka je ε = 1
5C
. Ako je ‖Gf(0)‖E ≤ ε

2
, tada postoji

jedinstvena nula preslikavaǌa f

x0 ∈ Bε(0) ∩G(F )

takva da je ‖x0‖E ≤ 2‖Gf(0)‖E.

Dokaz Leme 57 se zasniva na Banahovoj teoremi o kontrakciji i mo�e

se na�i u, na primer, [69].

Iz Tvr�eǌa 56 sledi da postoji izomorfizam vektorskih raslojeǌa

D|L⊥ : L⊥
∼=→ E0,r

gde je

L⊥ :=
⋃

χ∈K×[ρ0,+∞)

L⊥χ
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a E0,r definisano u (4.3.17). ǋegova restrikcija na sloj je

Dχ|L⊥χ : L⊥χ
∼=→ Lr

γ(p)× Lr
u ]0ρ v(y).

Oznaqimo sa Gχ inverzno preslikavaǌe Gχ := (Dχ|L⊥χ )−1. Da bismo mo-

gli da primenimo Lemu 57 na nax sluqaj, potrebno je da ocenimo desni

inverz.

Lema 58. Postoje konstanta C i doǌa granica za parametre lepǉeǌa ρ2 ≥
ρ1 takve da va�i ocena

‖Gχη‖W 1,r ≤ C‖η‖Lr (4.3.27)

za sve χ ∈ K × [ρ2, +∞), η ∈ Lr
γ(p)× Lr

u ]0ρ v(y).

Dokaz: Nejednakost (4.3.27) je ekvivalentna nejednakosti

‖ς‖W 1,r ≤ C‖Dχς‖Lr . (4.3.28)

Pretpostavimo suprotno, to jest, neka (4.3.28) ne va�i. Tada postoje

nizovi ρn →∞, (wn, vn) ∈ K i ςn ∈ L⊥χn
(gde je χn = (wn, vn, ρn)) takvi da

‖ςn‖W 1,r = 1, ‖Dχnςn‖Lr → 0. (4.3.29)

Ostatak dokaza mo�e se izvesti sliqno kao dokaz Tvr�eǌa 56. Glavna

razlika je u qiǌenici da ovde imamo niz (wn, vn) izlomǉenih trajek-

torija i niz ρn → ∞, umesto fiksiranih izlomǉenih trajektorija (w, v)

i niza ρn → ∞, kao xto je bio sluqaj tamo. Ovu texko�u �emo pre-

vazi�i zahvaǉuju�i kompaktnosti skupa K, naime, mo�emo pretpostaviti

da (wn, vn)
W 1,r−→ (w, v) ∈ K (ako to nije sluqaj, postoji podniz na koji se

odnosi ostatak dokaza). Uvedimo oznake

χm,n := (wn, vn, ρm), χn := (w, v, ρn),

$m,n := wn ]0
ρm

vn, $n := w ]0
ρn

v.

Neka je U ⊂ T ∗M otvorena okolina skupa w(Θ) ∪ u(D) (videti (4.3.23)

i (3.2.3)) i neka je

Φ : TT ∗M |U ≈→ U × R2n (4.3.30)
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takvo da je $χm,n(Θ) ⊂ U za m,n ≥ n0. Definiximo

Φm,n : ξ 7→ Φ−1(w ]0
ρm

v, Proj2 ◦Φ(ξ))

gde Proj2 oznaqava projekciju na drugu komponentu desne strane u izrazu

(4.3.30). Vidimo da Φn,n uspostavǉa izomorfizam izme�u W 1,r
$n,n

i W 1,r
$n

kao

i izomorfizam izme�u Lr
γn
×Lr

un ]0ρn vn
i Lr

γ×Lr
u ]0ρn v, i to tako da (zahvaǉuju�i

uslovu (wn, vn)
W 1,r−→ (w, v)) Φn,n → IdW 1,r

$n
kada n → ∞. Zbog toga, za dato

ε > 0, uslov (4.3.29) mo�emo transformisati u uslov

1− ε ≤ ‖
(
ProjL⊥χn

◦Φn,n

)
ςn‖W 1,r ≤ 1 + ε, ‖Dχnςn‖Lr → 0, n ≥ n0.

Preslikavaǌe ProjL⊥χn
je dobro definisano jer L⊥χn

ima komplement u

W 1,r
$n

(p, y), i to je konaqnodimenzioni prostor Ker(Dχn). Me�utim, niz(
ProjL⊥χn

◦Φn,n

)
ςn je niz vektora u L⊥χn

, pa se ostatak dokaza mo�e izvesti

sliqno kao u Tvr�eǌu 56.

Primenimo Lemu 57 na nax sluqaj. Preslikavaǌe f iz Leme 57 je,

kod nas, restrikcija na slojeve

Fχ : W 1,r
$χ

(p, y) → Lr
γ(p)× Lr

u ]0ρ v(y)

preslikavaǌa vektorskih raslojeǌa (4.3.17). Preslikavaǌa Df i N iz

Leme 57 su odgovaraju�i izvodi (prvi i drugi) u Tejlorovom razvoju

preslikavaǌa Fχ. Zbog toga preslikavaǌu Df iz Leme odgovara pres-

likavaǌe Dχ, preslikavaǌu G iz Leme 57 – preslikavaǌe Gχ iz Leme 58.

Ostalo je jox da proverimo da li su ispuǌeni uslovi koji se odnose na

nelinearni sabirak N . Iz razvoja

Fχ(ξ) = Fχ(0) + Dχ(0)ξ + Nχ(0, ξ)

Fχ(η) = Fχ(0) + Dχ(0)η + Nχ(0, η)

Fχ(ξ) = Fχ(η) + Dχ(η)(ξ − η) + Nχ(η, ξ − η)

se dobija

Nχ(ξ)−Nχ(η) = Nχ(0, ξ)−Nχ(0, η) = Fχ(ξ)− Fχ(η)−Dχ(0)(ξ − η)

= (Dχ(η)−Dχ(0)) (ξ − η) + Nχ(η, ξ − η).



110

Kako je K kompaktan, to je skup

⋃

χ∈K×[ρ0,+∞)

$χ(Θ) ⊂ T ∗M (4.3.31)

relativno kompaktan, pa va�i ocena:

‖Nχ(ξ)−Nχ(η)‖ ≤ C1

(‖ξ‖W 1,r
$

+ ‖η‖W 1,r
$

) ‖ξ − η‖W 1,r
$

, (4.3.32)

gde konstanta C1 zavisi od supremuma C2− norme preslikavaǌa ∇2 exp na

relativno kompaktnom skupu (4.3.31). Tra�ena gorǌa ocena preslika-

vaǌa GN sledi iz (4.3.32) i qiǌenice da je Gχ iz Leme 58 ograniqeno.

Iz Leme 57 sledi da postoji jedinstveno Γ(χ) ∈ Bε(0)∩L⊥χ za koje va�i

Fχ(Γ(χ)) = 0. Ako definixemo

w ]ρ v := expw ]0ρ v Γ(χ),

dobijamo taqno rexeǌe, za koje je

F (w ]ρ v) = 0.

Iz ocene

‖F ($χ)‖Lr ≤ αe−mρ (4.3.33)

koja va�i za neko α > 0, m > 0 i

‖Γ(χ)‖W 1,r ≤ 2C‖F ($χ)‖Lr (4.3.34)

sledi da je

‖Γ(χ)‖W 1,r ≤ C(K)e−mρ (4.3.35)

za neko C(K) > 0 koje zavisi od skupa K. Ocena (4.3.34) sledi iz Leme 57,

gde C zavisi od desnog inverza preslikavaǌa G. Ocena (4.3.33) se mo�e

lako izvesti iz konstrukcije pred-zalepǉenih trajektorija $ i eksponen-

cijalnih konvergencija preslikavaǌa w i v ka x(t), kad s → ±∞ (videti

i [20] za dokaz ovog detaǉa).
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Iz (4.3.35) sledi da rastojaǌe izme�u aproksimativnog rexeǌa (pred-

zalepǉenih trajektorija) w ]0
ρ v iz (4.3.15) i taqnog rexeǌa w ]ρ v te�i

nuli dovoǉno brzo, kada ρ →∞. Aproksimativno rexeǌe w ]0
ρ v oqigledno

geometrijski konvergira ka datom izlomǉenom, odakle sledi da i taqno

rexeǌe konvergira ka izlomǉenom.

Iz standardnih rezultata o regularnosti rexeǌa eliptiqke jedna-

qine sledi da je taqno rexeǌe jednaqine (2.1.9) je glatko.

Ostalo je jox da doka�emo da je lepǉeǌe utapaǌe.

4.3.3 Svojstvo utapaǌa

Da bismo dokazali da je lepǉeǌe ] utapaǌe, za ρ ≥ ρ(K), potrebno je da

proverimo da je ǌegov izvod D] u svakoj taqki (w, v̂, ρ) izomorfizam i da

je ] injektivno.

U Poglavǉu 4.3.1 definisali smo pred-lepǉeǌe za elemente skupa

MR0(p, f, g; x,H, J)×M(x, y, H, J). Neka je a fiksirana regularna vrednost

funkcionala dejstva AH. Postoji oqigledna identifikacija

Ma(x, y,H, J) ∼= M̂(x, y, H, J), (4.3.36)

gde je

Ma(x, y,H, J) = {v ∈M(x, y; H) | AH(v(0, ·)) = a} .

Koriste�i inkluziju

ι : Ma(x, y,H, J) ↪→M(x, y, H, J)

mo�emo da definixemo lepǉeǌe na proizvodu

MR0(p, f, g; x,H, J)× M̂(x, y,H, J)

kao ]◦ (Id, ι) (pri qemu podrazumevamo pomenutu identifikaciju (4.3.36)).

Poxto je K kompaktan skup, a regularnost otvoreno svojstvo, dovoǉno

je da doka�emo da postoji ρ(w, v̂) (za fiksiran par (w, v̂)) takvo da je,
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za ρ ≥ ρ(w, v̂), preslikavaǌe D ](w, v̂, ρ) izomorfizam. Ako to poka�emo,

mo�emo uzeti

ρ(K) := max
(w,v̂)∈K

ρ(w, v̂).

Da bismo dokazali da je D ] (w, v̂, ρ) izomorfizam, dovoǉno je da prover-

imo da je ono injektivno, jer, iz formule za dimenzije prostora rexeǌa,18

sledi:

dim (K × [ρ(K),∞)) = mf (p)−
(
µH(x) +

n

2

)
+ (µH(x)− µH(y)− 1) + 1

= mf (p)−
(
µH(y) +

n

2

)
= dimMR0(p, f, g; y,H, J).

Pretpostavimo suprotno, da ne postoji ρ(w, v̂) takvo da je preslikavaǌe

D ] (w, v̂, ρ) injektivno za ρ ≥ ρ(w, v̂). Tada postoje nizovi

ξn ∈ TwMR0(p, f, g; x, H, J), ζn ∈ Tv̂M̂(x, y,H, J), ρn →∞, tn ∈ Tρn [ρ0,∞)

takvi da va�i

(ξn, ζn, tn) 6= (0, 0, 0), (ξn, ζn, tn) ∈ Ker(D) ](u, v, ρn). (4.3.37)

Kako je jezgro operatora vektorski potprostor, mo�emo jox pret-

postaviti da je

‖ξn‖+ ‖ζn‖+ |tn| = 1. (4.3.38)

Imamo

D ] (w, v̂, ρ)(ξ, ζ, t) = D ]ρ (w, v)(ξ, ζ) + D ] (w, v) · (ẇ,−v̇) · t,

gde prvo D oznaqava izvod po (w, v) a drugo D izvod po (w, v, ρ). Kako je

jox

D ]ρ(w, v)(ξ, ζ) = ∇1 exp(Γ(χ))(ξ ]ρ ζ) +∇2 exp(Γ(χ)) (DΓ(χ)(ξ, ζ))

i

D ] (w, v)(ẇ,−v̇)t = ∇1 exp(Γ(χ))(ẇ ]ρ (−v̇)t),

18Videti Poglavǉe 3.3.
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iz (4.3.37) zakǉuqujemo

0 = D ] (ξn, ζn, tn) =

∇1 exp(Γ(χn))[(ξn ]ρn ζn) + ẇ ]ρn (−v̇)tn] +∇2 exp(Γ(χn)) (DΓ(χn)(ξn, ζn)) ,

odnosno

∇1 exp(Γ(χn))[(ξn ]ρn ζn) + ẇ ]ρn (−v̇)tn] = −∇2 exp(Γ(χn)) (DΓ(χn)(ξn, ζn)) .

Ali iz identiteta

(∇2 exp−1 ◦∇1 exp)(p, 0) = IdTpP

i eksponencijalnog opadaǌa

‖Γ(χn)‖, ‖DΓ(χn)‖ n→∞−→ 0,

dobijamo

‖(ξn ]ρn ζn) + ẇ ]ρn (−v̇)tn‖W 1,r → 0.

Zbog toga imamo

‖ξn + ẇtn‖W 1,r(−∞, ρn
2

] → 0, ‖ζn − v̇tn‖W 1,r[−2ρn,+∞) → 0.

Kako je

ζn ∈ Tv̂M̂(x, y,H, J)

i

Tv̂M̂(x, y, H, J) ∩ Rv̇ = {0},

zakǉuqujemo da tn → 0, pa va�i

‖ξn‖, ‖ζn‖ → 0,

xto je u kontradikciji sa (4.3.38). Time je dokaz regularnosti preslika-

vaǌa D ] zavrxen.

Injektivnost samog preslikavaǌa ] (za dovoǉno veliko ρ) sledi�e iz

malopre dokazane regularnosti izvoda i kompaktnosti skupa K. Ponovo
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�emo rezonovati svo�eǌem na kontradikciju. Pretpostavimo zato da pos-

toje nizovi ρn →∞ i

(wn, v̂n) 6= (δn, σ̂n) (4.3.39)

takvi da va�i

wn ]ρn v̂n = δn ]ρn σ̂n.

Kako je K kompaktan, mo�emo da pretpostavimo da

wn → w, v̂n → v̂, δn → δ, σ̂n → σ̂.

Iz eksponencijalnog opadaǌa preslikavaǌa Γ(χn) = Γ(wn, v̂n, ρn) i Γ(λn) =

Γ(δn, σ̂n, ρn) sledi da, u lokalnim koordinatama, va�i:

∥∥w ]0
ρn

v − δ ]0
ρn

σ
∥∥

W 1,r

n→∞−→ 0,

pa w = δ, v̂ = σ̂. Kako smo ve� dokazali da je ] lokalno izomorfizam,

zakǉuqujemo da postoji n0 ∈ N takvo da za sve n ≥ n0 va�i

(wn, v̂n) = (δn, σ̂n)

xto je u kontradikciji sa (4.3.39).

Time je kompletiran dokaz Tvr�eǌa 54.



GLAVA 5

ORIJENTACIJA

5.1 Uvod

U ovoj glavi konstruisa�emo koherentnu orijentaciju modulskih pros-

tora kombinovanog tipa, odnosno orijentaciju koja se sla�e sa operacija-

ma lepǉeǌa.1 Radi pojednostavǉivaǌa dokaza, konstruisa�emo koheren-

tnu orijentaciju samo za prostore MR0(p, f, g; x,H, J), MR0(x,H, J ; p, f, g),

MR(~p, ~f, g;
−→
H, J) i M(R; ~p, ~f, g;

−→
H, J) sa jednim ulazom i izlazom (videti

(2.1.9), (3.3.2) i (4.2.1)). Ova konstrukcija nam omogu�ava da defini-

xemo PSS izomorfizam (2.1.8) za Morsovu i Florovu homologiju sa

celobrojnim koeficijentima. Konstrukcija Morsove homologije sa celo-

brojnim koeficijentima (a samim tim i sa proizvoǉnim, zahvaǉuju�i

Formuli o univerzalnim koeficijentima, videti, na primer [68]) data

je u [69], a Florove u [24]. Osnova ove konstrukcije je orijentacija

klase Fredholmovih operatora, odnosno, seqeǌa na Donaldsonovom de-

terminantnom raslojeǌu, opisanom u Poglavǉu 5.2.1 (videti i [13, 14]).

Specijalno, kada je Fredholmov operator surjektivan, ovo seqeǌe in-

dukuje orijentaciju ǌegovog jezgra, xto je u naxem sluqaju tangentni

prostor mnogostrukosti (videti Napomenu 63).

Naravno, zadavaǌe orijentacije na modulskim prostorima je uvek

1Videti Poglavǉe 4.3.

115
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mogu�e i jednostavno: diferencijalno-topoloxki gledano, prostori koji

su za nas od znaqaja predstavǉaju preseke nekih stabilnih i nestabil-

nih mnogostrukosti. Na primer, va�iM(p, q, f, g) = W u(p)∩W s(q) ⊂ W u(p),

MR0(p, f, g; x,H, J) = ev−1(∆) ⊂ W u(p)×W s(x), gde su W u(p), W s(q) stabilna

i nestabilna mnogostrukost taqaka p i q, W u(x) ,,nestabilna mnogostru-

kost” Hamiltonovog puta x (videti jednaqinu (5.2.5)), ∆ ⊂ M × M di-

jagonala i ev(γ, u) =
(
γ(0), u

(
0, 1

2

))
. Kako su stabilna i nestabilna mno-

gostrukost kontraktibilne,2 one su i orijentabilne, pa je orijentabilan

i ǌihov proizvod, kao i svaka podmnogostrukost tog proizvoda. To je

jedan naqin zadavaǌa orijentacije modulskih prostora. Drugi naqin je

jox jednostavniji – naime, prostori koji su za nas od znaqaja su dimenzije

nula i jedan, pa su samim tim orijentabilni.

Me�utim, takvo zadavaǌe orijentacija nije od koristi za naxu kon-

strukciju. Ciǉ nam je da orijentixemo modulske prostore sva tri tipa

(trajektorije, diskove i kombinovane objekte) zajedno, i to istovremeno

u svim dimenzijama, da bismo primenili rezultate izvedene iz osobina

prostora kombinovanih objekata na sluqaj homologija sa Z− koefici-

jentima. U Glavi 4 smo videli da topoloxku granicu modulskih pros-

tora qine objekti koji pripadaju komponentama maǌih dimenzija nekih

od pomenutih modulskih prostora. Jedan objekat mo�e biti element

topoloxke granice raznih mnogostrukosti. Ho�emo da konstruixemo

orijentaciju koja �e sve ove objekte povezivati, to jest, koja �e biti

kompatibilna sa operacijama lepǉeǌa (u smislu da izvod lepǉeǌa quva

orijentaciju).

Podsetimo se da se orijentacija proizvoǉne (orijentabilne) mnogo-

strukosti mo�e zadati na nekoliko ekvivalentnih naqina. Jedan je iz-

bor orijentacija u kartama, takav da je, pri promeni koordinata xα u

xβ, determinanta jakobijana kompozicije xα ◦ x−1
β pozitivan broj. Ovo

2Familija rexeǌa jednaqine dφt

dt (x) = −∇f(φt(x)), φ0 = Id ustpostavǉa homotopiju izme�u
identiqkog (t = 0) i konstantnog (t = +∞) preslikavaǌa na W s(p).
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ustvari predstavǉa orijentaciju tangentnog raslojeǌa kao vektorskog

raslojeǌa.3 Drugi naqin je izbor forme maksimalne dimenzije koja se

nigde ne anulira, i to je pristup koji �emo slediti.

Ideja konstrukcije koherentne orijentacije je slede�a. Tangentni

prostor TMR(~p, ~f, g;
−→
H, J) je oblika F−1(0) za neki surjektivni Fred-

holmov operator. Orijentacijom surjektivnog Fredholmovog operatora F

zovemo orijentaciju raslojeǌa TMR(~p, ~f, g;
−→
H, J). Ho�emo da orijentacije

dva modulska prostora koja su kompatibilna za lepǉeǌe indukuju ori-

jentaciju dobijenog, zalepǉenog prostora. Zato definixemo operaciju

lepǉeǌa operatora, koja nam to omogu�ava (Poglavǉe 5.2.3). Me�u-

tim, ovu konstrukciju je nemogu�e izvesti iskǉuqivo kroz surjektivne

Fredholmove operatore. Zato proxirujemo pojam orijentacije opera-

tora sa surjektivnih na proizvoǉne Fredholmove (Poglavǉe 5.2.1). Pre-

ciznije, posmatramo Fredholmove operatore koje smo ve� izuqavali u

Poglavǉu 2.3.2 (videti Poglavǉe 5.2.2) i definixemo ǌihovo lepǉe-

ǌe. Za definiciju pojma orijentacije proizvoǉnih Fredholmovih op-

eratora potrebne su izvesne algebarske konstrukcije, originalno date

u [14], opisane u Poglavǉu 5.2.1.

Poseban problem predstavǉa prelazak sa trivijalnog na netrivijalni

sluqaj, jer prenos orijentacije zavisi od izbora trivijalizacije. Ovom

problemu je posve�eno Poglavǉe 5.3.

Postoji kanonski naqin zadavaǌa orijentacije na nuladimenzionim

komponentama modulskih prostora. Upore�ivaǌem ove orijentacije sa

koherentnom pridru�ujemo karakteristiqne znake (to jest, simbole ±)
nuladimenzionim objektima (videti Poglavǉe 5.3.4). Oni omogu�uju do-

bru definisanost Morsove i Florove homologije sa celobrojnim koefi-

cijentima – u sluqaju prostora jedinstvenog tipa, kao i konstrukciju

izomorfizama izme�u ǌih – u sluqaju prostora kombinovanog tipa.

3To jest, orijentaciju svakog sloja kao vektorskog prostora, kompatibilnu sa funkcijama
prelaska.
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5.2 Orijentacija i lepǉeǌe u trivijalnom sluqaju

U ovom poglavǉu �emo konstruisati koherentnu orijentaciju u trivi-

jalnom sluqaju, to jest u sluqaju simplektiqke mnogostrukosti R2n sa

standardnom simplektiqkom formom
n∑

j=1

dxj ∧ dyj.

5.2.1 Determinantno raslojeǌe

Definicija 59. Neka su E i F konaqnodimenzioni realni vektorski
prostori. Definiximo determinantni prostor pridru�en prostorima
E i F , Det(E, F ) kao jednodimenzioni vektorski prostor

Det(E, F ) :=

(
max∧

E

)
⊗

(
max∧

F

)∗

,

gde je
max∧

E :=
dim E∧

E, a
k∧
(E) prostor k− linearnih formi na E. Uobiqa-

jeno je da se, za svako E, definixe
0∧

E := R, pa �emo, u naxem sluqaju,
imati Det(0, 0) := R ⊗ R∗. Neka su H0 i H1 Banahovi prostori, i neka je
L(H0, H1) skup neprekidnih linearnih preslikavaǌa. Oznaqimo sa

Fred(H0, H1) ⊂ L(H0, H1)

skup svih Fredholmovih operatora, koji je otvoren u topologiji induko-
vanoj operatorskom normom. Za operator F ∈ Fred(H0, H1) definiximo
determinantni prostor pridru�en operatoru F , Det(F ) kao

Det(F ) := Det(Ker(F ), Coker(F )).

Neka je sada X proizvoǉan topoloxki prostor i f : X → Fred(H0, H1)
proizvoǉno neprekidno4 preslikavaǌe. Definiximo prostor

Det(f) :=
⋃
x∈X

{x} ×Det (f(x)) . (5.2.1)

¦

Postoji oqigledna kanonska projekcija

π : Det(f) → X.

Skup π−1(x) je jednodimenzioni realni vektorski prostor.
4Misli se na preslikavaǌe neprekidno u odnosu na normu indukovanu operatorskom normom.
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Tvr�eǌe 60. [14] Prostor (5.2.1) je realno vektorsko raslojeǌe nad X.

Dokaz: Pretpostavimo, za poqetak, da je dim Ker(f) lokalno konstantna

funkcija. Zahvaǉuju�i neprekidnosti Fredholmovog indeksa, isto va�i

i za dim Coker(f). Ako definixemo

Ker(f) :=
⋃
x∈X

{x} ×Ker(f(x)) → X,

Coker(f) :=
⋃
x∈X

{x} × Coker(f(x)) → X,

vidimo da je Ker(f) podraslojeǌe prostora X ×H0, a Coker(f) koliqniqko

raslojeǌe prostora X ×H1. Samim tim oni imaju strukturu vektorskih

raslojeǌa, i to konaqne dimenzije jer su f(x) Fredholmovi operatori.

Algebarski va�i

Det(f) =
max∧

Ker(f)⊗
(

max∧
Coker(f)

)∗

,

xto nam omogu�ava da snabdemo skup Det(f) strukturom vektorskog raslo-

jeǌa.

U opxtem sluqaju dim Ker(f) ne mora da bude lokalno konstantna. Zato

�e nam biti potrebna slede�a algebarska lema.

Lema 61. [14] Neka je dat taqan niz

0 −→ E1
d1−→ E2

d2−→ · · · dk−1−→ Ek −→ 0 (5.2.2)

vektorskih prostora. Postoji kanonski izomorfizam

φ :
⊗

iparno

(
max∧

Ei

)
∼=−→

⊗
ineparno

(
max∧

Ei

)
.

Dokaz: Neka je e11, . . . , e1n1 baza prostora E1. Kako je d1 injektivno, postoje

linearno nezavisni vektori e21, . . . , e2n2 koji, zajedno sa (linearno nezav-

isnim) vektorima d1(e11), . . . , d1(e1n1), qine bazu prostora E2. Zbog taq-

nosti niza (5.2.2), vektori d1(e11), . . . , d1(e1n1) razapiǌu jezgro preslika-

vaǌa d2, pa postoje linearno nezavisni vektori e31, . . . , e3n3 koji, zajedno
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sa linearno nezavisnim vektorima d2(e21), . . . , d2(e2n2) qine bazu prostora

E3. Nastavǉaju�i postupak, mo�emo da formiramo niz baza oblika

di(ei1), . . . , di(eini
), e(i+1)1, . . . , e(i+1)ni+1

, za i = 1, . . . , k − 1,

uzimaju�i nk := 0. Definiximo sada izomorfizam φ kao



d1(e11) ∧ . . . ∧ d1(e1n1) ∧ e21 ∧ . . . ∧ e2n2⊗
d3(e31) ∧ . . . ∧ d3(e3n3) ∧ e41 ∧ . . . ∧ e4n4⊗
...

d2j−1(e(2j−1)1) ∧ . . . ∧ d2j−1(e(2j−1)n2j−1
) ∧ e(2j)1 ∧ . . . ∧ e(2j)n2j



7→




e11 ∧ . . . ∧ e1n1⊗
d2(e21) ∧ . . . ∧ d2(e2n2) ∧ e31 ∧ . . . ∧ e3n3⊗
...

d2j′(e(2j′)1) ∧ . . . ∧ d2j′(e(2j′)n2j′ ) ∧ e(2j′+1)1 ∧ . . . ∧ e(2j′+1)n2j′+1
.




Lako se proverava da ovaj izomorfizam ne zavisi od izbora baznih vek-

tora prostora Ei.

Vratimo se na opxti sluqaj. Neka je f : X → Fred(H0, H1) proizvoǉno

neprekidno preslikavaǌe. Za dato x ∈ X, pridru�imo Fredholmovom

operatoru f(x) linearno preslikavaǌe ψ : Rm → H1 takvo da je operator

f̂ψ(x) : Rm ×H0 → H1, f̂ψ(x) : (h, k) 7→ ψ(h) + f(x)k

surjektivan. Kako je surjektivnost otvoreno svojstvo, a Fredholmov in-

deks lokalno konstantan, to postoji otvorena okolina U(x) taqke x takva

da je f̂ψ(y) surjektivan za svako y ∈ U(x) i da je Ind(f̂ψ) konstantan na U(x).

Definiximo, za y ∈ U(x):

fψ(y) : Rm ×H0 → Rm ×H1, fψ(y)(h, k) :=
(
0, f̂ψ(y)(h, k)

)
.

Preslikavaǌe fψ : U(x) → Fred(Rm×H0,Rm×H1) ima konstantnu dimenziju

jezgra i kojezgra, pa, iz prethodnog rasu�uvaǌa zakǉuqujemo da je

Det(fψ) → U(x)
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vektorsko raslojeǌe, kadgod su (x, ψ, U(x)) kao malopre. Posmatrajmo, za

takve (x, ψ, U(x)), y ∈ U(x), taqan niz prostora

0 −→ Ker(f(y))
d1−→ Ker(fψ(y))

d2−→ Rm d3−→ Coker(f(y)) −→ 0,

gde je
d1(k) = (0, k),

d2(h, k) = h,

d3(h) = ψ(h) (mod Im(f(y))).

(5.2.3)

Iz Leme 61 sledi da postoji kanonski izomorfizam

φ :
max∧

Ker(f(y))⊗ (
max∧
Rm)

∼=−→
max∧

Ker(fψ(y))⊗
max∧

Coker(f(y)). (5.2.4)

Primetimo da je
(

max∧
E

)
⊗

(
max∧

E

)∗
kanonski izomorfno sa R, gde se

izomorfizam ostvaruje preko sparivaǌa e⊗ f ∗ 7→ f ∗(e). Mno�eǌem izra-

za (5.2.4) sa
(

max∧
Rm

)∗
⊗

(
max∧

Coker(f(y))

)∗
i korix�eǌem prirodne iden-

tifikacije A⊗B ∼= B ⊗ A dobijamo prirodni izomorfizam

Det(f(y))
∼=−→

max∧
Ker(fψ(y))⊗

max∧
(Rm)∗,

a kako je Coker fψ(y) = (H1 × Rm)/H1 × {0} ∼= Rm, to je

Det(f(y)) ∼= Det(fψ)(y).

Na taj naqin smo konstruisali prirodne bijekcije φ = φ(x, ψ, U(x))

φ : Det(f)
∣∣
U(x)

∼=−→ Det(fψ)

↓ ↓
U(x)

=−→ U(x)

koje su izomorfizmi du� slojeva. Neka dve trojke (x, ψ, U(x)) i (x′, ψ′, U(x′))

zadovoǉavaju navedene uslove. Ako bismo dokazali da je izomorfizam

φ(x′, ψ′, U(x′)) ◦ φ(x, ψ, U(x))−1 : Det(fψ)
∣∣
U(x)∩U(x′)

∼=−→ Det(fψ′)
∣∣
U(x)∩U(x′)
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preslikavaǌe vektorskih raslojeǌa, dokaz Tvr�eǌa 60 bi bio zavrxen:

struktura vektorskog raslojeǌa na (5.2.1) se prenosi sa Det(fψ) za bilo

koje ψ i bilo koju okolinu U(x). Pretpostavimo prvo da je ψ′(a, b) =

ψ(a) + ϕ(b), za neko ϕ : Rk → H1. Za y ∈ U(x) ∩ U(x′) imamo taqan niz

0 → Ker(fψ(y)) → Ker(fψ⊕ϕ(y)) → Rk → Coker(fψ(y)) → 0,

gde su preslikavaǌa definisana kao u (5.2.3). Kao i ranije, dobijamo

kanonski izomorfizam

αψ,ψ′ : Det(fψ)
∼=−→ Det(fψ′) nad U(x) ∩ U(x′)

koji jeste izomorfizam vektorskih raslojeǌa, jer su ovoga puta Det(fψ)

zaista vektorska raslojeǌa. Lako se proverava da se αψ,ψ′ poklapa sa

φ(x′, ψ′, U(x′))◦φ(x, ψ, U(x))−1. Neka je sada ψ′ : Rm′ → H1 proizoǉno. Defin-

iximo ϕ : Rm × Rm′ → H1 sa

ϕ(h, k) = ψ(h) + ψ′(k).

Posmatrajmo komutativni dijagram

Det(fψ)
∼=−→ Det(fψ′)

↓∼= ↓∼=
Detψ⊕ψ′

∼=−→ Detψ′⊕ψ .

Vertikalna preslikavaǌa su ve� dokazani izomorfizmi raslojeǌa αψ,ψ⊕ψ′

i αψ′,ψ′⊕ψ, dok je doǌe horizontalno preslikavaǌe izomorfizam raslojeǌa

indukovano oqiglednim izomorfizmima5 raslojeǌa Ker(fψ⊕ψ′) ∼= Ker(fψ′⊕ψ)

i Coker(fψ⊕ψ′) ∼= Coker(fψ′⊕ψ). Gorǌe horizontalno preslikavaǌe je

tra�eni izomorfizam raslojeǌa.

Definicija 62. Raslojeǌe Det(f) nazivamo determinantnim raslojeǌem
familije Fredholmovih operatora f : X → Fred(H0, H1). Orijentacija

5To su izomorfizmi tipa (a, b, h) 7→ (b, a, h).
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Fredholmovog operatora F : H0 → H1 je orijentacija ǌegovog determi-
nantnog raslojeǌa Det(F ). Proizvoǉno seqeǌe raslojeǌa Det(f) → X koje
je svuda razliqito od nule6 indukuje orijentaciju familije f . ¦
Napomena 63. U sluqaju da je Fredholmovov operator F surjektivan,
va�i

Det(F ) =
max∧

(Ker(F )),

pa je orijentacija operatora F u smislu Definicije 62 ustvari ori-
jentacija ǌegovog jezgra. ♦
Napomena 64. Iako smo, u Glavi 3 definisali MR0(p, f, g; x,H, J) kao
F−1(0), gde je F operator definisan na P1,r(p, x), problem koherentne ori-
jentacije �emo razmatrati za klasu operatora definisanu na proizvodu
P1,r(p) × P1,r(x). Razlog tome le�i u dokazu Leme 80 na strani 138, koji
ne prolazi bez ove izmene. Ali, ako koherentno orijentixemo pros-
tore rexeǌa svih operatora takvog oblika (sa proizvodom kao domenom),
orijentacija prostora MR0(p, f, g; x,H, J) je automatski nasle�ena. Za-
ista, ako W u(p, f) oznaqava nestabilnu mnogostrukost kritiqne taqke p
Morsove funkcije f , a W s(x,H) skup rexeǌa jednaqine





∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XρRH(u)) = 0,

u(∂([0, +∞)× [0, 1])) ∈ OM ,
u(+∞, t) = x(t),

(5.2.5)

tada je, oqigledno, F−1(0) = W u(p, f) × W s(x,H) (gde F ima za domen
proizvod prostora) i MR0(p, f, g; x,H, J) ⊂ F−1(0). Tako �emo koherentno
orijentisati xiru klasu elemenata – W u(p, f) × W s(x,H). Zbog toga, u
ovoj glavi podrazumevamo da su operatori definisani na proizvodu odgo-
varaju�ih Soboǉevǉevih prostora. ♦

6Takvo seqeǌe ne mora da postoji.
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5.2.2 Specijalna klasa Fredholmovih operatora

Pre svega, podseti�emo se nekih starih oznaka i uvesti neke nove. Neka

je

W 1,r
1 := W 1,r ((−∞, 0]× {0},Rn × {0}) ,

W 1,r
2 :=

{
u ∈ W 1,r([0,∞)× [0, 1],R2n), | u(s, 0), u(s, 1), u(0, t) ∈ Rn × {0}} ,

Lr
1 := Lr ((−∞, 0]× {0},Rn × {0}) ,

Lr
2 :=

{
u ∈ Lr([0,∞)× [0, 1],R2n) | u(s, 0), u(s, 1), u(0, t) ∈ Rn × {0}} ,

W 1,r := W 1,r
1 ×W 1,r

2 ,

Lr := Lr
1 × Lr

2.

Oznaqimo sa Σ1
triv skup svih linearnih operatora iz L(W 1,r

1 , Lr
1) oblika

K(γ)(s) = γ̇(s) + A(s)γ, (5.2.6)

takvih da je K− := A(−∞) simetriqna nedegenerisana matrica, a sa Σ2
triv

skup svih L ∈ L(W 1,r
2 , Lr

2) oblika

L(u)(s, t) =
∂u

∂s
(s, t) + J(s, t)

∂u

∂t
(s, t) + B(s, t)u(s, t) (5.2.7)

za neku skoro kompleksnu strukturu J, kompatibilnu sa standardnom sim-

plektiqkom formom, takvih da je L+(x)(t) := J(+∞, t)ẋ(t) + B(+∞, t)x(t)

samoadjungovani7 izomorfizam sa domenom

W̃ 1,r :=
{
x ∈ W 1,r([0, 1],R2n) | x(0), x(1) ∈ Rn × {0}}

i kodomenom

L̃r
{
x ∈ Lr([0, 1],R2n) | x(0), x(1) ∈ Rn × {0}} .

7To jest, da va�i 〈L+x, y〉L2 = 〈x, L+y〉L2 za sve x, y iz W̃ 1,r za standardni skalarni proizvod

definisan u (4.3.18) Zbog konaqne mere domena [0, 1] va�i W̃ 1,r ⊂ W̃ 1,2.
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Napomena 65. Za K i A vezane relacijom (5.2.6) koristi�emo i oznake
KA i AK. Sliqno, za operatore L, J i B iz (5.2.7) koristi�emo i oznake
LJ,B, JL, BL. ♦

Definiximo

Σtriv := Σ1
triv × Σ2

triv.

Napomena 66. Iz Tvr�eǌa 28 i 29 na strani 53 sledi da su svi operatori
iz klase Σtriv Fredholmovi. ♦
Napomena 67. Operatori koji su za nas od interesa su oblika (4.3.5)
i zaista pripadaju skupu Σtriv zahvaǉuju�i uslovima (4.3.6) i (4.3.7) iz
Napomene 55 i qiǌenici da je φH

1 (OM) t OM . ♦
Definicija 68. Za dva elementa F = (F1, F2), G = (G1, G2) ∈ Σtriv ka�emo
da su ekvivalentni i pixemo F ∼ G ako va�i:

F−
1 = G−

1 , F+
2 = G+

2 .

Oznaqimo sa
Σ̃triv := Σtriv/ ∼

skup klasa ekvivalencije. ¦
Tvr�eǌe 69. Neka je [F = (F1, F2)] proizvoǉna klasa u Σ̃. Tada je klasa [F ],
posmatrana kao skup u prostoru operatora, kontraktibilna u topologiji
indukovanoj operatorskom normom.

Dokaz: Fiksirajmo operator G0 = (K0, L0) iz [F ]. Neka je G = (K, L)

proizvoǉan element skupa [F ]. Operatoru L0 odgovara8 skoro komplek-

sna struktura J0 a operatoru L skoro kompleksna struktura J. Sliqno,

operatorima K0 i K odgovaraju operatori A0 i A, a operatorima L0

i L odgovaraju operatori B0 i B (primetimo da je A0(−∞) = A(−∞) i

B0(+∞, t) = B(+∞, t)). Neka su g0 i g Rimanove metrike koje odgovaraju9

skoro kompleksnim strukturama J0 i J. Tada je i

gτ := (1− τ)g0 + τg1

8Videti (5.2.7).
9Videti Napomenu 3 na strani 21.
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Rimanova metrika, oznaqimo sa Jτ ǌoj pridru�enu skoro kompleksnu

strukturu iz Napomene 3. Iz te konstrukcije vidimo da je familija

Jτ glatka po s, t i τ . Definiximo

Aτ := (1− τ)A0 + τA, Bτ := (1− τ)B0 + τB

i
Kτ (γ)(s) := γ̇(s) + Aτ (s)γ,

Lτ (u)(s, t) :=
∂u

∂s
(s, t) + Jτ (s, t)

∂u

∂t
(s, t) + Bτ (s, t)u(s, t),

H(τ,G) := (Kτ , Lτ ).

Jasno je da je H(τ, G) ∈ [F ], treba samo da doka�emo da je preslikavaǌe

(τ, G) 7→ H(τ, G) neprekidno po obe promenǉive. Pretpostavimo zato da

τn
n→∞−→ τ i Gn = (Kn, Ln)

n→∞−→ G = (K, L) u operatorskoj normi, potrebno

je da doka�emo da H(τn, Gn)
n→∞−→ H(τ, G) u operatorskoj normi. Posma-

tra�emo odvojeno komponente elementa

(H(τn, Gn)−H(τ,G))(γn, un) = (((Kn)τn −Kτ )γn, ((Ln)τn − Lτ )un)

jer je kodomen proizvod prostora. Za prvu komponentu va�i

‖((Kn)τn −Kτ )γn‖Lr =

‖{(1− τn)A0 + τnAn − (1− τ)A0 − τA} γn‖Lr =

‖(τ − τn)A0 + (τnAn − τnA) + (τn − τ)A‖Lr ≤
|τ − τn| · ‖A0‖L + |τn| · ‖Kn −K‖L + |τn − τ | · ‖A‖L n→∞−→ 0.

(5.2.8)

Simbol ‖ · ‖L oznaqava operatorsku normu. Situacija sa drugom kom-

ponentom je nexto slo�enija zato xto su i skoro kompleksne strukture
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promenǉive. Imamo

‖((Ln)τn − Lτ )un‖Lr =∥∥∥∥((Jn)τn − Jτ )
∂un

∂t
+ (Bn)τnun −Bτun

∥∥∥∥
Lr

=

∥∥∥∥((Jn)τn − Jτ )
∂un

∂t
+ (1− τn)B0un + τnBnun − (1− τ)B0un − τBun

∥∥∥∥
Lr

=

∥∥∥∥((Jn)τn − Jτ )
∂un

∂t
+ (τ − τn)B0un + (τn − τ)Bnun + τ(Bn −B)un

∥∥∥∥
Lr

≤
∥∥∥∥((Jn)τn − Jτ )

∂un

∂t

∥∥∥∥
Lr

+ |τn − τ | · ‖B0‖L + |τn − τ | · ‖Bn‖L + |τ | · ‖Bn −B‖L.
(5.2.9)

Ako bismo dokazali da Jn ⇒ J uniformno po (s, t), zbog neprekidnosti

preslikavaǌa J 7→ Jτ , va�ilo bi i (Jn)τn ⇒ Jτ . Tada bismo iz Ln
L−→ L

izveli da Bn

L
⇒ B uniformno po (s, t), pa bi posledǌi sabirak u izra-

zu (5.2.9) te�io nuli, xto, zajedno sa (5.2.8), daje �eǉenu konvergenciju

H(τn, Gn) ka H(τ,G). Simbol L−→ oznaqava konvergenciju u operatorskoj

normi.

Iz uslova Ln
L−→ L sledi da ln

n→∞−→ 0, gde je

ln := sup
‖u‖W1,r≤1




∫∫

[0,∞)×[0,1]

∣∣∣∣(Jn(s, t)− J(s, t))
∂u

∂t
+ (Bn(s, t)−B(s, t))u

∣∣∣∣
r

dsdt




1
r

.

Fiksirajmo taqku z0 ∈ [0,∞)× [0, 1] i posmatrajmo glatko preslikavaǌe u

sa nosaqem u okolini Uz0 taqke z0, takvo da je u(0, t), u(s, 0), u(s, 1) ∈ Rn×{0}
i ‖u‖W 1,r ≤ 1. Za takvo u va�i

∫∫

Uz0

‖u‖rdsdt ≤ sup
Uz0

‖u‖r
C0 ·m(Uz0).
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Odavde sledi, da, za isto u, va�i




∫∫

[0,∞)×[0,1]

∣∣∣∣(Jn(s, t)− J(s, t))
∂u

∂t

∣∣∣∣
r

dsdt




1
r

≤

ln + sup
Uz0

‖Bn(s, t)−B(s, t))‖ · sup
Uz0

‖u‖C0 · (m(Uz0))
1
r .

(5.2.10)

Smaǌuju�i okolinu Uz0, i biraju�i pogodne u sa nosaqem u Uz0 i W 1,r−
normom ne ve�om od jedan, mo�emo posti�i10 da leva strana jednakos-

ti (5.2.10) bude ve�a ili jednaka izrazu |Jn(z0)− J(z0)|, a desna maǌa ili

jednaka izrazu ln + 1
n
. Odatle imamo:

|Jn(z0)− J(z0)| ≤ ln +
1

n
,

pa kako je z0 proizvoǉno, zakǉuqujemo da Jn ⇒ J.

Oznaqimo sa Det[F ] determinatno raslojeǌe definisano jednaqinom

(5.2.1), za X = [F ], f : G 7→ G. Slede�e tvr�eǌe je direktna posledica

Tvr�eǌa 69.

Posledica 70. Za proizvoǉno F ∈ Σtriv, determinantno raslojeǌe Det[F ] je
trivijalno, a samim tim i orijentabilno.

Od znaqaja su i slede�e dve specijalne klase Fredholmovih operatora

jedinstvenog tipa:

ΣM
triv := {K ∈ L(

W 1,r(R,Rn × {0}), Lr(R,Rn × {0})) | Kγ = γ̇(s) + A(s)γ(s),

K± := A(±∞) je simetriqna nedegenerisana matrica},

ΣF
triv := {L ∈ L (

W 1,r
F , L1,r

F

) | Lu =
∂u

∂s
+ J(s, t)

∂u

∂t
+ B(s, t)u(s, t),

L : W̃ 1,r → L̃r, L±x(t) := J(+∞, t)ẋ(t) + B(+∞, t)x(t)

je samoadjungovani izomorfizam }
10Takvi u imaju ograniqenu C0 normu, ali veliku C0 normu parcijalnog izvoda po t. Zah-

vaǉuju�i nosaqu male mere, oni su ipak W 1,r norme ne ve�e od jedan.
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gde su

W 1,r
F :=

{
u ∈ W 1,r([0, 1]× R,R2n) | u(s, 0), u(s, 1) ∈ Rn × {0}} ,

Lr
F :=

{
u ∈ Lr([0, 1]× R,R2n) | u(s, 0), u(s, 1) ∈ Rn × {0}} ,

a W̃ 1,r i L̃r definisani na strani 124. Relacija ekvivalencije na skupu

ovakvih specijalnih operatora se definixe pomo�u asimtotskih krajeva:

K1 ∼ K2 ∈ ΣM
triv ⇔ K±

1 = K±
2 ,

L1 ∼ L2 ∈ ΣF
triv ⇔ L±1 = L±2 .

I ovde su klase posmatrane kao skupovi kontraktibilne, homotopija koja

povezuje dva operatora je ponovo konstruisana pomo�u konveksnih kombi-

nacija kao u dokazu Tvr�eǌa 69 (za vixe detaǉa videti [69] za Morsov,

a [24] za Florov sluqaj).

5.2.3 Orijentacija i lepǉeǌe Fredholmovih operatora

U ovom poglavǉu konstruisa�emo lepǉeǌe dva Fredholmova operatora

specijalne klase, od kojih je jedan jedinstvenog, a drugi mexovitog tipa.

Lepǉeǌe operatora istog jedinstvenog tipa opisano je u [24, 69].

Za operator specijalne klase, bilo kog tipa (iz skupa Σtriv, ΣM
triv ili

ΣF
triv) ka�emo da je asimptotski konstantan ako qinioci koji ga defin-

ixu (J i B u jednom, a A u drugom sluqaju) ne zavise od s, za dovoǉno

veliko |s|.
Definicija 71. Neka su F = (F1, F2) ∈ Σtriv, K ∈ ΣM

triv i L ∈ ΣF
triv asimptot-

ski konstantni operatori, takvi da va�i

K+ = F−
1 , F+

2 = L−.

Neka je
(K ]ρ F1) (γ)(s) := γ̇(s) + Aρ(s)γ,

gde je

Aρ =

{
AK(s + 2ρ), s ≤ −ρ,

AF1(s), −ρ ≤ s ≤ 0,
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za dovoǉno veliko ρ. Definiximo

K ]ρ F := (K ]ρ F1, F2) ∈ Σtriv.

Sliqno, definiximo

(F2 ]ρ L) u(s, t) :=
∂u

∂s
(s, t) + Jρ(s, t)

∂u

∂t
(s, t) + Bρ(s, t)u(s, t)

za dovoǉno veliko ρ, gde je

Bρ(s, t) :=

{
BF2(s, t), 0 ≤ s ≤ ρ,

BL(s− 2ρ, t), s ≥ ρ,

Jρ(s, t) :=

{
JF2(s, t), 0 ≤ s ≤ ρ,

JL(s− 2ρ, t), s ≥ ρ
i

F ]ρ L := (F1, F2 ]ρ L).

¦
Napomena 72. Oqigledno je da je lepǉeǌe Fredholmovih operatora spe-
cijalnog tipa dobro definisano i na klasama, to jest, da va�i

F ∼ G,K ∼ L ⇒ (F ]ρ K) ∼ (G]ρ L).

Kako u svakoj klasi iz Σtriv i ΣF
triv postoji asimptotski konstantan ope-

rator, vidimo da uslov asimptotske konstantnosti nije suxtinski re-
striktivan. Oqigledno je da su, za razliqite ρ1 i ρ2 operatori G]ρ1 L
i G]ρ2 L ekvivalentni. Zbog toga �emo koristiti i jednostavniju oznaku
G] L, kadgod nam je od znaqaja samo klasa ekvivalencije operatora. ♦
Tvr�eǌe 73. Neka su K, F i L kao u Definiciji 71. Postoji izomorfizam

fρ : Det(K)⊗Det(F )
∼=−→ Det(K ]ρ F ), gρ : Det(F )⊗Det(L)

∼=−→ Det(F ]ρ L).

Dokaz: Kako je Ker(F1, F2) = Ker(F1) × Ker(F2), Coker(F1, F2) = Coker(F1) ×
Coker(F2) i Det(F ) = (Λmax Ker(F ))⊗ (Λmax Coker(F ))∗, va�i

Det(F ) = Det(F1)⊗Det(F2).

Ako konstruixemo izomorfizme

Det(K)⊗Det(F1) ∼= Det(K ]ρ F1) i

Det(F2)⊗Det(L) ∼= Det(F2 ]ρ L),
(5.2.11)
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ima�emo

Det(K ] F ) = Det
(
(K ]ρ F1, F2)

) ∼= Det(K ]ρ F1)⊗Det(F2) ∼=
Det(K)⊗Det(F1)⊗Det(F2) ∼= Det(K)⊗Det(F ),

xto definixe izomorfizam f . Izomorfizam g se konstruixe analogno.

Vratimo se zato izomorfizmu (5.2.11). Dokaza�emo samo postojaǌe

drugog izomorfizma, postojaǌe prvog se dokazuje analogno, uz eventualne

olakxice zahvaǉuju�i jednodimenzionom domenu.

Uvedimo novu oznaku G := F2, da ne bismo koristili dvostruke in-

dekse. Upotrebi�emo ponovo pomo�na preslikavaǌa Gψ, Lφ, kao u dokazu

Tvr�eǌa 60. Neka su W 1,r
F , odnosno Lr

F , skupovi svih preslikavaǌa

u : R× [0, 1] → R2n, u(s, 0), u(s, 1) ∈ Rn × {0}

klase W 1,r, odnosno Lr. Neka su

ψ : Rk → Lr
2, φ : Rk → Lr

F

linearna preslikavaǌa takva da su preslikavaǌa

Ĝψ : Rk ×W 1,r
2 → Lr

2, Ĝψ(h,w) = Gw + ψh i

L̂φ : Rk ×W 1,r
F → Lr

F , L̂φ(h, u) = Lu + φh

surjektivna. Defininiximo

Gψ(a, w) := (0, Ĝψ(a, w)), Lφ(a, u) := (0, L̂φ(a, u)).

Iz dokaza Tvr�eǌa 60 sledi da je Det(Gψ) ∼= Det(G) i Det(Lφ) ∼= Det(L). Za

dovoǉno veliko ρ konstruiximo zalepǉeni operator

Ĝψ ]ρL̂φ : Rk × Rk ×W 1,r
2 → Lr

2

na slede�i naqin. Mo�emo pretpostaviti da ψ(a) i φ(a) imaju nosaq

u skupu {|s| ≤ R} za neko R > 0 i svako a ∈ Rk jer je skup surjektivnih
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Fredholmovih operatora otvoren, pa postoji ε > 0 takvo da ‖ψ−χ‖L < ε ⇒
χ je Fredholmov i surjektivan. Za takvo ε, posmatrajmo operator κRψ

gde je κR glatka funkcija jednaka nuli na [−R + 1, R − 1] a jedinici na

(−∞,−R]∪[R, +∞). ǋegova norma te�i nuli kad R →∞, pa je χ := (1−κR)ψ

tra�eni operator za dovoǉno veliko R.

Definiximo, za dovoǉno veliko R

(Ĝψ ]ρL̂φ)(a, b, w)(s, t) := (G]ρL)w + ψ(a)(s, t) + φ(b)(s− 2ρ, t).

Zahvaǉuju�i kompaktnosti nosaqa preslikavaǌa ψ i φ, gorǌi izraz ima

slisla za dovoǉno veliko ρ, iako preslikavaǌa ψ(a) i (G ]ρL)w s jedne, i

φ(b) s druge strane, nisu apriori definisana na istim skupovima. Dokaz

Tvr�eǌa 73 �e slediti iz slede�eg pomo�nog tvr�eǌa.

Tvr�eǌe 74. Postoji doǌa granica ρ1 takva da je, za svako ρ ≥ ρ1 operator
Ĝψ ]ρL̂φ surjektivan. Ako sa Projρ oznaqimo projekciju11 u Rk × Rk × Lr na
skup Ker(Ĝψ ]ρL̂φ), tada je preslikavaǌe

ϕρ : Ker(Ĝψ)×Ker(L̂φ) → Ker(Ĝψ ]ρL̂φ)

dato sa
((a, w), (b, u)) 7→ Projρ(a, b, w]0

ρu)

izomorfizam, gde je w]0
ρu definisano u (4.3.15).

Dokaz Tvr�eǌa 74 je potpuno analogan dokazu Tvr�eǌa 56 na strani

103, pa ga izostavǉamo. Vratimo se dokazu Tvr�eǌa 73. Ako definixemo

Gψ ]ρLφ :Rk × Rk ×W 1,r
2 → Rk × Rk × Lr

2

(a, b, w) 7→
(
0, 0, (F̂ψ ]ρL̂φ)(a, b, w)

)
,

onda vidimo da je (Gψ ]ρLφ) = (G]ρL)ψ⊕φ−2ρ, gde je

ψ ⊕ φ−2ρ(a, b)(s, t) = ψ(a)(s, t) + φ(b)(s− 2ρ, t).

11Ova projekcija je korektno definisana zahvaǉuju�i konaqnoj dimenziji jezgra Fredholmovog
operatora.
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Iz dokaza Tvr�eǌa 60 sledi da postoji prirodni izomorfizam

Det(Gψ ]ρLφ) ∼= Det(G]ρL). (5.2.12)

Izomorfizam ϕ iz Tvr�eǌa 74 indukuje izomorfizam
max∧

(Ker Ĝψ)⊗
max∧

(Ker L̂φ) ∼=
max∧

(Ker Ĝψ ]ρL̂φ), (5.2.13)

a kako je (
max∧
Rk

)∗

⊗
(

max∧
Rk

)∗
∼=

(
max∧

(Rk × Rk)

)∗

to mno�eǌem (5.2.13) sa (
max∧
Rk)∗×(

max∧
Rk)∗, zahvaǉuju�i uslovu Ker(Gψ) ∼=

Ker(Ĝψ) dobijamo

Det(Gψ)⊗Det(Lφ) ∼= Det(Gψ ]ρLφ).

Iz (5.2.12) i uslova Det(Gψ) ∼= Det(G) dobijamo

Det(G)⊗Det(L) ∼= Det(G]ρL),

za dovoǉno veliko ρ. Time je zavrxen dokaz Tvr�eǌa 73.

Neka su data dva para asimptotski konstantnih operatora G0 ∼ G1 ∈
Σ2

triv i L0 ∼ L1 ∈ ΣF
triv koji se ,,nadovezuju”, to jest, za koje va�i G+

0 =

G+
1 = L−0 = L−1 . Neka su Gτ i Lτ putevi koji ih spajaju, konstruisani

kao u dokazu Tvr�eǌa 69. Postoje takvi ψ i φ za koje su Ĝτ
ψ i L̂τ

φ sur-

jektivni za sve τ ∈ [0, 1]. Pomo�u parametrizovane verzije prethodnih

argumenata, kako svaki korak va�i i za vektorska raslojeǌa, dolazimo

do izomorfizma vektorskih raslojeǌa

Det(Gψ)⊗Det(Lφ) Det(Gψ ]ρLφ)

[0, 1]
w

-
∼=

/
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gde je sloj nad τ ∈ [0, 1] u raslojeǌu na levoj strani Det(Gτ
ψ) ⊗ Det(Lτ

φ),

a na desnoj Det(Gτ
ψ ]ρL

τ
φ). Zahvaǉuju�i prirodnim izomorfizmima tipa

Det(Gψ) ∼= Det(G), dobijamo izomorfizam raslojeǌa

Det(G)⊗Det(L) Det(G]ρL)

[0, 1]
w

-
∼=

/

u kojima su slojevi, kao i malopre, Det(Gτ ) ⊗ Det(Lτ ) i Det(Gτ ]ρL
τ ).

Zakǉuqujemo da se izomorfizam vektorskih prostora fρ proxiruje na

izomorfizam raslojeǌa

]ρ : Det([F ])⊗Det([L])
∼=−→ Det([F ]ρL]), (5.2.14)

gde kao i ranije, oznaku [F ] koristimo i za skup operatora ekvivalentnih

operatoru F .

Napomena 75. Ka�emo da se dve orijentacije o i o′ (odnosno dva seqeǌa
svuda razliqita od nule) raslojeǌa Det(f) → X mogu neprekidno defor-
misati jedna do druge ako postoji preslikavaǌe

o : [0, 1]×X → Det(f)

koje je neprekidna familija orijentacija i koje ih povezuje. Preciznije o
je neprekidno po obe promenǉive, takvo da je oτ = o(τ, ·) seqeǌe razliqito
od nule za svako τ ∈ [0, 1] i va�i o0 = o, o1 = o′. Koristi�emo oznaku o ' o′

za dve orijentacije koje se mogu neprekidno deformisati jedna do druge.
♦

Napomena 76. Neka su oF i oL orijentacije raslojeǌa Det[F ] i Det[L].
Tada je oF ]ρ1oL ' oF ]ρ2oL. Deformacija koja ovo ostvaruje je

oτ := oF ](τρ1+(1−τ)ρ2)oL.

Koristi�emo i oznaku

oF ] oL := ]ρ (oF , oL) ∈ Det(F ]ρL)

gde ] na desnoj strani oznaqava izomorfizam (5.2.14). ♦
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Napomena 77. Neka su oF ' o′F i oL ' o′L orijentacije raslojeǌa Det[F ]
i Det[L]. Tada je oF ]ρoL ' o′F ]ρo

′
L. Deformacija koja ovo ostvaruje je

oτ := (oF )τ ]ρ(oL)τ . ♦

Na sliqan naqin se definixe lepǉeǌe klasa Fredholmovih opera-

tora specijalnog tipa ΣM
triv i klasa operatora specijalnog tipa Σtriv, kao

i odgovaraju�ih orijentacija. Poznata je konstrukcija lepǉeǌa dva ope-

ratora jedinstvenog tipa ΣM
triv ili ΣF

triv (videti [24, 69]). Kadgod to ima

smisla, operacija lepǉeǌa orijentacija je asocijativna, to jest, ako su

tri operatora specijalnog tipa (bilo kog od tri pomenuta), K, F , L,

kompatibilna za lepǉeǌe, tada va�i

(oK ] oF ) ] oL ' oK ] (oF ] oL).

Naime, ako su K, F i L takvi, tada imamo neki od slede�ih sluqajeva:

• (K,F, L) ∈ ΣM
triv × ΣM

triv × ΣM
triv

• (K,F, L) ∈ ΣM
triv × Σtriv × ΣF

triv

• (K,F, L) ∈ ΣF
triv × ΣF

triv × ΣF
triv.

Koriste�i sliqne metode kao dosad, mo�emo konstruisati glatko lini-

jsko raslojeǌe E nad [0, 1], koje za graniqne slojeve E0 i E1 ima

E0 = Det((K ]ρ1 F )]ρ2 L), E1 = Det(K ]ρ3 (F ]ρ4 L))

i izomorfizam vektorskih raslojeǌa

[0, 1]× (Det(K)⊗Det(F )⊗Det(L)) E

[0, 1]
R

-
∼=

ª

i tako izvesti svojstvo asocijativnosti.
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Napomena 78. Na isti naqin se definixu klase ekvivalencije i dokazuje
odgovaraju�a kontraktibilnost u sluqaju operatora mexovitog tipa
koji ima za prvu komponentu operator tipa (5.2.7) a za drugu operator
tipa (5.2.6). Ovakvi operatori uqestvuju u definiciji mnogostrukosti
MR0(x,H, J ; p, f, g) (videti (3.3.2) na strani 63). Koristi�emo slede�e
oznake:

• Ξ1
triv je skup linearnih operatora

K ∈ L(
W 1,r([0, +∞),Rn × {0}), Lr([0, +∞),Rn × {0}))

oblika (5.2.6), sa istim osobinama asimptotskog operatora kao i u
sluqaju Σ1

triv, ali na suprotnom kraju (s = +∞);

• Ξ2
triv je skup linearnih operatora

L ∈ L
(
W̃ 1,r

2 , L̃r
2

)

oblika (5.2.7) sa odgovaraju�im operatorom u −∞, gde su

W̃ 1,r
2 :=

{
u ∈ W 1,r((−∞, 0]× [0, 1],R2n) | u(0, t), u(s, 0), u(s, 1) ∈ Rn × {0}}

L̃r
2 :=

{
u ∈ Lr((−∞, 0]× [0, 1],R2n) | u(0, t), u(s, 0), u(s, 1) ∈ Rn × {0}} ;

• Ξtriv := Ξ2
triv × Ξ1

triv;

• Ξ̃ je skup klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju ekvivalencije
definisanu kao u Definiciji 68 na strani 125.

Lepǉeǌe specijalnih operatora tipa Ξ̃triv sa specijalnim operatorima
tipa ΣM

triv s jedne, i ΣF
triv s druge strane, kao i lepǉeǌe odgovaraju�ih

orijentacija se definixe isto kao i za operatore iz Σ̃triv. ♦
Definicija 79. Koherentna orijentacija na skupu Σtriv∪ΣM

triv∪ΣF
triv je pres-

likavaǌe σ koje svakoj klasi ekvivalencije [F ] pridru�uje orijentaciju
σ([F ]) raslojeǌa Det([F ]) → [F ], tako da, za svaki par operatora (F, L)
kompatibilnih za lepǉeǌe, va�i

σ([F ]) ] σ([L]) = σ([F ] ] [L]).

¦
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5.3 Orijentacija i lepǉeǌe na mnogostrukosti

U ovom poglavǉu �emo primeniti rezultate prethodne konstrukcije na

klasu specijalnih Fredholmovih operatora za netrivijalni sluqaj, kada

kodomen preslikavaǌa nije R2n, ve� kotangentno raslojeǌe. Glavna tex-

ko�a koja se javǉa prilikom prelaska na netrivijalni sluqaj je izbor

pogodne klase trivijalizacija koje obezbe�uju dobru definisanost svih

relevantnih pojmova u nelinearnom sluqaju.

I daǉe pretpostavǉamo da je na T ∗M zadata standardna simplektiqka

forma ω koja u lokalnim koordinatama ima zapis

ω =
n∑

j=1

dxj ∧ dyj. (5.3.1)

Podeli�emo nastavak analize u nekoliko delova.

5.3.1 Orijentacija neparametrizovanih kombinovanih
modulskih prostora

Neka je

Ω := ((−∞, 0]× {0}) ∪ ([0, +∞)× [0, 1]) .

Za dva simplektiqka vektorska raslojeǌa12 E → Ω i F → Ω nad Ω,

oznaqimo sa Sp(E, F ) vektorsko raslojeǌe qiji sloj nad taqkom z ∈ Ω

qine sva linearna simplektiqka preslikavaǌa Ez → Fz. U trivijalnom

sluqaju E = F = Ω× R2n imamo raslojeǌe

Sp(n) −→ Sp(R2n,R2n)

↓
Ω

gde je je Sp(n) oznaqava grupu simplektomorfizama prostora R2n u odnosu

na standardnu simplektiqku formu. Oznaqimo sa GΩ
E,F skup svih seqeǌa

12Vektorsko raslojeǌe je simplektiqko ako su vlakna sipmplektiqki vektorski prostori, a
funkcije prelaska quvaju simplektiqku formu.
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raslojeǌa Sp(E, F ), a sa GΩ
R2n skup svih seqeǌa raslojeǌa Sp(R2n,R2n). Od

znaqaja �e nam biti slede�a pomo�na lema.

Lema 80. Neka je ψ ∈ GΩ
R2n takvo da je ψ(−∞) = ψ(+∞, t) = Id i neka je

F = (F1, F2) ∈ Σtriv. Tada je Fψ := ψ ◦ F ◦ ψ−1 ∈ [F ]. Ako je oF proizvoǉna
orijentacija prostora Det(F ), a ψ(oF ) orijentacija operatora Fψ induko-
vana preslikavaǌem13 ψ, tada se ove dve orijentacije mogu neprekidno de-
formisati jedna do druge, to jest, ψ(oF ) ' oF .

Dokaz: Pre svega, primetimo da je ψ ◦ F ◦ ψ−1 element skupa Σtriv: ako je

w ∈ W 1,r tada ψ◦F ◦ψ−1w ∈ Lr, osim toga, direktnom raqunicom se prover-

ava da je ψ ◦ F ◦ ψ−1 odgovaraju�eg specijalnog oblika (jedna komponenta

oblika (5.2.6) a druga (5.2.7)). Zahvaǉuju�i asimptotskim uslovima koje

zadovoǉava ψ, va�i ψ ◦ F ◦ ψ−1 ∈ [F ].

Kako je ψ izomorfizam du� vlakana i va�i ψ ◦ F = Fψ ◦ ψ, to su dobro

definisana preslikavaǌa

ψ
∣∣
Ker(F )

: Ker(F ) → Ker(Fψ) i

ψ
∣∣
Coker(F )

: Coker(F ) → Coker(Fψ).

Osim toga, kako je

Ker(Fψ) = ψ(Ker(F )) i

Coker(Fψ) = Lr/ Im(Fψ) = ψ(Lr/ Im(F )) = ψ(Coker(F )),
(5.3.2)

to su ova preslikavaǌe i izomorfizmi. Neka je

ψ :

(
max∧

Ker(F )

)
⊗

(
max∧

Coker(F )

)∗

→
(

max∧
Ker(Fψ)

)
⊗

(
max∧

Coker(Fψ)

)∗

ψ(σ) := det
(
ψ

∣∣
Ker(F )

)
det

(
ψ

∣∣
Coker(F )

)
σ.

Pretpostavimo za poqetak da je operator F = (F1, F2) oblika:

F1 =
d

ds
+ Id, F2 =

∂

∂s
+ J

∂

∂t
+ Id . (5.3.3)

13Videti dokaz u nastavku za preciznu definiciju orijentacije ψ(oF ).



139

Oqigledno je da orijentacija ψ(σ) ne zavisi od homotopske klase pres-

likavaǌa ψ u prostoru Sp(R2n,R2n). Kako je raslojeǌe Sp(R2n,R2n) trivi-

jalno (jer je baza Ω kontraktibilan skup), to je Sp(R2n,R2n) ∼= Ω × Sp(n),

pa, kako je π1(Sp(n)) = Z (videti [45]), zakǉuqujemo

π1(Sp(R2n,R2n)) ∼= π1(Sp(n)) ∼= Z.

Zato je dovoǉno da proverimo da tvr�eǌe va�i ako je preslikavaǌe ψ

predstavnik proizvoǉne homotopske klase, odnosno oblika:

ψ(s, t) =




e2πikφ(s) 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . 1




(5.3.4)

gde je φ glatka neopadaju�a funkcija za koju va�i

φ(s) =





0, s ≤ 0

1, s ≥ 1.

Ako definixemo ψr(s, t) := ψ( s
r
, t), za r > 0, tada su ψr i ψ homotopna

preslikavaǌa za svako r, tako da je dovoǉno dokazati tvr�eǌe za dovoǉno

veliko r. Imamo da je ψr ◦ F ◦ ψr
−1 = (F r

1 , F r
2 ), gde je

F r
1 = ψr ◦ ∂ψ−1

r

∂s
+ Id +

d

ds
= F1 + ∆r

i

F r
2 = ψr ◦ ∂ψ−1

r

∂s
+

∂

∂s
+ J

∂

∂t
+ Id = F2 + ∆r,

pa je

(F r
1 , F r

2 ) = (F1, F2) + (∆r, ∆r).



140

Ali

∆r = ψr ◦ ∂ψ−1
r

∂s
= ψr ◦ ∂

∂s




e−2πikφ( s
r
) 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . 1




=

−2πik

r
φ′

(s

r

)
ψr ◦




e−2πikφ( s
r
) 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . 0




=− 2πik

r
φ′

(s

r

)




1 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . 0




,

pa norma preslikavaǌa ∆r te�i nuli, kad r → +∞. Operatori F1 i F2 su

izomorfizmi; za operator F2 to je sadr�aj Napomene 55. Xto se tiqe ope-

ratora F1, kako je ǌegov spektralni tok jednak nuli dovoǉno je dokazati

da je on injektivan. Direktnim rexavaǌem jednaqne γ̇ = −γ, iz qiǌenice

da γ ∈ W 1,r(R,Rn), zakǉuqujemo da mora biti γ = 0, ako je F1(γ) = 0. Ope-

ratori F = (F1, F2) i F r = (F r
1 , F r

2 ) su homotopni sa fiksiranim krajǌim

taqkama, i to preko linearne homotopije

τ 7→ Fτ := (1− τ)F + τF r = F + τ(∆r, ∆r) (5.3.5)

i, za dovoǉno veliko r, svi operatori homotopije su invertibilni, pa je

Ker(Fτ ) = Coker(Fτ ) = 0 i Det(Fτ ) = R ⊗ R∗. Odatle sledi da je oF ' oF r ,

homotopiju orijentacija oτ mo�emo izabrati da bude oτ = [(1⊗1∗)⊗(1⊗1∗)].

Ostalo je da poka�emo da dokaz leme uvek mo�emo da svedemo na speci-

jalni sluqaj operatora oblika (5.3.3). Pretpostavimo, zato, da su F i

G dva operatora iz Σtriv koja se mogu neprekidnom transformacijom un-

utar Σtriv prevesti jedan u drugi. Ovde ne podrazumevamo da su kra-

jevi fiksirani i jednaki. Oznaqimo ovu transformaciju sa Fτ . Pro-

du�eǌe orijentacije oF du� luka Fτ definixe orijentaciju oG operatora

G. Isto va�i i za Fψ i Gψ: produ�eǌe orijentacije ψ(oF ) du� luka
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ψ ◦Fτ ◦ψ−1 definixe orijentaciju ψ(oG) operatora Gψ. Pretpostavimo da

smo dokazali Lemu za operator G. Posmatrajmo dijagram

G ψ ◦G ◦ ψ−1

F ψ ◦ F ◦ ψ−1

Doǌa horizontalna strelica predstavǉa homotopiju iz formule (5.3.5)

sa fiksiranim asimtotskim krajevima. Vertikalne strelice predstavǉa-

ju homotopiju koja ne mora biti sa fiksiranim krajevima. Kako za svako

τ operatori Fτ i ψ◦Fτ ◦ψ−1 imaju iste krajeve (zahvaǉuju�i asimptotskim

osobinama preslikavaǌa ψ), mo�emo ih spojiti linearnim homotopijama

sa fiksiranim asimptotskim krajevima du� isprekidanih linija. Imamo

orijentaciju – neprekidno seqeǌe razliqito od nule – na uniji ver-

tikalnih i doǌoj horizonalnoj stranici kvadrata. Malim pomeraǌima

du� isprekidane linije mo�emo ovo seqeǌe proxiti na qitav kvadrat i

sti�i do neprekidne transformacije du� gorǌe horizontalne linije koja

predvodi orijentaciju oF u ψ(oF ).

Kako je lema dokazana za operator (5.3.3), prethodna diskusija povlaqi

da je ona dokazana i za svaki operator F = (F1, F2) takav da je F−
1 = Id,

F+
2 = Id, budu�i da je on homotopan sa (5.3.3).

Za svaki operator G = (G1, G2) ∈ Σtriv postoje operatori K ∈ ΣM
triv,

L ∈ ΣF
triv, takvi da va�i

K− = G−
1 , K+ = Id, L− = Id, L+ = G+.

Neka je F = (F1, F2) takav da je F−
1 = Id, F+

2 = Id. Pretpostavimo da je

ψ asimptotski konstantno (na osnovu prethodnog razmatraǌa vidimo da

ovo ne smaǌuje opxtost) i da je

ψ = Id ] ψ1 ] Id, gde je ψ1(−∞) = ψ1(+∞, t) = Id .
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Ovde operaciju lepǉeǌa seqeǌa koja se nadovezuju definixemo na

oqigledan naqin.14 Iz ve� dokazanog dela za specijalan oblik opera-

tora (5.3.3) i prethodne diskusije imamo

oG ' oK ] F ] L ' oK ] oF ] oL ' oK ] ψ1(oF ) ] oL '
(Id ] ψ1 ] Id)(oK ] oF ] oL) ' ψ(oK ] F ] L) ' ψ(oG).

Oznaqimo sa C∞(Ω, T ∗M) skup svih parova w = (γ, u) glatkih preslika-

vaǌa

γ : (−∞, 0] → M, u : [0, +∞)× [0, 1] → T ∗M

takvih da va�i: {
u(s, 0), u(s, 1), u(0, t) ∈ OM ,

γ(0) = u
(
0, 1

2

)
.

(5.3.6)

Za w ∈ C∞(Ω, T ∗M) oznaqimo sa Σw = Σw∗(TT ∗M) skup svih operatora F =

(F1, F2) za koje postoji simplektiqka trivijalizacija15

ψ : w∗(TT ∗M) → Ω× R2n

takva da je operator

Fψ = ψ ◦ F ◦ ψ−1 ∈ Σtriv.

Definicija 81. Neka je w1 = (γ1, u1), w2 = (γ2, u2) ∈ C∞(Ω, T ∗M), F =
(F1, F2) ∈ Σw1 i G = (G1, G2) ∈ Σw2 Za parove (F,w1) i (G,w2) (ili skra�eno,
za operatore F i G) ka�emo da su ekvivalentni:

(F, w1) ∼ (G,w2)

ako:

γ1(−∞) = γ2(−∞), u1(+∞, t) = u2(+∞, t), F−
1 = G−

1 , F+
2 = G+

2 .

Oznaqimo klasu ekvivalencije elementa (F, w) sa [F, w], a skup klasa ek-
vivalencije sa Σ̃. ¦

14To jest, isto kao i dosadaxǌa lepǉeǌa trajektorija i operatora, za seqeǌa koja su asimptot-
ski konstanta. Iz (5.3.4) sledi da je svako seqeǌe homotopski ekvivalentno takvom.

15To je trivijalizacija ψ za koju du� vlakana va�i ψ∗ω0 = ω, gde je ω0 standardna sipmlek-
tiqka forma u R2n, a ω simplektiqka forma na T ∗M , videti (5.3.1).
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Slede�i korak je izbor klase trivijalizacija koje �e nam omogu�iti

da orijentixemo ekvivalentne operatore iz Definicije 81 istovremeno

na jedinstven i koherentan naqin.

Definicija 82. Neka je (w1, F ) ∼ (w2, G) kao u Definiciji 81. Par sim-
plektiqkih trivijalizacija

φw1 : w∗
1TT ∗M

∼=−→ Ω× R2n; ψw2 : w∗
2TT ∗M

∼=−→ Ω× R2n

zovemo dopustivim ako je φw1(−∞) = ψw2(−∞) i φw1(+∞, t) = ψw2(+∞, t) za
svako t ∈ [0, 1]. ¦

Posebno, ako su w1, w2, F , G, φw1 i ψw2 kao u Definiciji 82, tada

su operatori φw1Fφw1

−1 i ψw2Gψw2

−1 ekvivalentni u trivijalnom smislu

(videti Definiciju 68 na strani 125).

Napomena 83. Primetimo da par dopustivih trivijalizacija uvek pos-
toji. Naime, (w1 · w−1

2 )∗TT ∗M je simplektiqko vektorsko raslojeǌe nad
prostorom S koji je homotopski ekvivalentan kru�nici S1:

(w1 · w−1
2 )∗TT ∗M TT ∗M
↓ ↓

S1 ' S
w1·w−1

2−→ TT ∗M

Proizvoǉno vektorsko raslojeǌe nad kru�nicom je ili trivijalno ili
direktna suma trivijalnog raslojeǌa i Mebijusove trake (dakle neori-
jentabilno). Kako je svako simplektiqko raslojeǌe nad S1 orijentabilno,
zakǉuqujemo da je (w1 ·w−1

2 )∗TT ∗M trivijalno. Uz to, mogu�e je izabrati
simplektiqku trivijalizaciju, jer je, u R2n svaka simplektiqka forma
pulbek standardne, pri nekom izomorfizmu prostora R2n (videti [45]). Za
proizvoǉnu simplektiqku trivijalizaciju ψ raslojeǌa (w1 · w−1

2 )∗TT ∗M ,
uzmimo da je ψw1 := ψ

∣∣
w1

i ψw2 := ψ
∣∣
w2
. ♦

Slede�a lema nam omogu�ava da pojmove iz prethodnog poglavǉa pre-

nesemo na nelinearan sluqaj, uz pomo� dopustivih trivijalizacija.

Lema 84. Neka su (w1, F ) ∼ (w2, G) kao u Definiciji 81 i (φw1 , ψw2), (φ′w1
, ψ′w2

)
dva para dopustivih trivijalizacija. Neka su oF i oG orijentacije prostora
Det(F ) i Det(G). Ako par (φw1 , ψw2) indukuje orijentacije

φw1(oG) ' ψw2(oF )
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(koje se mogu neprekidno deformisati jedna do druge) trivijalizovanih
klasa

[φw1 ◦ F ◦ φ−1
w1

] = [ψw2 ◦G ◦ ψ−1
w2

] = [φ′w1
◦ F ◦ φ′−1

w1
] = [ψ′w2

◦G ◦ ψ′−1
w2

],

tada isto va�i i za par (φ′w1
, ψ′w2

), to jest, tada je

φ′w1
(oG) ' ψ′w2

(oF ). (5.3.7)

Dokaz: Posmatrajmo krivu

χ := φw1 ◦ φ′−1
w1
◦ ψ′w2

◦ ψ−1
w2

: Ω× R2n → Ω× R2n. (5.3.8)

Kako je, po pretpostavci

φw1(−∞) = ψw2(−∞), φw1(+∞, t) = ψw2(+∞, t)

φ′w1
(−∞) = ψ′w2

(−∞), φ′w1
(+∞, t) = ψ′w2

(+∞, t),

to kriva χ zadovoǉava uslove Leme 80, pa va�i

χ(ψw2(oF )) ' ψw2(oF ). (5.3.9)

Po pretpostavci va�i

ψw2(oF ) ' φw1(oG). (5.3.10)

Iz (5.3.8), (5.3.9) i (5.3.10) sledi

φw1 ◦ φ′−1
w1
◦ ψ′w2

(oF ) ' χ(ψw2(oF )) ' ψw2(oF ) ' φw1(oG).

Ali odatle je

ψ′w2
(oF ) ' φ′w1

(oG).

Sada smo u mogu�nosti da orijentixemo klasu Fredholmovih opera-

tora u netrivijalnom sluqaju.
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Definicija 85. Svaka orijentacija oF operatora F indukuje jedinstvenu
orijentaciju klase ekvivalencije [F ]: za G ∼ F definiximo

oF ' oG

ako i samo ako va�i
ψw2(oF ) ' φw1(oG)

za neki (a samim tim za svaki) dopustiv par trivijalizacija (ψw2, φw1).¦

U Poglavǉu 4.3.1, jednaqinom (4.3.15) na strani 101, definisali

smo pred-lepǉeǌe kombinovanog objekta sa perturbovanim holomorfnim

diskom. Ista definicija je korektna i za w ∈ C∞(Ω, T ∗M) (videti (5.3.6)),

v ∈ C∞(R × [0, 1], T ∗M), gde je u(s, i) ∈ OM , za i = 0, 1 i w(+∞, t) = v(−∞, t)

(bez uslova da su w i v rexeǌa odre�enih parcijalnih jednaqina). Na

sliqan naqin definixemo i lepǉeǌe kombinovanog objekta sa objektom

iz C∞(R, OM). Preciznije, neka je α ∈ C∞(R, OM) a γ ∈ C∞((−∞, 0],M) i

neka je α(+∞) = γ(−∞) = q. Ako je β+ glatka funkcija kao u (4.3.13),

definiximo:

α ] ργ(s) :=





α(s + 2ρ), s ≤ −ρ− 1,

expq(β(−s− ρ)ξ(s + 2ρ)), −ρ− 1 ≤ s ≤ −ρ,

q, −ρ ≤ s ≤ −ρ
2
− 1,

expq(β(s + ρ
2

+ 1)ζ(s)), −ρ
2
− 1 ≤ s ≤ −ρ

2
,

γ(s), −ρ
2
≤ s ≤ 0,

(5.3.11)

gde je expq ξ(s) = α(s), za s ≥ s0, a expq ζ(s) = γ(s), za s ≤ −s0. Sada

definiximo, za w = (γ, u) ∈ C∞(Ω, T ∗M):

α ] w := (α ] γ, u) ∈ C∞(Ω, T ∗M).

Kao u mexovitom sluqaju, oznaqimo sa ΣM
α∗(TT ∗M) skup svih operatora

K takvih da za neku simplektiqku trivijalizaciju

φ : α∗(TT ∗M) → R× R2n
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i

φ̃ := φ|TM , φ̃ : α∗(TT ∗M) → R× Rn

va�i

φ̃Kφ̃−1 ∈ ΣM
triv;

a sa ΣF
v∗(TT ∗M) skup svih operatora L takvih da za neku simplektiqku tri-

vijalizaciju

ϕ : v∗(TT ∗M) → R× [0, 1]× R2n

va�i

ϕKϕ−1 ∈ ΣF
triv.

Koriste�i lepǉeǌe u trivijalnom sluqaju, definisa�emo lepǉeǌe Fred-

holmovih operatora16 iz Σw sa operatorima iz ΣM
α∗(TT ∗M) i ΣF

v∗(TT ∗M).

Definicija 86. Neka su α, w i v, K ∈ ΣM
α∗(TT ∗M), F = (F1, F2) ∈ Σw i

L ∈ ΣF
v∗(TT ∗M) takvi da va�i

α(+∞) = w(−∞), w(+∞, t) = v(−∞, t),
K+ = F−

1 , F+
2 = L−.

Posmatrajmo trivijalizacije:

φα : α∗TT ∗M → R× R2n,

ψw : w∗TT ∗M → Ω× R2n,

ϕv : v∗TT ∗M → (R× [0, 1])× R2n

nastale na slede�i naqin. Neka je x(t) = u(+∞, t) = v(−∞, t) i U neka
otvorena okolina skupa x([0, 1]). Glatka trivijalizacija

Γ : TT ∗M
∣∣
U

∼=−→ U × R2n

indukuje trivijalizacije ψw i ϕv raslojeǌa w∗TT ∗M i v∗TT ∗M tako da
va�i

Γ
∣∣
w([R,+∞]×[0,1])

= ψw

∣∣
[R,+∞]

, Γ
∣∣
v([−∞,−R]×[0,1])

= ϕv

∣∣
[−∞,−R]

16Iz jednakosti (5.3.2) sledi da su svi operatori iz Σ, ΣM i ΣF Fredholmovi.
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za dovoǉno veliko R (za koje je w([R, +∞]× [0, 1]), v([−∞,−R]× [0, 1]) ⊂ U).
Definiximo

ψ ] ρϕ(s, t) :=





ψ(s, t), 0 ≤ s ≤ ρ
2
,

Γw ]0ρv,
ρ
2
≤ s ≤ ρ + 1,

ϕ(s− 2ρ, t), s ≥ ρ + 1

za ρ ≥ max{2R,R + 1} i sliqno u sluqaju trivijalizacija φα i ψw.
Oqigledno je da se ove trivijalizacije nadovezuju, odnosno, da va�i:

φα(+∞) = ψw(−∞), ψw(+∞, t) = ϕv(−∞, t).

Konaqno, definiximo lepǉeǌe operatora:

K ]ρ F := (φα ]ρ ψw)−1 ◦ (φ(K) ]ρψ(F )) ◦ (φα ]ρψw) ∈ Σα ]0ρw

i, sliqno:

F ]ρL := (ψw ]ρϕv)
−1 ◦ (ψ(F ) ]ρϕ(L)) ◦ (ψw ]ρϕv) ∈ Σw ]0ρv.

¦

Kao i u trivijalnom sluqaju, klasa zalepǉenih operatora ne zavisi

od ρ pa �emo koristiti i oznaku ] umesto ]ρ kada radimo sa klasama.

Neka su α, w = (γ, u), v, K, F , L, φα, ψw i ϕv kao u Definiciji 86.

Ako su oK, oF i oL tri orijentacije raslojeǌa Det[K], Det[F ] i Det[L],

definiximo

oK ] oF := (φα ]ρ ψw)−1 (φα(oK) ]ρ ψw(oF ))

i, sliqno

oF ] oL := (ψw ]ρ ϕv)
−1 (ψw(oF ) ]ρ ϕv(oL)) .

Oznaka ] na levoj strani prethodnih jednakosti je opravdana qiǌenicom

da klasa orijentacije ne zavisi od ρ.

Napomena 87. Neka su w i v elementi mnogostrukosti MR0(p, f, g; x,H, J)
i M(x, y, H, J), odnosno rexeǌa jednaqina (2.1.9) na strani 23 i (2.1.6) na
strani 21 redom. Neka su ow i ov orijentacije klasa [u,Du] i [v, Dv]. Ope-
ratori Dw i Dv su surjektivni, a lepǉeǌe trajektorija indukuje izomor-
fizam

D ]ρ : Ker(Dw)×Ker(Dv)
∼=−→ Ker(Dw ]ρv)
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(videti Poglavǉe 4.3.3). Ovaj izomorfizam indukuje orijentaciju u istoj
klasi zalepǉene orijentacije ow ] ov opisane u ovom Poglavǉu. Naime,
operacije ]ρ i ]0

ρ su homotopne u prostoru C∞(Ω, T ∗M). Homotopija se
ostvaruje pomo�u preslikavaǌa

H :MR0(p, f, g; x,H, J)×M(x, y, H, J)× [0, 1] → C∞(Ω, T ∗M),

(w, v, τ) 7→ expw ]0ρv(τ · Γ(w, v, ρ)).

U prethodnom izrazu koristili smo oznake iz Poglavǉa 4.3. Iz same
konstrukcije lepǉeǌa orijentacija ] vidimo da je ova operacija defin-
isana pomo�u izomorfizma nastalog iz operacije pred-lepǉeǌa trajek-
torija ]0

ρ i Fredholmovih operatora (videti Tvr�eǌa 56 na strani 103
i 74 na strani 132). Odavde sledi da su zalepǉena orijentacija s jedne,
i orijentacija indukovana preslikavaǌem ]̂ = D ]0

ρ s druge strane, u is-
toj klasi. Isto va�i i za lepǉeǌe kombinovanog objekta sa objektom iz
M(p, q, f, g). ♦
Napomena 88. Kao i u trivijalnom sluqaju, i ovde celu konstrukciju
mo�emo izvesti za sluqaj kombinovanih operatora sa domenom

Ω′ := ((−∞, 0]× [0, 1]) ∪ [0, +∞)

koji uqestvuju u definiciji mnogostrukosti MR0(x,H, J ; p, f, g). Koristi-
�emo slede�e oznake. Za w = (u, γ) ∈ C∞(Ω′, T ∗M), takvo da je u(s, 0), u(s, 1),
u(0, t), γ(s) ∈ OM definiximo Ξw = Ξw∗(TT ∗M) kao skup svih operatora
F = (F2, F1) za koje postoji simplektiqka trivijalizacija

ψ : w∗(TT ∗M) → Ω′ × R2n,

takva da je operator
Fψ = ψ ◦ F ◦ ψ−1 ∈ Ξtriv,

gde je Ξtriv skup definisan u Napomeni 78. ♦
Napomena 89. Operacija ] je asocijativna, to jest, va�i:

(oK]oF )]oL = oK](oF ]oL)

kadgod su operatori K, F, i L kompatibilni za lepǉeǌe. Ovo sledi iz
asocijativnosti u trivijalnom sluqaju. ♦
Definicija 90. Koherentna orijentacija na skupu Σ ∪ ΣM ∪ ΣF je pres-
likavaǌe σ koje svakoj klasi ekvivalencije [F ] pridru�uje orijentaciju
σ([F ]) raslojeǌa Det([F ]) → [F ], tako da, za svaki par operatora (F, L)
kompatibilnih za lepǉeǌe, va�i

σ([F ]) ] σ([L]) = σ([F ] ] [L]).

¦
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5.3.2 Orijentacija R−parametrizovanih kombinovanih
modulskih prostora

U konstrukciji Piunikin–Salamon–Xvarcovih homomorfizama, kao i u

dokazu da su oni izomorfizmi, uqestvuju i mnogostrukosti preslika-

vaǌa M(R; p, q, f, g; H, J) koji se sastoje od dve gradijentne trajektorije

(pridru�ene Morsovoj funkciji f) i jednog perturbovanog holomorfnog

diska, holomorfnog na krajevima. Preciznije, neka je:

M(R; p, q, f, g; H, J) :=




(γ−, u, γ+, R)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γ− : (−∞, 0] → M, γ+ : [0, +∞) → M,

u : R× [0, 1] → T ∗M,
dγ±
ds

= −∇f(γ±),

∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XρRH(u)) = 0,

γ−(−∞) = p, γ+(+∞) = q,

u(∂(R× [0, 1])) ⊂ OM , u(±∞, t) = γ±(0)





(5.3.12)

(videti i [36, 75]). Ovde je ρR : R→ [0, 1] glatka funkcija za koju va�i

ρR =





1, |s| ≤ R,

0, |s| ≥ R + 1.

Od znaqaja nam je i skup

MR(p, q, f, g; H, J) :=

{
(γ−, γ+, u)

∣∣∣∣∣
(γ−, γ+, u) je rexeǌe jednaqine

(5.3.12) za fiksiranoR.

}
(5.3.13)

Da bismo definisali homomorfizam (2.1.8) sa Z− koeficijentima, po-

trebno je da orijentixemo i ova dva prostora. Konstrukcija je sliqna

dosadaxǌoj. U trivijalnom sluqaju, definixemo relaciju ekvivalencije

specijalne klase operatora

F = (F1, F2, F3) ∈ Θ := Σ1 × ΣF × Ξ1 (5.3.14)
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(ovde �emo izostavǉati indeks triv da bismo skratili zapis) sa domenom

Ω̃ = ((−∞, 0]× {0}) ∪ (R× [0, 1]) ∪ ([0, +∞)× {0})

na slede�i naqin:

F = (F1, F2, F3) ∼ (G1, G2, G3) = G ako i samo ako F−
1 = G−

1 i F+
3 = G+

3 .

Korix�eǌem linearne homotopije kao i dosad, mo�e se dokazati da su

klase eklivalencije operatora ovog tipa, posmatrane kao podskupovi

prostora operatora sa operatorskom normom, kontraktibilne. Defini-

cija (pred)lepǉeǌa preslikavaǌa iz C∞(Ω̃, T ∗M) sa preslikavaǌima iz

C∞(R, OM), kao i definicija lepǉeǌa odgovaraju�ih Fredholmovih ope-

ratora je analogna dosadaxǌim. Konstrukcija lepǉeǌa orijentacija (i u

trivijalnom i u netrivijalnom ambijentu) u sluqaju trojki specijalnih

operatora mo�e se izvesti u potpunoj analogiji sa sluqajem parova.

Tangentni prostor mnogostrukosti MR(p, q, f, g; H, J) je jezgro trojke

operatora (F1, F2, F3) od malopre. Sluqaj tangentnog prostora mnogostru-

kosti M(R; p, q, f, g; H, J) je nexto drugaqiji, ona je skup nula Fredhol-

movog preslikavaǌa F dve promenǉive: R ∈ R i wR = (γ−, u, γ+). ǋegova

linearizacija D2F po drugoj promenǉivoj wR je Fredholmov operator

tipa (5.3.14). Posmatrajmo kratak taqan niz

0 −→ Ker(D2F )
d1−→ Ker(DF )

d2−→ TR[R0,∞)
d3−→ Coker(D2F ) −→ 0,

gde su
d1(k) = (0, k),

d2(h, k) = h,

d3(h) = D1F (h) (mod Im(D2F )).

Iz Leme 61 sledi da postoji kanonski izomorfizam
max∧

(Ker(D2F (R,wR)))⊗
max∧

(TR[R0, +∞))

∼=−→
max∧

(Ker(DF (R, wR)))⊗
max∧

(Coker(D2F (R,wR)))
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za sve (R, wR) ∈ M(R; p, q, f, g; H, J). Odavde dobijamo kanonski izomor-

fizam

Det(D2F )⊗
max∧

TR[R0, +∞)
∼=−→

max∧
(Ker(DF )).

Ako fiksiramo orijentaciju d
dR

skupa TR[R0, +∞) ∼= R, dobijamo prirodni

izomorfizam

ϕ : Det(D2F )
∼=−→

max∧
Ker(DF ). (5.3.15)

Tako orijentacija operatora D2F indukuje orijentaciju tangentnog pros-

tora T(R,wR)M(R; p, q, f, g; H, J). Konstrukcija lepǉeǌa trajektorija, ope-

ratora i orijentacija izvodi se analogno neparametrizovanom sluqaju.

I ovde su orijentacije indukovane diferencijalom lepǉeǌa D ] i zalep-

ǉene orijentacije ekivalentne.

Primetimo da mo�emo definisati lepǉeǌe operatora G ∈ Σ sa opera-

torom H ∈ Ξ i dobiti operator iz Θ (i to ne samo u neparametrizovanom,

ve� i u parametrizovanom sluqaju – kad R → +∞; u Poglavǉu 4.2 dat

je opis konvergencije u ovom sluqaju). Tako�e ima smisla definisati

lepǉeǌe operatora iz Θ i operatora iz ΣM , rezultat je operator u Θ. I

u ovom sluqaju je operacija lepǉeǌa asocijativna.

5.3.3 Koherentna orijentacija

U ovom Poglavǉu �emo pokazati da postoji koherentna orijentacija ope-

ratora mexovitog i jedinstvenog tipa istovremeno. Fiksirajmo proiz-

voǉnu kritiqnu taqku p0 funkcije f i posmatrajmo je kao konstantnu

gradijentnu trajektoriju. Operator

K0 =
d

ds
+ A0 ∈ Σp∗0TM ,

gde je A0 simetriqna nedegenerisana matrica, jeste izomorfizam,17 pa je

Det(K0) = R⊗ R∗. Fiksirajmo orijentaciju

σ([p0, K0]) := 1⊗ 1∗ (5.3.16)

17Videti dokaz Leme 80.
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raslojeǌa Det(K0).

Prvo �emo orijentisati klasu preslikavaǌa iz C∞(R, OM) i odgo-

varaju�e operatore. Ovde �emo slediti konstrukciju iz [69]. Posma-

trajmo skupove

T − := {[γ,K] ∈ ΣM | γ(−∞) = p0, K− = K0} i

T + := {[γ,K] ∈ ΣM | γ(+∞) = p0, K+ = K0}.
Postoji bijekcija izme�u skupova T − i T +:

T − 3 [γ, K] 7→ [γ−1, K−1], gde je γ−1(s) := γ(−s), K−1 = K.

Izaberimo proizvoǉnu orijentaciju skupa T −\{[p0, K0]}. Orijentiximo

skup T +\{[p0, K0]} tako da va�i

σ([γ, F ]) ] σ([γ−1, F−1]) ' σ([p0, K0]).

Neka je sada [γ, F ] proizvoǉna klasa, takva da je

γ ∈ C∞(R, OM), F ∈ ΣM
γ∗TT ∗M .

Postoje jedinstvene klase [α, F1] ∈ T − i [β, F2] ∈ T + takve da je

α(+∞) = γ(−∞), β(−∞) = γ(+∞); F+
1 = F−, F−

2 = F+.

Zadajmo orijentaciju klase [γ, F ] koriste�i uslov

σ([α, F1]) ] σ([γ, F ]) ] σ([β, F2]) ' σ([p0, K0])

(za vixe detaǉa o orijentaciji operatora ovog, nemexovitog, Morsovog

tipa videti Poglavǉe 3.2. u [69]).

Slede�i korak je orijentisaǌe preslikavaǌa iz C∞(R × [0, 1], T ∗M)

(sa krajevima na nultom seqeǌu) i odgovaraju�ih operatora (odnosno

klasa ekvivalencije). Neka je [u,K] klasa ekvivalencije para (u,K), gde

je relacija ekvivalencije ∼ zadata sa:

(u1, K1) ∼ (u2, K2) ⇔ u1(±∞, t) = u2(±∞, t) i K±
1 = K±

2 .
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Neka je:

P− = {[w,F ] | w = (γ, u), γ(−∞) = p0, F = (F1, F2) ∈ Σw, F−
1 = K0}.

Posmatrajmo posebnu klasu [w0 = (γ0, u0), F0] iz P− za koju je F0 izomor-

fizam i zadajmo ǌenu orijentaciju sa

σ([w0, F0]) := 1⊗ 1∗. (5.3.17)

Neka je x0(t) = u0(+∞, t). Oznaqimo sa L−0 operator F+
02 gde je F0 = (F01, F02).

Skup

S− := {[u,K] ∈ ΣF | u(−∞, t) = x0(t), K− = L−0 }

sadr�i klasu [v0, C0] za koju va�i C+
0 = C−

0 i C0 je izomorfizam.18 Ori-

jentiximo klasu [v0, C0] sa

σ([v0, C0]) := 1⊗ 1∗, (5.3.18)

a ostatak skupa S− proizvoǉno. Orijentacije klasa iz skupa

S+ := {[u,K] ∈ ΣF | u(+∞, t) = x0(t), K+ = L−0 }

su jednoznaqno odre�ene zahtevom da za [u1, K1] ∈ S−, [u2, K2] ∈ S+ za koje

je K+
1 = K−

2 i u1(+∞, t) = u2(−∞, t) va�i

σ([u1, K1]) ] σ([u2, K2]) ' σ([v0, C0]).

Neka je sada [u, L] proizvoǉna klasa u ΣF . Postoje jedinstvene klase

[u1, K1] ∈ S− i [u2, K2] ∈ S+ za koje va�i

u1(+∞, t) = u(−∞, t), u(+∞, t) = u2(−∞, t); K+
1 = L−, L+ = K−

2 .

Orijentaciju klase [L] zadajmo tako da bude ispuǌen islov

σ([u1, K1])]σ([u, L])]σ([u2, K2]) ' σ([v0, C0])

18Jedan takav par je (x0, L
−
0 ), gde x0 shvatamo kao preslikavaǌe koje ne zavisi od s. Operator

L−0 je izomorfizam jer, po pretpostavci, F0 pripada skupu Σw. Videti i Napomenu 55.
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(videti Teoremu 12 u [24] za vixe detaǉa o orijentaciji nemexovitog

operatora tipa ΣF ).

Zatim orijentiximo klasu mexovitih objekata. Neka je w0 = (γ0, u0)

ve� pomenuta fiksirana klasa i [w = (γ, u), F = (F1, F2)], gde je F ∈ Σw.

Postoje jedinstvene klase [α, K] ∈ ΣM , [v, L] ∈ ΣF operatora specijalnog

tipa takve da je

α(−∞) = γ(−∞), α(+∞) = γ0(−∞) = p0,

u0(+∞, t) = v(−∞, t), v(+∞, t) = u(+∞, t).

Definiximo orijentaciju klase [w, F ] na slede�i naqin:

σ([w, F ]) := σ([α,K])]σ([w0, F0])]σ([v, L]).

Zahvaǉuju�i uslovima (5.3.16), (5.3.18) i (5.3.17) ova definicija je

konzistentna sa definicijom orijentacije klase [w0, F0].

Ako je F ′ ∈ Ξw′, orijentixemo klasu [w′, F ′] na sliqan naqin. Biramo

da orijentacija fiksirane klase [w−1
0 , F−1

0 ], gde je

w−1
0 = (u−1, γ−1

0 ), γ−1
0 (s) := γ(−s), u−1

0 (s, t) := u(−s, 1− t), F−1 := (F2, F1),

bude 1⊗ 1∗ i orijentixemo ostatak skupa Ξ pomo�u uslova:

σ([u, L]) ] σ([w−1
0 , F−1]) ] σ([γ, K]) ' σ([w′, F ′]),

gde su [u, L] i [γ,K], sliqno kao ranije, jedinstvene klase koje povezuju,

redom, w−1
0 (−∞, t) sa w′(−∞, t), i w′(+∞) sa w−1

0 (+∞), kao i odgovaraju�e

operatore.

Konaqno, za proizvoǉnu klasu [wR, FR] ∈ Θ postoje klase [w1, G1] ∈ Σ̃ i

[w2, G2] ∈ Ξ̃ takve da je

[w1, G1]][w2, G2] = [wR, FR].

Definiximo σ([wR, FR]) kao σ([w1, G1]) ] σ([w2, G2]). Ove dve klase ne moraju

biti jedinstvene (kao dosad), ali orijentacija zalepǉenih klasa ne za-

visi od ǌihovih izbora. Zaista, neka su [w1, G1], [w2, G2] i [w′
1, G

′
1], [w′

2, G
′
2]
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dva para klasa koje ispuǌavaju pomenuti uslov i neka je

[w1, G1](+∞) = [w2, G2](−∞) = (x,G), [w′
1, G

′
1](+∞) = [w′

2, G
′
2](−∞) = (x′, G′).

Postoji jedinstvena klasa [u,K] ∈ ΣF koja povezuje (x,G) i (x′, G′). Tada

imamo:

σ([w1, G1]) ] σ([w2, G2]) ' σ([w′
1, G

′
1]) ]σ([u,K])] σ([w2, G2]) '

σ([w′
1, G

′
1]) ] σ([u,K]) ] σ([u−1, K−1])] σ([w′

2, G
′
2]) ' σ([w′

1, G
′
1]) ] σ([w′

2, G
′
2]).

(5.3.19)

Ovde smo sa [u−1, K−1] oznaqili jedinstvenu klasu za koju va�i

u−1(±∞) = u(∓∞), (K−1)± = K∓.

Posledǌa jednakost u izrazu (5.3.19) va�i zahvaǉuju�i prethodnoj kon-

strukciji koherentne orijentacije skupa ΣF . Zaista, ako je [u,K] ∈ ΣF ,

neka je [v, L], [w, F ] ∈ ΣF jedinstvene klase za koje va�i

(u, K)(−∞, t) = (v, L)(+∞, t), (u,K)(+∞, t) = (w,F )(−∞, t),

(v, L)(−∞, t) = (v0, C0)(−∞, t), (w, F )(+∞, t) = (v0, C0)(+∞, t),

to jest (v, L) ∈ S−, (w, F ) ∈ S+. Iz

σ
(
([v, L] ] [u,K] ] [w, F ]) ] ([v, L] ] [u,K] ] [w, F ])−1

) ' 1⊗ 1∗

σ([v, L] ] ([v, L]−1)) ' 1⊗ 1∗ σ([w, F ] ] ([w,F ])−1) ' 1⊗ 1∗

sledi

σ([u−1, K−1]) ] σ([u,K]) ' 1⊗ 1∗.

Odavde zakǉuqujemo da je definicija korektna.

Oznaqimo sa Λ skup klasa ekvivalencije preslikavaǌa i operatora

svih pomenutih tipova: jednodimenzionih trajektorija, dvodimenzionih

diskova, kombinovanih objekata (sva tri tipa) i R−parametrizovanih
kombinovanih objekata. Sa CΛ oznaqimo skup svih koherentnih orijenta-

cija na Λ (odnosno skup svih klasa ekvivalencije, gde je relacija ekvi-

valencije relacija ' definisana u Napomeni 75). Skup CΛ je neprazan
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zahvaǉuju�i prethodnoj konstrukciji. Posmatrajmo grupu

Γ := {f ∈ {−1, 1}Λ | f([w, F ] ] [u, L]) = f([w,F ])f([u, L])}

u kojoj je grupna operacija definisana mno�eǌem taqka-po-taqka. Ovde

pretpostavǉamo da su klase [w, F ] i [u, L] bilo kog tipa dopustivog za

lepǉeǌe.

Tvr�eǌe 91. Grupa Γ dejstvuje slobodno i tranzitivno na skupu CΛ sa

(f • σ)([w, F ]) = f([w, F ])σ([w,F ]). (5.3.20)

Dokaz: Neposredno se proverava da je jednaqinom (5.3.20) definisano

dejstvo i da je ono slobodno, odnosno, da va�i (∃σ) (f • σ ' σ) ⇒ f ≡ 1.

Doka�imo jox i tranzitivnost. Treba da proverimo da za svaka dva

elementa σ1 i σ2 skupa CΛ postoji element f grupe Γ, takav da je σ1 ' f •σ2.

Neka su σ1 i σ2 dve koherentne orijentacije. Definiximo f tako da va�i

σ1 ' f •σ2. Potrebno je da proverimo da je ovakvo f zaista element skupa

Γ. Neka su klase [u,K] i [v, L] kompatibilne za lepǉeǌe. Va�i:

σ1([u,K]) ] σ1([v, L]) ' σ1([u,K] ] [v, L])

' f([u,K] ] [v, L])σ2([u,K] ] [v, L])

' f([u,K] ] [v, L])σ2([u,K]) ] σ2([v, L])

' f([u,K] ] [v, L])f([u, K])f([v, L])σ1([u,K]) ] σ1([v, L])

xto upravo znaqi da je

f([u,K] ] [v, L]) = f([u,K])f([v, L])

to jest, f ∈ Γ.

5.3.4 Kanonska orijentacija i definicija karakteristiqnih
znakova

U ovom poglavǉu konstruisa�emo kanonsku orijentaciju i uporediti je

sa koherentnom, definisanom u prethodnom poglavǉu. Na taj naqin �emo
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pridru�iti znak + ili − svakoj izolovanoj trajektoriji koja uqestvuje

u konstrukciji izomorfizma (2.1.8) na strani 22. Ovakvo upore�ivaǌe

kanonske i koherentne orijentacije prvobitno su, za sluqaj Florove ho-

mologije, koristili Flor i Hofer u [25], a zatim, za sluqaj Morsove,

Xvarc u [69].

Kanonsku orijentaciju modulskih prostora zadajemo samo na ǌihovim

nuladimeznionim komponentama. Ovde posmatramo samo rexeǌa jednaqi-

ne (2.1.9) na strani 23 (odnosno (3.3.2) na strani 63), a ne xiru klasu

objekata, kao xto smo qinili u sluqaju koherentne orijentacije. Element

jezgra operatora F = (F1, F2), kombinovani objekat w, jeste izolovana tra-

jektorija (odnosno element nuladimenzione komponente) ako i samo ako

linearizacija DwF operatora F ima trivijalno jezgro. U tom sluqaju

je determinantno raslojeǌe, Det[w, F ], trivijalno, pa �emo orijentisati

kanonski sve izolovane kombinovane klase, orijentacijom 1⊗ 1∗.

Tako�e nam je potrebna orijentacija izolovanih nekombinovanih obje-

kata (to jest, objekata jedinstvenog tipa) – gradijentnih trajektorija i

(perturbovanih) holomorfnih diskova. U ovom sluqaju imamo i dejstvo

grupe R, pa su izolovane trajektorije one koje pripadaju jednodimenzio-

nom (a ne nuladimenzionom, kao malopre) jezgru odgovaraju�eg operatora.

Neka su γ ∈ Ker(K) i u ∈ Ker(L) dve takve trajektorije, sa dim Ker(DγK) =

dim Ker(DuL) = 1. Orijentacije koju zadaju tokovi, odre�ene sa

0 6= dγ

ds
∈ Ker(DγK) zaM(p, q, f, g) i

0 6= ∂u

∂s
∈ Ker(DuL) zaM(x, y, H, J)

proglasi�emo kanonskim za ovaj sluqaj. Oznaqava�emo prethodne tri

kanonske orijentacije sa [ws], [γs] i [us].

Definiximo karakteristiqne znake τ(γ), τ(u) i τ(w) kao brojeve iz

skupa {−1, 1} za koje va�i:

σ([w]) ' τ(w)[ws], σ([γ]) ' τ(γ)[γs], σ([u]) ' τ(u)[us].
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Slede�a teorema nam daje opis orijentacije krajeva granice jednodimen-

zione mnogostrukosti MR0(p, f, g; x,H, J). Zahvaǉuju�i ǌoj, mo�i �emo da

konstruixemo izomorfizam (2.1.8) na strani 22 i sa Z− koeficijentima

(videti Poglavǉe 6.2)

Teorema 92. Neka je mf (p) = (µH(x)+ n
2
)+1. Pretpostavimo da jednodimen-

ziona mnogostrukost MR0(p, f, g; x,H, J) ima samo jednu nekompaktnu kom-
ponentu povezanosti, odnosno, da je MR0(p, f, g; x,H, J) ≈ (−1, 1). Granicu
mnogostrukosti MR0(p, f, g; x,H, J) qini jedan od slede�a tri para:
1. (γ1, w1) ∈ M̂(p, r, f, g) × MR0(r, f, g; x,H, J) i (γ2, w2) ∈ M̂(p, r′, f, g) ×
MR0(r

′, f, g; x,H, J);

2. (w1, u1) ∈MR0(p, f, g; y, H, J)×M̂(y, x, H, J) i (w2, u2) ∈MR0(p, f, g; y′, H, J)×
M̂(y′, x, H, J);

3. (γ1, w1) ∈ M̂(p, r, f, g)×MR0(r, f, g; x,H, J) i (w2, u2) ∈MR0(p, f, g; y, H, J)×
M̂(y, x, H, J).
Navedenim mogu�nostima (redom) odgovaraju slede�e jednakosti:

1. τ(γ1)τ(w1) = −τ(γ2)τ(w2);

2. τ(w1)τ(u1) = −τ(w2)τ(u2);

3. τ(γ1)τ(w1) = τ(w2)τ(u2).

Dokaz: Dokaz da je topoloxka granica mnogostrukosti MR0(p, f, g; x,H, J)

jednaka opisanom skupu je sliqan dokazu Teoreme 40 (videti [75, 35, 34]).

Doka�imo da u odgovaraju�im sluqajevima va�e odgovaraju�e relacije

me�u karakteristiqnim znacima.

Sluqaj 1. Va�i

[γ1
s ]][w

1
s ]

(i)'
(
τ(γ1)σ([γ1])

)
]
(
τ(w1)σ([w1])

)

(ii)' τ(γ1)τ(w1)
(
σ([γ1])]σ([w1])

)

(iii)' τ(γ1)τ(w1)
(
σ([γ1]w1])

)

(iv)' τ(γ1)τ(w1)
(
σ([γ2]w2])

)

(v)' τ(γ1)τ(w1)
(
σ([γ2])]σ([w2])

)
,

(5.3.21)
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i zatim:
τ(γ1)τ(w1)

(
σ([γ2])]σ([w2])

)
(vi)'

τ(γ1)τ(w1)
(
τ(γ2)[γ2

s ]]τ(w2)[w2
s ]

)
(vii)'

τ(γ1)τ(w1)τ(γ2)τ(w2)
(
[γ2

s ]][w
2
s ]

)
.

Jednakosti (i) i (vi) su same definicije karakteristiqnih znakova τ ; (ii)

i (vii) slede iz definicije lepǉeǌa orijentacija. Jednakosti (iii) i (v)

slede iz qiǌenice da je orijentacija σ koherentna; konaqno, jednakost

(iv) je taqna jer je γ1]w1 ∼ γ2]w2. Tvr�eǌe za ovaj sluqaj �e slediti iz

[γ1
s ]][w

1
s ] ' −[γ2

s ]][w
2
s ]. (5.3.22)

Da bismo dokazali (5.3.22), posmatrajmo skup

MR0(p, f, g; x,H, J) ≈ (−1, 1) (5.3.23)

i pretpostavimo da je ǌegova orijentacija data sa d
ds
∈ Ts(−1, 1). Imaju�i

u vidu identifikaciju (5.3.23), zakǉuqujemo da lepǉeǌe mo�emo shvati-

ti kao preslikavaǌe

] : {γ1} × {w1} × (ρ0, +∞) → (−1,−1 + ε).

Sve izolovane taqke oblika {w1} su kanonski i na isti naqin orijenti-

sane, tako da lepǉeǌe mo�emo posmatrati i kao preslikavaǌe

] : {γ1} × (ρ0, +∞) → (−1,−1 + ε).

Kako je γ1 u M̂(p, r, f, g), a M(p, r, f, g) = M̂(p, r, f, g) × R, γ1 ∈ M̂(p, r, f, g)

odgovara trajektoriji γ1 × R ∈ M(p, r, f, g). Izjednaqavaǌem R ≈ (ρ0, +∞)

pomo�u bilo kog preslikavaǌa koje quva orijentaciju, dobijamo identi-

fikaciju

(ρ0, +∞) ≈ {γ1} × (ρ0, +∞) ≈ {γ1} × R
i to tako da va�i slede�e pridru�ivaǌe

Det(Dγ1K) 3 [γ1
s ] ! d

dρ
∈ Tρ(ρ0, +∞).
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Uzimaju�i u obzir sve prethodne identifikacije i Napomenu 87 na

strani 147 vidimo da je ] preslikavaǌe

] : (ρ0, +∞) → (−1,−1 + ε)

koje meǌa orijentaciju, poxto taqka +∞ odgovara taqki −1. Analogno,

za drugi par γ2 i w2, lepǉeǌe (oznaqimo ga sa ]′) mo�e biti shva�eno kao

preslikavaǌe

]′ : (ρ0, +∞) → (1− ε, 1),

koje quva orijentaciju jer taqki +∞ ovoga puta odgovara taqka 1. Odavde

sledi (5.3.22).

Sluqaj 2. je potpuno analogan Sluqaju 1.

Sluqaj 3. Koriste�i iste argumente kao u (5.3.21) vidimo da va�i

[γ1]][w1] ' τ(γ1)τ(w1)τ(w2)τ(u2)
(
[w2]][u2]

)
,

tako da je ostalo da proverimo da va�i

[γ1]][w1] ' [w2]][u2]. (5.3.24)

Imamo iste identifikacije kao u Sluqaju 1:

] : (ρ0, +∞) → (−1,−1 + ε), ]′ : (ρ0, +∞) → (1− ε, 1).

Ali za lepǉeǌe ], γ1 je trajektorija na prvom mestu u izrazu (5.3.11),

a za lepǉeǌe ]′, u2 je na drugom mestu u (4.3.14), gde se ρ pojavǉuje sa

suprotnim znakom. Tako imamo jox jednu promenu orijentacije u odnosu

na Sluqaj 1, pa (5.3.24) va�i.

Qiǌenica da je preslikavaǌe Ψ definisano u (2.1.8) na strani 22

izomorfizam sledi iz analize granice mnogostrukostiM(R; p, q, f, g; H, J)

definisane jednaqinom (5.3.12) (videti [36]). Da bismo to dokazali

i u sluqaju homologija za Z− koeficijentima, potrebno je da zadamo



161

kanonsku orijentaciju nuladimenzionih komponenti ovih, pomo�nih mno-

gostrukosti MR(p, q, f, g; H, J) i M(R; p, q, f, g; H, J). Sve te nuladimen-

zione komponente orijentiximo kanonski, na isti naqin, sa 1⊗ 1∗.

Kao i ranije, oznaqimo sa τ(·) karakteristiqne znake koji daju odnos

izme�u kanonske i koherentne orijentacije.

Napomena 93. Za mf (p) = mf (q), M(R; p, q, f, g; H, J) je jednodimenziona
mnogostrukost i ǌen tangentni prostor je nula odgovaraju�eg Fredhol-
movog operatora, oznaqimo ga sa DF . Tada je DF = (D1F,D2F ), gde su
D1 = DR i D2 = DwR

izvodi po R i wR redom. Ako je R regularna vred-
nost preslikavaǌa

π : M(R; p, q, f, g; H, J) → [R0, +∞)

tada je D2F surjektivno. Podsetimo se izomorfizma (5.3.15) izme�u
Det(D2F ) i Λmax Ker(DF ). On identifikuje kanonsku orijentaciju 1 ⊗ 1∗

skupa [D2F ] sa onom orijentacijom prostora

Ker DF = T(R,w)M(R; p, q, f, g; H, J)

koja se slika (preslikavaǌem π) na kanonsku orijentaciju d
dR

skupa
[R0, +∞). ♦

U Glavi 4 dokazali smo da, ako je mf (p) = mf (q), granicu jednodimen-

zione mnogostrukosti M(R; p, q, f, g; H, J) qine

∂M(R; p, q, f, g; H, J) = ∂1 ∪ ∂2 ∪ ∂3 ∪ ∂4, (5.3.25)

gde su (videti i Sliku 5.1):

∂1 = MR0(p, q, f, g; H, J),

∂2 =
⋃

mf (r)=mf (p)−1

M̂(p, r, f, g)×M(R; r, q, f, g; H, J),

∂3 =
⋃

mf (r)=mf (q)+1

M(R; p, r, f, g; H, J)× M̂(r, q, f, g),

∂4 =
⋃

µH(x)=mf (p)

MR0(p, f, g; x,H, J)×MR0(x,H, J ; q, f, g).
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Na Slici 5.1 krajevi du�i koji le�e na levoj vertikalnoj liniji qine

elemente skupa ∂1; krajevi na desnoj qine ∂4; krajevi u unutraxǌosti qine

skup ∂2 ∪ ∂3.

Povezana nekompaktna komponenta skupa M(R; p, q, f, g; H, J) je identi-

fikovana sa jednim od slede�a qetiri intervala:

1. [0, 1]− oba kraja pripadaju skupu ∂1 ∪ ∂4;

2. [0, +∞)− jedan kraj je u ∂1, a drugi u ∂2 ∪ ∂3;

3. (−∞, 1]− jedan kraj je u ∂2 ∪ ∂3, a drugi u ∂4;

4. (−∞, +∞)− oba kraja pripadaju skupu ∂2 ∪ ∂3.

R0 +∞ R

2
± ±

4 ±
∓

4 ±±
4±

∓

3
± ±

1.A

±

∓
1.C

±

∓

1.B±
±

Slika 5.1: Jednodimenziona mnogostrukost sa krajem M(R; p, q, f, g; H, J)

Diskutova�emo posebno svaki od navedena qetiri sluqaja (videti i

Sliku 5.1 za ilustraciju svakog sluqaja). Da bismo pojednostavili za-

pis, uvek �emo oznaqavati krajeve (bilo kog tipa) povezane komponente

mnogostrukosti M(R; p, q, f, g; H, J) sa w1 i w2.



163

Sluqaj 1. Razlikujemo slede�a tri podsluqaja.

Sluqaj 1.A. Oba kraja, w1 i w2, su u ∂1. Iz (5.3.15) sledi da kohere-

ntne orijentacije izolovanih trajektorija iz MR0(p, q, f, g; H, J) indukuju

koherentnu orijentaciju jednodimenzione komponente M(R; p, q, f, g; H, J),

a iz Napomene 93 da mo�emo identifikovati kanonsku orijentaciju sa

π−1
∗ ( d

dR
). Zakǉuqujemo:

τ(w1) = −τ(w2).

Sluqaj 1.B. Krajevi w1 i w2 pripadaju razliqitim skupovima ∂1 i

∂4. Tada je w2 = (u1, u2) ∈ MR0(p, f, g; x,H, J) ×MR0(x, H, J ; q, f, g). Ozna-

qimo sa (R1, w
R1) := u1 ] u2; (R1, w

R1) pripada nuladimenzionoj komponenti

skupa M(R; p, q, f, g; H, J). Iz konstrukcije koherentne orijentacije date u

Poglavǉu 5.3.3 imamo

σ(u1) ] σ(u2) ' σ((R1, w
R1)) ' σ(wR1)

kada je R1 regularna taqka preslikavaǌa π. Va�i

τ(u1)τ(u2)[u1
s] ] [u2

s] ' σ(u1) ] σ(u2) ' σ(wR1) ' τ(wR1)[wR1
s ] ' τ(wR1)[u1

s] ] [u2
s].

Posledǌa jednakost je taqna jer su sve kanonske orijentacije koje razma-

tramo 1⊗ 1∗. Zbog toga je

τ(wR1) = τ(u1)τ(u2).

Ali iz Napomene 93 sledi

τ(wR1) = τ(w1),

odakle zakǉuqujemo:

τ(w1) = τ(u1)τ(u2).

Sluqaj 1.C. Oba kraja, w1 = (u1, v1) i w2 = (u2, v2), su u ∂4. Na isti

naqin kao u prethodnom sluqaju, koriste�i konstrukciju koherentne ori-

jentacije i Napomenu 93, zakǉuqujemo da je

σ([u1]) ] ([v1]) ' σ([u2]) ] σ([v2]),
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i

[u1
s] ] [v1

s ] ' −[u2
s] ] [v2

s ],

pa je

τ(u1)τ(v1) = −τ(u2)τ(v2).

Sluqaj 2. Kraj w1 ∈ ∂1 iz MR0(p, q, f, g; H, J) indukuje koherentnu ori-

jentaciju jednodimenzione komponente M(R; p, q, f, g; H, J):

ϕ(σ(w1)) ' σ(M(R; p, q, f, g; H, J)). (5.3.26)

. Iz Napomene 93 da mo�emo identifikovati kanonsku orijentaciju (oz-

naqimo je sa σR) sa π−1
∗ ( d

dR
):

ϕ([w1
s ]) ' σR. (5.3.27)

Ako je drugi kraj, w2, u skupu ∂2, tada, iz razloga19 objaxǌenih u dokazu

Teoreme 92, kanonska orijentacija elemenata u2 i v2 (gde su u2 i v2 delovi

izlomǉene trajektorije w2, w2 = (u2, v2)) indukuje istu tu orijentaciju σR,

pa je:

σ(M(R; p, q, f, g; H, J)) ' σ(u2) ] σ(v2) ' τ(u2)τ(v2)[u2
s] ] [v2

s ] ' τ(u2)τ(v2)σR.

(5.3.28)

Kako je

ϕ(σ(w1)) ' τ(w1)ϕ([w1
s ]) ' τ(w1)σR,

iz (5.3.26), (5.3.27) i (5.3.28) zakǉuqujemo

τ(w1) = τ(u2)τ(v2).

S druge strane, ako je w2 ∈ ∂3, w2 = (u2, v2), trajektorija v2 je ona koja

zadaje kanonsku orijentaciju taqke w2 (za razliku od prethodnog sluqaja),

a ona je druga komponenta u procesu lepǉeǌa, pa imamo

τ(w1) = −τ(u2)τ(v2).

19Misli se na pravac parametra lepǉeǌa ρ.
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Sluqaj 3. Ovde su oba kraja izlomǉena, ali je w1 = (u1, v1) element

skupa ∂2 ∪ ∂3 a w2 = (u2, v2) skupa ∂4. Kao u Sluqaju 1.S. imamo τ(wR) =

τ(u2)τ(v2). Sada na isti naqin kao u Sluqaju 2. zakǉuqujemo da va�i:

τ(u1)τ(v1) = τ(u2)τ(v2) ako je w2 ∈ ∂3, a

−τ(u1)τ(v1) = τ(u2)τ(v2) ako je w2 ∈ ∂2.

Sluqaj 4. Ova situacija je sliqna onoj u Teoremi 92. Ako su i

w1 = (u1, v1) i w2 = (u2, v2) elementi ili skupa ∂2 ili skupa ∂3 tada va�i:

τ(u1)τ(v1) = −τ(u2)τ(v2),

a ako su elementi razliqitih skupova, tada je:

τ(u1)τ(v1) = τ(u2)τ(v2).

Time smo opisali granicu mnogostrukostiM(R; p, q, f, g; H, J), odnosno

odgovaraju�e karakteristiqne znake. Za primene ove klasifikacije u

konstrukciji Piunikin–Salamon–Xvarcovog izomorfizma sa celobroj-

nim koeficijentima videti Poglavǉe 6.2.



GLAVA 6

PRIMENE

6.1 Uvod

U ovom radu razmatrali smo prostore kombinovanih objekata sa vixe

ulaza i izlaza. Prostori nekombinovanih objekata sa krajevima na neko-

liko generatora (istog tipa) imaju va�nu ulogu u raznim konstrukcijama

u Morsovoj i Florovoj teoriji. Prostori jedinstvenog tipa sa krajevima

na dva generatora uqestvuju u definiciji operatora ∂. Prostori sa kra-

jevima na tri generatora definixu kohomoloxki proizvod, a sa kraje-

vima na vixe generatora, proizvode vixeg reda (Mesijeve proizvode).

Topoloxki opis granice vixedimenzionih komponenti (to jest, pravil-

nosti prilikom gubǉeǌa kompaktnosti – raspadaǌe) je kǉuqni deo dokaza

da je ∂2 = 0 (u sluqaju dva kraja), zatim, dokaza da su kohomoloxki

proizvodi dobro definisani, da komutiraju sa izvesnim prirodnim

izomorfizmima u (ko)homologiji, itd. Mexoviti objekti uqestvuju u

konstrukcijama koje povezuju ove dve teorije, pre svega u konstrukciji

izomorfizma izme�u Morsove i Florove homologije. Mexoviti objekti

sa vixe ulaza i izlaza, kao i opis ǌihove topoloxke granice, pred-

stavǉaju kǉuqni korak u dokazima funktorijalnosti izomorfizma izme�u

Morsove i Florove homologije u odnosu na pomenute algebarske op-

eracije, qine�i ih tako izorfizmima algebarskih struktura.

166
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Mesijevi proizvodi se u Morsovoj u Florovoj teoriji definixu

pomo�u objekata jedinstvenog tipa (drveta u Morsovom i ,,pantalona” u

Florovom sluqaju). Me�utim, oni ne snabdevaju automatski Morsovu i

Florovu kohomologiju algebarskom strukturom, i to iz slede�eg razloga.

U dokazima dobre definisanosti i asocijativnosti ovih proizvoda ko-

risti se analiza mnogostrukosti drveta (ili pantalona) i granice ǌenih

komponenti odre�enih dimenzija. Kao xto smo ve� videli, Fredhol-

mova teorija, neophodna za takvu analizu, ograniqava skup parametara

na generiqki podskup. Ako posmatramo mnogostrukost Morsovih drveta

(videti jednaqinu (6.1.8) na strani 172 i Sliku 6.2 na strani 174),

skup parametara je skup ure�enih (m + 1)− torki Morsovih funkcija.

Ako bismo pokuxali da definixemo Mesijev proizvod na Morsovoj ho-

mologiji za datu Morsovu funkciju, parametar koji bi odgovarao mno-

gostrukosti takvih drveta bi bio oblika (f, f, . . . , f). Me�utim, skup

ovakvih ure�enih (m + 1)− torki qini dijagonalu u skupu svih (m + 1)−
torki Morsovih funkcija, a to je skup strogo pozitivne kodimenzije, koji

mo�e da bude i disjunktan sa dozvoǉenim, generiqkim podskupom param-

etara. Zato je mnogostrukost drveta mogu�e posmatrati samo za (apri-

ori) razliqite Morsove funkcije. Iako su sve Morsove (ko)homologije

me�u sobom izomorfne, nije oqigledno kako pomenuti proizvod mo�e da

obezbedi proizvod u jednoj kohomoloxoj grupi. Isto va�i i za Florovu

(ko)homologiju.

U svojoj magistarskoj tezi, T. Simqevi� je dokazala da proizvodi sa

dva ulaza, odnosno kohomoloxki – kap (eng. cup) proizvodi, komutiraju

sa PSS izomorfizmima. U vezi s tim je Z. Petrovi� postavio pitaǌe da

li taj rezultat daje izomorfizam prstena. Odgovor je potvrdan (videti

Teoremu 95 na strani 181), ali, zbog prethodne diskusije, ne na samim

Morsovim i Florovim kohomologijama za konkretnu Morsovu funkciju

i Hamiltonijan. Zbog toga �emo raditi na nivou Morsove i Florove
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kohomologije mnogostrukosti (umesto Morsove i Florove kohomologije

pojedinaqnih Morsovih funkcija i Hamiltonijana), koje definixemo kao

inverzne limese kohomologija svih Morsovih funkcija i Hamiltonijana.

Da bi se rezultat T. Simqevi� primenio na ovaj sluqaj, potrebno je

dokazati i dobru definisanost kohomoloxkih proizvoda na kohomologiji

mnogostrukosti (to jest, na inverznom limesu).

U Poglavǉu 6.1.1 definisani su Mesijevi proizvodi u Morsovoj i

Florovoj teoriji. U Poglavǉu 6.1.2 opravdana je konstrukcija ovih

proizvoda na inverznim limesima, zadata je algebarska struktura na

kohomologijama mnogostrukosti i dokazano svojstvo izomorfizama alge-

barskih struktura PSS izomorfizama.

U Poglavǉu 6.2 konstruisani su PSS izomorfizmi sa Z− koeficijen-

tima. Ova konstrukcija je direktna primena rezultata iz Glave 5.

6.1.1 Mesijevi proizvodi

Za poqetak, skicirajmo konstrukciju Morsovih kohomoloxkih grupa

HM∗(f). Kolanqasti kompleks CM∗(f) se definixe standardno, kao

Hom(CM∗(f),Z2), a kograniqni operator δ se zadaje uslovom:

〈δa, α〉 := 〈a, ∂α〉. (6.1.1)

Kako je mf (p) = n−m−f , to je dobro definisan izomorfizam

i : CM∗(f)∼=CMn−∗(−f), i : p 7→ p.

Pomo�u ǌega i dualnosti CM∗(f)∼=CM∗(f) dobijamo izomorfizam

σf : CMn−∗(−f)
∼=−→ CM∗(f),

za koji va�i:

σf ◦ ∂ = δ ◦ σf . (6.1.2)
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Doka�imo jednakost (6.1.2) na generatorima. Podsetimo se da se

graniqni operator u Morsovoj homologiji (za Morsovu funkciju f)

definixe kao:

∂ : CMk(f) :→ CMk−1(f), ∂(p) :=
∑

q

nf (p, q)q,

je nf (p, q) broj rexeǌa gradijentne jednaqine:




γ : R→ M,
dγ
dt

+∇f(γ) = 0,

γ(−∞) = p, γ(+∞) = q.

Neka su p ∈ CMn−k(−f), α ∈ CMk+1(f) proizvoǉni generatori. Tada je

〈δ ◦ σf (p), α〉 = 〈σf (p), ∂α〉 =

〈
σf (p),

∑

β∈Critk(f)

nf (α, β)β

〉
=

∑

β∈Critk(f)

nf (α, β)〈σf (p), β〉 = nf (α, i−1(p)).

Posledǌa jednakost va�i jer je, iz same definicije preslikavaǌa σf :

〈σf (p), β〉 =





1, i(β) = p,

0, i(β) 6= p.

S druge strane imamo:

〈σf (∂(p)), α〉 =

〈
σf


 ∑

q∈Critn−k−1(−f)

n−f (p, q)q


 , α

〉
=

∑

q∈Critn−k−1(−f)

n−f (p, q)〈σf (q), α〉 = n−f (p, i(α)).

Kako je

nf (α, i−1(p)) = n−f (p, i(α)),

to je jednakost (6.1.2) dokazana, odakle sledi da se preslikavaǌe σf

spuxta na nivo homologije i kohomologije:

σf : HMn−∗(−f)
∼=−→ HM∗(f). (6.1.3)
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Podsetimo se sada definicije kohomoloxkog (cup) proizvoda u Morso-

voj kohomologiji. Neka je T drvo sa tri ivice. Identifikova�emo ivice

e1 i e2 sa (−∞, 0] (i zva�emo ih ulaze�im), a e3 sa [0, +∞) (i zva�emo je

izlaze�om ivicom). Neka su fj, za j = 1, 2, 3, tri Morsove funkcije na M

i neka je hj := −fj. Posmatrajmo preslikavaǌe I : T → M takvo da je, za

γj := I|ej
, j = 1, 2, 3: 




dγj

ds
= −∇hj(γj),

γj(−∞) = pj, j = 1, 2,

γ3(+∞) = p3,

(6.1.4)

gde su pj kritiqne taqke funkcija za koje je mh1(p1) = n− k, mh2(p2) = n− l

mh3(p3) = n − (k + l) (videti Sliku 6.1). Uvedimo oznake ~h := (h1, h2, h3),

~p := (p1, p2, p2) i saM(~p,~h, g) oznaqimo skup svih preslikavaǌa I koja zado-

voǉavaju jednaqinu (6.1.4). Tada je

M(~p,~h, g) = W u(h1, p1) ∩W u(h2, p2) ∩W s(h3, p3),

gde W u(h, p) (odnosno W s(h, p)) oznaqava nestabilnu (odnosno stabilnu)

mnogostrukost kritiqne taqke p Morsove funkcije h. Za generiqki izbor

Morsovih funkcija, skup M(~p,~h, g) jeste glatka konaqnodimenziona mno-

gostrukost. Za gorǌi izbor Morsovih indeksa ona je dimenzije nula i

kompaktna (videti [57, 76]).

p1

p2

p3h3
h1

h2

y1

y2 y3

OM

Slika 6.1: Kohomoloxki proizvodi: drvo u Morsovoj i ,,pantalone” u

Florovoj teoriji
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Oznaqimo sa n(~p,~h, g) kardinalnost skupa M(~p,~h, g) modulo 2. Neka je

lM preslikavaǌe definisano na slede�i naqin:

lM : CMk(h1)⊗ CMl(h2) → CMk+l−n(h3),

lM(p1 ⊗ p2) :=
∑

mh3
(p3)=mh1

(p1)+mh2
(p2)−n

n(~p,~h, g)p3.
(6.1.5)

Neka su a1 ∈ CMk(f1), a2 ∈ CM l(f2) kociklovi, definiximo

a1 ∪M a2 := σf3

(
lM(σ−1

f1
(a1)⊗ σ−1

f2
(a2))

) ∈ CMk+l(f3).

Ako su a1 i a2 kociklovi, pomo�u analize mnogostrukosti drveta dimen-

zije jedan, mo�e se proveriti da je a1 ∪M a2 tako�e kocikl, kao i da ∪M

ne zavisi od izbora kociklova a1 i a2 unutar iste kohomoloxke klase

(videti i [76]).

Na sliqan naqin se definixu Florove kohomoloxke grupe: kolanqasti

kompleks qine grupe CF ∗(H) := Hom(CF∗(H),Z2) a kograniqni operator se

definixe kao u (6.1.1). Korix�eǌem transformacije:

x 7→ y, y(t) := x(1− t)

H 7→ G, G(p, t) := −H(p, 1− t)

J 7→ J̃ , J̃(p, t) := J(p, 1− t),

sliqno kao u Morsovom sluqaju, dobija se preslikaǌe koje uspostavǉa

Poenkareovu dualnost:

σH : HFn−∗(H̃)
∼=−→ HF ∗(H) (6.1.6)

(videti [57] za detaǉe). Proizvod u Florovoj kohomologiji se kon-

struixe uz pomo� ,,para pantalona”, koja predstavǉaju rexeǌa jedna-

qine (3.3.1) na strani 62 za m = 2, k = 1 (videti i Sliku 6.1). Preciznije,

ako uvedemo oznaku
−→
G := (G1, G2, G3) i ~y := (y1, y2, y3), tada je M(~y,

−→
G, J)
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skup preslikavaǌa u : Σ → T ∗M , za koje je (uj := u ◦ φj, videti (3.1.1)):




∂uj

∂s
+ J

(
∂uj

∂t
−XGj

(u)
)

= 0

uj(−∞, t) = yj(t), j = 1, 2; u3(+∞, t) = y3(t)

u(∂Σ) ⊂ OM

∂(u|Σ0) = 0.

(6.1.7)

U ovom sluqaju je, za generiqke izbore, skupM(~y,
−→
G, J) glatka mnogostru-

kost dimenzije

d =
(
−µG3(y3) +

n

2

)
+

(
µG1(y1)− n

2

)
+

(
µG2(y2)− n

2

)
,

kompaktna u dimenziji nula. Za µG1(y1) + n
2

= n − k, µG2(y2) + n
2

= n − l i

µG3(y3)+ n
2

= n− (k + l) (to jest, za d = 0) oznaqimo sa n(~y,
−→
G, J) kardinalni

broj skupa M(~y,
−→
G, J) modulo 2 i definiximo

lF (y1 ⊗ y2⊗) :=
∑

~y

n(~y,
−→
G, J)y3 ∈ CFn−(k+l)(G3).

Za dato a1 ∈ CF k(H1) ∼= CFn−k(G1) i a2 ∈ CF l(H2) ∼= CFn−l(G2):

a1 ∪F a2 := σH3

(
lF (σ−1

H1
(a1)⊗ σ−1

H2
(a2))

) ∈ CF k+l(H3)

(videti [57] za vixe detaǉa).

Jedno od uopxteǌa kohomoloxkog proizvoda su proizvodi vixeg reda,

odnosno, proizvodi koji imaju vixe od dva ulaza. Takvi proizvodi se u

Morsovoj kohomologiji konstruixu na slede�i naqin. Neka je T drvo sa

m+1 ivicom, jednim unutraxǌim i m+1 spoǉaxǌih temena (videti Sliku

6.2). Identifikova�emo ivice ej, za j = 1, . . . , m (ulaze�e) sa (−∞, 0], a

ivicu em+1 (izlaze�a) sa [0, +∞). Neka su fj, za j = 1, . . . ,m + 1, Morsove

funkcije na M , i hj := −fj. Oznaqimo, kao i ranije, ~p = (p1, p2, . . . , pm+1),
~h = (h1, h2, . . . , hm+1). Neka je M(~p,~h, g) skup svih preslikavaǌa I : T → M ,

takvih da, za γj := I|ej
, j = 1, . . . , m + 1, va�i:




dγj

ds
= −∇hj(γj)

γj(−∞) = pj, j = 1, . . . , m

γm+1(+∞) = pm+1

(6.1.8)
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(videti Sliku 6.2). Kako je

M(~p,~h, g) = ev−1(∆),

gde je

ev : W u(h1, p1)× . . .×W u(hm, pm)×W s(hm+1, pm+1) → Mm+1

(γ1, . . . , γm+1) 7→ (γ1(0), . . . , γm+1(0)),

to je, do na generiqke izbore, M(~p,~h, g) glatka podmnogostrukost kodi-

menzije n u W u(h1, p1)× . . .×W u(hm, pm)×W s(hm+1, pm+1). Kako je

dim W u(hj, pj) = mhj
(pj), dim W s(hm+1, pm+1) = n−mhm+1(pm+1)

i mf (p) = n−m−f (p), dimenzija mnogostrukosti M(~p,~h, g) je

d := dimM(~p,~h, g) = mfm+1(pm+1)−mf1(p1)− . . .−mfm(pm).

Pretpostavimo da je d = 0, odnosno, da va�i

pj ∈ CMkj(fj), za j = 1, . . . , m, pm+1 ∈ CMk1+... +km(fm+1),

i oznaqimo sa n(~p,~h, g) kardinalnost M(~p,~h, g) modulo 2. Mo�e se

dokazati da se granica mnogostrukosti M(~p,~h, g) identifikuje sa unijom

izlomǉenih obekata (od kojih je jedan drvo, a drugi gradijentna trajek-

torija). U sluqaju koji razmatramo, do ovakvih lomǉeǌa ne mo�e da

do�e, iz dimenzionih razloga. Naime, ako su qj ∈ Crit(hj), j = 1, . . . ,m + 1,

temena drveta koji qini deo izlomǉenog objekta (pri qemu se barem jedan

od qj ne poklapa sa pj, to jest, do lomǉeǌa je zaista doxlo), imamo da je

∅ 6= M̂(pj, qj, hj, g) za barem neko j = 1, . . . , m ili

∅ 6= M̂(pm+1, qm+1, hm+1, g).

Odatle sledi da je

mfj
(pj) < mfj

(qj) za barem jedno j = 1, . . . , m, ili

mfm+1(pm+1) > mfm+1(qm+1) i

mfm+1(qm+1) ≥ mf1(q1) + . . . + mfm(qm),
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xto je u kontradikciji sa jednakox�u

mfm+1(pm+1) = mf1(p1) + . . . + mfm(pm)

koja va�i u dimenziji nula. To znaqi da je mnogostrukost M(~p,~h, g),

kada je nuladimenziona, kompaktna, odnosno konaqan skup taqaka, pa izraz

n(~p,~h, g) ima smisla.

Definiximo

lM(p1 ⊗ . . .⊗ pm) :=
∑

~p

n(~p,~h, g)pm+1 ∈ CMn−(k1+... +km)(hm+1).

Analizom granice mnogostrukosti tipa M(~p,~h, g) dimenzije jedan, mo�e

se dokazati da va�i

∂M ◦ lM = lM ◦ (∂M ⊗ Id⊗ . . .⊗ Id + . . . + Id⊗ . . .⊗ Id⊗∂M),

pa se preslikavaǌe lM spuxta i na nivo homologije

lM : HMn−k1(h1)⊗ . . .⊗HMn−km(hm) → HMn−(k1+···+km)(hm+1).

Definiximo

OM : HMk1(f1)⊗ . . .⊗HMkm(fm) → HMk1+···+km(fm+1),

OM := σfm+1 ◦ lM ◦ (σ−1
f1
⊗ . . .⊗ σ−1

fm
).

p1

p2

pm

... pm+1

y1

ym ym+1...

OM

Slika 6.2: Proizvodi vixeg reda u Morsovoj i Florovoj teoriji
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Sliqno se definixu proizvodi vixeg reda u Florovoj teoriji,

pomo�u broja rexeǌa jednaqine (3.3.1), za k = 1 (videti Sliku 6.2). Pos-

tupkom sliqnim onom u Morsovom sluqaju dolazimo do proizvoda

OF : HF k1(H1)⊗ . . .⊗HF km(Hm) → HF k1+...+km(Hm+1).

6.1.2 Morsova i Florova (ko)homologija mnogostrukosti kao
inverzni limes

Opisa�emo ukratko Morsovu (ko)homologiju mnogostrukosti M , datu

u [69], koja je nezavisna od Morsove funkcije, pomo�u prirodnog izomor-

fizma izme�u Morsovih (ko)homologija za razliqite Morsove funkcije.

Neka su fα i fβ dve Morsove funkcije. Kanonski izomorfizam

T αβ : HM∗(fα) → HM∗(fβ)

se definixe na slede�i naqin. Neka je fαβ
s glatka homotopija izme�u

funkcija fα i fβ, to jest, glatka funkcija definisana na M × R takva da

je

fαβ
s (·) =





fα(·), s ≤ −T,

fβ(·), s ≥ T,

za neko fiksirano T > 0. Za kritiqne taqke pα funkcije fα i pβ funkcije

fβ, takve da je mfα(pα) = mfβ(pβ), oznaqimo sa n(pα, pβ, g) kardinalnost

(modulo 2) skupa1

M(pα, pβ, fαβ
s , g) :=

{
γ : R→ M | dγ

ds
= −∇(fαβ

s (γ)), γ(−∞) = pα, γ(+∞) = pβ

}
.

Sada definiximo

Tαβ(pα) :=
∑

mfα (pα)=m
fβ (pβ)

n(pα, pβ, g)pβ.

1Iz Fredholmove teorije, Sard–Smejlove i Arcela–Askolijeve teoreme sledi da je, za ovakav
izbor indeksa i generiqke izbore Morsovih funkcija, skup M(pα, pβ , fαβ

s , g) glatka kompaktna
mnogostrukost dimenzije nula, dakle konaqan skup taqaka.
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Analizom pogodno odabranih jednodimenzionih mnogostrukosti i ǌi-

hovih granica, dokazuje se da je preslikavaǌe Tαβ dobro definisano na

nivou homologije, da je ono izomorfizam, kao i da va�i

Tαα = IdHM∗(fα), T βγ ◦ Tαβ = Tαγ (6.1.9)

(videti [69] za dokaze).

Koriste�i izomorfizam σf definisan u (6.1.3) mo�emo da definixemo

prirodni izomorfizam izme�u Morsovih kohomologija za razliqite iz-

bore Morsovih funkcija:

T̃αβ := σfβ ◦ T αβ ◦ σfα
−1 : HM∗(fα)

∼=−→ HM∗(fβ). (6.1.10)

Izomorfizam T̃αβ je definisan i na nivou lanaca, jer to va�i i za pres-

likavaǌa σfβ , Tαβ i σfα.

Morsova kohomologija HM∗(M) se definixe kao inverzni limes

Morsovih kohomoloxkih grupa HM∗(f) u odnosu na izomorfizme T̃ αβ.

Preciznije, posmatrajmo proizvod

H̃M
k
(M) =

∏

fα Morsova

HMk(fα)

i definiximo

HMk(M) :=
{

(. . . , aα
k , . . . , bβ

k . . .) ∈ H̃M
k
(M) | T̃αβ (aα

k ) = bβ
k

}
.

Iz uslova (6.1.9) sledi da je HMk(M) dobro definisano. Oqigledno je da

va�i HMk(M) ∼= HMk(f) za svaku Morsovu funkciju f za koju je Morsova

kohomologija dobro definisana.

Mesijevi proizvodi opisani u Poglavǉu 6.1.1 zadaju proizvode na

Morsovoj kohomologiji mnogostrukosti. Doka�imo to za sluqaj koho-

moloxkog proizvoda (k = 2), opxti sluqaj se dokazuje analogno. Potrebno

je da proverimo da kohomoloxki proizvod ne zavisi od izbora klasa
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relacije ekvivalencije2

{aα
k} ∼ {bβ

k} ⇔ T̃ αβ (aα
k ) = bβ

k za sve aα, bβ, (6.1.11)

odnosno, da se dva para ekvivalentnih elemenata slikaju (sa ∪M) u ekvi-

valentne elemente. To je, oqigledno, ekvivalentno uslovu da dijagram

HMk(fβ
1 )⊗HM l(fβ

2 )
∪β−→ HMk+l(fβ

3 )

T̃ αβ
1 ⊗ T̃αβ

2 ↑ T̃ αβ
3 ↑

HMk(fα
1 )⊗HM l(fα

2 )
∪α−→ HMk+l(fα

3 )

(6.1.12)

komutira. Ovde T̃αβ
j oznaqavaju prirodne izomorfizme izme�u HM∗(fα

j )

i HM∗(fβ
j ) definisane u (6.1.10) na strani 176. Poxto smo izomorfizme

T̃αβ
j definisali uz pomo� izomorfizama Tαβ

j i σfj
, posmatra�emo slede�i

dijagram:

H∗(h
β
1 )⊗H∗(h

β
2 )

σ
f

β
1

⊗σ
f

β
2−→ H∗(fβ

1 )⊗H∗(fβ
2 )

∪β−→ H∗(fβ
3 )

σ
f

β
3

−1

−→ H∗(f
β
3 )

Tαβ
1 ⊗ Tαβ

2 ↑ T̃αβ
1 ⊗ T̃αβ

2 ↑ T̃αβ
3 ↑ Tαβ

3 ↑
H∗(hα

1 )⊗H∗(hα
2 )

σfα
1
⊗σfα

2−→ H∗(fα
1 )⊗H∗(fα

2 )
∪α−→ H∗(fα

3 )
σfα

3

−1

−→ H∗(fα
3 ).

Koristili smo skra�enu oznaku H za HM , a simbol ∗ za odgovaraju�u

dimenziju. Zbog naqina na koji smo definisali proizvode ∪M i ∪F i

izomorfizme T̃ , dovoǉno je da doka�emo komutativnost dijagrama:

HMn−k(h
β
1 )⊗HMn−l(h

β
2 )

lβ−→ HMn−(k+l)(h
β
3 )

Tαβ
1 ⊗ Tαβ

2 ↑ Tαβ
3 ↑

HMn−k(h
α
1 )⊗HMn−l(h

α
2 )

lα−→ HMn−(k+l)(h
α
3 )

(6.1.13)

gde je

lα := lM(~hα), lβ := lM(~hβ)

(videti definiciju (6.1.5)). Da bismo dokazali da va�i

lβ ◦
(
Tαβ

1 ⊗ T αβ
2

)
= T αβ

3 ◦ lα

2Iz uslova (6.1.9) sledi da je ∼ relacija ekvivalencije.
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dovoǉno je (kako su sva preslikavaǌa definisana i na nivou lanaca) da

konstruixemo preslikavaǌe

K : CMn−∗1(h1)⊗ CMn−∗2(h2) → CMn−(∗1+∗2)+1(h3)

za koje va�i

lα − T αβ
3

−1 ◦ lβ ◦
(
Tαβ

1 ⊗ T αβ
2

)
+ K ◦ (∂1 ⊗ Id + Id⊗∂2) + ∂3 ◦K = 0. (6.1.14)

Za fiksirano T > 0, oznaqimo sa hαβ
s,i : M → R glatku funkciju takvu da

va�i

hαβ
s,j (·) =





hα
j (·), s ≤ −T − 1,

hβ
j (·), s ≥ −T,

j = 1, 2, hαβ
s,3(·) =





hβ
3 (·), s ≤ T,

hα
3 (·), s ≥ T + 1.

Za kritiqnu taqku pα
j funkcije hα

j , oznaqimo ~p α := (pα
1 , pα

2 , pα
3 ), ~h αβ

s :=

(hαβ
s,1h

αβ
s,2, h

αβ
s,3) i posmatrajmo slede�e skupove

MT (~p α,~h αβ
s , g) :=





(γ1, γ2, γ3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

γj : (−∞, 0] → M, j = 1, 2, γ3 : [0, +∞) → M,
dγj

ds
= −∇hαβ

s,i (γj(s)),

γj(−∞) = pα
j , j = 1, 2, γ3(+∞) = pα

3 ,

γ1(0) = γ2(0) = γ3(0)





(6.1.15)

i

M(T, ~p α,~h αβ
s , g) :=

{
(T, γ1, γ2, γ3) | (γ1, γ2, γ3) ∈MT (~p α,~h αβ

s , g)
}

. (6.1.16)

Za mhα
j
(pα

1 ) = n− k, mhα
2
(pα

2 ) = n− l mhα
3
(pα

3 ) = n− (k + l) skup MT (~p α,~h αβ
s ) je

glatka kompaktna mnogostrukost dimenzije nula, a M(T, ~p α,~h αβ
s ) je glatka

jednodimenziona mnogostrukost. Osim toga, ǌena topoloxka, nuladimen-

ziona granica je opisana sa

∂
(
M(T, ~p α,~h αβ

s , g)
)

= B1 ∪ B2 ∪ B3 ∪ B4 ∪ B5,
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gde je

B1 = MT0(~p
α,~h αβ

s , g),

B2 =
⋃
qa
1

M̂(pα
1 , qα

1 , hα
1 , g)×M

(
T, (qα

1 , pα
2 , pα

3 ),~h αβ
s , g

)
,

B3 =
⋃
qα
2

M̂(pα
2 , qα

2 , hα
2 , g)×M

(
T, (pα

1 , qα
2 , pα

3 ,~h αβ
s , g

)
,

B4 =
⋃
qα
3

M
(
T, (pα

1 , pα
2 , qα

3 ),~h αβ
s , g

)
× M̂(qα

3 , pα
3 , hα

3 , g),

B5 =
⋃

pβ
j

M(pα
1 , pβ

1 , h
αβ
1,s, g)×M(pα

2 , pβ
2 , h

αβ
2,s, g)×M(~p β,~h β, g)×M(pβ

3 , p
α
3 , hαβ

3,s, g).

(6.1.17)

Unije se uzimaju po svim kritiqnim taqkama za koje su odgovaraju�e mno-

gostrukosti u izrazu dimenzije nula. Indeksi 1, 2, 3, α i β ukazuju

na Morsovu funkciju o kojoj je req.3 Prva qetiri tipa granice odgo-

varaju sluqaju kada je T ograniqeno, dok se peti tip B5 javǉa kada je

T neograniqeno. Argumenti su sliqni kao u Glavi 4. Ako definixemo

preslikavaǌe K pomo�u broja objekata skupa M(T, ~p α,~h αβ
s ) (kada je, na-

ravno, on dimenzije nula), a preslikavaǌe FT0 pomo�u broja elemenata

skupa MT0(~p
α,~h αβ

s ) (u dimenziji nula), zakǉuqujemo:

• broj elemenata skupa B1 definixe preslikavaǌe FT0;

• broj elemenata skupa B2 definixe preslikavaǌe K ◦ (∂1 ⊗ Id);

• broj elemenata skupa B3 definixe preslikavaǌe K ◦ (Id⊗ ∂2);

• broj elemenata skupa B4 definixe preslikavaǌe ∂3 ⊗K;

• broj elemenata skupa B5 definixe preslikavaǌe (Tαβ
3 )−1◦ lβ ◦

(
T αβ

1 ⊗ Tαβ
2

)
.

Pomo�u homotopije ~hλ, λ ∈ [0, 1] izme�u ~h αβ
s i ~h α, korix�eǌem sliqnih ar-

gumenata kobordizama kao i malopre, zakǉuqujemo da su preslikavaǌa FT0

i lα ista na nivou homologije. Odatle sledi da je izraz (6.1.14) taqan,

xto povlaqi dobru definisanost kohomoloxkog proizvoda na Morsovoj

kohomologiji mnogostrukosti HM∗(M).

3To jest, pα
j , qα

j su kritiqne taqke funkcija hα
j , a pβ

j , qβ
j su kritiqne taqke funkcija hβ

j .
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Definicija Florove homologije mnogostrukosti HF ∗(T ∗M) kao in-

verznog limesa je potpuno analogna Morsovom sluqaju. Kohomoloxki (kao

i Mesijev) proizvod ∪F opisan u Poglavǉu 6.1.1 se mo�e definisati i

na skupu HF ∗(T ∗M), to jest, dijagram

HF k(Hβ
1 )⊗HF l(Hβ

2 )
∪β−→ HF k+l(Hβ

3 )

S̃αβ
1 ⊗ S̃αβ

2 ↑ S̃αβ
3 ↑

HF k(Hα
1 )⊗HF l(Hα

2 )
∪α−→ HF k+l(Hα

3 )

komutira. Ovde su

S̃αβ
j : HF ∗(Hα

j ) → HF ∗(Hα
j )

prirodni izomorfizmi izme�u Florovih kohomoloxkih grupa, dobijeni

pomo�u prirodnih izomorfizama u homologiji Sαβ i izomorfizama σHj

na isti naqin kao u Morsovom sluqaju (videti stranu 176).

U svojoj magistarskoj tezi, T. Simqevi� je dokazala slede�u teoremu.

Teorema 94. [76] Neka su fj, j = 1, 2, 3, Morsove funkcije na M , a Hj, j =
1, 2, 3, Hamiltonijani sa kompaktnim nosaqem definisani na T ∗M . Postoje
izomorfizmi

τj : HM∗(fj)
∼=−→ HF ∗(Hj), j = 1, 2, 3,

indukovani Piunikin–Salamon–Xvarcovim izomorfizmima (2.1.8), takvi
da dijagram

HF k(H1)⊗HF l(H2)
∪F−→ HF k+l(H3)

τ1 ⊗ τ2 ↑ τ3 ↑
HMk(f1)⊗HM l(f2)

∪M−→ HMk+l(f3)

(6.1.18)

komutira.

Dokaz Teoreme 94 je dat u [76]. Izomorfizme τj definixemo na nivou

lanaca tako da slede�i dijagram komutira:

CFn−∗(Gj)
σHj−→ CF ∗(Hj)

ψj ↑ τj ↑
CMn−∗(hj)

σfj−→ CM∗(fj),

odnosno,

τj := σHj
◦ ψj ◦ σ−1

fj
. (6.1.19)
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Teorema 94 i prethodna razmatraǌa nam omogu�avaju da doka�emo

slede�e tvr�eǌe.

Teorema 95. Piunikin–Salamon–Xvarcov izomorfizam definisan u (2.1.8)
indukuje izomorfizam prstenova

T : (HM∗(M),∪M) → (HF ∗(T ∗M),∪F ) .

Dokaz: Iz uslova komutativnosti dijagrama (2.1.10) (dokazane u [36]) i

definicija preslikavaǌa τ , T̃ i S̃ direktno sledi komutativnost dija-

grama

HF ∗(Hα)
eSαβ−→HF ∗(Hβ)

τα ↑ τβ ↑

HM∗(fα)
eT αβ−→HM∗(fβ).

(6.1.20)

To znaqi da τ definisano jednaqinom (6.1.19) indukuje homomofizam

T definisan na HM∗(M) sa vrednostima u HF ∗(T ∗M). Inverzni PSS

izomorfizam (za homologije), definisan jednaqinom

φ : CFk(H) → CMk(f), x 7→
∑

mf (p)=k

n(x, H, J ; p, f, g)p,

gde je n(x,H, J ; p, f, g) broj rexeǌa jednaqine (3.3.2) indukuje izomorfizam

u kohomologiji, oznaqimo ga sa δ. Preciznije:

δ := σf ◦ φ ◦ σ−1
H .

Kao u sluqaju preslikavaǌa τ , zakǉuqujemo da δ indukuje homomorfizam

S : HF ∗(T ∗M) → HM∗(M).

Iz φ ◦ ψ = Id sledi da va�i δ ◦ τ = Id. Dobijamo:

S ◦ T ([a]) = S([τ(a)]) = [δ(τ(a))] = [a],

i, na isti naqin:

T ◦ S = Id .
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Zakǉuqujemo da su T i S zaista izomorfizmi.

Iz komutativnosti dijagrama (6.1.18) i (6.1.12) sledi

T ([a] ∪M [b]) = [τ(a ∪M b)] = [τ(a) ∪F τ(b)] = [τ(a)] ∪F [τ(b)] = T ([a]) ∪F T ([b]).

Time je dokaz Teoreme zavrxen.

I Mesijevi proizvodi se dobro ponaxaju u odnosu na Piunikin–

Salamon–Xvarcov izomorfizam.

Teorema 96. Dijagram

HF k1(H1)⊗ . . .⊗HF km(Hm)
OF−→ HF k1+...+km(Hm+1)

τ1 ⊗ . . .⊗ τm ↑ τm+1 ↑
HMk1(f1)⊗ . . .⊗HMkm(fm)

OM−→ HMk1+...+km(fm+1).

(6.1.21)

komutira, gde su τj : HM∗(fj)
∼=−→ HF ∗(Hj) definisani u (6.1.19).

Dokaz: Koristimo ideju dokaza Teoreme 94, datog u [76]. Iz definicije

preslikavaǌa τj sledi da dijagram (6.1.21) komutira ako i samo ako ko-

mutira dijagram

HFn−k1(G1)⊗ . . .⊗HFn−km(Gm)
lF−→ HFn−(k1+...+km)(Gm+1)

ψ1 ⊗ . . .⊗ ψm ↑ ψm+1 ↑
HMn−k1(h1)⊗ . . .⊗HMn−km(hm)

lM−→ HMn−(k1+...+km)(hm+1).

(6.1.22)

Kako su sva preslikavaǌa u dijagramu (6.1.22) definisana i na nivou

lanqastih kompleksa, da bi va�ilo

lM = ψm+1 ◦ lF ◦ (ψ1 ⊗ . . .⊗ ψm)

na nivou homologije, dovoǉno je da, na nivou lanaca va�i

ψm+1◦lF◦(ψ1⊗. . .⊗ψm)−lM = K◦(∂1⊗Id⊗ . . .⊗Id + . . .+Id⊗ . . .⊗Id⊗∂m)+∂m+1◦K
(6.1.23)

za neko preslikavaǌe definisano na skupu

⊕
j

CMn−k1(h1)⊗ . . .⊗ CMn−kj+1(hj)⊗ . . .⊗ CMn−km(hm)
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sa vrednostima u CMn−(k1+...+km)+1(hm+1). Preslikavaǌe

ψm+1 ◦ lF ◦ (ψ1 ⊗ . . .⊗ ψm)

je na generatoru p1 ⊗ . . .⊗ pm definisano sa

p1 ⊗ . . .⊗ pm 7→
∑
pm+1

∑
xm+1

(
m∏

j=1

n(pj, hj; xj, Gj)

)
n

(
~x,
−→
G, J

)
n(xm+1, Gm+1, J ; pm+1, hm+1, g)pm+1,

(6.1.24)

gde je ~x := (x1, . . . , xm+1),
−→
G := (G1, . . . , Gm+1). Sume i proizvod se se vrxe

po onim pm+1 i xm+1 za koje gorǌi izraz ima smisla, odnosno, gde su sve

mnogostrukosti od znaqaja dimenzije nula. Fiksirajmo taqke pj iz gorǌeg

izraza, za j = 1, . . . , m + 1, oznaqimo sa ~p := (p1, . . . , pm+1) i posmatrajmo

mnogostrukost M(R; ~p,~h, g;
−→
G, J). Iz Teoreme 41 sledi da je

∂
(
M(R; ~p,~h,

−→
G )

)
= B0 ∪ B1 ∪ . . . ∪ Bm+1 ∪ BR0 ,

gde su

B0 =
⋃
~x

(
m⊗

j=1

MR0(pj, hj, g; xj, Gj, J)

)
×M

(
~x,
−→
G, J

)
×

MR0(xm+1, Gm+1, J ; pm+1, hm+1, g)

Bj =
⋃

qj
M̂(pj, qj, hj, g)×M

(
R; ~pj,~h, g; ~G, J

)
, j = 1, . . . ,m

Bm+1 =
⋃

qm+1
M

(
R; ~pm+1,~h, g; ~G, J

)
× M̂(qm+1, pm+1, hm+1, g)

BR0 = MR0(~p,
~h, g; ~G, J),

uz oznaku

~pj := (p1, . . . , pj−1, qj, pj+1, . . . , pm+1).

Unije se uzimaju po svim ~x i qj takvim da su sve mnogostrukosti dimen-

zije nula. Vidimo da brojaǌe elemenata skupa B0 zadaje preslikavaǌe

ψm+1 ◦ lF ◦ (ψ1⊗ . . .⊗ψm). Kako brojaǌe elemenata skupa M̂(pj, qj, hj, g) odgo-

vara graniqnom operatoru u Morsovoj homologiji, vidimo da �emo pres-

likavaǌe K definisati pomo�u broja elemenata skupaM
(
R; ~pj,~h, g; ~G, J

)
,
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preciznije

K(r1 ⊗ . . .⊗ rm) :=
∑
rm+1

n(R;~r,~h, g;
−→
G, J)rm+1

pri qemu se sumiraǌe vrxi po svim rm+1 za koje va�i

mhm+1(rm+1) = n− (mh1(r1) + . . . + mhm(rm)) + 1.

Ako definixemo preslikavaǌe F0 kao

F0 : CMn−k1(h1)⊗ . . .⊗ CMn−km(hm) → CMn−(k1+...+km)(hm+1)

(r1 ⊗ . . .⊗ rm) 7→
∑
rm+1

nR0(~r,
~h, g;

−→
G, J)rm+1,

(6.1.25)

gde je nR0(~r,
~h, g;

−→
G, J) broj elemenata (modulo 2) skupa MR0(~p,

~h, g; ~G, J),

zakǉuqujemo da slede�i skupovi odre�uju slede�a preslikavaǌa:

B0 Ã ψm+1 ◦ lF ◦ (ψ1 ⊗ . . .⊗ ψm)

Bj Ã K ◦ (Id⊗ . . .⊗ Id⊗∂j ⊗ Id⊗ . . .⊗ Id), j = 1, . . . , m

Bm+1 Ã ∂m+1 ◦K

BR0 Ã F0.

Kako je broj krajeva jednodimenzione mnogostrukosti paran, to je ǌihov

zbir modulo dva jednak nuli, odnosno, va�i:

ψm+1◦lF◦(ψ1⊗. . .⊗ψm)−F0 = K◦(∂1⊗Id⊗ . . .⊗Id + . . .+Id⊗ . . .⊗Id⊗∂m)+∂m+1◦K.

Zato su preslikavaǌa ψm+1 ◦ lF ◦ (ψ1⊗ . . .⊗ψm) i F0 lanqasto homotopna, pa

su jednaka na nivou homologije. Da bismo dokazali (6.1.23), potrebno je

da doka�emo da su preslikavaǌa F0 i lM tako�e lanqasto homotopna. I

ovde se koriste argumenti kobordizama. Naime, homomorfizam F0 defin-

isan u (6.1.25) ne zavisi od izbora Hamiltonijana ~G. Zaista, neka su ~G0

i ~G1 dve (generiqke) (m+1)− torke Hamiltonijana, i neka je ~Gλ, 0 ≤ λ ≤ 1

(generiqka) glatka homotopija koja ih spaja. Neka su F0 i F1 homomor-

fizmi lanqastih kompleksa koji odgovaraju, redom, Hamiltonijanima ~G0

i ~G1. Posmatrajmo prostor

MR0(λ, ~p,~h, g; ~Gλ, J) := {(~γ, u, λ) | (~γ, u, λ) ∈MR0(~p,
~h, g; ~Gλ, J)}.
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Za isti izbor Morsovih indeksa kritiqnih taqaka kao i malopre, dimen-

zija mnogostrukostiMR0(λ, ~p,~h, g; ~Gλ, J) je jednaka jedan. Iz konvergencije

ka izlomǉenim trajektorijama i lepǉeǌa se mo�e izvesti da je rub ove

mnogostrukosti skup

∂
(
MR0(λ, ~p,~h, g; ~Gλ, J)

)
=

m+1⋃
j=1

Bj,

gde su

B0 = MR0(~p,
~h, g; ~G0, J)−MR0(~p,

~h, g; ~G1, J),

Bj =
⋃
qj

M̂(pj, qj, hj, g)×MR0

(
λ, ~pj,~h, g; ~Gλ, J

)
, za j = 1, . . . ,m,

Bm+1 =
⋃

qm+1

MR0

(
λ, ~pm+1,~h, g; ~Gλ, J

)
× M̂(qm+1, pm+1, hm+1, g).

Kao i ranije, zakǉuqujemo da je

F1 − F0 = L ◦ (∂1 ⊗ Id⊗ . . .⊗ Id + . . . + Id⊗ . . .⊗ Id⊗∂m) + ∂m+1 ◦ L,

gde je preslikavaǌe

L :
⊕

j

CMn−k1(h1)⊗ . . .⊗ CMn−kj+1(hj)⊗ . . .⊗ CMn−km(hm)

→ CMn−(k1+...+km)+1(hm+1)

definisano sa

L(r1 ⊗ . . .⊗ rm) :=
∑
rm+1

nR0

(
λ,~r,~h, g; ~Gλ, J

)
rm+1.

Ovde nR0

(
λ,~r,~h, g; ~Gλ, J

)
oznaqava broj elemenata (modulo 2) mnogostru-

kosti MR0

(
λ,~r,~h, g; ~Gλ, J

)
, a sumiraǌe se vrxi po svim rm+1 za koje je

ova mnogostrukost dimenzije nula. Odavde sledi da su F0 i F1 lan-

qasto homotopna preslikavaǌa. Izaberimo sada homotopiju izme�u ~G

i ~0 = (0, . . . , 0). Preslikavaǌe (6.1.25) je lanqasto homotopno preslika-

vaǌu definisanom pomo�u broja kombinovanih objekata koji se sastoje
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od gradijentnih trajektorija i holomorfnih diskova sa granicom na nul-

tom seqeǌu. Primenom Stoksove formule, kao u (4.2.8) na strani 79,

zakǉuqujemo da takvi diskovi moraju biti konstantna preslikavaǌa, pa

je broj ovakvih kombinovanih objekata jednak broju preslikavaǌa (6.1.8)

koja definixu preslikavaǌe lM .

Iz Teoreme 96 mo�e se izvesti (sliqnim rezonovaǌem kao u dokazu

Teoreme 95) da PSS izomorfizam predstavǉa izomorfizam algebarskih

struktura izme�u Morsove i Florove homologije, u odnosu na Mesijeve

proizvode. Preciznije, va�i slede�a teorema.

Teorema 97. Piunikin–Salamon–Xvarcov izomorfizam definisan u (2.1.8)
indukuje izomorfizam algebarskih struktura

T : (HM∗(M),OM) → (HF ∗(T ∗M),OF ) .

6.2 PSS izomorfizam sa Z− koeficijentima

Jednaqinom (2.1.8) na strani 22 definisan je Piunikin–Salamon–Xva-

rcov homomorfizam koji je izomorfizam na nivou homologija sa Z2− ko-

eficijentima. U ovom poglavǉu dajemo konstrukciju tog preslikavaǌa

na homologiji sa Z− koeficijentima. Definiximo homomorfizam

Ψ : CMk(f) → CFk(H), Φ : CFk(H) → CMk(f)

na slede�i naqin. Za p i x generatore Morsovog, odnosno Florovog kom-

pleksa,4 definiximo:

p 7→
∑

w∈MR0
(p,f,g;x,H,J)

τ(w)x, x 7→
∑

w∈MR0
(x,H,J ;p,f,g)

τ(w)p.

Proxirimo preslikavaǌa Ψ i Φ do lanqastih kompleksa po lineranosti.

Homomorfizmi Ψ i Φ indukuju homomorfizme na nivou homologija ako je

Ψ ◦ ∂M = ∂F ◦Ψ, Φ ◦ ∂F = ∂M ◦ Φ. (6.2.1)

4To jest, p je kritiqna taqka Morsove funkcije, a x Hamiltonijan sa krajevima na nultom
seqeǌu.
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Prva jednakost u (6.2.1) je ekvivalentna sa

∑

γ1∈cM(p,r,f,g)


 ∑

w1∈MR0
(r,f,g;x,H,J)

τ(w1)τ(γ1)


 =

∑

w2∈MR0
(p,f,g;y,H,G)


 ∑

u2∈cM(y,x,H,G)

τ(u2)τ(w2)


 .

(6.2.2)

Dokaz jednakosti (6.2.2) sledi iz identiteta

∂MR0(p, f, g; x,H, J) =
⋃M̂(p, r, f, g)×MR0(r, f, g; x,H, J)∪
⋃MR0(p, f, g; y, H, J)× M̂(y, x, H, J),

(6.2.3)

qiǌenice da se taqke iz granice jednodimenzione mnogostrukosti uvek

javǉaju u paru i Teoreme 92 na strani 158. Opis topoloxke granice

dat u (6.2.2) izvodi se pomo�u argumenata (konvergencija ka izlomǉenim

elementima i lepǉeǌe) sliqnim onima u Glavi 4 (videti i [35]). Dokaz

drugog identiteta u (6.2.1) izvodi se analogno.

U dokazu qiǌenice da su Ψ i Φ izomorfizmi uqestvuju slede�a pres-

likavaǌa (videti i [75, 36] za sluqaj homologija sa Z2−koeficijentima):

F : CMk(f) → CMk(f), p 7→
∑

mf (q)=k

nR0(p, q, f, g; H, J)q, (6.2.4)

gde je nR0(p, q, f, g; H, J) broj elemenata skupa MR0(p, q, f, g; H, J) i

K : CMk(f) → CMk+1(f), p 7→
∑

mf (q)=k+1

n(R; p, q, f, g; H, J)q,

gde je n(R; p, q, f, g; H, J) broj taqaka u M(R; p, q, f, g; H, J). Da bismo

dokazali da je Φ ◦Ψ = Id, potrebno je da proverimo da va�i:
∑

(w1,w2)∈∂4

τ(w1)τ(w2)−
∑

wR0
∈∂1

τ(wR0) =
∑

(u,γ2)∈∂3

τ(u)τ(γ2)−
∑

(γ1,v)∈∂2

τ(γ1)τ(v), (6.2.5)

gde su skupovi ∂j, j = 1, . . . , 4 dati u jednaqini (5.3.25) na strani 161.

Iz (6.2.5) sledi

φ ◦ ψ − F = ∂M ◦K −K ◦ ∂F ,
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to jest φ ◦ ψ je lanqasto homotopno preslikavaǌu to F (koje je, pak, lan-

qasto homotopno identitetu).

Iz klasifikacije graniqnih taqaka mnogostrukostiM(R; p, q, f, g; H, J)

date na kraju Poglavǉa 5.3.4 sledi da u izrazu (6.2.5), i na levoj i

na desnoj strani, brojimo samo one taqke koje su krajevi ili skupa

[0, +∞) ili skupa (−∞, 1], i to upravo sa karakteristiqnim znacima kao

u izrazu (6.2.5).

Dokazali smo da, za datu, istovremenu koherentnu orijentaciju svih

prostora koji su od znaqaja (kombinovanih, jedinstvenih, parametrizo-

vanih, neparametriznovanih), postoji izomorfizam izme�u Morsove i

Florove homologije sa Z− koeficijentima. Tako�e smo dokazali da ta-

kva koherentna orijentacija postoji. Postavǉa se pitaǌe da li postoji

takva istovremena koherentna orijentacija svih objekata (i poslediqno,

izomorfizam) u sluqaju da su dve koherentne orijentacije Morsove i

Florove homologije unapred zadate. Odgovor je potvrdan, a argumenti su

slede�i.

Neka su σM i σF dve date koherentne orijentacije operatora u

Morsovoj i Florovoj homologiji, redom. Neka su p0, K0, P−, w0, F0, x0,

v0 i C0 kao u Poglavǉu 5.3.3, i σ koherentna orijentacija opisana tamo.

Neka je

σ1 := σ|ΣM σ2 := σ|ΣF .

Kako su σ1 i σM (odnosno σ2 i σF ) dve koherentne orijentacije skupa ΣM

(odnosno ΣF ), mo�emo izabrati fM ∈ ΓM , fF ∈ ΓF takve da va�i

fM • σM = σ1 fF • σF = σ2,

gde su ΓM , ΓF grupe transformacija koje dejstvuju na skupu koherentnih

orijentacija za Morsov i Florov sluqaj (na isti naqin kao u (5.3.20) na

strani 156). Mo�emo konstruisati produ�eǌe f ∈ Γ za koje va�i

f |CM
Λ

= fM , f |CF
Λ

= fF ,
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gde su CM
Λ i CF

Λ skupovi koherentnih orijentacija za Morsov i Florov

sluqaj. Ovo produ�eǌe je jednoznaqno odre�eno vrednox�u funkcije f

na w0, poxto su skupovi ΣM i ΣF (kao i skupovi CM
Λ i CF

Λ ) disjunktni.

Izaberimo zato f([w0, F0]) := 1 i produ�imo f do CΛ tako da va�i

f |CM
Λ

= fM , f |CF
Λ

= fF , f([w,F ]][u, L]) = f([w,F ])f([u, L]),

za sve [w,F ], [u, L] kompatibilne za lepǉeǌe. Direktnom proverom vidimo

da je f ∈ Γ. Definiximo orijentaciju sa

σ′ := f • σ.

Iz konstrukcije sledi da je σ′ koherentna i da se poklapa sa σM i σF na

CM
Λ i CF

Λ . Tako smo dokazali slede�u teoremu.

Teorema 98. Za dve date koherentne orijentacije skupova ΣM i ΣF koji
definixu Morsovu i Florovu homologiju HM∗(f,Z) i HF∗(H,Z) sa Z− ko-
eficijentima, postoji koherentna orijentacija skupa Λ (skupa svih ob-
jekata i operatora od znaqaja) koja se poklapa sa datim orijentacijama
na odgovaraju�im klasama. Ova orijentacija indukuje izomorfizam izme�u
HM∗(f,Z) i HF∗(H,Z).

6.3 Zakǉuqci i mogu�i pravci daǉeg istra�ivaǌa

Spomenimo na kraju nekoliko mogu�ih pravaca u kojima bi opisana is-

tra�ivaǌa mogla prirodno da se nastave.

6.3.1. (Ko)homologije sa celobrojnim koeficijentima. U Poglavǉu 6.2

konstruisali smo PSS izomorfizam homologija sa Z−koeficijentima
koriste�i koherentnu orijentaciju definisanu u Poglavǉu 5.3.3. Po-

stavǉa se pitaǌe da li je ovaj izomorfizam funktorijalan, odnosno da

li komutira sa kanonskim izomorfizmima u Morsovoj i Florovoj ho-

mologiji sa Z−koeficijentima (qija je konstrukcija data u [69, 24]).

Tako�e je prirodno pitaǌe da li su prostori kombinovanih objekata

orijentabilni, i to tako da su Mesijevi proizvodi dobro definisani
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i na kohomologijama sa celobrojnim koeficijentima. I na kraju, da li

je mogu�e uopxtiti konstrukciju PSS izomorfizama kao izomorfizama

algebarskih struktura, na kohomologijama sa celobrojnim koeficijen-

tima? Da bi se ova konstrukcija izvela, potrebno je definisati lep-

ǉeǌe i zadati orijentaciju koja komutira sa lepǉeǌem na jox nekim

modulskim prostorima, osim opisanih (u autorovoj magistarskoj tezi [75]

konstrisani su pomo�ni modulski prostori korix�eni u dokazu komuta-

tivnosti dijagrama (2.1.10) na strani 23). Osim toga, potrebno je i

izvesti konstrukciju opisanu u Poglavǉu 5.3.3 koja bi obuhvatila i ove

pomo�ne prostore, osim ve� razmatranih. Kako ova analiza predstavǉa

dodatan obiman tehniqki (i ne samo tehniqki) posao, mi je ovde samo

pomiǌemo i odla�emo kao temu posebnog rada.

6.3.2. Povrxi vixeg roda. Drugo prirodno uopxteǌe bi bio opis kom-

binovanih modulskih prostora koji ukǉuquju Rimanovu povrx sa grani-

com, ali vixeg roda (videti Sliku 6.3). Prostori (pseudo)holomorfnih

preslikavaǌa zatvorene Rimanove povrxi roda g koja za kodomen imaju

simplektiqku mnogostrukost prouqavani su radu Gromova u [30] (videti

i kǌigu Mekdaf–Salamona [44]). Sluqaj Rimanovih povrxi roda g sa

cilindriqnim krajevima (kao jedinom granicom) opisan je u doktorskoj

disertaciji M. Xvarca [70].

x1

xm xm+1
...

OM

Slika 6.3: Rimanova povrx vixeg roda sa granicom
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U radu J.–G. Oa [57] data je dimenzija mnogostrukosti Florovih ,,panta-

lona” u kotangentnom raslojeǌu, sa krajevima na nultom seqeǌu, rodom

g i asimptotskim krajevima u Hamiltonovim putevima. Analiza granice

ovakvih prostora ne bi se suxtinski razlikovala od analize u sluqaju

roda nula, jer se gubǉeǌe kompaktnosti, odnosno ,,lomǉeǌe” trajektorija

uvek odvija van kompaktnog dela domena, tako da konaqan broj ruqki

koji zadaju rod ne bi imao nikakvog uticaja. Ista stvar va�i i za

lepǉeǌe. Pitaǌe je kakvu bi primenu imao analogan zakǉuqak izve-

den o topoloxkoj granici odgovaraju�e jednodimenzione mnogostrukosti.

Naime, na samom kraju dokaza Teoreme 94, koristili smo qiǌenicu da

holomorfnih (neperturbovanih) diskova sa granicom na nultom seqeǌu

nema (odnosno, da su oni obavezno konstantni). Isti rezon mo�e da se

primeni i u sluqaju diskova sa strogo pozitivnim rodom. Me�utim,

tada dolazimo do neobiqnog zakǉuqka o dimenziji granice mnogostru-

kosti tipa MR0(λ, ~p,~h, g; ~Gλ, J ;g) u kojoj, ovog puta, uqestvuje Rimanova

povrx roda g) – dimenzija jedne ǌene granice, oblika MR0(~p,
~h, g; ~G, J ;g),

zavisi od roda, dok dimenzija druge, oblikaMR0(~p,
~h, g;~0, J ;g) = M(~p,~h, g),

ne zavisi. Zanimǉivo bi bilo objasniti ovaj fenomen.

6.3.3. Opxta simplektiqka mnogostrukost. Tre�e mogu�e uopxteǌe

odnosi se na ambijentnu mnogostrukost: da li je (i u kojim sluqaje-

vima) mogu�e dokazati prethodne rezultate u sluqaju opxte simplek-

tiqke mnogostrukosti (naravno, sa onim ograniqeǌima koja su potrebna

da bi Florova homologija uopxte mogla da se definixe)? U radu [1],

Albers je konstruisao PSS morfizme u sluqaju monotonih Lagran�e-

vih podmogostrukosti,5 sa minimalnim Maslovǉevim brojem6 ve�im ili

5Lagran�eva podmnogostrukost L ⊂ P je monotona ukoliko postoji c > 0 takvo da je
∫

ω∗u =
cµL(u), za svako u ∈ π2(P, L), gde je µL preslikavaǌe definisano pomo�u Maslovǉeve klase µ;
videti i Oov rad [55] u kom je definisana Florova homologija za Lagran�eve preseke u ovom,
opxtijem sluqaju.

6Minimalni Maslovǉev broj je generator podgrupe µ(π2(P,L)) ⊂ Z, gde je µ Maslovǉeva
klasa.
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jednakim 2. Ovi morfizmi su definisani samo u odre�enim dimenzijama,

pretpostavke o monotonosti i minimalnom Maslovǉevom broju kontro-

lixu pojavu mehurova. Leklerk je u radu [41] prouqavao Florovu ho-

mologiju kao modul nad prstenom Morsove homologije, sa pretpostavkom

ω|π2(P,L) = µ|π2(P,L) = 0, zahvaǉuju�i kojoj je onemogu�ena pojava mehurova.

Xto se tiqe rezultata izlo�enih u ovoj tezi, glavnu texko�u u ǌihovom

uopxteǌu na sluqaj opxtije simplektiqke mnogostrukosti predstavǉa

sama konstrukcija kohomoloxkih i Mesijevih proizvoda. U opxtoj sim-

plektiqkoj mnogostrukosti graduacija, odnosno, Maslovǉev indeks, ne

mo�e da se definixe kao u sluqaju kotangentog raslojeǌa. U sluqaju

monotonih zatvorenih Lagran�evih mnogostrukosti L0 i L1, koje se seku

transverzalno, mogu�e je zadati relativnu graduaciju7 na skupu L0 ∩ L1

i to samo modulo NZD(Σ0, Σ1), gde je Σj minimalni Maslovǉev broj u

odnosu na podmnogostrukost Lj. U sluqaju kada je L1 Hamiltonova de-

formacija mnogostrukosti L0, to jest kada je L1 = φH
1 (L0), ponovo (kao

u sluqaju kotangentnog raslojeǌa) postoji identifikacija skupa L0 ∩ L1

sa skupom Hamiltonijanovih puteva koji polaze i zavrxavaju se na L0.

Ovaj sluqaj izgleda najpogodnije za primenu metoda sliqnih opisanim,

za poqetak, za konstrukciju Mesijevih proizvoda na sliqan naqin.

6.3.4. Relativna Florova (ko)homologija. Kao xto smo spomenuli u

Glavi 1, jedno od uopxteǌa Florove homologije u kotangentnom raslo-

jeǌu je ǌena relativna verzija, opisana u [62]. Ako je N ⊂ M zatvorena

glatka podmnogostrukost, tada je ǌeno konormalno raslojeǌe:

ν∗N := {ξ ∈ T ∗
NM | ξ(X) = 0, za svakoX ∈ TN}

Lagran�eva podmnogostrukost u T ∗M . U sluqaju kada je podmnogost-

rukost N zatvorena, Pozniak [62] je za generatore lanqastog kompleksa

uzimao preseqne taqke ν∗N ∩φH
1 (OM), dok je graniqni operator definisao

7To jest, vextaqki proglasiti fiksiranu preseqnu taqku x0 za element stepena nula, a ostale
taqke graduisati pomo�u x0, videti radove Flora [22] i Viterboa [71] za detaǉe.
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pomo�u broja rexeǌa sistema




∂u
∂s

+ J(∂u
∂t
−XH(u)) = 0

u(s, 0) ∈ 0M , u(s, 1) ∈ ν∗N

u(−∞, t) = φH
t ((φH

1 )−1)(x) =: x(t), u(+∞, t) = φH
t ((φH

1 )−1)(y) =: y(t),

x, y ∈ ν∗N ∩ φH
1 (OM)

(6.3.1)

(videti Sliku 6.4). Mo�e se dokazati (videti [62]) da je ∂2 = 0 i da je

ovako definisana homologija izomorfna je singularnoj homologiji pod-

mnogostrukosti N . U sluqaju N = M , va�i ν∗N = OM , to jest, ova kon-

strukcija zaista uopxtava prethodnu. Najve�a texko�a u uopxteǌu kon-

strukcije PSS izomorfizma na ovaj sluqaj predstavǉa graniqni uslov

u
(
0, 1

2

)
= γ(0) koji se javǉa u jednaqini (2.1.9). Naime, ,,tuneli” koji

uqestvuju u definiciji operatora

diferenciraǌa imaju jedan kraj na

nultom seqeǌu, a drugi na konor-

malnom raslojeǌu, tako da nije

oqigledno koji bi objekat u ovom

sluqaju imao ulogu ,,polutunela”

iz jednaqine (2.1.9) na strani 23.

OM

ν∗N

u
x(t)

y(t)

Slika 6.4: Perturbovani

holomorfni disk sa granicama na

OM i ν∗N

6.3.5. Funktorijalnost u operacijama na homologijama. Neka je A ⊂
M zatvorena podmnogostrukost mnogostrukosti M i neka je l = dim A.

Posmatrajmo skup

MA(p, q, f, g) := {γ ∈M(p, q, f, g) | γ(0) ∈ A}

(videti Sliku 6.5). Zahvaǉuju�i transverzalnosti, malim peturbaci-

jama skupa A (ukoliko je potrebno), mo�e se posti�i da skup MA(p, q, f, g)

postane glatka mnogostrukost. Ako je mf (p) − mf (q) = n − l, tada je
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MA(p, q, f, g) dimenzije nula i kompaktna, dakle konaqan skup taqaka. U

tom sluqaju, neka nA(p, q, f, g) oznaqava broj elemenata skupa MA(p, q, f, g).

Oznaqimo sa CM∗(f) skup svih formalnih kombinacija kritiqnih taqaka

indeksa ∗ Morsove funkcije f i definiximo preslikavaǌe

ψA : CMn−l+r(f) → CMr(f)

zadaju�i ǌegove vrednosti na generatorima:

ψA(p) :=
∑

mf (q)=r

nA(p, q, f, g)q.

Mo�e se dokazati (videti [47, 69]) da va�i

∂M ◦ ψA = ψA ◦ ∂M ,

pa je preslikavaǌe ψA definisano i na homologijama, to jest:

ψA : HMn−l+r(f) → HMr(f)

(videti i [8]).

Preslikavaǌe ψA naziva se i kep

(cap) proizvodom. Pomo�u argu-

menata kobordizama sliqnim onim

opisanim u Poglavǉu 6.1.2, mo�e

se dokazati da va�i Tαβ ◦ ψA =

ψA ◦ T αβ, pa je kep proizvod do-

bro definisan i na Morsovoj ho-

mologiji mnogostrukosti HM∗(M).

p

q

A

γ(0)

Slika 6.5: Kep proizvod ψA

Na sliqan naqin se definixu i kep proizvodi u Florovoj teoriji.

Skup MA(x, y, H, J) definixemo kao ev−1(a) gde je

ev : M(x, y,H, J) → OM
∼= M, ev(u) = u

(
0,

1

2

)
.
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Jedno od mogu�ih nastavaka ovog rada je ispitivaǌe funktorijalnosti

ovakvih proizvoda u odnosu na PSS izomorfizam.

6.3.6. Hoferova geometrija i Florova homologija. Spomenimo na

kraju jox jedan pravac u kom bi izlo�ena istra�ivaǌa mogla da se nas-

tave. U Glavi 1 smo opisali na koji naqin prolasci kroz kritiqne taqke

Morsove funkcije odgovaraju dodavaǌu �elija odgovaraju�ih dimenzija,

odnosno, na koji naqin se topologija mnogostrukosti opisuje pra�eǌem

promene skupova Ma = f−1((−∞, a]) na Slici 1.1. Beskonaqnodimenziona

analogija ovih filtriraǌa dovodi do slede�e konstrukcije. Neka je

HF λ
∗ (H) Florova homoloxka grupa generisana samo onim Hamiltonovim

putevima x s krajevima na nultom seqeǌu za koje va�i:

AH(x) =

∫

x

pdq −Hdt ≤ λ.

Oznaqimo sa FH : Hsing
∗ (M)

∼=−→ HF∗(H) izomorfizam izme�u Florove i

singularne homologije. Neka je a ∈ Hsing
∗ (M) i jλ

∗ : HF λ
∗ (H) ↪→ HF∗(H)

preslikavaǌe indukovano inkluzijom. O je definisao simplektiqke in-

varijante ρ(a,H) kao

ρ(H, a) := inf{λ | FH(a) ∈ Im(jλ
∗ ) ⊂ HF∗(H)}.

Ove invarijante su dobro definisane i zavise samo od Lagran�eve mno-

gostrukosti φH(OM) (videti [51, 56, 57] za detaǉe). Ova konstrukcija

se mo�e shvatiti kao beskonaqnodimenziono uopxteǌe ranije Viter-

boove konstrukcije date u [72] (videti i radove L. Polteroviqa i M.

Bialija [9, 61]). Pomo�u ovih invarijanti O [56] je dokazao nedege-

nerisanost Hoferove metrike (videti i [51, 48, 46]). R. Leklerk je u

radu [41] nastavio izuqavaǌe invarijatni ρ i definisao invarijante

vixeg reda. Kohomoloxki kap proizvod definisan pomo�u Florovih

pantalona je korix�en u dokazu izvesnih svojstava invarijanti ρ koja

su u vezi sa nejednakox�u trougla u Hoferovoj metrici (videti [57]).
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Jedan od mogu�ih pravaca daǉeg rada je istra�ivaǌe uloge Mesijevih

proizvoda (vixeg reda) u Hoferovoj geometriji.

6.3.7. Zakǉuqak. U ovoj glavi smo izlo�ili tehnike kobodizama koje su

se zasnivale na karakterizaciji topoloxke granice mnogostrukosti kom-

binovanih objekata, koja je bila rezultat prethodnih glava ovog rada.

Ovaj rezultat je uvek sledio iz mogu�ih naqina gubǉeǌa kompaktnosti

(raspadaǌa) u obratnog procesa – lepǉeǌa. Da bi ove konstrukcije bile

korektno zasnovane, definisali smo Banahove mnogostrukosti i odgo-

varaju�e Fredholmove operatore. Verujemo da je uopxteǌa i nastavke

pomenute u ovom poglavǉu mogu�e izvesti koriste�i sliqne postupke, uz

odgovaraju�e modifikacije pojedinih argumenata.
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