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AIICTPART

Y 0BOM pajy AT je MOTIYH OIMC MHOTOCTPYKOCTU pellera KoMOuHoBaHe (He-
xomorene Komwr—Pumanose u rpamujentne nudepenmujanue) jenmaunae. OBa
pemema cy neprHMCAHA HA CKYIy KOju je kKomMOmHanuja rpada m Pumanose
IOBPIIN Ca TPAHUIIOM, & BPETHOCTHU Y3UMajy y KOTAHT'€HTHOM PACIOjeHmny KOM-
MaKTHE MHOTOCTPYKOCTH. ROHCTpyUCcaHU Cy IOMEH U KOJOMEH oaroBapajyher
®penxonmor oneparopa 1 U3pavyyHaAT HE€TOB MHIEKC, O THOCHO AUMEH3Uja MHO-
TOCTPYKOCTU perema. KRopumhemeMm CBOjcTBa KOHBEPIEHIUjE Ka PaCHaIHy-
TUM TpajeKToprjaMa " TEXHUKEe JIeNJhbema, OMMCaHa je TPaHUIla MHOTOCTPY-
KOCTU KOMOMHOBaHUX OOjekaTa y BUIIMM AuMeH3ujama. JlaTta u je KOHCTPYK-
[1ja KOXEepPEeHTHE OPUjeHTallrje, carjacHe ca OpUjeHTalMjaMa Ha IPOCTOPY 00-
jekaTa HEKOMOWHOBAHOI' TUIA — I'PAAUjEHTHUX TPajeKTOPHja U XOJIOMOPQPHUX
kpuBux. Ha kKpajy cy m3BemeHe HEKe MPUMEHE Y KOHCTPYKIMjaMa aJredapCcKux
CTPYKTypa 1 u3oMopdusama ca Z— xoepunujerruma y MopcoBoj u ®r1opoBoj

XOMOJIOTH]U.



ITPEAI'OBOP

[Ipenmer wmcrpakuBama HPUKA3aHUX y OBOM paAy Cy OPOCTOPU pelre-
Bba jeqHauydHe Koja je KoMOWHAInuja TpadujeHTHe au(epeHIujaiHe jeTHa-
yyHe Ha rpadoBuMa U HeJInHeapHe HexoMoreHe Komm—-PumanoBe, Kao u mu-
xoBe mpuMeHe y Mopc—®PaopoBoj Teopuju, y ciiydajy KOTAHTE€HTHOT PAaCJO-
jema. IIpBe nBe rmaBe cy yBOmHe M canp:ke AepWHUNNM]e U IPerJen I03-
HaTUX pesyiraTta on 3Haudaja. Ocraje riase camgp:ke OPUTMHAJHE PE3YITATE
pama. ['mase 3, 4 u 5 cy mocBehene onucy mpocTopa U BUXOBUX TOIOJIOIIKUX
rpanuia, 10k cy y ['naBu 6 maTe mpuMeHe IpeTXOoqHUX pe3yiTaTa. Ha moueTky
CBaKe I'JIaBe OaT je KpaTak IPUKa3 pe3yiaTaTa y HOj.

[Ipe cBera, xenuMm ma ce 3axBaauM MoMm MeHTODY, lapky MunuuaroBuhy,
Ha BEJUKO] MOMONM, MOAPIINY U CTPIJbEHY KOj€ je MOKa3a0 TOKOM MPOTEK-
AUX TOAWHA 3ajeTHWYKOr paja, Kao0 W Ha MHOTUM KOPUCHUM IpUMenOaMa
1 KOMEHTApPWMa BE3aHUM 3a caMy IOKTOpPCKY Te3y. Tarkobe ce 3axBasyjeMm
unanoBuMa komucuje: Mwuonpary Maremesuhy, 3opany Ilerposuhy, Boxu-
napy Josanosuhy u /Iparomyoy Keukunhy Ha cBuM mcrmpaBKaMa U CyreCTUjaMa

KOje Cy MU YIIyTUJIU IIPUJIVKOM UYUTaHa Te3e€.



I'NIABA 1

YBom 1 mIperJien pe3yJiTaTta

MopcoBa Teopmja ce DaBuM OIKUCOM TOIOJIOTHje AU(EpPEHIUjaTHE MHOIO-
CTPYKOCTU TOMONY aHaJM3e KPUTUYHUX Tadaka MOOrOMHO m3abpaHe TJIaTKe
¢yurmuje Ha ®B0j. [Ipermsunuje, wera je f : M — R MopcoBa ¢yurumja HA

koMmakTHOj MHOrocrpykoctu M u a € R. Heka je M* :={x € M | f(x) < a}.

Axo y unTepBamy [a,b] mema kpuruy- .

HUX BpenHocTu ¢yHKmumje f, omma cy M —
mMuOTOCTPYKOCcTH M® um M® madeo- L
Mopdue. [ludpeomopdusam ce ycmoc-

TaB/ba ,,rypameM’ Tavaka u3 M oyx M

rparjeHTHUX TpajeKTopuja, TO JecT,

OH je mepuHWCAH jeTHaAYNHOM
dd,
dt

Cmuka 1.1: upeomopopuzam

() = =V[f(P(z)), Pg=1d muorocTpykoctu M® u MP



(Bumetu Cuury 1.1). U3 Teopeme O er3ucTeHIUjU U jeIMHCTBEHOCTU PeIlle-
Bba cucTeMa OOMYHUX NudepeHnujaHuX jenHaumHa m Teopeme O TJIaTKO] 3a-
BHCHOCTH OJf mapaMerapa cjienu na je 3a cBako t, ®; nmudpeomopdumzam MHO-
rocrpykoctu M.

Ako ce y unTepBasy [a,b] Hama3M TAYHO jemHA KPUTUYHA BPEAHOCT KOja
oAroBapa KpUTUUHO] Tauku p Mopcosor mmmekcal k, oHa je MHOrOCTPYKOCT
M*® XOMOTOIICKM €KBUBAJICHTHA MIPOCTOPY KOju M0OMjaMo JenmbemeM k— henuje
u MEOorocTpykoct M°. Ha Taj maunn k hemmujaMa oarosapajy KpUTHUHE Tauke
uanerca k. Omnuc CW — mexkommosuiuje MHOTOCTPYKOCTH TOMONY MPOJIACKA
Kpo3 KputuyHe Tauke Mopcose ¢yHkuuje mpencrasba kiaacuuad (MwuaHOp —
Cwmejnos) npuctyn MopcoBoj teopuju u moxke ce nHahwu y kwuzu [53] L. Mui-
HOpa miu y paxosuma [10, 11, 12] P. Bora.

Caspemenuju, Pmop—BurenoB npuctyn umam roHcTpykuuja Mopcose xo-
Mostoruje. ok ce y KIacHMYHOM IPUCTYIY I'PaaudjeHTHe TpajeKTOpuje U Ipo-
MEHa TOIIOJIOTUjeé MHOTOCTPYKOCTHU IY:K HUX IMOCMATpajy yHymap caMe aMbu-
jenTHe MHOroctpykoctu, y Prop-BurenHoBoMm mpuctymy one ce mpoydaBajy
Ka0 CKyI 3a cebe, ca COICTBEHOM TOIOJOTUjOM, KOja, MHIWPEKTHO, CaIpPiKU
“HpOpMAIMje O TONOJOTUjU ToJa3He MHOrocTpykoctu (Bumeru [73]). Prop—
Burenos npuctyn je onepaTtuBHUjU U JOHOCU BUIlle aJaredbapCcKux MHPOPMAIIL]ja
on Mumaop—CwmejnoBor, anu, Ha padyH TOra, M03BOJHAaBA Malme NUPEKTAH re-
OMETPUjCKUA YyBUI. 3a remeparope MopcoBOr 1aHUYACTOT KOMIIJIEKCA Y3UMAjy

ce xputuuHe Tauke MopcoBe ¢yuEKnMje, rpagyncase MopcoBUM MHIEKCOM.

Hupepennujan y MopcoBoj xomoio- P
ruju ce neduHuie nomohy 6poja rpa-
IVjeHTHUX TPajeKTopuja Koje crmajajy
nBe kpuruube tauke (Bumetu Cumky
1.2), nperm3sna nedpuHunMja nupepeH-
Cuaurka 1.2: I'panujentHa

nmjana gara je y I[lormasmy 2.1. ) )
TpajeKTopuja

1ﬂe(i)HHnnHja Mopcosor umnmekca nara je Ha crpasnu 61.



MopcoBa xoMmoioruja je M30MOpP¢HA CHUHTYJIAPHO] XOMOJIOTUjU MHOTOCTDPY-
koctu M (Bumeru [6]).

dnopoBa Teopuja nmpeacTaBba OECKOHAYHOIUMEH3UOHO yommTemhe Mopco-
Be. OpuruHaJIHO je HACTAJA KA0 MHO0Ka3 APHOJIOBE XUIOTE3e U pas3Buo jy je A.
dnop y pamosuma [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26]. Hauwme, [Tocaenma
[ToenkapeoBa reomerpujcka TeopeMa (kKojy je mokazao Buprxod msamecerux

T'OOVHa AOBaJeceTor BeKa) TBp AN Oa

mudeomMopdrszaM IpCTeHaA KOJjU UyBa

nospmuny u , yphe” rpanune® (Bu-

meru Crumky 1.3) mma HajMame IBe \
¢uxcHe Taure. Jlemmemem nBa oBa-

KBa MIPCTEHA NOOUjaMO TOPyC, a Jel-

JbemeM oarosapajyhux nupeomopdu-

3ama mobujamo mudpeomoppuszam koju  Cimka 1.3: Ilpcren ca ,,yBpryTUM”

UyBa INOBPIIVNHY 1 KOjI/I Ma 4YeTUupun I'paHUIIaMa

¢urcue Taure (Bugeru Cauky 1.4). IIpumerumo na je cyma Berujesux 6pojesa

TOpyca jemHaKa YETUPU.

112

Ll

Cmuka 1.4: Topyc T?

[IpuponHO yonmreme oBe IOjaBe je NUTalme KOIUKO PUKCHUX TadyaKa UMa]jy
nupeoMOpGU3MU MOBPIIK KOJU UyBajy NOBPUIMHY (1 ommTuje, nupeoMophuaMu
CUMIIJIEKTUYKNX MHOTOCTPYKOCTH KOJU UyBajy CUMIIEKTUYKY (OPMY, & CAaMUM

TUM ¥ 3anpeMuHy). Tako mosazumo 0o ApHOIIOBe Xxumorese: O6POj QUKCHUX

2YHyTpauHH;a U CHOJbAINHA KPY/KHUIA Ce CINKAjy y cebe poraunumjaMa, ajau ¥ CYyIPOTHUM CMEPOBUMA.



Tayaka XaMUITOHOBOI maudeoMopdm3aMa CUMIJIEKTUYKE MHOTOCTpyKOocTu P je
Behu unm jemnak on cyme bBerujeBux OpojeBa:

dim P

Fix(@) > 3 Gu(P).

rue cy
Br(P) = dim H(P, Q)

BerujeBu O6pojeBu muHOrocTpykoctu P. 3a maTy CUMINIEKTUYKY MHOTOCTDPY-
kocT P, 1 XaMUITOHOBO BEKTOPCKO nome® X, XaMuaToHoBu aupeoMophusMu

Cy pemema cucreMa
d
G P — P LoM@) = Xp(of (1), ol =1d. (1.0.1

Y JOKaJHUM KOOpAWHATAMa OBa jeTHAUYMHA UMa ODJIUK:

. OH . OH

T = a_y’ Y= o

A. Banjara je mokazao ma XaMUJITOHOBU AU(PEOMOPGUIMU UMHE HOPMAJIHY
OOArpyIy rpyle CBUX AudeoMopduszaMa KOJU UyBa]y CUMIIIEKTUUYKY (QOpPMY
(Bumetu [5]). Moske ce nokaszartu (Bumeru [45] waum [74]) ma ce oBa qBa CKyna
(XaMUITOHOBUX M CUMIUIEKTUUYKUX AudeoMopdurzamMa) pas3iuKyjy ako U CaMo
aKo je mpBa KOXOMOJIOIIKA I'Pyma MHOrOCcTpykocTu P HerpuBujasHa. 3 jenna-
YuHEe (1.0.1) cienu na je ¢p xomoronHo uaenturery. Onatie u us Jlegpmenose
TeopeMe O (PMKCHO] TAYKM CJenu na je Opoj uKCHUX Tadvaka audeoMopdumama
¢1 Behm nnn jemmark ox OjrepoBe kapakrepucTtuke (TO ject, anrepHupajyhe
cyme BerujeBux Gpojesa):

dim P

Fix(®) > Y (~1)"B:(P) = x(P).

k=0
[TpumeTuMo ma je, y cayuajy Topyca T2, oBa uHpopManuja GECKOPUCHA, jep je
x(T?) = 0, nok u3 ApHomOBE XUTOTE3€ ca3HajeMo Aa je 6poj GUKCHUX Tauaka

bapeMm yeTmpu.

5Ile(i)HH1/mHja XaMuUITOHOBOT BEKTOPCKOX II0Jba OaTa je Ha cTpanu 19.



durcra Tauka XaMUITOHOBOT mmdeoMOp(dPm3Ma ONNCYyje MEPUOAUYIHY OP-
outy, omaocHo, Xamuatonos nyT z(t) = ¢ (r) koju moumme u 3aBpmasa ce y
tauku . PopoBa xomosiormja mMa 3a reHepaTope OBAKBE NEPUOIUYHE OP-
duTe, a rpaHUYHN omeparopu ce meduHMIry nomohy Opoja meprypOOBaHUX

XOJIOMODQHUX MUIMHIADA KOjU crajajy asa Taksa myTa (Bumetu Ciuky 1.5).

z(t) y(t)

Cuaura 1.5: IleprypboBanu XoI0oMOpGHU IIUIUHIAD

A. ®nop je morazao ma je 0BAaKO KOHCTPYUCAHA XOMOJIOTHU]a N30MOP(HA CUHTY-
napuoj.* OBo mpencTasba HOKa3 ApPHOIIOBE XUIIOTE3e: IIePUOIUIHAX OpOUTa
rMa GapeM OHOJIMKO KOJUKO nMa rereparopa Piopose (0QHOCHO, CHHTYIapHE )
XOMOJIOTH]€, TO jecT, BUXOB Opoj je Behu unu jemuak on cyme BerujeBux 6po-
jeBa.

[Topen ®nopoBe xomomoruje 3a mepuoauyne opourte nocroju m Piaoposa
xomoisoruja 3a JlarpamxkeBe mpeceke. IlomMHOrOCTpyKOCT L CUMIJIEKTUUYKE
muOrocrpykoctu P je JlarpamxkeBa ako je dim L = %dimP 1 aKO Ce€ CUMILJIEK-

Tnyka popMma anynmpa Ha 1T'L. 'emepatopm ®nopose xomomaoruje y Jlarpan-

FKEBOM CIIydajy Cy IPECeUHEe TauKe Ly

nmBejy JlarpamieBUX MOAMHOTOCTDY- < -
kKocTH (MO TPETIOCTABKOM Ja Ce OHe Lo

CeKy TpaHCBep3aJHo). | paHmyH;

omepaTtop ce nedunume nomohy 6po- Cimka 1.6: XosoMopduu AUCK U

ja mepTypOOBaHMX XOJIOMOP(HUX ANCKOBA Ca IPAHUIIOM Ha IIOMEHYTUM IIOMHO-

rocrpykoctuma (Bumetu Cuuky 1.6 u mepumunnujy wa crpanu 21). Proposa

4<I>J10p je oBo mokazao mox m3BecHWM mpermoctaskama o 7o (P). Kacmuje cy ome ocmabmene u, y

CIydajy XOMOJIOTHjE Ca DANMOHAIHAM KOC(PUIUjeHTUMA, IOTIYHO eauMmuaucane (Bumetu [28, 42, 32]).



xomosoruja 3a JlarpamwkeBe mpeceke je yonmreme PIIopoBe XOMOJIOTHjE 3a
nepuoauyHe opbure. 3amcra, audpeomopouzam ¢ : P — P uyBa CuUMIIEK-
TUYKY (POPMy akKo M caMmo je rpa¢uk npeciamkasama 'y = {(z,¢(x)) | v € P}
JlarpamxeBa MOAMHOTIOCTPYKOCT MHOTOCTPYKOCTU P X P ca CUMIIJIEKTUYKOM
dopMoM w d —w. Ilepuonuune opbuTe mpecinkaBama ¢, OTHOCHO HeroBe (Puk-
CHe Tauke, cy Ipecemu JlarpamxeBux moamMHOrocTpykoctu 'y m mmjaronase
A={(z,z) |z € P}.

dopoBa xomosoruja 3a JlarpamkeBe nmpeceke He MOKe YBeK na ce nedu-
HUmre. 3a HAC je O 3Hauvaja Cjayda] Kada je CUMINIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT
P xoranrentHo pacnojeme T M, a JlarpamxeBe mOAMHOIOCTPYKOCTH — HYJITO
ceuewe Oy m weroBa XamuiurtoHoa gepopmaimmja ¢1(Oy). Y ToMm ciaydajy
dyopoBa xomosoruja je nobpo mepuHMCAHA, ¥ U30MOpP(HA CHUHI'YJIAPHO] XO-
mosoruju MmHOrocrpykocrtu M (Bumeru [18, 56]).

OBa KOHCTPYKIMja MOMKE Ia Ce YOIIITH. 3a JaTy 3aTBOPEHY IIOAMHOTOCT-

pykoct N C M, M. ITo3unak je y [62] mocMaTpao KOHOPMAJHO PACIOjeHe
VN :={¢eT"M|, |&T"N)={0}} cT*M

u ®ropos rommirekc v*N N ¢ (Oy). Y oBom cayuajy ®aoposa xomomoruja ce
nepunume nomohy 6poja mepTypOOBaHUX XOJIOMOPOHUX OUCKOBA KOJjU WUMAjy
jeman kpaj Ha Oy, a apyru Ha VN 1 n30MOp(QHA je CUHI'YJIaPHO] XOMOJIOTHUjU
muorocrpykoctu N. Croemujanuo, 3a M = N, Baxku v*N = Oy, nma mobu-
jamo mperxomHo ommcany PimopoBy xomosorujy. P. Kacrypupanran m J.-I'.
O cy y [33] usBenu oBy KOHCTDYKUHUjy 3a omeopen nonckyn U C M, ymecto
3arBopene moamuOrocrpykoctu N C M.

On merome 3a moka3 AproamoBe xumorese, PmopoBa Xomogormja ce
pasBuia y pa3HUM IpaBOuMa U HOpemiaunhe ce ca CKOPO CBUM Ionobiac-
tuMma paHamme Cumiuiektudke Tomosoruje. Besza ®mopoBe xomosormje ca
['pomoB—BurenoBum naBapujanTaMa JOBOAU OO j€THOT MPUCTYIA KBAHTHO] KO-
xomosnoruju. Kao meno yonmreme (u yommreme ['pomoB—Burenose Teopuje)

pa3Buna ce CUMIIEKTUYKA TEOPUja MOJbA.



dnopoBa xomosoruja je m y Be3m ca XopepoBOM I'eOMETPHjOM HaA IIPOC-
Topy XaMUITOHOBUX AueoMopdur3aMa CUMIIEKTUYKE MHOIOCTpYKocTu. TaH-
FeHTHU NIPOCTOP Ha MHOTOCTPYKOCT XAaMMJITOHOBUX M30MOpdu3aMa ce Ipu-
pomHo mmeHTUUKyje (IO HA mOMABam€ KOHCTAHTU) Ca CKYIOM XaMUITOHO-
Bux ¢pyurnuja. Heka je XaMuaToHoB mudeoMopdusam neprHUCAH jeTHAYNHOM

(1.0.1). Tana ce gyskuHa nyTa ¢ nedrHUIIE KAO

() = / | Hyldt,

a pacTojame
d(Idv ¢1) = 1nf{l(¢t)}7

IpU YeMy Ce€ MHPUMYM y3MUMa IO CBUM XaMMJITOHOBUM AU(PEeOMOPPUIMUMA KOjU
cnajajy Id n ¢;. Cauuno ce meduHuIe pacrojame udMeby mnBa TPOM3BOJLHA
XaMuiaToHoBa audpeomopdusma. Bumammo na on m3bopa MeTpUKe HA CKYILY
XaMMJITOHOBUX (YHKNMja 3aBUCU OY:KUHA IIyTa, a caMuUM TUM u XodepoBa
(nceymo)merpuka d. Aro ce XodepoBa my:kuHa myrta 3ama momohy LP HOpme
Ha MpoCTOPY XaMUJITOHUjaHa, Tana je d mereHepucaHa, OTHOCHO CaMO TICEY-
momerpuka (Bumerw [15]). Axo ce 3a HOpMY Ha NPOCTOPY XaMUITOHUjaHA
uzabepe cynmpeMyM HOpMa, Tala je IpecinKaBame d HemereHepucano. Bumenan
cMo Beh ma cy yommrema CHUMIUIEKTUYKUX qudeoMopousama Jlarpamxese
noamuorocrpykoctu. Moryhe je nepuuaucatu XodepoBy METPUKY M Ha IIPOC-
Topy JlarpamxeBux mOAMOTrOCTPYKOCTHU (PUKCHUPaHe CUMIIEKTUYKE MHOIOCTPY-
KOCTU. Y Ciydajy KOTAaHI€HTOT Paciiojema, JOKa3 HenerepeHncanoctu Xodep-
OBe METPUKe, KA0 U OIUC I'e0Ie3UjCKUX JNHUja Kopuctu PIopoBy xoMoorujy
(Bumetn [46, 49, 50] 3a merasbe).

Omnumumo yrpatko kako $ropoBa xomoaoruja renepasnusyje Mopcosy.

Kpurnune tauke pyuruuje f: M — R ymne ckyn mynaa ¢opme df, ogHOCHO
npecek noaMmuorocrpykoctu df (Oy) m mynror ceuvema Oy y KOTAHTEHTOM
pacnojewmy T*M. CBakO KOTAHIE€HTHO PAaCIiOjelme jeé CUMIIIEKTUYKA MHOTO-

CTPYKOCT, y K0joj cy nommuoroctpykoctu Oy u df (Oyy) Jlarpamkese. Ako je f
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MopcoBa ¢gyHKIMja Taga Cy OBU MpeCeny TPAHCBEP3AJHU (OAHOCHO KPUTUYHE
Tauke Cy U30JI0BaHe). YOIIITEeHe 0BOra Cy TPAHCBEp3aJHu npeceru asejy Jla-
I'DaHKEBUX IIOAMHOIOCTPYKOCTHU, TO jecT, reHepaTopu PIropoBe XOMOJOTrHje.
Ipyru HauwH rienama Ha OBO yommTeme je ciaemehu. Pymrmmonan me-
jerBa® Ag(y) = fvpdq — Hdt je nobpo mepUHUCAH HA CUMIIEKTUUYKAM MHOTO-
CTPYKOCTUMA Ha KOJUMAa je CUMILUIEKTUYKa (popMa TauHa (jelaH TaKaB IPUMED
je KOTaHreHTHO paciojeme). I[IpermocraBuMo ma je mOMeH (yHKIMOHAJA Je-
jerBa mpoctop nmetpu (y Ciydajy HepuoAUYHUX OPOUTA) UM IPOCTOP ILyTEBA
ca KpajeBuUMa Ha HyJATOM cedemy (y ciayuajy JlarpamskeBux mpeceka), 03-
HaumMo ra ca €}y y oba cayuaja. Tanma m3 Kapranose ¢opmyie cienn
na Cy KPpUTUYHE Tadvke (YHKIMOHAJA NejCTBA yIpaBO XaMUJITOHOBU IIYTEBU
(Bumetu (2.1.4) ma crpanu 20). Jlako ce mpoBepaBa u ma Cy meprypOoBaHU
XOJOMOP(HM MUCKOBU TpalujeHTHe TpajekTopuje’ ¢yHEnMoHaa mejcTBa Ha
OeCKOHAYHO AMMEH3OHOM TpocTopy )y, (Bumetm Cawmky 1.7), makmie, mocrtoju

MOTIIyHA aHAJOTUja Ca KOHAUYHOIUMeH3UOHuM, MopcoBuMm ciayuajem.

R

4= _Vf Ge = —VA(u(s,))

y(t)

Cuaura 1.7: 'pagujerTaa TpajekTopuja y KOHAYHOAUMEH3NOHOM U

OEeCKOHAYHO IMMEH3MOHOM CJIy4Yajy

Nzomopouszam mamebhy PropoBe m cuHrynapae XOMOJIOTHje OCTBapyje ce

npeko Mopcose xomousoruje. Y pamosuma [19, 18], ®mop je, 3a maty MopcoBy

5BI/I,H€TI/I un (2.1.3) Ha crparu 20.
508 ne nogpaszymensaMo ma ce cmapusame dApy «~ V.Ap ocrBapyje mpero L2— CKaJIAPHOT

npomssona: dAp (&) = (VAR &) 2 = [(VA, &),
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oyurunjy f, mepmamcao XaMuJITOHU]aH
Hy :T"M — R, H;:=fom,

(rme je m : T*M — M xaHOHCKa HpOjeKNMja) TaKaB Ia IPECEUYHUM TadvKaMa
Opu N gzﬁff(OM) omroBapajy kputuune tauke ¢(yurmuje f. Ocwum Tora, oH je
OKAa3a0 U Ja cy, ykoauko je C?*~HopMma ¢GyHEDUje f MOBOJLHO MaJa, CKYIl pe-
mema rpaarjeHTHe je JTHAUMHE Koje Ne(@UHUITY T'paHnYHU onepaTop y MopcoBoj
Teopuju 1 CKyl pemema Komu-PuManoBe jeqnaunne Koje nepUHUNTY I'DAHUYHA
onepatop y ®yiopoBoj, y jenaH-je1aH KOPECIOHIEHIUjU. TUMe ce YCIOCTaBIbha
“30MOp(PU3aM XOMOJOIHMja JOII Ha HUBOY JaHAIA.

[TocToju jom jemam HauwH ma ce KOHCTpywume nzoMmopduzam mamebhy Mop-
coBe n dmopose xomoisormje, u TO 3a NPou3sonHy MOpPCOBY OYyHKIU]y u
npouszsorru XaMuUITOHUjaH — momohy obOjekara komObumuHOBaHOr Tuma. Ocum
npou3BobHOCTU M30opa MopcoBe m XaMuiaToHOBE (QYHKIVjE, MPETHOCT M30-
MoOp¢u3Ma OBOr (Ipyror) TUIA je HeroBa CarjacHOCT Ca HEKUM KOHCTPYKIV-
jama y Mopc—®nopoBoj Tteopuju. Hawmme, oBaj m3omopduszaM KoMyTUpa ca
OpupomHUM n3oMopduamuma (Bumetu jemHauwny (2.1.10) ma crpanu 23) u
ca KOXOMOJIOmEKUM TnpousBoauMa (Bumetu (2.1.11) ma crpanu 24) y obGe xo-
Mosoruje (mok y cayuajy PropoBor m3oMopdusaMa OBO HUje TO3HAT Pe3yJl-
tar). KoucTpykuujy oBor msomopdusma y ciayuajy Piopose xomomoruje
3a mepuonuune opbure cy mamu C. Iluymwrwun, JI. Camamon u M. IlIBapig
y [60]. Y ayropoBoj marucrapckoj Te3u [75] m roayropckom panmy ca Il
Munuuakosuhem [36] marta je KoHCTpyKumja m3oMopdu3Ma KOjU KOPUCTU KOM-
obmHoBaHe oOjekTe 3a ciayuaj JlarpamxeBux mpecerka. II. Aabepc je yom-
mTro KoHCTpykKuujy llmyrumrkumn-Canamorn—IlIBaproBor nzomopdusma 3a Jla-
rpaH:KeBe IpeCceKe ca KOTAHTEeHTOT PAaCJ/Iojemha Ha TPOU3BOJHHY CUMIIIEKTUYKY
MHOrOCTpYKOCT (Bumeru [1]). 3a pasnuky ox cayuaja Paopose xomosoruje 3a
nepuoauune opboute, IInyrukun-Canamor—IlIBaprnos xomomop¢duszam 3a Jla-

IpaHKeBe IIpeceke y OIIITeM Clydajy, Huje 00aBe3HO M30MOpdu3aM.
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[Tomohy 6poja rpamujerTaux agpBeta y MopcoBoMm 1 X010MOp(HUX ,,TaHTA-
aoHa” y ®nopoBom cayuajy moryhe je medpuHMCATH KOXOMOJIOIIKE IIPOU3BOIE
y (ko)xomonorujama (Bumetu Ilormasme 6.1.1). K. ®ykaja u J.-T'. O cy, y
pany [27], mokazanu Be3y mameby oBa mBa mpomsBona, mocmarpajyhu, kao u
®nop, cnenujanman Xavunrorujaw Hy. T. Cumueswnh je, 3a mpomsBossHE Tpu
MopcoBe ¢yHEIUje 1 IPpOU3BOJHA TPU XaMUITOHUjaHA, KopucTehn aHammsy
nmpocTopa KOMOMHOBaHUX OOjekaTa, nOoka3asua ¢(yHKTOpMjasHocT llmyHwKmH—
Canamon-IlIBapmoBor m3oMop¢usMa y OTHOCY Ha KOXOMOJIOHIIKM IPOU3BOI.
Besom m3meby momyinckmx mpoctopa rpadoBa ¥ KOXOMOJIOIKUX OIepaluja
6asunu cy ce u M. Berg u P. Koen y pany [8].

P. Jleknepk je, xopucrehum o0OjekTe KOMOWHOBAHOT THIA, [AOKA3a0 M4
dopoBa xOMOJIOTHja WMa CTPYKTYPY MoayJa Hal MopcoBUM XOMOJIOIIKUM
npcreroM. (OBa KOHCTDYKIMja, Ka0 W HEHA Be3a Ca NPUPOIHUM H30MOD-
¢usmuma y Mopcosoj u ®noposoj xomonoruju, nara je y [41].

Y nmoka3zuMa MOMEHYTUX Pe3yJTaTa y4YeCcTBYje aHaIu3a IPOCTOpPa KOMOU-
HOBaHUX OOjexkaTa MUMeH3Uja HyJsa W jemaH. MomyJsicke mpocTope BUIIUAX -
men3uja y MopcoBoj u ®roposoj reopuju xopuctunu cy +K.-®. Bapo u O.
Koprea y [7], u II. Munuakosuh u 3. Ilerposuh y [52].

Y oBOM pany HaCTaBJ/bAMO Ca U3ydYaBameM IPOCTOPa KOMOMHOBAHOT THIIA,
U TO y ONIITHjeM CJIy4ajy, ca BUIlle yial3a u uznasa. [Ipenusamje, mocmarpamo

IpeciiKaBama KOja Ce CacToje U3 HEKOJUKO I'PAIU)eHTHUX TPajeKTopuja
v:ROI'—- M, 4=-=-Vf (1.0.2)
U jeJHOT mepTypOOBAHOT XOJIOMOP(HOT AUCKA
w:C>D—T*M, J;pu=0su— Xg(u)=0, (1.0.3)

ca rpaHunoM Ha HyjaToM cevewmy (Bumetu Cuumky 1.8). Osme je Xy Xa-
MMJITOHOBO BEKTOPCKO IoJbe Ha 1M koje oaroBapa XaMHJITOHOBOj (YHKIUjU
H (Bumetu u Ie¢punmmjy 1 ma crpamm 19). Komm Pumamos omeparop 0

ce meduHMme (BUAETH NpENU3HY OepuHUIMjy Ha cTpanu 43) momohy ckopo
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KOMIIJIEKCHE CTPYKType J Koja IOCTOju Ha CBAKOM KOTAHI€HTHOM Paciiojemny

(Bumeru ledruunujy 2 ma crpanu 21).

EJ’H’U,:O

Cauka 1.8: KomOuHOBaHU O0jeKaT ca BUIIE yjaa3a U M3Ja3a

3a pasnury on pamnosa [75, 76, 36] koju Cy ce NpBEHCTBEHO GABUIU YA020M
MoIyckux mpocropa y Mopcosoj u ®ioposoj (ko)xomosoruju, y OBOM pauy,
Kao u y pamosuMma [35, 34], Koju npencTaBbajy HEKe HeroBe IejIOBe, AKIEeHAT
je Ha aHAJUTWYKOM NOPUCTYILy, OJHOCHO, AETAJ/bHOM OIUCY MHOTOCTPYKOCTH
KOMOWHOBaHUX O0jekaTa M HBUXOBUX Tpanuna. lIpocropu komOuHOBaHUX 0O0-
jekara cy ce yramasuom (y [75, 76, 36]) mocmarpaiau Kao mpecek MpPOCTOpa
jemnHCcTBeHMX (HekOMOMHOBaHUX) objekara. Ilox ,jemuucTBeHMM O6GjekTOM”
noApa3zyMeBaMO WU T'PaUjeHTHY Tpajekropujy uau (mepTypOoBaHU) XOJO-
Mop¢HU muck. TakaB HaUYMH TpoydaBama HaM oMOryhaBa na M3padyHAMO
OUMEH3Wje, ajii He U Oa NOKAKEeMO M3BECHEe NMPAaBUIHOCTU KOI I'yOJhbema KOM-
MAaKTHOCTU y BUIINM IUMEH3Wjama. Y OBOM Panay MOMIYJICKE IIPOCTOPE IOC-
MaTpaMoO Kao CKymoBe Hyja PpenxonMoBux omeparopa (a He Kao Ipeceke),
Ha mMOromno mi3abpanom moMmeny. Ilpenmsnuje, koncTpyucahemo paciojeme 3a

koje he mpeciaukaBame

(V5 Ymas 0) = (1 + V), - Amak + Vmak k), Ogu + X (u)

outr MOOpPO MePUHUCAHO CeUeHme, a CKYIl KOMOMHOBAHUX OOjerara Koje moc-
MaTpaMO — WHBEP3Ha CJWKA HYyJie IpU OBOM ceuewy. [lokazahemo ma je oBo

ceyerme, OMHOCHO HeroBa JuHeapuzanuja, Ppenxonmos omeparTop, u3 dera he
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CJIeIUTH Ma je MPOCTOP IpPeCIUKaBamkha KOjU TOCMaTPaMO KOHAYHOMMEH3UOHA,
IJIATKA MHOTOCTPYKOCT.

OBakaB mpuUCTYI HaM, Ipe CBera, OoMoryhasa na OIHUIIEMO TOIOJOIIKY
rpaHUNy MHOIOCTPYKOCTHU pemewma. Haume, ocuMm y AuMeH3Uju HyJ1a, MHOIOC-
TPYKOCTHU pelerna KomounoBanux jeqnaunsa (1.0.2) u (1.0.3) Hucy 3aTBOpene
(To ject, kommakTHe UM Ge3 rpanuine). HbuxoBa TOMOJNOMEKA IpaHUIA — TAUKE
HaroMmjaBama KOoje He MPUNanajy caMOj MHOTOCTPYKOCTH — CACTaBJbEHA J€ O
YHUje MHOTOCTPYKOCTI KOMOMHOBAHOT U HeKOMOMHOBaHOTr Trma (Bumetu Ciauky

1.9).

Cmmka 1.9: Paznommenu objexar

Iloka3 oBUX UmMH.€HUIIA MOAEJHLEeH je Ha OBa Kopaka. IIpBu Kopak je mora3s ma
ce cBaku HU3 OOjekaTa KOMOMHOBAHOT TUIIA, KOjJU HE KOHBEpPTUpa Ka O0jeKTy
UCTOT TUIIA, ,,paclana’ Ha HEKOJMWKO Oo0jekaTa M3 MOMEHyTe yHuje. Y IOKa3y
OBOTr meJjia Kopuctu ce Aprena—AckonujeBa TeopeMa u [ poMOBILEBE TeopeMe
0 KoHBepreumuju (mepTypboBaHUX) XOJIOMOP(HUX quCcKoBa ca JlarpamkeBum
rpannvyHuM ycaoBuMa. llojaBa ,,MexypoBa’ Ha TPaHUYHUM IUCKOBUMA, MO
KOje MOKe na mobe y ommTeM ciydajy, KOO HAC je OoHeMoryhena 3axBasyjyhu
aMOMjeHTHO] MHOTOCTPYKOCT! — KOTAHIM€HTHOM PAaciIOjel’hy — Ha KO0jOj je CUM-
IJIEKTUYKA (pOpMa TadHA.

Ilpyru Kopak je obpaTHU CMep — CBakWU ,,pa3ioMibenu’ obGjekar (eseMeHT

HOMEHYTe YHUje) jecTe IDAHUYHA BPETHOCT HEKOI HU3a U3 MHOTOCTPYKOCTHU



15

mpecianKaBama Kojy mpoydaBamo. OBaj APyru cMep HA3UBAMO Aenpemem. Y
IOKa3UMa TeopeMa Be3aHUX 3a Jellbemne (6azupanum Ha jeqHoj sep3uju Lana-
XOBOT' CTaBa O (UKCHO] TAUKM), IMPUCTYI KOjU 3aCTymaMoO — na CKyln objekara
MEMIOBUTOT TUIA TOCMATPaMO Kao HYJIYy jenumHcTBeHOr PpenxosmoBor omepa-
TOpa — je HEeOIXOIaH.

[Topen momenyTor ryb/ema KOMIAKTHOCTH, OBAKAB MIPUCTYI HAM OMOry Nny-
jé 1 Ja KOHCTPYUIIEMO UCTOBPEMEHY (KOXEPEHTHY) OPUjeHTAIM]Y CBUX MOy JI-
CKAX TPOCTOPA, U, MOCIEAUYHO, NPOMUPUMO OOCAMAIIHE ITPUMEHE MOIYJI-
CKUX IpocTopa Ha (ko)xoMmozoruje ca Z— roepunujentuma. Hawme, nomenyra
KapaKTepu3alnja TOIOJIONIKE I'PAHUIE MHOTOCTPYKOCTU MEMIOBUTUX IIPECIUKA-
Bala je KIbYYHU KOPAaK Y pa3HuM KOHCTpyknujama y Mopc — ®iopoBoj Teopuju
(ka0 WTO Cy, HA TpUMEp, KOHCTpyKuuja msomopdusma mamebhy Mopcose u
d1opoBe xOMoOJIOTHj€, KOHCTPYKINja Pa3HUX MpoOu3Bona y obe teopuje, QyHK-
TOPUjAJTHOCTU OBUX M30MOpQuzama u mpomssona). Jla GucMO Te KOHCTPYK-
[Mje MHOTJIM na yonmTuMo Ha ciaydaj Mopcose u $iopoBe xomomaoruje ca Z—

KoeduIMjenTrMa, ’

nmoTpebHO je ma OpHUjeHTUIIEMO CBe O0DjeKTe KOju y HUMa
yuectByjy. Behuna oBux oGjerara (M MENIOBUTUX U HEMEIIOBUTHUX ) MPUIA,IA
Behem Opojy rpaHmuia MEHOTOCTPYKOCTY IPECINKABAHKha NCTOBPEMEHO, a CBE Te
MHOTOCTPYKOCTHU YYECTBY]y V MOMEHYTUM KOHCTPYKIUjaMa. 3aTo je BAKHO I3
HabemMo HaYWMH & OPHUjEHTUIIEMO CBe OOjeKTe KOju Cy OJ 3Hadaja HUCTOBpE-
Meno. To monpasymeBa Ia OpujeHTaIyje ABa ,3aJjenbeHa’ 00jeKTa naerHUILY
OpMjeHTalMjy MHOTOCTPYKOCTU UMjy pyOHY Tauky umHe. TakBy opujeHTAIN]y
Ha3uBaMO koxepenmuom. Ila Ou morsia ma ce mpUMEHU HA IMOMEHYTe KOHCTPYK-
nuje y Mopc—PiopoBoj Teopuju, KOXepeHTHA OPUjeHTaIlja MOpa Ia 00yXBaTu
o6GjeKkTe pa3aUUUTUX TUNOBA (MEMIOBUTOr W HEMEIIOBUTOr), jep Ce T'pDaHuIe
MHOTOCTPYKOCTI MEIIOBUTUX ObGjekara (3a pas3iuKy O HEMENIOBUTHUX) CACTOje

13 TAKBUX o6jeKaTa Pa3IinMuYnNTUX TUIIOBAa.

Y I'nmaBm 2 cy pepunmcanyn OCHOBHM mojMoBu y MopcoBoj m ®ropoBoj

"®nopoBy xomomorujy ca Z— koedunujentmma xorcrpyucamu cy A. ®aop y X. Xodep y [24], nox
je y Mopcosoj reopuju oy kouctpykuujy nao M. [sapr y [69].
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Teopuju, AaTa Cy ABa MpUMepa IPOCTOpa KOMOMHOBAHUX OOjeKaTa U HABEICHU
Cy IOTPeOHM CTABOBU Be3aHU 3a nmpuMeHy PpenxosMoBe Teopuje U m3padyHa-
Bame OUMeH3uja MHorocTtpykoctu. Y ['maBm 3 marta je aHAIMTUYKA IMOCTABKA
dpenxonmoBor mpobiaema, mokaszaHa je ®PpeaxoaMoBOCT omrosapajyhux om-
epaTopa u u3padyHat je PpenxosMoB MHIEKC KOju onpebhyje muMeH3uje MHO-
rocrpykoctu. ['maBa 4 je mocBeheHa ommcy TOIOJIOIIKE IPAHUIE MHOTOCTPY-
KOCTU KOMOMHOBaHUX oDjekara, OMHOCHO, UCIMTUBAKLY MOryhHOCTH I'yOsbema
KOMIAKTHOCTU y TOjenIuHuM auMmeH3sujaMa. Y ['maBu 5 KOHCTpyucaHa je KO-
XepeHTHa OpUjeHTallrja MOLYJICKUX mpocTtopa. ['1aBa 6 mpencraBiba npuMeHe
OBUX pe3yJaTara, U TO Ha: KOHCTPYKIMje KOXOMOJIOIIKOT IIPOM3BOA HA HUBOY
MopcoBux u $PI10pOBUX KOXOMOJOTMja MHOTOCTPYKOCTU, KOHCTPYKIUjy Mecu-
jeBUX NpoOmM3BOJa, MOKa3 CBOjCcTaBa M30MOpQU3Ma aaredbapckux CTPYKTYypa,

Ka0 M U30MOp(uU3Ma ca Z— KOe(PUIUjeHTUMA.



I'VIABA 2

OCHOBHMA IIOJMOBU 1N NEPVHUIINJE

Y 0BOj ryiaBu HABOAVMO Ne(pUHUINNjE U CTABOBE KOje NeMO KOPUCTUTH Y HaJbeM
pany. Ilornasme 2.1 mocBeheno je omucy Mopcoe u ®iopoBe xoMmosoruje u
HEKUM IpuMepuMa KOMOUHOBaHUX ObOjekaTa. Rako ce ocHOBHE OocoOMHE MOy JI-
CEMX IMPOCTOPa KOMOMHOBAHOT M HEKOMOWHOBAHOT THUIA' M3BOIE U3 UUHCHUIC
[a Cy OHM CKYIOBHU HyJa ompebheHuxX mpeciamraBama kKoja cy Ppenxonmona, y
[TormaBmy 2.2 HaBOAMMO OCHOBHE He(UHUNMje 1 cTaBOBe Be3aHe 3a Ppenxoiro-
MoBy Teopujy. ¥ Ilormasmy 2.3 majemo onuc Bese uzmeby mamerca Ppenxo-

MOBOT omepaTopa u MacoB/beBOT MHIAEKCAa XaMUJITOHOBOT MyTa.

2.1 Mopcosa u ®nopoBa xomoJoruja

I'natka ¢ysrmuja f : M — R medpunucana Ha ryiaTtroj MHOTOCTpykKOCTHU M je
Mopcosa ako cy cBe HWeHe KPUTUYHE Tadvke HenereHepucane. V3 Henerene-
pUCAHOCTHU APYTOT M3BOJA CJenu Oa Ccy KputuuHe Tauke MopcoBe (yHKIuje
n3ososare (Bumeru [53, 74]), ma ako OpPETHOCTABUMO jOII U Ja j€ MHOIOCTDY-

KOoCT M KOMIAKTHA, 3aK/bYUyjeMO na MX MMa KOHAYHO MHOTO.

1Hp0111/131/IHI/1jC7 YUH,CHUIA J1a OHU IPEACTAaBI/bajy KOHAYHOINMEH3UOHE MHOTOCTPYKOCTH.

17
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Heka je Crit(f) ckyn kpurnunux tagaka Mopcose ¢ynrmuje f. O3raummo
ca CM(f) Bekropckm mpocrtop Han Zs reHepucad esnementuma us Crit(f).

I'parnuunu omepaTop:

On : CM(f):— CM(f)

ce Ha reHepaTopyMa Ae(pUHUIIE KaO

ou(p):= > nlp,q)q, p € Crit(f), (2.1.1)

q€eCrit(f)
rae je n(p,q) 6poj (mo Momysny 2 m O HAa TPaHCJIAIU]y) HETATUBHUX T'DaIu-
jEHTHUX TpajeKTopuja Koje cuajajy KpuTudHe Tadke p u ¢. llpemusuuje, n(p,q)

je 6poj (mo Ha TpaHCIAIU]y) pellemna jeTHAUNHEe

v:R— M,
S+ V() =0, (2.1.2)
Y(=00) = p, Y(+00) =g,
moxayno 2 (Bumetu Cauky 1.2). Mowxke ce nokaszatu ma je na omeparop (2.1.1)
nobpo medumHMCaH, Ka0 1 ma Basku Oy o Oy = 0, mTo HaMm omoryhasa ma medu-

HUIIeMO MOpCOBe XOMOJIOIIKE I'pyIIe:

3a mBe pasmmunte Mopcose ¢pyurmmje, f* u f°, mocToju msomopdusam uzmeby
onrosapajyhmx MopcoBrX XOMOJIOMIKUX I'PYyIa - O3HAUYMMO OBaj M30MOPPU3aM
ca T (womcrpykmmja msomopdusma T’ nmara je y Ilormasmy 6.1.2, Ha
crpanu 175). 3a moka3 oBux tBpbhema Bumeru [69], [74] mawm [75]. Mopcosa
XOMOJIOTHja U30MOP(HA je CUHIYJIAPHO] XOMOJOTUju MHOTOCTpYKOoCcTu M (BU-
neru [54, 6]).

CrurnupajmMo KOHCTPYKIuUjy PropoBe XOMOJOTUje y CIydajy KOTAHME€HTHOT
pacinojema. Hera je T*M KOTAHTE€HTHO paciojeme KOMIIAKTHE TJIATKE MHO-
roctpykoctu M wm Heka je w CTaHZApIOHA CUMILUIEKTUYKA (OpMa Ha HeMy, Yy
JIOKAJHUM KOOpAMHATaMa 33a7aTa ca W = i dx; A dyj, Toe cy x; KOOpIUHATE Yy

Jj=1
6a3u, a y; KOOpAUHATE y CJOJy.
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Hedunaunuja 1. Heka je H : T*M x [0, 1] — R rumatka ¢yHKIUja ca KOMIAKTHUM
HOCcaueM (OBAKBY (QYHKIU]Yy HA3UBaAMO XaMUAMONUJGHOM AT X AMUATMOHOEOM
Pyrryujom KOjU 3aBUCH O BpeMeHa 1 O3HadyaBaMo u ca H;). Bekropcko mosme

Xy KOje 3amoBOJbaBa
dH(§) = w(Xn,§), VEeTT*M
30BeMO XaMuaAmonosum eexmopckum nomem. Pememe ¢ cucrema
b TM =T M, S 0f1(x) = Xu(ofl(x)), 6§ =Td

Ha3uBaMO Xamuamorosum oupeomopduzmom neduHUCAHUM XaMUITOHN]AHOM
H. 3a ¢urcupano x € T*M, nyt ¢ (z) masusamo Xamuamonosum nymem ca
noyetrkoM y Tauku x. Opnx canma, y meiaoM pagy IPETIOCTAB/HaMO & Cy CBU
XaMUJITOHUjaHU Ca KOMIIAKTHUM HOCAUYEeM. o

Oszuaummo ca Ly = Oy HyJITO ceveme KOTAHMEHTHOT paciojema 1 M u ca
Ly = ¢1(Ly) XamMunronoBy medopManujy HyJITOr cedema. IIpeTmocTaBuMO
na ce moaMHOTOoCTpykocTtu Lo m L ceky TpacBepsasuo y T*M. D'emepaTopu
dopoBOr JTaHUYACTOT KOMILIEKCa Ccy Tauke npeceka Lo N L. CBakom x € Ly N
L, oarosapa Tauno jeman XamunToHoB TyT, ¢ o (¢f)7(z), roju moumme u
3aBpIlaBa Ce HA HYJITOM CeUYeny, U OOpaTHO, CBAKOM TAKBOM XaMUJITOHOBOM
myTy, oaroBapa TadHo jemHo x € Lo N L;. 3aro 3a remeparope Pioposor
JIAHYACTOT KOMILJIEKCA MOYKEMO y3eTU U XAaMUJITOHOBE IIyTeBe Ca KPajeBUMAa
Ha HYJTOM CEYEeHY.

KRao y MopcoBoM ciy4ajy, U OBIe ce Te€HepaATOPU MOTY CXBATUTU KaO
KPUTUYHE Tauke QyHKIUje (caMo mTOo je caga AOMeH (GyHKIUje GeCKOHAUHO -
MEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT). 3aucra, Heka je () cKyn ruatkux myrtesa y 1M, a

)y moACKYyN myTeBa KOjU MOYMEILY U 3aBPIIaBajy Ce Ha HyJITOM CEYely, TO jeCT
Q:={y:[0,1] > T*"M | v je rmace C*},
Qo= {71 [0,1] = T*M | 7 je xnace C, 4(0),7(1) € Oy}



20

Pynryuoran dejcmea je mpecinKaBame

Ag Qo — R, Ay(y) = /1 v 0 — Hy(y(t))dt, (2.1.3)

rae je 6 JlmyBumoBa 1— ¢opma Ha KOTAHTE€HTHOM DACJOjelny, 3a KOjy BaKu
n

—df = w. Y moranHuM KOOpAnHaTaMma je § = Y y;dr;. XaMUITOHOBU IIyTEBU
j=1

ca KpajeBuMa Ha HYJTOM Cedemny Cy eKcTpeMaJie (YHKIMOHAJa HejCTBa. a-

ucra, us Kapramose Gopuyiie:2
;%@a:¢ﬂﬂXﬂﬂ+XJM)
(koja BaskM 3a MPOM3BOJLHY (GOPMYy «v), BuamMo na je 3a & € 1.1
()€ = [ () + s — aH ) =
= [rce—an@in + [ i = 214

__ / W&, = X (7)dt + 0(1(1))€ — 0(v(0))E.

3a v € )y mocnenma nBa cabupka y TOpHmEM U3Pa3y Cy jeqHaka HYJIW, IIa
Cy KPUTHUYHE Tauyke (QYHKIMOHAJA [ejCTBa IIYTEBU KOJU 3a10BOJbAJy YCJIOB
4 = Xy (), onrocHo XaMUIATOHOBU MyTEBU Ca KPajeBUMa HA HYJITOM Cedem)y.

Iaxne, reaepaTopu PIOPOBOT JAHUYACTOT KOMILJIEKCA CY PelleHmha CUCTEMA

z:[0,1] = T*M,
i =Xp(2), (2.1.5)
2(0), z2(1) € Oy

Bekropcku mpoctop Han Z,; reHepucaH pememuma jeHaunse (2.1.5) o3nauu-
hemo ca CF(H). Ila 6ucmo nepunucanu rpanudau omeparop y Pioposom

caydajy, morpeban HaM je ciemehu mojawm.

2CuMbBoI U 03HAUABA YHYTPAIIbE MHOKCEC BCKTOPA U OpMe. 3a IPOU3BOImBY BeKTop X 1 k—hopy

aje (X_IOZ)(Xl, . ~7Xk“71) = Oé(X, Xl, ce ,kal),
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Hedbunumnmja 2. Ckopo xomnaexcna cmpyxkmypa Ha MHOTOCTpyKOcTHu 1T*M je
daMuamja TMHeapHUX OpeciukaBama Jy, 1 T,T*M — T, T*M xoja riaTko 3aBUCH

ox p u 3a Kojy Bawku J; = —Id,. o

Hamomena 3. Ako 3a CKOpPO KOMIUIEKCHY CTPYKTypy Ha T*M Baku ma je ca
(X,Y) := w(X,JY) 3amara Pumanosa merpura na T*M onza rakemo na je
J caenacno ca w. Aro je g mara PumanoBa MeTpuka Ha CUMIUIEKTUYKO] MHO-
rocrpykoctu P, Heka je B; TakBO JMHeapHO NpeCIuKaBame (y CBAKO] TAUKU
T,P) koje 3amoBo/baBa

go(By; x1d) = w.

Tanma je —Bg MO3UTUBHUA ¢— CAMOAjyHIOBAaHU M30MOpdum3aM. AKO CTaBUMO

Jg = By(\/—B2)', raza je mako mposepuru a je
Ji=—-1d, wo(JyxJy)=w

u na je J, carmacuo® ca w (Bumetu u [45] 3a merasme). &

Heka je z(t) XaMuaToOHOB myT KOja mouume u 3apmasa ce y Oy . Iedunu-

I1MO

Op : CF(H) — CF(H), Op(z):= Y n(zy)y, (2.1.6)

yeCF(H)

rae je n(x,y) 6poj (mo Ha TpaHCHANU]y) Pellemha eTUNTUYKOT CUCTEMA

w:R x[0,1] — T*M,

Gu p J(% — Xp(u) =0,

§ u(s,i) € Oy, 1 € {0,1}, (2.1.7)
u(—o00,t) = x(t),

u(+oo,t) = y(t)

\

3MeTp1/n<a Koja mosesyje w u J, He Mopa Gury Gam ¢.
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(Bumetu Cnury 2.1).

Cuaura 2.1: IleprypboBanu xomoMOpGhHU TYyHEI U

Moske ce mokaszatu na je omepatop (2.1.6) mobpo mepunucan m na Bazku Op o

Or = 0. ®sopoBy xOMoOIOrUjy AePUHUIIEMO KAO
HF,(H) := Ker(0p)/Im(0F).

3a paznumumre Xammaronose ¢ymkmuje HY u HP, omrosapajyhe ®mopose
xomoJsioruje cy mszomophue. Osmaummo oarosapajyhm mszomopdusam ca S
(sumern Ilornasme 6.1.2, ctpamy 180 3a KOHCTPYEIHAjy mzomopdusma SF).

Hasemumo mBa mpumMepa KOMOMHOBAHUX MOIYJICKUX MPOCTOPA U HUXOBUX
yaora y Mopc—®PaopoBoj Teopuju.

Kao mTo cmo cnomenynu y IIpenroBopy, Baxku
H.(M,Zy) = HM,.(f) = HF.(Hy).

Y mamewm cayuajy (Jlarpamxesux npeceka), [Tuyankna—Canamon—IIIBapuoBo
npeciukaBame! mamebhy Mopcosor m ®PrIOpoBOr JTAHUACTOT KOMILIEKCA CE

nepuHUIIe Kao:

U:CM(f)— CF(H), Y(p):= Zn(p, T)T, (2.1.8)

xT

rae je n(p,x) 6poj maposa (v,u) koju 3amoBosbaBajy ciaemehy romOGuHOBaHY

403nauasahiemo ra, ckpaheno, u ca IICC.
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jemHaumuy, 3a Gukcupano Ry > 0:

4

v (=00,0] = M, w:[0,+00) x[0,1] = T*M,

Q= —Vi(s),

% + J(% - XPROH(U)) =0,
u(s,0),u(s,1),u(0,t) € Oy,
Y(—00) = p,u(+00,t) = x(t),

(Bumetn Cunuky 2.2). Osgme je pg, @ [0,+00) — R ruarka zeomamajyha

(2.1.9)

dyurnuja, koja je jemmara myau ma [0, Ry], a jequaunu uva [Ry+ 1, +00). Moxke
ce nmokasaru (Bumeru u [37, 36, 75]) ma npecaukasame (2.1.8) naaykyje npec-
JUKaBalkhe Ha HUBOY XOMOJOTHje, Za je OHO M3oMop¢u3aM Kao M na je (PyHK-
TOPUjaJJHO, TO JeCcT ma maujarpam

HF.(H*) 22 HF.(H%

T TP (2.1.10)

HML(f*) T=HML(f)

KOMYTUDA.

Oum

/ p\_‘ ©

Cimka 2.2: O0jerar KOMOMHOBAHOT TUNA KOjU He(UHUIIE IpecankaBame U

O06jekTn KOMOMHOBAHOI THUIA KOPUCTE CE€ M Y MOKa3y (YHKTOPUjaJTHOCTHU

[Muyankna—-Canamou—IlIBapnoBor m3omopdusMa y OAHOCY HA KOXOMOJIOIIKU
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npous3son. IlIpemusuuje, mera cy fi, fo m f3 Tpu mpoumsBomsHe Mopcose
¢yuruuje u Hy, Hy u Hs Tpm nmpousBossaa Tpu XamuiaroHujana. (O3HaumMo
ca Uy m Up rKoxoMmosomke npousBose y Mopcosoj n ®nopoBoj KoxoMmosioruju
(Bumetu 6.1.1). Y cBojoj marucrapckoj Te3u, kopucrehu komOuHOBaHE 00-
jekre ca mBa yaasa u jemaum uzinasom (Bumetu Ciauky 2.3), T. Cumuesuh je
JOKa3ajia ga Iujarpam

Ur

HF*(Hy) ® HF*(Hy) — HF*(Hs)
e T 75 1 (2.1.11)
HM*(f1) @ HM*(f2) % HM"(f3)

KOMYyTHUpa, TJe Cy T; U30MOP(YU3MU KOXOMOJIOrHja nodujeHn momMoly msomop-
¢usma (2.1.8), Buneru [76].

Komyrarusroct mujarpama (2.1.10) u (2.1.11) he cnemurn u3 kapakrepu-
3aIyja rpaHuIa IPOCTOPa pellena, Koje NeMo u3BeCcTr Kao CIenujaaH CIyda)]
omnrca IpoCcTopa KOMOMHOBAaHUX ObOjekaTa y Ciaydajy ONIITUjUX KOMOWMHOBAHUX

objerara, ca m yna3a u k m3iasa.

Ciuka 2.3: OGjerkar KOMOMHOBAHOTL TUMA Ca ABA yJIa3a U jeTHUM M3Ja30M

2.2 IIpumena ®PpemxosamMoBe Teopuje

Iepuaunuja 4. Hexka je N mpousBosman ckyn u I£ Barmaxos npoctop. Kapma

Ha N je map (U,v), rme je U C N u v : U — U’ 6ujerumja ckyna U Ha OTBOpEH
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noackyn U’ C E. Amaac Ha N je mokpuBame ckyna N ckynoBuma U; TakBUM

na je, 3a omrosapajyhe ¢; u3 rapre (Uj,1);) upecnuraBame
b0yt (U NUE) — (U N U)

kinace O 3a cBaku map muuekca j, k 3a xoju je U; N Uy venpaszan. Crxyn N

CH&6IL€B€H OBAaKBOM CTPYKTYPOM Ha3MBa Ce€ BLanaxosa MHO20CMPYKOCM. %

Hedwmuumnmja 5. Heka cy X u Y BamaxoBu mpocropu. Ppedroamos onepa-
mop je orpaHuyeH juHeapaH omepatop F': X — Y Koju mMa KOHAYHOIUMEH-
3uono jesrpo Ker(F'), 3arBopeny cauky Im(F) u KOHAUHOIMMEH3MOHO KOje3-
rpo Coker(F) :=Y/Im(F). Axo cy M n N BaraxoBe MHOTOCTPYKOCTH, OHJIA
npeciaukaBawe f : M — N mHazuBamMo Ppedroamosum axro je nudepeHmuja

df (z) : TuM — Ty N ®Ppenxonmos oneparop y cBakoj Tauku € M. o
Hedbunumnuja 6. Ppedroamos undexc Ppenxonmosor omeparopa F' je
Ind(F) := dim Ker(F') — dim Coker(F).

Y canyyajy ®penxoaMoBOT IpecinKaBama MHOTOCTpyKOocTH, f : M — N, ako je
MHOTOCTpyKOCT M mose3ana, ®penxonmos nngekc n3sona Ind(df (x)) ue 3aBucnu

Ol TauKe T U Ha3uBa ce Ppedroamosum urOeKCcoM NPeciukasamna f. o

Teopema 7 (Capno—Cwmejiu). Heka cy M u N Lanarose mnozocmpykocmu, nexa
je M nogesana u f : M — N ®Ppedzoamoso npecauxasamwe xaace C*, 20e je k >
max{0,Ind(f)}. Tada je ckyn cuneyraprur epednocmu npecaukasana f ckyn npae

Kamezopuje (npebpojuea yruja nuede zycmur ckynosa) y N.

Hamomena 8. Ckyn umju je KOMIJIEMEHT CKYIl IpBe Kareropuje nazmpahemo u

2EHEPUYKUM CKYIIOM. &
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IMocaemuua 9. Ilon ycnosuma nperxonse Teopeme ckyn f~'(y) je MHOTOCTpDY-

xoct kirace CF u muvensuje Ind(f) wam mpasan ckym 3a remepuyro y € N.

Hokasu nperxoqaux tBpbhema mory ce mahu y [67, 74].

2.3 MacJioBiheB MHEKC U CIIEKTPAaJIHU TOK

Ileprannuja MacioB/peBOr UHIEKCA U HETOBA Be3a Ca CIEKTPAJHUM TOKOM
Heknx TunoBa PpenxosMoBUX omepaTopa OEeTAa/bHO je MU3JIOKEeHa Y PaJTOBUMAa
II. Pobuna u /1. Canamona [64, 65]. Paxu koMmierHOCTH, Yy OBOM IOIJIABIBY
najeMo KOHCTPYKIjy MacaoBmeBor MHOEKCA U CIIEKTPAJJIHOT TOKA 1 HABOAUMO
HEeKa IUXO0Ba CBOjCTBAa U Be3y ca mHAekcuMa PpenxosmMoBux omeparopa KoOju

3a OBaj pan uMajy 3Hadaja.

2.3.1 MacioBibeB MHIOEKC

Heka je R*" 3 (z1,...,%n, Y1, --,Yn) CHADMEBEH CTAHAADAHOM CUMILIEKTUYKOM
CTPYKTYPOM
n
Wy = Zdl‘] A dyj.

j=1
Hedpunuruja 10. ITornpoctop L C R?*" ce masusa Jlazpanxcesum ako je

dim L =n u wol|, = 0. o

Axo je

X
L=Im(Z), Z:R*"—=R*"=>C" Z= = X +1Y, (2.3.1)
Y

tana je L Jlarpam&eB ako M caMo ako je / WHjeKTUBHO IpeciukaBame u X | Y

CUMETpPpHMYHa MaTpHula.
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Cryn cBux Jlarpamsesux nornpoctopa y R*™ ozmauasahiemo ca L£(n). Hexka
je, 3a A € L(n), W ¢urcupanu Jlarpankes BEKTOPCKM HOTIPOCTOP TAKAB 1A
je R =A@ W. Heka je A(s) € L(n) rnaTtka kpusa y npoctopy JlarpamxeBux
noaMHOrocTpykocT taksa aa je A(0) = A. 3a v € A u masno s mera je w(s) € W

takBO na v + w(s) € A(s). Tana Baxku cneneha nema.
Jlema 11. [64] Hexa cy W, w(s) u A xao manonpe.

a) Keadpamma gopma
d
Qv) :

= Szowo(v,w(s))

ne zasucu 00 usbopa npocmopa W.
6) Axo je A(s) = Z(s) ede je Z(s) kao y (2.3.1), mada je
Q(v) = (X (0)u, Y (0)u) — (Y (0)u, X (0)u),

20e je v = Z(0)u.

Tauka a) y Jlemu 11 mam omoryhasa ma cBakOM TaHTe€HTHOM BEKTODY (A, A) €
TAL(n) npuapy:xumo kBanparay ¢opmy (. Kopucrtuhemo osmary Q(A, A) 3a
dbopMy mobujeHy HA OBAj HAUWH.

Csaru Jlarpamxes nornpoctop V medunuUire jeqHy MTeKOMIO3UIU]Y CKyIa

L(n): §

rae je (V) monmuorocrpykoct csux JlarpamkeBrux mOoTIpoCTOpa UMjuU je mpe-
cek ca V mormpoctop mumensuje k. Macaosmwes cuneysapru yuks TPUAPYKEH

MMOAMHOTOCTPYKOCTU V je CKyI

(V) = | ().
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MacnoB/beB MHAEKC IpeacTaBiba MHAEKC Ipeceka MaciaoB/beBOT CUHIYJIapPHOT
nuKJIa 1 Kprse y npocropy Jlarpamxkesux nmornpocropa (Bumeru Cruky 2.4).
[Iperusnuje, weka je A : [a,b] — L(n) mara kpusBa. Kaxkemo nma je s € [a,b]
mauka npeceyana ako ce A(s) m V ceky IO HEKOM HETPUBUjaJIHOM IOTIPOC-
Topy,? omrocHO, ako je A(s) € ¥(V). Y cBakoj Tauku mpecenama aepUHUIICMO

dopmy npeceyama:®

(A Vis) = Q(A(s), A(s)) ]L(sw.

Tauky npecenama s 30BEMO pezyaaprom ako je popma npecenama ['(A, V) s) pe-
rynapHa. PerynapHocT Tauaka mpecenama MIpPeACTaB/ba YyCIOB TPAHCBEP3aJl-

HocTu kpuBe L(s) ma anrebGapcku Bapujerer L(V).

A(s)

Ciuka 2.4: MaciaoBJbeB UHIEKC

Hepuaunuja 12. Heka je A : [a,b] — L£(n) raaTka KpuBa KOjoj Cy CBe Tauke

SAxo je V = {0} x R", a A(s) = Z(s)(R"), rae je Z(s) = X(s) +iY(s) xao y (2.3.1), Tazma je s
Tauka mpecenama ako u camo axo je det X (s) = 0.

6y cayuajy V = {0} x R, A(s) = Z(s5)(R"), Z(s) = X(s) + iY(s) popma mpecenama nva
jemocrasan zamuc ['(A, V) s)(v) = —<X(S)u, Y (s)u), roe je v = (0,Y (s)u).
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npecenama perynapue. Macaoemes undexc u(A,V) je 36up’

1 1
p(AV) = 5 signI'(A, V,a) + Z signI'(A, V. s) + 5 signI'(A, V. b). (2.3.2)
a<s<b

o
Cumbou sign () o3nauaBa curHarypy martpuie (), OTHOCHO pa3iauKy Opoja He-
raTUBHUX U OpOja MO3UTUBHUX COICTBEHUX BpemHocTu Gopme Q).
Hedunuunmja 13. 3a matu map Jlarpamxkesux myrtesa Aj, Ay @ [a,b] — L(n)

nepuHAEMO peaamuehy dopmy npeceyamna Ha Aj(s) N Ay(s) rao:
F(Al, AQ, S) = F(A1<S), AQ, 8) — F(AQ(S), Al, 8)
U, YKOJIMKO je oBa (opMa perynapha, pesamusnu Macaosmes underc kao:

1 1
(A1, Ag) = 5 signI'(Ay, Ag, a) + E sign I'(Ay, Ag, s) + 5 sign I'(A1, As, D).
a<s<b

<o

3a muEeapHO mpecimiaBame U : R — R?" gaxeMo ma je cumnaexmuuxo
U CUMNAEKMOMOPUIAM YKOJIUKO YyBa CHUMILUIEKTUYKY (OPMY Wy, OITHOCHO,

aKo 3a cBaku map BexkTopa X,Y € R?" pamxmu:

Wo (\II(X>7 \II(Y)) - WO<X7 Y)

Hanmomena 14. Marpuna ¥V nuHeapHOT IpeciaukaBama y CTaHAapaHOoj Oa3u je

CUMIIJICKTIYKa aKO M CaMO aKO BaikHU

O

"Mowe ce mokasaru ma Ccy peryiapHe Tadke Ipecemama M30J0BaHE, ONHOCHO, na je cyMma y ¢op-

mynu (2.3.2) konauna (Buneru [64]).
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N3 nedmuumnuje JlarpamxeBor moTmpocTopa, Kao M U3 YMWEHEHUIE Oa je CUM-
IJIEKTUYKO MPECAUKaBame u3oMopdusaMm (ImITO ciaequ U3 HeIerepPUCAHOCTU
dopme wp) caemu na CUMILIEKTOMODHA CJIMKA TPOU3BOJBHOr JlarpammkeBor
nornpocropa nouoBo Jlarpamkes mornpoctop. Ca Sp(2n) o3Haummo ckrym
CBUX CHUMILIEKTOMOpPH3aMa mpocTopa R?". 3a HyT CUMIIEKTUYKAX MaTPUIA

U : [a,b] — Sp(2n) mepurnmemo MacioB/beB MHIEKC KAO
p(¥) = p(¥(V), V), V:={0} xR".

MacaoBmeB MHIOCKC ce MOMXKE 3a0aTU M aKCUOMATCKM Ha ciaemehum Hauwmu

(Bumeru u [64]).

e (Akcmoma xomoronuje) /IBa myra y Sp(2n) xkoja mouumy y ¥, a 3aBp-
maBamy ce y ¥ cy XOMOTOIIHA ca (UKCUPAHUM KpajeBUMa aKO M CaMoO

ako mMajy jenHake MacioBibeBe MHIEKCE.

e (Akcmoma myne) Axko muvensuja npocropa V(s)(V)NV we 3aBucu ox s,

onga je p(¥) = 0.
¢ (Arcmoma rareHamumje) Ako je sy € (a,b), onma je

(V) = p(Y(a,s0]) + (¥ ]1s0,8))-

e (Arcmoma mpomsBoma) Ako je ny + ns = n, rpymy Sp(2n;) X Sp(2ns)
MOMKEeMO Na uaeHTUPUKyjeMo ca moarpymnom rpyme Sp(2n). Heka je, 3a

U, € Sp(2n;), m U3 & Uy € Sp(2ny) X Sp(2ng). Tazma je

(V1 @® Vo) = p(Wr) + (Vo).

(Arcumoma HOpMamm3anmje) Ako je B(s) myT cumerpuuux maTpuna® u

wo- (")
Id B
0 Id

8AKO Je B CUMeTpUYHa MaTpuna pena 1, OHIa je MaTpuUIila < ) CUMIIJIICKTUYKA.
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3a s € [a,b], onma je

1 1
pu(v) = 3 sign B(b) — 3 sign B(a).

Iloka3 oBux TBphema merasmHO je uznosken y [64]. Y jemnom cmepy mokasa (y
MOKa3UMBamy Ha MPETXOIHe akCuoMe y moTmyHocTu oapebyjy Macaosmes mn-
JIEKC) Ce KOPUCTU YUH-EHUIA 14 jé CBAKUA IMyT CUMIIEKTOMOPU3aMa XOMOTONAH
Id B(s)
0 Id

Ha oBaj mauun cmo nepunucanu uauekc Jlarpamskesor myta y L(n) kao

nyTy obJuKa ( ) 3a HEKy CUMeTpudHy marpuny B(s).

MHJECKC Ipeceka kpuBe u (opujentucanor) MacimosmeBor nukia. Y pany [2]
Apnonn je mao caemehy muTepnperanujy MaciaoB/beBOT MHIEKCA, Y CIIyYajy
kana je Jlarpamkes myT zameopen, To ject, netiva y L(n). Ilpe csera, momuce-
TUMO ce ma yHuTapHa rpyna U(n) mejcTByje TpaH3UTUBHO Ha npoctopy L(n), u
na ce crabunusarop tauke R™ X {0} MOske MAEHTUPUKOBATU Ca& OPTOrOHAIHOM
rpynmom O(n). Omparae caemu ma je L(n) = U(n)/O(n). Aro ¢urcupamo Jla-
rpamkes notnpocTop Ly := R™ X {0} u nocmarpamo meknu nornpocrop L € L(n),
Ta1a HOCTOjU (je AMHCTBEH N0 Ha OPTOTOHAJIHY TPAHCHOPMALN]Y) YHUTADHU ay-
romopdusam p(L) roju cauka Lo y L. KBagpar merepmunante marpure (L)
3aBUCKA caMo on L, jep je meTepMUHaAHTA OPTOTOHAJHE MaTpuie jenuaka +1.

3aTo je noOpo me(UHMCAHO NPECIUKABAIE:
Det?: £(n) — S', L Det?(o(L)).

Heka je SL(n) ckyn Jlarpamxesux mormpocropa L 3a koje je Det2(L) = 1.
Baxu SL(n) = SU(n)/SO(n). N3 Taunux HU30Ba 3a XOMOTOICKE IpDYyIeE HPU-

npysxkeHuM ciaenehum nBema ¢ubdparujama:

SO(n) — SU(n) SL(n) — L(n)
| 1 l
SL(n) St

mobujamo ma je m(SL(n)) ={0} u m (L(n)) =Z. Ognarne je n

H,(L(n),Z) = H' (L(n),Z) = Z.
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3a remepatop a xoxomosomke rpyne H' (L(n),Z) uzabepumo 6poj poTamuja
IPECIUKaABAHA Det2, OJMHOCHO, KOIIMKJ Y1ja je BPETHOCT HA 3aTBOPEHO] KPUBO]

v : St — L(n) jemnaka cTemneny KOMIO3UIAje
St £(n) 22 st

Tana je Macnosimes unnekc p nemswe Jlarpamkesux norunpocropa L(s) medun-

ucan y (2.3.2) jemnak Bpemuoctu o(L(s)).

Hanmomena 15. I'emepaTop « ce 30Be u Macaosmwesa kaaca U 94eCTO O3HAYABA
UCTUM CJIOBOM [L. &

Hujenna on BeamunHa g ¥ @ He 3aBUCK O XOMOTOICKe Kijace meribe L(s).
36or tora, kako je m(L(n)) = Z, noka3 ma cy p U « jemHaku he ciaeauTu u3
jeIHAKOCTU BUXOBUX BPETHOCTU Ha reHeparTopy rpyme mi(L(n)), OMHOCHO HA
nermu €Ly, 0 < s < w. Iposepom ce ytpbyje ma je u(e®Ly) = a(e®Ly) = n.
Tume je 3aBpuieHa CKuia noka3a ApHoinoBe kapakrepusanuje MacmaoBmeBor
UHIEKCA.

Ocrano je jom na nedurumemo MaciiOB/LeB NHIEKC Y HETPUBUjAJIHOM CIIY-
yajy XaMUITOHOBOI IIyTa Ca KpajeBHMa Ha HYJITOM Cedelny W THUMe 3a0aMO
rpaagyarnujy y PropoBoj XxoMOJOTHjU.

Y caydajy HpOM3BOJbHE CUMINIEKTUUKE MHOrOCTpykocTy P (omHOCHO, riia-
TKE MHOTOCTPYKOCTHU Ca 3aTBOPEHOM, HEIEr€HEPUCAHOM 2— (OPMOM), CUMILIE-
KTOMOPU3MOM Ha3UBaMO IJIATKM Au(eoMOoppu3aM YU U3BOJ UyBa CUMILIEK-
Truky popmy y cBakoj Tauku. Moske ce morasaru (Bummerwn, Ha npumep [45])
na XaMuITOHOB wm3oMmopduszam nedpunucas jemmauymaoMm (1.0.1) uysa cum-
NJIEKTUYKY (GOPMy, TO jecT ma je OH U cuMmiiekromopu3am. Heka je z(f)
XaMUJITOHOB IIYT y CUMIIJIEKTUYKO] MHOIOCTPYKOCTU P Koju moumme Ha (PUK-

cupanoj JlarpamkeBoj moaMmuoroctpykoctu Lg. Ilocmarpajmo paciojeme:
Tz(t)P = R2n — Z*T'P

l
0,1]
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unju je cnoj Hax tayroM ¢ € [0,1] npocrop TP = R**. Cpaka Tpusujanusa-
uja OBOr paciojema oapebusasa 6u myT y npoctopy Sp(2n) (rme mmamo mxe-
punncan Macaosses unnekc), nomohy myrta ¢ (Ly), rae je ¢f onrosapajyhu
XaMUJITOHOB audeomMoppusaMm, a Tqbf O3Ha4YaBa M3BOM. Y OIITEM CJIydajy,
TAKO 3aJaT WHIEKC 3aBUCU OJ TPUBHUjaJM3alrje, OTHOCHO, HEe MO}Ke mo0po
na ce meduHUNIE. Y CIydajy KOTAHIEHTOI Paciliojema MOCTOjU yOodeHa Kiaca
TpUBHUjan3aIlmja, TakBa 1a MacjaoB/beB UHAEKC He 3aBUCU OJ KOHKPETHE TPU-
BUjasIU3allje U3 Te Kiace.

OszuaumMmo ca 7 KJIacCy TPUBUjaAJIU3AIM]A
@ : 2"T(T*M) — [0,1] x R* =[0,1] x C"
pacuojewa z*T(T*M) 3a Koje Bazku
e(H.w) = {t} xR",  @(Vew) = {t} xR,
roe cy H, u V, XOpU30HTAJIHO U BEPTUKAJIHO MOJAPACIOjEeHe PACIOjeHa
ZT(T"M)=H,®V,

y omuocy Ha JleBu—YumBura nosezamoct uwa 1*M ompebeny durcupanom
merpukoMm ¢ Ha M. Krnaca 7 uuje mpasua jep je ckyn [0,1] xonTparTubu-
nad (Bumetu [56] 3a merasme). Aro neduuumemo (3a oBakBe z U ¢ € 7) myT

CUMILJIEKTOMOPU3aMa,
V(1) == poTgf o™ 1 C* = {0} x C" — {t} x C" = C",
oHIAa Baxxu ciaeneha

Jlema 16. [56] Axo cy p1,92 € T, onda je pu(Vy,,) = (V).

3axBaJsbyjyhu IpeTxoaHoj JemMu, MoKeMo na medunumemo MacaoB/beB UHIEKC

XaMUIATOHOBOT IIyTa Z Kao

p(z) = p(¥s).
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2.3.2 IIpuMeHe CHEKTPaJIHOT TOKa

Heka cy W u H cemapabunnu XunbeproBu npoctopu taksu na W C H u na

je mury3uja W — H roMmmakTraH omepaTop ca rycroMm ciamkoM. Heka je
A(s): W — H

baMuarja OorpaHMYEHUX JUHEAPHUX OlepaTopa. 3a JaTy AudepeHIun)aduany

kpuBy & : R — W, mocmarpajmo oneparop obiauka’
(Da€)(s) = € = A(s)(9). (2.3.3)
[IpernocraBumo ma A 3amoBosbaBa cienehe yciose:

(A1) IlpecauraBawe A : R — L(W,H) je HemperuaHo mudpepeHnmnjabuito y

OIIepaATOPCKOj TOMOJOTWjU U IIOCTOjU KOHCTAHTA Cy > () TakBa Oa BaKu:

1AG)E N+ [ AGs)E Nl < eolléllw
3acBako s c Ru e W.

(A2) 3a cBako s, onepaTop A(s), mocMaTpaH Kao HEOIDAHUYEH JUHEAPHU OIle-
patop Ha H ca momenom W, jecTte camoanjyHIOBaH M IIOCTOjU KOHCTAHTA

c1 > 0 TakBa ma Basku

€N < e (I A(s)éllE + 1€l17)
3a cBako s € Ru e W.

(A3) Ilocroje uasepTubuman onepatopu A* € L(W, H) Taxsu na je

im [ A(s) — A¥|| v = 0.

9V mpmmenama y Mopcosoj n ®noposoj xomomoruju, W u H cy mpoctopn Cobomenmesor tuma W2
u L2, a A(S) €IUNTUYKN Tu(ePEeHnnjalHy OepaTOPY IPBOT Pela YMju KOe(PUIUjEeHT TJIATKO 3aBUCE O

s € R.
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Oszuaunmo ca A(R, W, H) ckyn cBux npeciukaBama A KOja 3a10BOLABAjY HABE-

neHe yciaose. Mowke ce mokasaru (Bumeru [65]) ma je, 3a
M= LAR,H), W:=IL*R,W)NW2R,H)

u Ae AR, W, H), oneparop
DA W —-H

nepunncan y (2.3.3) ®Ppenxonamos.
HegpopmaaHo peueHo, CIEKTPAIHU TOK je OpOj MPOMEHA 3HAKa COICTBEHUX
BpenHoctu omeparopa A(s), kama ce s kpehe onq —oo mo +oco. Popmanna

nepununuja je cneneha. Iledburumummo onepamop npeceyamna Kao

(A, s) == PA(s : Ker(A) — Ker(A),

)P ’ Ker(A)

rome P : H — H o3HauaBa OPTOrOHAJHY MPOjEKIU]y Ha je3rpo omeparopa A.
Moske ce morazatu ma u3 yciaoa (A2) caemu ma je jesrpo omepartopa A(s)
KoHauHe mumensuje. Tauka npeceyemwa 3a A je 6poj s € R 3a kojy A(s) muje
WHjeKTUBAH. TauKy mpecelama HA3UBAMO Pe2YAapPHOM aKO je omepaTop Ipece-

nawa ['(A,s) perymnapas.

Hedbunaumuja 17. [IpernmocraBumo ma A mMa caMO peryJjapHe Tadke Ipece-

nama. Cnexmpaanu mok pamunuje oneparopa A je 6poj’

ps(A) = signT(A,s). (2.3.4)

CrexkTpaJHy TOK KapakTepuinry cienehe akcuome:

¢ (Axrcumoma xomoronuje) CHeKkTpasiHd TOK [ig j€ KOHCTAHTHO MPECIUKa-

Bame Ha moBe3aHuM Kommnonentama ckymna A(R, W, H).

10Moske ce mokazaru ma je cyma y (2.3.4) ronauna.



36

e (Arcuoma myue) Axko je A(s) = const, ouna je ug(A) =0.
e (Akcuoma karenaruje) Axo je Ag(s) = Ai(—s) = A(0),3a s >0u

Ay, 3as <0,
A=

Ay, 3as >0,

OoHIA je
ps(A) = ps(Ao) + ps(Ar).

e (Axcmoma mpomsBoma) Axo cy A; € AR, W;, H;), 3a j = 1,2, nedpunu-
MO Al ) A2 € A(R, W1 ©® WQ, H1 ) HQ) KaoO (Al D AQ)(S) = Al(S) D AQ(S).
Tana je pus(Ar ® Az) = ps(Ar) + ps(Az).

e (Arkcuoma HOopMasmm3anuje) Axo je W = H =R u A(s) = arctg s, onna

je ps(A) =1.

IIpoBepom ce mokasyje Aa CHEKTPAJIHU TOK 3aJ0BOJbABA IPETXOIHE AK-
cuome. Y mOKa3y APYror cMmepa, TO jecT TBphema ma OBe akcuoMe Kapak-
TEPUILY CIEKTPAJHU TOK, KOPUCTU Ce UMECHUIA Aa 3a CBaku omeparop A €
AR, W, H) nocroje m € Nu B € AR,R™ R™) raksu na je A@® B XOMOTOIIHO

KOHCTAHTHOM TyTy. 3a TakBO B, M3 akcuoma cienu aa je

1 1
—ns(A) = ps(B) = 5sign BT — Ssign B,

YuMe je TpecauKaBame je IMHCTBEHO oapebheHo.

3a Hac je onm 3Hauyaja ciaeneha Teopema.

Teopema 18. [65] Axo je Ind(Da) Ppedroamos undexc onepamopa Dy : W —

H, dedurucanoz y (2.3.3) onda eaxncu

Ind(DA) = —,us(A>
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Iloka3 ce 3acHUBa Ha MPOBEPU Oa MPECIUKABAILE
g ARW H) = Z, u(A):=—Ind(D,)

3a/10BOJ/baBa AKCHOME KOj€ KapaKTEPUIIy CIEeKTPaJHU TOK. Y HOOKa3y mIa
—Ind(D,) 3amoBomaBa akcmoMy HOpMaJM3alyje KOPUCTH ce (opMyIa 3a
PpenxoaMoOB MHIEKC y KOHAYHOAMMEH3UOHOM CJydYajy marta y ciaemehoj Ha-

IIOMECHUN.

Hamomena 19. Y koHauyHOIMMEH3MOHOM ciaydajy, kana je W = H = R", 3a
onepatop D, : WH(R,R") — L*(R,R") nedpunucan y (2.3.3) Baku dpopmymra
3a MHIEKC:

Ind(D,) = dim E*(A™) — dim E*(A™),
rae cy, 3a Gukcupany peayny n X n marpuny B ckymosu EY(B) u E°(B) ne-

(pUHUCAHU! ca:

E*(B) := {U cR™| lim ePv = 0}, E*(B) := {v €R"| lim ePv = O} :

§——00 S$——+00

Jloka3 3a KOHAUHOQUMEH3UOHU CJIydaj Takobe je mat y [65]. O

0 —Id
Jo =
Id 0

CTaHIapIHA CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTypa Ha R?". Ilocmarpajmo mepryp6o-

Hexka je

Banu Komu—Pumanos omepatop

— 0 0
Os.Ai,0,C = 8_5 + Joa—g + 5¢,

rae ¢ : R x [0,1] — R*", ca rpanuunuM ycaoBuma

((s,j) € Aj, 3aj=0,1.

IIpocropu A; C R** cy Jlarpamxesu, a S(s,t) pammnuja 2n X 2n mMaTpuna.

Baxu cneneha
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Teopema 20. [65] Axo je
L? .= L*(R x [0, 1], R*™),
Wilh, = {Ce WH(R x [0,1],R*) | ((5,)) € Aj3aj = 0,1},
mada je onepamop Os, A, : W/if/\z — L* Ppedzoamos. Hezoe Ppedroamos un-
dexc je oam ca:'t

Ind(@s.0, 4,) = #(Craph(07), Ay x Ap) — p(Graph(¥F), Ay x Ag) — (A, Ag x Ay),

20e cy npecauxasana VT : [0,1] — Sp(2n) pewemwa dudepenyujarnurs jedHawuna

ov*

5 T JoSEUE =0, UH0)=1d.

Oso0e osnaxa |1 npedcmasma peaamueru Macaosmwes undexe napa.

Ioxaz Teopeme 20 ce ocimama Ha npeTxonHa TBphema y Be3u ca Ppenxou-
MoBuM omeparopom Dy matum y (2.3.3). Osge je omeparop A(s) : W — H
obmmra A(s) = Jod + S(s,t), rae cy

H = L*([0,1],R*™), W =W,?([0,1],R") x W([0, 1], R"),

a noka3 PpenxonmoBoctu Komwu-Pumanosor omeparopa Oga, a, C€ CBOAU HA
npoBepy ycaoBa (Al)-(A3). Moxke ce mokazaru Ja ce (GpopMe Ipecerema 3a
[OATU CIEKTPAJHN TOK U myT JlarpamKkeBUX MOAMOTOCTPYKOCTU MOKJIAIA]jY, Ta,

u3 Teopewme 18, cnemum u popmyia 3a nanexc y Teopemu 20.

U Cumbon Graph(¥) osmauasa rpadus npecimkasma ¥ a A mujaromany y R?™ x R2",



I'VIABA 3

ITPOCTOPMU PEIIEILA

3.1 [IIpersnen pesyarara oBe rjase

Y oBOj raaBu hemo moka3aTu na je CKyHO pellema KOMOMHOBaHE jeIHAaYNHE
riaaTka KOHAYHOAMMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT U u3pauyyHaheMo MeHY AUMEH-
3ujy. IIpocTtopu HekoMOMHOBaHUX OOjeKTaTa — I'palWjeHTHUX TPajeKTOpuja
y Mopcosom! un xomomopduux mickoBa y PraopoBoM ciaydajy? — m3ydaBaHU
cy, m3meby ocramnor, y panosuma Propa, Hlsapma u Oa y [69, 56, 20].
Jeman mpucTtyn mcTpaskMBama MPOCTOPaA pPelema KoMOUHOB8aHe jeTHAUUHE je
AU ePEeHnnjaIHo-TOIOJIOMKA IPUCTYI, 00jaCHMMO T'a Ha IPUMePYy KOMOWHO-
BaHOr OOjexra neduuucanor jemmaumuoMm (2.1.9) (Bumetm m Crnury 2.2 Ha
crpauu 23). Osnaunmo ca Mg, (p, f, g;x, H, J) ckyn pemema jennaunue (2.1.9).
Osze je g PumanoBa merpura koja ne¢unumie rpamujertr V 'y (2.1.9). Axo
ca W¥(p) 03HAUMMO CKyI CBUX IDAIUjEeHTUX TPajeKTopuja 7y Koje ,U3BUDPY’
n3 tauke p (1o ject, 3a koje Baxkm Y(—o0) = p), a ca W¥(x) ckyn cBux

XOJIOMOPOHUX IUCKOBA U 3a Koje Bazku u(+00,t) = x(t), Tama MHOTOCTPYKOCT

'Bugern jenmaumny (2.1.2) ma crpanu 18.
2Buneru jemmauuny (2.1.7) ma crpamm 21.

39
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Mg, (p, f,9;x,H,J) Mosxke ma ce omume Kao

Mao(p: .95 H, J) = {(m € W"(p) x W(z) | 4(0) = u (o, %)}

C W (p) x W?(x)
U BeHa IUMEH3Uja MOKe a M3padyHa Kao JUMEH3Uja MPeceKa, YKOJIUKO je OH
TpaHcBep3asnan (Bumeru u [75, 36] 3a merame). Mebyrum, oBaj npuctyn Ham
He omoryhasa ma mpenusHo OmuImeMoO HapylaBame KOMIAKTOCTU MHOIOCTPY-

3 ka0 HM ma 3amamMo

koctu Mg, (p, f,g;2, H,J) m u3BeneMo TeXHUKE Jelbema,
opujerTanujy. 300r TOora ce OBIE OIIYUYYyjeMO 3a APyraduju, aHAJIUTUYIKU
npuctymn. Maeja je ma npocTtop pemema mocMaTpaMo Kao je3rpo jedwoe Ppen-
XOJIMOBOT OIlepaTopa, a He Kao CKyIl ypeheHux nmapoBa. 3a KOPEKTHY IOCTaBKY
oBakBor' ®PpenxosMoBOr mpodJsieMa, MOTPEOHO je na Ae(UHUIIEMO ITOMEH U
KOJOMEH oaroBapajyher mpeciukaBamba, KOju Mopajy outu bamaxoBe MHOTO-
crpyroctu. Jla 6ucMo TO mocTUraM, YecTo heMO MOCMATPATHU MPECIUKABAMA
KOja amprOpW HUCY IJIaTKa, KaCHHUje he IJIaTKOCT CIEeIUTH W3 CTaHIapIHUX
pe3yJiTaTa peryJapHOCTU pellerHha eIUNTUYKAX jeTHAYUHA.

PopMyaUMUMO TPEIU3HO PE3yaTaT OBE TJIaBe.

Heka je ¥ orBOpeH mpocTo-moBe3aH MOACKYI KOMIIJIEKCHE paBHU ca m + k

MUIMHAPUYHUX KpajeBa ;. Ilpenussuje, mocroje MHjeKTUBHa XOJOMOp(QHA

InIpecCarKaBamba

Qi (—00,0] x[0,1] =X, j4=1,...,m,
i P> (0.1} (3.1.1)
¢;:0,+00) x [0,1]] =X, j=m+1,...,m+k.

OsmaunmMmo ca

Ej::¢j<<_ooao)x[071])czv jzlv"'am7

Y =0;([0,4+00) x [0,1)) C X, j=m+1,...,m+k,

Yo =2 — ¥

J

j.

30se aBe KOHCTPYKIHje — HapyllaBame KOMIIAKTHOCTU U JIENJbCEHE — 3ajeNHO Iajy OIMC TOIOJIOMKE
rpaHuie MOIyJIAaCKUX IpocTopa, Buxeru ['masy 4.
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Kamxemo ma ¥ mma m ynasza u k uznasa (sumeru Cmuxy 3.1). Ilopm X je
KOH(GOPMHO €KBUBAJIEHTHA jeIUHUYHOM OUCKY Y KOMIUIEKCHO] paBHU 6e3 m + k
Tavyaka Ha pyoOy.

Herka cy f; : M — R, 3a j = 1,...,m + k, nare MopcoBe ¢yHENUje 1
H; :T"M — R, 3a j = 1,...,m+ k, natu Xamuntouujasu. Hexra je R > 2
¢urcupano, p; KpuTudHa Taduka ¢yHkmuje f; m pgr : (—o00,0] — [0, 1] ruarka

¢yHKIIja TakBa Oa je
(3.1.2)

u Heka je pr(s) = pr(—s). O3maummo ca

(f17f27"'7fm+k)7

e
ﬁ
H = (H17H27 ceey Hm+k>’

ﬁ:: (php?? s 7pm+l€)'

Em-‘,—k

N

E m

Cuaura 3.1: Ilomen > ca m ynasa u k mn3naza

EnemeHT OCHOBHOT MOIYJICKOT MPOCTOPA KOJU ¥ OBOM panay aHAJIU3UPAMO CacC-

TOju ce o m+k rpaaujeHTHUX jeTHOAMMEH3MOHNX KPpajeBa CI0jeHUX Y CPeIuHn
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jemHUM TBOAMMEH3MOHUM OO0jexkToM u. I[IpecimraBame u 3am0BOJbaBA MEPTYP-

ooBany Romm—-PumaHOBY jemHauywHy Ha AEJIOBUMA NWJIMHIPUYHUX KpajeBa, a

XOJIOMOPOHO je Ha ocTaTKy cBor moMmena (Bumetu u Cauky 3.2).

— —
[Tpetusuuje, 3a ¢urcupany PumanoBy merpury g, ca Mg(p, f,9; H,J) o3na-

YMMO CKYI CBUX (7Y1,72, - - - Ymtk, U) TAKBAX J& BAKU:

.

\

vt (00,0l = M, j=1,...,m,

v [0, 400) = M, j=m+1,..., m+k,
D= Vi), j=1,....,m+k
u:X—T*M,

o
%“;w
[2 )}

f},j(o) :uj(—oo,t), jg=1...,m,

%5(0) = wj(+00,1), j=m+1,....m+Fk,
u(0%) C Oy,
vi(=00) =p;, j=1,...,m,

vi(+o0) =pj, j=m+1,....m+k.

(uj)):o, ujc=uog;, j=m+1,....m+k,

(Gu] — PRHJ( u;)) =0, uj:=uo¢p;, j=1,...,m,
(52

(3.1.3)
J (G

— —
Ila 6ucmo mokasanu na je ckyn Mg(p, f,g; H,JJ) KOHAUHO IUMEH3NOHA MHO-

TOCTPYKOCT, TOTPEOHM Cy HaM IOjMOBU KOjeé YBOAMMO Yy OBOj TJIABU.

=2

/
/

5J7HU =0

P1 \/(/\D\/ pm-!,-l;.:’j

Cuauxka 3.2: Esement npocropa Mg(p, f. g ﬁ, J)
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Hanmomena 21. Kopuctuhemo u o3Haky a},ﬁu = (0 3a mepryp0OoBany Komm—
PumanoBy jenmauwmny
G+ (G = X, () =0, j=1,....m,
%JFJ(%_X/}RH],(UJ.)) =0,j=m+1,....,m+k,
B+ I35, =0
¢

Hamomena 22. Y nesom pamy heMo mpeTmocTaBUTH Ja CY CBU IIOMEHYTU
: 1

Xamunrorujaru H; taxBu ga ce Oy u ngj(OM) CEeKy TpaHCBep3aJHO. 3aX-

BaJ/byjyNu KOMIAKTHOCTU MHOTOCTPYKOCTU M, 0Baj yCJIOB TPAHCBEP3AJIHOCTU

006e30ebhyje ma XaMUITOHOBUX IIyTEBA Ca KPAajeBUMa HA HYJITOM CEUECHY WMAa

KOHAYHO MHOTO. &

3.2 DamaxoBa MHOTOCTPYKOCT IpecUKaBamka

Y oBOM mOTJIABJBY OajeMO KOHCTPYKIUjy BaHaxoBe MHOTOCTPYKOCTU IpPEC-
JUKaBama KOja je moTpedHa 3a KOPEKTHY aHAJUTUYKY MOCTaBKY Ppenxosi-
MmoBor mpobiaema. lumensujy muoroctpyroctu M hemo o3HauaBatu ca n 'y
[IeJIOM PaIy.

Hexa je p kputnuna tauka Mopcose ¢pynrmumje f. Osnaunmo ca CF(p) cryn

CBUX TJIATKUX IIPECIUKABalma 7y KOja UCHyHmaBajy cienehe yciose:

v : [0, +00) — M,

(3.2.1)
Y(+00) =p.
Cauyuno, Heka je C°°(p) CKyn CBUX IJIATKUX 7y TAKBUX A BAYKIU:
: (—o00,0] — M,
Vi (00,0 (3.2.2)

Y(—00) = p.
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Taxrenran mnpocrop 71,C°(p) 6Gec-

Vr
KOHAYHOIUMEH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH M .
p Y

C?°(p) y Tadukm y cacroju ce OJ CBUX

BEKTOPCKMX 1MOMa { Ay Kpube 7) Cuauka 3.3: Bexkropcko nmome & myx

Koja ucnymaajy ciaenehe yciose
ja memymasajy caenehe y KpuBe

€ :[0,400) — TM,

§(s) € Ty M,

£(+o0) = 0.
Cuanuno, T,C%(p) je cKyn CBUX BEKTOPCKUX I0Jba § TAKBUX Ia j€

£:(—00,0] = TM,

&(s) € Ty M,

§(~00) =0
(Bumetu Cnury 3.3). Heka ||£]|rr u ||€]|wir 03nAauaBajy cranmapaae Co6omes-
JbeBE HOPME

T T

v freras) ot = { [ (16 + v )as |

r r

€]

rae je nomes ' nun [0, +00) mmm (—oo, 0].
Os3raunmo ca D jeIMHUYHU OUCK Y KOMIUIEKCHO] PABHU U A€ (PUHUIIUMO CKYTI

C*®(D) ka0 CKyI CBUX TJIATKUAX IIPECInKaBama U KOja 3aJ0BOJbaBajy yCJOBe:

uw:D — T*M,
(3.2.3)

Tanrentan npocrop 1,C®(D) va C*(D) y Tauky u je CKyI CBUX BEKTOPCKUX

nosma 1) ny:x u (Bumeru Caury 3.4) ca ocobunom
n:D—TT*"M,
T}(S,t) € Tu(&t)T*M,
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N 3a momen D xopuctuhemo mcre o3nake 3a Hopme CobospeBa:

Il = { [ [ 1 dsie ) o s = ([ (1 |V o]+ |V opa][) dsa

D D
OBme je PumanoBa wmerpura | - | Oy
Ha T*M wHacTajma cmapuBameM CUM- :

IJIEeKTUYKe (OopMe W U CKOPO KOM-
IIJIEKCHE CTPYKTYpP€e KOja 3a/10BOJhaBa <

U3BECHE YCJOBe, HaBeleHe KacCHUje,

Ha cTpanu 49.

Cauxka 3.4: Berrtopcko mome &

Hexka cy W}rg(p), Wig(p) u Wl (D) komnnerupama (y W — wopmu Cobo-
mesa) npocropa T,C¥(p), T,C=(p) u T,C*(D), penom. Cmmuno, mera L, _(p),
L" _(p) m L;(D) ozuauaBajy L'— wommierupama nctux npocropa. Ca P (p)
03HAYMMO CKYIl CBUX IIPECIUKaBama Koja UCIymaBajy ycuaos (3.2.1) rakBux

na je TamrenTHW TpocTop Ha P.7(p) y Taukm v:
1,r 1r
TPy (p) = Wil (p),

. 1 . .
¥ CcauuHO, Heka je P-'(p) CKym CBUX OpeciaukaBama KOja 3aI0BOJbABAJY

yciaoB (3.2.2) TakBUX Ha je TAHTE€HTHU MPOCTOP HA Pi’r(p) y Ta4dKU 7:
1,r 1r
T,P= (p) = W24 (p)-

Crymosu P, (p) u P-"(p) unme BanaxoBe MHOTOCTPYKOCTH, aTac Ha MHOTO-
CTPYKOCTH Ce 3a1aje IoOMONy eKCIIOHeHNrjaJHoT TpecauKkaBama caeneny ctan-
JapIHy KOHCTPYKIM]y DBaHaxoBe MHOIOCTPYKOCTH HpECIMKABaHa OBOT THIIA
(maty y [38]; BumeTu u [69] 3a merasme y ciydajy mpecivKaBama ca TOMEHOM
IUMEH3Uje jelaH):

(exp, §)(s) = exp, ) £(5)- (3.2.4)
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Canuno, Hera je P"(D) ckyn cBUX mpeciuKaBama KOja 3alI0BOJLABA]Y YCJIOB

(3.2.3) TakBux ma je TamreHTHU mpocTop Ha PYT(D) y Tauku u:
TP (D) = W,"(D).

Cryn PY"(D) npencrasiba BaHaxoBy MHOTOCTPYKOCT, TJ€ je, Kao U IMpe, aTiaac
HA MHOTOCTPYKOCTHU 3aJaH HOMONY €KCIIOHEHIMjaJHOT MPeCINKaBama (BUIeTn

u [20] 3a oBaj cuyuaj):

(eXpu 77) (87 t) = eXpu(s,t) 77<37 t)

Hexa cy canma p;, 3a j = 1,..., m+k, kputuure Tauke MopcoBux QyHKIHja f;
U HEKa Cy ¢j, 3a j = 1,...,m+k, Hexe purcupane tauke ckyna 0D. OuunrienHo
je ma je m

P =P (p1) X ... X PY (D) X P (Prms1) X - oo X PY (Dmyr) X PY(D)  (3.2.5)

Banaxosa MHOrocTpykocT. O3HAUMMO TAHTEHTHU MPOCTOP OBE MHOTOCTPYKOC-
tu (Koju je mpousBoj onarosapajyhux tamrenTHuUx mpocropa) ca [[ W (p, D).

Hac untepecyje cnenehu nmoackyn bBanaxose mHOrOCTpyKOCTU P!
Pl’T(ﬁ? D) = {('Yl, <. 77m+k7u) eP ’ 7](0) = u(Qj)? 3aj = 17 cee, M + k}

Tepbeme 23. 3ar > 2, ckyn PV (p, D) je Banarosa mmozocmpyrocm.

Zoxasz: TlocmarpajMo mpecauKkaBame

ev:P — MR — Mo ox M
—_—

2(m+k)

Y

(Vs s Ymarter ) = (11(0), w(q1)) -+, (Vs (0), w(Gimi))) -

Ycaos r > 2 (3ajenuo ca CoGo/beBHEBUM TEOpEMaMa O YTAIAKY) MOBJIAUN
HEIPEKUTHOCT IPeCcInKaBamha y; U U, TAaKO Ja je IpeciluKaBame ev Jo0po me-

¢unncano. Axo ca Ay ozHaumMmo mujaroHaay y M? = M x M,

Ay ={(¢,q) | ¢ € M} C M,



a ca A mpoOM3BOJI AMjaroHaJa,

A= AT C MR,
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Tazna je ouuraemro xa je P (p, D) = ev }(A). Mapauynajmo usson Dev mpec-

JUKABaMmha €V Y HIPOU3BOJLHO] TAUKM (71, . ..

[Tocroju damunmja (77, ...

é = <€17 oo 7€m+k7 77) S T(’Yl,---ﬁm-‘—kvu)’])'

5:—T(’Y1,---,'Ym+kvu )

Uzson Dev(y,. ... pw)(§) j€ TAHTEHTHN BEKTOD

 Ymak,u) € P. Heka je

mar W), 38 T € (—€,€), TakBa Ha je

% (vl Ygmr 7)) L e T(M?>m+h),

Iobujamo

Deviy, . mper)(§) =

L@ () 07 ) )| = (326)

(6000, 1(@2)) -+ € (0), n(Gmss)) ) €TI0,
TanreaTan npocTop Ha ckyn A y tauku () = ((ql,ql), ce (qk+m,qk+m)) je mar
ca

ToA = {((gl,gl),...,(gm+k,§m+k)> | €TM, j= 1,...,m+k}.

Nzabepmmo mpomssoman Bektop ((X1,Y1), ..., (Xpik, Yomsr)) € ToM*™+R) koju

muje y ToA u BeKTOpCEa mosma &; € Wigj (pj),3aj=1,....,m,¢§ € W}rfyj (pj), 3a

j=m+1,....,m+ k, KOja 3a10BOJbABA]Y yCJIOB

§j(0):Xj, jzl,,m—i-l{?

(omHOCHO, BEeKTOPE X MPOMIMPUMO IO BEKTOPCKUX IOJba &; LYK 7, Ha OMIIO KOju

1
HAUUH, TAKO [Oa OyIy eJIeMEeHTU IPOCTOPa Wi”gj (p;)). CunuHO, KOHCTPYHUIIIMO

BEKTOPCKO TOJLE 7] Ay#& U Koje mpumamna npoctopy W' (D) Takso na Bamm

ﬁ<qj):}/]7]:177m+k3
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N3 (3.2.6) Bumumo ma je

Dev(gh s 7§m+k7 ﬁ) = ((Xla }/1)7 Tt (Xm+k7 Ym+k)) )

To ject ma mpoctop Dev(T(y,, ~...w)P) 3ajenso 3a ToA pasanmume 1eo IpocTop
ToM?m+k) | Baxmyuyjemo ma je mpecamkasame ev Tpancepsaino ma A. Ocum
TOra, KOJOMEH INPECIIMKaBama €V je KOHaAYHe NVMMEeH3Hje, Ma je je3rpo M3BOIa
P (ocum mTO je 3aTBOPEHO).

Devy,... KOHauUHEe KoauMmeHnsuje y 1, .

'v'YnH»k:u) '777n+k7u)

N3 Xan—-Bbanaxose Teopeme ciaemu na ce npoctop Ker Dev,, ) MOE KOM-

e YmeA-ksU

nJIeMeHTUpaTu y 1y, . )P, m To mpocTopom Y, TakBUM Za je PeCTpUKIMja

5 Ym+k,U

npeciukaBama Dev(y,, .. . ) Ha Y msomopdusam. Omasne um us Teopeme o
UMIUIUIATHO] (YHKIMjU CJIeAU MO3HATU pe3yaTar ma je ev ' (A) GeckoHauHo-

nuMmen3noHa BamaxoBa IMOIMHOTOCTPYKOCT MHOTOCTPYKOCTU P. l

Hamomena 24. TanrenTHu mpocTop T(%wm%,uﬂ?“(ﬁ, D) osumauaBahemo ca

whr (p, D). &

(Y1 Ymtk50)
Hwum vam je ma npumernumo tBphema u3 [lornasma 2.2 va moroaHo nzabpax

P peaxonMoB onepatop meduHUCAH HA TpocTopy PN (p, D).

Teopema 25. 3a zenepuuxu usbop Mopcosuzr Pynryuja f U CKOPO KOMNAEKCHE

cmpyxmype J, ckyn MR(p,ﬁg;ﬁ,J) onucaw y (3.1.3) je eaamra mmozocmpy-

rocm.

Hanomena 26. Y Teopemu 25 ¢urcupanu cy PumanoBa meTpuka g m XaMui-
ToHUjaH H, a 3a TeHepuYKM CKyI mapaMerapa y3eTu cy ckyn MopcoBux
GYHKIja U CKYI CKOPO KOMILJIEKCHUX CTPYKTypa. TBpbheme Baku m axko ce
¢urcupajy MopcoBa ¢yHEIMja [ “ CKOPO KOMIJIEKCHA CTPyKTypa J, a 3a
CKymoBe mapaMeTapa u3abepy ckyn PumanoBux MeTpuka m XaMUJITOHOBUX
dyHEKOMja, KA0 W Yy APYTUM KOMOWHAIMjaMa, Y KOjUMa je MO jedaH eJIeMEHT

ckynosa {g, f} u {H,J} ¢uckupan, a npyru ce Bapupa. O
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Zloxasz: IlocmaTpajMo mpeciIvKaBame

F (’ylv s 7’7m+k>uaf:‘]) = (’71 +Vf1,- e 7’3/m+/€ +vfm+k75(]7ﬁu)' (327)

- =

Ounrsenso je ma je mpoctop koju npoyuasamo, Mg(p, f,g; H,J), ckyn nymna
npecikaBama JF. Ilpe cBera, mpenu3upajmMo JOMEH M KOIOMEH IMPECIUKABAHA
F. 3a moroxHo m3abpaH HU3 MO3UTUBHUX OpojeBa € = {4}, ckyn C>°(M)

cBux raatrux ¢yukrmuja f: M — R koje 3amoBosmaBajy yciioB

[ee]
> erllfllor < oo
k=0

ynHn BamaxoB nmpoctop, a ckyn MopcoBux ¢yHENUja U je OTBOPEH U I'eHepu-
uky moAckyn npocropa C(M) (Bumeru [53, 31, 74]).
Heka je g ¢urcupana PumanoBa merpura Ha M um Jy ¢urcupaHa CKOPO

KOMIIJIEKCHA CTPYKTypa Koja mMma cjemehe ocoOune:
1) Jo je koMmaTubuMIHA Ca CUMIIEKTUYKOM (popMoMm w Ha T*M.

2) Jy ciauka BepTUKAJIHE TAHT€HTHE BEKTOPE y XOPU3OHTAJHE Yy ONHOCY Ha

4

JleBu—YuBura moBe3zanoct” oapeheHy METPUKOM (.

3) Ha mynrom ceuemy Oy C T*M cBarom Bexkropy X € T,(Oy) = T,M Jy
npuapy:kyje koranreatau Bekrop JoX rtakas na je JoX (&) = g(&, JoX) 3a
cBako § € T,M.

Osmaunmo ca J' = J'(M,w) ckyT cBUX CKOPO KOMILIEKCHUX CTPYKTypa J Kiaace
C! xkoje cy KoMmaTuOMIHE Ca W U MOKJIANajy ce ca Jy BaH KOMIAKTHOT HOACKYTIa
npoctopa T*M. Ipocrop J' je rnarka BanaxoBa MHOIOCTPYKOCT. TaHreHTHM
npoctop 137" y Tauku J ce cacroju on ceux C! ceuema paciojema End(J, w) —
T*M wvuju je cmoj Ham TavyrkoM P € T*M cKyn cBUX JIMHEAPHUX MPECIUKABAHA

L:TpT*M — TpT*M TaxBUX O BayKW:

LI+ JL=0, w(L&n) +w( Ln)=0.

4Bunern, ma mpumep [39].
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Crpykrrypa BanaxoBe MHOTOCTPYKOCTU 3aaaje ce TOMONY eKCIOHEHINjaTHOT
npecaukasama L — Jexp(—JL) (Bumern [20] u [44]).

[IpecnurkaBame F je ceueme paciojema
£ — PV (5, D) x (U™ x J
YMjU je CJI0j Had TAYKOM <(”yl, e Ymk, W), f, J) CKYII
[z @ D)=

L (p1) X ... x LT (pm) X Liﬁmﬂ(pmﬂ) X..o.ox L (Pm+x) X L (D).

OsmauuMmo 3a Z Tpecek HyJITOr ceuvema paciojema & u ceuvema F (Bumeru

Caury 3.5).

£ [1L"(, D)
\ // F
Lz T =
I (u)m—l—k X jl

Cauxka 3.5: Ceueme F u mpojexnuja 7w

Hexka je
T 'Pl’r<ﬁ, D) % (u)erk % jl N (u)m+k % jl,
<(717 s ,’Yerk,U), f7 J) = (f7 J)
IpojeKIuja Ha Apyre aBe kKoMmmoHeHTe. lloTpebHO je ma morkaskeMo na je 3a
reHepUuUIKe fn J cryn Z ﬂwfl(f_’, J) KOHAYHOAMMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT. AKO

nokaskeMo na je Z bBawmaxoBa MHOTOCTPYKOCT M T PpenxoiMoBO mpecauka-

Bame, mohu hemo ma mpumenumo Capa—CwmejnoBy Teopemy 7.
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Ila bucmo mokazanu na je Z banaxoBa MHOTOCTPYKOCT Tpeba ma JOKaKeMO
na je mpeciaukaBame J TpaHCBE3aJHO Ha HYJITO cedeme paciojema &. Iloc-
MmaTrpahemo koBapujaHTHU M3BOH dJF mpecaukaBama J, KOju je mpojekmnuja
0O6UYHOT M3BOIA HA CJIOj — Kako je F ceueme (ma je meroBa pecTPUKIUja HA
6a3y, TO jecT, HyJITO Ceueme, UAEHTUYKO MPECIUKABANE), TO je yCJIOB TpaH-
CBEP3aJHOCTU MPECJnKaBama J Ha HYJITO CeUYeHe €KBUBAJEHTAH YCJIOBY CYP-

jEKTUBHOCTU KOBapUjaHTHOT m3Boma. Mmamo:

717"'7’7’m+k»u)
~TI v D)
dF <(,-}/1’ - YmAks U), f_.; J) ((517 s 7£m+k777>7 (()017 SRR (Pm+k)7 C) =

(dfl(fla (;01); s >d‘/fm+k(€m+k’7 (;Om—i-k)a d‘/fu(nv C))a
(3.2.8)

AF (1o A ), [T ) - W (7. D) x (C=(M))"™* x T,.7"

rme je
dF;(&5, ¢5) = Vi & + Ve, Vi) + Vi),
3aj=1,....m+k, a

gu

ou
dFu(n,Q) = Voun + J()V gun + Vi (w) 7 = Vo X 5 (w) + ¢ (]£> '

Osznary XR,E’ KOPUCTUMO 3a BEKTOPCKO MOJbe KOje je jemHaxo Hysau Ha u(Xg),

a Ha MUINHIPUYHUM KPajeBUMa u; XaMUITOHOBOM BEKTOPCKOM IIOJbY XPRHj'

Hamomena 27. Y j0KaJHMM KOOpAWHATAMA OIEPaTOP

Ju

1= Voul) + J(u)V%n + V,J(u) T

— VI X 7 (u)

je obmuka

0 0
s + J(s,t)g + A(s, t)

(Bumetr m Hamomenmy 55), ma je o esunmuurku. Hera je D : T'(E) —
['(F) madepenunjaran omeparop, rae cy [(E) m I'(F) rmarka cedema Bek-

TOPCKUX paciojema F m F, y JoraJgHuM KoopamHaTama ¢ matr ca D =
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> lal<m A%(z)D*(x) 2. Osme cy A%(z) : E, — F, InHeapHa IpeciIuMKaBama
KOja rumaTkro 3aBuce onx x. Omeparop D je eaunTuykm ako je, 3a CBAKU (UK-
CUpaHU He-HyJa KOBEKTOD y € T*X | y MCTUM JOKAJHUM KOODAUHATAMA 1) HAT
ca y = > y"dry, mpeciukaBame

0y(D): By, — F,,  0,(D)= Y A(x)y”

laf=m

naBepTuOMIHO. MoOke ce moka3zaTu na oBa OepUHUIMja HE 3aBUCU O W3-
Oopa JIOKAJHUX KOOpAMHATa 1. BaKHO CBOjCTBO EJUNTUYKUX OMEPATOpa je
eJIUTTUYKA PEryJapHOCT, KOjy heMo OBIe KOPUCTUTHU, a Koja 00e3bebhyje na
pememne u jennaunae Du = f uma sehy ruarkocrt oxn f (Bumern [29] 3a merasse,
ninu [40] 3a Bume reoMerpujcky mpucTym). Y HameM cayuajy je B = F =
w*T(T*M) pacnojeme Han X, 3a z € 3, cnoj B, = F, = T, T*M, u, 3a y =
y1dzy + yo dry € T*E, cumbon o, (dF,) = y1 Id +yaJ. Jlako ce mpoBepaBa na je
o,(dF,) naBepTHOMIHO IpecaukaBame ako je yi + y5 # 0. Ciamuno Baku u 3a
onepatope dF;. &

[Tomenuhemo HacraBak morka3a y Hekoauko kopaka. Cuiemehe tBpheme
ce omHOCH Ha cBojcTBa PpenxosmoBocTu Beh m3yuaBaHuX omeparopa jemuH-

creenor Tuna.’ Ilokas 3a Mopcos ciyuaj ce moske nahu y [69] uau [74], a 3a

cayyaj xonoMopduux kpusux sugetu [30].

Tepbeme 28. IIpecaurxasamna
dFy W (p) = LY (p), €= Vané+ VeV (),

dF_ W (p) — L7 (p), V& +VeVi(y),

: -

ou

dF, : Wr"(D) — LI(D), n — Voun + J(u)Voun + V,ﬂ(u)a

— VnJXRﬁ(u)

cy Ppedroamosa.

SBumern Hamomeny 39 Ha ctpanu 64.
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W3 nperxomuor TBpbhema caenuhe ma cy u mpeciumkaBama KOja Cy 3a HAC

on 3Hauaja PpenxosmoBa.

Tepbeme 29. [lpecauxasame

AF = (dFy, . dFpdF) - WEE 0D = [[17@D), (329)

Y15 Ym+k,U
20e cy dF; u dF, npecaukasanwa uz Tephewa 28, maxohe je Ppedroamoso.

Jloxas: Tlpe csera, nmpumetumo na je PL7(p, D) moaMHOTOCTPYKOCT KOHAUHE
KOJIMMEH31jeé MHOTOCTPYKOCTU P mepuHucaHe Kao MPOU3BOJ MHOTMOCTPYKOCTHU
objerata jemmuctBenor tuna’ (Bumeru (3.2.5)). 3amcTa, TAHM€HTHU TPOCTOP
WL (p, D) (y nekoj Taukn) je jesrpo Ker(Dev) mudepentmjana Dev epatyaruje
ev. Bawxmu:

[TW"" (5. D)/ Ker(Dev) = Im(Dev),

rme je [[WY(p,D) = TP, 3a P mepunucano jemmaumnom (3.2.5). IIpocTtop
Im(Dev) je kKoHauHE DMMEH3Uje, jep je TakaB M KOAOMEH IpeciukaBama Dev.
Onarae je W' (p, D) komaume KoauMeHsuje, ma u3 XaH-DBaHaxoBe TeopeMe
cnema na W (p, D) moske 6utu kommiaementupan y [ [ W' (p, D) mexum xonavs-

OIVMMEH3WOHUM MIPOCTOPOM, O3HaUuuMoO ra ca X. Kako je
Codim  omir) (A) = (m + k)n,

Bazku dim X = (m + k)n (n je mumensuja muorocrpykoctu M ).

[TocmaTpajmo momohuu onepatop
dF - [[w"(5.D) - T[] L' (7, D),
dF = (dFy,...,dFy.y, dF)),

neguHUCAH Ha MPOU3BOMY TaHTeHTuUX mpoctopa || W' (p, D) ca uctum komo-

MenoM (mpomsBomoM) kao u dF. Karo cy omeparopu dFj,3a j=1,....m+kmn

SBunern Hanomeny 39 ma crpanm 64.
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dF, PpenxoaMoBu U KakKO BayKu

Ker(dF) = Ker(dF}) x ... x Ker(dF,, ) x Ker(dF,),
Coker(ci]vf) = Coker(dFy) x ... x Coker(dF,,x) x Coker(dF,),

3aKDbYUIyjeMO 1a je u dF rakobe Ppenxoamon, ca PpenxosIMOBUM UHIEKCOM
Ind(dF) = Ind(dF}) + ... + Ind(dFpys) + Ind(dF,).

Omneparop dF je pecTpuriuja omeparopa dF ma npoctop W (p, D). Tlocma-
tTpajmo cieneha (mucjynkTaa) paziarama npoctopa [ [ W (p, D) u [[ L7 (p, D):

[[""ED=XexX,0Xs0X,, [[L@HD=VievnaY,
rae cy npocropu X, Y; u Y nmepurncanm Ha ciaenehm HauwH:

X5 = W' (5, D) NKer(dF), X;:=WY(§, D)o X,

Xi= X nKer(dF), X,:=X©o X, (3.2.10)

Y, =dF(X,),3ai=12 Y= (HL%}ID)) cY1®Ys).
Cumbon A © B o3nauaBa roMmmieMeHT npoctopa B y mpocropy A. IIpocropu
n3 (3.2.10) cy mobpo nepunucanu saxsamyjyhu Xan—bBanaxoBoj Teopemu.
Csu mpoctopu ocum X; m Y] cy kKoHauHe mumensuje: X3 m X, Cy HOTIPOC-
TOPU IPOCTOPA Ker(cfi\}%) — KOju je KOHauHOIuMeH3uoH Oyayhu Ppenxoamos;
X5 je mornpocTop npocTropa X — KOjU je KOHAUHe nUMeH3uje; Yo je m3oMopdHa

cauka mpoctopa Xo; Y je KOHAUYHe OUMEeHUje jep mpeacTaBiba Koje3rpo Ppen-

xosMoBoOr oneparopa dF'. IlepuHummmo
ms :=dim Xy = dim Y5, mg:=dim X35, my:=dim X,;, mg:=dim Y.

Nmamo

Ker((i\]}) = X5 P Xy, Coker(c?ﬁ’) =Y

1, Kako je dF:clAF|X1@X3 X1 X5 Y 9Yo Y, Baku

Ker(dF) = X3, Coker(dF) =Y, @Y.
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Onapne 3akmyuyjemo ma je dF takobhe ®penxoiaMoB, a HEroB UHIEKC Y Tep-
MUHUMa MHIAEKca omepatopa dF; u dF, padyrHamo Ha ciaenehm HaumH:
Ind(dF') = dim Ker(dF) — dim Coker(dF) =dim X3 —dim(Y2 & Y) =
ms — (Mg +mg) = (mg + my) —mg — (M +my) =
dim Ker((jﬁ) — dim Coker((jﬁ) —dim(X, ® X,) = Ind(ﬁ’) —dim X = (3.2.11)
m+k

> Ind(dF)) + Ind(dF,) — (m+ k)n. [

j=1

Bpartumo ce ma mokas Teopeme 25. Xohemo ma moraskeMo na je KOBapujaH-
THU u3Boxn dF (M30CTABILAMO MHIEKCE Aa OUCMO MOjeJHOCTABUIIM 3AIKC) AAT
y (3.2.8) cypjexruBan. U3 cnenmehe meme ciemu na je MOBOJBHO Oa MOKAKEMO

na je cauka Im(dF) ((’yl, Ak W), [ J) cByna ryct ckyn y [[ L"(p, D).
Jlema 30. Caukxa onepamopa dF je zameopen cKyn.

Jloxasz: Kaxko je

dF ((/717- .. 77m+k’au)7f_:‘]> ((617- . '7€m+/€777)7901a s 790m+ka§) =

ou

dF(fla--->fm+k>77) + (v@la-~->vwm+k,C (J%)>

TO je
Im(dF) C Im(dF) ¢ [[ L"(7, D) = Im(dF) & X.
[Tocnenma jemnaroct Bazku jep je dF ®Ppenxonmos, na Im(dF') uma cBOj KOM-

uinement y [[L7(p, D). W3 mcror paszsora je dim X < oo, ma je Im(dF) =
Im(dF) &Y, rue je u dim Y < co.” Heka je

Zn = Tp DY, € Im(dF) @Y = Im(dF)

HU3 eJleMeHaTa TakaB na z, — z € [[L"(p,D). Kako je mpocrop Im(dF)

3aTBOpEH U KoHauHe komumensuje y [[ L"(p, D), To je mpojeknuja

Projiary - H L"(p, D) — Im(dF)

"Hpocrop Y momemo mepuancarn kao X © (X N Im(dF)).
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nO0OPO ne(UHUCAHO W HENPEKUIHO IIPEeCInKaBame, Ia

n—oo

Projiary (2n) = Tn — @ = Pr0jyy4p (2) € Im(dF).
Kaxkxo je Y zarBopeH, TO je
YOSy =2 — Ty —> z—x =1y €Y,

na je z=x+y € Im(dF) @Y = Im(dF). []

[Toraskumo cana na je cauka Im(dF) ((fyl, e Ymaks W), f, J) CBYHA I'yCT CKYII
y [[ L"(p, D). Aro npermocTaBuMo ma TO HUje CIyYa], 3aKbYdyjeMO 1a MOCTOju
BekTop 0 # X = (X1,- -+ Xm+ks Xu) € [[L°(P, D) (rme je X+ 1 = 1) koju ce
anynupa (kao GpyHuronas Ha npocropy L") ma Im(dF). To 3maun na, 3a cBako

E= (&, éman, &) € W (P, D), cBako p; € C®°(M) u cBako ¢ € T;J', Baskn

0 0
/ (xj, dF;&;)ds = 0, / (x;;Vpj)ds=0,3a5=1,...,m,

— 00 —00

“+o0 “+o0
/ (xj,dF;&;)ds = 0, / (xj3Vojds=0,3aj=m+1,.... m+k,
0

//m, dF,&,)dsdt = 0, 0/ <Xu,g (J%) > dsdt = 0.
D

Y (3.2.12)

IIpBa mBa pema y ¢opmyau (3.2.12) ommax mosimade ma je x; = 0, 3a j =
1,....m+ k. IHora3z ma je m x, = 0 je HemrTo cioxkeHuju u Oa3upa ce Ha

canenehoj Bep3uju Teopeme O jeIMHCTBEHOCTH.

Teopema 31. (Apousaju) [3] Hexa je Q C C omeopen nosesan cryn. Axo

)

ckopo ceyoda u axo je v = 0 Ha Hexom omeopeHom nodckyny ckyna 2, mada je

dynryuja v € W2(Q,R™) s3adosomasa ycaos

v

O0s

ov

ot

|Av| < ¢ (|v(s,t)\ +

v =0.
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Us yenosa [[(xu, dF,&,) =0 caemn na je x, cnabo pememe jenHauune (1o
n) dFin =0, rLLDe je dF dopmanHo anjyHroBaHum omeparop. Kako cy koe¢u-
ujeHTn y3 cabupke mpBor (To jecT HajBumier) pema y omeparopy dF, kiace
najumame C', mcto Basku u 3a omepatop dF* (sumetu Jlemy 3.1.8 y [69]), ma
U3 eJUOTUYKEe PeryJapHOCTH CJIemu na je X, kmace WL 3a cpako t > 0.
OBpme mon eIUOTUYKOM peryJapHomhy moapa3dymeBamo ciaenehe: ako je D
eUNTUYKN omepaTop mpBor pexa ca (! xoepummjeHTHMa 1 ako je 7 caabo
pememe jemaumae Dn = f, rme je f € WHFP, rana je n € WhHP 3a k < .8

360r Tora je x, U HempekuaHo, na je dFFy, = 0. Kako je x, € W*? u

0= DF,DF;x, = Ax, + oneparop HIXer pena,
u3 Teopeme 31 cienu na, ako je x, jeaHAKO HYJU Ha HEKOM OTBOPEHOM CKYIY,
Tana je x, = 0.

Cryn
U := {z eD

) 20
je oTBOpeH m HempasaH. Hawmme, ako mpermocrasumo ga je U = (), Tana je
u|g, = const, a uly, mpencraBma XaMUITOHOB IyT Ca KPajeBUMa Ha HyJTOM
ceueny 3a Xamunrornujan H;. Mamom neprypbamujom dynurnuja H;, ogHOCHO
noma Xy, moskemo moctuhu na samu Crit Ay, N Crit Ay, = (), 3a i # j, Tako
na nobujamo U # (). Tlosehamem 7 (koje yuectByje y W'), ako je morpeGHO,
NOCTUZKEMO & (YHKIU]a % Oyne menpernaHa, na je U u OTBOpPEH.
Hokaxumo na ce y,(z0) amynmupa Ha ckymy U. Ako mpermocTtaBuMoO na je

Xu(20) # 0, 3a HEKO 2y € U, Tana MoxkeMO na mzabepeMo TakBO (j 3a KOje BasKu

<Xu(20)a Co (JZ—Z(Z()))> £0.

N3bopom moromne ¢yHKIUje ca HOCAYEM Yy MOBOJLHO MAJIO] OKOJIMHU TadKe

u(zp), moxemo Hahm ( 3a koje Basku ((u(zp)) = {p u 3a KOje u3pa3

I e (22}

8Bugern u [44].
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HUje jemHak Hyau. Tume mobujaMo KOHTpaIMKNUjy ca yciaoBoMm (3.2.12), ma
3akmpyuyjeMo na je .|y = 0, na uz Teopeme 31 caemu na je y, = 0.
3akpydyjeMo na je mpeciaukaBame dF je cypjekTuBHO, ma je F TpaHCBep-
3aJIHO Ha HYJATO ceuewme. OmaBme cienu mpBU Kopak y mokasy Teopeme 25 —
CKyn Z je riaaTka OeCKOHAUYHOAMMEH3MOHA baHaxoBa MHOTOCTPYKOCT.
Hexka je

Tlz: 2 — (U™ x T

Beh moMeHyTa mpojeknuja Ha ApyTre aBe KOMIOoHeHTe. TaHreHTHU MPOCTOP

)Z

T((’Ylu~~~’7m+k7u)7ﬁ‘]
cactoju ce on BeKTopa (&1, .., Emiks Euy P1y - - Pk, () TAKBUX Ia je

dﬂ(£J)+VQOJ:0, jzl,...,m—i—k,
ou (3.2.13)
dF, (&, J— | =0.
€ +¢(I5)
NsBon dm mpojekmuje m je Takobe mpojernuja Ha Apyre aBe KOMIIOHEHTE
(u3ameby TaHreHTHUX TpOCTOPA):
dr : TZ =T (U)™* x J") =TU)™™* xTJ',

(3.2.14)
dm : (él? s 7€m+k7€'m§017 R 7S0m+k7<-) — (9017 .. '790m+k7<->'

[Tocaenmu kopak y moka3y Teopeme 25 caemuhe u3 caenehe meme.

Jlema 32. Onepamop dm ((fyl, Yk, W) f, J> je Ppedroamos. Hbezos Ppedron-

Mo undexc je jednar Ppedrosomosom undekcy onepamopa dF (Y1, ... Ymik, ).

—

Joxasz: Kopuctuhemo u o3zmake & u @ 3a omrosapajyhe (m + k)—rtopre ma

oucmo ckpatuau 3amuc. V3 mcror passora, m3ocraBibahemMo uMHIEKCE KOjU
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03HAYaBAjy TAUKY <(fyl,...7m+k,u),ﬁj>. N3 (3.2.13) u (3.2.14) mmamo:

— —

Ker(dr) ={<s, 5.0) € W' (p, B) x TWUY™* x T |

(3,¢) =0, dF(€) = — <Vg5,§ (J%)) } -

{(E, 0,0) | dF(€) = o} >~ Ker(dF),
na je jesrpo omeparopa dm KoHauHe aumensuje u Bazxku dim Ker(dm) =
dim Ker(dF).

Hexka je (B, (,) au3 y Im(dr) xoju xomseprupa (y npoctopy T(U)"™ T xTJ")
ka Bexkropy (F,(). U3 romomoruje npocropa T(U)™™ x TJ' caenn na u uu3
BEKTOpAa (Vgﬁn,cn (J%)) KOHBEPIUpPa Ka BEKTOPY (VgB,C (J%)), na, n3 (3.2.13)
u 3aTBOpenoctu ckyna Im(dF), cnemu na u (F, () npunana ckymy Im(dr).

Koje3rpo npeciankaBama dm je m130MOPHHO KOje3rpy npeciankaBama dF. 3a-

ucra, 3a [(F, ()] € Coker(dn), nepunummmo:

L:[(30)] — Kvm (J%))} € Coker(dF).

N3 ycaosa (3.2.13) u cypjeKTMBHOCTM TpeciaukaBama dF, Jako ciaemd na
je mpecaukaBame L nobpo medpunmcano m m3omopduszam. 3060r Tora je u
dim Coker(dr) = dim Coker(dF).

3akmpydyjeMo na je mpeciaukaBame m PpenxonmMoBo, ca PpenxoaMoBuM MH-
nexcoM jemHakuM PpenxosMOBOM MHIEKCY MpeciaukaBama dF’. ]

N3 nokaza Jleme 32 cimenu ma je omepaTop dm CypjeKTUBaH aKO U CaMO aKoO
je omeparop dF cypjerruBan. Ako J HHMje BPETHOCT UpOjeKuuje 7, Taga HU
3a jemHo (Y1, - - -, Vmik, ), OOjEKAT ((71, e Yk, U, f. J> He Tpurana CKymy Z.

OmaBne caemu na je CKym
{(J, F) € T x U™ | dF je cypjerumja 3a cBako (('yl, e Y ), S J> € Z}

YIPABO CKYI peryJjapHUX BPEIHOCTU Npojeknuje dm (mpu yemy je peryiaapHa

BPENHOCT ¥ OHa Tauka Koja Huje Bpemuoct). Omasne, uz Capn—Cwmejnose
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teopeme u Jleme 32 ciaemu ma 3a ckopo cBako J € J!, fe U™ oneparop dF

CypjexkTuBaH, omakje cienu moka3 Teopeme 25.

Hanmomena 33. Y IlormaBmy 2.3 cmo mocmarpanm omeparope F' umju cy
MOMEHH W KomoMeHu ommau Xunbeprosu mpoctopu W2 u L?, nok cMmo y oBom
HOrIaB/EY IocMaTpaau mpoctope WL u L7, 3a r > 2. Haume, omepaTopu koju
cy 3a HaC ox mHTEepeca cy obmuka (3.2.7), omHocuo (2.3.3), a onu cy mobpo
nmedurncaru Ha mpoctopuma WP ca BpemmoctmMa y LP 3a cse p > 1. Ilpm
ToMe, PpenaxosMOBM MHAEKCU OBUX Oll€paTOpa HE 3aBUCE OJ AJOMEHA U KOIOM-
eHa, To ject on r. Hamme, m3 cranmapIHux TeopeMa O PEryJapHOCTU pPelle-
wa neprypboBanux Komwu—Pumanosux jemnauumna (Bumertwu, Ha npumep, [44])
ciaenu na cy Ta pemema riartka, na dim Ker(F') He 3aBucu ox mpocTropa Ha KOM
ce 3amaje (kaarox je Ha ToM mpoctopy F mobpo medwmuucan). CamyHo Basku
u 3a Koje3rpo. Axo ca F* o3zmaummo omroeapajyhum (popMasHO amjyHTOBAHU
omepaTop, Takas ga je (F*u,v) = (u, Fv) 3a u,v € C§°, Tana ce MOxKe NOKA3ATU
(Bumeru, Ha mpumep [69]) na je u F* ucror tuna (o6auka d y ciIyydajy IMCKOBA,
OIHOCHO d% + omepaTop HUKEr pena y ciaydajy Tpajekropuja), ma ce F* mpo-
nyxasa Ha ckyn W kao u ma je Coker(F) = Ker(F*). Ognarie, TOHOBO 3ax-
BaJbyjyhu peryjgapHOCTH 3aKbydyjeMO Oa HU IUMEH3Uja KOje3rpa He 3aBUCU
omT.

Kako je sromauje pamutu y Xunbeprosum npocropuma WhH? u L2, v hemo
TAKO MOCTYNUTHU KA rof je To Moryhe. Y ciydajy mpocTopa TpaaujeHTHUX
TpajekTopuja, Kama je OUMeH3uja JOMeHa jemHaka 1, moryhe je m3BecTu mesry
AHAJUTUYKY MTOCTABKY, VKBYUY]jyNU KOHBEPreHIIN]Y, JeM/benhe U OPUjeHTAIIA]Y

y mpoctopuma W12 u L?, jep Cobomesmese TeopeMe o6e3bebyjy ma cy kpuse
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kinace W12 menpekmmme. Mnak, rama je muMeH3uja IOMeHa jemHaKa 2, aKo
HaM je moTpebHa HENPEKUIHOCT MpPEeCrKaBamba Koja mocMarpamo, mopahemo
na mpeTrnocTaBuMoO na je r > 2. Haume, y KOHCTPYKIMjU TPOCTOPA KOMOUHO-
BaHUX O0OjekaTa, KOPUCTUMO eBaJjyanujy ev. M3pa3 u — u (0, %) HEMa, alrpuopu
cMuciaa Ha npoctopuma obauka L? (mmu W?2). Axo je r > 2, Tana cy enementu
npocropa W mempexknnna mpeciukaBama, 3axBasyjyhu CobomeBimeBoj Teo-
pemu o yramamy. Ocum Tora, 3a IPpUMEHY CBOjCTBA €JIUNTUYKE PEryIapHOCTU

pemema (Koje 4ecTo KOPUCTUMO) IMOTPEBHO je ma Basku 1 > 2. %

3.3 JIuMeH3uje MHOrOCTPYKOCTU IIPEC/IMKABaMha

JluMensunjy MHOTOCTPYKOCTH MR(ﬁ,j?,g;ﬁ,J) MOYKEMO Jla U3PadyHAMO KO-
pucrehu Besy mameby mmnerca PpenxonmoBux omeparopa marty y (3.2.11).
Nunekc oneparopa dF, je jennak n, rae je n = dim M (Bugeru, va npumep [30,
44]). Ha 6mcmo m3pasmiam mHAEKce ocTaaumx PpenxonmoBux omeparopa Fj

noTpeban HaM je ciaemehu mojawm.

Hedununmja 34. Mopcos undexc KDpUTUUHE TaUKe P j€ AUMEH3Uja HEraTUBHOT
COIICTBEHOI MOTIPOCTOpPa OmamHeapHe (opMe Apyror m3sona y taudru p. O3-

HaJaBaMo ra ca mg(p). o

Tepbemwe 35. [69] Hnoexcu Ppedroamosur onepamopa dFy u dF_ uz Tephe-

wa 28 ce pavynajy nomohy dopmyae:

Ind(dFy) =n—mg(p), Ind(dF-) = m¢(p).

Cana u3 popmyue (3.2.11) cnemu nokas ciaenehe teopeme.
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Teopema 36. 3a onaj uzbop napamemapa (f, J) 3a xoju je onepamop dF u3 jedna-

— —
wune (3.2.9) cypjexkmusan, dumenszuja mrozocmpyrocmu Mg(p, f,g; H,J) jednaka

je
m m+k
S5 =
dim Mgr(p, f,g; H,J) = mej(pj) - Z my, (p;) + (1 —m)n.
j=1 j=m+1
Joxa3s:

m—+k
dim M(5, f,9: H,J) =InddF = ¥ Ind(dF;) + Ind(dF,) — (m + k)n =

Jj=1

m m—+k
domyp) = D mpp) +(1—mn. O
i=1 j=ml

Y majmeM wu3ydaBamy MHOrOCTpykoctu Mpg(p, f, g; ﬁ, J) cperahemo ce
ca joIml HEKMM TUIOBUMAa MOIYJICKUX mpocrtopa. IlpBa je MHOTOCTPYKOCT
,IaHTamgoHa”’ nmomohy koje ce y ®iopoBoj xomosoruju Mory neuHICATA KOXO-
MoJIOomEN npou3Boau. OBy MHOTOCTPYKOCT UMHE NPECIUKABAHKA Me(PUHICAHA
na nospmu Y (Cauka 3.1 ma crpanu 41) Koja UMajy 3a KOJZOMEH KOTAHTE€HTHO
paciojeme T* M, ca rpaHUIIOM Ha HYJTOM CEUEHY U KOja Cy pellema nepTypoo-
Bane Komn-Pumanose jemnaumne. IIpemusnnje, nera cy Hj, 3a j =1,...,m+k,
ryiaTk XaMUJITOHU]aHU ca KOMIAKTHUM HocauyuMa Ha 1™ M u x; oarosapajyhn
XaMUJITOHOBU MMyTEBU Ca MOYETKOM 1 KpajeM Ha HYJITOM CeYemY. Y BEIUMO O3-
HaKY

Ti= (21, .., Tmak)

ﬁ
u peduaummMmo ckyn M(Z, H,J) Kao cKyn pemema jenIHadunHe

(

w:x— 1M,
%§+J@%—XQWQW)ZQuwzu0@,j:L“wm+k,
[% + J(%)]zo =0,

u(0X) C Oy,

uj(—o0,t) =z;(t), j=1,...,m,

uj(4o0,t) =x;(t), j=m+1,... m+k.

(3.3.1)
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Hexa py(z) osmauasa Macaosmes unnekc? XaMUITOHOBOT TyTa T KOjU OMATO-
Bapa Xamuiatony H. dPopmyina 3a mdpadyyHaBame OUMEH3UjE€ CKYyIla pememna

npeTxonHe jemHauwmHe nata je y ciaenehem TBphemy.

Tepbemwe 37. [69] 3a zenepuuru uzbop ckopo xomnaekxcrwe cmpykmype J, ckyn

%
M(Z, H,J) je enamxa mrozocmpyrkocm Jumenzuje

dim M(Z, ﬁ, J)=n— Xm: <—,qu(xj) + g) - mi‘f <qu(xj) + g) :

j=1 j=m+1

3a maty MopcoBy ¢yHENUjY f, HeHy KPUTUYHY TAdKy P, XAMUAJITOHUjAH

H ca roMmakTHUM HOCAYEM U HErOB XAaMWJITOHOB MyT & Ca KpajeBUMa Ha
Own, ca Mg, (z, H, J;p, f, g) o3HAuaBaMO CKyn objekara KOjU Cy CaCTaBJbEHU O
jenHor mepTypOOBaHOI XOJOMOP(HOI AMCKA Ca I'PAHUIIOM HA HYJITOM CEYEHY
U jenHe TPaaujeHTHE TPajeKTOPUje, TAKO Aa XOJIOMOPGHU OUCK ,,[I0Ja3u U3
XaMUITOHOBOT TyTa &, a T'PaAWjeHTHA TpajeTopuja ,3aBpimaBa’ y TAYKA P.

[Ipeunsuuje, Mg, (x, H, J;p, f,g) je ckyn pemema jeqnadnHe:

( v :[0,400) = M, wu:(—00,0] x[0,1] = T*M,
&==VI((s),

5 + (G5 = Xppu(u)) =0,
u(s,0),u(s,1),u(0,t) € Oy,

v(+00) = p,u(—o0,t) = x(t),

[ 7(0) =u(0,5).

Ospne je ﬁRo(‘g) = PRO(_S); a

(3.3.2)

0, se [0, Ro]
PR (S) =
1, se [R0+1,+OO)
Cawnuno, ca Mg, (p, f,g;x, H,J) 03HAUMMO CKyI mapoBa KOI KOJUX je Tpajek-

TOpUja Ha MPBOM, & OUCK Ha APYTOM MECTY, TO JeCT, CKyN peIlema jeTHa-

ynnue (2.1.9).

QBI/IJIGTI/I ITornasme 2.3.
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Tepbeme 38. [36, T5] 3a zemepuuwu usbop Mopcose pynkuyuje f u cropo
Komnaexcue cmpykmype J, ckynosu Mg, (p, f,g; 2, H, J) uw Mg, (z, H, J;p, f,9) cy

2aamKe MHO20CMPYKOCTU QUMEHIUJA:

dimMRO(p, f’g;:ﬂ, H, J) = mf(p) - (MH(IF) + g) )

. n
dim Mg, (z, H, J;p, f,9) = pu(z) + 5 ms(p).

Oszmaunmo ca M(p,q, f,g) ckyn pemema (2.1.2), a ca M(x,y, H,J) cryn
pemema jemmauune (2.1.7). 3a remepuure m3bope, OBU CKYIIOBU Cy TJIATKE

MHOTOCTPYKOCTH, X TO NPBU AVMEH3U]e
dim M(p, g, f,9) = my(p) — ms(q),
(Bumetu, Ha mpumep, [69]), a apyru aumensuje
dim M(x,y, H,J) = pp(x) — pu(y)
(Bumetu [56, 19]). I'pyma R mejcTByje HA OBUM CKymOBMMA Ca
(v, 1) =+, (1) = u(r+-).

Konuunmuke ckymose (Koju ycTBapu NMpencTaBibajy MHOTOCTPYKOCT TParoBa,

OIHOCHO CJIMKA, OAroBapajyhux mpecinkaBama) o3Haunhiemo ca
M(p,q. f,9) = M(p,q. f.9)/R,  Mlz,y,H,J):= M(z,y, H,J)/R.

buxoBa mumensuja je, HapaBHO, 3a jegaH Mama O AUMEH3Uje MHOTOCTDPY-

xoctt M(p,q, f,9) u M(z,y,H,J).

—)
Hamomena 39. Esemenrte ckymosa M(p,q, f,q9), M(z,y,H,J), M(Z, H,J) n
YOTIITE, TPECIUKABAKha UYMW je JTOMEH MHOTOCTPYKOCT KOHCTAHTHE NTUMEH3Uje

(1 mun 2) HA3UBAMO 00jeKmuma jedurcmaeeroe mund. &



I'VIABA 4

KOMITAKTUS®UKAIINIA
MHOI'OCTPYKOCTU M

4.1 TIlIpersnen pe3yarara oBe rjaBe

OBa rmaBa je mocBeheHa oOmmcy TOIOJIOUIKE I'DAHUIE MHOIOCTPYKOCTU KOM-
OMHOBAHUX pellelma. KRao m y ciaydajy HEKOMOMHOBAHUX peIlema, OBE MHO-
FOCTPYKOCTU HUCY 3aTBOpeHe (TO jecT, KOMIAKTHe U 0e3 IpaHule), OCUM Yy

muMensuju myna. OHe HUCY HM MHOTOCTPYKOCTH ca TpaHMIOM.

MebyTum,
IBUXOBA TOMOJONIKA IpaHuina (OZHOCHO, TAUKe HATOMUWJIABAKA KOje He IIPU-
nazajy caMmoj MHOTOCTPYKOCTH) je HOCTa IPABUIIAH CKYI, HAUME, OHA je Cac-
TaBJ/bEHA O] YHUjA MHOTNOCTPYKOCTU HWKUX auMeH3uja. OBe MHOTOCTPYKOCTH
KOje UMHe TPAHUIy CY WU WUCTOT TUMA KOjer je W MoJa3Ha MHOTOCTPYKOCT,
WM TIPUMAAAjy HEKOM O APYTUX MOIYJCKUAX IIPOCTOPa KOjuMa ce oBiae OaB-
MO (KOMOMHOBAHOT MM HeKOMOuHOBaHOr Tuma). Jloka3 oBe UMEE€HUIE BPINN
ce y IBa cMepa: IOKa3yje ce ma cy pyOHE Tauke MHOTOCTPYKOCTHU KOjy IMOC-
MaTpaMmo MOAKCYI IOMeHyTe yuuje (,pacnagame”’), u oOpaTHO — JOKa3yje ce
1a je CBAKM €JIEMEHT MOMEHyTe YHUje pyOHa Tauyka HEKe KOMIOHEHTE IOJIA3He
MHOTOCTPYKOCTH (,,JIenibeme” ).

OcuM MHOTOCTPYKOCTH ./\/lR(ﬁ,f,g;ﬁ,J) nepurucane y (3.1.3), mocma-

TpahieMo m ¢amMuiInjy MHOOCTPYKOCTU MR(ﬁ,ﬁg;ﬁ,J), nmapaMeTpU30BaHY

ITo jecT, BUXOBA TPAHUIlA HUje MHOTOCTPYKOCT AMMEH3Uje 3a jeJaH Mame O] IMOJIa3He.
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nmapamerpoM R, kKoja je m cama MHOrocrpykocT. Ilpenmsuuje, ¢urcupajmo

Ry > 0, yBemumo ckpaheny o3uaky 7 := (V1,. .., Ymik) U AeOUHAIIIMO
R — o 5 R —
M(R;p, fog: H,J) = {(R,%U) | R > R, (7,u) € Mg(p, [, 9; H,J)}-

CianuHO Kao y ciiyyajy CKyma MR(ﬁﬁg;ﬁ, J), MOo:ke ce HmOKa3aTu na je, 3a
remepuuke mzbope, M(R;ﬁ,f,g;ﬁ, J) riaTka MHOTOCTPYKOCT YMja je NUMEH-
3uja 3a jeman Beha om muMeH3Mje MHOIOCTPYKOCTH MR(ﬁ,ﬁg; ﬁ, J). Tonce-
TUMO ce na cMo o3uaky M(p,q, f,g) KOpUCTUIN 38 CKYI IPAAUJEHTHUX TPAjeK-
TOpHja KOje clajajy KPpUTWYHE TadKe P U ¢, TO jeCT, 3a CKYI pellema jeqHa-
upne (2.1.2). Osmaky M(z,y, H,J) cMO kopucTuiIm 3a CKyn mepTypOoBaHUX
XOJIOMOP(HUX AMCKOBa ca KpajeBUMa Ha HYJTOM Cedeny, KOjU cliajajy IyTeBe

o~

T ¥y, TO jecT, 3a CKyn pemema jemnnauumse (2.1.6); M(p,q, f,g9) 3a romuu-
Huuky ckyn M(p,q, f,9)/R; M\(x,y, H,J) 3a M(z,y,H,J)/R. Cgkynose KOM-
OuHOBaHUX OOjekaTa KOjU Ce cacToje On jenHe TPpajeKTOpUuje M jemAHOT IUCKA
(To ject, ckymose pemema jemnauuua (2.1.9) u (3.3.2)) o3mauaBaiau cMO ca
Mg, (p, f,9;2,H,J) u Mg,(x,H, J;p, f,g). CumGoxn M(f,ﬁ,J) O3HAYaBa CKyI
dnopoBux ,,mantasona’, OMHOCHO, CKyI pememna jenHauuse (3.3.1).

['nmaBHu pe3ynarat oBe riaBe popMyIncaH je y ciaenehum aseMa TeopeMaMma.

- =
Teopema 40. Tonoaowry eparuyy mruozocmpyrkocmu Mg(p, f,g; H,J) wune ceu
objexmu uzsommenoz muna (eudemu Cauky 4.1)

(A1, Ay Ay B, sty -+ ot
20e cy
Aj € /T/l\(pj,pjl-,fj,g) X /T/l\(pjl-,p?,fj,g) X ... X /T/l\(p?jfl,p?j,fj,g), 3aj=1,...m,
B e Mg ((p(lllw"?pgnman-i-la e ,Qm+k)af;9§ﬁw]> ;
C; e M\(qj,q},fj,g) X ... X M\(q?j,pj,fj,g), 3aj=m+1,...m+k.
Teopema 40 HaM ToBOpM [da Ce IpaHUIA MHOTOCTPYKOCTU MR(ﬁ,ﬁg;ﬁ,J)

MOKe MIOEHTU(PUKOBATU Ca M3JIOMJbEHNM OODjeKTVMMAa, U TO TAKBUM KOJX KOjUX

Cy M3JOMJbEeHE caMO I'palfujeHTHE TPajeKTOpuje.
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5J7H’LL: 0

V2R 41 len+1
D1 Pm+1

Cnuxka 4.1: Esement rpanune OMEg(p, f, g; ﬁ, J)

x|

Teopema 41. Tonoaowry 2panuy

<

MHOZOCTIPYKOCTIU M(R,p, f, g; H,J) Hune ceu

— —

,C,D,E,F,G), (P.Q.T) u(P,QnT), 20¢

w1

0bjexMU UBALOMDHEHOZ MUNG (Z,
cyY, Y NPBOM CAYWAJY:

- (A17 N 7Am)7

— (Em+1, ey Em+k)7

SN

'on Ty, a;i—1 a; .
AJGM(pj7p]17fjag)XXM<p]] 7pjj7fjag)7 3a‘j:17"‘m7
Bj € My (0}, fi,9;25, Hy, J), 3aj =1,.

C; E./\/l(xj,xj,]-] J) x ..xM(x?j_l,x?,Hj,J) 3aj=1,...m,

b .0 0 7
DGM((xl,...,xn’{‘,xm+1,...,xm+k) H J),
E; E./\/l(xj,x],H J) x ><./\/l( x5, Hy J)3aj=m+1,...m+k,

F; EMRg(mj,Hj,J;qj,fj,g), 3aj=m+1,...m+k,

'O N/ dj .
Gj € M(Qjaqjl'afjvg) XX M(qj 7pjafj7g>7 3a] :m+1am+k7
y Opyzom:
— —
P=(P,....,Pn), T = To1rrToors)

Pje./\/l(pj,p},fj,g)x...xM(p;j N pY, fi,9), 3ai=1,...m
QEMRO ((pgzmv"wpgmma%’rwrla--'7qm+k)7fag;H>J>7

= T d; .
T; € M(g5,q5, f5,9) % .. x M(q}", pj, fi,9), 3aj =m~+1,...m+Fk

- =
uy mpehem P u T xao u manonpe, a

—

—
QR = (R7Q) S M (RJ (p(lllv"'7pgnm7qm+17"'7Qm+k)7f7g;H7J) .



68

Hedpopmamuo pedeno, rpanuily MHOTOCTPYKOCTU M(R;ﬁ,ﬁg;ﬁ,J) YMHE
00jeKTH ,,cIUYHOT O0JIMKA” , A U3JIOMJHLEHN HA PA3HUM MECTUMAa, U TO, 3a pa3-
JIMKY O IPETXOMHOr ciaydaja (Kalza HICMO UMaJu mapamerap R), IO JIOMJbema
MOKe MONM M KOO TPaaujeHTHUX TpajeKTopuja, W Ha MepTypOOBAHUM XOJO-
MOphHUM nuauHApUYHUM KpajesuMa (Bumetu Conury 4.2). Jlommeme Ha mep-
TypOOoBaHUM (OXO0JIOMOP(YHNM KpajeBuMa HacTaje y ciydajeBuMa Kanga R — oo.
Hawnwme, cBaku HU3 obOjekaTa CBUX MOIYJICKAX IMPOCTOPA KOj€ CIOMUILEMO MMAa
nokasnHo C'°— koueprenran noxuus (Jlema 47), Tako na sommema (TO jecr,

HApyIIaBamba KOBEPreHIuje) Moxke nohu TaMo rpe je TOMeH HEeKOMIAKTaH.

1
D1 Gm+1

Cauxka 4.2: Esement rpanune OM(R;p, f.g: ﬁ, J)

Kao mrTo cmo Beh cmomenynu, mpeTxomHe ABE TeopeMe MOKa3yjy ce y OBa
cMmepa. IIpBu cMmep mpeacTaB/ba OOKa3 Aa CBAKW HU3 Y HEKOM O IBA MOIYJICKa
IPOCTOpa KOja M3ydaBaMO, YKOJIUKO He KOHBEPTUPA y TOMOJOTUjU MHOTOCTPY-
KOCTU, KOHBEPrupa Ka M3JOMJLEHO] Tpajekropuju. Ako ca B 03HAUMMO CKyII

ONMCAHUX U3JIOMJLEHUX O0jeKaTa, U3 MPBOr cMepa HOOMjaMO WHKIIY3Ujy
oM C B.

Osaj cmep he Outu morazam y llormasmy 4.2. Ilpyru cmep je mokas na
K& CBAaKOM IAaTOM M3JIOMJLEHOM OOjeKTy KOHBepIrMpa HeKU Hu3 m3 ckyna M.
OBaj cMep KOpUCTU TEXHUKE Jelmberha u buhe nokazan y [lormasmy 4.3. On

0b6e36ebyje u Apyry uHKIY3U]y

B C oM.
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4.2 KoHBeprenmmja kKa M3JOMJE€HAM TPAjeKTOPHjaMa

Y oBowm morsaBmy mokazahemo mHrIy3ujy OM C B. Jeman Tun KOHBEPreHIA]je
KOMOMHOBaHUX O0jeraTta ka usioMsmenuMm par je y [35]. Tlocmarpahemo msa
cayuaja. IIpBm — rama cy XaMuITOHWjaHU H ¢urcupanu (Teopema 40) —
obpaben je y Ilormasmy 4.2.1, a apyru — Kaga BapupamMo U XaMUJITOHUjaHE

(Teopema 41) — mzyuasamo y [Toraasimy 4.2.2.

4.2.1 KouBeprenmnuja y ciyuajy ¢puUKCUpaHUX XaMUJITOHUjaHA

Y oBoM moriaBiy Ookasyjemo jeman cmep TBpbhewma m3 Teopeme 40. Pamm
jeIHOCTABHOCTU 3allica, MOKa3 NeMO M3BECTU y CIEIUjaJIHOM CIyYajy — Cca
jemHMM ymna3zoMm m m3nazoMm. Jlokaz y ommreMm ciaydajy ce He Pa3iuKyje Ol
oBor kKoju majemo. Heka je m = k = 1. Tana je f: (fi, f2), P = (p,q) m H =
(Hy, Hy). Kopuctuhemo osuary (a,u,(3) 3a emeMeHT CKyTa MR(ﬁ,f,g;ﬁ,J).
AKoO yBemeMo O3HaKy

H(s) := pr(s)Hy + pr(s)Hs
(pyruruja pr mara je y (3.1.2)), Tama je, y oBom cayuajy (a,u,[3) pememe

jemHavmHe:

;

Q- (—O0,0] — M, ((ii_;x:_vfl<a)’

B:[0,+00) — M, B — V5P,

w:Rx[0,1] = T*M, 2“4 J(% — Xg(u)) =0,

(4.2.1)
u(s,0),u(s,1) € Oy,
a(0) = u(—o0,t), B(0) = u(4o00,1t),
| a(—o0) =p, B(+00) = gq.

Y oBom ciyuajy ce TBpbheme ,,0M C B” cBoau Ha

— —
Tepbewe 42. Hexa je (ap, un, Bn) nwuz y Mg(p, f,9; H,J). Tada uau (ap, un, Br)
uma W' —xoneepzenman nodnus uau nocmoje:

o xpumuune mavke p=p°,p', ... p' dynryuje fi,

e xpumuune mauxe ¢°,q', ..., q¢" = q dynxyuje fo,
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e 2padujenmmue mpajexmopuje o € M(p', p’tt fi,9), j=0,1,...,1—1,

e 2padujenmmue mpajexmopuje 3 € M(¢, ¢, f2,9), j=0,1,... k-1,
10y 7 . I

b (a7u76) 6'A/lR ((p » q ))f)g;HaJ>7

o nuszoeu {t/}°°, 30 j=0,1,...,0—1,{s2}>°,, 30 j=0,1,....k—1, y R,

® 1n00HU3 (03HAUUMO 20 NOH0BO €A (Qy, Uy, B)) NOAG3HOZ HU3G,

maxeu 0a 8ancu (03HaKa (Ctpy, Uy, Bn) € 00HOCU KA NOOHU3):

COO

loc

Ioa,(-+t) = o, j=0,1,...,1—1;

COO

loc

2. ﬁn(—i-S%):;ﬁj, J=0,1,... k=1;

oo
loc

3. (o, Un, Bn) = (@, u, B);

4. 1<l+k< mfl(p) _mf2<Q)'

Hamomena 43. Moke ma ce mecu na k wiaum | Oyne jeHAKO HYJW, OQHOCHO 18
ce HU3 ,pacnamHe’ Ha caMO jJeIHOM MECTY. &

OBakBa KOHBepreHIMja Ka M3JIOMJBEHUM OOjeKTMMa ce HeKa Ha3WuBa, CAGOOM
. . w
WA 2€0MEMPUJCKOM KOHBEPEreHIMjoM U O3HauvaBa ca —. Jlokaz hemo

u3BecTtu u3 ciaenehe Tpu aeme.

Jlema 44. Ilocmoju konemarma c¢o > 0 maxea da je ||ul|co < ¢o 3a cearo u maxeo
- —
da (0, u, B) npunada cryny Ma(5, f.g; H, J).

Zloxaz: Kako je mHOrocrpykoct M koMmmakTHa, Ouhe MOBOJLHO mOa MOKaKEMO
na je ||pu(s,t)|| orpanuuena, rue je p,(s,t) KOMIOHEHTa Iy:K BJIAKHA MPECIIUKA-
Bama u(s,t), omaocHo, u(s,t) = (qu(s,t),pu(s,t)), 3a (a,u, ) € Mg(B, f,g; ﬁ, J).
Osze je || - || mopma ma BaakHMMa paciaojema T*M kojy medpuuumemo momohy
MeTpuke g Ha M m Beh momeHyTe MAeHTU(UKALMje TAHI€HTHOT M KOTAHT€HTHOT
paciojema (mare y Tauku 3) Ha cTpanu 49). 3a qoka3 OBe UMbEHUIE HOTPEOHO

je ma yBememo ciaenehe mojmose.
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Hedbunaunuja 45. [16] Heka je A opujeHTHCAHA XUMEPHOBPII Y CKOPO KOM-
nnekcHoj mHorocrpykoctu (V,J) m (, MakcuMmananu J—HUHBapUjaTHU IOTIPOC-
top npocropa T,A. Tanma ce A maszusa J—Kon8exkcHoM aKO 3a HEKy l-¢popmy
o TakBy nma je ¢ = Ker(p) Baxu do(X, JX) > 0, 3a cBako X € (, pa3nuauTo of
HYyJI€. o

[Ipumep J—xrouBekcHe xunepnoBmm y 1™ M kKoju je 3a HAC OI BaKHOCTU je

A= {(q.p) € T"M | ||p|ly = 1},

rae je || - || Beh momenyra HOpMa Ha BrakHMMA, a J = Jy CKOPO KOMILIEKCHA

CTpPYKTypa omucana Ha ctpanu 49. Hanmwme:

TgnA ={X =(X1,Xp) e TT"M =ZTM ®V | (X3,p)y =0}, a
(=T AN JoT(gpA ={(X1,X2) €ETM &V | (Xo,p)y = 0,(JoX1,p) = 0}.

Kako je, 3axBamyhu cBojcTBy 3) CKOPO KOMILIIEKCHE cTpYKType Jo (cTpana 49)

u nedpurUTAjU Gopme? 6:
<<]0X17p>g = <—J0P7 X1>g = Jo(—Jop)(X1) = p(X1) = Q(q,p)(X17X2)7

To je ¢ = Ker(—0).
Hoxkasz yaudpopmue C'— orpanmyenoctu caemuhie U3 HapemHe JeMe, Koja je

jemua remepaJsuzanuja Ilpuanuna MakcuMmyma MOMTYJIA.

Jlema 46. [43, 48] Hexa je D jedunuunu duck y C, w: D — V J—zosomopgro
npecauxasawe, u A C'V J—ronsexcna runepnoepw. Tada u(D) wuje manzenmmo
na Ay ynympawmnoj mawky u(D).

Jloxas: Mpernocrasumo na je A = f~1(0), 3a merko npecaurasame f : V — R,
3a koje je 0 € R perynapua Bpemuoct. IIpermocraBumo na He Basku TBpDe-
we Jleme, 1o jecr, je meka u(D) Tamrentno ma A y rauku u(z), rae je z €
D ymyrpamma Tauka. Kako je u J— xonxomop¢ro, u ( J—uHBapujaHTaH U
MaKCUMaJaH IOTIPOCTOP, TO je Uy (1.D) C (y). Horxazahemo na je fou:D —

R cyGxapMoHUjCKa (GYHKINMja y HEKO] OKOJUHU 2, WM E€KBUBAJEHTHO TOMe,>

20sae je 0 xanoncka Jluysumosa dpopma ma T*M (me¢uuucana ma crpanu 20).
30 exBUBACHIU|N OBUX NCQUHULM]A BIIETH Y [16].
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na je 2-gpopma di*d(f o u) MO3UTUBHO mePUHUTHA y HEKO] OKOJUHU Z, TAe je
* . T*D — T*D onepaTop KOHjyroBaH OIlepaTOpPy MHO:kKema ca i Ha 1'D. Ako
jeY €(, ouna jeu JY € (, na je J*df(Y) =df(JY) =0, omnocuo, popma J*df
ce anynupa Ha ( = Ker(p) NTA. OnmaBme 3akbyuyjeMo na mocroje (QyHKIUje

AoV — R TakBe ma Baku
S df|a = pola + Adf|a.
Hawnwme, 3a Q = (¢,p) € A Bakn
ToV =ThA® Ag = ((o © Bg) @ Ag,
rae cy npocropu Ag u Bg mumensuje jeman. Kako je

dflcgene = Pleg = T dflcg =0 1 dffa, #0, pla, # 0,
o cy pu(Q) u A(Q)) pemema cucreMa jenHaunmHA
JHdfo(X) = p(@)pe(X)
St dfo(Y) = m(@)pe(Y) + AMQ)dfo(Y),

rone cy X € Bg, Y € Ap npousBossHEH He-HyJa BeKropu (cucreM je noOpo
nedunucan jep cy J*df, p, df numeapue). PyHKIMja [ je CTAJHOT 3HAKA, jep
He Moxe Outm J*df = Adf mm y jemmoj taukm m3 A, Taro ma mMomemo Oa

npernoctaBuMo aa je > 0. Onasne je

a Kako je, 30or xosomopdHOCTH U, ¢ u* = u*J*, Ouhe:

di*d(f ou) = w*dJ df = u*(udo) = (udo)u.

4Axo mpernocrasumo ma je J*df(Q) = Mf(Q) 3a mexo Q € A, Tama je df(Q)(Y — AJY) =0 3a
cearko Y € ToV. Bekrop JY je oproromanan Ha Y, ma, 3a cBako A, moctoju 6a3a mpocropa TV kojy
uune Bekropu obimka Y — AJY (ako jemmy Gasy mpoctopa TV uume Bekropu X1, ..., Xo,, onma je
crym { X1 — AJ X4, ..., Xop — AJ X2, } Tarobe 6a3za). Omarae sakmyayjemo ma je df (Q) = 0, mro je y
KOHTPAIUKIN]A Ca TPETHOCTABKOM O PeryJapHOCTU HyJe Kao BpemHoCTU (pyHKnuje f.
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y Tauky u(z). Omasne Bumumo na je popma di*d(fou) mo3nuTuBHO nepuHUTHA Y
Tauku 2, jep je u(1.D) € Cuy u do(X, JX) >0, 38 X € (u), & dyHEDHUjA 1 TO-
sutuBHA. V3 HEenperumuocTU popMe dp cienm na je OHA NO3UTUBHO Ne(OUHUTHA
U y HEKO] OKOJIMHU TadKe 2. 3akpydyjeMo na je ¢pyurnumja f owu cybxapMOHU-
jcka, u, ako 6u u(D) 6uno TanrentHo Ha A y Taurum u(z), oHga 6u QyHKIAjA
fou moctusasa cBOj MAKCUMYM (UM MUHUMYM) YV Z, & TO je y KOHTDAAUKIV]U
ca IlpuHIUTOM MaKCHMyMa MOMIYyJa 3a cybxapMmoHuMjcke ¢ymrmuje.’ Ilakie, z
HE MOKe OUTHU YHYTpAIImha TAUKA. ]

Cana moskeMo na HactaBuMoO ca nokaszoMm Jleme 44. Axko je u nmpeciaukaBame

nedpurrcano jeqaaunaoM (4.2.1), oHma ce MakCUMyM py; GYHKIUje
Ipull : R x [0,1] — RF

MOCTIKE y YHYTPAIIKO0j Tadku 2o ckyma R x [0,1], 6ynyhu na je y pyGamM
taukama |p,|| = 0. Hera je K womnakr Bam kxojer je® J = .J;. Ban ckyma K U
supp H je mpecimkasame u Jy— xosoMop¢HO, u ako je u(z) € (KU supp ﬁ)c, Ta-
Ila mocToju oKosuHa U, D 2, caap&aHa y u ! ((K U supp I;T)C> Ha K0JOj je u Jo—
xosoMop¢uO. Aro mpermocraBuMo na je u(zg) € (K Usupp f[)c, 3aKJbYyUdyjeMO
na u(U,,) ranrentno Ha xunepnospin {(¢,p) € T*M | ||p|| = pm} woja je Jo—
KOHBEKCHA, mTO je y koHTpamuknuju ca Jlemom 46. Omatie je u(zp) € K U
supp H, a kako je ckyn K Usupp H orpanuden, uMamo py; < ¢, Toe KOHCTAHTA
Co HE 3aBUCHU O U. L]

— —
JIema 47. Ceaxu wuz y Mg(p, f,g; H,J) uma noonus xoju koneepeupa 3ajedro ca
COUM CBOJUM U3B00UMA YHUPOPMHO HA KOMNAKMHUM CKYNOBUMA.

- —

Jloxas: Heka je (o, u,b,) npoussoman uu3 y Mg(p, f,g9; H,J). Kako je muO-
rocTpykoct M KOMIAKTHA, TO je HU3 YHUMOPMHO «a,(S) OrpaHUYEH U 1O N
u mo s. OcuMm TOra, HU3 (, je EKBUHENPEKUIAH jep Cy CBa MPECJIUKaABAHA

«, (meratuwBHe) rpanujeHTHe Tpajekropuje ucre ¢yHrmumje. I[lpenusnuje, us

SBunern [63] 3a oBaj cayuaj IIpuHnuna MakcuMyMa MOLYJIA.
S oBme je Jo cKOpo KOMIIEKCHA CTPYKTypa AedpuHucana Ha cTpanu 49.
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Byra-Jlajorumnose Gpopmyne cienu:

Ao (1), an(s2)) < /82 |y (7)|dT < m\//82 i (7)|2dT =

S1

— m\// _a%f(an(T))dT < sy — 51y fmax f — f(p).

36or Tora, m3 Teopeme Apnesne — Ackosmja cienu ma HU3 , UMa KOHBEp-

PEHTAH MOJMHN3 (03HAUMMO r'a IMOHOBO Ca () KOjU KOHBEPrupa yHU(GOPMHO Ha

KOMIIAKTHUM CKyTOoBUMa. [pajeKTopuje «,, Cy pelleme TpaarjeHTHE je THaUHE:
a, = —Vf(a), (4.2.2)

a ¢ysrnuja f je raarka, TakO Oa (v, KOHBEPrUpa 3aj€dHO Ca CBUM CBOjUM
M3BOIMMA HA KOMIAKTHUM MOACKymoBuMa ckyma (—oo,0]. Wcro Baxku u 3a
U3 [3,. MoKeMO UCTOBPEMEHO U3IBOJUTH MOAHU3 HU3A (v, ,) ca IOMEHyTUM
CBOjCTBUMA. 3a TaKO M3BOjEH MOJIHMU3 NapoBa (MOHOBO UCTO O3HAUEH ), OCMA-
TpajMo nomHu3 (Qy, Uy, 3,). Y caenehum npouenama kopuctuheMo yHUGOPMHY
C°— orpannuenoct ¢ynrmuja v : R X [0,1] — T*M nokazamy y Jlemu 44. Y

HaIlleM CIy4dajy U, Cy pellema nepTypboBane Komu—PuManose jemnaunne
Up 2 R X [0,1] = T M, uy,(s,0),u,(s,1) € Oy,

ou, ou,, B
os J( ot _XH(“")) =0,

rne, IONCETUMO C€e, BAKN:

(4.2.3)

0, s € (=00, —R—1JU[-1,1JU[R+1,+00),
H(s,z) =4 Hy(x), sé€[-R,—2],
Hy(z), s€2,R].

Hwus w,, nma yEHUOOPMHO OrpaHUYEHY exepujy:

2

a“” dtds.

3un
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3aucra, ako je G mpou3BomHU XaMUITOHUjAH U U(S, ) TPOU3BOJLHO TPECIUKA-
Bame n3 Geckonaune tpake R x [0,1] y T*M rarxBo nma je v(s,0), v(s,1) € Oy,
u3 Ibyru-Jlajorunose nu KapranoBe ¢popMmyse ce j1akO M3BOIU:

52

Ao(w(52,1)) = Ac(v(sr,0) = [ - Aclv(s, D)ds =

S1

jj{%@@ﬁﬂﬁ)dG(Z> ?i&m@}ﬁ:
l//{ ( C—ﬁ) g%w)—M§CZ)—%§&w%}ﬁ: (4.2.4)
/ Lot 1) (22) - o000 (52 ) st

1 so

//{ (61} v Xg(v,S)) —%(s,v)}dsdt_

0 s1

Y Hamewm ciydajy, Kama je v pememe jenaaunHe (4.2.3), BaKu u

Ag(v(sa, 1)) — Ag(v(sy,t)) = ——E //dH (s,v)dsdt.

Karo je u,(£00,t) = % € Oy, u H(foo,x) = 0, Kaga y ropmy HejeIHAKOCT

3aMEHUMO S| = —00, S9 = 400, H0OUjaMo

0=10—0=Ag(un(+00,1)) = Ag (un(—00, 1)) =

1 400 1 R+2

dH
— —E (un) // (s, up)dsdt = —=FE(uy,) —i—/ / . (s, uy,)dsdt
0 —oo 0 —R-2
OTHOCHO
1 R+2 e
= 2/ E(s,un)dsdt.

0 —R-2
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Kako je H rnartka (yHKOMja ca KOMOAKTHUM HocadeMm (M mo s € R u mo z €
T*M), To je mecHa cTpaHa TPETXOIHE HEjeTHAKOCTU YHUPOPMHO OTPAHUYEHA,
a TUMEe U JIeBa.

Hamomena 48. Ilperxonuno pacybuBame He MO:Ke IHa Ce€ CIPOBEIE y OIIITEM
caydJajy ca m ymna3a m k m3naza, jep Ty HemMaMO OECKOHAYHY TpPaKy W TOK
¢yHEOIMOHAJNA mejcTBa. Y ToMm ciaydajy pacybuBahemo npyrauwmje. C jenme
crpane, u3 CTokcoBe (opmyie u ummeHume na ce Jlmysuaosa dopma’  an-
yJpa Ha HyJITOM CedYeny CJenu:

é/u;‘lw:—é/u;déz—//due— [ wo=o

0XCOn

C mpyre crtpamne:

//uw_// <8un aun) dedi — //<8un aun>dsdt
//<8un 3u”>d3dt—|—//< Jxﬁou>dsdt

[ (2= ff 2

W3pa3 mox mHTErpagoM Ha JieBoj cTpanu jennakoctu (4.2.5) je pasznauuur on
HyJe caMO Ha KOMIAKTHOM CKymy (), jep X g ou mMma koMmmakTan Hocad. Ocum
tora, u3 Romu—IlIBapIiioBe Heje qTHAKOCTH UMAMO

2
// Qi yxgo ddt<//HX o ||2ddt-// Ou
95’ gou sdt < gou s 5
Q Q Q
8un2
SCl// 99
Q

jep je || Xg| orpanmuen, a () xommaxran. Jlokas yHH(POPMHE OrpDaHUIEHOCTH
emepruje he cana caennTu U3 YHUGOPMHE OTPAHUUYECHOCTU M3PAa3a

JI5

na je

2
dsdt. (4.2.5)

dsdt

dsdt,

dsdt.

"Buneru nepuannujy Ha crpanu 20.
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Ila 6bucmo mokaszaau OBy YHU(DOPMHY OTPAHUUEHOCT, O3HAUMMO ca () OTBODEH
CKym, TakaB je () KOMIaKTaH MOJACKYI ckyma » u () C 2. W3 mokanne pery-
napuoctu (Bumeru Jlemy B.4.6 y [44]), cnenn na je, 3a 17 > 2:

[l < e (lunllz@ + 1 Xgllz.@) - (4.2.6)

Heka je A, C Q ckym Ha KOM je H%LS"HQ <1,a B,:=Q\A4,. Nuawmo:

ou,, 2 ou,, 2 ou,, 2
//H s dsdt—//H s det—i_//HE dsdt
Q An B,
. W 4.2.7
g1.m(An)+// Ou dsdt§02+// | (4:2.7)
ds 0s
B, Q
S Co+C (HunHLP(Q) + ||XH||LP(Q)) S Co+C- C3,
jep ¢y u, u Xg orpanmuenu y C° mopmu, a ) koHauHE Mepe. &

[TomTo cy emepruja u C° HOpMa HU3A U, YHUGOPMHO OTPAHUUYCHE, MOKEMO
na mpuMeHuMo I'pomosiseBe pesyiarare (mare y [30]) o IOKaNHOj KOHBEPreH-
nuju. Pamm rommiiernoctu, nahemMo Kparak OMKC TUX pPe3yarara. Y KOJIUKO
je

sup ||duy, ||p~ < 0o
n
Taa je HU3 U, PABHOCTENEHO HenpekumaaH, na u3 Aprera—AckonujeBe Teopeme
caenu OOKa3 OBOI TBphema.
YKOJIWKO TO HUje ciydaj, OHIa ce MOKe JoKa3aTu® na ce oBa yHU(OPMHA

OI'PAHMYEHOCT HapyIIaBa caMO Y KOHAYHO MHOI'O Tadaka, TO JeCT, lla IOCTOju

KOHAUHO MHOTO Tauaka {z',...,z'} u musosa {z}}, -, {z!} Taxux na Bamm
lim 2/ =27, lim ||du,(2))] — 400, j=1,...,1
n—oo n n—oo n

U 1a je y HeKOj oKoJWHHU cBake Tauke w3 YL\{z!,...,z'} mu3 du, ymmdpopmmo

OorpaHudYeH. Y OIITEM CJIydYajy, YKOJUKO ce L[°°— HOpMma OpBUX M3BOAA Y
HEKMM TadkaMa IOMeHa OeckoHauyHo yBehaBa, Mmoske mnohwm mo craenehe mo-

jaBe [30] (Bumerm m [4, 59, 44]): HU3 XOJOMOD(HUX AUCKOBA U, : % — P

8Buneru, na npumep, Cras 3.3 y [66].
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nokanHO yHHU(GOPMHO orpammdene W% HopMme mMa TMOIHW3 KOju KOHBEPrupa
C' nokamHO yHU(DOPMHO ,, 70 HA MexXypoBe’, OMHOCHO, BaH ckyma {z! ... 2!},

Ka HEKOM u : % — P (Bumetu Cnury 4.3).

Ciuxka 4.3: IlojaBa Mexypa Ha IpaHWYHO] XOJIOMOP(YHO] KPUBO]

Ocnum Tora, nocroje xomomopgue xpuse v; : CP* — P, j = 1,...,1, 3a roje

BaiKM:

a) E(u)+ Y E(vj) = lim E(uy);

: n—0o0
J

6) ckynoBu Im(u,) xkomBeprupajy ka Im(u) U JIm(v;);
J

B) ckym Im(u) U(JIm(v;) je moBe3an m kpo3 cBaky Tadky u(z;) IPOJIA3U HEKA

on cepa v;.

HajjemrocTaBHUjU pUMep OBOT (DEHOMEHA je HU3 IpecaukaBama u, : CP! —
CP', u,(2) :== nz. lpecaukaBame u je KOHCTAHTHO, U = 00, U U, KoBeprupa C*
JIOKAJIHO YHU(GOPMHO BaH Tauke z = 0, a y H0j ce jaBma Mexyp, v(z) = z.

Y caydyajy Hm3a XOJOMOP(HUX IUCKOBA ca I'paHUIOM Ha JlarpamxeBuMm
IOAMHOTOCTPYKOCTUMA MOKe AONW M0 mojaBe MeXypoBa HE caMO y ODJIUKY
xosoMoppHUX cepa (WTO je ciayuaj Kama je Tauka y KOjOj ce jaBiba MeXyp

yHyTpamma), Beh u y Buay XOJOMOPOHUX IUCKOBA Ca WUCTUM TDAHUYHIM
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ycnosuma (Bugern Crnury 4.3), ako ce pamu o py6HOj Tauku (Bumeru [58]).
MebyTtuMm y Hamewm cirydajy He HOJa3U [0 MOjaBe MEXYpoBa HU y BUILY XOJIO-
MOpPQHUX chepa HU Yy BUAY XOJIOMOP(PHUX OUCKOBa. XOJIOMODPQHUX chepa HEMA
jep je dopma w ma T*M Tauna, a chepa CP' Ges rpanune, na us CTokcose

(hopMyJie caenn:

5 [ e = [fwe= [ *d(,_// -

cP! cp! dCPl=
OnaBme 3akmbydyjeMo Oa Cy jeaumHa XOJIOMOpP(HA IpecinKaBalmha KOHCTAHTHA.

Hu xonmoMop¢HU IUCKOBY ca IPAHUIIOM Ha HYJTOM CEUYEHY He IOCTOj€e M3 CIIMY-

HUX pasjora. AKO IPETHoCTaBUMO [ je U TaKaB XOJOMODPQHU AUCK, IMaMO:

L[ = ffom [[um= [[ om0 s

ODCOyy

jep je Olo,, = 0.

Ilokasu nutupanux TBphema cy n3BeIeHU, ¥ HABEAEHO] JUTEPATYPHU, 3a HA3
(mepTyp6OBaHUX) XOJIOMOP(HUX AUCKOBA KOJU 3a KONOMEH MMAajy KOMIAKTHY
MHOTOCTPYKOCT. 3aTo HaMm je opae morpebna C° yEmpoOpMHa OrpaHUUEHOCT
nokaszana y Jlemu 44.

N3 nokamae C! xoHBepreHmmwje cienyd ma je W TPAHUYHMA IMCK U Takobhe
JIOKAJHO perrewe jennaune (4.2.3), a U3 eIUNTUYHOCTA OEepaTOpa afﬁ cienu

na je u u kaace C, ]

Jlema 49. Hexa je dam wus (ap,u,3,) € MR(ﬁ,f,g;ﬁ,J). Tada Hu3 u, uma

Koneepzenmarn nodnus koju xoneepzupa y Wh'— nopmu. Axo nwusz (o, un, 5y) C22—

S5 =
xoneepzupa xa (o, u, 3) € Mg(p, f,g; H,J), mada je on u Wb xoneepzenman.

Jokas: Axo je v pememe neprypbosane Komu - Pumanose jennauune (4.2.3),

Taga cy cienehu yciaoBu ekBuBaJeHTHU (3a HOKa3 BUAETH, Ha mpumep [66]):

1) Enmepruja E(v) je koHauHa.
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2) Ilocroje numecn

v(+oo,t) = lim wv(s,t)

s—do0
KOjU MIPEeACTaB/hajy XaMUIJITOHOBE MyTeBe ca KpajeBuma Ha Oy 3a XaMui-
TOHUjaH KOju ydecTByje jennaunuu 0;y = 0. OBu nmuMecu cy yHU(GOPMHNI

o t € [0,1].

3) Ako je jom H (y oronuuu GeckoHauHux KpajeBa) takBo ma je Oy M

¢ (Oy), Tanga mocroje xorcTanTe § > 0 u ¢ > 0 TakBe Ja BaKM

@
0s

< ek (4.2.9)

3a cBe s u t.

Heka je u, momuns u3 Jleme 47 Koju KOHBeprupa JOKaJaHo yHUPOpMHO. [Ipume-
THIMO HAajIpe Aa je JuMecC U HUu3a U, IOHOBO O0jeKaT MCTOr TUMlA: M3 YHU(YOPMHE
Crx. KOHBepreHIUje BUIUMO Ia U 330BoJbaBa neprypbosany Komu-Pumanosy
jemHaurMHYy Ha [EJOM CBOM AOMeHy, ma cy rTauke u(s,0) u u(s,1) ma HysTOM
ceuemy, Ka0 W na u mMa orpanmdeny emeprujy. OmaBme 3akmpydyjemMo na je
u(£o00,t) XamumaronoB myrt ca kpajeBuma Ha Oy 3a Xamwunarouujan H = 0,

OMHOCHO KOHCTaHTaH myT. O3HaYMMO
u(£oo,t) =z € Oy

IlorazxkuMo cama ma u, — U Ha IeJOM CBOM AOMEHY. AKO MPEeTIOCTABUMO Ia
TO HE BajK1, KAKO MMaMO JIOKAJHO YHU(POPMHY KOHBEPIeHIU]y, nocTtoju € > ()
u 3o t, € [0, 1], s, — —oo TakBu ma je

d(un(Sn,tn), ) = tem[gmic} d(up(sp,t),z) > ¢ (4.2.10)

(jep je d(un(sn,t),z) > d(u,(Sn, t), u(sn, t))—d(x,u(s,,t)), a Beauunna d(x, u(s,,t))
TERU HYJIU Kag n — 00). Kako je cimka CBUX NpecaukKaBama U, CaapsKaHa y
KOMIIAKTHOM Ckymy (oBo ciemu n3 C°—yHu(pOpMHE OrpaHUYEHOCTH, TOKa3aHe

y Jlemn 44), To mocToju mOAHNU3 HUBA Y, = Uy (S, t,) (IOHOBO O3HAUEH ca Y,)
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KOjU KOHBeprupa ka HexkoM y. VI3 mejemmakoctu (4.2.10) Bumumo ma je y # x.
Herka cy U u V nucjyakTtHe OrouHe Tavyaka r u y. Hera cy so € Runyg € N
TAKBU 3a CBAKO N > Mg, S < —Sg BaKU Y, € V, T, = u,(—00,t) € U. Kaxko je,
3a N > ny 4 uy(s,,t) € U 3a cBako t (jep uy(s,t) = z,, kKagQ § — —00), TO je
u y, € U, mro je memoryhe, jep UNV = (). Ha ncTu HAUMH pe30HYjeMO U
npyroMm 6eckoHadoMm kpajy (+o00). Omasne 3akibydyjeMo na u, = % Ha [EJIOM
R x [0, 1].
1r

HokaskuMmo caga ga u, — Uu.

[TocmarpajMo HM3 IPBUX M3BOIA

—-R-11 R+1 1 +oo 1

/ |y, ||2dsdt = / /HdunH dsdt + / /Hdunu2dsdt+//HdunH?dsdt@
Rx[0,1] —-R-1 0 R+1 0
-R-1 1 R+1 1 +oo 1

/ /u*w—i— / /||dun|| dsdt + 2 // =

—00 —R-1 R+1

—R-1 1 R+1 1 +oo 1

/ / uif) + / /||dun||2dsdt+2//d(u;;e) ()

—oo 0 —R-1 0 R+1 0

1 R+1 1 1
2/un(—R— 1,1)"0 + / /Hdun”2dsdt+2/un (R+1,t)0.
0 —R-10 0

(4.2.11)

JemnarocT (%) Basku jep Cy mpeciauKaBamba un|(_oo7_R_1)X[0,1] XoJIOMOp(HA; jen-
HakoCT (k%) ciaenu n3 CTorcoBe GOpPMyJe M YUEEHUIE Oa je Uy(s,0) € Oyy.

[Toncerumo ce nma je u, = exp, Ny, LA Cy 1), ceuema paciojewma u)(T*M) nan

6azom R x [0,1] (oBO cy, ycTBapm BEKTOPCKA HOJba LYK %) W A4 Ce TOMOJIOTUja

Ha CKYILy IPECJIUKABamha U JOKAJIHO 3alaje TOMOJOTUjOM Ha MPOCTOPY CeUeHa

n. Axo y jemmauwmnu (4.2.11) craBumo u, = e€xpm,, Kako 7,,dn, — 0 yHu-

GOpPMHO HA KOMIAKTMMa M Kako ce cBu mHTerpamu y (4.2.11) mojasmyjy ca
L? L2

CKYIIOM KOHAYHE Mepe, TO BUAUMO na Baxku na dn, — 0. Ycmaos dn, — 0

. L2 i
€KBUBAJICHTAH je ycJoBy du, — du. W3 ycmosa 7, = 0 Takobe 3akmpydayjemo

na je, 3a n > ng, |dn,| <1, ma, 3a r > 2, Baxu ||dn,||7. < ||dn.|l3.. Omnazme
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Lr L
cnemu na dn, — 0, ma du, — du.
L" .
Hokaxumo cana na u 7, — 0. Karxo je ckyn R x [0,1] konTpakTnbu-
naH, paciojewma u’(T*M) cy TpuBmjasHa, Ia MOKEMO Ja TPETIOCTABUMO 14 je

T*M = R?". 3aucra, Kako U, = U, MOKEMO Ia M3abepeMO TPUBU]jATU3AIM]e
®, cul(T*M) — (R x [0,1]) x R*", & :u*(T*M) — (R x [0,1]) x R*"

TakKBC Ja BaiKU

lim sup | @, (s, 1) — B(s, 1)) = 0.

0 (s0t)

na ¢, (n,) L, 0 axo u camo ako Mn 27, 0. Ako ca WY u £7 o3raummo CKYTI CBUX
npeciukasama 1 : Rx[0,1] — R*" xrace W' u L", ca ocobunom n(s, 1),n(s,t) €

R"” x {0}, Tana nmpecnukaBame
0 WH — L7

“Ma HeIpeKUIaH JeBU UHBep3. 3aucrta, u3 CTokcoBe (popMyIie cienu na cy CBe
HyJIe omepaTopa 0 roHCTaHTe, ma U3 L’ MHTerpabUiIHOCTH CJenu Aa je 0 un-
jextusHO. Kako je 0 1 ®peaxoMOB OIEPATOP, TO Ce IHErOB JEBU UHBEP3 MOXKE
nonepuHrCcaTH BaH camke omeparopa 0. V3 Teopeme o 3aTBOpeHOM TpaduKy

caenu ma je oBaj jeBu mHBep3 Henperuman. Camna mMamo:

Idnall- s ot
LT LT

87)n 877n = r

H%*Jz‘U:WWUE”%W“

onakJyie, Ha OCHOBY Beh mokazame L”"— KOHBepreHIUje MPBUX U3BOJA, HOOMjaMO
rkouBeprermujy y W — mopuu.

Ako je mumec martor Huza (o, u,(3) eJeMEeHT TpPOCTOpa MR(ﬁ,]‘:;g;ﬁ,J),
Tama ce, CJIMYHUM PE30HOBAHEM KAO y CJIydajy XOJOMOP(HUX AUCKOBA, JAKO
nokasyje ma «,(s) paBHOMepHO KoBeprupa ka «(s), u (3,(s) paBHOMEpPHO KOH-

Beprupa ka (3(s), Ha IeJIUM CBOjUM mOMeHMMa. JlOKaKMMO M KOHBEPIeIujy
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y WH'—mopmu. 3a cBako pememe rpaimjeHTHe jemHauuue 7 = V fi(7y) Baku

creneha ouena (Bumeru [69]):
[(s)] < ce™®Pl, s < —s0,

Opy 4eMy KOHCTAaHTE ¢, 0 U Sy 3aBUCE OJ KPUTUYHE Tadke p (yHKIUje fi.

OmaBne, 3 KOHBEPTEHIMje TauKa-mo-Tavka u TeopeMe 0 TOMUHAHTHO] KOHBED-

TEHIU]U 3aKBYUYJjEMO Ta (v, L . Ila 6ucmo nokKazayu u L” KOHBEPreHNIujy

HU3a m3Boma, npebumo ma (Kao M y ciayvajy OMCKOBA), TPUBUjAJIU30BAHU U

auHeapuszoBaHu ciydaj. Heka je §, = exp, a,. Y cioB na «, KOHBeprupa yHU-
o

dopmuO 3HAUM na &, C:; 0. IIpecaukaBama &, : (—00,0] — R" cy, y mgokasHnM

KOOpAMHATaMa, pellema jeaHadynHe

rae cy B,(s), maTpune Koje 3aBuCe OX (,, TPUBUjaIN3AIN]a
U, :arM — (—o0,0]) x R"

u ¢pyurnuje fi. U3 a,, = o cnemn na ||B,|| < M. W3 Beh mokazame L kouBep-

reumnuje HU3a &, UMaMo:

I€allr = 1Ba(s)énllr < M|&nller

omaKJIe no0MjaMo FeJbeHy KoHBeprernujy v W™ — mopmu. AHAJOTHO M3BOIMMO

VCTU 3aKbydak O HU3Y (3. ]

Bparumo ce morkasy Tepbema 42.

Heka je (ay,un,3,) HU3 ¥ MR(ﬁ,ﬁg;ﬁ,J). N3 Jleme 47 crnemu ma moc-

oo
loc

TOj! YHU(POPMHO KOHBEPT'€HTAH IOJHU3, IIOHOBO MCTO O3HAUEH, TaKaB Ia

je u, womBepremtan y W'"— romomormju. Axo je mumec (a,u,3) (rme je

a(s) = lim ay,(s), u(s,t) = lim wu,(s,t) n B(s) = lim §,(s)) exement npocropa
Ti—>00_> n—oo n—oo

Mg(p, f,g9; H,J), noka3s je 3aBpuen 3axBamyjyhu Jlemu 49. IlpernocraBumo

3aTO Oa TO HUje ciaydaj. Y HacTaBKy OOKa3za kopuctuhemo ciaemehe momohmno

tBpheme (umju mokas, Mama CTaEZapAaH, HUje TMPENU3HO AT y JUTEPATYPU

O3HATO] ayTOpPY).
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Jlema 50. Hexa je a pewemwe epadujenmmne jednadune ﬁ—? = —Vf(a(s)). Taoda cy
a(too) = lirin a(s) kpumuune maure Mopcose dynxyuje f.

S§—0O
Jloxasz: VI3 rpagujeHTHE jeIHAUYMHE U KOMIIAKTHOCTU MHOTOCTpyKOocTH M cienu

na je peajHa (pyHKIU]a

p:R=R, o(s) = fla(s))

MOHOTOHA ¥ OTpaHUYEHa, Ma uMa JuMmec y OeckoHauHoctu. Heka je s,
npom3BoJbaH HU3 y R koju Texm ka 400 m € > 0 mpousBossuO. M3 Teopeme o

Cpemo] BPEMHOCTH CJIENN Ja MoCToju Hu3 a, € (0,¢) Takas ma je

p(sn+€) — (sn) = ¢ (80 + an), (4.2.12)

omaxae ciemu ma (s, + a,) — 0 (jep Ha sneBoj crpamu jemmaxoctu (4.2.12)

ob6a usaHa KOHBEPTrUPAjy Ka UCTOM O6pojy). Basku u
|0/ (80 + an) — @' (sn)| < Mls, + a, — 8,| < Me (4.2.13)

na je u ¢'(s,) NpOM3BOJBHO MAJIO, 3a M IOBOJLHO BEJIUKO. Kako je HU3 s,
MpOU3BOJLAH, TO je sliralo ¢'(s) = 0. Hejemnaroct (4.2.13) Bazku jep je GpyHruUMja
¢ (ka0 m cBu m3BoaM ¢yHKIUje @) Jlummwnosa, momTO jOj je HPBU M3BOX
orpanuyer (OBO CJieay U3 TIIATKOCTU (PyHKIUje f 1 KOMIAKTHOCTU MHOTOCTPY-
rkoctu M).

Kaxko je

¢'(s) = (Vf(als)),a(s)) = =V f(a(s))]%, (4.2.14)

to je m lim Vf(a(s)) = 0. Heka je, monoso, s, mpousBosban HU3 y R koju
S§— 00

Tesku Ka +00. Kako je M koMmakTHa, TO HU3 (S,) UMa KOHBEPrEHTAH MOIHU3,

KOju KOHBeprupa kKa HekoM p € M. W3 mperxomuor pacybuBama cienu na je

p kpuTnuHa Tauka Gyakuuje f. Kama cam Hu3 ofs,) He 6u KOHBEprupao ka p,

oHzma 6 MOCTOjao HWEroB IPYrY IONHU3, KOju Ou KOHBeprupao ka ¢ (rarobe

KPUTUYHO] Taduku). Kpuruune taure p; Mopcose ¢pyHEnuje cy m3o0i0BaHe U
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nMa X KOHAYHO MHOT'O, & MHOTOCTPYKOCT M KOMHIaKTHA, Ma MOCTOje MUCKYHK-

l

tHe okosmHe U; 3 p; uw m > 0 rakso nma je |Vf|| > m san |J U;. Hera je
j=1

a(s,) — p € Uj, at,) — q € U, roe s,,t, — +oo. Kaxro je, 3a n > ny,

a(sn) € Ujy, a(t,) € Uj,, N3 HENDEKUAHOCTU NPECIUKABARA (v CIEU A TOCTOjU
I

u3 d, — +oo rtakas ma’ a(d,) ¢ U U;, ma je ||[Vf(a(d,))|| > m, mro je y
=1

koHTpammEmmju ca (4.2.14) u yemosom ¢/(s) =5 0. []

N3 Jleme 50 caemm ma (a,u,) € Mg ((pl,qo),fq;ﬁ» 38 HEKe KPUTUYHE
tauke p' u ¢° Mopcosux dpynxmmja fi u fo. Bazu fi(p') < fi(p) u f2(¢°) > falq)-
Hauwme, ¢oyurnuje fi u fy omanajy aysk cBOjux rpaiujeHTHUX TpajeKTopuja, ma
je, 3a cBako n u s, fi(an(s)) < fi(p) = fi(—o0). Ilocue mpenacka Ha gBaA
mumeca nobujamo fi(a(—o00)) < fi(p). Ocum Tora, MO¥KEMO NPETHOCTABUTH Ia
CYy BPEIHOCTM y KPUTUYHUM Taudkama (yHknuje f; mebhycobmo pasmuuunre,’”
TO jecT, Ia BayKu CTpora HejemHakocT. V3abGeprmo perynapHy BPEIHOCT G €
(f1(pY), fi(p)) dynrmmje f1 u vu3 t, € R Takas na je fi(a,(t,)) = a. OBakas Hus

HOCTOjU 3a CBaKO a (IIOYEBINN O HEKOT Ng) jep je:

L. filan(=00)) = f1(p)

2. fi(an(0)) == fi(a(0)) < fila(—o00)) = fi(ph), ma je, 3a n > ng, fi(a,(0)) <
fi(ph).

Hus t, Teskm ka —00, HarMe, aKO IPETHOCTABUMO Aa je t, (Ui HEeK: Heros
[OAHW3) OUPAHUYEH, U3 JOKAJHO YHU(POPMHE KOHBEPIEeHIUje 3aK/bYdyjeMo Ia
d (an(tn), a(t,)) == 0, omarme naxo caemu na je fi(an,(t,)) < fi(p'), 3a moBosmHO

BEJIVIKO M.

9AKo TakaB HU3 He Ou mocTojao, Taxa 6U BaKUIO:
a([t",sn]) C UjOU...UUjk, (4215)

3a meke J; 3a xoje je a([tn, sn])NU;, # 0. Kako je a[ty, $,]) nosesan cryn u a([ty,, s,])NUj, # 0, 1o je
a([tn, sp])UU,,U...UU;, tarobe nosezan. Anu, nox npernocraskom (4.2.15) samu a([t,, s,]) UU;, U
...UUj, =Uj,U...UUj,, na nobujamo kourpamukumjy, jep je Uj U ... UUj, ounrieqno zemosesaH.

10y konuro To HUje ciydaj, ManauMm neprypbarmumjama Mopcose ¢yHERIUZja y OMIM3UHUX KPUTUIHUX
Tayaka MOKEMO mocTuhu na jecre.
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Kopucrehn mcre aprymenTe kKao 3a TOJIa3HW HU3, 3aKBYyUyjeMO Oa HU3
&y, (- +1,) KOBeprupa JIOKaJIHO YHU(POPMHO Ka IpaaujeHTHO] Tpajekropuju. Hu-
30BU Gy 1= (- + t,) uMajy momene (—o0, —t,], ma Kako t, —> —00, MOMKEMO
OPETHOCTABUTU Oa I'PAHUYHA TpajekTopuja (HOBOT HU3A, (,) UMa 33 IOMEH
R. OBaj mocTymak MOKeMO IMMOHOBUTH 3a HOBE KPUTUYHE Tadyke HOBE I'DAHUYHE
rpajekropuje. [loctymak he ce 3aBpImMTU HAKOH KOHAYHO MHOTO KOPakKa jep
KpUTUYHUX Tadaka MopcoBe ¢yHENUje nMa KoHauyHO MHOTO. JloOujene tpa-
JEKTOopuje cy moBe3aHe, OTHOCHO, HACTABJbA]Y Ce jelHa Ha APYTY, jep Cy Bpen-
HOCTU Yy KPUTUYHUM TaukaMa GyHkuuje f; Mmehycobuo paznuunte, na 6upajyhn
HOBY BpeaHocT usMeby BpemnocTu cBake cycemnel! nBe kpuTnune Tauke moou-
jaMo TpajeKTopujy kKoja ux cmaja. McrTo Baku m 3a APYTU Kpaj, OTHOCHO
TpajekTopujy (. 3akbydak O MAKCUMAaJIHOM OpOjy ,,JIOMJbema’ U3BOIUMO
13 JUMCH3Mja CBaKe O] MHOIOCTPYKOCTH M\(pj,pj+1,f1,g), M\(qj,qj+1,f2,g) u
Mg <(pl, q°), f,g; ﬁ, J). Hawmwme, ako mocToju TpajeKTopuja y MHOTOCTPYKOCTU

M\(pjapj+17fl7g)7 Tana je
dim M(p,p*, fi,9) = mp, () = mp (PF) = 1 2 0.
VcTo BaskK U 3a CKYI M\(qj,qj+1,f2,g), IIOK. je

X - —
dlmMR ((plvq0)7f7g; H7 J) = mfl(pl) - mf2<q0) Z 0

Onasne, ako cy p',...,p ¢°, ..., ¢" ! Tauke pacnanama, Baku:

mp (p> > mpy, (pl) > >y (pl) > mfz(q0> > me(ql) > > mfz(Q)' L

4.2.2 FKouBeprenmuja y ciayuajy IIPOMEHJBUBUX XaMUJITOHUjaHA

Y cayuajy jemHor ymasa W jemHor m3iaasa, TBpheme jemnor cmepa (OM C B)
Teopeme 41 ce comu Ha

S5 =
Tepbeme 51. Axo nusz (R, i, Un, Bn) y M(R; P, f,g9; H,J) nema WH"— xoneep-
2EHMaH NOOHUZ, Ma0Q PAAUKYJEMO 084 CAYUA]Q.

IIpBu cayuaj: Ykoauko je wuz R, oepanuuen mada nocmoje:

U Mucnu ce ma cycenme mo BpensocTn GyHKIMjE fi v BHUMA.



kpumuune mauxe p = p°,p', ... pt dynryuge fi,
kpumunne mauxe ¢°, q*, ..., qF = q Pynryuje fo,
epadujenmmue mpajexmopuje o € M(p?, pPtt fi,9), j=0,1,...,1—1,
epadujenmmue mpajekmopuje 32 € M(¢, ¢, fo,9), j=0,1,... k-1,

~ - —
(R, o, u, B) € M (R, ' 4°), f.9; HJ) Uy

— —

(a,u,8) € Mu, ((0'.0°). frg: H . T),
wuzoeu {232, 307 =0,1,...,0—1,{s2}>,, 3a7=0,1,....k—1, y R,

nooOHU3 (03HAUUMO 20 NOHOB0 Ca (Qipy, Uy, Br)) NOAGIHOZ HU3A,

maxeu 0a 8axcu (03HaKa (Cty, Uy, Bn) cE 00HOCU KA NOOHU3):

1.

2.

4.

5.

Ilpyru ciyuaj:

COO

loc

O‘n(—f_tgz):;aj) j:()v]-a"'al_l;

COO

loc

Bu(-+s) = 3, j=0,1,....k—1;

o0
loc

(anaunaﬁn) = (a7u7ﬁ);
1<i+k< mfl(p) - mf2(Q) +1;

n—oo

R, — Ry uau Rn@}?.
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Yroauko je wuz R, Heozpanuvwen mada nocmoje kpumuuHe

mauwxke p = p°,pt,...,pY, ¢°.q'....¢" = q, epadujenmme mpajexmopuje o’ €
M@, P frg), B € M(E, @7 fo.9) u nusoeu peannuz bpojesa {172, u
{s7}>° |, wao manonpe. Ocum moza, nocmoje u

Xamuamonosu nymesu x; koju odzoeapajy Xamuamonujany Hy, 3a j
1,...,a;

Xamuamonosu nymesu y; koju odzosapajy Xamusmownujany Hs, 3a j
1,...,b;

(oz,ul) S MR6<pl7f17g;~T1>H17 J);
’Uj S M\(Ij7$j+1,H1,J), 36Lj = 1,. e, — 1,’

—~

u € M(I(myl:g;ﬁv J)7
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o w S /\//\l(yj,yjH,Hg,J), 3aj: 17...,b— 1,‘

) (’U,Q,B) S MRg(yb7H27 J7 q(]?f?ug);

e nuzosu peaanur 6pojesa {ri}>° szaj=1,....a—1;

o0

e nuzosu peaanur bpojesa {7},

3a j=1,...,b—1;
® HU308U peaanur bpojesa ¢, U d,

maxeu 0a 8anMCu:

COO

loc

1. Un<'+'r£7')jvj7 J=1...,a-1;

COO

loc

2 up(-+ 7)) = w, j=1,...,b—1;

Cre
3. (s Un (- + €ny 1)) = (o, ul);
Croe
4. u, = u;
COO

loc

5. (un<+dn7>7ﬁn) = (u276>;

1<l+k+a+b<myg(p)—my(q) + 1.

S

Kao m panuje, moke ma ce mecu ma je Heku on OpojeBa k, [, a wiaum b
jemHak HyJW, OMHOCHO Ma He MOJIa3U OO paclagama obe TpajekTopuje uam 0ba

MUIVHAPUYIHA Kpaja.

Hamomena 52. Osne hiemo (BumeTu moka3 KOju Cienn) eJ€MEHTHMa CKYIOBa
obmura Mg, (p, f,9;x,H,J) cmarpatn mapoBe (u,7) KOjU 3aIZ0BOJBABAJY jeln-
HaunHy (2.1.9) y3 caenehe usmene: u je meduumcano Ha GeCKOHAYHO] Tpanu
R x [0,1] a we ma momyrpamm [0,+occ) X [0,1] (mapaBuo, pgr, KOje ydecTByje
y (2.1.9) je cama raarka meomamajyha ¢yurnuja medpunucana ma R, jemHaka
Hysnu Ha (—00, Ry|, u jemuauim va [Ry+1,4+00)). OHO mTo je 3a HAC 01 MHTEpECa
cy IICC xomomopduaMu Koje oBu ckynoBu nHAYKyjy. [lomohy omeparopa man-
yacre xoMoTonuje (kopumhemeM CanuHUX aprymeHara kao y Ilormasmy 6.1.2
ninu y noka3y Teopeme 49 y [75]) Moske ce mokaszaru ma Cy XOMOMOD(GU3MU
VHIYKOBAHU IPECIUKABAKLUMA KOja 3a IOMEH UMajy TPaKy U IPeCIuKaBamuMa
KOja 3a MOMEH MMAajy MOJIyTPaKy WCTU Ha HUBOY xoMojoruja. CIUYHO Baku
ckynose obmuka Mg, (z, H, J;p, f, g). &
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Loxas Tephewa 51: Ileo Be3aH 3a TpaanjeHTHE TPAjeKTOPUje je TMOTIYHO UCTU
rkao u y nokazy TBpbema 42. IIpebumo Ha meo tBphema Be3aH 3a HU3 U,.
Y (4.2.4) nokaszanu cmMo

1 +o0 ~

0= Ag, (tn(+00,1) — Ag (tn(—00,1)) = —%E(un) _ / / %(s,un)dsdt.

(4.2.16)
[Toncernmo ce na cy cBu XaMuiaToHujanu Hp HacTaI MHOKEHEM QYHKIUjE PR
nedpunucane y (3.1.2) u puxkcupanux Xamunaronujana Hy u Hy, m TO Tako na je

¢YHKIja pr Pa3iIndnTa O KOHCTAHTE CaMO Ha MHTEPBaJMMa YKyIHE Iy:KUHE

dHp

HajBume 2. 300r Tora je m3apa3l (S,U,) PA3IUYNAT OJ HYJE HA CKYIy Mepe
HajBume 2, na, kako Hy n Hy nmajy xomnakTae HOcaue y 1M, mmamo

1 400 ~

dH
//d—SR(s,un)dsdt <ec.

0 —o0
Ilokazanan cMO YHU(YOPMHY OTDAHUUEHOCT €HEePruje, na MOKeMO 1a IPUMEHNMO
['poMoBEBE TEOpeMe O KOHBEPIEHNMjW, W U3 UCTUX PA3JOTa KAo Yy MTOKA3y
Tepbema 42, enrumuanmeMo MOrynhHOCT mOCTOjama XOJIOMOP(GHUX MeXypPOBa.
Taxobe, Ha ncTy HauwH nokasyjemo TBpheme u3 Jleme 49: ako je Cpr— numec
(koju mocTOju 300r MOKa3aHe OrPAHUYEHOCTU €HEPrUje) €JIEMEHT IOJIA3HOT
npoctopa, Tana wu3 (R,, Oy, Uy, 3,) koaBeprupa u y Wh'— tononoruju.

Y caydajy na je Hu3 R, orpaHndeH, u3 mera MOXKEMO Ia M3IBOjUMO KOH-
BepreHTaH MOJHU3 — IOHOBO WUCTO O3HaueH — R, —3 R, ma na Ha OLrO-
Bapajyhu nmomuus (o, u,,3,) npumennmo pacybuBame n3 Tepbhema 42; yko-
JINKO je R = Ry, cpemummu HEM3IOMJ/bEHU OOjeKAT Yy TPAHUYHOM W3JIOMJbE-
vOoM je (a,u,f3) € Mg, ((pl,qo),fq,ﬁ» a akKo HUje, OHIA je TO (}N%,oc,u,ﬁ) €
M (R, (0',a"), [ H).

Axro uu3 R, Huje orpanuveH, TBpbhema KOja ce OIHOCE Ha HU3 U, BasKe U
nasme. Moskemo nma mpermocraBumo pa R, — oco. ['panwunn muck u(s,t) =

lim u,(s,t) je pememe mneprypboBane Komm—Pumanose jemmaumne (4.2.3).

n—oo
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KRako je

ou ou ou Ou
88+J8t Xp,(u), 3a s < —2; 83+Jat X, (u), 3as>2

10 je u(£oo,t) = sli)rinoo u(s,t) XaMUITOHOB IIyT Ca KpajeBUMa Ha HYJITOM CEUeHY
KOoju oaropapa Xamuiatonujarny H; y —oo a Xamunronujany Hy y +oo. Heka
je x4(t) := u(—o0,t). Ilocmarpajmo HU3 Uy, (s, 1) := uy(s — Ry, t). Baxn

Oy, iy,

E(s,t) +J——(s,t) =

ou,,

(s — Ry, t).

3a cBako n, u, 3amoBosbaBa neprypboany Romwu—PumanoBy jemnauwuny me-

¢uHucany nomohy ¢yHENUje pr, unju je rpadux npurazas Ha Caunu 4.4.

A

PR,

-R, -1 -1 2 R,

S
>

Ciouxka 4.4: Pyuruuja pgr,

Kako je
s—R,€[—R,,—2] & se[0,R, —2],
s—R, €(—00,—R, — 1] & s € (—o0,—1],
TO BUIOUMO Ia HU3 U, 33T0BOJbABA jeTHAKOCT
@ﬂn 07 S S _]-7

(S,t) + J8_(87t) =
t Xy, s€0,R, -2

O0s

Hus 1, y okonmuam —oo 3amoBosbaBa ycaoBe TBphema 42, 0IHOCHO KOHBEPTUPA,
pasnomepno (Ha (—00,c| X [0,1]) Ka HeKOM 0BGjekTy, o3HauMMO Ta ca u', 3a Koju
Basku u'(—o00,t) = a(0). Kako 3a cBako s > —1 mocToju ny TAKBO Ha, 3a CBAKO
n > ng BaKN

o,

E(S,t) + J

oy,

E(S,t) = XH17
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TO je

Ul(—i-OO,t) = ‘Il(t)?
rae je x1(t) XamuaroHoB myT ca kpajeBuma Ha () KOju oAroBapa XaMui-
toaujany H,. HacTap/baMo moOCTymak CIMYHO KAaO y CJIydajy JOMJbEHa Tpa-
jexkropmja.'? Axo ce myTeBu I, u T, HOKJIAmajy, DOKa3 je 3aBPIICH, OTHOCHO,
a = 1. Axo 1o Huje cayuaj, rana je Ay, (r1) > Ay, (z,). Hamve, Ay, onana
IysK CBOT TOKA, a 3a MPOU3BOJLHE S| U Sy MOCTOJU 7y TAKBO Ia 3a CBAKO N > N

Baxku S; — R, < S, ma je:
'AH1 (an(slat)) = 'AH1 (U(Sl - Rmt)) > ’AHI (Un(SQ,t)>.
AxKo y mpeTxomHOj Heje THAKOCTHU IIyCTUMO Oa 1 — 00, J00ujaMo

AHl (ul (317 t)) > AHl (UJ(S?’ t))

Konauno, ako s; — +00, a $; — —o0, nobujamo Ag, (r1) > Ag, (24). Moskemo
IPETIOCTABUTY Ja (YyHKIMOHAI nejcTBa Apg, y3uMa Da3iaudure BPEIHOCTHU 3a
paznuuute XaMUITOHOBE myTeBe, omHOCHO na je Ag, (z') > Ay, (z*) (Bumetn
Hanomeny 53 koja cimemu m3za nokasa). Cana m3abepumo perysiapHy Bpen-
noct d pymknmonana Ay, (z%) y uarepsany (Aw, (%), Ay, (z')) u su3 Tavaka t,
rakaB na je Ag, (un(- + tn, ) = d. HakoH KOHAUHO MHOrO KOpaka MOCTyNaK ce

3aBpIIABA. []

Hanomena 53. Heka je H : T*M — R raatka ¢QyHEIUja ca KOMIAKTHUM
nHocauem TakBa na je Oy M ¢ (Oy). Tpernoctasumo na je Ag(vi) = Ag(72)
3a OBa Pa3IUYUTa XaMUJITOHOBA IIyTa KOja MOUYMBY U 3aBpinaBajy ce Ha O)y.
Nzabepumo orBopene ckymoe U u V TakBe na BaKu:

1. V KoMmaxTaH,
2. n(0,1])cUCUCYV,

3. v je jemuau XaMUITOHOB IIyT Ca KPajeBUMa y HYJITOM CeYeHnYy KOJU MMa

Hempas3aH Ipecek ca ckymom V.13

2Hus ¢, y dpopmynammju Topbema je muz —R,,.
13Moryhe je ucmynuru oBaj yciaos jep cy XaMuITOHOBU myTeBu ca Kpajesuma ua () M3010BAHY.
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Nzabepumo raartky GpyHKIUjy [ TakBy Oa BaKu

1, U,
B(a) = {0 i; iy

Heka je ¢p > 0. Hedpumammumo XamMuiaToHUjaH H:=H+ eoff. VI3 mepumuunuje

(G YHKIMOHAJA [1€]CTBa
1

Ap(y) = /7*9 — Hdt
0

BUAVIMO 1A je

A}q(%) = Au(m) — 0= Au(12) — o < Au(1) = AH(72)~

Ouurnenso je ma ce y U u Bam V XaMuiTOHOBU IIyTEBU Ca KpajeBUMa Ha
HYJITOM ceuemy 3a Xamwmiaronujane H u H noknanajy. Hera je © € V \ U
MPOU3BOJLHO U 7 PElIemhe jeaHaunHe

7=Xp(®), Ale) =g,
3a Heko ¢ € [0,1]. Hera je v pememe jemnauune

¥=Xu(y), 7)==z

Kako je = y(c) € V\U, To u3 ycnosa 3) y neburunuju oxkonusa U u V ciaenu
na v(0) ¢ Oy nnm (1) ¢ Oypr. Ipernocrasumo na Bazku v(0) ¢ Oyy. IlyreBn
4 u 7y cy ycTBapm Kpajme Tauke pamuauje (3a £ = 0 m € = gy) 7. pelmema
jemHaYMHe

’)}€:X(’75,6), RS [0760]7

rme je
X(z,e) = Xp () + e Xp(x).

Axo r HEuje KpuTHUYHa Taudka GyHkuuje H, tana uz Teopeme o riatkoj 3aBuC-
HOCTU pellema OOuYHe nudepeHIyjatte je THaUYrHe O] IapaMeTpa €, UMaMo Ia
je d(7(0),7(0)) < §. Cmamyjyhu ¢ ako je morpebno, 3armyuyjemo na au 7(0) me
npunazna Oy . 3armbydyjemMo na ~ HAje XaMUJITOHOB IIyT MPUAPYKEH XaMUJI-
rounjany H ca kpajeBuma Ha Oy. (Axo je x € Crit(H) N Crit(8), rana ncrn
3aKJbyUaK OUMIVIEIHO Baxku, jep je ¥ = x. Axo je z € Crit(H) \ Crit(f), Tana
MOKEMO Ja IPUMEHNMO UCTO PEe30HOBAE Ha BEKTOPCKO mosbe X (z,¢) = Xp(x)—
eXps(z).) Omasme cmemm, xaxo cy z € V \ U u ¢ € [0,1] 6unu npousBosmam, 1a
He MOoCTOoju XaMMJITOHOB MYyT Ca KpajeBUMa Ha HYJITOM CeYelny NPUIAPYKEH
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XaMUITOHU]aHY H koju ceue ckym V \ U. Ha oBaj HAYMH CMO KOHCTPYH-
canm XaMUJITOHU]aH i (mpousBospHO GaM3y mosasHoM H), HE TPOMEHUBIIA
KPUTUYHE Tadke (YHKIUOHALA OejcTBa, Takas na je Agp(y1) # Ap(72). Ilonas-
Jbajyhu mocTymak y OKOJUHU CBAKOT XaMUJITOHOBOT IMyTa ca KpajeBuma Ha Oy
(KOjUX MMa KOHAUHO MHOTIO), nobujamMo XaMuiaTOHUjaH (IPOU3BOJLHO GIM3Y MO-
JIA3HOM ), YUju (YHKIMOHAJ JejCTBA UMa PA3JIUUATE BPEIHOCTU Y PAIUUUTUAM
KPUTUYHUM TadKaMa. &

4.3 Jlensmeme

Y o0BOM TOTJIaBJBY MOKA3yjeMO OOpATHY WHKIY3Ujy Yy OMUCY T'PAHUIA MHO-
TOCTPYKOCTUA MEIIOBUTOT Tuma, uHKIAy3ujy B C OM. Jlemmeme mnpen-
cTaB/ba TEXHUKY KOja HOKa3yje na, 3a HaTu (UKCUPAHU M3JIOMJIEHU O0jeKaT
A (wma npumep, mznomsbenu obGjekar u3 ¢popmynuuje Teopeme 40), mocroju
HU3 HEU3JOMJbeHUX OODjekaTa M3 MHOTOCTPYKOCTHU UYUjU TPAHUILY KEeJIUMO I3
omuireMo, KOoju KoHBeprupa ka A y Beh ommcanoMm, reoMeTpujcKOM, CMUCITY.
Osne hemo maru nmokas Teopeme jenbema y CIydajy MHOTOCTPYKOCTH TUIA
Mg, (p, f,9;2,H,J) (na Connm 2.2 Ha crpanu 23), 1 TO Kaga ,,ce JoMu~ XOJO-
Mop¢uu muck (Bumetu m [34]). Iokasm 3a ocrase ciyuajeBe Ce CyUITUHCKU
HEe pa3JuKyjy Ol OBOI, OCHM IITO je A0Ka3 JeIJbelma y CIIydajy TpajeKTopuje
3HAaYajHO jemHocraBHUju.'* ['maBHUM pesyaTaT oBOr IOrIaBsba je ciaemehe TBp-
beme.

Tepbewe 54. a) Hexa je K C Mg, (p, f,g9;x,H,J) X ./T/l\(x,y,H, J) Komnarxman
ckyn. Tada nocmoju maxea dowa eparuya py = po(K) u eaamro ymanamwe

i K X [po, +00) = Mg, (p. f. 95y, H, J)
((v,u),0,p) = (7, w0,

3a xoje eamcu: axo p, — oo, mada (y,u)i, v — ((y,u),v). Ipeyusnuje, axo

loc

ysedemo 03Haky (Vn,Un) = (7, W), v, mada (Yn,u,) —= (7,u) u nocmoju Hu3z

M Haue, y ciIydajy IpaujeHTHUX TPajeKTopHhja, PaauMo ca IOMEHOM AuMeH3uje 1, ma ce 3a TaH-
TEHTHU MPOCTOP MHOTOCTPYKOCTH mpecaukasama P (u3 ['nase 3) moxke yzetu w2 Koju je XumiabepTos,
mMTO OCTA MOjeAHOCTaBMYje mokasze (Bumetu mokasze Tspbhema 56 u Jleme 58).
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Tn € R, maxae da

o0

C
un( + T, ) e U('a )

6) Hexa je K xomnaxman nodcyn cxkyna M\(p,q, fi9) x Mg,(q, f,g;2,H,J). Hoc-
moju maxea 0owa eparuya po = po(K) u zaamxo ymanawe

£ K X [po, +00) = Mg, (p, f,g;2, H,J)
(o, (7, 1), p) = afp(v,u),

3a Koje eamcu: axo p, — 00, mada aff, (v,u) — (a, (v,u)). Ipeyusnuje, axo je

C
(Y, un) := by, (v, 1), mada (V,un) —= (v,u) u nocmoju wuz 7, € R, maxae da

oo
loc

’Yn(' + Tn) - O‘()

y(t) x(t)

Cimxka 4.5: Jlenmeme n310MBEHUX TPajeKTOPUja MEMIOBUTOT U j€IWHCTBEHOT

TUIIQ

[IpecaurkaBame § u3 mpeTxogHor TBphema Ha3uBaMo senmemwem 00jeKTa Melro-
Butor (komGumHOBaHOr) Trna (v,u) n (meprypboBane) X0JIOMOpP(HE TpPake v —
y CIydYajy a), OMHOCHO I'DAIUjeHTHE TPajeKTopuje o U 00jexTa KOMOMHOBAHOT
tuna — y caydajy 6), sumeru u Cuwury 4.5. Ilapamerap p > py HasuBamo
Napamempom Aensena.

[Ipe mero mro moraskemo TBpheme 54, nmpenmmsmpajmo ckymose (OJHOCHO
MHOTOCTPYKOCTH) KOjUMa HpUNanajy moMeHyTu objektu. 3a mare XaMUITO-

HoBe myTeBe z(t) u y(t) ca kpajeBuma y O)/, TAHIE€HTHU MPOCTOP y TAYKU U
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Ha MHOTI'OCTPYKOCT CBHUX INIaTKUX IIpEC/INKaBalba U 3a KOja BaKHM

u:D —T*M,
u(s,0),u(s,1) € Oy, (4.3.1)
u(—o00,t) = z(t), u(4o00,t) = y(t)

je CKyIl CBUX TJIATKMX BEKTOPCKUX IOJba § OYK Uy TAKBUX Ia je

E:D—=TT*M,
5(3, t) € Tuo(s,t)T*M7
£(—o00,t) = &(+00,t) = 0.

Ca W, (z,y) u L} (z,y) o3mauaBalieMO KOMIUIETHPaH€ MOMEHYTOI TAHICH-
tor mpoctopa y W' — u L"— mopmu Cobomesa, a ca PV (z,y) ckyn cBux

u u3 (4.3.1) TakBUX A je TAHTEHTHU IIPOCTOP Y TAYKU Uy AAT CA:
TP (2,y) = W (x,y).

Ako ca M(x,y, H,J) 03HAUMMO CKyIl CBUX MPECIUKABAKA U 38 KOje BAYKU:

(

5+ (5 — Xn(w) =0,
u(s,i) € Lo, 1 € {0,1},

(4.3.2)
u(—o0,t) = x(t),
| u(+oo,t) = y(t),
rana je ckyn M(x,y, H,J) jearpo riaTkor ceuvema:
- ou ou
K(u) =0p(u) = s + J(U)E — J(u) Xp(u) (4.3.3)

BamaxoBor paciojema

E(x,y) — PV (z,y)

ca cnojem L'(x,y) mam u € PV (x,y) (Bumern [19, 20] 3a merame). Jlunea-
pu3anuja OBOT cedema y Tadkud U je PpenxojMoOB omepaTop AeUHMCAH HA

Whr(z,y) ca Bpemmoctuma y L' (x,y), obnuka

DK, (&) = Voul + J(u)V%«tLﬁ + Ve (J(u)) Oru — VeVH (u). (4.3.4)
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Hoeros ®penxonmoB nHIEKC je jeqHak pas3aui MaciaoB/peBUX MHIOEKCA HA KPa-
jeBuma pp(x) — py(y) (Bumeru [56, 65]).

Hamomena 55. Heka je
®: (R x[0,1]) x R* — u*(TT*M)

VHUTApHA TPUBUjaAJIU3AIMja, TO JeCT, TPUBUjaIU3alNja 3a KO]Y BaKU:
boJy=Jod, w(P,P)=wol,"),

roe cy Jyp m wy cCTaHDapAHA CUMIIJIEKTUYKA WU CKOPO KOMILJIEKCHA CTPYKTypa Y
R?" (yEUTapHA TPUBUjaJU3alnja YBEK MOCTOjU, YKOJIUKO MOCTOjU MTPOU3BOJLHA
TpuBMjanu3anuja; Bugetu, Ha npumep, Jlemy 3.1.4 y [69]). Hera je DKV :=
d~1 o DK, o ® rpusujamuzoBaru onepaTop. Kaxo je

VS(CI)S) = (vsq))5+ (I)(as )7
Vi(®€) = (Vi®) € + 2(Oin),

TO je
DK () = 22(5,1) + 2 (5,1) + (5. D6 (5.) (435
rme je
(5,006 = 07 ((T.8) €+ () (Te0) + (Vae () 5 = VaeVH(w) )
['pannuna npecaukaBama
S(do0,t) = lim S(s,t) =& 'J(V,® — Ve Xg) (4.3.6)

s—+o0

Cy cuMeTpudYHa Ha CKymy BekTopckux ¢yuruuja & : [0,1] koje mmajy rpajese
£(0), £(1) ma R" x {0} y ommocy ma L?—ckanapuu npousson. Hawmwe:

(Vi® — Vo Xyl =—0 (%> + Vi(PE) — Ve Xy =

ot
0 0
~0 (G + P9 - ectn = -o (57).

Opy YeMy je IOCJenma jeTHAKOCT TavyHa jep je u(+00, ) XaMUITOHOB IyT 3a
Xamunrounujan H (ma je Xy = g—”j), a ¢ BeKTOpCKO mosbe mysk u, (ma cy P&

(4.3.7)
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u Xy = % TeHEPUCAHM JBOIAPAMETAPCKOM (GaMUIMjoM, OTHOCHO V x, (PE) =

V@gXH). Hame je:
1

(500, 06(0).1(1)) 2 = [ (800, 06(0)n(t) dt =

0

_j<¢{@(§U)m@>ﬁ@ < < ) D)
/1<(%<t)> ,Joﬁ(t)>dt D (8, Jon(t) ‘. (M"»dt @
/1<g Jo (?Z»dt = (n(t), S(F00, 1)E(t)) 12 -

Jemnarocr (i) Basxku jep je rpuBujanmsanuja ¢ yaurapua; jemHaroct (ii) jep je
npecankaBame Jy AHTUCUMETPUYHO; jeHAKOCT (ii7) je mapIujaiHa WHTerDalu-
ja; jemmaroct (iv) Basku jep je Jy JMHEAPHO HpeciIuKaBame (HE3aBUCHO O t)
u £(0),& € R x {0}, mox je

Jon(0), Jon(1) € Jo (R™ x {0}) = (R™ x {0})*.
Acumnrorcka mpeciaukKaBama

e, % 9¢

D€ 3 + J(ioo,t)a

cy msomop¢usyu mpoctopa WM m L", rme je mpBM IpPOCTOpP CBUX IIpec-

mukaBama uz WH (R x [0,1],R?") ca kpajeBuMa Ha HYJITOM ceudemy, a APYTH

npocTop cBux mpecaukasama u3 L'(R x [0,1],R?") ca kpajeBuma Ha HYJITOM

ceuemy. 3aucra, OBHe ce pamu O omeparopy tuna (2.3.3) TakBOM Oa je

A(s) = — & —S(+o0,t). VI3 nedunuimje CIeKTPaIHOT TOKA BIULAMMO 14 je y OBOM

ciydajy OH jelHAK HyJM, Ha Cy je3TPo W Koje3rpo omeparopa K+ mzomopdmm.

360r Tora, ma GUCMO mOKa3au ma je K+ n3oMop(du3aM, JOBOJLHO je JOKAKEMO
Ia je UHjeKTUBaH.

Heka je £ myna oneparopa (4.3.8), To ject, Heka je

o6 ¢ _
K% st =0 (4.3.9)

[Tocmarpajmo raarky GpyHKIU)Y

1 1
1 1
=5 [ l&(s. )Pt = 5 [ (& €)dt.

+ S(%00, 1)E (4.3.8)
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Axo moraskemo ma je % = 0, u3 ycioBa

1

T [(Geya=o

ds ds’
0
+o0
caenuhe na je dpynrmmja f xoncranra. U3 ycuaosa [ f(s)ds < 400! crenuhe
f=0=¢=0. Horaxkumo 3aTo ma je % = 0. Heka je

G: W — L% G:nr—n]@—kSn, (S = S(+o0,t))

ot
u
1
1
g:R—-R, g(s):—§/(n,Gn)dt.
0
Nmamo
d 0 / 0
9__1 on o
ds 2 /<8S’Gn>dt+/< 8s’n>dt
0 0
1

=~ (s DI = IG5, 0I) + [ (Gn— K3, G

Jemnarocr (i) caemm u3 nepurunuje omeparopa (. Jemmakoct (i) mobuja
NapurjaJHOM MHTErPAIUjOM W KOPUIINEemeM CUMETPUYHOCTU omeparopa S u
anTucuMerpuysocTu oneparopa J. IIpernmocrasumo canma na je n € C§O(R x
0,1], R?") rnaTka GyHKOUja ca KOMIAKTHUM HOCAUEM, U MHTErPAJIUMO M00OUjeHy
jemHaKoOCT 1o § om —o0 1mo +oo. Mmamo:

0= |Gnll7. — (K*n,Gn) e

Y5 Hamve, n3 acuvmrorcrux onena (4.2.9) ma crpasm 80 cremn ma je £ € WH2(R x [0, 1], R?™).
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onakie, n3 Romu—IlIBaprnoBe HejemHakoCTU cjaenu
Gl > < 1 KF 0]l (4.3.10)

3a CBAKO TJIATKO 1) ca KOMIIAKTHUM HOCadeM, a TuMme u 3a cBako 1 € Wh2. Axo
je & jom pememe jennaumue (4.3.9), m3 (4.3.10) caemu na je |G|l = 0, a

kako je £ u raaTko, 1o je G =0, ma je % =0. &

Curyaunuja ca Mg, (p, f,9;x,H,J) je ciudra OHOj y CiIydajy OIIITAX KOM-
ounoBanux objexkara m3 ['mase 3.2. CobosmeBibeBa KOMIIETUPAHa MIPOCTOPA

TVIATKUX IIPpECANKaBalba:

71 (—=00,0] — Oy, w: [0,4+00) x [0,1] — T*M,
_ u u(0,1),u(s,0),u(s,1) € Oy,
Y(=o0) =p

u(4o00,t) = z(t)

osnauasahemo ca PY(p) mu PV (x), a omrosapajyhe TamremTrHe mpocTope ca
Wvl”"(p) u Wl (z). Kao u y cayuajy kombuHOBaHUX O0jekaTa ommTer Tuna (Ha

crpanu 47), kopumhemem eBagyanuje

ev : P (p) x PV (x) — M?,  ev(y,u) = ('y(()),u (1 0>) ,

MOKE Ce NOoKa3aTU Ia je

Ppa) = { () € PV ) x P [0 =u (3) =o'

riaTka DaHaxoBa MHOTOCTPYKOCT OECKOHAYHE IMMEH3Mje, Ca TAHTCHTHUM
IPOCTOPOM W(vu (p,z). Ha mcrm mHauywmn Ha rOju cMo mokazauu Tspbheme 29,

IOKa3yje ce ma je omepaTtop
DF) (y,u) . W(Ljnu)(p? .T) - L;(p) X LZ($)7 (DF)(’Y,U) = ((DFl)’ya (DFQ)U)>
DFy), - W' (p) = L'(p), (DFi)yn=Vun+V,Vf(),

wt

"(@) = L' (x),
DF;) £ = Vauf + J(u )V%f + VeJ(u)0u — VeV (ppH)(u).

(4.3.11)

(
(
(DEF3)y :
(
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KOjU TpenCcTaB/ba JUHEAPUIAIU]Y OIepaTopa

F= E|P1*T(p,m)a F= (Fl’ FQ)?

d —
R =4 V(). Baw) = Fppsu

(4.3.12)

Ppenxoamos, ca PpenxoaMOBUM MHIAECKCOM

Ind(DF) = Ind(DFy) + Ind(DF,) — n = mys(p) — pu(x) —

|3

(Bumetu u [34]).

ITokaz TBpbemwa 54 ce ocnama Ha Monuduranujy banaxoBor nprHINI KOH-
Tpakuuje (mpenusHuje, er3uCTEHIMja HEM3JIOMJLEHOD O0jeKTa y IIPOU3BOJLHO]
OIM3MHYU M3JIOMJBEHOT je mocienuna ancrpakrae Jleme 57). Kako je on Beoma
ayradak, rmoaejauhemMo ra Ha HEKOJUKO naesioBa. IIpBu Kopak je KOHCTPYKIMA]ja
HEU3JOMJHEHOT O0jeKTa MEMIOBUTOr TUMA KOJjU je, Y T€OMETPUjCKOM CMUCTY,
63y ¢GurcupaHOr, U3JI0MBEHOr ((7,u),v), aau KOjU HUje pelleme jeqHAYNHEe
F = 0. Osarkap o0jerar Ha3WBaMO anpokcumamusrum peuwewem. Hum wHam
je ma y OJmM3uHN AnpOKCUMATUBHOT pemnema HahemMo u mpaBoO pememe, TO
je canpskaj ancrpakTHe Jleme 57 m 3aTO mpoBepaMo CBe MPETIOCTABKE HaBe-
nmene tamo. Jlokasyjemo nma m3Box omeparopa tuma (4.3.12) y ToM ampokcu-
MaTUBHOM DeIIeHhY CYpPjeKirja 3a AOBOMHO Benuko p. OmnaBme he cienutnu
€r3UCTEHIja MeCHOT MHBEP3a M3BOJA MOMEHYTOI OIepaTopa Koja je MOBOJHHA
3a mpuMeny anctpaktHe Jleme 57 — To je ypabeno y momohuom TBpbhewmy 56.
Ipyru kopak je moka3 na je MOMEHYyTU NEeCHU WMHBEP3 OrPAHUYEH U IPOBEPA
OCTaJIMX MPETIOCTAaBKM NOBOJBHUX 3a mpuMeny Jleme 57 — oBo je ypabeno y
Jlemu 58 m ocrarky llormaBma 4.3.2. Ilocnenmum Kopak je moka3 ma je Jemn-

Jheme yraname, koju je nat y [lormasmy 4.3.3.

4.3.1 IIpen-nemnmeme

[Ipen-nenmeme mpeacTaB/ba TPUAPYRABAKE€ HEU3JIOMJLEHOT O0jeKTa M3JIOM-

JbeHOM — TO jecT Tmapy, aju TakKo Oa HOBU, ,Ipel-3ajelbeHu’ objeraT Huje
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mavHo peleme rpaaujenTae, ogHocHo, Romu—Pumanose jennauune, Beh camo
anpokCcuUMamMuero, Koje je MPOU3BOJLHO Oin3y (y TeOMeTPHjCKOM CMUCIY) MO-
maszHoM mapy. KRacauje hemo y OJau3uHM OBOT' AIPOKCUMATUBHOL PeEIICHA

Hahu TayHO pememe, W TO Ha jeAMHCTBEeH HaumH. Heka je w = (v,u) €

MRO(p7 f?g;x7H7 J) noe M(':U?y’Hu J) OSHaQI/IMO ca
Bt R — [0, 1] (4.3.13)

raTry, Heomanajyhy ¢ymrnujy, jennaxky wHyaua 3a S < 0 u jemuunu 3a s > 1.
[Ipermocrasumo ma Baskm u(s,t) = exp,(§(s,t)) 3a cBako t € [0,1] u s > 59,

v(s,t) = exp,y(C(s,1)) 3a cBaro t € [0,1] m s < —s¢. 3a p > py := max{2sp, so+1},

Je(pUHUIIMO:
(u(s, 1), 0<s<?2,
exXpyn (BT (=s + 5+ 1)E(s,1)), §<s<E+1,
wipu(s,t) =< a(t), Ly1<s<p, (4.3.14)
exp, (BT (s —p)C(s = 2p,1)), p<s<p+1,
L v(s —2p,1), s>p+1.
Cana mepuHUIMUMO:
@ = wiw = (y,ut)v). (4.3.15)

[Ipeciukasame §° Ha3zUBAMO Nped-aenbenem.

JIuneapusanuja npen-jaensbema, 3a

¢ € Ker(DF), =T, W%, H), (¢¢€Ker(DK),=T,M(z,y,H,J)
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je mara ca

/

(s, ), 0<s<¥,
Voexp(Bt(—s+ 5+ 1)Vaexp 1 &(s,t), §<s<8+1,
€8¢ == D (u,v)(&,¢) = < 0, L+1<s<p,
Vaexp(Bt(s — p)Vaexp ' ((s —2p,1)), p<s<p+1,
[ C(s—2p,1), s>p+1.
(4.3.16)

OsBgme je Vyexp auHeapu3allija €KCIIOHEHIjAJHOT MPeCAnKaBama Iy:K CJ0ja.

[Ipenusnuje, 3a P =T*M, uera
K:T(TP)—TP, 7n:TP—P

O3HavaBajy, penoM, jemuHcTBeHy JleBu-YmBura moBe3aHOCT Koja oAroBapa
nartoj (¢urcupanoj) PumanoBoj merpurnu Ha P ¥ KAHOHCKY TIpPOjeKmujy. 3a
§ € T,P TakBo na exp,{ mpunana HOPMAJIHO] OKOJIMHU TAYUKE P (Ha KOjOj je exp

nupeoMopdusam), 03HAUNMO:

-1

Viexp(€) : = Dexp(€) o (Drlkerr(en)  : Tuie)P — Toxpe) P

-1 o
Vaexp(€) : = Dexp(€) o (Klke(nn(e)) : Tre)P — Texp(e) P

(Bumeru Anennukc A.2 y [69] 3a Bume merasma).
Jluneapuszanuja npecaukasama (4.3.15) je, 3a ¢ = (n,£) emement npocropa

TwMp,(p, f,9;x,H,J), omrocuo n € Ker(D,) =T, W*(p, f), nata ca

SHC = (1, 8¢ = (n, €4C).

Kopuctuhemo ckpahene osmake x 3a Tpojry (w,u,p) u (ako skemumo na
noaByueMo Besy umaMeby w u x) o3Haky w, 3a w kao y (4.3.15).

[Tomohy omeparopa F u3 (4.3.12) KOHCTpyUImMMO TIpeciauKaBame usMebhy
paciojema

Fy:=Vyexp_loFoexp_:EY DOy — Y, (4.3.17)
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rae cy V" u £97 BexTopcka pacaojema Hanm K X [pg, 00) ca caojeuma WL (p, z)

u L7 (p) X L 40, (), penom. Usson npecnukasama Iy Ay cioja
DF,(0): Wl (p,x) — L;(p) X Lanv(x)

je yupaso roBapujautau (DF), y Tauku w npeciaukaBama F u3 (4.3.12).
Kopucrtuhemo ckpaheny osmaxy D, 3a DF (0). Cauuno, kopuctuhiemo o03-
Haky K, 3a omrosapajyhe npeciukaBame paciojema TIPUAPYKEHO OMEPATOPY
K w3 (4.3.3) u D, 3a DK,(0) = (DK),.
Ynorpebmasahemo u cnenehe osnare. Hera (-, -);2 o3HauaBa crammapmaHu

CKaJIapHI/I HpOI/I3BO,Z[Z
() e = / (E(r), C(r))dr, (4.3.18)

rae je (-, -) Beh momenmyra PumanoBa MeTpuka Koja ydecTByje y meduHUIM)jU
Cob0/meBbeBUX HOPMU U CKOPO KOMILIEKCHUX cTpykTypa. Craemehu ckymoBum

cy mobpo nmepuHUCAHU

Ly ={newlpuz)]| ne
LY = {newr(z,y) | (n.¢
Ly ={ne Wk (py)| (¢

)2 = 0 3a cBaro £ € Ker(D,,)}
r2 = 0 3a cBaxo ¢ € Ker(D,)}

)
EC)LQ = 0 3a cBaxo (,() € Ker(D,,) x Ker(D,)}.

3aucTa, U3 eKCHOHEHIMjadHOr ONalama I'PaJUjeHTHUX Tpajekropuja u (mep-
Typ6OBaHNX) XOoJIOMOp(HUX muCcKOoBa (Buern mokas Jleme 49), caemn na je

§€ LUp,x), € Li(z,y) m ££C € L(p,y), 3a ; + . = L.

Hoxrasxkumo cama caenehe momohuo TBpheme.

Tepbeme 56. [locmoju dowma epanua p1 < pg maxsa 0a je, 36 C8AKU NAPAMEMAD

aenmena p > p1 u cearu nap (w,v) € K, ®pedroamos onepamop D, : WL (p,y) —

Lr(p) x L;, n%(y) muna (4.3.11) cypjexyuja. Kaxo je Ker(D, ) xonaune dumensuge,
P

nocmogju komnaemenm Z npocmopa Ker(D, ) y WL (p,y) u npojexyuja na Ker(D,),
osnanumo je ca Projge p,y- Tada caedeha xomnosuyuja undykyje usomoppusam:

©x = Projkenn,) © ¢ : Ker(D,,) x Ker(D,) = Ker(D,).



104

Loxaz: V13 popmyiie 3a nanekce PpenxosMOBUX oIepaTopa

Ind(D.,) = ms(p) — (ug(w) T g)
Ind(D,) = pu(z) — pu(y)

Ind(D,) = my(p) — (NH(I) + g)

u yumeHune na cy D, u D, cypjeKTUBHU, OMHOCHO, na je:
Ind(D,) = dimKer(D,,), Ind(D,)= dimKer(D,),
cienn

dim Ker(D,) > Ind(D,) = Ind(D,,) + Ind(D,) = dim Ker(D,,) + dim Ker(D,).
(4.3.19)
IloBo/mHO je ma mokazkeMo na, 3a ¢purcupane w,v € K mOCTOju NOHa rpaHuna
p(w,v), TaxkBa ma je, 3a p > p(w,v), IpecIuKaBame @, CYPjeKTUBHO (KaKO

6

je K KoMIlakTaH, a CypjeKTMBHOCT OTBOPEHO CBOjcTBO,'!Y oBo he oGeszbenutn

IOCTOjak¢ YHU(POPMHE NOH€ TPDAHMIE pr TaKBe Ha je ¢, CYPJEeKTHUBHO 3a CBE

(w,v) € K, p> pr). 3anucra, ako IPETIOCTABAMO [a j€ ¢, Ha, Tala BaXKU
dim Ker(D,,) + dim Ker(D,) > dim Ker(D,). (4.3.20)
N3 (4.3.19) u (4.3.20) 3armydyjemo
Ind(D,) = Ind(D,,) + Ind(D,) = dim Ker(D,,) + dim Ker(D,) = dim Ker(D,),

na je D, cypjeKTUBHO U ¢, WH]JEKTMBHO, TO jecT, noka3 IBpDhema je 3aBpmieH.
Jlokasxumo, 3aTO, Ha je IpeciukaBame ¢, Ha. JloBOJbHO je ma JoKaskeMo

na, 3a Herko C > 0 1 JOBOJPHO BEJIMKO p) BAKU
IDxsllzr = Cllsliwr (4.3.21)

3a CBe ¢ € Li. 3ancra, Kana ¢, He 6um OMO CypjeKTHBaH, U3 IEKOMIO3UIUje

Wi(py) = Ly @ (Ker(Dw)ﬁKer(Du)> ou crnemuno ma mocroju s € Ker(D,)

16 Ao J€ Py CYDJEKTUBHO, OHZA j€ CYPJEKTUBHO U Oy 34 X' moBosmHO Gmu3y X.
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TAKBO Ja ¢ € Li. Anu rana u3 (4.3.21) caemu ma ¢ Mopa OUTH HyJia BEKTOD.
[Ipernocrasumo na (4.3.21) me Basku. To 3HAYM Ia mOCTOje HU3O0BU p,, — 0O U
< € Ly, TaxBu ma

llsnllwir =1 m || Dy, Snllr — O. (4.3.22)

Osze Y, = (w,v,p,), TO jecT, w 1 v cy QUKCUPAHU, & p, — OO.
HacraBak mOKa3a MOXKEMO Ja CBeIeMO Ha TPUBMjaTHM ciaydaj R?® ymecto

T*M. 3aucra Heka je © moMeH TMpeciauKaBama W, TO jecT:
© = (—00,0] U (]0,4+00) x [0,1]). (4.3.23)

Nzabepumo rpusnjamusannjy ¢, : TT*M |y — N(z) x R*™ (rae je N(x) HOP-
MaJHa OKOJuHa mnyTa z(t)) u TpusBumjanusanuje ¢, pacaojema w*(TT*M) u ¢,
pacuojemwma v*(TT*M), m TO TakBe na Cy HpecIuKaBama @ (S,t), du(s,t), dp(s,t)
yHUPOPMHO TI0 (S,1) OrpaHUMYeHa y omepaTopckoj HopMu.'! 3a p > py medunu-

MUMO TPUBHjAJIU3ANN]y ¢, PACTIOjeHa (w]jgv)*TT*M TaKBYy Oa je

¢P’[g,p+1] = ¢m|[g7p+1]7
¢p’(—oo,§] = ¢1 ° ¢w‘(—oo,§]>
¢p’[p+1,+oo) =¢20 ¢v‘[p+1,+oo)

rme cy
o P -1 (P __ -1
¢1(87t> T ¢r Evt © ¢w Eat ) ¢2(57t) T ¢x<p+17t)o ¢v (p+17t>
Tako mosa3zmMo 10 TPUBUjAINZAIN]E

o U (wﬂgv)*TT*M — [po, +00) x © x R*"

pPZpo

Koja je YHH(POPMHO OrpaHWYEHa y olepaTopckoj HopMmu. Tako ma ce mpoueHa

KOJy /KeJIMMO Oa MOKaKeMO MPEHOCU Ca TPUBUJAJJTHOT HA HETPUBUJAJTHUA CIYYA].

1THa IpUMeEp, aKo je gb(s,t) NPOU3BOJbPHA TPUBMjAIU3AIM]A, MOKEMO y3E€THU Hig’,g\l'
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Uneja norasa je ciaeneha: y Guumsuum Xamunronujana pacmana, x(t), Ko-
pucTrheMo YUHEHUITY 1A CY aCUMITOTCKU JIMHEAPU30BAHU OIIEPATOPU M30MOP-
¢usmu (Buneru Hamomeny 55); nasexo oxn x(t) KOPUCTUMO KOHCTPYKIU]Y IIPE -
Jebemha: Npea-3aJelbeHn 00jekTu ¢y ([0 Ha TpaHCIanujy) jeAHAKUA MOJa3-

HUM w u u. IIpeumsnuje, mera je [ :— [0, 1] ruaTka ¢yHKUMja jenHaka HyIn

3a s € (—00,2 —e|U[l+¢,00), a jermanmu 3a s € [2 — 5,14 £] 3a Quxcn-

pano, moroxHo omabpano ¢ > 0. Hexra je [,(s) := [ <pin) W3 xomcTpyxkmuje

nopen-Jjelnbema Ce JIaKO U3BOIM [da BarKM:

8 a n>n
%(67191) + J(OO, ) gtg + A<007 ')6n§n

(y camuHOj cuTyauuju oBO je mpenusHo nokazano y [19, 24] nawu [69]). ITomro
1,7

je &+ J(00)Z + A(co) usomopdusan, Baxku 3, Y20, na

IDxnllr =0 =

— 0

L’l‘

gn'[%wnJﬂ] HWLT — 0. (4324)
Osnauumo ca 37 (s) := 37(—s), rme je 37 mnedunucano y (4.3.13) u ca f(s) =

BE(s+7), 6-(s,t) := (T + 5,t). Cana uz (4.3.22) u (4.3.24) caemm
HDw(ﬂ:m_lgn) =0 [ Du(B )z

Amu 5~ e ICnGLJ‘I/Iﬁ (s )ganL

I (4.3.25)

a 3a TaKB€ BEKTOPE BaiKN:

u

Hwa:m_lCn) . >

1D (55, (n)2p. )|

nomtTo ¢y Dyle, 1 Dy|e. m3omoppusmu. Cama mMaMo:
Ew Eu

wtr (4.3.26)
> c

Lr = 2” Pn (sn 2Pnlev7

L= Tm {[Gulypsr
_ . — + —
= lim (|57, 60+ Ben_yon + (1= B, = BlonJnllwrs

< lim (Hﬂtncnllwu+ 187 n _ySnllwrr +[1(1 = 3, —5im_1><n|!ww>
n—oo 2 2

(3

n—oo

(4) ) _
< Iim (EHDUJ(ﬁ_@_lcﬂ)HU X ,Jn<cn>2pn>un)

n—oo

Ny

~
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Jennakocr (i) caenm u3 (4.3.24), yumenunie na je

supp (1 AT ﬁ:%n,1> - [%”,pn + 1}

u jemrarocta [|B5, ¢, llwir = 18} (Sn)2p, lwirs (id) coema n3 (4.3.26) u (i4i) coemm

n3 (4.3.25). Hobuau ¢cMO KOHTDAIUKIN]Y, Jakie, TBpheme Basku. []

4.3.2 Er3ucreHnuja TavyHOr peliemna

[IpoGieM Halakema TAYHOD pellema ce yrIaBHOM (1 y ciaydajy objekara je-

MUHCTBEHOT TUIA) CBOIU Ha cienehy amcrpakray sgemy.

JIlema 57. [23, 69] IIpemnocmasumo da zaamko npecaukasawe f : E — F
uamehy banazrosur npeocmopa E u G uma paszsoj

f(&) = f(0) + Df(0)s + N(s)

u da D f(0) uma xonaunodumenszuono jeszpo u dechu uneepsz G makas da, 3a C8aKO
¢,( € E samcu:

IGN(S) = GN (e < C(llsllz +[I<le) lls = Clle

3a Hexy woncmanmy C. Heka je € =
jeduncmeena Hyaa npecaurasana f

=. Awxo je |Gf(0)|r < 5, mada nocmoju

20 € B.(0) N G(F)
maxea da je |[zo|[p < 2[|Gf(0)]| 5.
Ioxa3z Jleme 57 ce 3acHuBa Ha BaHaxoBOj TeopeMmu O KOHTPAKIMJU U MOKE

ce nahu y, ma npumep, [69].

N3 Tepbewa 56 cremu ma mocToju m3oMophu3aM BEKTOPCKUX PACIIOjeHa
D|pi: Lt = &%
rme je

Y= |J Ly

XEK X [po,+00)
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a £%" nepunucano y (4.3.17). Hrerosa pecTpuknuja Ha cJoj je
Dylps « Ly = Li(p) % L (y).

Osnaunmo ca G, uHBep3HO npecimkasame G, := (D, |.)~!. Ila 6ucmo mo-
X
rau ga npuMenuMo Jlemy 57 Ha Ham ciydaj, mOTpeOHO je na OIEeHUMO TEeCHU

MHBEP3.

Jlema 58. Ilocmoje konemarnwma C' u 0oma 2panuya 3a napamempe Aenbewa P >

p£1 maxkese 6& 8AMU OUEHA
1Gnllwer < Clinllzr (4.3.27)

3a cae x € K X [pa, +00), n € LI (p) X Lijgv(y)'

Zoxas: Hejemquakoct (4.3.27) je eKBUBAJIEHTHA HEjeIHAKOCTU

[slwr < Cl[Dys]

L (4.3.28)

[IpernocraBumo cynpoTtHo, TO ject, Heka (4.3.28) me Basku. Tama mocroje

HU30BU p,, — 00, (W,,v,) € K u g, € L; (rme je Xn = (Wn, Uy, pn)) TAKBU KA
[sallwir =1, Dy, Sallzr — 0. (4.3.29)

Ocrarak mokKa3za MOMKe Ce M3BECTH CIUYHO Kao moka3 IBpbema 56. ['masma

pa3ivKa je y UMEEHUNUW Oa OBAe UMaMO Hu3 (Wp,v,) MU3IOMIBEHUX TPAajeK-

TOpHja U HU3 p, — 00, YMECTO @GuKCUparur M3IOMJIbEHUX Tpajexropuja (w,v)

u HU3a p, — 00, Kao mTo je 6mo cayuaj tamo. OBy remrohy hemo mpe-

Ba3uhu 3aXBaJjbyjyNu KOMOAKTHOCTHU CKyma K, HamMe, MOKEeMO TIPETIOCTABUTU
wir . . . .

na (wp,v,) — (w,v) € K (ako TO HHUje ciaydyaj, MOCTOjU MOMHU3 HA KOjU Ce

OJHOCHU OCTaTaK JOKa3a). Y BEeINMO O3HAKE
Xmmn = (wm Un, Pm); Xn = (w, v, pn)7
._ 0 40
Wnn 1= W, ﬁpmvn, Wy = wi, v

Heka je U C T*M orBopena okoamHa ckyma w(©) U u(D) (sBumern (4.3.23)
n (3.2.3)) u Hera je
O :TT*M|y S U x R*™ (4.3.30)
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TAKBO Ha je w,y,, .(0) C U 3a m,n > ny. Hepurumumo
Py 0 £ 7wy v, Projy 0 &(¢))

rae Proj, o3mavaBa mpojexnmjy Ha IPYry KOMIIOHEHTY IOECHE CTPaHe y U3Pa3y
(4.3.30). Bumumo na @, , ycnocrasma uzomopduzam udmeby W;:n u Wé: Kao
u nzomop¢usam usmeby L7 X Ly 9 v, U LIx Ly, 40 s 1 TO TAKO Jia (zaxBamyjyhn
yCaoBy (wy, vy) v (w,v)) ®pp — Idys, xama n — oo. 30or Tora, 3a naTo

e >0, ycaos (4.3.29) moskeMO TpaHCHOPMUCATU Y yCIOB
1-¢e< H (PrOjLi- Oq)n,n) gnHWLT <1+ €, HDXngTLHLT - 07 n 2 ng.

[IpecnukaBame Proj;. je mobpo nedmHHCAHO jep Lin nMa KOMIIJIEMEHT Y
xXn

Wé’:(p, y), m 10 je koHauHOIMMeH3moHU npocrop Ker(D,,). Mebyrum, =Hus

1

Xn? IIa C€ OoCTaTaK OOKa3a MOKE M3BECTU

<ProjLi o<I>n,n> G, je HuU3 BekTOopa y L
canuno kKao y Tephemy 56. []
[Ipumenumo Jlemy 57 ma mam cayuaj. IlpecnuraBame [ u3 Jleme 57 je,

KOJ HAC, PECTPUKIU]ja HA CJIOjeBe

P s W3l (poy) — L(p) % Li o (y)
IpecIuKaBama BEKTOPCKuX paciojema (4.3.17). IlpecaukaBawa Df u N u3
Jleme 57 cy omrosapajyhu uzBomu (upsBu m gpyru) y TejimopoBoM pa3Bojy
npeciukaBama F). 30or Tora mpecaukaBamy Df m3 Jleme omromapa mpec-
muraBame D, , npecnukaBamwy G u3 Jleme 57 — mpecnukaBame G, u3 Jleme 58.

Ocrago je jOHI Oa IMpoOBEPHUMO Oa JU Cy MCIYHEHUN yCJIOBU KOjI/I ce OJHOCE Ha

HesmHeapHn cabupak N. M3 passoja
F(§) = F(0) + Dy (0)§ + Ny (0,€)
Fy(n) = Fy(0) + Dy (0)n + Ny (0, 7)
F (&) = Fy(n) + Dy(n)(§ —n) + Ny(n, £ —n)
ce mobuja
N (&) = Ny(n) = Ny(0,€) — Nyy(0,1) = F\ (&) — Fy(n) — Dy (0)(§ —n)

= (Dx(n) = Dy(0)) (€ = n) + Ny(n,€ = n).
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Kako je K xomMmakTaH, TO je CKyI

U = crm (4.3.31)

XEK X[po,+00)

peJadaTuBHO KOMIIaKTaH, IIa BayKM OI€HA:

IN (&) = Nl < C (ll€llwrr + nllywar) 1§ = nllyar, (4.3.32)

rae korctanta C) 3aBucu on cynpemyma C?— HOpMe mpeciukaBama Vg exp Ha

penaTuBHO KOMOAKTHOM ckymy (4.3.31). Tpaskena ropma oleHa IPECIUKA-

Baba GN ciemu n3 (4.3.32) n yumenune na je G, u3 Jleme 58 orpanndeno.
13 Jleme 57 cnenu na nocroju jemuucrseno I'(x) € B-(0) N Ly 3a koje Baxu

F\(I'(x)) = 0. Aro neduHumemo

Wy = expy . T,
nobujaMo TavyHO peleme, 3a Koje je
F(wi,v) =0.
N3 omene
I1F (@) < ae™™ (4.3.33)

KOja Basku 3a HekO o >0, m >0 u
ITC) lwrr < 2C|F (o) [|2r (4.3.34)

cilenu na je
ITOO)[[wrr < C(K)e™™” (4.3.35)

3a Hero C(K) > 0 koje 3aBucu ox ckyna K. Onena (4.3.34) caenn u3 Jleme 57,
rae C' 3aBucu o1 necHor wHBep3a npeciukaBama (. Ounena (4.3.33) ce moxke
JIAKO U3BECTU U3 KOHCTPYKIUj€e [IPeN-3aJell/beHUX TPAjeKTOPUja w0 U eKCIIOHEH-
IUjaTHUX KOHBEPICHIMja IpeCiIuKaBama w u v ka (t), kan s — oo (Bumern

u [20] 3a moka3 oBor merasba).
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N3 (4.3.35) caenu ma pacrojame uaMmehy anpokcuMmaruBHOr pememna (mpe-

3aJemLeHnx Tpajexkropuja) w ilv usz (4.3.15) u TauHor pemema wf,v TexU
p 3. p

HY /I JOBOJEHO OP30, Kaja p — 00. AIPOKCHMATHBHO PeIlere w f) v OYurIeHo
reOMEeTPHUjCKM KOHBEPrupa Ka JaTOM M3JIOMJLEHOM, OMAKJIEe CJIeOU A W TAUHO
peleme KOHBEPrupa Ka M3JIOMJLEHOM.

V3 crapmapaHux pe3yiaTaTa O PEryJapHOCTH pellena eJUNTUYKE jeIHa-
YpHe CIenV Ia je TauvHo pememe jenHavuse (2.1.9) je raaTko.

Ocrano je jom ma mDOKaKeMO Ia je JelJbelhe yTalambe.

4.3.3 CsojcTBO yTanama

Ila 6ucmo mokasanu ma je Jembeme f yraname, 3a p > p(K), norpebuo je ma
OpoBEPUMO 1a je meros uzson D y cBakoj Ttauku (w, 0, p) uzoMmoppuszam u 1a
je f uHjeKTUBHO.

Y Toraasmy 4.3.1 medpuHUCAIM CMO NpEI-JENLEHE 34 €JIEMEHTe CKyIa
Mg, (p, f,9;2,H, J) x M(x,y,H,J). Heka je a ¢urcupana peryiaapHa BpeIHOCT
¢yurunonasna nejcrea Apy. Ilocroju ounrsenna naeHTUGUKAII]A

—

Mz, y, H,J) = M(x,y,H,J), (4.3.36)

rme je

MYz, y, H,J) ={ve M(x,y; H) | Ag(v(0,-)) = a}.
Kopucrehu naknysujy
L MNx,y, H,J) — M(z,y, H,J)
MOKEMO fa Ae(pUHUIIEMO JelbeHe Ha ITPOU3BOILY
Mey(p, £, g2, H,.J) x M(z,y, H,.J)

kao fo (Id, ) (mpu uemy mompaszymeBamo nmomenyTy uneHtuduranujy (4.3.36)).
[Tomro je K KOMOAkKTaH CKyI, a PEryJapHOCT OTBOPEHO CBOjCTBO, HOBOJHHO

je ma mora:kemo ga mocroju p(w,v) (3a ¢urcumpan map (w,?0)) TakBo ma je,
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3a p > p(w,d), npecaukasame D f(w,v,p) nzomoppuzam. AKO TO MOKAKEMO,
MOEEMO Y3eTH

K) = 0).
p(K) (£§§Kp(w,v)

Ila 6ucmo nokazanu na je Dt (w, 0, p) m3oMoppu3amM, TOBOJBHO je ma IPOBep-

UMO JIa je OHO MHjeKTUBHO, jep, U3 popMyJie 3a QUMEH3Uje TPOCTOpa penema, '8

cJgenu:
dim (K x [p(K),00)) = m; () = (na(@) + 5 ) + (waa(@) = pun(y) = 1) + 1
= mys(p) — (uH(y) + g) = dim Mg, (p, f. g;y, 1, J).

[IpernocraBuMo CynpoTHO, Oa He moctoju p(w, V) TAKBO Oa je MPECIUKaBAEe

Dt (w,v,p) uajekrusHo 3a p > p(w,v). Tamga nocroje HU30BU
gnETwMRo(paf7g;va7J)a CnGTﬁM\(xvvaaJ)a Pn — OO, tnETpn[P(),OO)

TaKBU Oa BayKHN

(&ns Cartn) # (0,0,0),  (&n, Gus tn) € Ker(D) B(u, v, pn). (4.3.37)

Kako je je3rpo omepatopa BEKTOPCKU IIOTIPOCTOP, MOKEMO jOII IIPET-

MMOCTABUTH 114 j€

[€nll + 1ICall + Itn| = 1. (4.3.38)
Nmamo
Dﬁ (U),?A], P)(f, C?t) =D ﬂp (wa ’U)(f, C) + Dﬁ (U),U) : (wa —U) : t>
rae npBo D o3mauasBa usson mo (w,v) a apyro D wm3sox no (w,v,p). Kako je
jomr

Dp(w, v)(§,¢) = Viexp(I'(x))(§ £, ¢) + V2 exp(T'(x)) (DT(x) (€, )

Dt (w,v)(w, =0)t = Vyexp(I'(x)) (w4, (—0)1),

1SBI/UIGTI/I ITornasme 3.3.
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u3 (4.3.37) 3akmydyjeMo

0= Dﬂ(fnvgnutn) =
Viexp(L'(xn))[(&n 8. Cn) + 0 ), (—=0)t0] + Va2 exp(I'(xn)) (D' (Xn) (&ns Gn))

OOJHOCHO

V1 exp(T(xn))[(&n £, Cn) + @8y, (=0)tn] = =Vaexp(I'(xn)) (DT (xn) (&n, Cn)) -
Anu u3s unerTUTETA
(Vaexp o Viexp)(p,0) = Idr, p
Y €KCIOHEHINjAJTHOT OIa,aha
IOl 1PT Cen)ll =0,

nobujamo
[(&n tpn Cn) + 108, (—=0)tnllwrr — 0.
300r Tora mMaMo

1€n + wthW“(—OO,%"] — 0, [|Gn— @tn||W1”[f2pn,+OO) — 0.

KRako je
Cn S Tﬁﬂ(xaya Ha J)

Ty M(z,y, H,J) N Ri = {0},

3akmyuyjeMo na t, — 0, ma Baku

1€nll; [[Gnll = O,

wTo je y kouTpamuknuju ca (4.3.38). Tume je moka3 peryiaapHOCTHU MPECIUKA-
Bama D f 3aBpIeH.
WNujekTuBHOCT caMor mpeciukaBama ff (3a TOBOJBHO BEIUKO p) ciaemuhe u3

MaJIOIpe MOKa3aHe PeryJapHOCTH M3BOJa M KoMmakTHOCTH ckyna K. IloHoBO
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hemo pezonoBatu cBobhemem Ha KOHTpaauknujy. [IpeTrmocTaBuMo 3aTO Aa mMOC-

TOje HU30BU p,, — 00 U

(Wn, Un) 7 (On, On) (4.3.39)

TAKBU J& BarKU
Wy, B, Un = Op 85, On-
Kako je K roMmakTaH, MOKEMO Aa NPETIOCTABUAMO Ia
w, —w, U, —0, 0,—90, &, —0.
U3 ekcnoneHnujasHor omanama npecaukasama ['(y,) = [(wy, Oy, pn) 1 T'(N,) =

[(0n, 0n, pr) cilemu na, y JOKAJHUM KOODAWHATAMA, BAMKIU:

n—od

0 0
Hwﬂpn U= 5ﬁpn O—HW1,’V‘ - O?

ma w = 0, 0 = 6. Kako cmo Beh morazanu na je f JOKaJIHO M30MOpQU3aM,

3aKBbYUIyjeMO na mocToju ng € N TakBO Ha 3a CBe N > Ny BaKU
(wn7 Un) = (5n7 On)

mwTo je y koHTpamuknuju ca (4.3.39).

Tume je rommmerupan nokas Tepbhema 54. ]



I'VIABA 5

OPUJEHTAIINJA

5.1 VYsBon

Y 0BOj raaBu KOHCTpyucaheMmMo KOXEpPEHTHY OPUjEHTAINjy MOMYJCKUX MTPOC-
TOpa KOMOMHOBAHOT TUIIA, OJHOCHO OPUJEHTAIM]y KOja Ce CIasKe ca Omepalu)a-
Ma Jembema.! Pamu mojemmocTaBbuBama OOKa3a, KOHCTpyucaheMo KoxepeH-
THY opujeHTanujy camo 3a mpoctope Mg (p, f,9;x, H,J), Mg,(x,H, J;p, f,q),
./\/lR(ﬁ,f,g;ﬁ,J) u M(R;ﬁ,f,g;ﬁ,J) ca jeIHUM yJa30M U M3J1a30M (BUIETH
(2.1.9), (3.3.2) u (4.2.1)). Osa koHCTpYyKIMja HaM oMoryhasa na nepuHu-
memo IICC wmzomopduzam (2.1.8) 3a MopcoBy u PnopoBy xomosorujy ca
e100pojHNM KoepunujenTrMa. RoucTpyknuja MopcoBe xomomoruje ca 1eso-
6pojHuM KoepuimjeHTMMA (& CAMUM THUM U Ca IPOU3BOJLHUM, 3aXBasbyjyhu
dopMysnu O yHUBEDP3AJTHUM KOepUIUjeHTUMAa, BUAeTH, Ha npumep [68]) mara
je y [69], a Pmopose y [24]. OcHOBa oOBe KOHCTDYKUHWjE je OpUjeHTALMja
kinace PpeaxosMoBUX omeparopa, OJHOCHO, cedema Ha JloHaamcoHOBOM me-
TePMUHAHTHOM paciojemy, onncanoM y Ilormasmy 5.2.1 (Bumern u [13, 14]).
Cremnujamuo, kamga je $PpenxoiaMoB omepaTrop CypjeKTUBAH, OBO CEYEHe WH-
NOyKyje OpUjeHTalujy HeroBOT je3rpa, WMITO je y HaIleM CJIydajy TaHM€HTHU
npocTop MHOrocrpykoctu (Bumeru Hamomeny 63).

HapaBHo, 3amaBame opujeHTanyje Ha MOILYJICKMM IPOCTOPUMA je YBEK

1BI/I,HCTI/I ITornasime 4.3.

115
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Moryhe u jeIHOCTABHO: Iu(epeHINjaTHO-TOMOIOMKY I'JIeJaH0, TPOCTOPU KOju
Cy 3a HaC O] 3Hayvaja MPEeNCTaB/ba]y IpPeceKke HEeKWX CTAOUIHUX U HecTaduJI-
HUX MHOTOCTpYyKOCcTU. Ha mpumep, Basku M(p, q, f,g9) = W (p)NW*(q) C W*(p),
Mg, (p, f,g;2, H,J) = ev 1 (A) C W¥(p) x Wé(x), rme cy W¥(p), W*(q) ctabunna
1 HecTabMJIHA MHOTOCTPYKOCT Tavaka p u ¢, W*(x) ,Hecrabuina MHONOCTDY-
koct” XaMunTOHOBOr myTa z (Bumetw jemHauwmuy (5.2.5)), A C M x M mu-
jaronana u ev(y,u) = (v(0),u(0,1)). Kako cy crabumnna m HecTaGuiaHa MHO-

2 ome cy u opujeHTAOUIHE, TIa je OpUjeHTabMIaH

TOCTPYKOCT KOHTPAKTUOUIIHE,
1 BUXOB NPOM3BOJ, KA0 U CBaKa MOAMHOTOCTPYKOCT TOT mpom3Boma. 1o je
jenaH HauWH 3alaBalbha OpHUjeHTalMje MOLYJICKUX mpocTtopa. Ipyru mHauuH je
jOII je THOCTABHMjU — HAMMe, IPOCTOPU KOJU Cy 3a HAC O 3Hadaja Cy OUMEH3U]je
HyJIa U jeJaH, Ia Cy CaMUM TUM OPUjeHTAOUITHU.

MebytuMm, TakBO 3amaBame OpPUjeHTAIlMja HUje OJ KOPUCTU 3a HAIly KOH-
crpyknujy. llnm HaM je ma opujeHTHIIEMO MOIYJICKE IPOCTOPE CBA TPU TUIA
(Tpajekropuje, AUCKOBE M KOMOMHOBaHE O0jeKTe) 3ajelHO, U TO UCMOBDEMEHO
Yy ceum JumeHnaujama, ma OUCMO TPUMEHUJIM pPe3yJiTaTe M3BeneHe M3 0CoOumHA
IpocTopa KOMOMHOBAHMX OOjekaTa Ha CIydaj XOMOJOruja ca Z— Koepuuu-
jeatuma. Y ['maBu 4 cMO BuUOeau na TOMOJIONIKY T'PAHUILY MOMYJICKUX MPOC-
TOpa uYmHe O0jeKTU KOju NMPUMNanajy KOMIOHEHTAMa MAambUX IUMEH3Uja HEKUX
O TIOMEHYTHX MOIYJCKUX HpOocTopa. Jeman objekaT MOKe OUTU eJIEeMEHT
TOTIOJIONIKE TPAHUIE PA3HUX MHOTOCTPYKOCTH. Xohemo na KOHCTPYUIIEMO
opujeHTanujy Koja he cBe oBe O0jekTe MOBE3WBATH, TO jeCT, KOja he Outum
KOMIATUOMIIHA Ca OmepalyrjamMa Jelbemha (Y CMUCIY & U3BOJ JICIJbEHha dyBa
opujeHTanu]y ).

[TonceTrnmo ce ma ce opujeHTanuja TPOU3BOJLHE (OpUjeHTAOMIIHE) MHOTO-
CTPYKOCTU MOKe 3aJaTH HA HEKOJIMKO €KBUBAJIEHTHUX HAaYWHA. JemaH je u3-
Oop opujeHTaMja y KapTama, TakaB Aa je, IPU TPOMEHU KOOPIAWHATA T, Y

T3, JEeTepMUHAHTa jakoOuUjaHa KOMIIO3ULUjE T, O :Egl no3utuBaH Opoj. OsBo

2Pammiuja pemema jemHadmie %(x) = —Vf(o:(z)), ¢o = Id ycrnocrasma xomotomujy mameby

unerruukor (¢t = 0) u xomcranTHOr (& = 400) Mpecamrasama wa W*(p).
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yCTBapu TIpeNCTaB/ha OPUjEHTAIM]Y TAHTEHTHOT pPaciojemha Kao BEKTOPCKOT

paciojema.?

Hpyru maunH je m300p ¢opMe MaKCHUMaJHE NUMEH3Hje Koja ce
HUTIE HE aHyJIupa, U TO je IPUCTYN KOju heMo CieauTu.

Nneja roHcTpyEKIMje KoxepeHTHe opujeHTamuje je ciaeneha. TanrernrHu
IpPOCTOP TMR(ﬁﬁg;ﬁ,J) je obmura F~'(0) 3a mekm cypjektuBHu Ppes-
X0JMOB omeparTop. Opujenmayujom cypjexmusrnoz Ppedroamosoz onepamopa F
30BeMO opujeHTanujy paciaojema T Mpg(p, f, g; ﬁ, J). Xohemo na opujenramnuje
ABa MOIYJCKa MPOCTOPAa KOja Cy KOMIATUOWIHA 3a JelJbelhe MHIAYKY]Yy Opu-
jeHTanujy mobujeHor, 3aJel/beHOr HPOCTOPA. 3aTO Me(PUHUIIEMO OIEPAI]y
Jemsbema omeparopa, koja mam to omoryhasa (Ilormasme 5.2.3). Meby-
TUM, OBY KOHCTPYKIM]Y je HeMOryhe M3BEeCTU UCKIbYUUBO KPO3 CYpjexmusHe
PpenxonmoBe omeparope. 3aTO TPOMUPYjEeMO IOjaM OpHjeHTAIldje oIepa-
TOpa ca CypjekTuBHUX Ha npousBossHe Ppenxonmose (Ilornasme 5.2.1). Ilpe-
nu3Huje, nmocmarpamo PpenxoaMoBe omepaTope Koje cMo Beh m3yuaBasum y
[Tornasmy 2.3.2 (Bumeru Ilormasme 5.2.2) u mepUHUMIEMO HUXOBO JIENJbe-
me. 3a aepuHUNUjY TOojMa OPHUjeHTalrje MPOM3BOBHUX PpenxosmMoBux oOI-
epaTopa moTpeOHE Cy u3BecHe ajredapcke KOHCTPYKIUje, OPUTUHAJIHO IATE
y [14], onucane y Ilornasmy 5.2.1.

[Toceban mpobGiiem mpencTaBsba Npeaa3ak ca TPUBUjAJTHOT HA HETPUBUjAJTHA
ciIydaj, jep IpeHOoC opujeHTanuje 3apucu ox m3bopa rtpusujanusamnuje. OBom
npobiaemy je moceheno Ilornasme 5.3.

[locToju KaHOHCKM HAUWH 3anaBamba OPUjeHTAlMje Ha HYJIAIUMEH3MOHUM
KOMIIOHEHTaMa, MOIYJCKUX IpocTopa. Y mnopebuBameM OBe OpUjeHTAIje Cca
KOXEPEHTHOM NPUIPY:KYjeMO KapaKTepUCTUYHe 3Hake (TO ject, cumbose =)
HynaauMen3nonuM objektuma (Bumetu Ilornasme 5.3.4). Oum omoryhyjy mo-
opy medpmurucanoct Mopcose u Propose xoMogoruje ca meJ0OOPOjHUM Koehu-
NUjeHTuMa — Yy CJIydajy IpPOCTOpa jeOWHCTBEHOI TUMa, KAaO0 W KOHCTPYKIIA]Y

n3oMoppuzama m3Mehy BuUX — y ciaydajy nIpocTopa KOMOMHOBAHOI THUIIA.

3To jecT, opujeHTAIM]y CBaKOL CJI0ja KAO BEKTOPCKOT IPOCTOPA, KOMIATUOWIHY ca (QYHKIMjaMma
mpeJsiacka.
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9.2 OpujeHTanuja 1 Jjiendbes-€ y TPUBUjAJTHOM CJIydajy

Y oBoMm moriaBmby hemMo KOHCTpyuCaTd KOXEPEHTHY OpPUjeHTAIrjy Yy TPWBU-

jamHOM ciIydajy, TO jecT y ciIydajy CUMILIEKTUYKe MHOTOCTpykocTu R*™ ca
n

CTAaHIAPIHOM CHMILIEKTUYKOM (popMOM | dx; A dy;.

=1

5.2.1 JlerepMUHAHTHO pacJiOjeme

Iepuaunmja 59. Herka cy F m F' KOHAYHOIUMEH3WOHU PEAJHU BEKTOPCKU
npocropu. JlepuHUIIUMO JdemepMuHaHMHY NPOCMOP NPUOPYHCEH NPOCTNOPUMA
E u F, Det(F, F) Kao jeIHOAMMEH3UOHU BEKTOPCKU MPOCTOP

Det(E, F) (H)\XE> (H/I\XF> ,
max dim F

rneje N\ E:= A\ E, a /\( ) mpocTop k— snuHeapuux Gopmu Ha F. Yobuua-
0

jeHo je ma ce, 3a cBako F, nepunume /\ E := R, na hemo, y mamewm ciyuajy,
nvatu Det(0,0) := R® R*. Heka cy Hy u H; BanaxoBu mpoctopu, 1 HEKa je
L(Hy, H) cKyn HeIpeKuAHUX JIMHEeAPHUX IpeciaukaBama. O3HAYMMO ca

Fl"ed(Ho, Hl) C E(Hg, Hl)

ckyn cBux PpenxoaMoBux omepaTopa, KOju je OTBOPEH Y TOIOJIOTWjU WHIYKO-
BAHO] OIEPATOPCKOM HOpPMOM. 3a omepatop F € Fred(Hy, Hi) nedurummmMo
0emepMuUHaGHMHMY npocmop npudpyxcen onepamopy F, Det(F') rao

Det(F') := Det(Ker(F), Coker(F)).

Heka je cama X npowmsBossan Tomnosomku npocrtop u f : X — Fred(Hy, Hy)

IPOM3BOJLHO HeNpekuaHo! mpeciukasame. JlepEUMIIMO TPOCTOD

Det(f) := | J{z} x Det (f(z)). (5.2.1)
zeX
o
[TocToju oumrienHa KaHOHCKA IIPO]jEKIINja

7 : Det(f) — X.

Cryn 7 (z) je jeqnomuMeH3MOHU peasHU BEKTOPCKU MPOCTOP.

“Mucnu ce Ha npecauKaBame HEIPEKUIHO y OJHOCY Ha HOPMY MHIYKOBaHY OIEPaTOPCKOM HOPMOM.
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Tepbeme 60. [14] IIpocmop (5.2.1) je peaarno eexkmopcko pacaojemwe nad X .

Jloxas: TlpernmocraBumo, 3a mouerak, na je dimKer(f) mokanno koHCcTanTHA
¢yurnuja. 3axBassyjyhu mHenpexkunnoctu PpenxonmMoBor mHAEKCA, UCTO BaKU
u 3a dim Coker(f). Aro me¢punnmemo

Ker(f) := | {z} x Ker(f(x)) — X,

zeX

Coker(f) := U {z} x Coker(f(z)) — X,

zeX
Buaumo na je Ker(f) mompacnojeme npocropa X x Hy, a Coker(f) ronuuaunuro
pacaojeme mpocropa X X Hy. CaMuMm TUM OHU UMA]y CTPYKTYPY BEKTOPCKUX
paciojema, U TO KOHauHe muMmensuje jep cy f(r) ®penxosMoBu omepaTopu.

Anrebapcku Basku

Det(f) = /\ Ker(f) ® (/\ Coker(f)) )

mro HaMm omoryhasa ma cHabmemo ckyn Det(f) cTpyKTypOoM BEKTOPCKOT PACIIO-
jema.
Y onmreMm cayuajy dim Ker(f) ze Mopa na Gye JOKAIHO KOHCTAHTHA. 3aTO

he mam Outu morpebHa caemeha aarebapcka jgeMma.

Jlema 61. [14] Hexa je dam mauan nu3

0— B - E 2. . % E 0 (5.2.2)

sexmopckuxr npocmopa. Ilocmoju Karorcku uzomopdusam
max max
o Q (NE)— & [NE).
7 IIapHO ¢ HeIIapHO
/oxaz: Heka je ey, ..., e1,, 6a3a npocropa F;. Kako je d; unjekTuBHO, IOCTOjE
JMHEAPHO HE3aBUCHU BEKTODPU €91, ..., Ea,, KOJU, 3ajenHO ca (JMHEeapHO He3aB-
ncHrM) BekropuMa di(eq),...,di(e1,,), duHe 6a3y mpocropa Fy. 360r Tad-

HocTy Hu3a (5.2.2), Bekropu di(e11),...,di(€1,,) PA3anUBY je3rPO MPECIUKA-

Bama dy, IIa IOCTOje JWHEAPHO HE3aBUCHU BEKTODPU €3y, ..., Es3,, KOJU, 3ajeITHO
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ca JUHeapHO HE3aBUCHUM BekropuMma dy(es),...,ds(ea,,) uuHe 6a3y mpocropa

Es. Hacrasmajyhu nocrynak, MoskeMoO na ¢popMupaMo HU3 Oa3a obJImka
di(eqn), .., di(em,), €t 1)1y - -5 E(it iy 380 =1,... k=1,
yauMmajyhm ny := 0. edumrnmmmo cama m3omoppuszam ¢ Kao

dl(en) VANRRAAN d1<61n1) A €21 VANRRAN 62n2®

d3(€31) VANPIRAN d3(63n3) VAN €41 VARIRA 64n4®

daj1 (1)) A Adajo1(€@jtyng; 1) N e@in Ao A ejny

611/\.../\€1nl®

dg(@gl) VAN d2(€2n2) Negp Ao A €3n3®

dgj/(e(Qj/)l) VANPIRAAN dgj/(e(gj/)n%,) Aeajynr N A €25+ g,y -
Jlako ce mpoBepaBa na oBaj umzomopduzaM He 3aBucu ol n3bopa Oa3HUX BEK-
Topa mpoctopa Fj. []
Bparumo ce mva ommru cayuaj. Heka je f: X — Fred(Hy, H;) npousBosbHO
HENIPEKUIHO TpEeCIuKaBame. 3a naro r € X, mpuapy:kuMo PpenxosmMoBoM

oneparopy f(z) nureapHo npeciauraBame ¥ : R™ — H; TakBO ma je omepaTtop

~

fo(x) :R™ x Hy— Hy,  fy(z): (h,k) — ¢(h) + f(2)k

cypjekruBaH. Kako je cypjeKTUBHOCT OTBOPEHO CBOjCTBO, a PpenxosMoB UH-
MIEKC JIOKAJIHO KOHCTAHTAH, TO IOCTOjU OTBOpeHa okosmHa U(x) Tauke o Taksa
na je fy(y) cypjekruBan 3a cBako y € U(z) u na je Ind(f,;) xoncranran na U(z).

Hedpuunnmmvo, 3a y € U(x):

Foly) s R™  Hy = R™ x Hy,  fuly) (k) i= (0, fuly) (h,F) )

[IpecauraBame fy : U(x) — Fred(R™ x Hy, R™ x H;) nMa KOHCTAHTHY IUMEH3U]Y

je3rpa u Koje3rpa, ma, U3 IPEeTXOMTHOT pacyDhyBama 3aKbydyjeMo na je

Det(fy) — U(x)
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BEKTOPCKO paciojeme, kaaron cy (z,1, U(x)) kao mamonpe. ITocmarpajmo, 3a

rakse (x,1,U(z)), y € U(x), Tauan HA3 IpOCTOPA
0 — Ker(f(y)) - Ker(fy(y)) - R™ - Coker(f(y)) — 0,
rme je
di(k) = (0, k),
do(h, k) = h, (5.2.3)
ds(h) = ¢ (h) (mod Im(f(y))).

N3 Jleme 61 cnemn ma moCTOju KAHOHCKM M30MOP(dU3aM

max max max max

¢ \ Ker(f(y) @ (\ R™) — \ Ker(fy(y)) ® /\ Coker(f(y)). (5.2.4)

[Ipumerumo nma je (/\ E> ® (/\ E) KaHOHCKM um3oMopduo ca R, rme ce

n3oMop puzam OCTBapyJe npeko cnapuBama e ® f* — f*(e). Muoxkemem uzpa-

a(b.24)ca | AR"| ® (/\ Coker(f(y ))) 1 KopumhemeM NPUPOIHE MAEH-
tudpuranuje A ® B = B ® A nobujamMo mpupoaHu M30MODPu3am
Det(f( /\ Ker(fy(y)) ® /\ (R™)*

a xaxo je Coker fy(y) = (Hy x R™)/H; x {0} =2 R™, To je

Det(f(y)) = Det(fy)(y)-

Ha Taj Hauun cMO KOHCTpyucaau npupomnne oujernuje ¢ = ¢(x, v, U(x))

¢ : Det(f) = Det(fy)

‘U(x)

KOje cy u3oMop¢dusMu nysx ciaojea. Heka mse tpojke (z,v,U(z)) u (2,9, U(2'))

3a/10BOJbABAjy HaBeAEHE ycJaoBe. AKO ODMCMO MOKA3aau 1a je m30Mopdu3am

O’ 4/ U(a')) 0 b, 0, U (@)™ = Det(f)] oy — Det(fur)l

U(z)NU (z')
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nmpecianKaBame BEKTOPCKUX paciiojema, moka3 Tepbhema 60 6u O6uo 3aBpiieH:
CTPYKTYpPa BEKTOPCKOI paciojema Ha (5.2.1) ce mpenocu ca Det(f,) 3a 6nio
Koje ¥ m 6uno wojy orosmny U(z). IlpermocraBumo mpso ma je ¢'(a,b) =

¥(a) + o(b), 3a HeKO @ : R¥ — H,. 3a y € U(x) NU(2') mmamo Tauan HU3

0 — Ker(fu(y)) — Ker(fuep(y)) — RE — Coker(fu(y) — 0,

rje cy mpeciukaBama nepunucana kao y (5.2.3). Kao u panuje, mobujamo

KaHOHCKM M30MOD(du3aM
vy 2 Det(fy) — Det(fy) man U(z) N U(2')

KOjU jecTe M30MOp(U3aM BEKTOPCKUX paciojema, jep cy osora myrta Det(fy)
3aMCTa BEKTODPCKa paciojema. JIako ce mpoBepaBa Aa Ce (v IHOKIANA Ca
(' ", U(2"))og(x,,U(z))~". Hera je cama ¢ : R™ — H, mpousosmno. Iedun-

!
ummmMo ¢ @ R™ x R™ — H;y ca

p(h, k) = (h) + ' (k).
[TocmaTpajMo KOMyTATUBHU IUjarpam

Det(f,) —  Det(fy)
1= 1=
Detw@¢/ i Detw@w .

Bepruranna npecimkaBama ¢y Beh moKa3zaHN M30MOPYU3IMHI PACTOJEHA Ly e
U Qly op'ays JOK J€ HOH-e XOPU30HTAJJIHO IPECINKaBaH¢ M30MOP(YU3aM Paciojema
MHIYKOBAHO OYMIJIeHUM n3oMopdusmmma’ paciojema Ker(fyoy) = Ker(fyap)
n Coker(fyay) = Coker(fyaey). IT'opme XOpH30HTANHO IpecINKaBame je
Tpa:KeHU U30MOP(PU3aM pacilojema. ]

JHeduaunuja 62. Pacnojewe Det(f) mazuBamo demepmurnanmmum pacaojemem
pamusruje Ppenxonmosux omeparopa f : X — Fred(Hy, Hy). Opujenmayuja

°To cy usomop¢usmu tuna (a,b, h) — (b, a, h).
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Ppedroamosoz onepamopa F : Hy — H; je opujeHranuja HEroBOr IeTEPMU-
HaHTHOT paciojema Det(F). IIpousBomuo ceueme pacuojema Det(f) — X koje
je cByma paszmumauTo on myie® mrmykyje opujentanujy pamuiauje f. o

Hamomena 63. Y cayuajy ma je PpenxosmoBoB omepatop F' cypjeKTUBaH,
BayKU

Det(F) = A (Ker(F)),

Ia je opujeHTanuja omeparopa Iy cummcny lepumuumnuje 62 ycrBapu opu-
JeHTanuja mEeroBor je3rpa. &

Hamomena 64. Mako cmo, y I'masu 3 mepunucanu Mg, (p, f,g;x, H,J) ®ao
F~Y0), rne je F onepatop nedpunucan na P (p, r), npobieM KOXepeHTHE Opu-
jenraruje hemo pasmarpaTn 3a KJaacy omeparopa AeGUHUCAHY HA MPOU3BOLY
PLr(p) x PY(x). Paznor tome nexu y mokasy Jleme 80 ma crpanu 138, koju
He mpoJazu 0e3 oOBe mM3MeHe. AJm, aKO KOXEPEHTHO OPUjEeHTUIIEMO IPOC-
TOpE pellena CBUX ONepaTropa TAKBOT OOJMKa (Ca HPOU3BOIOM KAO JOMEHOM),
opujenrtamuja npocropa Mg (p, f,g9;x, H,J) je ayromarcku nacimebena. 3a-
ucra, ako W"(p, f) o3HauaBa HeCTaOWIIHY MHOTOCTPYKOCT KPUTHUUYHE TAUKE P
Mopcose ¢pyurumje f, a W*(z, H) ckyn pelema jeqHadyuse

5o+ J(5f — Xpu(u)) =

( ([0, +00) >E

u(4o0,t) =

0,1))) € OM, (5.2.5)
t),

tana je, ouuraemno, F~1(0) = W% p, f) x Wé(z,H) (rme F uma 3a momen
npousson npoctopa) u Mg (p, f,g;z, H,J) C F~1(0). Tako hiemo KOXepeHTHO
opujeHTHCATH MUPY Kjiacy enemenara — W% (p, f) x W*(x, H). 36or Tora, y
OBOj TJIABU MOAPA3yMEBaMO Ja Cy ONepaTOpy Ae(OUHUCAHU HA TIPOU3BOLY OIrO-
Bapajyhux Cobo/meBiLeBUX MPOCTOPA. %

6TakBo ceueme me MOpa Ja IOCTOjU.
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5.2.2 Cuoenujanna kjgaca PpenxosMOBUX omepaTopa

[Ipe cBera, momceruhemo ce HEeKUX cTapux O3HAKA U YBeCTU HeKe HOBe. Heka

je

Wi =W ((—00,0] x {0}, R™ x {0}),

W, " o= {u € W ([0,00) x [0, 1],R*™), | u(s,0),u(s, 1), u(0,t) € R" x {0}},

Ly = 17 ((—00,0] x {0}, R" x {0}),

Ly = {u € L7(10,00) x [0, 11,R") | u(s,0), u(s, 1), u(0,) € R" x {0}}

W =W x Wy,

L' =17 x L.

Oszmaunvo ca Yl ckym cBux smuseaprux omeparopa u3z L(W,", L1) o6auxa

K(7)(s) =7(s) + A(s)7, (5.2.6)

TakBux na je K~ := A(—0o0) cuMeTpUYHA HEIETEHEPUCAHA MATPUIA, & Ca Mg,

ckyn ceux L € L(W,", L) obmuka

L(u)(s,t) = @(S,t) + J(S,t)@

ds 5 (5:1) + Bls: t)u(s,t) (5.2.7)

3a HEKY CKOPO KOMIIJIEKCHY CTPYKTYPY ./, KOMIIATUOUIHY ca CTaHAAPIHOM CUM-

IJIEKTUYKOM (opmoM, TakBux na je LT (x)(t) := J(+oo,t)i(t) + B(+oo,t)x(t)

7

C&MO&,IUYHI"OB&HI/I I/I3OMOp(bI/13aM Ca JOMEHOM

WA= Lz e W ([0,1],R*") | 2(0),z(1) € R" x {0}}
1 KOOJOMEHOM

L {z e L"([0,1],R*) | 2(0),2(1) € R" x {0} }.

"To jecr, ma Bawu (LYx,y)r2 = (x, L1 y) 12 3a cBe , y us WL 3a crammapamn ckasapuu mpousBo
nedurncan y (4.3.18) 36or konaune mepe nomena [0, 1] Bamm whtr c wh2,
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Hanomena 65. 3a K n A Besane penamujom (5.2.6) xopuctuhemo m o3nake
Kj u Ag. Canuno, 3a oneparope L, J u B u3 (5.2.7) kopuctuhemo u o3uake

LJ,37 JL7 BL' <>

Ile¢puanmunmo

x N2

triv:

Ztriv = 21

triv

Hamomena 66. V3 Tephema 28 u 29 na crpanu 53 cienu na cy CBU ollepaTopu
U3 KJIace Y, PpemsxosmMoBu. &

Hamomena 67. Oneparopu koju cy 3a Hac on mHTepeca cy obuswmka (4.3.5)
U 3aMCTa OPUNALA]y CKYNY Xgiy 3axBasmyjyhwm ycmosuma (4.3.6) u (4.3.7) us
Hanmomenre 55 u uumenuiu ga je ¢f (Oyr) th Oy %

Heduannuja 68. 3a nsa enementa F = (F1, Fy),G = (G1,G2) € Yy KakeMo
Ia cy exsusasenmnu u numemo F ~ G ako Bazku:
- - + _
Osgauumo ca
Etriv = Etriv/ ~
CKYII KJIaca eKBUBAJICHIM]e. o

Tepbeme 69. Hexa je [F = (F1, )] npouseonna kaaca y ©. Tada je waaca [F),
NOCMAMPAHG KGO CKYN Y NPOCMOPY ONEPAMOPA, KOKMPAKMUOUANA Y TMONOAOZUJU
UHOYKOBAHOJ ONEPATNOPCKOM HOPMOM.

Jokasz:  Purcupajmo omeparop Gy = (Ko, Ly) uz [F]. Hera je G = (K, L)
npousBosban ejneMenT ckyna [F]. Omepatopy Lo oarosapa® cKOpO KOMILIEK-
cHa CTPYKTypa Jy a omeparopy L ckopo kKomiiekcHa cTpykrypa J. Cangwo,
omeparopuma Ky m K omrosapajy omeparopu Ay m A, a omepatopuma L
n L omrosapajy omeparopu By m B (upumerumo na je Ag(—oo) = A(—o0) n
By(+00,t) = B(+00,t)). Hera cy go u g Pumanose meTpuke Koje oarosapajy’

CKOPO KOMIUJIEKCHUM cTpykTrypama Jy u J. Tana je u

gr =1 =7)g+7q

8 Bunetn (5.2.7).
9Buneru Hamomeny 3 ma crpamu 21.
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PumanoBa Merpumka, o3HaumMo ca J, B0] TPUAPYKEHY CKOPO KOMIIJIEKCHY
cTtpykrypy u3 Hamomene 3. I3 Te KOHCTpyKNuje BHAMMO Oa je (paMuUIrja

J; rnmatka no s, t u 7. Heburmmmmo

A, =(1-71)Ay+7A, B,:=(1-7)By+ 7B

K (7)(s) :=(s) + Ar(s)7,

L.(u)(s,t) := %(s,t} + JT(s,t)%

H(7,G) := (K, L,).

(s,t) + B(s,t)u(s,t),

Jacuo je ma je H(r,G) € [F], Tpeba camo na HOKa:KeMO Ia je IPeCcIuKaBambe
(1,G) — H(r,G) menpeknnno mo obe mpomMeHbUBE. IIpermocTaBuMoO 3aTO 14

Tw =3 7u G, = (K, L,) > G = (K,L) y omeparopckoj HOpMHU, TTOTPeGHO

n—oo

je ma moraskemo ma H(7,,G,) — H(r,G) y omeparopckoj mopmu. Ilocma-

TpalieMoO 0JBOjEHO KOMIIOHEHTE eJIeMEeHTa
(H(7n, Gn) — H(7, G)) (Y un) = (K )r, — K2) Y, (Ln)r, — Lr)tin)

jep je KomoMeH MPOM3BOM MPOCTOPA. 3a MPBY KOMIIOHEHTY BaiKu

[((Kn)r, — KT)PYnHLT =
“{(1 - 7_n)AO + ThAn — (1 - T)AO - TA} 'VnHLT =

(5.2.8)
(T = 7)Ao + (TwAp — TA) + (7, — T)A|| 1 <
7= 7l - [ Aollz + 17l - 1Ko = Kllz + 70— 7] - [ Allc = 0.
CumGoxn || - ||z o3mauaBa omeparopcky HOpMmy. Curyamuja ca IPYyroM KOM-

IIOHEHTOM je HEIITO CJOKEeHMja 3aTO ITO Cy M CKOPO KOMIIJIEKCHE CTPYKType
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npomenmuBe. ViMmamo

(L), — Lo )ttn| =

Oy,

((‘]n)Tn - ‘]7') - + (BTL>Tnu'rL - BTun -
ot e
ou,

(Jn)r — J7) ot + (1 — 7,) Bouy, + 1 Bruy, — (1 — 7) Byw,, — TBuy, =

Lr

Oup,

((Jn)r — J7) 8ut + (7 — 70) Boun + (1, — 7)Bptin + 7(By, — Blu,|| <

LT

ou,,

(n)r, =)\ 7 =7l [ Bolle + 70 = 7 [ Bulle + |71 - |Bn — Bl

L"‘

(5.2.9)
Ako Gucmo morazamu ma J, = J yHUPOPMHO mO (S,t), 360r HENPEKUAHOCTU
npecaukasawa J — J,, Baxkwuiao 6u u (J,), = J,. Tanga 6ucmo u3z L, L
usBeau na B, é; B yuudopmuo mo (s,t), ma 6u nocienmu cabupar y m3pa-
3y (5.2.9) rexkuno mynu, mro, 3ajenuo ca (5.2.8), maje skebeHy KOHBEPIEHIU]Y
H(Tn, Gr) ®a H(7,G). Cumbou £, o3nauasa KOHBEPTEHIN]Y Yy ONePATOPCKO]
HOPMM.

L — .
N3 ycnosa L, — L cremu na l, — 0, Toe je

l,:= sup // ‘(Jn(s,t) — J(s,t))g—qz + (Bu(s,t) — B(s,t))u| dsdt
]

llullyp1,r <1
W [0,00) x[0,1

durcupajmo Tauky zg € [0,00) X [0,1] 1 mocMaTpajMo TIATKO IPECIUKaBame U
ca HOcadeM y okoauHu U, Tauke zy, TakBo ma je u(0,t), u(s,0), u(s,1) € R"x{0}

u ||uljp1r < 1. 3a TakBo u Baku

[ elrasde < sup s - m(w,).
20

Uz
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OmaBnme ciaemu, ma, 3a UCTO U, BAKU

// ‘(Jn(s,t)—J(s,t))%rdsdt < a0

[0,00)x[0,1]

ln +5up || Bu(s,1) = B(s,1)|| - sup ullco - (m(UL,))".

U. 0 U: 0

Cumamyjyhu oxomuny U,,, u 6upajyhu nmoromme u ca mocauem y U,  u Wh"—
HOpMOM He BehoMm on jemam, momemo moctmhu'’ ma meBa cTpama jemHakoC-
tu (5.2.10) Gyme Beha nnu jemnara uspasy |J,(20) — J(20)|, & mecua mama nnm

. 1 .
jennaka uspasy l, + ;. Omarae umawmo:

1
Tu(e0) = T < bt
ma KakKo je 2y IPOM3BOJLHO, 3akbydyjemo na J, = J. ]
Osmaunmo ca Det[F| merepMuHATHO paciojeme NEePUHICAHO jeTHAUNHOM
(5.2.1), 3a X = [F], f: G+— G. Cnenehe tBpheme je muperrna mocienuna
Tepbema 69.

IMocnemuma 70. 3a npouszsonno F € Ly, demepmurnarmmo pacaojewe Det|F| je
MPUBUJANHO, G CAMUM MUM U OPUJERMAOUNKO.

On 3navaja cy u cienehe gBe cuenujanue kiace PpenxonmoBux omeparopa

jeIMHCTBEHOT TUIIA:

Sy = {K € LW (R,R" x {0}), L"(R,R" x {0})) | Ky = 4(s) + A(s)(s),

K* := A(+00) je cumerpuyHa HemereHepHCAHA MATDPHUIA},
0 0
SE = {L e £ (WY LY | Lu= a—z + J(s,t)a—? + B(s, tyu(s, ),

L: WY — L', L*z(t) :== J(+o00, )i(t) + B(+o00, t)z(t)

je camoanjyHroBaHU M30MOpQU3aM }

OTaken v nvajy orpammueny CO mopumy, am semmry CO mopMmy mapmmjansor mssoma mo t. 3ax-
Basmyjyhn HOCauy Mmaxe mepe, omm cy mmax W mopme me Behe on jenam.
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rune cy
Wi o= {u e W ([0,1] x R,R*™) | u(s,0),u(s, 1) € R" x {0}},
7o={ue L7([0,1] x R,R*) | u(s,0),u(s, 1) € R" x {0}},

a WY u L mnepunucamu Ha ctpanu 124. Penanuja ekBUBaJIeHIWje Ha CKYITy

OBAKBUX CIEIUjaJTHUX OIepaTopa ce aepuHuine ToMOoNy aCUMTOTCKUX KpajeBa:

Ki~KyexM o Kf=K;

triv
Li~LyeXt, & Li=1LF
W oBme cy kmace mocMaTpaHe Kao CKYIOBU KOHTPAKTUOMIIHE, XOMOTOMNMja KOja,
IoBe3yje ABa olepaTopa je MOHOBO KOHCTPyHCaHa MOMONY KOHBEKCHUX KOMOU-

Hanuja kao y mokasy Tepbema 69 (3a Bume merama sumetu [69] 3a Mopcos,

a [24] 3a ®ropos cayuaj).

5.2.3 OpujeHranuja u Jjendbemhe PpenxoJIMOBUX omeparopa

Y oBoM moriaB/my KoHcTpyucaheMmo jsensmeme aBa PpenxosaMoBa omepaTopa
cHenujaJiHe Kjaace, o4 KOjUX je jelaH jeIMHCTBEHOT, a APYTYU MEIIOBUTOr TUIIA.

Jlemmeme omepaTopa MCTOT jeAWHCTBEHOD THUIIA OmUCaHO je y [24, 69].

M

3a omeparop cruenujajiHe Kiace, OMIO KOI TUNA (M3 CKYHA Liy, Dy, WIU

ZtFriv) KakeMO Oa je acumMnmomcru KoHCmaxrmaH axKkO YMHMOIN I‘COjM ra ,Z[ecbI/IH—

vy (J u B y jennom, a A y apyrom ciydajy) He 3aBUCE OI S, 38 ITOBOJLHO

BEJIMKO |s|.

Hedpmanmmja 71. Heka cy F = (F1, Fy) € Syiy, K € M u L € XF, acumnror-
CKMA KOHCTAQHTHU OII€PAaTOPU, TAKBU & BarKHU

Kt=F, Ff=1L".

Hexa je

rme je
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3a IOBOJLHO BesmKO p. lepmHumumo
KﬁpF = (Kﬁp Fl, Fg) - Etriv-
CanuyHo, TepuHATIIMO

du

0
(Fof, L) u(s,t) == 8—2(3, t)+ J,(s,t) 5

(s,t) 4+ B,(s, t)u(s,1)

3a JTOBOJHLHO BEJIMKO p, THE je

B t 0<s<
Bp(S,t> - F2(87 )7 —8—p7

Br(s —2p,t), s> p,

J t N<s<
Jy(s,t) = m(5:1), =5=p u

‘]L(S_2p7t>7 s2p

FﬂpL = (Fl,FQ ]jp L)

<

Hanmomena 72. Ouuriento je ma je jsemmeme PpenxoaMoBUxX omeparopa cle-
IIUjaJTHOT Tula HOoOpo JedUHMCAHO M Ha KjacaMma, TO JeCT, Ha BaKU

F~GK~L = (Ft,K)~(Gt,L).

Kako y cBakoj rjacu u3 Xy 4 Zf;iv MMOCTOj ACUMITOTCKA KOHCTAHTAH OIle-

paTop, BUOMMO Oa YCJIOB ACUMITOTCKE KOHCTAHTHOCTW HUj€ CYIITUHCKU pPe-
crpuktuBal. OuuriaenHo je ma cy, 3a pa3amuure p; U py oneparopu G i, L
n G4, L exkBuBanenTHu. 360r tora NemMo KOPUCTUTHU U jeTHOCTABHU]Y O3HAKY
G L, kagrom HaM je oJ 3HAaUaja caMoO KJIAca €KBUBAJICHIU]E OMepPaTopa. &

Tepbewe 73. Hexa cy K, F u L xao y Hepunuyuju 71. Ilocmoju usomopduszam
fo: Det(K) ® Det(F) — Det(K #, F), g, : Det(F) ® Det(L) — Det(F#, L).

okas: Kako je Ker(Fy, Fy) = Ker(F)) x Ker(Fy), Coker(Fy, Fy) = Coker(F;) X
Coker(Fy) u Det(F) = (A™* Ker(F)) ® (A™* Coker(F'))*, Basku

Det(F') = Det(F7) ® Det(Fy).

AKO KOHCTPYUIIEMO M30MODPdU3Me

Det(K) ® Det(Fy) = Det(K 8, F1) n
Det(F,) ® Det(L) = Det(Fy 1, L),

(5.2.11)
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uMmahemo

Det(K § F) = Det ((K §, Fi, F»)) = Det(K §, F1) ® Det(F3) =
Det(K) ® Det(F;) @ Det(Fy) = Det(K) ® Det(F),
mTo nepurUne nomopduzam f. Mzomoppusam g ce KOHCTPYUINE aHAIOTHO.
Bparumo ce 3aro uzomopdusmy (5.2.11). Iokazahemo camo mocrojame
Opyror m3oMop(dum3Ma, MIOCTOjame MPBOT Ce NOKa3yje aHAJOrHO, Y3 €BEeHTyaJIHe
OJIAKIIUIIE 3aXBajbyjyNu jeqHOAMMEH3MOHOM MTOMEHY.
YBemumo HOBY o3Hary G := Fy, ma He OMCMO KOPUCTUJIU IBOCTPYKE WH-

nekce. Ymnorpebmhemo moroBo nomohHa npeciukaBama Gy, L4, Ka0 y HOKa3y

Tepbewa 60. Heka cy W;’T, OMHOCHO L', CKyIIOBM CBUX IPECIVKABAHA
u: R x [0,1] — R*™ u(s,0),u(s,1) € R" x {0}
rkinace W, ommocuo L”. Heka cy
Y:RF = LT ¢:RF = L7,
JUHEeapHa MPeCJInKaBama TaKBa Ja Cy MPECINKaABAa

Gy : R x Wy — L, Gylh,w)=Guw+vh u

Ly :RFEX W — Ly, Le(h,u) = Lu+ ¢h

cypjexTuBHa. leprHMHUIITIMO

~ -~

Gy(a,w) := (0,Gy(a,w)), Lg(a,u):= (0, Ls(a,u)).

N3 noraza Tepbema 60 cnemu na je Det(Gy) = Det(G) u Det(Ly) = Det(L). 3a

JAOBOJLHO BEJIMKO O KOHCTPYUIINMO 3aJICIIJbEHU OII€PaTOp
Gyt,Ly: RF x RF x Wi — L}
Y apte - 2 2

Ha ciaenehu maumn. Mosxkemo mnpernocrasutu na ¢(a) u ¢(a) umajy HOCAU

y cxymy {|s| < R} 3a meko R > 0 u cBako a € R* jep je ckym cypjexTusrUX
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dpenxoaIMOBUX OlEPATOPA OTBOPEH, ma noctoju € > 0 TakBo na ||[v—x||, < & =
X je ®penxosaMoB U CypjeKTUBAH. 3a TAKBO £, MOCMaTPajMO OIMEepaTop Kgrl)
rae je kKr raatka QyHEuUja jemHaka myau Ha [—R + 1, R — 1] a jequannu Ha
(—o00, —RJU[R, +00). Hberosa HOopMa Texu Hynn kaq R — 00, na je x := (1—kg)y
TpasKeHU OMEepaTop 3a MOBOJLHO BEJIUKO R.

epuanmumo, 3a TOBOJBHO BeIUKO R

(G oLo)(a,b,w)(s.t) := (G t,L)w +p(a)(s,t) + ¢(b)(s — 2p,1).

3axBaJsyjyhu KOMIIAKTHOCTU HOCAYa NPECIUKABAWKA 1) U ¢, TOPHU U3Pa3 UMa
clmcia 3a JOBOJLHO BEJIMKO p, MAKO mpeciaukasama ¢(a) n (Gi,L)w c jenne, u
¢(b) ¢ mpyre crpaHe, HUCY anpuopu nehUHUCAHA HA UCTUM CKymnoBuMma. Jlokas

Tepbewma 73 he caemutu u3 caeneher momohuor tBphema.

Tepheme 74. [locmoju dowa zparuya py maxea 0a je, 3a C68aKO p > p1 ONEPAMOP
Gyi,Ly cypjexmuean. Axo ca Proj, osmarmumo npojexuujytt y RF x R¥ x L na

cryn Ker(éw ﬁngb), mada je npeciurasame
Dp Ker(@w) X Ker(z¢) — Ker(@d, ﬂpz¢)

damo ca
((a,w), (b,u)) — Proj,(a,b, wiu)

uzomopdusam, 2de je wilu dedurnucarno y (4.3.15).

IHokas Tephemwa 74 je mormyHo amajoran mora3y TeBpbhema 56 Ha cTpaHu

103, nma ra m3ocraBmamo. Bparumo ce nokasy Tepbhema 73. Aro medurumemo
Gytp,Ls R¥ x RF x W™ — R x RF x L}
(a,b,w) — <0,0, (ﬁzb ijf¢)(a,b, w)) ,

ouma Bumamo na je (Gyt,Ly) = (G1,L)pes_,,, TOC je

@ ¢gp(a,0)(s,t) = Y(a)(s,t) + ¢(b) (s — 2p,1).

1 Opa npojexmmja je KOPeKTHO AeduUEMCAHA 3aXBakbyjylin KOHAUHO] muMEH3UjH jesrpa §peaxoIMOBOr

omneparopa.
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N3 nokaza Tepbhemwa 60 ciaemu ma mocToju NpUpPOTHU M3OMOPPU3AM
Det(Gw ﬁpLd,) = Det(G ﬂpL) (5212)

Nzomopouzam ¢ n3 Tephewa 74 mnaykyje mzoMopduzam

max max max

N (KerGy) ® \ (KerLy) = /\ (Ker Gy t,Ly). (5.2.13)

(IXR’C)* ® <7\XR’€>* o (IK((R’“ X R’“)>*

max max

to MHOEemeM (5.2.13) ca ( A\ R¥)*x ( A\ RF)*, saxpamyjyhu ycaosy Ker(G,,) =

a KaKo je

Ker(G\) mo6ujamo
Det(Gy) ® Det(Ly) = Det(Gy 8,L4).
U3 (5.2.12) u ycaosa Det(Gy) = Det(G) nobujamo
Det(G) ® Det(L) = Det(G §,L),

3a DOBOJLHO BeJUuKO p. Tume je 3aBpmen noka3 Tepbema 73. ]
Heka cy mara nBa mapa acMMOTOTCKM KOHCTAaHTHUX omepatopa Gg ~ G €

22

triv

u Ly ~ Ly € X, woju ce ,mamosesyjy”’, To jecT, 3a koje Bawu Gf =
Gf =L, = L;. Heka cy G" u L™ myTeBu Koju uUX cmajajy, KOHCTPYUCAHU
kao y mokaszy TBpbema 69. Ilocroje TakBu ¥ um ¢ 3a Koje cy CA}; u Zg cyp-
jektuBHu 3a cBe 7 € [0,1]. ITomohy mapamerpmszoBane Bep3uje IPETXOITHUX
apryMeHaTa, KaKO CBAKU KOPAK BayKU M 3a BEKTOPCKA PACIIOjema, I0JIa3UMO

[0 U30MOP(U3Ma BEKTOPCKUX PaCIOjeHa

[

Det(Gy) ® Det(Ly) Det(Gy 8,L4)

[0,1]
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rae je caoj max 7 € [0,1] y pacmojemy ma sesoj crpamm Det(G7,) @ Det(L]),
a Ha necuoj Det(G7 §,L}). 3axsamyjyhn npupomsum m3omMop¢usMuMa THUIA

Det(Gy) = Det(G), mobujamo m3oMop¢pu3aMm paciojema

Det(G) ® Det(L Det(G 4,L)

\./

y kKojuMa cy ciojeBu, kKao u Masuonpe, Det(G7) ® Det(L™) m Det(G™§,L7).

3akmydyjeMo ma ce M30MOP(PU3aM BEKTOPDCKMX IpocTopa f, mpomupyje Ha

n3oMoppmu3aM paciiojema
4, : Det([F]) ® Det([L]) — Det([F#,L]), (5.2.14)

rje Kao U paHuje, 03Haky [F] KOPUCTUMO U 38 CKyI OIEPATOPa €KBUBAJICHTHIX
omepartopy F.

Hamomena 75. Kaskemo na ce nse opujentanuje o u o' (OMHOCHO nBa cedvewa
cByza pasauuura ol HyJe) paciojema Det(f) — X mory menperumuo medop-
MUCATH jelHa OO APYTe aKO MOCTOjU MPECIUKABAME

0:]0,1] x X — Det(f)

KOje je HeIpekuaHa (haMUuiIrja OprjeHTanja u koje ux nosesyje. Ilpenusuanje o
je HemperuaHo Mo 06e MPOMEHJBUBE, TAKBO Ia je 0, = 0(T, ) Ceueme pa3IudnuTo
oxm Hyse 3a cBako T € [0, 1] u Baxku 0y = 0, 0; = 0o’. Kopucruhemo o3nary o ~ o
3a IBe OpHMjeHTaInje KOje ce MOr'y HENPEeKMAHO AedopMucaTu jeqHa OO APYTe.

%

Hamomena 76. Heka cy or m o; opujenramumje pacuaojema Det[F] m Det[L].
Tana je opfl, or ~ ort,,0r. epopmamnuja Koja 0BO ocTBapyje je

07 3= OFf(rpy+(1-)p2) OL-
Kopuctrhemo u o3naky
opfor = t,(op, o) € Det(F4,L)

rmae f Ha DecHOj CTpaHu O3HadaBa m3oMopduszam (5.2.14). &
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Hamomena 77. Heka cy op ~ 0 u o ~ o) opujenramuje paciojema Det[F]
n Det[L]. Tana je opfy,or ~ opt,0r. Ilepopmamuja xoja oBO ocrBapyje je

or == (oF)-Hp(0L)r- ¢

Ha ciumuan HaumH ce neduHUIile jnembeme kKiaaca PpeaxosMoOBUX omepa-
M

TOpa CIENWjaJJHOT THUIA X, Y Kjlaca olepaTropa CIEeNUjaJHOT TUIA iy, KaO

u onrosapajyhux opujentanuja. Ilo3naTa je KOHCTPYKIMja JIENHEHA ABA OIe-

M
triv

unu XF, (Bumeru [24, 69]). Kaarom To mma

paTopa jeOUHCTBEHOI THUIA i

CcMUCJTa, olepannja Jenjbemha OpPUjeHTalnrja je acolnrjaTuBHA, TO JeCcT, aKO Cy
Tpu omeparopa cuenujansHor tuna (6uio kor ox Tpu momenyta), K, F, L,

KOMIIATUOWIHA 38 JIEIJLEHEe, Talda BasKu
(oxtor)tor ~okt(optor).

Hawuwme, axko cy K, F' u L TakBu, Taga mMaMoO HeKU On cienehumx cayuajeBa:

o (K,F,L)exM x¥M x¥xM

triv triv triv

o (K,F,L)e XM x 3 x3b

triv triv
e (K,F,L)exE_xxE xxF

triv triv triv*

ROpI/ICTehI/I CJIMYHE METOoOd€e KaO OocCalnd, MOKEMO KOHCTPpYUCATU I'JIaATKO JIMHU-

jcko pacaojeme E man [0,1], koje 3a rpanuyne ciaojese Ey u Fj nma
Ey = Det<<K upl F)Ijm L), Ey = Det(K Jjﬁs (F ﬁm L))

1 U30MOp(PU3aM BEKTOPCKUX PACIOjema

1%

[0,1] x (Det(K) @ Det(F) @ Det(L))

[0,1]

Y TAKO M3BECTU CBOjCTBO ACOIjATUBHOCTH.
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Hanomena 78. Ha nctu HaunH ce mepuHUITY KiIace eKBUBAJIEHNIN]E U JOKa3yje
oarosapajyha KOHTPAKTUOUIHOCT y CJAydYajy oOIepaTropa MENIOBUTOr THUIIA
KOjU MMa 3a NMPBY KOMIOHEHTY omepartop tuma (5.2.7) a 3a Apyry omepatop
tuna (5.2.6). OBakBu omepaTropu ydecTBY]y y A€PUHUNUJU MHOTOCTPYKOCTU
Mg, (x, H,J;p, f,g) (Bumeru (3.3.2) ma crpanu 63). Kopucruhemo cuenmehe
O3HAaKe:

e =!. je CKym IuHeapHUX omeparopa
K € L(W'([0,+00),R" x {0}), L"([0, +00), R" x {0}))

obsuka (5.2.6), ca mcTrM ocobMHAMA ACHMITOTCKOI OIEPATOpa Kao Uy

ciaydajy YLl. , amu Ha cympoTHOM Kpajy (s = +00);

e =2, je CKym JuMHeapHUX Ooleparopa
LecL (WQLT, Zg)
obauka (5.2.7) ca omrosapajyhum omeparopom y —oo, rae cy

114721”” = {u € W ((—o00,0] x [0,1],R*") | u(0,t),u(s,0),u(s,1) € R" x {0}}
Ly = {u e L"((—00,0] x [0,1], R*") | u(0,),u(s,0),u(s,1) € R" x {0} } ;

=2 =1

—_
= . .
® Striv ‘= Siriv —triv’

® — je CKYyI KJIaca €KBUBAJICHIIMje y OTHOCY Ha peJialu]y €KBUBAJICHIIU]e
nepunrcany xkao y lepumuaunuju 68 Ha crpanm 125.

Jlenmeme crenujaHUX OmepaTopa TUNA iy Ca CIENUjaJTHAM OIEepPATOPUMA

trna LM ¢ jemme, m Y. ¢ mpyre cTpaHe, Kao 1 Jembeme OAroBapajyhmx

triv triv

opujeHTalMja ce NepUHUIIE UCTO KA0 U 3a ONEePATOPEe U3 Dy . &

Hedununuja 79. Kozepenmmna opujenmanuja Ha crymy My, UNM UBE. je mpec-
JUKABame 0 KOje CBAKO] Kjiacu ekBuBasieHimje [F| npuapyskyje opujenranujy
o([F]) pacuojema Det([F]) — [F], tako na, 3a cBaku map omneparopa (F,L)
KOMIIATUOMIIHUX 34 JIEIJBEHE, BAKU

o([F) go([L]) = o([F]E[L]).
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9.3 Opujerranuja u Jjendbese Ha MHOTOCTPYKOCTH

Y oBOM moriaBby heMO NPUMEHUTH pe3yaTaTe MPEeTXOMAHE KOHCTPYKIUje Ha
kiaacy cnenujasaux PpenxonmoBux omeparopa 3a HETPUBUjAJIHU CIyUaj, KAIa
KOJOMEH IpecianKaBama Huje R??, Beh KoTaHTeHTHO paciojeme. ['maBHA Term-
koha kKoja ce jaB/ba MPUJIMKOM IpejacKa Ha HETPUBUjaAJHU CIydaj je u3bop
IIOroJHe Kjace TPUBUjaJdm3anuja koje 00e30ebhyjy noOpy mepuHMCAHOCT CBUX
peJIeBaHTHUX IOjMOBA Y HEJUHEAPHOM CJIyUajy.

W namwe mpernoctaBmaMo na je Ha 1™ M 3amata cTaHmapaHa CUMIIJIEKTUYKA

dbopMa w Koja y JIOKaQJIHAM KOODIVWHATAMA MMa 3aIuC

w= dej A dy;. (5.3.1)

Jj=1

HO,Z[GJII/I}_IGMO HaCTaBaK aHaJIX3€ Yy HEKOJIMKO OEJIOBAa.

5.3.1 OpujeHranmuja HemapaMeTpPU30BaAaHUX KOMOWHOBAHUX
MO Iy JICKX IIPOCTOPAa

Heka je
Q= ((—00,0] x {0}) U ([0, +00) x [0,1]).

3a mBa CHUMINIEKTHYKA BEKTOPCEa paciojemal? F — Q u F — Q mazx Q,
osaunMo ca Sp(E, F') BEKTOPCKO paciojeme Yuju CJI0j HAL TAdkoM 2z € ()
YMHE CBa JMHEApPHA CUMILJIEKTWYKA IpeciukaBawma F, — F,. Y TpuBujasHOM

caydajy E = F = Q) x R?*" umamo paciojeme

Sp(n) — Sp(R*",R*")

!
Q

rze je je Sp(n) o3HauaBa rpyny CUMILIEKTOMOpP(u3ama npoctopa R?" y omrocy

Ha CTaHJAPIHY CUMIUIEKTHYKY Gopmy. OsHaumMo ca G . CKym cBUX ceuema

12BCKTOI)CKO paciojeme je CUMINUIEKTUYKO AaKO CY BJIAKHA CUIMILIEKTHMYKA BEKTOPCKU NIPOCTOPHU, a

(YHKIUje TpeslacKka YyBajy CUMINIEKTUYKY (OPMY.
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paciojema Sp(E, F), a ca G, ckyn cBux ceuema paciaojema Sp(R*,R*™). Oz
3navaja he mam outu cieneha momohua Jsema.

Jlema 80. Heka je ¢ € G, maxeo da je (—o0) = h(+00,t) = Id u nexa je
F = (F1,Fy) € Suiv. Tada je Fy == 1o Foy™ € [F]. Axo je op npoussonna
opujernmayuja npocmopa Det(F), a Y(op) opujenmayuja onepamopa Fy undyxo-
sana npecauxasawem 1, mada ce ose dse opujenmauuje mozy HenpexuoHo Oe-
popmucamu jedna do dpyze, mo jecm, Y (oF) >~ of.

Jloxasz: Ilpe cBera, mpuMeruMo ma je @ o F o™ emement cryma Yy ako je
w € W rana ¢oFoiy lw € L, ocum Tora, IMPEKTHOM PadyHUIIOM CE IPOBEp-
aBa na je ¢ o F oy~ onrosapajyher cnemujannor obauka (jemna KOMIOHEHTa
obmmka (5.2.6) a gpyra (5.2.7)). 3axBamyjyhn acuMnToTcKnM ycaoBuMa Koje
3am0BOmaBa 1, Basku 1 o F oy~ € [F].

Kako je ¢ m3omopousam myx BIakaHa 1 Baxku ¢ o F' = Fy 01, To cy mobpo

nerHUCAHA TPECINKABAHA
w|Ker(F) : Ker(F) — Ker(Fy) wu
w|Coker(F) : Coker(F') — Coker(Fy).
Ocum Tora, Kako je

Ker(Fy) = ¢(Ker(F)) n
Coker(Fy) = L"/Im(F,) = ¢(L"/Im(F)) = ¢(Coker(F)),

(5.3.2)

TO Cy OBa IpeciukaBame U m3omMopousmu. Heka je

o ( A Ker(F)) ® ( A Coker(F)) — ( A Ker(F@) ® ( A coker(F¢)>

(o) = det (dj‘Ker(F)) det <¢|Coker(F)) g
[IpernocraBumo 3a mouerak na je oneparop F = (Fi, Fy) obauka:

d 0 0
Fir=—+4+1d Fo=— — + 1Id. 3.
1 ds+ , 2 68+J@t+ (5.3.3)

13Buneru nokas y HACTABKY 3a& IPENU3HY Ne(UHUIM]Yy OPUjeHTalN]je LZJ(()F).
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Ouursento je na opujenranuja ¢)(0) He 3aBUCHU O] XOMOTOIICKE KJIace IIpec-
nukaBama 1) y npoctopy Sp(R?",R*"). Kako je pacnojeme Sp(R**, R*") Tpusu-
jamno (jep je 6asa €2 komTpakTubuian ckym), To je Sp(R?",R*™) = Q x Sp(n),

na, kako je m(Sp(n)) =Z (sumeru [45]), 3akmydyjeMo
71(Sp(R**, R*™)) = 71(Sp(n)) = Z.

3aTo je MOBOJLHO Oa MPOBEPUMO na TBpDhHeme BaKu aKo je MPecMKaBame 1

IpeacraBHUK IIPOM3BOJ/LHE XOMOTOIICKE KJacCce, OOHOCHO obJIMKa:

e2mikels) o 0 ]
0 1 ...0

Y(s,t) = , S (5.3.4)
0 0 ... o1

rzue je ¢ riaaTtka HeomaJajyha ¢yHKIUja 3a KOjy BasKHn

0, s<0
1, s>1.
Axro medumumenmo ,(s,t) = (3,t), 3a r > 0, Tama cy ¥, u 1) XOMOTONHA

nIpecanKaBama 3a CBAKO ', TAKO M1a je MOBOJHLHO MOKA3aTU TBPhHeme 3a TOBOJHLHO

Besmko r. Wmamo gma je 1, o F o, ' = (F, F}), rzue je

! d
=10 ¢ +Ild+—=F+ A,
ds
" 1
8¢ 0
" —+J=—+1ld=FK+A,,
=0 +a + gt 5+
mna je

(F{7F£>:(F17F2)+(AT7AT)'
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Amu
[ e2rike() o . 0]
o1 0 0 1 0
AT‘ — r r r —_— =
Yo O0s Yo 0s
i 0 0 1 |
e 2mike(2) () 0 [ 1 0 0
; 0 0 0 ; 0 0 0
_2mk¢, (f) o _ 27rzk:¢, <§> 7
r r r r
0 0 0 | |0 0 0 |

ma HOpMa IpeciuKaBama A, Texu Hyau, kax r — +o0o. Oneparopu F} u F; cy
n3zoMoppu3Mu; 3a oneparop [y To je canpxaj Hamomerne 55. IllTo ce Tude ome-
paTopa F}, Kako je HmeroB CHEKTPAJHU TOK jedHAK HYJU MHOBOJHHO j€ MOKa3aTu
na je oH MHjeKTUBaH. /[MPEKTHUM pemaBameM jeqHadHe = —7, U3 YUK EHUIE
na vy € WH(R,R"), 3akmyuyjemo ma mMopa outu v = 0, ako je Fi(y) = 0. Omne-
paropu F = (Fi,Fy) u F" = (F], F}) cy XOMOTOIHM ca (UKCUPAHUM KPajH UM

TauykaMa, U TO IIPEKO JUHeapHe XOMOTOIN]je
T Foi=1—-7)F+7F" =F+71(A,4)) (5.3.5)

1, 33 DOBOJLHO BEJUKO 7', CBU OII€PATOPU XOMOTOIUjE CY MHBEPTUOUIIHU, TIa je
Ker(F,;) = Coker(F;) = 0 u Det(F;) = R® R*. Oparae caemu na je op =~ 0pr,
XOMOTOINjy OpHUjeHTaNn]ja 0, MokeMo uzabparu na oyne o, = [(101%)@(1®1%)].

Ocraso je na moxaskeMo Ja HOKa3 JIeMe YBEK MOXKEeMO Ia CBeIeMO Ha CIIeIu-
jamau cayuaj omeparopa obusuka (5.3.3). IIpermocrasumo, 3aro, ma cy F u
G mBa omepaTopa M3 Y, KOja Ce MOI'Y HEIPEKUIHOM TPAHCHOPMAIMjOM YH-
yTap Xy OpeBecTu jeman y apyru. OBme He mompasyMeBaMo Oa Cy Kpa-
jeBu ¢urcupanu u jemHaku. OsmaumMo oBy Tpanchopmarmjy ca F,. Ilpo-
Iy:Keme OpUjeHTaIyje op Ay:K Jdyka [, nedpunnme opujeHTanujy og omeparopa

G. MWcro Baxku m 3a Fy un Gy: mponmysxkeme opujeHTanuje (op) Ry JIyKa
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Yo F,oy~! nepurume opujentanujy (o) oneparopa G. IIpernocrasumo na

cmo mokaszasu Jlemy 3a omeparop G. Ilocmarpajmo mujarpam

F Yo F oyt

G YoGoy!

Jloma XOPU30OHTAJIHA CTPEJNa MpeacTaBba XxoMoronujy u3 dopmyie (5.3.5)
ca pUKCMpaHUM aCUMTOTCKUM KpajeBuMa. BepTukaine cTpeiule IpencTaBiba-
jy xomoTonujy Koja He MOpa OWTU ca UKCUPAHUM KpajeBuMa. Kako 3a cBako
7 oneparopu F, u ¢oF,01¢~! umajy ucte kpajese (3axpasmyjyhu acuMOToTCKIM
ocobuHAMAa TPECIUKABama ), MOKEMO UX CIHOJUTU JIMHEAPHUM XOMOTOIjaMa
ca QUKCMPaAHUM aCUMITOTCKAM KpajeBUMa Oy MCIpEKnAaHnX auauja. Vmamo
OpMjeHTalljy — HENPEKUTHO CeYelHhe PAa3JUYUTO O HyJle — Ha YHUJU BeEp-
TUKAJHUX U JTOH0j XOPU3OHAJIHO] CTPAHWUIM KBaaparta. Maamm noMepamuma
Oy WUCIPEKNIaHe JUHUje MOKEMO OBO CeYeHl€e IPOIUTY Ha YNTAB KBaAPAT U
cTrhy no HenpekuaHe TpaHcopMaluje Ny:K FOpHe XOPU30HTAJIHE JIUHUjE KOja
npensoau opujerTtauujy or y Y(op).

Kako je mema mokasana 3a omeparop (5.3.3), nperxonHa IUCKyCUja IOBJIaYN
Ia je oHa MOKasaHa W 3a cBaku omeparop F = (Fy, F,) rakas ma je Fy = Id,

Fyf =1d, 6yayhu nma je om xomoronan ca (5.3.3).

M
triv?

3a cBaku omeparop G = (G1,G3) € Yy mocrtoje omeparopu K € 3
L e XL | taksu ma Baxu
K- =Gy, Kt=1d, L =1d, L*=G".
Hexka je F = (F}, F,) Takas ma je Fy = Id, ;7 = Id. IlpermocraBumo ma je
t) ACUMIITOTCKM KOHCTAHTHO (HA OCHOBY IMPETXOIHOT PAa3MaTpama BUAUMO 14

OBO HE CMambyje OIIITOCT) U Ia je

G =Td 4t 1d, Tae je ty(—o00) = thi(+00,t) = Id.
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OBme omepamnujy Jmaembema cedema Koja ce HaIoBe3y]y AepUHUIIEeMO Ha
ounrsienan HaumH.!! W3 Beh nokaszamor mena 3a cmenujanaH oOJMK omepa-

topa (5.3.3) 1 OpeTxonHe AUCKYCHje MMaMO

0G ™~ Ok yryr ~ Ox fopfor ~ or f1(op) o ~
(Id g9 8 Id)(ox Borfor) = Y(oksrsr) = Y(og).
[
Oszraunmo ca C®(Q, T*M) ckyn cBux maposa w = (7, u) DIATKUX IPECIUKa-
BamAa
v :(=00,00 = M, w:|[0,+00)x [0,1] = T"M
TAKBUX Ja BasKU:
u(s,0),u(s,1),u(0,t) € Oy,
1(0) = u (0.4).

3a w € C®(Q,T*M) 03HaUMMO Ca Y, = Ly+(r7+n) CKYI CBEX omeparopa F =

(5.3.6)

(F1, F3) 3a Koje TOCTOjU CUMILIEKTUUYKA TPUBUjasiusanjal®
Y w (TT*M) — Q x R*
TaKBa Q1a je omepaTop

Fiﬁ:woFow_lGEtriv'

Hepuunmuja 81. Heka je wy = (y1,u1), we = (y2,u2) € C®(Q,T*M), F =
(F1, Fy) € ¥, u G =(G1,Gy) € ¥y, 3amapose (F,w;) u (G, ws) (unmu ckpahesno,
3a oneparope F' u (G) KaKeMO Ha Cy eK6UBANEHMNU:

(F,w) ~ (G, w,)
aKoO:
’71(_00) = ’72(_00)7 u1(+oo,t) = u2(+oo,t), Fl_ = G1_7 F2+ = G;_

OsraunMo kjIacy exkBuBajeHuuje exemenra (F,w) ca [F,w], a ckym ki1aca ek-
BUBAJICHIINjE Ca .. o

1T0 jeer, neTO K0 U HOCAIAIIIA TCILLCHA TPAjCKTOPUja I OICPATOPA, 34 CCUCHA KOja Cy ACHMIITOT-
ckm xoucTtanTta. M3 (5.3.4) cremm na je CBaKO C€YEH,E XOMOTOICKM €KBUBAJEHTHO TAKBOM.

150 je TpuBmMjamuzamuja Y 3a KOjy My BilakaHa Baxu U w) = w, TAe je W) CTAHIADIHA CUIMICK-
Tnura gopma y R?", a w cummnexruuka ¢popma ma T* M, sugern (5.3.1).
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Cunenehu ropak je u3bop kiace TpuBujanmianuja koje he mam omoryhurum
a OPUjEeHTUIIEMO eKBUBaJIeHTHe omneparope m3 ledunnnuje 81 ncroBpeMeHO
Ha je IMHCTBEH M KOXE€PEHTAH HAUWH.

Hepuannuja 82. Hera je (wq, F) ~ (wq, G) ka0 y Hepunnnumju 81. Ilap cum-
MIJIEKTUYKAX TPUBY)AJINIAI]A

Guy : WTTM — Q x R apy, : wiTT*M — Q x R*"
30BEMO Q0ONYCTNUBUM AKO J€ (D, (—00) = 1y, (—00) U Py, (+00, 1) = 1y, (+00,t) 3a
cBako t € [0, 1]. o
[Tocebuo, ako cy wiy, wy, F, G, ¢y, 1 1y, rao y lebpununuju 82, tana
cy omepaTopu ¢Gu, Fu, i 1y, Gy, ' CKBUBAJICHTHU y TPUBH]AJTHOM CMUCIY
(Bumeru ledpruunujy 68 ma crpanm 125).

Hamomena 83. IlpuMmeTrmMmo ma map AOTYCTUBUX TPUBUjAJIMU3AIMA]a YBEK ITOC-
toju. Hamme, (w; - wy')*TT*M je CUMIUIEKTMUYKO BEKTOPCKO DPACIOjeHe HaI
IpoCTOPOM S KOjU je XOMOTOIICKA eKBUBaJeHTaH Kpy:kHumu S':

(wy - wy ) TT*M TT*M
| |
wl-ufl
St~ S —3 TT*M

[Ipon3BOBLHO BEKTOPCKO pacCiojeme HAl KPYKHUIIOM j€ WJIV TPUBUjAJHO UJIU
IVMPEKTHA CyMa TPUBUjAJHOT paciiojema u Mebujycose Ttpake (makie HeOpU-
jenTabuano). Kako je cBaKO CUMILUIEKTUUKO paciojeme Hanx S! opujerTabuino,
3akmygyjemMo ma je (wy-wy )*TT*M Tpusujamso. Y3 1o, moryhe je nzaGparu
CUMILIEKTUUKY TPUBHUjadu3anujy, jep je, y R*® cBaka CUMIUIEKTUYKa (popMma
nyabek cTapgapaHe, IpU HeKOM n3oMopu3my npocropa R* (sugeru [45]). 3a
IPOM3BOJBHY CUMIUICKTUUKY TPUBWjaIM3amujy 1 paciojema (wy - wy )*TT*M,
Y3MUMO Ja je 1y, = Mwl 7 Yy, 1= w‘m. &

Cuneneha smema HaMm omoryhasa ga mOjMOBe M3 MPETXOMHOT MOTJIABJBA Ipe-

HEeceMO Ha HeJIVWHeapaH CIydYaj, y3 MOMON AOMyCTUBUX TPUBUjATU3AIU]A.

Jlema 84. Hexa cy (wh F) ~ (w27 G) Kao 'y ﬂeﬁunuuuju 81 u (¢w17 wu&): ( ;ula ;;2)
daa napa donycmueur mpusujasusavuja. Hexa cy or uog opujenmayuje npocmopa

Det(F) u Det(G). Axo nap (¢dw,, Yuw,) undyryje opujenmayuje
¢w1 (OG) = ¢W2 (OF)
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(koje ce moey wenpexuono Odefopmucamu jedna 0o Opyze) MPUBUJAAUI0EAHUL

raaca

[un © F o dpl] = [ty 0 Gotpyl] = [y, 0 Fod'yl] = 'y, 0 Goty],

/ /
w1 Twa

Gr, (0G) = 1y, (0F).

mada ucmo eaxcu u 3a nap ( ), mo jecm, mada je
Zoxasz: IlocmaTrpajMo KpuBy
L /—1 / -1 . 0 RQTL 0 R2n
X'_¢wlo¢wloww20ww2' X - X .
Kako je, mo mpernocTaBnu

¢w1(—00) = @DwQ(—OO), ¢w1 (+OO,t) = 77ZJUJ2 (—{—OO,t)
Do, (—00) = Uy, (—00), By, (+00, 1) = by, (+00, 1),

TO KpUBa X 3anoBoJsbaBa yciaose Jleme 80, ma Bakm;

X(¢w2 (OF)) = 7vbwz (OF)'

[To mpernocraBu Baku

wwz (OF) = gbwl (OG)'

N3 (5.3.8), (5.3.9) u (5.3.10) caenn

Gur © g © Uiy (08) = X(Vu5 (0)) = Yy (0) = uy (06)-

Asu omarae je

(5.3.7)

(5.3.8)

(5.3.9)

(5.3.10)

[

Cana cmo y moryhuoctu ma opujentumemo kiaacy PpenxommoBux omepa-

TOpa y HETPUBUJAIHOM CIIyYa]y.



145

Iebuuunmja 85. Ceaka opujerTanuja op oneparopa F' mHAYKYyje je IMHCTBEHY
opujeHTanujy kiace ekpusasieniuje [F|: 3a G ~ F nedpunummmo

OF =~ 0
aKO 1 CaMO aKO BayKN

Qﬁwz (OF) = ¢w1(0G)

3a HEKM (& caMUM TUM 3a CBAKMU) AOILYCTUB Hap TpuBUjanusanuja (Py,, Ow,)-©

Y Ilornasmy 4.3.1, jemmaumuom (4.3.15) ma crpamm 101, neduumcamn
CMO TpeI-Jelbehbe KOMOMHOBAHOT O00jeKkTa ca mepTypOOBaHUM XOJIOMOD(GHUM
muckoM. Vcra nepunrnnnja je kopekrHa u 3a w € C°(Q, T*M) (Bugern (5.3.6)),
v e C®Rx[0,1],7*M), rme je u(s,i) € Op, 3a 1 = 0,1 u w(+o00,t) = v(—00,1)
(6e3 ycnoBa ma cy w u v pemema oapebenux napuujamaux jennauwmsa). Ha
CIVYaH HAUWH Ne(UHUIIEMO U JIeNJbele KOMOMHOBAHOI OOjekTa ca 00jeKToM
u3z C°(R,0y). Ipeunsuuje, uera je a € C°(R,0y) a v € C°((—00,0], M) n
Hera je a(+o00) = y(—o0) = ¢. Axo je T raarra ¢ysrumja kao y (4.3.13),

e (pUHUIIIMO:
(a(s + 20). s < —p—1,
exp,(B(—s —p)i(s +2p)), —p—1=<s<—p,
at,y(s) = qq, —p<s<—L—1, (5.3.11)
expy(B(s + 5 +1)¢(s)),  —§-1<s<—%,
[ 7(s), —£<s5<0,

rae je exp,&(s) = a(s), 3a s > s, a exp,((s) = (s), 3a s < —s0. Cana
nepuHUmUMO, 38 w = (y,u) € C°(Q, T*M):

afw:= (afy,u) € C*(Q,T"M).

: M
Kao y MemoButoM ciy4yajy, 03HAYUMO Ca Em(TT*M) CKYyIl CBUX OIlepaTopa

K TakBuX ma 3a HEKY CUMIIIEKTUYKY TPUBUjAJTU3AINA]Y

¢ a*(TT*M) — R x R*
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¢ = @lrar, ¢ (TT*M) — R x R”

Baxu

oK' exM .

trivy

F
a ca EU*(TT*M) CKYII CBUX omnepaTopa L TakKBUX na 3a HEKY CUMILJIEKTUYKY TPU-
BUjaIU3aIN]y

@ v (TT*M) — R x [0,1] x R*"

BaKU

pKp™ € Dh,.
Kopucrehn nenmeme y Tpusujasaom ciydajy, nepunrcahemo nenieme Ppen-
xoJIMOBUX omeparopal® uz ¥, ca omeparopuma u3 Eg(TT*M) u Ef}i(TT*M).
HMeduaumuja 86. Heka cy o, w u v, K € E%(TT*M), F = (F,F) € X, n
Le Ef*(TT*M) TaKBU Ia BasKU

O[<+OO) = w(—oo), U)(‘FOO,?E) = ’U(—OO,t),
K+=F, Ff =L~

[TocmaTpajMo TpuBUjasIM3anuje:
b 1 FTT*M — R x R*™,
Yy WTT*M — Q x R*™,
0o 1V TT*M — (R x [0,1]) x R*"

Hacrase Ha ciaenehwm maumn. Hera je z(t) = u(4o00,t) = v(—o0,t) n U Heka
orBopena orosmua ckyna z([0,1]). T'maTka TpuBujamusammja

[:TT"M|, — U xR

WHIYKYje TpuBHMjaausanuje ¢, u ¢, paciaojema w* I T*M w v*TT*M tako na
BaKN

F|w([R,+oo]><[0,1]) = ¢w|[R,+oo]7 F|v([—oo,—R}x[o,1}) = Pvl[—o0,—R]

6113 jemmarocru (5.3.2) cieam ma cy cBu omeparopu u3z X, Y u Np PpeaxonMosu.
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3a IOBOJBHO Besmko R (3a koje je w([R, +oo] x [0,1]), v([—oo,—R] x [0,1]) C U).
Ile¢puuumunmo

¥(s, 1), 0<s<2,
wﬂ,ﬁf’(&t) = Fwﬁgva g <s< p+ 1,
(s —2p,t), s=>p+1

3a p > max{2R,R + 1} m camyHO y ciy4dajy TpUBHjaNU3aAnUAja Pp U Uy,.
OuursenHo je ma ce OBe TpUBUjaJM3aluje HATOBE3Y]Yy, OMHOCHO, & BasKU:

Pa(+00) = 1y (—00), %(Jroo’t) = va(_ooat)'

Konauno, mepumHUMIIMO Jenbeme omepaTropa:

K, F = (datptu) " o (9(K) E0(F)) 0 (da bptou) € Saggu

W, CIANYHO:

F]ij = (77Z}w ijgov)_l © (¢(F) hpQO(L)) © (% ij@v) € Zwﬁ%v‘

o

Kao u y TpuBujamHoMm ciydajy, Kiaca 3aJlellJLeHUX OlepaTopa He 3aBUCHU
on p na hemMo KOPUCTUTHU M O3HAKY § yMecTo §, KaJa PaguMoO ca KIacaMa.
Heka cy «a, w = (v,u), v, K, F, L, ¢o, 0y m ¢, 820 y Hedunaunuju 86.
Ako cy ok, op m oy Tpu opujentanuje paciaojema Det[K]|, Det[F] u Det[L],
AeGUHUIIIMO
ox for = (fatptu) " (dalox) fp tu(or))
U, CIWUYHO

orfor = (Yulpes)” (Yulor) tyeu(or)).

Osnaka f Ha JIEBO] CTpAHU MPETXOMHUX jeIHAKOCTU je ONPABIAHA UUHEHUIIOM

Ia KjJaca OpUjeHTallrje He 3aBUCU O p.

Hamomena 87. Heka cy w u v enementu muaoroctpykoctu Mg, (p, f,g;z, H, J)
u M(x,y, H,J), onHocHO pemema jennaunsa (2.1.9) ua crpanu 23 u (2.1.6) Ha
crpauu 21 pemom. Heka cy o, u o, opujenranuje knaca [u, D,| u [v, D,|. Omne-
patopu D, n D, cy CypjeKTUBHU, & JEIJbEHE TPAjEKTOPUja UHAYKYje M30MOP-
usam

D4, : Ker(D,) x Ker(D,) = Ker(Dy,0)
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(Bumetu ITormasme 4.3.3). OBaj uzoMmoppuszaMm UHIYKYje OPUjEHTANN]Y Y UCTO]
KJIacU 3aJiellJbeHe OpUjeHTalnuje o, fo, onucane y oBoM llormasmy. Hawmwme,
omepanuje f, n ﬁg cy xomoromue y mpoctopy C®(,T*M). Xomorounwuja ce
ocTBapyje momMohy mpeciuKaBamba

H :MRo(pmf’g;x:Ha J) X M($7y7H7 J) X [071] - COO(QaT*M)7
(w,v,7T) — expwﬁgv(T T(w, v, p)).

Y mperxomHOM m3pa3ly kKopucTuim cMo o3Hake u3 llormasma 4.3. W3 cawme
KOHCTPYKIMje JIel/beHha OPUjeHTaIrja [ BUAMMO Oa je OBa omepamuja maeduH-
“caHa MOMONy mM30MOp(dU3Ma HACTAJIOT U3 Ollepalrje Ipen-Jenbemha TPajek-
TOpHuja ﬁg n Ppenxonmosux oneparopa (Bumeru Tepbhema 56 ma crpann 103
u 74 wa crpanu 132). OpaBme cienu na cy 3ajeljbeHa OpUjeHTaNUja C jedHe,
U OpUjeHTallrja WHIYKOBaHA MIPECINKABAHEM ﬁ = Dﬁg C Apyre cTpaHe, y MC-
TOj kKyIacu. VcTo Baxky 1 3a Jenjbemhe KOMOMHOBAHOT OOjekTa ca 00jeKToOM u3

M(p.q, f.9) %

Hamomena 88. Kao m y TpuBujaqHOM caydvajy, U OBIE IEJy KOHCTPYKIIA]Y
MOYKEMO M3BECTU 3a CJIyda)] KOMOMHOBAHUX OMEpPATOpa ca JOMEHOM
Q= ((—00,0] x [0,1]) U [0, +00)

KOJU y4YeCcTBY]y y Aepununuju muorocrpykoctu Mg (z, H, J;p, f, g). Kopuctu-
hemo caenehe osnake. 3a w = (u,vy) € C°(Y,T*M), rakso ma je u(s,0), u(s, 1),
u(0,t), v(s) € Oy mebpummmuMo =, = Zy«(pr+y) KAO CKYI CBUX OIE€PaToOpa
F = (Fy, F1) 3a KOje OCTOjU CUMILIEKTUYKA TPUBU]aJIA3AIN]a
Y w (TT*M) — Q' x R*™,
TaKBa M4 je OIepaTop
Fw :@DOFO@Wl EE't;riva
rae je Zyiy Ckyn medurumcan y Hamomenu 78. &

Hamomena 89. Onepamnuja § je aconujaTuBHa, TO jJeCT, BaAyKU:

(oxtor)for, = oxt(orfor)

kaaron cy omeparopu K, F, u L xommarubuiaau 3a jJgempbeme. OBo ciaenu us
aCOIMjaTUBHOCTHA Y TPUBUjAJTHOM CIyYajy. &
Hedururuja 90. Korepenmma opujenmayuje sa ckymy L U XM U X je npec-
JIUKABam-E€ 0 KOje CBAKO] KJIacu eKBuBaJieHimje [F| mpuapyskyje opujentanujy
o([F]) pacnojema Det([F]) — [F], tako ma, 3a cBaku map omeparopa (F,L)
KOMIATUOMIIHUX 3a JIeIJbeHe, BaKNI

o([F) go([L]) = o([F]8[L])-
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5.3.2 Opwujerranmuja R—mapaMeTpu30BaHUX KOMOWHOBAHUX
MO Iy JICKUX TPOCTOpa

Y koucrpyruuju Ilnyrunkma-Canamor—IlIBaprnoBux xomoMop¢usama, Kao u y
[OKA3y MAa Cy OHU M30MOP(OU3MU, YUECTBY]Y U MHOTOCTPYKOCTH IPECIUKA-
Bawa M(R;p,q, f,g; H,J) ®oju ce cacrtoje ox mBe I'paaujeHTHE TPAjEKTOPU]je
(npunpyskerne MopcoBoj ¢yHrmmju f) m jeqHor neprypOOBAHOT XOJIOMOP(HHOT

IUCKa, XOJIOMODP(QHOT Ha KpajeBuMa. lIpenmsHuje, Heka je:

M(R;p.q, f,9;H,J) :=

(

Yt (—00,0] = M, 54 : [0, +00) — M,
u:Rx[0,1] — T*M,

dg—: = —Vf(7s), | (5.3.12)
5+ (G = Xppr(u)) =0,

V-(=00) =p, 74(+o0) = ¢,

u(O(R x [0,1])) C Opr, u(Fo0,t) = v4(0)

(7—7 U, Y+, R)

\ 7

(Bumetu u [36, 75]). Onme je pr: R — [0,1] rnarka QyHKIUMja 38 KOjy Basku

1, |s| <R,

0, |[s|]>R+1.

On 3navaja HAM je U CKyI

_, Y+, U) € peleme je THaUYMHE
(=74, u) je p ] }(5‘3‘13)

MR(p7Q7f7g;H7<]) = (7—7’7 ,U)
" (5.3.12) 3a ¢urcupano R.

Ila 6ucmo nmedumuMcamum xomomopdusam (2.1.8) ca Z— koedunumjeHTHMA, IO-
TpebHO je na OpPUjeHTUIIEeMO M OBa JBa MPOCTOpa. KOHCTPYKIMja je CIndHa
[OCaallikoj. Y TPUBUjATHOM CIydYajy, Ae(PUHUIIEMO Pejlallljy €KBUBAJICHIIN]e

crenujaJjHe Kiace ornepaTropa

F=(F,FF)c0 =S x 2 x 2! (5.3.14)
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(oBme hiemo m3ocTaBmaTn UHAEKC triv ga GUCMO CKPATUIN 3a0UC) Ca JOMEHOM
Q = ((—00,0] x {0}) U (R x [0, 1]) U ([0, +00) x {0})
Ha cienehu HauwH:
F = (F,F), F3) ~ (G1,Gs,G3) =G axo u camo ako F; =Gy u Fy = G5.

Kopumhemem nuneapHe XOMOTONUje KaO U AOCA, MOKE Ce€ NOKa3aTU Oa Cy
KJIace eRJMBAJEeHIje OllepaTopa OBOI' THUIA, IOCMaTpaHe Kao IOACKYIOBU
IpOCTOpa OllepaTopa ca OIepPaTOPCKOM HOPMOM, KOHTpakrtubumine. [lepwmHn-
mja (mpen)ienibemba IPeCIuKaBamba 13 COO(SN),T*M) ca IpecIMKaBamUMa U3
C*®(R,0yp), ka0 1 nedpuHUNMja Jembemha oaroapajyhnx ®penxoamosux orme-
paropa je aHAJIOrHA HOCATANIBLUM. KOHCTpYKIUja enmhema opujentanuja (1 y
TPUBUjAJHOM U y HETPUBUjAJIHOM aMOUJEHTY) y CJIydajy TPOJKU CIENUjATHUX
ormepaTopa MOKe Ce M3BECTH y MOTIIYHO] aHAJOTUJU Ca CIydYajeM MapoBa.
Taurentau npocrop muorocrpykoctu Mg(p,q, f,g; H,J) je jearpo Tpojke
ouneparopa (Fi, Fy, F3) on mamonpe. Ciydaj TAHIM€HTHOT IPOCTOPA MHOTOCTPY-
koctu M(R;p,q, f,g; H,J) je memro mnpyrauumju, oHa je ckym mysia Ppenxou-
MOBOT TpeciukaBama I nBe mpomensmuse: R € R u wg = (7_,u,v,). Hberosa
auHeapusanuja Dy F mo npyroj mpoMeHBUBO] wgr je PpemxosmMoB omepaTop

trna (5.3.14). IlocmarpajMo kpaTak TavyaH HU3
0 —> Ker(DyF) -2 Ker(DF) -2 TR[Ry, 00) -2 Coker(DoF) — 0,
rue cy
dy (k) = (0, k),
d2(h7 k) = h7

N3 Jleme 61 cinemu nma mocToju KAHOHCKU U30MOPdU3aM

)\ (Ker(D2F(R,wg))) @ /\ (Tr[Ro, +00))

— A (Kex(DF(R,wg))) ® /\ (Coker(DoF (R, wp)))
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3a cse (R,wg) € M(R;p,q,f,9;H,J). OpmaBme mobujamMO KaHOHCKU U30MOD-

¢duzam
max max

Det(DoF) ® N Tr[Ro,+00) — /\ (Ker(DF)).
AxkO0 puKCHMpaMO OpUjeHTAIN]Y diR ckyna Tg[Ry, +00) = R, nobujamo nprpomHu

n3oMopdu3am

max

¢ : Det(DyF) — /\ Ker(DF). (5.3.15)
Takxo opujenramnuja oneparopa Do F' nHAyKYje opujeHTanjy TAHT€HTHOT IIPOC-
Topa T(ruw) M(R;p,q, f,9; H,J). Komcrpyknuja nemmbema TpajekTopuja, ole-
paTopa M OpUjeHTallMja M3BOIU CE AHAJOTHO HEeNMapaMEeTPU30BAHOM CIIydajy.
N oBme cy opujeHTanuje mHAYKOBaHEe AUPEpPEHIINjaIoM Jembema D u 3amen-
JbeHe OpUjeHTalllje €KUBAJIEHTHE.

[Ipumernmo na mokeMo medhuHUCATH Jenbelme onepaTopa GG € X ca onepa-
ropoMm H € E u noburu oneparop u3 O (1 TO HE caMO y HemapaMeTPU30BAHOM,
Beh u y mapamerpuszoBaHoM ciaydajy — kan R — +oo; y IlornmaBmy 4.2 nmat
je ommc KoHBepremmuje y oBoM ciay4dajy). Takobe mma cmuciaa medpunucartu
JTemmeme onepaTopa u3 © u omeparopa u3 LM, pesynrar je omeparop y 6. U

Y OBOM CJyUajy je omepaluja JIeNnJhemha acOolljaTUBHA.

5.3.3 KoxepeHnTHa opujeHTanuja

Y oBowm IlormaBmy hemo mokazaTu ma MOCTOjU KOXEPEHTHA OPUjeHTAIja OIe-
paTopa MeIIOBUTOI M jeIMHCTBEHOT Tuma mcroBpemeno. Pumrcupajmo mpowms-
BOJbHY KDPUTHUHY TAauYKy pg QyHEHmUje [ m mocmMarpajMo je Kao KOHCTAHTHY

rpaaujeaTHy Tpajekropujy. Omeparop

d
Ky = s + Ao € Ty,

7

rae je Ay cuMeTpuUdYHA HeleTeHepucaHa MaTPHUIa, jecTe U3oMopdusaM,'’ ma je
Det(Ky) = R ® R*. durcupajmo opujerranujy

17BI/IJI€TI/I nokas Jleme 0.
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pacnojema Det(K)).
[Ipso hemo opwujentucaru kaacy npeciaukaBama uz CP(R,0y) m omro-
Bapajyhe omeparope. Osme hemo cimemuru koucTpykuujy u3 [69]. Ilocma-

TpajMO CKyIIOBe
T ={[v, Kl e X" |y(~0) =py, K~ =Ky} m
T* = {[y,K] € " | 7(+00) = po, K = Ko}
[TocToju Gujeknuja usmeby ckymosa 7 u 7 T:
T 30Kl —= [ K", rmeje ~v'(s):=7(-s), K'=K.

N3zabepumo npoussosmny opujenranujy ckyma 7 \{[po, Ko|}. Opujentummmo

cryn 7 \{[po, Ko|} Tako ma Basku
o([v. F))2o([y™", F~']) = o([po, Ko)).
Heka je cana [y, F] npousBo/bHA Kiiaca, TakBa na je
7€ C®R,0n), FeSiry.
[Toctoje jemmucTBene kaace [a, Fi| € T~ u [, Fy) € TT rakse nma je
a(+00) = y(=0), B(-o0) =7y(+o0); K =F7, F, =F".
3anajMo opujenramujy kiaace |, F|] kopucrehu ycimos

o(len, Fx]) o (ly, FI) g o ([0, F2]) ~ o([po, Ko])

(3a BuIme meTashba O OPUjEHTAIMjU OmEepaTopa OBOr, HememoBuTor, MopcoBor
tuna Bunetu [lornasme 3.2. y [69]).

Crnenehu wropak je opujentucame mnpecaumkasama uz C(R x [0,1),7*M)
(ca KpajeBuMa Ha HYJTOM ceyewmy) 1 oaropapajyhux omeparopa (OIZHOCHO
kiaca eksuBasenuuje). Hexka je [u, K| knaca ekBuBasiennuje napa (u, K), rue

je peyianuja eKBUBAJIEHIMjE ~ 3a0aTa Ca:

(uy, K1) ~ (ug, K3) < u(do0,t) = ug(Foo,t) u K = K.
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Hexa je:
P~ ={[w, F] |w = (v,u), y(—o0) = po, F = (F1, Fy) € ¥, F| = Ko}

[TocmaTrpajmo nocebry kaacy [wo = (Yo, uo), Fo] m3 P~ 3a kojy je Fy m3omop-

¢u3aM 1 3a0ajMO IEeHy OpUjeHTalunjy ca
o([wo, Fo)) :=1® 17. (5.3.17)

Heka je zo(t) = ug(+00,t). Osmaummo ca Ly omeparop Fy, rae je Fy = (Fyy, Foz)-
Ckyn
S = {[u, K] € X | u(—o00,t) = xo(t), K~ = Ly}

18

canp:xu Kaacy [vo, Co] 3a xojy Baxku Cf = Cy; u Cy je mzomopdusam.'® Opu-

jenTnmmMo kaacy [vg, Col ca
o([v, Col) :==1® 17, (5.3.18)
a ocrarak ckyma S~ mpousBo/rHO. OpujeHramuje Kiaca U3 CKyIa
ST i={[u, K] € ¥ | u(+o0,t) = mo(t), K™ = Ly}

cy jemmosmauno ompebene zaxTeBoMm ma 3a [ui, Ki| € 87, [ug, K3 € 8T 3a koje

je Kif = Ky u uy(400,t) = ug(—o00,t) Basku
o ([ur, Ki]) fo([uz, Ka]) =~ a([vo, Co)).

Hexka je cama [u, L] mpoussosmna kmaca y M. TIlocroje jemuHcTBeHe Kiace

[u1, K1] € 8~ u [ug, K3] € 8T 3a koje Bakn
u1(+OO7t) = U(—OO, t)7 U(—f—OO,t) = UQ(—OO,t>, Kf_ = L_a L = KQ_
Opujenranujy rnace [L] 3amajmo Tako ma Oyle UCIYHEH UCIOB

o ([uy, Kq])fo([u, L))o ([ug, Ks]) =~ o([ve, Co])

18 Jenan Taras map je (o, La), rme Ty CXBaTaMO Kao IpeciuKaBame Koje He 3aBucu on . Omeparop

Ly je mzomopdusam jep, no npernocrasiu, Iy npunana ckymy Y,,. Bunern n Hanomeny 55.
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(Bumetu Teopemy 12 y [24] 3a Bume merama O OPUjEHTAIMjU HEMEIIOBUTOT
omepartopa Tuma %1).

3aTUM OpUjeHTUIMMO KJacy MemoBuTux objexkara. Heka je wy = (7o, uo)
Beh momenyra ¢urcupana kiaaca u [w = (y,u), F = (F1, Fy)], roe je F € %,
[TocTtoje jemuncTtiene kaace |, K] € XM [v, L] € ¥F onepartopa cnenujanzor

TUIIa TaKBe 1a je
a(—00) = y(=00), a(+00) =0(—=00) = po,
u0(+OO, t) = U(—OO, t)? U(+OO, t) = U(+OO7 t)

Hepunnmmmvo opujenranujy kiace |w, F| va cnenehiu nauns:

o(lw, F]) == o([o, K)o ([wo, Fo])io([v, L]).

SaxBamyjyhu ycnosuma (5.3.16), (5.3.18) u (5.3.17) oBa medpununmja je
KOH3UCTEHTHA Ca Ne(pUHUNIjOM OpUjeHTamuje Kiace [wo, Fyl.
Axo je F' € E,/, opujertumemo knacy [w', F'] ua caiuuan wmauun. Bupamo

na opujeHTanmja ¢pukcupane Kiace [wy ', Fy '], roe je
wo' =W ), 0 () =(=s), g (s,t) =ul=s1—t), Fli=(Fy, F),
oyme 1 ® 1* 1 opujeHTHIIEMO OCTaTaK CKyla — IOMONy ycaoBa:
o([u L)) go(lwg', F'])) go(ly, K]) = o([w', F']),
rae cy [u, L] u [y, K], ciuuso kKao paHuje, jeAMHCTBEHE Kjace KOje MOBe3Y]y,

penoM, wy ' (—o0,t) ca w'(—o0,t), m w'(+00) ca wy'(+00), Kao u oxrosapajyhe

ornepaTope.

Komnauno, 3a npousBomHy Kaacy |wg, Fr] € © nocroje knace [wy,Gi] € ¥ u

[wa, Gs] € Z Takse na je
(w1, G1]g[ws, G| = [wr, Fg].

Heduaunmmvo o([wg, Fr]) kao o([wy, G1]) fo([ws, Gs]). OBe nBe rnace me Mopajy
6uTy jemuHCTBEHe (KAO HOCAX), aJu OPUjeHTAIMja 3aJelJbeHUX KJaca He 3a-

BUCU OX BUXOBUX uzbopa. 3aucra, HeKa cy [wi, Gi], [wy, Go] u [w], G|, [wh, G}
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IBa mapa Kiaca KOje MCIYHhaBajy MOMEHYTU YCJIOB U HEKa je
[wla Gl](—l—OO) = [w27 GQ](_OO) = ($7G)7 [wllaGll](+oo) = [wéaG,Q](_OO) = ($,7G,)‘

[TocToju jenuucteena knaca [u, K| € B koja mosesyje (v,G) u (z/,G’). Tana
IMAaMO:
o([wy, Grl) § o ([ws, Gal) ~ o ([wy, G1]) fo ([u, K] o([ws, Gal) ~
)

o([w), G)) to([u, K]) go([u™, K )to([wy, Gy)) = o([w, G1) o ([ws, Gy)).
(5.3.19)

Osge cmo ca [u™!, K| o3Haunau jenuHCTBEHY KJacy 3a KOjy BaskKu
-1 _ -\t _ F
u " (+oo) = u(Foo), (K )™ =KT.

[Mocnemma jemuakoct y uspasy (5.3.19) Baxku 3axBasmyjyhu nperxonnoj kon-
CTPYKIIMjU KOXepEeHTHe opujeHTanuje ckyma M. 3aumcta, ako je [u, K] € ©F,

nexa je [v, L], [w, F] € £F jemumcrsene kiace 3a koje akn
(u, K)(=00,t) = (v, L)(+00,1), (u, K)(+00,1) = (w, F)(—00,1),
(v, L)(=00,t) = (vo, Co)(—00, 1), (w, F)(+00,t) = (vo, Co) (400, 1),
to jecr (v,L) € S, (w,F) € S*. Us

o ([, L] # [u, K]t [w, F]) ¢ ([v, L] £ [u, K] $ [w, F]) ') ~1® 17
o(fv, LIf ([v, L)) ~1@ 1" offw, Flt ([w, F)) ) ~ 1@ 1"

cJiean

o(fu', K "N to(u,K]) ~1® 1"

OnaBrne 3akpydyjeMo na je neurHUIja KOPEKTHA.

OsmaunMo ca A CKynm kjgaca €KBUBAJEHNMjE MPECIUKaBama MW OmepaTropa
CBUX NOMEHYTHUX THUIOBA: j€IHOIUMEH3UOHUX TPAjeKTOpHUja, OBOANMEH3MOHUX
IUCKOBa, KOMOMHOBaHUX OOjekarta (cBa Tpu Tuna) m R—mnapamMeTpu3OBaHUX
koMbuHOBaHUX obOjexkara. Ca () 03HAUMMO CKYyIl CBUX KOXEPEHTHUX OPUjEHTA-
muja Ha A (OMHOCHO CKYI CBUX KJAca €KBUBAJEHIUje, TIe je pejaluja eKBU-

BasleHnuje penanuja ~ nepunucana y Hamomenu 75). Cryn C, je mHempasan



156

3axBaJbyjyhu nmperxonHoj kouctpyknuju. [locmarpajmo rpymy

D= {f e {1 1}" | f(lw, Flt[u, L]) = f(lw, F]) f([u. L])}

y KOjOj je rpymHa omepanuja meUHNCAHA MHOXKEHEM Tauka-mo-tavka. OBne
npernocraBbaMo nga cy kiaace |(w, F| u [u, L] 6uno kor Tuma mOMyCTUBOT 3a

JICIIJbEILE.

Tepbeme 91. I'pyna I' dejemeyje carobodno u mpansumusno wa ckyny Ch ca
(f o o)([w, F) = f([w, Fl)o([w, F]). (5.3.20)

Jloxas: Hemocpenno ce mposepasa na je jemmaumaoMm (5.3.20) nepunucano
[I€JCTBO M ZIa je OHO CJIODOMHO, OMHOCHO, ma Baxku (Jo)(feo ~o) = f = 1.
IlokaskuMO jomr m TpaH3WTUBHOCT. Tpeba ma mpoBepuMO nOa 3a CBaka MBa
eJeMeHnTa o1 1 0y ckyma Cj mocroju eqement f rpyne I', Takas na je oq ~ feo,.
Hexka cy 0, u 02 nBe koxepentHe opujentaruje. lepuaummmo f Tako ma Basku
o1~ feoy. IloTpebHO je ma mpoBepuMO na je OBAKBO f 3aMCTa €JIEMEHT CKyIa

I'. Heka cy wuace [u, K| u [v, L] komnaTubuiane 3a jgemmeme. Basku:

o1([u, K1) g o1 ([v, L]) =~ o1 ([u, K4 [v, L])

to ject, f €T []

5.3.4 KanoHCKa opujeHTanUja U OePUHUNUjAa KAPAKTEPUCTUIHUX
3HAKOBA

Y oBOM mOrJaBJby KOHCTpyumcaheMmMo KaHOHCKY OPHUjEHTAIU]y U YIOPEIUTU je

ca KOXEPEHTHOM, Ne(UHUCAHOM y IPeTXONHOM noriasipy. Ha raj mHaumn hemo
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OPUAPYKATU 3HAK + UIM — CBaKO] M30JIOBAHO] TPAjEKTOPUjU KOja YUEeCTBY]e
y KOHCTPYKImju uzomopdusma (2.1.8) ma crpanu 22. Osarso ynopebusame
KAHOHCKE W KOXEPEHTHE OPUjeHTallrje IPpBOOUTHO Cy, 3a caydaj PiopoBe xo-
mozoruje, kopuctunu Pnop nu Xodep y [25], a 3armm, 3a cayuaj Mopcose,
Isapu y [69].

KRanoncky opujenranujy MOmyJICKUX IPOCTOPA 3adajeMO CaMO HA HUXOBUM
HYJIaIAME3HNOHUM KOMIOHeHTaMa. OBme mocMaTpamMo camo peulena jeTHadun-
He (2.1.9) ma crpanu 23 (ommocHO (3.3.2) Ha crpanu 63), a He mMUPY KIACY
objekaTa, Kao IMITO CMO YMHUJIM Yy CIYYa]y KOXEepEeHTHe opujeHTanuje. FEiaemeHT
jearpa omepatopa F' = (F, Fy), kombuHOBaHM 06jEKAT W, jeCTe N30JI0BaHA TPa-
jekropuja (OIHOCHO €JIEMEHT HyJaIUMEH3MOHEe KOMIIOHEHTE) aKO U CaMO aKO
nmuaeapusanuja D, F' omeparopa F mMa TPpUBHjaJHO je3rpo. Y TOM Ciydajy
je merepMuHAHTHO paciojewme, Det|w, F|, rpusujanno, na hemo opujentucaru
KAHOHCKU CB€ M30JI0BaHEe KOMOWMHOBaHE Kjaace, opujeHTanujoM 1 ®@ 1%,

Tarkobe mHaMm je moTpebHA OpuUjeHTaNN]a N30JI0BAHUX HEKOMOMHOBAHUX 00je-
kara (TO jecT, oGjekara jeIMHCTBEHOr TUIA) — I'PANUjEHTHUX TPAjEKTOpUja U
(mepTypOOBaHMX) XOJIOMOP(YHUX AUCKOBA. Y OBOM CIydajy UMAMO U I€jCTBO
rpymne R, ma cy n3oJ0BaHe TPajeKTOpPUje OHE KOje MpUIanajy jeIaHOAUMEH3UO-
HOM (a He HyJIaANMEH3MOHOM, Ka0 MaJIonpe) je3rpy oarosapajyher oneparopa.
Hexra cy v € Ker(K) u u € Ker(L) nBe takse rpajerxropuje, ca dim Ker(D,K) =
dimKer(D, L) = 1. Opujenranuje kojy 3amajy TokoBu, onpebene ca

d
0 # d_z € Ker(D,K) 3aM(p,q,f,9) =n
0;&% € Ker(D,L) 3a M(x,y,H,J)

nporsaculieMo KaHOHCKMM 3a OBaj ciydaj. OsmauaBahemo mperxomse Tpum
KaHOHCKe OpujeHTamuje ca [ws], [vs] u [us).
HedunumumMo kapakrepuctuyse 3uake 7(7v), 7(u) u 7(w) Kao 6GpojeBe u3

ckyma {—1,1} 3a koje Bazku:

o([w]) = r(w)[ws], o((W]) =7(M),  o(fu]) = 7(u)[u].



158

Cuenmeha Teopema HaM qaje OMMC OPHUjeHTAIMje KpajeBa TPAHUIE jeTHOIUMEH-
3uone MHOTOCTpYKOCTH MR (D, f,9; %, H,J). 3axBamyjyhu moj, mohu hemo na
KOHCTpyumemMo nzomopdusam (2.1.8) va crpanu 22 u ca Z— koeduiujeHTUMA
(Bumeru Ilornasme 6.2)

Teopema 92. Hexa je my(p) = (pu(x)+ %)+ 1. Ipemnocmasumo da jedrodumen-
suona mrozocmpykocm Mg, (p, f,g;x, H, J) uma camo je0ny HeKOMNAKMHY KOM-

nowewmy nogezanocmu, o0Hocko, da je Mg, (p, f,g;x, H,J) ~ (—=1,1). I'panuyy
muozocmpyrkocmu Mg, (p, f, g;x, H, J) wunu jedan 00 caedeha mpu napa:

Lo () € Mprf.g) x Me(rfogie HJ) u (%,0%) € Mp.r, f.g) x
Mg, (r', [, 952, H, J);

2. (w',ul) € Mp,(p, f. gy, H, J)x M(y,z, H,J) u (w?,u?) € Mg, (p, f. ;9. H, .J) %
M\(y/,x,H, J),/\

3. (v w') € M(p,r, f,9) x Mpy(r, f. g2, H,J) u (w?, u®) € Mpy(p, f,g:9, H, J) x
M(y,x, H,J).

Hasedernum mozyhnocmuma (pedom) odzosapajy caedehe jednarocmu:

Lor(y)r(wh) = =7(y*)r(w?);

Jokas: Ioka3 na je tomosomka rpasuna MHOTOCTpykKOCcTH Mg (p, f,9;x, H, J)
jemHaka ommcaHOM CKymy je camdaH mnokasy Teopeme 40 (Bumeru [75, 35, 34]).
Iokasxkumo ma y oaroBapajyhuMm ciaydajeBuMa Baske OAroBapajyhe pesamuje
MeDy KapakTepucTUYHMM 3HALMMA.

Cayuaj 1. Baxn

= (e (ol ) (5.3.21)



159

(1) (wh) (o (o () =
(vig)

() (e (W) w]) =
r(y)r(w)r (52 (w?) (B8] ).

Jemnaroctu (i) u (vi) cy came meduHUIMje KAPDAKTEPUCTUYHUX 3HAKOBa T; (i7)
u (vii) creme w3 nepUHUNMjE Jelbemha opujeHTanuja. Jemsaxkocru (iii) u (v)
clene W3 YWIHLEHUIE M1a je OPUjeHTaIllja ¢ KOXEPEHTHa; KOHAYHO, jeTHAKOCT

(iv) je Tauna jep je yfw; ~ Yfws. TBpheme 3a oBaj cayuaj he caenuru us
[reltlws]) = =28 w3 (5.3.22)
Ila 6ucmo morasanu (5.3.22), mocMaTpajMo CKyI
Mp,(p, f, 952, H, J) = (—1,1) (5.3.23)

¥ IIPETIOCTABMMO Jia je Hmerosa opujentanuja nata ca -+ € Ty(—1,1). majyhn
y Buny unertupurannjy (5.3.23), 3akbydyjeMo ma JEmbermhe MOKEMO CXBATHU-

TU KAO NMPECIUKABAHE
£ {y') x {w'} x (po, +00) = (=1, =1 +¢).
Cge uzonoBane Tauke obauka {w'} Cy KAHOHCKM M HA UCTU HAYUH OPUjEHTU-
caHe, TAKO Ma JEMLEHe MOKEMO MOCMATPATU U KAO MPECIUKABAHE
£ {7y} % (po, +00) = (=1, ~1 +¢).

Kako je 7' y M(p,r, f.g), a M(p,r. f,g) = M(p.7, f,9) x R, v* € M(p,r f,qg)
omrosapa tpajekropuju v X R € M(p,r, f,g). Vzjemrnauasamem R = (pg, +00)
nomohy OMI0 KOr mpeciaukaBama KOje UyBa OpHUjeHTalu]y, H00MjaMo UIeHTU-
buranujy

(po, +00) = {¥'} X (po, +00) = {7'} x R

1 TO TAaKO Ja BasKN Cneﬂehe npnapyEUBamLe

d
Det(D1 ) 5 5] e d_,o € T,(po, +00).
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Y3umajyhu y o63up cBe mperxonHe unentuduranuje m Hamomeny 87 Ha

crpanu 147 BuauMmo na je f mpeciumkaBame
#: (po,+00) = (=1, -1 +¢)

KOje Mema OPUjeHTAIrjy, IMOIITO TayKa -+00 oAroBapa Tavyku —1. AHaJOrHO,
3a apyru nap 72 u w?, renmeme (o3HauMMO Ta ca ') Moske 6utn cxBahieHo Kao
IIPECIINKABAH€

7+ (po, +00) = (1 —£,1),

KOje uyBa OpPUjeHTalujy jep Tauku +00 OBOra myTa oarosapa tauka 1. Onasme
caemu (5.3.22).
Cayuaj 2. je mornyno anasoran Cayuajy 1.

Cayuaj 3. Kopucrehu ucte aprymente kao y (5.3.21) Buaumo na Bazku

[ Ji[w'] = [w?)i[u?]. (5.3.24)
Nmamo ucre mpertuduranyje kao y Cuydajy 1:
ﬁ: (p0,+OO) - (_17_1+5)7 ﬁ/: (POa+OO) _>(1_€71)

Anu 3a nenmeme f, 7! je Tpajekropuja Ha mpBoM MecTy y uspasy (5.3.11),
a 3a snemmeme f', u? je ma mpyrom mecty y (4.3.14), rme ce p mojaBmyje ca
CYyIIPOTHUM 3HAKOM. TaKO mMaMoO jOIl jeqHy MPOMEHY OpPUjeHTalrje y OTHOCY
Ha Cnyuaj 1, ma (5.3.24) Bakm. ]

Yumennna na je npeciaukaBame VU nepurucano y (2.1.8) ma crpanm 22
n3oMopur3aM ciequ U3 aHaju3e rpanuie MEOrocrpykoctu M(R;p,q, f,g9; H, J)
nepuuucane jemHaumaoMm (5.3.12) (Bumerm [36]). la Gucmo TO mokazasu

U y clIydajy XOoMoJoruja 3a Z— KoeduIMjeHTHMa, IHOTPeOHO je ma 3amamo
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KAHOHCKY OpPHUjeHTalNjy HYJIaINMEH3MOHUX KOMIIOHEHTU OBUX, MTOMONHUX MHO-
rocrpykoctu Mg(p,q, f,9;H,J) u M(R;p,q, f,g;H,J). Cse Te HyIaIuMeH-
3MOHE KOMIIOHEHTE OPUjEeHTUIIMMO KaHOHCKW, HA MCTU HAYWH, ca 1 ® 1%.

Kao u panuje, o3naunmo ca 7(-) KApAKTEPUCTUUHE 3HAKE KOJjU Najy OIJHOC
n3Mehy KaHOHCKe M KOXE€PEHTHE OPUjeHTAalluje.
Hanomena 93. 3a ms(p) = mys(q), M(R;p,q, f,9;H,J) je jenHonumensmona
MHOTOCTPYKOCT U H€H TAHTeHTHU MPOCTOP je HyJaa oaroapajyher ®penxos-
MOBOT omeparopa, o3HaunMo ra ca DF. Tana je DF = (D1F,DyF), rue cy

Dy =Dgru Dy = D, nzBoau no R u wr penom. Axo je R perynapHa Bpem-
HOCT TIPECJIMKABAa,

m: M(R;p,q, f,9:H,J) — [Ro, +0)
rana je DoF cypjekruBno. Ilomcermmo ce mzomopdusma (5.3.15) umsmeby
Det(DyF) m A™* Ker(DF). On nnentu¢uryje KaHOHCKY opujeHTanmujy 1 ® 1*
ckyna [DoF] ca OHOM OpHjeHTAIjOM TPOCTOPA

Ker DF = T(R,w)M(R7p7 q, f7 g; H7 ‘])

Koja ce cauka (OpecauKaBameM 7) Ha KAHOHCKY OPUjeHTaIujy ﬁ{ CKyIIa

[Ro, +OO). <>

Y I'nmaBu 4 mokaszanu cMO na, ako je mg(p) = my(q), TPAHUILY jeTHOIUMEH-

suone muorocrpykoctu M(R;p,q, f,g; H,J) unne
8M(R,p,q,f,g, H, J) = 81 U82U63U84, (5325)
rae cy (Bumeru u Cnuky 5.1):

a1 - MRo(p7Q7 f7g7H7 J)7

82: U M\(p,r,f,g)XM(R;TaCLf;g?HaJ):
myg(r)=mgs(p)—1

a3: U M<R;p7r7fag;H7J)XM\<T7Q>fag)a
my(r)=mgs(q)+1

84: U MRo(p7fag;x7H7J)XMRO(x’H’J;q’f’g)'

pa(T)=m¢(p)



162

Ha Cawunum 5.1 kpajeBu qy:Ku KOju Jieske Ha JIEBOj BEPTUKAJIHO] JIUHUJU UUHE
eJleMeHTe CKyma 0; KpajeBu Ha HeCHOj uuHe J4; KpajeBU y YHYTPAIIHOCTU YUHE
CKRyT Oy U O3.

[ToBesana mekoMmmakTHa KoMmoHeHTa ckyna M(R;p,q, f,g; H,J) je nnentu-

¢uroBana ca jemuum ox ciaeneha verupu maTEpBaIA:
1. [0,1]— obGa kpaja mpunanajy ckymwy 0; U 0y;
2. [0, 4+00)— jenan xpaj je y 01, a apyru y Oy U Os;
3. (—o00,1]— jeman wpaj je y 0o Uds, a apyru y 0Oy;

4. (—o0,+00)— 0ba kpaja mpunanajy ckyimy Oy U Os.

+ 1.B

0

Ry +00 7%

Cauka 5.1: JemHo muMeH3moHa MHOTOCTPYKOCT ca kpajem M(R;p,q, f,9; H, J)

HuckyroBaheMmo moceGHO CBaku Ol HaBeleHA YeTUPU ciydaja (BUIeTU U
Cauky 5.1 3a maycrpanujy cBakor ciayudaja). [la 6ucMo mojeqHOCTaBUAIMA 3a-
nuc, yBek hemo o3HayaBaTé KpajeBe (OmMiIo0 KOT TUIA) MOBe3aHe KOMIOHEHTE

muOrOCTpyKoctTu M(R;p,q, f,9; H,J) ca w' n w?.
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Cayuaj 1. Pazaukyjemo cneneha Ttpu moaciydaja.

Cuyuaj 1.A. O6a xpaja, w! u w?, cy y 9;. Y3 (5.3.15) caemu na Koxepe-
HTHE OPUjeHTalje U30J0BaHuX Tpajekropuja us Mg (p,q, f,g; H, J) nanyryjy
KOXEPEHTHY OpUjeHTanujy jenHomumensuone kommnonenre M(R;p,q, f,g; H,J),
a n3 Hamomene 93 nma MoskeMO MAEHTU(GUKOBATU KAHOHCKY OPUjEHTAIN]Y Ca
ﬂ;l(%). 3aKpydyjeMo:

7(w') = —7(w?).

Cayuaj 1.B. Kpajesu w' u w? npunanajy pasIuuuTuM CKymoBUMa O U

dy. Tama je w® = (u',u®) € Mg, (p, f,g;2,H,J) x Mgy(x,H,J;q,f,g). Osna-
unmo ca (Ry, w™) := u'fu?; (R, w™) npunana mynammMen3noHOj KOMIOHEHTH
ckyna M(R;p,q, f,g9; H,J). VI3 KOHCTpYKUKje KOXEPEHTHE OpUjeHTALje daTe y
[Tornasmy 5.3.3 mmamo
o) to(u?) ~ o((Ry,w™)) ~ o(w™)
Kana je Ry perysapHa Tauyka mpecjukaBama m. Bawku
T(ul)7 (W) [ug) § [u3] = o (u') o (u?) = o(w™) = 7(w™)[w] = 7(w)[u,] § [u].

[Tocnenma jemHAKOCT je TauHa jep Cy CBe KAHOHCKE OPUjeHTAIlMje KOje pa3Ma-

Tpamo 1 ® 1*. 36or Tora je
7(w™) = 7(u")7T(u?).

A uz Hanmomene 93 caenu

OIaKJ€e 3aKJby4dyjeMo:

Cayuaj 1.C. O6a wpaja, w' = (u',v') u w? = (v?v?), cy y ;. Ha uctnm
HAUMH Ka0 Y IPETXOJHOM CIyda]jy, KopucTen KOHCTPYKIN]y KOXePEHTHE OpU-

jerranuje u Hamomeny 93, 3akmydyjeMo na je

o([w']) £ ([0']) = o([w’]) go([v*)),
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mna je
T(u') T () = —7(u*)7T(v?).
Cayuaj 2. Kpaj w! € 0, uz Mp,(p,q, f,g; H,J) unaykyje KOXepeHTHY OpH-

jenranujy jemuomumensuone komnonenre M(R;p,q, f,g; H, J):
p(o(w')) ~ o(M(R;p,q, f,9; H, J)). (5.3.26)

. VI3 Hanmomene 93 na mMokeMO MIeHTH(YUKOBATU KAHOHCKY opujeHTanujy (03-

HAUMMO je ca op) ca m, (%)
o([wl]) ~ . (5.3.27)

Axo je npyru kpaj, w?, y ckynmy O,, Tama, usz pasiora'’ objammenux y mokasy
Teopeme 92, KaHOHCKa opujeHTaIMja enemenarta u’ u v? (rae cy u® u v? menosu
usjoMIbeHe Tpajekropuje w?, w? = (u?,v?)) uEAYKyje UCTy Ty OpUjeHTAIUjy OR,

mna je:

o(M(R;p,q. f,9:H,J)) = o(u?) o (v?) o= 7(u®)7(v*)[u] § [v]] = 7(u®)7(v%)oR.

Kaxko je
plo(wh)) = 7(wh)e([w,]) = 7(w')or,
n3 (5.3.26), (5.3.27) u (5.3.28) 3akmyuyjemo

C npyre crpame, ako je w? € 03, w? = (u?,v?), TpajexkTopuja v? je oHa kKoja
3a]aje KAaHOHCKY OpUjeHTaNu]y Tauke w? (3a pa3JuKy O MPeTXOMHOT Cydaja),

a OHA je Apyra KOMIIOHEHTA y IPOIEeCy Jeljberma, Ia MMaMo

r(w') = —7(u*)7(v?).

YMucnu ce na IpaBall IapaMeTpa JIeMbena p.
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Cayuaj 3. Osgne cy oba kpaja usmomibena, ama je w! = (ul,v!) enement

ckyma O, Uds a w? = (u?,v?) cxyna 9;. Kao y Caywajy 1.C. umamo 7(w?) =

7(u?)7(v?). Cana ma uctu Hauun xkao y Caydajy 2. 3ak/bydyjeMo Ja Basku:
r(u)7(v') = 7(u®)7(v?) ako jew® €03, a
—7(ut)T(v') = 7(u?)7(v?) axo je w? € .

Cayuaj 4. Osa curyamnuja je caumuna ouoj y Teopemum 92. Axko cy um

w = (u,v') m w? = (u? v?) enementu unu ckyna Jy U ckyna J; Taqa BaKU:
H(u)r(oh) = —r()r(e?),

a aKO Cy eJIeMEHTU Pa3JUUIUTUX CKYIOBa, TaAa je:
7(u')T(v!) = 7(u?)T(v?).

Tume cMo onmcanu rpanuny Muorocrpykoctu M(R;p,q, f,g; H,J), onaocHO
omrosapajyhe kapakTepuCTUUHE 3HAKE. 3a IPUMEHe OBe Kiacupuiramuje y
koHCTpyRIUju Ilnyrankna—Canamor—IlIBapnoBor m3doMmoppusma ca 1meaodbpoj-

HUM KoedunujeaTuMa Bunetu llornasime 6.2.



I'JIABA 6

ITPUMEHE

6.1 VYBon

Y oBOM pany pas3mMaTpajd CMO IPOCTOpPe KOMOMHOBAHUX OOjekaTa ca BUIIE
ynaza u u3na3a. lIpocropu HekomMOuHOBaHUX O0jekaTa ca KpajeBuUMa HA HEKO-
JIMKO TeHepaTopa (MCTOr TUIA) UMAjy BaKHY YJIOTY Y PA3HUM KOHCTDYKIUjaMa
y Mopcosoj u ®ropoBoj Teopuju. IIpocTopu jenmHCTBEHOT TUIA Ca KpajeBUMa
Ha B F€HEPATOpa yUYeCTBYjy vy mepuuurmju oneparopa 0. IIpocropu ca kpa-
jeBUMa Ha TPU TeHeparTropa AeUHUITY KOXOMOJIOUIKM IIPOU3BOM, a Ca Kpaje-
BUMa Ha BUIIe reHeparopa, npoussoze Bumer pena (Mecujese mpoussone).
TONONOMEKY ONKUC TpAHUIE BUIIEIUMEH3MOHUX KOMIOHEHTU (TO jecT, IPABUJI-
HOCTY IPUJINKOM I'y 0J/beHha KOMIIAKTHOCTY — PACHATANE) je KIbYUHU €0 TOKa3a
na je 0° = 0 (y cayuajy nBa kpaja), 3aTuUM, AOKa3a da CY KOXOMOJIOUIKA
nIpousBOoaU NOOPO OepWHUCAHUM, Oa KOMYTHPA]y Ca WU3BECHUM NIPUPOIHUM
n3omoppusamuma y (ko)xomosoruju, urn. MemoButu oBjekTH yduecTBY]y Y
KOHCTPYKIIjaMa KOje MOBe3yjy OBe IBe Teopuje, Ipe cBera y KOHCTPYKIU)U
nzomoppuzma usmehy Mopcose nu Praopose xomonoruje. MemoButu 00jekTn
ca BUIle yjia3a U M3jJa3a, KA0 U OMUC HUXOBE TOIOJIONKE I'PAHUIE, HIPEI-
CTaBJbajy KbYUYHU KOPAK Y JOKa3uMa (PYHKTOPUjaAJTHOCTU U30MOpdu3Ma n3Mehy
Mopcose u PropoBe xomosoruje y OmHOCY Ha MOMeHyTe aJjrebapcke OI-

epanuje, ynHehn nX Tako M3oppuaMmMa aaredapCKUX CTPYKTypa.

166
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MecujeBn mpomsBomu ce y MopcoBoj y PaopoBoj Teopmju medumHUIITY
nomohiy oGjerara jemuucrBenor tuna (apsera y Mopcosom u ,nantanona’ y
dnoposom cayuajy). Mebyrtum, onu me cHabmeBajy ayromarcku MopcoBy u
®1opoBy KOXOMOIOTU]Y aaredbapcKOM CTPYKTYPOM, U TO u3 ciaeneher pasiora.
Y mokaszuma nobpe me@UHUCAHOCTU U aCOIMjATUBHOCTU OBUX MPOU3BOIA KO-
pUCTU Ce aHan3a MHOTOCTPYKOCTU ApBeTa (MM MAHTAJIOHA) U MPAHUIE HEHUX
KoMmoHeHTU onpebenux mumenszumja. Kao mrTo cmo Beh Bumenu, Ppenxou-
MOBa TeOpUja, HEOUNXOAHA 3a TAKBY aHAJM3y, OrPaHUYaBa CKYyI Iapamerapa
Ha TeHePUYKMU MOACKYyIm. AKO mocmarpamMo MHOrocTpykoct MopcoBux apseta
(Bumetn jemmaunuy (6.1.8) ma crpamm 172 m Craury 6.2 ma crpamu 174),
ckyn mapamerapa je ckyn ypeberux (m + 1)— Toprm MopcoBux ¢yHEUZja.
Axro 6ucmo mokymanu na gedurumemo MecujeB mpousBon Ha MopcoBoj xo-
MoJormju 3a nary MopcoBy ¢yHEIHU]y, mapameTap Koju Ou oAaroBapao MHO-
TOCTPYKOCTU TakBUX napsera 6u 6wmo obmuka (f,f,...,f). Mebyrum, ckyn
oBakBux ypebenux (m + 1)— TOpkKM UmHU nujaroHayy y ckymy cBux (m + 1)—
Topku MopcoBux (QyHKIMja, & TO je CKyIl CTPOTrO MO3UTUBHE KOAMMEH3Uj€e, KOju
MOKe na Oyne U AUCjYHKTAH Ca JO3BOJbEHUM, T€HEPUUKUM MOICKYIIOM IIapaM-
erapa. 3aTO je MHOIOCTPYKOCT ApBera Moryhe mocmarparu camo 3a (ampu-
opu) pasnuuure Mopcose ¢pyurumje. Mako cy cse Mopcose (ko)xomomoruje
Meby cobom m3omopdHE, HUje OUMrIeTHO KAKO MOMEHYTH IMPOU3BOMI MOMKE O
006e30enu mpou3BoOa y jeAHOj Koxomouomoj rpynu. Mcrto Baxku u 3a $PrnopoBy
(k0)XOMOJIOTH]Y.

Y cBojoj marucrapckoj te3u, T. CumueBuh je mokasasna na TpOU3BOAU Ca
IBa yjaa3a, OJAHOCHO KOXOMOJIONIKM — Kaml (€Hr. Cup) IMPOU3BOIAU, KOMYTUDA]y
ca ITCC mn3omopdusmuma. Y Besu ¢ TuM je 3. Ilerposuh nocrasmo nurame na
au Taj pesynarar maje uzomopdusam npcrea. OArosop je mOTBpIaH (BUIETU
Teopemy 95 ma crpanu 181), anm, 360r mpeTxomHe MUCKyCUje, HE HA CAMUM
MopcosuMm u PropoBUM KOXOMOJOrmjaMa 3a KOHKpeTHY MopcoBy ¢yHEIUjY

n XaMmMuiaTtoHujan. 30or tora hemo pamutu Ha HUBOY Mopcose u Piopose
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KOxoMoJsoruje Muorocrpykoctu (ymecro Mopcose u $Piaopose Koxomomoruje
nojemuaavyHrX MopcoBux GyHENMja 1 XaMUITOHUjaHA ), KOje Ae(QUHUIIEMO Kao
WHBEP3HE JIMMece KOXoMoJiioruja cBux MopcoBux GyHKIUja 1 XaMUJITOHN)aHA.
Ila 6u ce pesyarar T. CumueBuh mpumenwo Ha oBaj cayuaj, moTpebHO je
[OKa3aTU U NOOPY JAe(pUHUCAHOCT KOXOMOJIOIKMX IPOM3BOIA HA KOXOMOJIOT U1
MHOTOCTPYKOCTU (TO jecT, HA MHBEP3HOM JIUMECY ).

Y Ilornasmy 6.1.1 medunucanu cy MecujeBu npousBomu y MopcoBoj u
®noposoj teopuju. Y IlormaBmy 6.1.2 ompaBmaHa je KOHCTPYKIOWja OBUX
IpOM3BOJA HAa WMHBEP3HUM JMMecrMa, 3alaTa je aarebapcka CTPYKTypa Ha
KOXOMOJIOTHjaMa MHOTOCTPYKOCTH M JOKa3aHO CBOjCTBO M30MOpQHU3aMa ajre-
bapckux crpykrypa [ICC uzomopouzama.

Y Ilornasmy 6.2 koncrpyucanu cy [ICC nzomopduzmu ca Z— roeduinujen-

tuma. OBa KOHCTPYKIMja je MUPEKTHA mpuMeHa pe3yiarara u3 ['mase 5.

6.1.1 MecujeBu npou3sBoau

3a moueTak, CKUAIUPAjMO KOHCTPYKIU]y MOpPCOBUX KOXOMOJIOMIKAX TPYIa
HM*(f). FKomnamuactu rommiekc CM*(f) ce medpumHmMme crasmapgHO, Kao

Hom(CM.(f),Zs), a xorpannuau omepaTop J ce 3a1aje yCIOBOM:
(0a,a) = (a,da). (6.1.1)
Kaxko je ms(p) =n—m_s, T0 je 1o6po medpuHUCAH U30MOPPH3AM
i OM(f)=CMy—(=f), i:p—p.
[Tomohy mera u gyamuoctu CM,(f)=CM*(f) nobujamo nsomopdusam
of : CMyou(—f) — CM'(f),

3a KOjU BaKWU:

O'foaz(SOO'f. (6.1.2)
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Hokaxumo jemuakoct (6.1.2) ma remepaTopuMma. I[TonceTumo ce ma ce
rpannunu omepatop y Mopcosoj xomomoruju (3a MopcoBy ¢yuruujy f)

nepuHUIIe Kao:

0 : CMy(f) = CMy_a(f),  0(p) = ns(pa)a,

je ns(p,q) Opoj pelmema rpaaujeHTHE jeIHAUMHE:
v:R— M,
d
@ T V() =0,
V(—00) = p, y(+o0) =¢.

Heka cy p € CM,,_(—f), a € CMy1(f) npoussosmuu reseparopu. Tana je

(0004(p),a) = {os(p),0c) = <<7f(29)7 > ”f(oéaﬁ)ﬂ> =

BECrity(f)

> npla, B){o(p), B) = ns(,i™ (p)).

BECrity(f)

[Tocnemma jemHakoCT Ba:kuU jep je, U3 caMe AePUHUIM]E IPECIuKaBamba Of:

{o4(p), B) =

C mpyre crpane mMaMmo:

<af<a<p>>,a>=<af S g ,a>:

qECritn_k_l(—f)

Yo ngpa)og(a),a) = ns(p,i(e).

q€Crity_r—1(—f)
KRako je
ng(a,i™'(p) = n_s(p, i(a)),
To je jemmarocr (6.1.2) nokasaHa, omakie CJIeNN Oa Ce€ NPECIUKABAME O

CIyUITa Ha HUBO XOMOJOTHUje€ U KOXOMOJIOTH]€:!

of: HM,_,(—f) — HM*(f). (6.1.3)
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[Toncerumo ce cama mepuHUNMje KOXOMOJOMKOr (cup) mpoussona y Mopco-
BOj koxomoustoruju. Heka je T' npBo ca Tpu uBune. VM neatuduroBahemo mBuie
e; m ey ca (—00,0] (u 3Bahemo ux yaasehum), a ez ca [0,+00) (u 3Bahiemo je
usnasehom mBuom). Hera cy f;, 3a j = 1,2,3, rpu Mopcose ¢pyurunje ma M
n Heka je hj = —f;. Ilocmarpajmo npecimurasame [ : 1" — M TakxBo nma je, 3a
Y=oy, §=1,2,3:

B = Vi),

Yi(—=o0) = pj, j=1,2, (6.1.4)

V3(+00) = ps,
rIe Cy p; KpUTUUYHE Tadke QYHKIUja 3a Koje je my, (p1) =n —k, mpy,(p2) =n—1
mp,(p3) = n — (k+1) (Bugern Comky 6.1). YBemmo oszsaxe h = (hi, ha, hs),
P := (p1,p2, p2) u ca M(p, h, ¢) O3HAUMMO CKYII CBUX IpecJanKaBama | Koja 3a10-

Bomanajy jemuauuny (6.1.4). Tana je
M(ﬁ: Fl’? g) = Wu(h’hpl) M Wu(h27p2) N Ws(h3ap3)a

rae W¥(h,p) (omaocuo W#(h,p)) o3mauaBa HecTabuiHy (OIHOCHO CTAOUIIHY )
MHOTOCTPYKOCT Kputuute tauke p Mopcose ¢yuEnuje h. 3a remepuykm n3dop
Mopcosux ¢yurmmja, cryn M(p, h, g) jecTe riaTka KOHAYHOIMMEH3MOHA MHO-
FOCTPYKOCT. 3a ropwmu m3bop MopcoBux mMHAEKCA OHA je NUMEH3Uje HyJa U1

KOMIakTHa (Bumeru [57, 76]).

D2
ho /

hs P3

ha

y4!

Cimxka 6.1: Koxomousomku npousBoau: apBo y MopcoBoj u ,,maHTajgone” y

®1opoBoj Teopuju
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—

Ozuaunmo ca n(p, h, ¢) KapauHATHOCT CKyma M(p, h, g) momyno 2. Hexka je

[y mpecnukaBame nepUHUCAHO Ha cjaenenu HAYMH:

ZM : CMk<h1) (%9 CMl(hQ) - CMk+l_n(h3),
L7 1.
Lu(pr ® p2) = > n(p,h, g)ps. (6.1.5)

Mhpg (p3):mh1 (p1)+mh2 (pz)—n

Heka cy a; € CM*(f,), ay € CM!(f,) xormkaOBU, NEQUHUTIAMO

a; Upr ag i= oy, (ZM(Uil(al) ® ale(aQ))) € OMFH(f3).

Ako cy a; u ay ROUMKIOBM, TOMONY aHasM3e MHOTOCTPYKOCTH APBETA JUMEH-
3Uje jemaH, MOXKe Ce IPOBEPUTHU Ja je a; Uy as Takohe KOIukI, ka0 u ma Uy,
He 3aBHUCH OX M300pa KOUWKJIOBA () U Ay YHYTap MCTE KOXOMOJIOIIKE KJIACE
(Bumeru u [76]).

Ha cnruan Hauwms ce nedpuunmy PaopoBe KOXOMOJOIIKE IPYyIIe: KOJIAHYACTHU
rkomiiekc yune rpyne CF*(H) := Hom(CF,(H),Zs) a KOrpaHUYHU OLEPATOD Ce

nepunume xkao y (6.1.1). Kopumhemem Tpanchopmanuje:

r—vy, yt):=xz(1—1)
Hw— G, G(p,t):=—H(p,1—1)
J—J, Jpt):=Jp1-1t),

caudHo Kao y MopcoBoMm ciydajy, mobuja ce IpeciiMKame KOoje yCIIOCTaBJba

[ToerkapeoBy myaJsHOCT:
oy HE, (H) — HF*(H) (6.1.6)

(Bumetu [57] 3a merame). Ilpomssonm y PraopoBoj KOXOMONOrMjuU Ce KOH-
cTpywuire y3 moMoh ,mapa maHTaJoHa , KOja MpencTaBsbajy pelema jemaHa-
upHe (3.3.1) Ha crpanu 62 3am = 2, k = 1 (Bugern u Cuuky 6.1). IIpenusnnje,

— —
ako yeezmemo osHaky G := (G1,G2,Gs) u § = (y1,42,y3), Tana je M(7,G,J)
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CKyIl IpeciaukaBama u: L — T*M, 3a xoje je (u; :=wo ¢;, Bunern (3.1.1)):
( 8u]- 8uj _

G (%~ Xa,(w) =0
uj<_007 t) = y](t)v J= 1,2 U3(+OO, t) = Z/3(t)
d(uls,) = 0.

(6.1.7)

\
H
Y oBOM ciyuajy je, 3a remepuuke uzbope, ckyn M(y, G, J) riarka MEOrOCTpY-

KOCT OUMEH3U]je

d = (=16, () + 5 ) + (nen() = 5 ) + (nealim) = 5)

KOMIAKTHA y OuMeH3uju Hyna. 3a fq (Y1) +5 =n—k, pe,(e)+5=n—1I1n
pas(ys) +5 =n—(k+1) (o ject, 3a d = 0) ozmaummo ca n(y, E’), J) KapauHAIHU

6poj ckyna M(7, 5), J) Momyno 2 u nepuHAIIMO

lp(y ® 12®) = Zn(gj, G, J)ys € CF,_ 41 (G3).

Yy

3a mato a; € CF*(H,) = OF,_(G)) n ay € CF(H,) =2 CF,_(Gs):
a; Up ag == op, (lF<O';{}(CL1) ® U,}i(ag))) c CF"(Hs)

(Bumeru [57] 3a Bume meraspa).

JemHo on yonmrema KOXOMOJIOIMIKOT IIPOM3BOJA CY IIPOM3BOAU BUIIET pela,
OOHOCHO, MPOU3BOIU KOJU MMA]jy BUIINE O ABa yJia3a. TaKBU IPOU3BOIU CE Yy
MopcoBoj koxomosioruju KoHCTpyuiny Ha ciaenehu mauwn. Heka je T' npBo ca

m+1 nBuIOM, jeqHUM YHYyTpam®muM 1 m+1 cnomamsux temesa (Bugetn Ciuky

6.2). Unenrnpurosahemo mBune e;, 3a j = 1,...,m (ymnazehe) ca (—o0,0], a
uBULy €,,41 (u3n1azeha) ca [0,+00). Hera cy f;, 3a j =1,...,m+ 1, Mopcose
¢yurmuje Ha M, u hj := —f;. O3mauumo, kao u pauuje, p = (P1,P2, .- -, Pm+1)s

—

h = (hi,ha, ..., hpme1). Hera je M(p, h, g) CKym cBux mnpecaukaBama [ : T — M,
TAKBUX Ja, 34 7 i= ]|ej, 7=1,...,m+1, Baxmu:

d .

2= —Vhi(y)

Vj(—o0) =pj, j=1,...,m (6.1.8)
Vm+1(+00) = Pt
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(Bumeru Cnury 6.2). Kako je
M(p.h,g) = evH(A),
rue je
ev :W"(hi,p1) X ... X W hp, D) X WE(Rmi1, Pngr) — M™H!
(V15 -5 Ymr1) = (3100), - -+, Y1 (0)),
TO je, mO Ha reHepuure uzbope, M(p, FL, g) TyIaTKa IMOAMHOTOCTPYKOCT KOIU-

MeH3Mje ny Wu<h17p1> X X Wu<hmapm) X Ws<hm+1apm+1)' Kako je

dim Wu(h'japj) = mhj (pj)a dim Ws(hm+17pm+1) =N —Mp, (pm+1)

—

u mg(p) =n—m_s(p), AUMeH3Uja MHEOrocTpykroctu M (p, h,g) je

d = dim M(p, h, g) = my,, ., (Pm+1) — mp (p1) — . — My, (D).
[IpernocraBumo na je d = 0, OAHOCHO, aa BasKU
Y2} € CMkj(fj)a 3a ] = 17 U2 Pm+1 € CMk1+."+km(fm+1)7

u o3HaunMo ca n(p, ﬁ,g) kapauHasaaoct M(p, h, g) momyno 2. Mowxke ce
JOKA3ATH [ Ce TPAHUIA MHOrOCTpykocTu M (P, h, ) mOCHTUDUEYje ca yHIjoM
M3JIOMJbEHUX Obekara (Ol KOjUX je jemaH OPBO, a APYTW I'PDAAUjEHTHA TPajeK-
Topuja). Y cayuajy KOjU pasMaTpamo, A0 OBAKBUX JOMJLEH:A HE MOMKE na
nobe, n3 mumensmonux pasinora. Hamme, axo cy g; € Crit(h;), j=1,...,m+1,
TEeMEHa JPBETa KOjU YMHU Je0 M3JI0MIbeHOr objekTa (mpu yemy ce GapeM jenan

O ¢; He IOKJAaIla Ca p;, TO jecT, N0 JIOMIbEHA je 3aiCTa JOIIIO), UMaMO Aa je

0 +# M\(pj,qj,hj,g) 3a GapeMm HEKO j = 1,...,m wuian

(Z) 7£ ./(/l\(perly qm+1, herla g)

Onarse caenu na je
my,(pj) < my,(q;) 3a 6apem jenwo j=1,...,m, wmm
M fg1 (pm-H) > M4 (qm-‘rl) n

Mg, 1 (QW-H) > myg (C]l) +...+ mf, (QW)7
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MITO je y KOHTPAAWKIU]U ca jeTHaKOoIIny

mfm+1(pm+1) =mpg (pl) +.ooot+my, (pm)

KOoja BaskM y muMmeH3uju Hysa. To 3Haum na je muorocrpykoct M(p)h,g),
Kala je HyJaInMEeH3UMOHa, KOMIIAKTHA, OJHOCHO KOHAYAH CKYII Tadaka, I1a U3Pas
n(p, h,g) uma cmucia.

Iepmunmmnmo

(P ® ... ®pm) = Z”(ﬁ, Ry g)Pmir € Moy oy (Bong1)-

p

—

AnanmsoMm rpanune MHOrocrpykoctu tuna M(p,h, g) nuMeHsuje jenaH, Moike

ce MOKa3aTu Ja BaKU
Oyoly =lyo(OyRld®..@ld+...+ld®...® Id®Jdy),
IIa ce ImpeciIuKaBame [) CIYIITa U Ha HUBO XOMOJIOTHje
I s HMyy gy (M) @ ... @ HMy g, (him) — H M5y 4tbe) (g1

Ile¢puuumunmo

Onr s HMY(f1) @ ... @ HM ™ (f,,) — HMPE4n (),

Own =0y, 0lyo (0]711 ®...®O';Ti).

Ym+1 /
/

Pm+1

b2

Owm

y4

Cauka 6.2: IIpousBoau Bumer pena y Mopcosoj u $mopoBoj Teopuju
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Cnuubno ce medumHUMITY Tpouw3BoaM Bumer pena y PiopoBoj Teopujwm,
nomohy 6poja pemema jennauuse (3.3.1), 3a k =1 (Bunetu Cunury 6.2). Iloc-

TYNKOM CJIMYHUM OHOM y MopcoBom cayuajy mona3umMo DO IPOM3BOIA

Op : HF"(H) ®...® HF* (H,,) — HF"*Fm ([, ).

6.1.2 Mopcosa u PsopoBa (K0O)XOMOJIOTHja MHOTOCTPYKOCTU KAaO

HBEP3HU JIMMEC

Onucahemo ykpatrko MopcoBy (ko)xomosiorujy mHOTOCTpykOocTH M, marty
y [69], koja je mezaBucua on Mopcose ¢yHEIMje, moMohy TpupoaHOr M30MOp-
¢uszma usmebhy MopcoBux (ko)xomousoruja 3a pasmuunre Mopcose ¢yHKuuje.

Heka cy f* u f° nBe Mopcose ¢pynrmuje. Kanoncku nzomopdusam
T°% . HM,(f*) — HM,(f?)

ce nepunume Ha ciemehn waumn. Hera je f*° rmatka xomoromuja usmeby
dysrmaja f¢ u fP, To jecr, rmaTka ¢yHrmIja nedurucana za M x R TaxBa ma
je

fa(')7 s < —T,

o) = i}
fﬁ(')v s>T,

3a Heko (urcupano T > 0. 3a kpuruune Tauke p® GyHrmAje f¢ u p° dymrmuje
f9, rakBe ma je mya(p®) = myss(p?), osmaummo ca n(p®,p’, g) rapmuHATHOCT

(Mmomyno 2) crymal

M@, p°, 20, g) == {7 ‘R — M| fl—z = —V(f27()),7(—00) = p*, v(+00) = pﬂ} :

Cana mepurHUIIIMO

T = Y % g’
m o (p*)=m ;5 (p°)

3 dpenxommose Teopuje, Capn—Cumejinose u Aprena—Ackoaujese TeopeMe ciaenn na je, 3a OBAKaB
n300p mHOEKca u reHepudke m3bope MopcoBux ¢yHEIUja, CKyI ./\/l(po‘,pﬁ,ff‘ﬁ,g) IJIaTKa KOMIAKTHA
MHOTOCTPYKOCT AUMEH3Uj€e HyJa, JaKjIe KOHAUYaH CKYIl Tadaka.
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Amanu3oM mOrogHO OMA0paHWX jeIHOIMMEH3MOHUX MHOTOCTPYKOCTU U HHU-
XOBUX T'DaHMIA, NOKa3yje ce na je mpeciamkasame 1% mobpo medpumrucano Ha

HMBOY XOMOJIOTH]j€e, Ia je OHO M30Mop(dm3aM, Kao U A& BaKU
T =1dga,(foy, TP 0T =T (6.1.9)

(Bumetu [69] 3a moka3ze).
Kopucrehu uzomopdusam oy nepunucan y (6.1.3) moxxeMmo ma geduHUIIEMO
npupoauau noMopouszam usMehy MopcoBux KOXOMoOIOruja 3a pPasinyunTe U3-

6ope MopcoBux ¢yHKIUja:
T8 = o oTogpa™t t HM*(f*) = HM*(f7). (6.1.10)

Nzomoppuzam T8 je medmHMCAH 1 Ha HUBOY JIAHAIA, JEP TO BaKW M 3a IIpec-
TUKABAA O ¢4, T8 u Ofa.

Mopcosa roxomosoruja HM*(M) ce nedprHuIE KAO WHBEP3HU JUMEC
Mopcosux roxomousomkux rpyna HM*(f) y omHocy Ha m3oMopdusme Tob.
[Ipenm3Hmje, mocMaTpajmMoO TPOU3BO

ooy = [ HMMG)
fo Mopcosa

U ne(GUHUIIIMO
Kk ~
HMWMy:“UWﬁWW%”)eHM(MHTW@ﬁ:%}

W3 ycnosa (6.1.9) ciemu na je HM"(M) no6po mepunucano. Ouuriemto je ma
sazku HMF(M) = HM"(f) 3a ceaky MopcoBy ¢yuknujy f 3a xojy je Mopcosa
KOXOMOJIOTHja JOOpOo neprHUCAHA.

MecujeBu mpousBomu onucanu y llormaBmy 6.1.1 3amajy mpousBoze Ha
MopcoBOj KOXOMOJIOTU]j MHOTOCTPYKOCTH. [lokKakmMO TO 3a ciaydaj KOXO-
MOJIOIIKOT mpou3Boaa (k = 2), ommru ciryyaj ce noka3yje anasoruao. [Torpebuo

je ma mpoBepMMO Aa KOXOMOJIOIIKM TPOWM3BOM HE 3aBUCU On m3bopa Kjaaca
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pelanyje eKBUBAJICHIN]e?
(a8}~ Y & T (a)) =1 3a csea®, b’ (6.1.11)

OIHOCHO, Ja Ce IBa Napa eKBUBAJEHTHUX eseMeHaTa caukajy (ca Uy) y exBu-

BaJieHTHe ejeMeHTe. To je, oumriemqHo, eKBUBAJIEHTHO YCJOBY Oa IuUjarpam

HMY(f)) @ HM'(f) > HM*(f3)
TP T T 1 (6.1.12)
HM*(f) @ HM'(fg) =~ HM"(fg)
komyTupa. Osme T’jaﬁ oszHavaBajy mpupomse msomopdusme usmeby HM*(ff)

u HM*(fJﬁ) nepurrcane y (6.1.10) ma crpanu 176. Ilomro cMmo m3omoppusme

o af
17" medpunmcann y3 momoh msomoppusama 1" u oy;, nocmarpahemo caenehn

oujarpam:
o.8®0 g o.5"
H.(W) @ H(hS) =" B () @ H (ff) =5 H'(f5) = H.(f))
T8 @ TP 1 TP o T38 1 571 571
753 8sg o

HA(fo) @ H (fg) == H*(f§) = H.(f§).

Kopuctunu cmo ckpaheny o3zmaky H 3a HM, a cumbon % 3a oarosapajyhy

H.(ht) @ H.(h3)

AUMeH3Ujy. 300r HauMHA Ha KOju CcMO AeduHmcaayn npousBone Uy u Up u

n3oMop¢u3Me 1', TOBOBHO je ma MOKaKEeMO KOMYTATWBHOCT IUjarpama:

!
HM, () @ HM, () == HM,_n(h3)
T @ 157 1 T8 1 (6.1.13)
HM, (h§) @ HM, 1 (hg) = HM,_gy0(h5)

rue je
lo :=la(he), g :=lLy(hp)

(Bumetu medununmjy (6.1.5)). Ila Gucmo morasanu na Basku

s o (Tﬁﬂ ® T;ﬁ) — 12901,

23 ycnosa (6.1.9) cnemn na je ~ peranuja €KBUBAJEHOU]E.
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MOBOJLHO je (KaKo Cy CBa HmpecJnKaBama nehUHUCAHA W HA HUBOY JAaHAIA) 14

KOHCTPYHUIIEMO MIPECINKABAE
K : CMy—iy (1) @ C My, (ha) — C My (s 445)41(h3)
3a KOje BayKu
o= T3 oty o (TP @ T5) + K o (0 @ 1d+1d03,) + dy 0 K =0, (6.1.14)

3a ¢urcupano T > 0, o3HAUUMO ca h?f : M — R rmatky (QyHEIU]y TakBy Oa

BayKU

he (), s<-T-—1, hﬁ-, s<T,
hif()_ ]() j:1,2, hzg(): 3()

rl(), s>-T, ng(), s>T+1.
3a kputmuHy Taury p} ¢ymEmmje h§, osmaummo p* = (p{,ps,ps), HS"‘B =

(hifh?g, h?g) u mocmarpajmo caenehe ckynose

( )

Y- (_0070] _>M7j:]-727 Vs - [0,—|—OO)—>M,

dv; af
Mz(F* R, g) =< (11.72,73) | S b

o

j(=00) = p&, j =1,2, v3(+00) = pg,
\ 71(0) = 72(0) = 73(0)

(6.1.15)

M(T’ﬁa,ﬁsaﬁ,g) = {(T7 717'727'7?) ’ (71772773) € MT(ﬁaaﬁsaﬁvg)} : (6116>

Ba mas (pf') = n —k, mag (p5') = n — L mag (ps') = n — (k+1) ceyn Mr(F*, hy7) je
riaTka KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT auMensuje myna, a M(T, 5% hoP) je rnatka
jemHomuMeH3noHa MHOTOCTPYKOCT. OcuM TOTa, HeHa TOMOJOIIKA, HYJIA,IAMEH-

3MOHa I'paHHUIIa je OIInCaHa Ca

B (M(T,ﬁ“, ﬁgﬂ,g)) — B,UByUBsUB,UBs,
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rue je
= My, (P haﬁ,g)
BQ:UM(p(ll7q(ll7h(11ag)XM< (q17p27p3) hozﬁ g)’
qf

Bzuﬂps,qs,hs,me( 5 ).
UM< pl’p27q3) h‘ B >X./\//T(q§‘,p§,h§,g),

UM p17p17h1579) X M(p27p27h237g> x M(p 7’ hﬁ,g) X M(p3,p3,h35,g)

7
(6.1.17)
YHuje ce y3uMajy Mo CBUM KPUTUYHUM TadykKaMa 3a KOje Cy OoAaroBapajyhe MHO-
TOCTPYKOCTU y m3pa3y mauMmensuje uyaa. Wumekcu 1, 2, 3, a u [ yrasyjy

Ha, MopcoBy ¢yHEIUjy 0 Kojoj je peu.’

I[IpBa uweTtwpu TuUNa rpaHUIE OITrO-
Bapajy ciaydajy kazna je 1 orpanudeHo, mok ce metu tun B; jaBma Kana je
T weorpanmueHo. AprymeHTu cy cawdeau kao y ['masu 4. Ako medpuHMIEMO
npecankaBame K momohy 6poja objekara cryma M(T,ﬁa,ﬁj‘ﬂ) (rama je, Ha-
paBHO, OH NVMeEH3Wje HyJa), a mpeciaukaBame Frp, momohy 6poja emxemenara
ckyna Moy, (p'@, ESO‘B) (y muMeH3uju HyJa), 3aKbydyjeMo:

e Opoj eneMmeHaTa ckyna B; nedunumie npeciaukaBame Fr;

e 6poj esemenara ckyna By mepunume npeciaukaBame K o (0 @ Id);

e Opoj ememenara ckyna Bs mepunume npeciukaBame K o (Id® dy);

e Opoj enemenara ckyna By medunuine npeciankaBame O3 @ K;

e Gpoj enemenara ckyma B; nepunume npeciukasame (T57) 1ol o<Tf‘B ® TQO"G>.
[Tomohy xomoTomuje hy, A € 0, 1] uameby Hsaﬂ u b, xopumhemeM cIMYHIX ap-
ryMeHaTa KOOopam3aMa Kao M MaJIOIpe, 3aK/bydyjeMo Ja cy IpeciaukaBama Fr,
u l, ucra Ha HUBOY xomousoruje. Omnmarie ciaemu na je m3pas (6.1.14) Taugan,
IITO NIOBJIAYM HOOPY Ae(PUMHUCAHOCT KOXOMOJIOHMIKOI mpousBoxa Ha MopcoBoj

KOXOMoJIOruju MHOrocrpykoctu HM*(M).

3To jecr, p§. ¢j cy xpurnune Tauxe ¢pymrrmmja hy, a pf, qjﬁ Cy KpUTHUYHE Tadke (yHKIU]ja hf.
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Hepununuja Propose xomosoruje muorocrpykoctu HF*(T*M) rao um-
BEP3HOT JIuMeca je moTiyHo anasoraa Mopcosoum cayuajy. Koxomomomku (kao
u Mecujes) npousson Up onucan y Ilornasmy 6.1.1 ce moske nepunucatu u

Ha ckyny HF*(T*M), To ject, nujarpam

HFYH) @ HF(HP) =% HF*(HD)
SR 5571

HF*(H®) @ HFWHS) =% HFM(HY)

komyTupa. OBme cy
S HF*(HY) — HF*(H?)

npuponuu nzoMopduzmu udmebhy PropoBuX KOXOMOJIOMKUX T'pyna, KOOuUjeHu
noMoNy IpupomHMX m3oMOphuzamMa y xomonormju S’ um mzomopduzama oH,
HA UCTU HAUMH kKao y MopcoBoMm ciayuajy (Bumetu crpany 176).

Y cBojoj marucrapckoj te3u, T. CumueBuh je mokazaisa ciaemehy Teopemy.

Teopema 94. [76] Hexa cy f;, j = 1,2,3, Mopcose gynxyuje na M, a H;, j =
1,2, 3, Xamuamonujarnu ca xomnaxmmrum nocavem oegunucany na T*M. Ilocmoje
u30MOPPusmu

7t HM(f;) — HEF*(H;), j=1,2,3,

unoyrosany Huynukun—Canamon—Ileapyosum uzomoppusmuma (2.1.8), marxeu

da dujazpam
Ur

HF*(H\)® HF'(Hy) —% HF"!(H;)
T ® Ty T T3 T (6118)
HM*(fy) @ HM'(fy) =% HM(f5)

KOMYMUPGQ.

Hoxra3z Teopeme 94 je mar y [76]. M3somopdusme 7; DedpuHMIIEMO Ha HUBOY

JaHaIa Tako na ciaemehm mujarpamM KOMYTUpPA:

CF,_.(G;) 22 CF(H))
¥ 1 75 1
CM,_.(hy) % CM*(f)),
OIMHOCHO,

Tj =0y, 01;0 ijl. (6.1.19)
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Teopema 94 m mperxonmna pa3Marpama HaM oMOoryhaBajy ma TOKa:KeMO

cnenehe TBpbheme.

Teopema 95. [Tuynukun—Canramon—Illeapyoe uzomoppusam defunucarn y (2.1.8)
uHOYKYje U30MOPPU3aM NPCMER08a

T :(HM*(M),Upy) — (HF*(T*M),Up) .
Jokaz: VI3 ycnosa komyratuBHOCTH mujarpama (2.1.10) (mokaszame y [36]) u
nepuHUNja IpecInKaBama T, TV u § OUPEKTHO CJEeAV KOMYTATUBHOCT IUja-
rpama
saﬂ

HF*(H*) Z—HF*(H")

To T 75 1 (6.1.20)

HM (%) BRHM(f7).
To 3maum na 7 nepunucano jemnaumuoMm (6.1.19) maayKyje xomMoMoOdu3zam

T nepuuucan wa HM*(M) ca spemmoctuma y HF*(T*M). Wusepszuu IICC

n3oMopduzam (3a xomosioruje), neGUHUCAH jeTHAUMHOM

¢: CF(H) = CM(f), =+ Y n(z,H Jip f.9)p.

my(p)=k

rae je n(x, H, J;p, f,g) 6poj pemema jenuaunsue (3.3.2) uHIyKyje nzoMopdusam

Yy KOXOMOJIOTHjU, O3HAUMMO ra ca J. [lpenusuuje:
§:=0r0po0y.
Kao y cayuajy mpecamkaBama T, 3aKbYydyjeMO Oa 0 MHAYKYje XOMOMODP(U3aM
S:HF (T"M) — HM*(M).
N3 po1p =1d caenn ma Baxm 6 o 7 = Id. Ilobujamo:
SoT(la]) = S([r(a)]) = [0(7(a))] = [a],

1, Ha NCTU HAYUH!:

ToS=1Id.
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3akmyuyjemo na cy 7 u S 3aucra m30MOpP(PU3IMU.

N3 komyrarusHocTy mujarpama (6.1.18) u (6.1.12) cuenn
7T ([a] Un [b]) = [7(aUns b)) = [r(a) Up 7(0)] = [7(a)] U [7(b)] = T ([a]) Ur T([b]).

Tuwme je noxasz Teopeme 3aBpireH. ]
N MecujeBu mpousBoau ce mobpo moHamajy y omHocy Ha I[luyHukma—
Canamon-IlIBapnoB nzomopduzam.
Teopema 96. lujazpam
HFM(H) ®...@ HF*(H,)) 25 HF&+ton(F )
TMR®...0Twm T Tma1 | (6.1.21)
HMkl (fl) ®...Q HMkm(fm) % HMk1+"'+km(fm+1).

Komymupa, ede cy 7; - HM*(f;) = HF*(H;) depunucanu y (6.1.19).

Jokas: Kopuctumo nnejy noraza Teopeme 94, maror y [76]. U3 mnedununuje
IpecnukaBama T; ciaenn na aujarpam (6.1.21) koMyTupa ako X CaMo aKO KO-
MyTHpa Aujarpam
!
HFy 1, (G1) ® ... @ HFy,,(Gin) — HFn—(k1+-..+km)(Gm+1)

HM, () ® ... @ HMy g, (hy) 5 HM,y (s ) (hinsr)-

Kako cy cBa mpeciukaBama y mujarpamy (6.1.22) nepuHucana m Ha HUBOY

JIJAaHYACTUX KOMILJIEKCA, Ha OU BayKUIIO

Iy =VYmi10lpo (1 @...® Un)
Ha HI/IBoy XOMOJIOFI/Ije7 JOBOJLHO je da, Ha HI/IBoy JIaHalla BasKU

Umi10lpo(01®. . . @Yy, )—ly = Ko(1®Id® .. .®ld+ .. +1d®...®ld ®0,,)+0n 110K
(6.1.23)

3a HEKO IIPpeCTINKaBalmke ,Ele(bI/IHI/ICaHO Ha CRYIY

B CMus, () @ ... & CMy_p1(hy) ® ... @ CMy_p,, ()
J
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ca BpensoctuMa Yy CM,_ (4. +k,)+1(Amt1). IpecouraBame

1/]m+1o lFO(¢1®®¢m)
je Ha reHepaTopy p1 & ... & Py, JePUHUCAHO ca

" —
Z Z ( n<pj7hj;xj7Gj)> n <f7 G, J) n(merl; Gm+17 J;perl’ herlug)perly
7=1

Pm+1 Tm+1

(6.1.24)
. — -
roe je ¥ := (z1,...,Tms1), G := (G1,...,Gpy1). CyMe um mpousBox ce ce BpuIe
IO OHUM P41 U Ty 38 KOj€ TOPHBYM M3Pa3 MMa CMUCIA, OQHOCHO, TAe Cy CBe
MHOIOCTPYKOCTH OJI 3Hauaja JUMeH3uje Hyla. PurcupajMo Tadke p; U3 TOPHET
n3pasa, 3a j = 1,...,m + 1, ozmaunmo ca p = (pi1,...,Pm+1) U IDOCMATPAJMO
— —

muorocrpykoct M(R;p,h,g; G,J). Y13 Teopeme 41 cremu na je

—

a(M(R;ﬁ,E,G)) = By UBU...UByi1 UBg,,

roe cy
m L=
BO = U ®MRo(p]7hj7g7xj7G]a‘]) XM(:E7G7J)X
Z \j=1
MRy (Tmi1, Gmits 5 Pty By, 9)
BJ = Uq]M(p]7QJ7hj7g)XM<R7@7h7gaévj)7 jzlu"'7m
Bny = qu+1M <R;ﬁm+17ﬁvg;éu J) X M(@mi1; Pms1, hins1, 9)
BRO = MRo(p;}_i?g; 67 J)J
Y3 O3HaARY

—

p; = (pb -y Pj-1,45,Pj+15 - - - 7pm+1)'

YHuje ce y3uMajy IO CBUM & U ¢; TAKBUAM Oa Cy CBE MHOTOCTPYKOCTH AVIMEH-
3uje HyJa. Bummmo na Gpojame emeMmenara ckyna ) 3amaje mpeciauvKaBame
Umi10lpo (1 ®...®1,). Kako 6pojame enemenara ckyna /W(pj, q;, hj, g) onro-
Bapa TpaHUYHOM omeparTopy y MopcoBOj XOMOJIOTUjU, BUAUMO Oa hiemo mpec-

nukaBame K nedpurmcaru nomohy 6poja enemenara ckyma M (R;ﬁj, ﬁ, g; é, J>,
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IpENn3HUje
é

Krn®...Qm,) = Z n(R;F,E,g; G, J)rma1
Tm+1

Ipyu 4eMy Ce CyMUpPame BPIIA IO CBUM 7,41 3& KOj€ BaKu

My (Tmt1) = 10— (M, (1) + oo+ mp,, (1)) + 1.
Axro medurUIIEMO MpecauKaBame Fjy Kao
FO :CMn—kl(hl) ® . ® OMn—km (hm) — CMnf(k1+...+km)(hm+1)
L7 —
(M®...Q0Tr,) — Z ey (TR, g5 G J) T,

Tm+1

(6.1.25)

rae je ng, (7, E,g;a,J) 6poj enemenara (mMomyiso 2) ckyma Mg, (P, h,g;G, J),

3akpydyjeMo na ciaenmehu ckymoBu oapelyjy cieneha mpeciukaBamas:

By ~ Y1 0lpo (P @ ... @ y,)

B ~ Ko(®..®ldedeld®...0ld), j=1,...,m
Bpni1 ~ Opi10K

Br, ~ Fo.

Kako je 6poj kpajeBa jemuoamMeH3MOHE MHOTOCTPYKOCTU MapaH, TO j€ HUXOB

30Up MOOYyJIO OBa jeqHAK HYJW, OQHOCHO, Ba/KU:
Um10lpo(P1®. . . @y )—Fy = Ko(01®ld® .. .@ld+.. +ld®...0ld ®0,,)+0m10K.

3aT0 Cy mpecanKaBama Ypy,110lpo (1 ®...®1Y,,) n Fy 1aHIacTo XOMOTOIHA, 114
cy jemHaka Ha HuBOY xomousioruje. Jla 6ucmo mokasasu (6.1.23), morpebHO je
na JOoKa:KeMo Oa Cy mpeciaukaBama Fy u [y Takobhe manmyacrto xomoromua. U
OBJle ce KOpUCTe apryMeHTu kobopmm3ama. Hawmme, xomomopduzam F nepun-
vcan y (6.1.25) me 3aBucu ox uzbopa XaMUITOHUjaHA G. 3aucra, HEKaA Cy G
u G, mBe (remepmuke) (m-+1)— Topke Xamuarornjana, n Heka je Gy, 0 < A < 1
(remepruka) riaaTka XOMOTONMja Koja ux cmaja. Heka cy Fy u F; xoMOMOp-
(U3MU JTAaHYACTUX KOMIIJIEKCA KOjU OAroBapajy, penoM, XaMUITOHUjaHNMA éo

u Gi. [TocmaTpajmo mpocTop

MRO(A7]5;E79; G_‘A7J> = {(/77u7 )‘> | (i:u7/\) € MRO(ﬁ: E7g7é)\7‘])}
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3a ucty m36op MopcoBux mHAEKCA KDUTUYHUX Tadaka Ka0 W MAJOMIPE, AUMMEH-
3uja MHOrocrpykroctu Mg, (A, 7, h,g; G, J) je jennaka jemaun. V3 kouBeprenuje
K& M3JOMJbEHUM TpajeKTOpUjaMa U JelJbeHha Ce MOKEe M3BECTHU na je pyd oBe
MHOTOCTPYKOCTH CKYTI

m—+1

0 (M, (V559G 1) = U By,
j=1

rmue cy

- —

BO:MR()(I;;l_iug;éOu‘])_MRo(ﬁahag;GbJ)a
BJ = U'K/l\(ppq,ﬂh];g) X MR() ()\7]5}75797 éA7J> ) 3a‘j = 17"‘va
a5

Bm+1 - U MRO (Aaﬁm—i-l: Fl’aga G_’)\a J) X M\(Qm—&—l,pm—kl; hm+17g)'

dm-+1

Kao u panuje, 3akmyuyjeMo na je
Fil—Fy=Lo(0,®@ld®...@ld+...+1d®...® I[d®0,,) + Oms1 0 L,

rie je mpeciauKaBame

L: @My, (h)®...@ CMy_ps1(hy) @ ... ® CM,y_y,, (hn)

J

- CMn—(k1+...+km)+1(hm+1)

Oe(pUHUCAHO Ca

Lirm®...0ry,): = Z N R, ()\,77, fz,g; C_v",\, J) Tl

Tm+1

OBpne ng, ()\,F,h,g; G,\,J> o3HayaBa OpOj eseMeHaTa (MOLYJIO 2) MHOTOCTDY-
koctu Mp, <)\,F, h,g;GA,J>, a CyMUpame Ce BPIIU IO CBUM 7T,,11 3a KOje je

OBa MHOTOCTPYKOCT muMensuje Hyna. OnaBme caemu na cy Fy m F) nan-

YacTO XOMOTOIIHA TpeciukaBama. V3abepumo cana xomoromnujy mamebhy G

—

n 0= (0,...,0). IlpecnuraBame (6.1.25) je JaHIACTO XOMOTOIHO IIPECIUKA-

Bamy neduHucanoM nmomohy Opoja koMOMHOBaHUX ODOjeKaTra KOjuU Ce cacToje
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Ol TPAIUjeHTHUX TPajeKTOPHUja U TOA0MOPPHUT TUCKOBA Ca IPAHUIIOM Ha HyJ-
ToMm ceuewy. Ilpmmenom CrokcoBe ¢opmyne, kao y (4.2.8) Ha crpanun 79,
3aKJbydyjeMO Oa TaKBU AVWCKOBU MOPAjy OUTU KOHCTAHTHA MPECIUKABAIbA, Ia
je 6poj oBakBUX KOMOMHOBAHUX O0jerara jemHak 6pojy mpeciaukasama (6.1.8)
KOja ne(UHUITY ITpPeCIUKaBame ly;. ]

N3 Teopeme 96 Moske ce u3BeCTU (CIAUYHUM PE30HOBAKHEM KAO Y IOKA3y
Teopeme 95) na IICC mzomopdusam npencrasmba u3oMoppuU3aM anrebapcKux
crpykrypa m3mehy Mopcose u ®nopose xomomaoruje, y omaocy Ha Mecujese

npousBone. [Ipenusnuje, Basku caenmeha teopema.

Teopema 97. Huynukun—Canramon—Illeapyoe uzomoppusam defunucarn y (2.1.8)
UROYKYje U0OMOPPU3aAM an2ebaAPCKUT CMPYKMYPa

T . (HM*(M),On) — (HF*(T*M), Op).

6.2 TICC usomopousam ca Z— kKoedpurujeHTIMA

Jemunauuaom (2.1.8) ma crpanu 22 nepunucan je [uynurua—Canamoun—IIIsa-
pPIOB XOMOMOp®U3aM KOju je m3omMopduzaM Ha HUBOY XOMOJOTHja ca Zo— KO-
epunujeETIMa. Y OBOM IOIVIaBJ/LbY JAajeMO KOHCTPYKIW]y TOTI' IPECIVKABAMA

Ha XOMOJIOTUjU ca Z— koedpunujeHTuMa. [lepmHUmmMo xoMoMOpr3am

Ha cienehu mauwmu. 3a p u x remeparope Mopcosor, ogHOCHO PIOPOBOT KOM-

HJIeKca,4 ne(pUHNITIMO:
D E T(w)x, T E 7(w)p.
wEMR, (p,f.g;%,H,J) wEMR (z,H,Jp,f.g)
I[Ipomupumo npecaukasama ¥ u ¢ 1o 1aHIACTUX KOMIIJIEKCA 10 JUHEPAHOCTH.

Xomomopopuzmu ¥V u ¢ mHAYKY]y XOMOMOpP(U3MEe HA HUBOY XOMOJIOTHja aKoO je

Vody =0poV¥, Podr=0y09. (6.2.1)

4To ject, p je kpuTuuHa Tadvka Mopcose ¢yHENuje, a r XaMHJITOHUjaH Ca KpPajeBUMa HA HYJITOM

ceuemy.
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[IpBa jemmakoct y (6.2.1) je ekBuBasieHTHA ca

> > whreh | =

Ve (pr.fg) \W EMER(r.f.g:x,H,J)

(6.2.2)
> > )
w2€MRO (p’fzg;va’G) uQGJQ(y,x,H,G)
Hoka3 jemnaroctu (6.2.2) ciaemu m3 MIOCHTUTETA
aMR()(pa f,g;Jf,H7 J) = UM(p)Ta f)g) X MRO(T7f,g;l'7H, J)U (6 9 3)

UMz, (p, f,g;9, H, J) x M(y, z, H,J),

YUEBEHUIE [a Ce TadyKe U3 I'PAHUIE jeIHOOVMMEH3UMOHE MHOTOCTPYKOCTU YBEK
jaBmajy y mapy u Teopeme 92 ma crpanm 158. Onmc TOMOJIOMEKE TpaHUIE
mat 'y (6.2.2) uzsoau ce momohy aprymenara (KOHBEPTEHIU]a Ka M3JIOMJILEHUM
eJIEMEHTVMa U JIelbehe) camyuauM onnMma y ['maBu 4 (Bumetu u [35]). lokas
npyror uneaturera y (6.2.1) usBonu ce aHAJIOTHO.

Y noka3y ummenure na cy U n ¢ mzomopousmu ydectByjy cieneha npec-

nukaBama (BugeTu u [75, 36] 3a ciyuaj xomosoruja ca Zo—KOE(QUIN]CHTIMA)

F:CMy(f) — CM(f), p— Y nr(p.q.f g H J)g, (6.2.4)

my(q)=k
rae je ng,(p,q, f,g; H,J) 6poj enemenara ckyna Mg, (p,q, f,9; H,J) u
K :CMi(f) = CMya(f), p— Y. n(Rip.q fg:H J)g,
m(q)=k+1

roe je n(R;p,q,f,g;H,J) 6poj mawarka y M(R;p,q, f,g;H,J). Ia 6ucmo
nokazanau na je ¢ oV = Id, morpebHO je ma mpoBEpPUMO na BAKU:

o r(w)r(wa) = Y Tlwr) = Y W)= D T(n)7(v), (6.2.5)

(w1,w2)EDy wr, €A (u,72) €3 (1,0)€Ds
rae cy ckymosu 0;, j = 1,...,4 matm y jemmaumuu (5.3.25) ma crpanm 161.
N3 (6.2.5) cnemm
potp — F =0y 0K — K odp,
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TO jecT ¢ 01 je JaHUaCTO XOMOTOIHO HpecaukaBamy 1o F' (koje je, mak, jgaH-
YaCTO XOMOTOIIHO UJCHTUTETY ).

N3 knacupuranuje rpaHUIENX Tadaka MEOTOCcTpykoctu M(R;p,q, f,9; H, J)
nare Ha kpajy llormasma 5.3.4 cmemu ma y umspasy (6.2.5), u Ha 71eBOj u
Ha MEeCHO] CTpaHW, OpOjuMO caMO OHE TaudKe KOje Cy KpajeBUW WU CKYyIa
[0, +00) mmm ckyna (—oo, 1], m TO ynpaBo ca KapaKTEePUCTUYHUM 3HAIUMA Kao
y u3pasy (6.2.5).

Ilokazanau cMO ma, 3a 0amy, ucmospemeny KOXEePEeHTHY OPUjeHTaIjy CBUX
OpOCTOpa KOjU cy on 3Hauaja (KOMOMHOBAHUX, jeqUMHCTBEHUX, HAPAMETPU30-
BAHUX, HENApaMeTPU3HOBAHUX), MOCTOju m3omopduzam usmebhy Mopcose u
dnopoBe xomosnoruje ca Z— xoepunujentuma. Tarobe cMmo mokazanu ma Ta-
KBa KOXEpeHTHa opujeHTanuja nocroju. [locraBiba ce murame ma Jiv MOCTOjU
TaKBa MCTOBPDEMEHA KOXEPEHTHA OpUjeHTalMja CBUX O0jerara (M MOCIIeqIdHO,
n3oMopduzam) y ciaydajy ma Cy ABe KOXepeHTHe opujeHtammje Mopcose u
dropose xomosoruje yranped zadame. OAroBOp je TOTBPAAH, & APryMEHTU Cy
crnenehmn.

Herka cy oM wu of nBe mare koxepenTme opujeHTammje omepaTopa y
Mopcosoj u $mopoBoj xomonoruju, penom. Heka cy po, Ko, P~, wo, Foy, xo,
vg u Cy kao y Ilornasmy 5.3.3, u ¢ KOXepeHTHa OpHUjeHTalja OMUCAHA TaMoO.
Heka je

o1 :=0|gm 09 :=0|xF.

M

Kako cy o1 u o™ (ommocuo 0y u o!') mBe xoxepenTne opujentamuje ckyma %M

(omaocuo L), momkemo mzabparu fM € M| fF € T'F takse na paxm
fM°UM=<71 fF'UF:Uza

roe cy ', T'F rpyne Tparchopmanuja koje mejcTBYjy Ha CKyIly KOXEPEHTHIX
opujenramuja 3a Mopcos u ®nopos cayuaj (Ha mctu nauun kao y (5.3.20) na

crpanu 156). Mosxkemo koHCTpymncaru npony:xkeme f € I' 3a Koje Bakn

f|C’A/I:fM7 f|CIZ\7:fF7
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rae cy C¥ u CI ckynosu koxepenTHUX opujenTamuja 3a Mopcos u ®ropos
caydaj. OBo mpomyskeme je jemHozHauHo oapebeno Bpemnomhy ¢yuruumje f
Ha wp, momro cy ckymosu LV u X (kao u ckymosu CY u CI') mucjymrrau.

Nzabepumo 3ato f([wp, Fy]) := 1 u npony:xumo f no C) Tako na Bakwu

floyw = 1" flor = 1", f([w, Fltlu, L]) = f([w, F]) f([u, L]),

3a cBe [w, F|, [u, L] komnaTubunase 3a ngensmbeme. JUPEKTHOM IPOBEPOM BUIIMO

na je fel. Iepumaummmo opujeHTANN]Y CA

o= feo.

V3 KOHCTpYKIHUje clemd Aa je o' KoxepeHTHa u na ce nokaama ca o u of ma

CM u Cf. Tako cmo morazamu cienehy Teopemy.

Teopema 98. 3a dee dame woxepenmme opujenmavuje cxynosa L u B xoju
dedunuwy Mopcosy u Paoposy zomonozujy HM,(f,Z) w HF,(H,Z) ca Z— xo-
efuyujenmuma, nocmoju korepenmma opujenmayuja ckyna A (ckyna ceur o0b-
jexama u onepamopa 00 3HAMGJA) KOja Ce NOKAANG CG 0AMUM OPUJEHMAUUJAMA

na odzosapajyhum xaacama. Osa opujenmavuja urndyryje usomopdusam usmehy
HM,(f,Z) w HF.(H,Z).

6.3 3Baxsyunu u moryhu nmpaBmu masber mcTpakuBama

CrnoMeHMMO Ha Kpajy HEKOJMKO MOrynNux mpaBana y KOjuMa Ou OmmMcaHa UC-
TpaKUBakha MOTJIAa TIPUPOAHO Ma CE€ HACTABE.

6.3.1. (Ko)xomoumoruje ca nenoopojuum koepurjearuma. Y Ilornasmy 6.2
koucTpyucaiaun cMmo IICC umzomopouzam xomosoruja ca Z—KOoeQUIMjeHTUMA
kopuctehm roxepentHy opujenranujy nedpuuucany y Ilormasmy 5.3.3. Ilo-
CTaBJba Ce IMUTaHE€ Oa JU je OBaj u3oMopusaMm (YHKTOPHjaJdaH, OJHOCHO Ia
a1 KOMyTHUpa ca KaHOHCKMM m3oMopduammma y MopcoBoj m PmopoBoj xo-
Mosoruju ca Z—roepunujentuma (udmja je KoHCTpykmmja mara y [69, 24]).
Takobe je mpupomno murame ga JU Cy TPOCTOPU KOMOMHOBAHUX OOjekarTa

opujeHTAaObMIHM, M TO Tako na cy MecujeBu nmpousBomu noOpo mepUHUCAHU
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Y Ha KOXOMOJOTHjaMa ca 1IesloOpojHMM kKoedpunujeHtuMa. VM Ha Kpajy, na jim
je moryhe yomnmrutu kouctpykiujy [ICC uzomopdurzama xao nzomopduzama
anrebapCcKUx CTPYKTypa, Ha KOXOMOJIOTHjaMa Ca [eJIOOPOjHMM KOe(puIyjeH-
tuma? Jla Om ce oBa KOHCTpYyKIHMja M3Beja, NOTPEOHO je neprHUCATH Jel-
Jbelme U 330aTU OPUjeHTalUj]y KOja KOMYTHPa Ca JeNJbemheM Ha JOIl HEKUM
MOy ICKUM IIPOCTOPUMA, OCUM OMUCAHUX (y ayTOPOBOj MArUCTAPCKO] Te3u [75]
KOHCTPUCAHU CY TOMONHM MOIYJICKM IPOCTOPU KOPUIINEHN Y NOKa3y KOMYTa-
tuBHOCTH mujarpama (2.1.10) wa crpamu 23). Ocum Tora, mOTpebHO je u
M3BECTU KOHCTPYKIUjy onucany y Ilormasmy 5.3.3 Koja 6m obyxBaTuiaa u oBe
nmomohue mpocTope, ocuM Beh pasmarpanunx. Kako oBa aHaJm3a MpeaACTaBIbA
monaTaH OOMMAaH TEXHUUYKM (M HE CaMO TEXHWYKM) [OCA0, MU je OBHE CaMO

IIOMUIBLEMO U O JIaKREMO KaO TEMY nmocebHor panga.

6.3.2. lloBpmu Bumier pona. /Ipyro mpupomgHo yomnmreme Ou OMO Ommc KOM-
OMHOBAHUX MOIYJICKUX IMPOCTOPAa KOjU YKBYUyjy PumanoBy moBpm ca rpaHu-
oM, anu suwez poda (Bumetu Cauky 6.3). IIpoctopu (mceymo)xomoMop X
IpecinKaBama 3aTBoOpeHe PuMaHOoBe moBpmu pona g KOoja 3a KOJOMEH MMajy
CUMIUIEKTUYKY MHOTOCTPYKOCT mpoydaBanu cy paxny ['pomosa y [30] (Bumetn
n xkwury Mernap—Canamona [44]). Crayuaj PumanoBux mospmm pozna g ca
VUIMHAPUYHUM KpajeBuMa (Kao jeqUHOM IDAHUIOM) OIUCAH je Y HOKTOPCKO]

mucepranuju M. IIsapua [70].

i

/ Tm

X

Cimka 6.3: PumanoBa moBpII BUIIET POAa Ca TPAHUIIOM



191

Y pany J.—T. Oa [57] mara je mumen3suja MHOTOCTpYKOCTH PIOPOBUX ,,IAHTA-
moHa” y KOTAHTE€HTHOM Paciojemy, Ca KpajeBuMa Ha HYJITOM CEUYEHY, POIOM
g U aCUMIITOTCKAM KpajeBuMa Yy XaMUJITOHOBUM IyTeBUMa. AHajau3a rpaHulle
OBAKBUX IPOCTOPA HE OU Ce CYMITUHCKU PA3IUKOBAJIA Ol AHAJU3E Y CIYUajy
pona Hy’a, jep ce ryb/beme KOMIAKTHOCTU, OTHOCHO ,,JIOMJbeHe” TPajeKTopuja
YBEK OJBUja BaH KOMIIAKTHOI [ejla JOMEHAa, TaKO Ma KOHAaJYaH Opoj pydKu
KOju 3amajy pond He OM mMao HUKAKBOT yrumaja. VlcTta cTBap BasKU U 34
Jensbeme. llurame je KakBy OM IpUMEHY MMaO AaHAJOTAH 3aK/byYaK W3Be-
eH O TOIOJIOIIKOj TPAHUI OAroBapajyhe je HoIMMeH3MOHe MHOTOCTPYKOCTH.
Hawume, ma camom kpajy mokasa Teopeme 94, KOpUCTUIU CMO YUHEHUILY 4
xosoMOpGHUX (HEmepTypOOBAHUX) AWCKOBA Ca IPAHUIOM HA HYJITOM CEUEHY
Hema (OAHOCHO, Aa Cy OHM ODAaBE3HO KOHCTAHTHU). VICTH pe3oH Moke na ce
OPUMEHU U y CJAydYajy AUCKOBA Ca CTPOrO MO3UTUBHUM pomoM. Mebyruwm,
Taaa M0JAa3UMO M0 HEOOWYHOT 3aKJbydKa O AUMEH3UjU T'PAHUIE MHOTOCTPY-
KOCTU TWUIIA MRO()\,}?,E,Q; Gy, J: g) y KO0joj, OBOI IyTa, ydecTByje Pumanosa
NOBPII POJa &) — MMMEH3Uja jemHe meHe rpanune, obauka My, (P, h,g;G, J; g),
3aBUCH OJ pOJa, NOK JUMeH3uja apyre, obnuka Mg, (7, E, g:0,J:8) = M(P, FL, 9),

HE 3aBUCU. 3aHUMJBUBO OM OMIO0 00jacHUTH OBaj (DEHOMEH.

6.3.3. OmmrTa CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT. Tpehe moryhe yommreme
omHOCU ce Ha aMOUjeHTHY MHOTOCTPYKOCT: [na Jju je (M y KOJjuM ciydaje-
BuMa) Moryhe IOKa3aTu NPeTXOIHE pe3yiTare y CJIydajy OIIITe CUMIJIEK-
TUYKE MHOMOCTPYKOCTU (HAPABHO, Ca OHUM OIPDaHMUYEHKMa KOja Cy mOoTpebHA
na 6u Proposa xomoJsormja yommre Moria ma ce mepunume)? Y pamxy [1],
Anbepc je roucrpyucao IICC mopduszme y cayuajy monwomonur Jlarpamke-

BUX IIOIMOTOCTPYKOCTH,” ca MuHMMAaTHUM MacioBmesuM Gpojem® Behmm minm

SH‘deaH}KOBa nomvuoroctpykoct L C P je mororona ykoauko moctoju ¢ > 0 Takso ma je fw*u =
cpr(u), 3a ceaxo u € mo(P, L), vae je (g, mpecaukasame medunucano momohy Macmosmese kmace i
sunern u OoB pan [55] y koM je medunucama Pioposa xomosoruja 3a Jlarpamkese Ipeceke y OBOM,
OIINITU]EM CIIydYajy.

S Mumimamsan Macmosmes 6poj je remeparop momrpyme p(mo(P, L)) C Z, rame je i Macmosmena
RJIaca.
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jemnakum 2. OBu Mopdu3Mu cy mepuHUCAHU camo y ompebhennM mumensmjama,
MIPETIOCTAaBKE O MOHOTOHOCTM U MHUHUMAaJHOM MacaoBmeBoM OpoOjy KOHTPO-
auiry mojaBy Mexyposa. Jleksmepk je y pany [41] mpoyuaBao ®nopoBy xo-
MOJIOTH]y Ka0 MOIYJ Hag npcteHoM MopcoBe xomosiormje, ca IpeTInoCTaBKOM
Wry(PL) = Wlr(p,)y = 0, 3axBamyjyhnm xojoj je omemoryhena mojasa mexyposa.
[IITo ce Tuue pesynrara U3TOKEHUX Y OBOj T€3U, TJIABHY TEIKONY y BUXOBOM
YOUIITEHY Ha CIyYaj OUMITHje CUMIIIEKTUYKE MHOIOCTPYKOCTU IIPEICTaBIbA
caMa KOHCTPYKIMja KOXOMOJOIIKUX u MecujeBux mpousBoma. Y OMNIITOj CUM-
MIIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTU Tpanyalidja, OTHOCHO, MaciioB/beB WMHIEKC, He
MOe Ja ce AeUuHUIIe Kao Yy CIyd4ajy KOTAHI'eHTOI paciojema. Y CIlIydajy
MOHOTOHUX 3aTBOpeHux JlarpamxeBux MHOTOCTPYKOCTU Lo u L1, KOje ce cery
TpaHCBep3aJHO, MOryhe je 3agaTu peaamueny Tpadyanujy’ Ha ckymy Lo N L;
n to camo monyino NZD(Xy, %), rme je ¥; murnManau MaciaoBmbe 6poj y
OJHOCY Ha HOIMHOIOCTPYKOCT Lj;. ¥ cayuajy kana je L; XaMuITOHOBa ne-
dopmanuja mMHOTOCTPYKOCTH Lo, TO ject kama je L; = ¢f(Ly), monoso (kao
y Cllydajy KOTAHMEHTHOT paciiojema) MOCTOju maeHTudurammja crkyna Lo Ly
ca ckynoM XaMWJITOHMjaHOBUX IIyTeBa KOjU IOJIa3€ W 3aBpIIaBajy ce Ha L.
OsBaj ciuyuaj m3riena HAJOOrOMIHUje 3a MPUMEHY METOHa CJIWJIHUX OIMUCAHUM,

3a MOYeTaK, 3a KOHCTPYKIU]y MecujeBux nmpoms3Boa Ha CIAWYAH HAYNH.

6.3.4. PesnaruBaa ®PiopoBa (ko)xomosiormja. Kao mro cmo cmomenynu y
[naBu 1, jemro on yommrema PropoBe XOMOJOTHje Y KOTAHTE€HTHOM PacJiio-
jemy je meHa penaTuBHA Bep3uja, ommcana y [62]. Axo je N C M 3arBOpena

rjaTKa MOAMHOIOCTPYKOCT, TaLa je BEHO KOMOPMAAHO DACAOJERE:
VN :={{e€TyM|&{X) =0, 3a ceako X € TN}

JlarpamxeBa moaMHOTOCTpPYKOCT y T*M. Y caydvajy kKama je MOAMHOTOCT-
pykoct N 3arBopena, [lozumak [62] je 3a remeparope JIaHYACTOT KOMIIJIEKCA

ysumao npeceute Tauke v*N N¢H (0y), nok je rpanuuny onepaTtop mepuHUCAO

"To jecT, BEIITAURY IPOrIIACUTE QUKCHUPAHY IPECEUHY TAUKy L) 3a CICMEHT CTEICHA HyJa, a OCTAe
Tayke rpagyucaru nomohy Zg, Bumern pamose Pnopa [22] u Burepboa [71] 3a merame.
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nmomohy Opoja pemema cucremMa

(

Qut J(% — Xy(u) =0

u(s,0) € Oy, u(s, 1) € VN

u(—00,t) = ¢y ((¢1")~")(@) =t a(t), u(+o0,t) = &{ ((&1") ") (y) =: y(t),
x,y € VN N T (Oy)

\
(Bumetu Cnury 6.4). Moske ce nokazatu (Bumetu [62]) ma je 9 = 0 u ma je
OBaKO ne(mHMCAaHA XOMOJIOTHja M30MOP(HA je CHHI'YJIAPDHO] XOMOJIOTH)U IIOM-
muOrocTpykoctu N. Y cayuajy N = M, Baxu v*N = Oy, TO jecT, oBa KOH-
CTpyKIMja 3amcra yommTaBa nperxonny. Hajseha temroha y yonmremy KOH-
crpykuuje IICC uzomopdumama Ha oBaj ciydaj IpelncTaB/ba IPDAHUYHU YCJIOB
u (0,3) =7(0) koju ce jaBma y jemnaunau (2.1.9). Hamme, ,TyHenu” koju

YYeCTBY]y yV AepUHUIMjU OoIepaTopa
mudepeHnupama UMajy jegaH Kpaj Ha N
HYJTOM Ceuewny, a IPyI'u Ha KOHOP- x(t)

MAaJIHOM pPacJjojem TAaKO Ia HUje
p JeBY, P J y(t) Our

OYUTJIETHO KOju Ou oOjerkaT y OBOM

CIydajy WMMao YJOry ,TmOJyTyHesa’

n3 jennauumse (2.1.9) ma crpanm 23. Cmuka 6.4: IleprypOoBanu
XOJIOMOP(HM AUCK Ca IPaHUIAMA Ha

OM u v*N

6.3.5. ®yHKTOpPHjASHOCT y omepamujaMa Ha xomoJiorujama. Heka je A C
M 3aTBOpEHa MOAMHOTOCTPYKOCT MHOrocTpykoctu M u Heka je [ = dim A.

[TocmaTpajmo cryn

MAp.q, f,9) :={y € M(p.q, f,9) | 7(0) € A}

(Bumetn Cruky 6.5). 3axBamyjyhim TpaHCBEp3aJIHOCTH, MAJIUM IeTypoaiu-
jama cxyma A (ykomuko je moTpebHO), Mowke ce moctuhnm ma ckyn MA(p, q, f,g)

IOCTaHe IJIaTKa MHOTOCTPYKOCT. Ako je mys(p) — ms(q) = n — [, rama je
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MA(p,q, f,g) nuMeH3Wje HyTa M KOMIAKTHA, JakjJe KOHAYAH CKyT Tadaka. Y
TOM caryuajy, Heka na(p, ¢, f,g) osHauasa 6poj eremenata ckyma MA(p,q, f,g).
Osuaunmo ca CM,(f) ckyn cBuxX GpopMaJHUX KOMOMHANM]Aa KDUTUYHUX TadvaKa

nanexca * MopcoBe ¢pynrnuje [ m mepUHUMMMO IPECINKABAHE

wA : CMnfl+r(f) - CMT(f)

3a11ajyh1/1 IBEeroBe BPEAHOCTU Ha I'€eHepaTOpHuMa:

valp) = > nalp,q.f,9)q

mg(g)=r

Moske ce morazaru (Bumertu [47, 69]) na Basku
A A
aM o 77Z) - ¢ o aM)
IIa je mpeciukaBame Y4 NeGUHUCAHO M Ha XOMOJOIHMjaMa, TO JecT:

wA : HMn—H—r(f) - HMT(f)

(Bumernu u [8]).

[IpecimraBame 14 Ha3uBa ce U Ken
(cap) npouszeodom. Ilomohy apry- T
MeHaTa KOOOpaW3aMa CINMYHUM OHUM \
ommcanuM y IlormaBmy 6.1.2, mMoxke \
ce nokazatu gma Baxku 1°° oy = |

a0 T“ﬁ7 ma je Kenm TPOM3BOI HO-

opo nmepunmcan m Ha MopcoBoj xo-

MOJIOFI/IjI/I MHOI'OCTPYKOCTH HM*(M) Cmuka 6.5: Ken TPOM3BO T ,QZ}A

Ha cimuan Hauue ce nmepuHmMIy m ken npoumsBomu y PiopoBoj Teopujm.

Cryn M4 (z,y, H,J) nepuaumemo kao ev_'(a) rae je

ev: M(z,y,H,J) = Oy = M, ev(u)=u (0, %) .
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Jemno om moryhmux HacTtaBaka OBOI paja je UCIUTUBAaWKE (YHKTOPU)ATHOCTU

oBakBUX npomssona y onuocy Ha [ICC m3omopduzam.

6.3.6. XodepoBa reomerpuja m PaopoBa xomosoruja. CrnomMeHUMO HA
Kpajy JOII jemaH mpaBall y KOM OU M3J0KEeHA UCTPaKUBAKHa MOTJIA Ha Ce HAC-
taBe. Y ['maBm 1 cMo onmcaau Ha KOjU HAUMH ITPOJIACIIA KPO3 KPUTUYHE TaUKe
Mopcose ¢pyHEnUje oarosapajy momaBamy henmja oarosapajyhux aumensuja,
OOHOCHO, HA KOjU HAUMWH CE€ TOIMOJIOTUja MHOTOCTPYKOCTU Oommucyje mpahemem
npomene ckynosa M® = f~1((—oo,a|) ma Cnunu 1.1. BeckomaunoauMeH3MOHA
aHaJioTuja OBUX (uiarTpupama moBomu no ciaenehe koncrpyrnuje. Herka je
HF)H) ®nopoBa XOMOJONIKA I'PYyNa FeHePUCAHA CAMO OHUM XAaMUJITOHOBUM

IyTEeBUMa I C KPajeBUMa Ha HyJTOM CEYEHY 3a KOje BaKU:
Ap(x) = /pdq — Hdt <\

Osmaumvo ca Fy : HS6(M) — HF,(H) msomop¢usam msmeby ®nopose u
cunrynapue xomosoruje. Hexka je a € HS™(M) u j} : HF)NH) — HF.(H)
IpecInKaBame UHIAYKOBaHO mHKAy3ujoM. O je medpuHMCAO CHMIIEKTUYKE HH-

Bapujaute p(a, H) kao
p(H,a) ;= inf{\ | Fy(a) € Im(j}) C HF,.(H)}.

Ose unBapujante cy nobpo neduHUcaHe u 3aBuce caMo on JlarpamkeBe MHO-
rocrpykoctu ¢ (Oyr) (Bumern [51, 56, 57| 3a merame). OBa KOHCTpPYKUU]ja
ce MOsKe CXBATUTU Kao OECKOHAUYHOAMMEH3WOHO YVONIITeHme paHuje Burep-
6ooBe kOHCTPYKIUje garte y [72] (Bumerm m panose JI. Ilomreposmua m M.
Buanuja [9, 61]). Ilomohy osux muBapujantm O [56] je mokazao Hexmere-
Hepucanoct Xodepose merpuke (Bumetu u [51, 48, 46]). P. Jleknepk je y
pany [41] macraBuo u3yuaBame WHBAPUJjATHU p U AePUHUCAO WHBAPUjAHTE
Bumer pena. Koxomosomrku kam npousBon nepumHucaH nomohy PraoposBux
MaHTAJOHA je KOPUIINEH y MOKa3y M3BECHUX CBOjCTaBa WHBAPUjAHTU p KOja

cy y Be3u ca Hejemakomhy Tpoyraa y Xodeposoj merpurm (Bumeru [57]).
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Jeman on moryhux mpaBalia maJ/ber pala je UCTpakumBame ynore MecujeBux

npousBoa (Buiier pena) y XodepoBOj reOMeTPUjU.

6.3.7. 3akspyuak. Y OBOj I'IaBU CMO U3JIOKUJIU TEXHUKE KODOOM3aMa Koje Cy
ce 3aCHUBAJIEe HA KAPAKTEPU3AIMjU TOMIOJIONIKE ITPAHUIE MHOTOCTPYKOCTU KOM-
OrHOBaHUX O0Ojerkara, Koja je Omiaa pe3yiTaT MNPETXOMHUX IJIaBa OBOT paga.
OBaj pesynarTar je yBek CJeauo M3 MOrynux HauyuHa T'yO/bemha KOMIAKTHOCTU
(pacnanama) y obpaTHOr mporeca — Jgembema. Jla 6u oBe KOHCTpYKIuje Ouie
KOPEKTHO 3aCHOBaHe, nepuHUCAIN CMO bBaHaxoBe MHOTOCTPYKOCTU M OIrO-
Bapajyhe PpenxosmoBe omepartope. Bepyjemo ma je yommrema u HACTaBKe
IIOMEHYTe y OBOM IOrJIaBJ/by Moryhe m3Bectu kopuctehu ciuyne mocTymnke, y3

oarosapajyhe mMomuduranuje nojemHNX apryMeHaTa.
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