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Pesume

Y oBoMm pajy JedUHHUIIEMO U AHAJIU3UPAMO CIEKTPAJIHE WHBAPHUjAHTE y
®IOPOBOj XOMOJIOTHjH 33 KOHOPMAJHO paciiojetbe 1 PJIOPOBOj XOMOJOTHjH
3a OTBOPEeH cKyll. Koncrpykimja mpecankaBama Tuna lnyankna—Camamon—
HIsapir, kojy Mu OBJie U3BOAUMO, HEOIIXOJIAH j& KOPaK 3a 100Dy JeduHUCAHOCT
oBux wHBapujantu. llocrojame jpomaTaux anredapcKux CTPYKTYpa, Ko IITo
je mpom3Bos Ha criomenyTuMm PDropoBuM xomoJsormjama, omoryhasa mam ma
M3BEIEMO PAa3He HejeIHAKOCTH Mely CIeKTpaJiHuM WHBapujantama. llocma-
TpameM nepTypboBaHo xogoMopdrrnx PuManoBux mOBpINT Ca TPAHUIIOM MO-

KEMO 713 YIIOpeanMo WHBapHjanTe u3 pa3uux PIopoBUX XOMOJIOTH]A.
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Algebraic properties of spectral invariants in Floer
Homology

Abstract

In this doctoral dissertation we define and investigate spectral invariants
in Floer homology for conormal bundle and Floer homology of an open sub-
set. As a key step to well defined spectral invariants we give a construction
of Piunikhin-Salamon-Schwarz isomorphism in both of these homologies. Ad-
ditional algebraic structures, such as a product on Floer homology, give us
various inequalities between spectral invariants. We can compare spectral in-
variants from different Floer homologies by observing appropriate perturbed

holomorphic Riemmanian surfaces with boundary.
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YBoa U mperJjen pe3yJjTrara

Mopcosa Teopuja, Koja ce npunucyje M. Mopcy [79, 80], naje Ham HAYUH J1a N3y IaBaMO
TOMOJIOTHjY TJIATKe MHOTOCTPYKOCTH M mocMarpameM KPpUTHIHHX Tadaka Mopcose
dyuknuje f Koja je medmHHMCcaHA Ha TOj MHOrocTpykoctu. Veja Koja ce m3aBaja
u3 OBe Teopuje jecre ma ce nocmarpajy nogauson M = {p € M| f(p) < a}. /se
Teopeme cy OUTHE MpU MpoydaBamy MOTHUBOA, BueTu [76]. Jemna rteopema Ham
Kazke fa cy nojuuson M® u M° nudeomopduu ako y unrtepsasy [a,b] Hemamo
KpuTnunux Tadaka. /ludeomopduzam ce ycrocraBiba CHymTameM TavaKa U3 CKyIa
M?® 1o ckyna M® meraTuBHUM rpajujeHTHEM TOKOM dynknuje f. A ako y mcTom
HHTePBa/Iy UMaMoO jeJHy KpHTHYHY TauKy HHjaekca k onga je M XOMOTONCKN eKBu-
BajieHTHO TOAHUBOY M® Ha koju je 3asmersbena jemnna k—henuwja. OBaksa hemmjcka
JEKOMTIO3UIIMja Jaje HaM JeJIHO BarKHO CBOJCTBO TVIATKUX IOBE3aHUX 3aTBOPEHUX
MHOrocTpykoct. CBaka TakBa MHOTOCTPYKOCT KOHAUHE JUMeH3HUje audeoMopdHa
jé YHHjH KOHAYHO MHOI'O kK—pPYYKH, IIPU YeMy je CBaKa pydKa y OUjeKTHBHO] Be3HU
ca KpUTHYHUM Tadkama uHjekca k. HaBemeHo cBojcTBO jlaje MOTHBAIHjy Aa ce
nocTtaBu U caefehe murame. AKo IBe MHOMOCTPYKOCTH MMajy MCTH Opoj hemmja y
CBaKOj JUMEH3HU]H Ja JIK Cy OHE XOMOTOIICKH eKBuBaJsieHTHe? [la 6 ce oJroBopuJio
HA OBO IHUTAKE, MOPAMO Ja KOHTPOJUIIEMO HAYUH HA KOjJU JiemuMo hesmje y TuM
muorocrpykoctuma. OJAroBop je HeraTuBaH, a HCHUTHBAIE XOMOTONCKOL THIIA, MHO-
TOCTPYKOCTH BOJAMJIO je Ka 3acHuBamy Mopcose xomosoruje. Ilpsu nmpomop Ha TOM
nosby npunmcyje ce P. Tomy [110], C. Cwmejay [108] u I1. Muropy [76]. dpyraauju
npuctyn MopcoBoj xomosoruju npucyrat je y paay E. Burena [114]. On nam jgaje
JIUPEKTHY Be3y u3Mely XOMOJIOrje MHOTOCTPYKOCTH | XOIOBe Teopuje, BuaeTu [17]
u [49]. Jlen ncropujckn npersie; Mopcose xomostornje mozke ce mahu y [20].

CuMILIEKTHYKa CTPYKTYPa Ce TPUPOIHO MOjaAB/bY]Y y KJIACHIHO] MEXAHUIIN TIPU
MOJIeJIUpatby (hasHOr MPOCTOpa pasHuX cucTeMa, BujgeTw [7]. TakBa cTpyKTypa HaMm
Jaje pobap amMOuMjeHT 3a u3ydaBaibe Tpancdopmaruja cucrema ojx N decTuna, 3a-
TUM 3a U3ydaBarbe Kperarba IIaHeTa Wiu 3a IpocTupame Tajgaca. [lokyiraju jga ce
OTIUIITY OBAKBU CUCTEMHU BOJWIN CY Ka Pa3BOjy CUMILIEKTHIKe TomoJornje. Jlanac,
oBa obJIaCT KOMOMHYje ujieje U3 aHaJHM3e, TONOJOrHje, INHAMHUIKIX CHCTEeMa, KOM-
NJIeKCHE aHajm3e, audepeHnujanne u ajrebapcke reoMeTpuje. 3aHUMIBUB TYT OFf
CUMILIEKTHYKE TONOJIOTHje Ka JuHAMuIum j1ar je y [82].

ApnosinoBa xumoresa, Koja je npupoaHo yommreme [locienmme [loenkapeose re-
OMeTpPHjCKe Teopeme, TBPAM Ja je Opoj PUKCHUX Tavdaka CHMILIEKTOMOpdu3IMa Ha
3aTBOPEHOj CUMILIEKTUYKO] MHOIOCTPYKOCTH KOJH j€ T€HepUCaH XaMUJITOHOBUM BEK-
TOPCKUM T10/beM Behn o1 cyMe Bernjesux OpojeBa. CHMILIEKTOMOPGMU3ME CY IH(Deo-

MOPMU3MHI CUMILTIEKTIIKE MHOTOCTPYKOCTH KOJH IYBa]y CUMILIEKTUIKY CTPYKTYPY.



Berujesu 6pojesu cy jeanaku jaumensuju ojarosapajyhe cunrysrapue xomosoruje. Y.
Komn u E. llennep cy nokazauu 1a ApHOIIOBA XUIIOTE3a BaXKK HA TOPYCHMA CBHX
qnmvensuja [22]. Emambepr [26] je HOTBpAHO XHIOTE3Y Y CJOYUYajy MHOTOCTPYKOCTH
JUMeH3Huje JiBa. BapujarnuoHn MeToJ KOju €y KOPUCTUJIN, KOHAYHOAUMEH3MOHA a-
npoKcuMaIuja (byHKINOHATIA JAejCTBA HA IMPOCTOPY MeT/bU, HUje MOTao Ja Ce MpH-
MeHHU Y JIPYTUM cJIydajeBuMa. ['pOMOBIBEB paJl 0 cey10-XosoMopdbHIM KpuBama [47]
yBeO je IMOTIIYHO HOBY TEXHUKY 3a H3Yy4YaBalbe CUMIJIEKTUYKHX MHOTOCTPYKOCTH.
Kombunyjyhu Bapujanmonu meros, Konsuja n Lenjepa, I'pomMoB/beBy Teopujy ice-
yao-xoioMopdHUX KpuBux u ButenoBy umnrepnperanujy Mopcose Teopuje, @iop
NpaBU 3HAYAjaH MCKOPAK y JOKa3uBamby ApPHOJIOBE Xumorese. Y cepuju paaosa [31,
32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40| nedunumie ce Paoposa Teopuja Kao GECKOHA-
YHOJIUMEH3HOHA Bep3uja Mopcose Teopuje. CHUMILIEKTOMOPGHU3MHU KOjH €y TeHep-
ncaHd XaMIJITOHOBAM BEKTOPCKHUM IIOJbeM HA3UBajy ce XaMUJITOHOBUM JTUMDEOMOP-
dpuzmuma. PukcHe Tauke TakBux jgudeomopduzama cy y ,1— 1" Be3n ca nepuoaud-
HUM opbutaMa XaMHJITOHHjaHA KOJH je 3aJaT Ha CHMILIEKTHYKO] MHOTOCTPYKOCTH
(Bumern [maBy 1 3a nedununuje opux mojmosa). Ope mepuojudne opbure fie 6Gutn
reneparopu Piopose xomosoruje. ['panumyanu oneparop 6poju mepTypbdOoBaHe XOJIO-
MopdHe MUIMHIpE KOjU clajajy ABe mepuogwdHe opoute. Twu mumuaapu he 3a-
npaBo OUTHU HeraTWBHE I'pajJdjeHTHe TpajeKTopuje (dbyHKIHOHa A JiejcTBa. Pasymka
y oxnocy Ha MopcoBy Teopujy je y Tome mTo (pYHKIHMOHA Jieyje Ha ITPOCTOPY
KOHTPAKTUOUJIHUX IEeT/bU, KOJU je 3alPaBo OECKOHAYHOAMMEH3NOHA MHOIOCTPYKOCT.
Jom jenHa pasiuka je mto y MopcoBoMm ciiydajy rpajiijeHTHe TpajeKTopuje mpe/-
CTaB/bajy pererha o0nYHuX JudepeHInjaannux jeanadnna ok y OaopoBoj Teopuju
MUJIMHIPE BUJIAMO Kao pellerhba HapliujaJanux JudepeHinujaaanx jeqnaunta. [103-
HATO je Jia y TeOpHju MaplujaJHHX jeJTHAUHHA, 32 PA3JUKY O TeopHje maudepeH-
MAjaTHUX jeTHAYNHA, He BaxKu TeopeMa O er3uCTeHNH)H U Je JMHCTBEHOCTH pellermha
ka0 HU Teopema 0 TPOIYKUBOCTHU pererha. Onucane pa3jnke 3aXTeBajy JAPYyradnju
aaauTuuku npuctyn Paoposoj Teopuju. Piop je, kopucrehu menuneapuy Ppen-
XOJIMOBY AHAIU3y, YCIENTHO (OPMYIUCA0 OBO OECKOHAYHOIUMEH3UOHO YOUIITEHE
naxo je u cam ['pomoB cymmao y To [11]. ®iop je takohe mokaszao ma je HOBa Xo-
MoJioruja uzomopdua cuaryiaapuoj. M3 ose unmenune ApHOIIOBA XUMOTE3a CJIE/TH
jeaHocTaBHo. XaMHATOHOB audeomopduzam uMa (pUKCHEX Tavaka dap OHOJIHKO KO-
JUKO mMa reHeparopa ®iaopose xomosoruje. A Opoj TaKBUX reHepaTopa je jeaHak
Opojy reHeparTopa CUHIyJapHe XOMoJioruje, dnju 0poj je Behu oi cyme bernjeBux
opojeBa. DJop je €BOjJY KOHCTPYKIIU]Y H3BEO IOJ, HMPETIOCTABKOM Ja je JIpyra Xo-
MOTOIICKa I'PYIIa aMOMjeHTHe MHOTOCTPYKOCTH TpuBHjaaHa. OBU YCIOBHU Cy KacHH]e

ocab/beHu, a 3aTHM | IOTIYHO eJIMMUHICAHN y pajosuma [44, 50, 68].



JeHa o1 HapeTHUX YOIIITEeHha OllNCaHe KOHCTPYKIje jecte PropoBa XOMOJIOTH]ja
3a Jlarpaxkese mpeceke. [loTmyHO je mpupogHO TTocMaTpaTu JlarpaH:KkeBe MOIMHO-
FOCTPYKOCTH Y CUMILIEKTHYKIM MHOTOCTPYKOCTUMA. JeiHa 0/l MOTHBAIK]ja 38 0BAKO
HEIITO je W CBOjCTBO ja jaudeoMopduszaM MHOIOCTPYKOCTH UyBa CHUMILIEKTHIKY
dopMy aKo 1 camo aKo je mweros rpaduk JlarpanxkeBa MIOIMHOTOCTPYKOCT Y ITPOU3BO-
JIY CUMILIEKTHYIKEe MHOIOCTPYKOCTH ca camMoM coboMm. Heka cy mare jiBe KOMIaKTHE
JlarpamxkeBe moamuorocrpykoctn Lo u Ly Koje ce ceKy TpaHCBep3aJiHO. [eHepa-
Topu HOBe XoMosioruje he GurTu npecedne rauke nogmuorocrpykocru, Ly N Ly, (ko-
jUX MMa KOHAYHO MHOIO) a IPAHUYHO HpeCIuKaBambe Opoju XoaoMopdHe JTHCKOBe
qnje ce rpanune Hasase Ha Lo n L. Pop je mokazao mga je 6poj mpeceka Jla-
rpatzKeBe HOJMHOroCTpyKocTu Lo u ene Xamuaronose gedopmaiuje L1 = ¢k (L)
Behu o1 cyme BerujeBux 6pojeBa moaMHOrocTpykocTu Lg. PJiopoBa XOMOJIOTHja 32,
JlarpazkeBe 1peceke He MoxKe Ja ce JiepuHuIne 3a cBake jse JlarpaHzkese MOJIMHO-
rocTpykocTu. ToroJiomike mpermnocTaBke Koje je Kopuctuo Puop ociabibene cy y
pajoBuMa [84, 45].

Y amOujeHTy KOTaHTeHTHOr pacJojetba T*M (Koju yBeK MMa CUMIUIEKTHIKY
CTPYKTYDY) TPHUPOAHO je mocMarparu JlarpaHxkey PIopoBy XOMOJOTHjy 3a map
HYJITO CeYebe 0p7, ¥ KOHOPMAJIHO paciojere v*N 3aTBOpeHe MOIAMHOTOCTPYKOCTH
N C M. Osa xomosoruja je pasmarpana y [94, 85, 86]. I'ermeparopu xoMmoJsoruje cy
npeceyHe Tauke MOJMHOIOCTPYKOCTH Koje ce ceKy Tpancsepsanno, v*N M ¢l (opr).
Jlarpanzkesa 10AMHOrOCTPYKOCT ¢k (0yr) je 3anpaso Xamujoronosa jedopmanuja
o1l oyr. I'panuanu oneparop 6poju XomoMopdpHe JUCKOBe Yuje cy rpanuie Ha v*N u
¢t (opr). Omaxo nedunncana xomosioruja 6uhie nzomMopdHa CUHHTYIAPHO] XOMOJIOTHj 1
on N.

MoTuBrucaHT OBAaKBOM KOHCTPYKIIHjOM Y KOTAHTEHTHOM pacjojemy, P. Kactypu-
panran u J.-I'. O [58] nedununry PaopoBy XoMoI0THjY 33 0TBOpeH mojackyn U C M.
OBa KOHCTpYKIIHja je Omaa meo npojekra kBanTusamuje Ejrenbepr-CTuHpon0BUX aK-
cuoma [57]. Ty je rmaBuu mpobsem 6MO KAKO OTBOPEHOM CKYIY HPUIAPYKATH Jla-
rpaHzKeBy MOAMHOTOCTpyKocT v T*M. He moxkeMo ga mocMarpamMo YHH]Y HYJITOT
cedera oy W KOHOpPMaJaHOT paciojera ox OU jep je To cuHrymapHa Jlarpan:kesa
HOJIMHOTOCTPYKOCT. AyTOpH yMeCcTO TOra mHocMarpajy caMo HeraTuBaH Je0 KOHOPD-
MaJsHor paciojersa (Bujgeru Iloraasbe 1.8 3a npenusny nedpunnnujy). To he omer
OUTH CUHTYJIAPHA MOJAMHOIOCTPYKOCT aJId OBOTA IyTa JOMYIITA allPOKCUMAIIA]y Tad-
numM JlarpanxkeBum mnojaMHoOrocrpykocruma. Jlasbe, ayropu mnocmarpajy PiopoBy
XOMOJIOTH]Y 3a Tap HYJITO cedelhe W yHAIpe] OMucaHe alpoKCHMalldje Ma Y3UMajy
JIMPEKTaH JiuMec 100ujeHnx xoMosoruja. Vcemocrasiba ce jta he xomosioruja Koja ce

no0uje y AUPeKTHOM JuMecy 6uTu nzomopdHa CHHTYIapHOj XoMo 0ruju o1 U.



Omnucane Popose xomosoruje cy uzomopdue opropapajyhum cuHryapaumM (ma
oryia 1 MopcoBuM) XoMoJtorajama. Y cJIydajy KOTAHTeHTHOT Pacaojerba, Ha IpUMep,
uzomopduzam uzmelly @opose xomosnoruje 3a nap (oyr, v*N) u Mopcose xomoJioruje
3a N moctmxke ce mommsamem C? mane Mopcose dyuxumje f : N — R 1o Xamu-
Tonnjana Hy : T*M — R. @ynknmja ce IpBo KOHTPOJIHCAHO NPOIMIMPU HA HEBACTY
okoJmHy o N a 3aruMm ce mpomupu jga Oyme HyJaa BaH Te okojuHe (BujeTu [94]
3a BuIe Jera/ba). Ha 0OBaj HAYMH MOCTHKEMO jefaH-jefiaH Be3y u3meDy renepa-
ropa @uopose xomosioruje u kpuruunux radaka dyakmuje f. lomarno, rpaju-
jentnu auckosu XamuiTonujana Hy he 6uTu y OMjeKTHBHO] Be3u ca HEIaTHBHUM
rpajnjeETHEM TpajekTtopujama ox f. Ha oBaj mauwn, moctmkeMo u3oMopduzam
Mehy xoMmojiormjamMa join Ha HHBOY JAHAIA. 3a OBaKO JedWHUCAH U30MOpdusam
HUje TO3HATO Ja JU KOMYTHpa ca MPUPOAHUM H30MopdusMuMa y oarosapajyhum
xoMostorajama. llpuponan m3omopdusmu naeHTHMUKY]Y XOMOJOTHjE 38 PA3JTUIAT
n30op napamerapa. ¥ caydajy PuopoBe XoMoJIOTHje TapaMeTpu ¢y XaMHJITOHHjaH
U CKOPO KOMILTEKCHa CTPYKTypa. A y caydajy MopcoBe xomosoruje To ¢y Mopcosa
dyukiuja u Pumanoa merpuka. llocTtaB/beHo nmuTame KOMYyTaTHBHOCTU HUje TPH-
BHjaJIHO jep Ty Tpeba yrnmopejuTH MpecanKaBambe Koje Opoju 0bjekTe Koju cy aeduH-
HCAHU Kao pelrerha audepeHnjaTnnx jeIHadnta ca IpecJuKaBaibeM Koje Opoju
00jeKTe KOjH Cy pellleiba Maplujaaiux JudepeHujaainx jeHauYnHa.

Cewm npormmupuBama C? maste Mopcose dhyuxnuje 10 oarosapajyher Xamumrronn-
jana, nzomopduzam uzmehy PyopoBux u MopcoBux XOMOJIOIHja MOXKEMO JIa KOH-
CTPYHIIIEMO M Ha JPYTH HAaUYWH. Taj HAUMH je 3acHOBaH Ha Opojamy objekaTa KOM-
OMHOBAHOT THUIA U TPBO je KOHCTPYHCAH y caydajy PiopoBe XOMOJIOTHje 3a Mepu-
onmune opbure. He 3axrTeBa HukakBy Be3y m3melhy Mopcose dbyHKIiuje n XaMuJi-
TOHHjaHa Bell MOKe JIa ce KOHCTpYHIIe 3a Ipou3BosbaH n3dop uctux. C. [luyHukun,
J. Camamon u M. IIBapr y paxay [91] nokasyjy ma Taj uzomopduzam KOMyTHDA
ca kaHoHCKuM m3omopdu3zmuma. KacHuje cy ce mojaBuje canvdHe KOHCTPYKIIHje
y JIPYIUM KOHTEKCTHUMa KOje YCIOCTaB/bajy m3omopdusme mzmely oaropapajyhux
Mopcosux u PIOpoBUX XOMOJIOTHja W CBAKO TaKBO IpecIUKaBame ce Ha3WBa IIpe-
crukaBamem tuna [ICC. U y oBoj Te3n hemo xkopuctutu 0Baj HepOPMAJIAH HA3UB.
Y ayropoBom pajy [24] nupukazana je KOHCTPYKIMja 0BOI' u30Mopdu3ma y ciydajy
®iopose xomosordje 3a map (op,v*N) W MOKa3aHa je Heropa MPUPOIHOCT. Y
koayTtopckom pany ca J. Karuh w /1. Mununkosuhiem [61] nedunucan je mzomop-
duzam uzmehy Mopcose nu @PiiopoBe XOMOJIOTH]je 3a OTBOPEH CKyIl OpOjameM KOM-
ounoBaHMX oOjekara camanor tuna. Koucrpykmuje IICC mpecaukabama y Jla-
rpamzkeBoj PJI0pPOBOj XOMOJIOTUjH, KOja He MOpajy yBeK Jia Oy1y uzomopdusmu, gare
cy y pagosuma [60, 4, 23, 14, 16, 66, 51, 117].



Beh cmo nanomenynn ga je @iopoa xoMoJsiornja n3oMopdHa CHUHIYJIAPHO] XO-
Mostoruju. Asm mopesn Tora, ®IopoBa XOMOJIOTHja CAJIPKH MHOIO BHUIIEe HH(MOpMa-
Muja ocuM Tomojomknx. Mozkemo 1a mocmarpaMo DPIopoBy jeIHAYWMHY HA HEKAM
KOMILJTUKOBAHHUjUM OOjeKTUMAa HEro IITO Cy IMUIuHApH uan auckoBu. [locMmarpamem
DOpoBe jeTHAYHEE HA TTOBPIMH KOja M| Ha nap nantatona (to je CP\{0, 1, 00})
M. HIsapu [101] gedununmie npoussox Ha PIOPOBO] XOMOJOIHjH 3a MEPUOIAYHE
opbure. Ucmnocrasmpa ce jga ce npu [ICC npecimkaBamwy 0Baj MPOU3BOJ CJUKA Y
CTaHJap/an uHIeKe npeceka Ha MopcoBoj (0JHOCHO CHHIYJIAPHO]) XoMoJoruju. Y
KoayTopckom pajy ca J. Karuh u [I. Mununkosutiem [25] nara je KOHCTpYKIHja Koja
criapyje esemente @IOpoBUX XOMOJIOTHja 33 IepHoAnTHe opouTe u Jlarpan:kene mpe-
ceke u Kao pesysarar jgobuje ce ejsement Jlarpanxkese @opose xomosoruje. Ty ce
opoje neprypboBaHo-xoJa0MopHe PuManoBe MOBPIIM ca T'PAHHUIIOM KOje Ju4e Ha
nantanone (Bumeru Ciauky 9). ¥V Beh momenyTom ayTopoBoM paiy [24] nara je KOH-
crpyKuuja npoussoja Ha Jlarpanzkesoj ®iopoBoj xomosoruju 3a nap (o, v*N).
Jedunucan je OpojameM mepTypOOBaHO-XOJIOMOPGMHUX MAHTAJIOHA Ca T'PAHHIIOM.
['panuna oBux maHTaJIOHA ce cauKa y oy Ur* N 1pu demy Ha je/IHOj HOBE3aHO] KOM-
HNOHEHTH I'DAHUIE UMaMO CKOK €a jeJiHe Ha JIpyry JlarpankeBy mojMHOTIOCTPYKOCT.
Xonomopdue PuManoBe TOBPIIK ¢a CKOKOM Ha TPAHUIM U3ydaBajy ce y [3], amu ce
TamMo mocMaTpajy camo Tpake R X [0, 1] Ha 9ujoj rpaHUIM MOXKe Ja ce JeCH CKOK.
Hame Pumanose noBpinu cy KoMIuinkoBanuje. V3ydaBameM ONMCAHUX MaHTAIOHA
ca IPpaHUIOM MOZKeMO Jia jedunuinemMo u npousBoj, Ha PJopoBOj XOMOJIOrUju 3a
orBopeH ckyn [61]. OBle je KOHCTPYKIHja KOMILUIHKOBAHU]A jep 3aXTeBa Ja Ce Taj
NpOU3BOJL, JiepUHUTIIE 38 AITPOKCUMAIIHje a 3aTUM J1a Ce MOKaXKe FHeroBa CaryiacHOCT
Ca JUPEKTHUM JINMMECOM.

Jom jena morepaa Tora ga OaopoBa XOMOJOTHja CAJIPKU IMMYHO BUIIE O] TOITOJIO-
KX HHpOpMaIlnja jecTe nocrojame dhunrpupane Piiopose xomostoruje. [locrojame
J100po fAeduHucaHor pyHKIIMOHAIA A€jCTBa Ha O/AroBapajyhuM mpocTopuMa myTeBa
(nnu metsbu) 3amaje vam durrpanujy zHa OropoBoM Komiiekcy. U3 dnmbenune aa
bYHKIIMOHAIN JIejCTBa ONaaajy IyzK objekaTa MoMohy KOjux JeUHUIIEMO IPAHUIHO
npecanKaBama cjiejin Ja he puarpupanu KOMIJIEKC OUTH jelaH TOTKOMILIEKC. Ihe-
roBa xoMmoJjioruja 3ajaje dpuarpupany Pjiopoy xomosiorujy. ok odbuuna Djoposa
XOMOJIOTHja HHje 3aBUCKJIA o n30opa XaMHJITOHUjaHa, (bUJITpUpaHE XOMOJIOTHje
he zaBucutu. Ilocrojame dpuaTparuje Ha XOMoOJOTHjaMa Jajy HamM MoryhHoct ja
JgedunuIIeMo clieKTpaJine uaBapujanre. To cy peainu OpojeBu MPUAPY KEeHN XaMUJI-
TOHH]AHY M XOMOJIOIIKO] KJaach. VHBapujaHTe perucTpyjy HajMamu HUBO y (DUITPH-
paHIM XOMOJIOTHjaMa Ha KOjeM ce I0jaBJbyje Hallla KJaca.

Mok 1a Hajje THOCTABHU]U HAYUH JIa C€ PA3yMejy OBe MHBAPU]AHTE jecTe IIPUCTYII



npukaszas y kmusu [93]. Ayropu JI. Tloareposuu u JI. Pozen morusuiry Piopose
HHBapHjaHTe CIEKTpaJHHM OpojeBuMa y MopcoBoj XOMOJIOIHju KOMIIAKTHE MHO-
rocrpykoctu M. Axo je mara MopcoBa dyuknuja f : M — R dunrpanujy Ha

XOMOJIOTHjH 3a1ajeMo moganBonMa pyuknuje f. O3HaunMO ca
Qg s HM (M®) — HM,(M)

MHKJIY3H]y XOMOJIOrHje mogauoa M® y XOMOJOTH]y IEeJ0T IMPOCTopa. 3a HeHyJIa

MopcoBy k1acy « JeduHHUIIEMO CIIEKTpaJIHU OpOj
cla, f) =1inf{a : o € ITm(4,)}.

OBako necdunucanu 6pojeBu he GUTH KPpUTUUHE BPeIHOCTH (byHKIHje f, CIeKTpaTHI
opoj dyngamenTanaHe Kjiace he Outu Makcumym ¢dbyuknuje f, 1ok he MUHEMYM
dyHKIMje OUTH jeHAK CIIEKTPAIHOM OPOjy Kjace je/iHe TauKe y HYJITO] XOMOJIOTH]U.
Ayropu Takohe mokasyjy Ja cy oBu cuekrTpajau OpojeBu Jlummui-wenpekuHu y
onnocy Ha yuudopmuy nopmy Ha C°(M). M3ssenena je u cybamurusnoct 6pojena
y omHocy Ha wHieKC mpeceka (Bugern Tepheme 10.1.4 y [93]). Oako gedunncanu
cuekTpaJinu OpojeBu he OUTH KapaKTePUCTUIHU eKCIIoHeHT Ha MopcoBoj XoMo10rujun
(KOjy BHAMMO Kao BEKTOPCKU mpoctop). Huje cirydajHo mro ayTopu KOpUCTe mojam
U3 JUHAMHAYKHX cucTeMa. CHeKTpajHe WHBapUjaHTe HaM Jajy WHMOpMalmje u O
JUHAMUIIA HAIIET MPOCTOPA ¥ KOM Cy KpeTama 3a7aTa XaMUJITOHHjaHHMA.
CrekTpaJsine uHBapujanTe, fedpunucane momohy remepurnyhux GyHKIHja y KOTAH-
IeHTHOM pacJojery, npeu je yBeo K. Burepfo y cBom mosnatom paay [113]. Y
paxy [2] moxke ce Hahin jacHO W KOHIM3HO W3arame oBe KoHCTpyKiumje. Heka je E
paciiojeme panra k vag M u weka je S : E — R renepumnyha dpynknuja KBajaparaa
y 0ECKOHAYHOCTH KOja TeHepuirte JlarpanxkeBy noamuoroctpykoct L C T*M. Hexka

je o € H}p(M) xoxomoJmKa Kjiaca
T Hip(M) — HI5R(E)
Tomos nzomopduzam. O3HaUIMMO ca
Jja:{e€ E|S(e) <a} - F

yJarame. Bpoj
c(u, §) = inf{a | j;(7(u)) # 0}

npejcrapha ButepboBy mHBapujaHTy KOXOMOJOIIKe KJace u. BurepboBe mHBapu-



jaHTe MpHAPYKYjeMO H XOMOJOMKHM Kjaacama momohy IToenkapeoBor myasia. 3a

a € H, (M) nebunuremo
c(a, S) = —c(PD(a), —9).

J.-T'. O [85] je medunucao uupapujanre y PiopoBoj Xomoyoruju 3a Jlarpanxkese
npeceke y aMOMjeHTY KOTAHTeHTHOT pacjojema (IebUHUIje OBUX HWHBAPHjAHTH CY
npesentoBane y [nasu 5). cnocraspa ce ma cy oBe nBe mHBapujaHTe, Burepbose
u OoBe, jeJiHAKe IPU HEKUM YCJIOBUMA HOpMasu3anuje, sugeru (74, 75].

CuekTpaJsine naBapujanTe 3a GIOPOBY XOMOJIOTH]Y TIEPHOTMIHIX OPOUTA /TehIH-
ucanu cy M. IlIsapr [102] u J.-T'. O [88]. AmOujenTHn mpocTOp KOju Ce HOCMATpPa
je 3aTBOpeHa CUMILIEKTUYKa MHOT'OCTPYKOCT, €& JOJATHUM TOILOJIOIMIKUM PEeCTPUK-
nujama.

P. Jleksepk [66] medunuiie cnekrpaane uaBapujanTe y PIopoBOj XOMOJIOTHjH
3a [IPeCceKe 3aTBOPEHUX PejaTuBHO achepuunux JlarpankeBux moJiMHOTOCTPYKOCTH.
On Takohe medunuire HHBaApUjaHTe BUIIEr pejia KOpUCTehM TeXHUKE CIEeKTPATHUX
Hu30Ba. OBaj yciaoB Koju Tpeba Jia 3a/10Bosbe JlarpaHzKkeBe MOAMHOTOCTPYKOCTH /10~
JaTHO je ocaabiber y pany [67]. P. Jleknepk u @. 3anoncku JeduHAITY CIIEKTPATHE
MHBApHjaHTe 32 MOHOTOHE JlarpaH KeBe MOIMHOTOCTPYKOCTH (IIITO je MHAYE HAajOTll-
MTUju caydaj Kaja Kiacuaaa OaopoBa XOMOJIOTHja MOXKe ja ce JeuHUIIe).

Y pagosuma [19, 13, 98, 116] nedunncane cy nHBapujanTe y aMOHjeHTY KOH-
TAKTHUX MHOTOCTPYKOCTH a y DPajy [5] usBejieHe je KOHCTPYKIMja MHBAPUJAHTH Yy
Pabunosuiiesoj @1opoBoj XOMOJIOTH]H.

Jlnnamudka jiepuHUIMja WHBAPUjAHTH HA MOBPIIHMA Pa3/JIUYUTUM O] cdepe,
Kojy cy ayropu B. Ymenujep, @. Jle Py u C. Cejdaaunu npesenrosasu y paiy [55],
Jlaje MHBapHjaHTe Koje Ccy jeaHake 10 caja AepHHUCAHUM CHEKTPAJHUM HHBAPH-
jarTaMa. JIMHAMHYKYM NPHUCTYI OJIAKIIABA EUXOBO M3DAYYHABAME Y CIIEIVjaJHHM
CUTyalnjama.

CrekTpaJine WHBaApUjaHTe Cy TPUMEbeHe V pellaBamby MHOTHX MPOOJIeMa Y CHM-
IJIEKTUYIKO] Tonoioruju. Heku o1 mux cy ucnuruBame XodepoBe METPpHKE Ha IIPOC-
Topy XaMuaToHoBuX Judemopduszama u JlarpakeBux moMHOroCTpyKocTH [71, 72,
73,113,102, 89, 63, 66, 116, 105]. 3arum npobiem cumiLiekTuuke Kamuie [113, 109).
Kopunrthemewm cekTpa Hux WHBAPHUJAHTH MOTY ce JedUHHCATH KBa3UMOPMOU3IMHU HA
rpymn XamuatoHopux gudeomopduzamva [28, 90, 111, 46], 3atnm kBasucrama |29,
30, 78] a MOzKe ce MCHUTATH PHIHIHOCT HEKHX MOJACKYIIOBA y CHUMIJIEKTUIKO] MHO-
roctpykoct [30] (koje je quHaMu9Ko ¢BOjcTBO). CleKTpaHe HHBAPUjaHTE Cy HAIILIE
pesiuky npumeny u 'y CO cummiexruuxoj rononoruju [103, 104, 52, 53, 54].

Y oBOM pa/iy HacTaB/hbaMO Ca U3y4aBambeM CIIeKTpaJHUX HHBapHjaHTn y P1opoBoj



xomostoruju. Jla 6u ncre omie jo00po gedunucane, n ga 6u MOIJIa Ja Ce MOKaXKe -
XOBa HE3aBUCHOCT 0J1 XaMUJITOHHUjaHa, HEOIMXOIHO je TOCTOjambe H30MOpU3Ma, THIIA
IICC. J. Katuh je y cBojoj JoKTOpCKOj aucepranuju [1], y moriapmby 3akbydinu u
MOryhu npaBiy jJa/ber HCTPaYKNUBaIba, MOCTABUIA MUTAILE /14 JIH je MOTyhe KOoHCTDY-
ncatu n3zomopduzam tumna [ICC y ciyuajy @raopose xomomoruje 3a nap (o, v*N).
OHo IITO HABOJM KA0 MOTENTKONY jecTe IITa Y3€TH 38 TPAHITHE YCJI0BE XOJIOMOP(MHIX
JINCKOBA Koje mocmarpaMo. O HEOMXOMHOCTH OBAKBOT W30MOpPQU3Ma TOBOJHHO TOB-
opu paJ [52] y KOM ayTopu, y HEJIOCTATKY UCTOI, KOHCTPYUIILY IIPECJUKABAGE TUIIA
[ICC kopucrehn dyumeHUIy j1a ce MOJIMHOTOCTPYKOCTH KOje pa3MaTpajy MOry mpe-
CTABUTH Ka0 TPOU3BOJ, HEKe JBe MHOrocTpykoctu. (OBa KOHCTDYKIHja, HAPABHO,
HE MOXKE JIa Ce YOUIITH jep He MOXK€ CBAaKO KOHOPMAJIHO PaC/ojere Jia ce IpeJi-
CTaBU Kao MPOM3BOJI, JIBE MTOIMHOTOCTPYKOCTH. OBJe N3BOIMMO KOHCTPYKITH]Y TAKBOT
npeciaukapama Tuna [ICC. Ckok ma rpanunu Pumanose moBpiiu gao HAM je Uejy
Jla TIPaB/hEeM CKOKa Ha HmaHTamoHama geduHuiieMo npou3sor #a PopoBoj xo-
MOJIOTH]U 32 KOHOPMAJIHO Pacjojerbe.

Cauvna #ujeja CKOKa Ha IPAHUIM je KopHIlheHa 3a JiepUHUCAHLE TPECTUKABAIHA
tuma [ICC y ®@opoBoj xomosiorju 3a orBopeH ckym. Jla 6ucmo mokazanam ga cy
[ICC mpecaunkaBama H30MOpAMU3MEI MOPAMO J1a KOPHUCTUMO 030H/bHHUje aaredapcke
crpykrype. IlpBo, na 6mcmo nokasanu ga je IICC 3a ampokcumaruje uzomopduszam
MOpPaMo JIla KOMIOHYjeMO Hallla IpecanKaBama ca oarosapajyhum [loenkapeoBum jry-
asuma. IIpobsiem je, naume, y Tome mro je OiopoBa XOMOJIOIUja 3a OTBOPEH CKYVII,
OHAKO Kako je nedunucana y [57], usomopdra Mopcosoj xomosoruju ¢yHKIuje
4Yhje HeraTUBHE TPaJinjeHTHE TpajekTtopuja yBupy y ckyn U oko rpanune. Mmn
hemo moparu na nocmarpamo u (YHKIHje 4Yuje HeraTUBHE I'PaJUjeHTHE TPajeK-
topuje m3naze u3 ckyna U. A MopcoBa xomosoruja 3a TakBy Kjacy (DyHKIHja
HUje n30MopdHA CHHTYJIAPHO] XOMOJIOTHjH Beh cuHTYIapHOj XoMosoruju o U pena-
tuBHO rpanuna OU. Kamxa raj mpobiem mpeBaznhemo, MOpaMo a8 HCIUTAMO Caraac-
Hoct [ICC mpecaukaBama ca IUPEKTHAM JUMECOM MOMONY Kojer cMo jJedpuHucATN
DJI0poOBY XOMOJIOTH]Y OTBOpPeHOT cKyma. Kao m y ciaydajy KoHopMmaJsHe Piiopose
XOMOJIOTHje MOZKEMO Jia JedUHUIIEMO TPOU3BOJI, KOju OpOju NaHTaJOHE KOje UMajy
CKOK Ha jeJHOj MOBEe3aHO] KOMIIOHEHTH I'DAHUIIE.

Y I'maBu 1 narte cy neduHUIMje OCHOBHUX TOJMOBa KOjeé KOPHUCTHMO y Pajy.
Ty je mar m nperyiesr cBux Bep3uja PopoBUX XOMOJIOTHja Koje m3ydaBamo. Hage-
JIEHH CY OCHOBHH CTAaBOBH M TEOPEME M YKa3aHO je Ha JINTeparypy Ijie ce MOTry
Hahu nerasbHHja pasjalimbema. Kpo3 mely Te3y mocMarpaMo YeTHPU PA3IUIUTe
d@iopoe xomosioruje. To cy @yopoBa XOMOJOrHja 3a IMEPUOJUYHE OpPOUTE Yy

3aTBOPEHOj CUMILJIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTH KOja je mecdunucana y Ilorsrasmy 1.6,
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zaruM PiopoBa xoMoOJ0THja 3a JlarpaHkese Mpeceke y 3aTBOPEHOj CUMILIEKTHYIKO]
MHOTOCTPYKOCTH 3a 3aTBOpPeHy JlarpankeBy MOIMHOTOCTPYKOCT Koja je neduHucaHa
y Ilormasmy 1.7.2. Caeneha je ®uopoBa xoMosoruja 3a Jlarpan:xkese Ipeceke y
aMOHjeHTy KOTaHTeHTHOI pacJojerma 1 *M 3a map HyATO cederme, 0p;, KOHOPMAJIHO
paciojeme, v*N, 3aTBopeHe nmoaMHorocrpykoctu N C M. OBy XOMOJIOTH]Y CMO
nedbwunncanu y [lormasmpy 1.7.1. Ilocaenma xoMoI0ruja Koja HaM je o/l HHTepeca je
dJjiopoBa XoMoJioTHja y aMOMjeHTy KOTaHTeHTHOT pacjojerba 1™ M 3a oTBOpeH CKyII

U C M 6a3se. Iusb oBOr TEKCTA je Jla ucuura cjiejehe Tpu creapu

e yrnopehuBame crnekrpannux wmnBapujantu y PJIOPOBOj XOMOJOTHjU 3a IIie-
puonmune opdbure u Jlarpamxkesoj OJI0poBOj XOMOJOTHjU 3a 3aTBOpEHE

(OJT) MHOTOCTPYKOCTH,

® HCIUTHWBAIbe CIEKTPAJHUX WHBApPUjaHTH y KoHOpMaaHoj PaopoBoj Xo-

MOJIOTH]H,

e JedUHHUCAE W HUCIHUTHBAIbE CIEKTPAIHHUX HHBapujaHtu y DPJIOpoBOj Xo-

MOJIOTHJW 32 OTBOPEH CKYTI.

CxomHO TOMe KPO3 TesTy Te3y ce TMposiade Tpu neanHe. CBaka TiiaBa je, MOUYEB O
JIpyTe, Moje/beHa MpeMa UCIUTUBAIbY WU JehUHUCALY HEKOT MOjMa Y THM Pa3Jiu-
YUTUM amMOujeHTrMa. HuTasial MoXKe J1a 9uTa Te3y PeJOM UJIH JIa Ce IOCBETH U3y4a-
Bamy jeJHOT MpobJieMa U3 TOpe HaBeJeHe JIUCTe TMa /I3 MPOJa3u caMo OHA MOTJIaB/ba
Koja cy nocsehena Tom mpobaemy. Mu hemo cajnp:kaj Tese mpesenToBaTu nparehn
Oalll Taj HAUWH YUTAHA.

[Tomohy MomysckKux mpocTopa Koju Opoje XoaoMopdHe HOBPIIN Yy KOMIIAKTHO]
MHOTOCTPYKOCTH, KOje cMo nedurucann y [lormasmy 2.1, MmoxkeMo ja gedpuHHATITEMO
Mopdusme uzmehy @opose xomosoruje 3a nepuogudne opbute u Jlarpamxene
dopoBe XOMOJIOTHje ¥ 3aTBOpeHOM aMOujeHTy. OBU MOPMU3IME, YHja je KOHCTPYK-
nuja gata y llormasmwy 3.1, mo3Hatu cy o/ paHuje U MH IPATUMO IPHUCTYI KOJU
je mar y [4]. Tlormabme 2.1 caap:Ku W KOHCTPYKIHU]Y MOIYJICKHX IPOCTOPA KOjH
opoje xoaoMopdHe TOBPIITN KOje Jutde Ha ucienane nantaaone. [lomohy tux momy:-
CKHX IIPOCTOpa JAepUHHUIIEMO OIEpaljy Koja clapyje eJeMeHTe U3 JIBe IOMEeHYTe
djiopoBe xomoJiornje. Koucrpyknuja te omneparuje je gata y Ilormasmy 4.1 u geo
je koayropckor paza ca J. Karuh u JI. Mununkosuhewm [25]. Hakon ysohema jo-
BOJBHO aJITeDAPCKUX CTPYKTYPA MOYKEMO JIa YIOPeIUMO CIIeKTPaJHe WHBAPU]AHTE y
DJ10poBOj XOMOJIOTHjH 3a TiepuogandHe opoute, necdunucane y Ilornasmy 5.1, n un-
BapujanTe 3a Jlarpam:xkeBy ®jopoBy XOMOJIOTH]Yy y 3aTBOPEHOM aMOujeHTy, neduH-

ucane y llormapmy 5.2. Takohe MoxkemM0O ma mcOUTamMoO KakKO ce Te WHBAPHUjaAHTE
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CJIayKy ca olepalmjoM Koja Cliapyje ejeMeHTe U3 OBe JBe XoMmoJioruje. 1o je cajiap-
xkaj [Tortaesba 6.1 umju cy pesynraru objaB/beHn y pauy [25].

[Ipunas apyrom mpobseMy u3 ropie Jucre nouuibe oj Ilormasmpa 2.2 u 2.3.
AMOunjeHT y KOM ce HaJa3uMO je KOTAHTeHTHO paciojeme 1*M a m3aBojeHa je
jenHa 3aTBopeHa moaMHOTOcTpyKocT N 3arBopene muoroctpykoctu M. Ilomohy
MOJIYJICKHX TPOCTOPA U3 OBUX MOIJIABJba, Koju Gpoje (KoMOuHOBaHe) 0GjeKTe Tpaiu-
jeHTHHX Tpajekropuja y N m meprypOboBaHO XOJOMOPGMHUX Tpaka ca TPAHUTHUM
yesosuma Ha oy u VYN moxkemo jga gedunumemo [ICC uzomopduzam usmehy
®ropose xomostoruje 3a map (op, v*N) u Mopcose xomoutoruje ox N. KoHCTpyk-
11ja OBOT Tipec/inKaBama Mozxke ce Hahu y [lorasspy 3.2. BpojameM manTaaoHa u3
[Tornasspa 2.4 Moxkemo ja JepUHUIIEMO ITPOU3BOJ, Ha KoHOpMaJHO] P1opoBOj XO-
MOJIOTH]jH, 1ITO je cajpzkaj [lormappa 4.2. Hakon medunncama clieKTpaJTHIX UHBA-
pujanTu y KoHopMaaHoj Puoposoj xomosoruju y [lormasiwy 5.3 moxkemo ma mpehemo
Ha [Tornapsbe 6.2 y KoM 1mokasyjeMo cy0aJuTHBHOCT KOHOPMAaJIHUX CIHEKTPAJIHUX HH-
BapHjaHTH y OJTHOCY Ha MPOU3BOJ ¥ KoHOpMaJIHO] PtopoBoj XoMostornju. M3moxkene
KOHCTDYKIIHje Cy ODUTHHATHU Pe3YJITaTi 00jaB/beHn y ayTOPCKUM pajioBuMa [24, 83].

Tpehu npobsem, ucnuTuBame cHeKTpajHuX wuHBapujanTu y PJIopoBoj Xo-
Mosoruju 3a orBopen ckyn U C M 6Gaze y amMOHjeHTY KOTAHTEHTHOT PAaC/I0jerba
T*M, Ttakohe moumibe OJ KOHCTPYKIMje pPa3HUX MOIYJICKHX IMPOCTOPA, OJHOCHO
ITornapma 2.5 n 2.6. Hakon Tora moxkemo na medpunumnemo ITCC npecankaBarme
u3 ojrosapajyhe @jopose xomosoruje y MopcoBy xomosi0rujy 3a orBopeH ckyu U
U MOXKeMO Ja KOHCTpyuireM npousBoj Ha DaopoBoj xomoaoruju. KoHcTpyknmja
uzomopdusma je gara y lormassby 3.3 a kKoncrpykiuja npoussoja y [lorinasiy 4.3.
I[TCC usomopduzam nam omoryhasa ga y Ilormasmy 5.4 meduHUIIEMO CIIEKTpaIHE
nHBapujanTe y PIopoBoj XOMOJOTHJH 3a OTBOPEH CKYII M MCIUTAMO HeKa FHUXOBA
cBojcTBa. llorumaBibe 6.3 caapzkKm J0Ka3 Ja Cy CHeKTpaJHe WHBAPHjaHTe CcyOau-
TUBHE Y OJHOCY Ha IIPOU3BO/I ¥ ojroBapajyhoj xomonoruju. Hasegenu pesyaratu cy
Jeo Koarypekor paja ca J. Karuh u JI. Mununkosuhem [61].

[Tocneama riiaBa caJap:Ku KpaTak omuc npobJieMa KOju Jajy ujeje y KOM MpaBILy

O MOrao jia ce HaCTaBU JAJ/bU PAJ Y UCTPAKUBAILY CHEKTPAJIHUX WHBAPHjAHTH.

Ha xpajy, Kkequm ga ce 3axBajguM MoM MeHTopy, Jeiaenn Karuh, m Jlapky
MurnakoBuhy Ha HOAPIINMEU KOjy Cy MU HPYKUJIN Y HPETXOJHUM TOIMHAMA 3a-
jenHudKor pajga. be3 muxoBux cyrecruja, nomohm m O6pojHHX OAroBopa O6mI0 OU
Hemoryhe mohu o oBux pesynrara. Takohe ce 3axBamyjem boxunapy Josanosuhy

KOj! je CBOJUM cyrecTHjaMa JIOIPUHEO KBAJHTETY caMe Te3e.
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1 OcHoBHU MOjMOBHU U JAedUHUIIIjE

Y 0B0j r1aBu JePUHUIIEMO TO3HATE TIOJMOBE U CTABOBE KOjU he HaM OUTH HEONXO/[HU
y paxy. Ilonaszumo ox gedunuiuje pazaux audepeHImjaano-TOIOJOIIKHX 00jeKaTa,
YBOJUMO IIOMONHE aJiredapcke mojMoBe, 3aTuM JeduHuIeMo MopcoBy XoMoJIOrHjy.
Y Tlornaspy 1.4 u3aBajaMo HEKe KapaKTEPUCTHYHE KJIAcCe KOje KOPUCTUMO y PaJLy.
[Tomohy tux xnaca pedpununemo Kowau-llennepos nHaeKc mepuognaHux opouTa u
MacJioB/beBe uHjieKce XaMUJITOHOBHX IyTeBAa KOjU €y HaM IOTPeOHM 3a ONUC UH-
nekca pazuanx Komu-PumanoBux oneparopa koju ce jaBpajy y paay. Crnomenyre
KapakKTepUCTHYHE KJIAce J1ajy OUCTPYKIHjy 3a ja00py Jedunucanoct PjopoBux xo-
MOJIOTHja KOjuMa je mocBeheH Behn /eo TviaBe. Y OBOj T€3W ce HA BHINE MecTa KO-
pucTe Kobopam3mMu MOAyJIcKuX npocropa. ¥ Ilormasmy 1.5 meduruimemo I'pomos-
JbEBY KOHBEPIeHIUjy 1epTypOoBaHO X0J0MOPMHUX Tpaka Koja HaM KacHHUje 3ajaje

TOIIOJIOHIKY I'PaHHIy THX MOAYJICKHUX IIPOCTOPA.

1.1 JdudepeHIinjasHO-TONOJIONIKA TOjMOBH

Cana hemo naru jebuHUIT]Y CUMILIEKTHIKHX MHOTOCTPYKOCTH KOJH CY TJIABHU aM-

OWjeHTHU MPOCTOP y TEJIOM DAy .

Hedbunummja 1.1. Kaxemo ga je nap (P,w) cumnaexmuuka mHO20CMPYKocm
axKo je P ryiarka MHOTOCTPYKOCT a W 3aTBOpeHa, HeJereHepucana JudepeHIinja na
2—dopma na P. HegeremepncanocT 3Ha4n 12 3a CBaKn TaHTeHTHN BeKTOD X, € T, P

nocroju BekTop Y, € T, P tako na je
w(X,,Y,) #0.

Dopma w ce HABUBA CUMNAEKMUNKA HOPMA.

ITo3zraTo cBOjCTBO CUMILIEKTHIKHX MHOTOCTPYKOCTH je Ja je CBaKa OpujeHTabuI-
Ha, & aKo jOII IIPeTIOCTaBUMO /13 jé MHOIOCTPYKOCT KOHA4YHEe JUMEeH3uje OHJia he Ta
nuMensnja 6urn napan 6poj (Bugeru [18]).

Hajmoznaruju npuMep CUMIIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH je crangapaan Bykimi-
ckn ipocrop R?™ ca koopauuaTama (i, ..., Gn, P1, -, Pn) HA KOJEM j€ CHUMILTEKTHIKA
dbopma 3anara ca wy = » ., dp; A dg;.

CaMm ycnoB f1a je cBaka KOHAYHO JAMMEH3WOHA CUMILIEKTHYKA MHOTOCTDPYKOCT
napHe JUMEH3Hje HaM KaykKe JIa He MOZKEMO Ha CBAaKO] IVIATKOj MHOTOCTPYKOCTHU Jia
3a/1aMO CUMILIEKTHIKY hopMy. An W3HAT CBaKe MHOTOCTPYKOCTH HAJIA3W Ce HeKa

CUMILTEKTHIKA MHOTOCTpYKOCT. IIpenmu3nuje, Heka je M KoMITaKTHA MHOTOCTPYKOCT
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6e3 rpanure u Heka je m: T*M — M meHo KOTaHTeHTHO paciojeme. Ca
0(X,) =p(m.X,), pe T"M,

je medpunucana 1—dopma wva T* M. Osa dpopma ce nazusa Jluysurosa popma. Cum-

IJIEKTUYIKA CTPYKTYypa Ha 1M 3anmara je 2—dopmom
w = d6f.

Cnenehom nedwrunmjom hemMo M3MABOJUTH jeTHY KJIAACYy HTOIAMHOTOCTPYKOCTH Y

CUMILIEKTHYKIM MHOTOCTPYKOCTHMA KOje pa3MaTpaMoO KacHHje.

Hedbunaunmuja 1.2. Kaxemo na je L C (P,w) Jlazpanocesa nodmmozocmpykocm

aKo ce cuMILieKTHdka opma anyaupa Ha L, w|, = 0, u ako je dim L = %dim P.

I[Ipse npumepe Jlarpan:keBux 10JIMHOIOCTPYKOCTH MOZKeMO Ja nabhemo y R? rue
je cBaka riarka Kpusa Jlarpamxesa. Y T*M Takohe MoxKeMO J1a H3JIBOJUMO HEKe
Jlarpamzxkese nogmuorocrpykoctu. Heka je N C M noamuorocrpykoct oa M. Hbeno

KOHOPMAAHO PACAO]erve
VN ={a€T;M : p€N, al|g,y =0},

je Jlarpamzxkesa nogmuorocrpykoct ox 1% M. Cuemujanano, 3a N = M pobujemo ma
je nyamo cevere oy C T M JlarpankeBa MOJIMHOTOCTPYKOCT.
O uatepeca he Ham OuTH J1a mocMaTpamo Jlarpamzkese oJIMHOTOCTPYKOCTH KOje

Cy y CIeIujaJHOM MOJOYKAjJy, TPaHCBEP3aJHOM UJIM UM je TIPECeK YuCT.

Hedbunaumnuja 1.3. Kaxemo ga ce ape nogmuorocrpykocru U,V C X riarke MHO-

TOCTPYKOCTH X cexy “ucmo ako 3a cBaky Tauky p € U NV Baxnu
T,UNV)=T,UNT,V.

Tparnceepsanan npecex je crienujasal cJIydaj IUCTOT MpeceKa IBe MOIMHOTOCTPY-
koctu. Beh criomenyTe mOoIMHOIOCTPYKOCTH 0y U V¥ N CEKY ce YHUCTO Jy2K HBbUXOBOI
npeceka oy = oy NV*N.

Jedunucahemo u mogaTHY CTPYKTYPY HA CHUMILIEKTUIKAM MHOTOCTPYKOCTHMA,
(Koja orer, He 3aXTeBa MOCTOjalbe CHMILIEKTHYKe CTPYKTYpe Beh Mozke na ce medus-

HIlle U OIIITHje).

Hedbunrumnuja 1.4. Cropo xomnaexcha cmpyxmypae Ha P je m3omopduszam Bex-

TOPCKUX pacjojema

J:TP — TP,

14



34 KOjU BayKH

J? = I,
rae je [ maentuuko npecinkasaie na pudpu ranrenTHor paciaojemwa, I : T,P — T, P.

Kan Beh nmaMo faTy CHMILIEKTHYIKY CTPYKTYPY MOXKEMO HEKAKO JIa je ,, YIIOpe -
MO” ca CKOPO KOMILIEKCHOM CTPYKTYpoM. Kazkemo na je J caeaacha ca w ako w(-, J-)
zagaje Pumanosy merpuky ma P. Moxe ce nokasaru (Bugern [18]) ga na cBakoj
CUMILIEKTHYKO] MHOrOCTPYKOCTH (P, w) MOCTOji CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTYpa Koja
je carjacHa ca w. BekTopcko nosbe 1aTo GyHKINjOM eHepruje 3a/1aje JMHAMUKY CHM-
wiekrudke muorocrpykocru. Iloj dpynkmnujom enepruje nogpaszymeBahemo riiarko
IpeCTNKABATHE

H:Px[0,1] >R,

Koje HasmBaMO Xamuamonosa gynkuuje win Xamuamonujan. Axo P HEje KOM-
MaKTHA MHOTOCTPYKOCT OHJIa heMo 3axTeBaTh Ja XaMuIToHujan H nma KoMIakTaH
nocad. Kako je (¢popma w Hejerenepucana MOXKEMO /13 je BUJAUMO Kao H30MOpdu3am
BEKTOPCKHUX PACI0jerha

w:TP — T*P.

To 3naum na csakoj 1—dopmu Ha P oaroBapa Ta4vHO jeJHO BEKTOPCKO IoJbe Ha P.
Kamx nmamo nar Xamuaronujan H jeIMHCTBEHO BEKTOPCKO IOJhE KOj€ 3a/10BOJhaBa

jeaHaKocT

(X, ) = ~dH(")

Ha3uBa ce XaMumoHo8o GEKTNOPCKO NOJbE. Toxk osor BEKTOPCKOTI' II0Jba, OJHOCHO

pelleme CUCTEMA
d
Eﬁbg{(x) = XH(¢§{(I))7 ¢(1)1 =1,

zagaje Xamuamonose dupeomoppusme va P.

1.2 JIupekTan Jumec

Ja 6ucmo pedpunucaan GIopoBy XOMOJIOTH]Y 38 OTBOPEHE CKYIIOBE IOTPeOHA HaM je
MaJio KOMILIMKOBaHMja ajrebapcka CTpyKTypa. ¥ OBOM HOTJIaB/by hemo aeduHncarn
HEONXo/(He ajrebapeKe MOjMOBE KOjU Cy CTaHIaP/HU U HO3HATH U Mory ce Hahn y [48].

[TocmaTpahemo gupekTan Jmmec (amuiuje xoMmosaoruja. Jla 6ucMo Morium 1a
Jie(bUHHIITIEMO JUPEKTAH JUMeC MOpPaMo Jia jepUuHHIIeMO JUPEKTaH CKYI HHJIEKCA

Mo KOMe Ce y3UMa Ta] JIMMeC.

Hedbunnunnmja 1.5. Kaxemo na je mpeaypelen ckyn (I, <) dupexman cxyn axo 3a

CBaKa JiBa ejeMeHTa «, [ € I mocroju Heku ejgeMent v € I tako ja Baxkun o < y u
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B <.

Kana umamo ckyn AbemoBux rpyna G, KOju je WHAEKCUPAH TUPEKTHUM CKYIIOM
(I, <) saxreBaliemo j01aTHA Ipec/aUKaBamba Koja mosesyjy G, u G 3a HeKe HHIEKCe
a, el

Hedbunumuja 1.6. Heka je G, a € I, ckyn AGemoBuX rpyia nHIEKCHPAH JTHPEKT-
uuM ckynom ([, <). Kaxkemo 1a je G, dupexman cucmem 2pyna ako 3a ¢Be WHICKCE

a, B € I 3a Koje Baxku o < [ IIOCTOjU XOMOMOPhU3aM
foé/g : Ga — G/g,

TaKoO JIa OBH XOMOMOPMU3MHU 33JI0BO/baBajy cjejeha ¢BojcTBa
o foon=13acBeacl,
e Akoje a < B < vy 3amneke o, [,y €I tanaje foy = fay 0 fap-

Kana mmamo ampektan cucreM Tpyna MOXKeMO Jia JIe(DUHUIIEMO W JIHPEKTAH

aumec. OBaj ymmmec MoxKe Ja ce AeduHuIIe Ha 1Ba HAUNHA.

Hedbunanmnuja 1.7. Hupexman sumec, hg G, mupekTHOr cucrema rpyma G,
JneUHHAIIE ce KA0 KOJIMIHIK TUpeKTHe cyMme B,G,, 0 HOArPYIIH KOja je TeHepHucaMa,
eeMenTuMa 00Ka a — fas(a), tae je a € G, a G, BILANMO Ka0 MOACKYI AUPEKTHE
cyme. [pyrum pedunma,

hﬂGa = @aGa/Fa
rae je ' ={a — fupla)|a € G,, o, B € I}.

[Iparehin [48], AupekTan JuMec MOKeMO Ja JedUHUIIEMO HA JOII jeJaH HAUMH

(koju hie 3ampaBo 6utn oneparnBHujn). [TocMaTpajMo IUCjyHKTHY YHUJY TOCEYEHY

HGa/ ~

upu demy je a ~ b axo je fo(a) = fz,(a) 3a mexo vy € I rue cy eaementu a € G, u

0 peJaluju eKBUBaJIeHIT]e

b € Gg. Xomomopduzam koju kiacy eksupasiennuje [a] € [[ G,/ ~ cmuka y Kocer
o/l @ y ITpynn ligGa he 3ampaso 6utu m3omopduzam. To mam maje moryhaocT ma

JIMPEKTAH JIMMEC JIe(DUHUIITEMO U Ko
lim Go = [[Ga/ ~-
«

Ha uctu navun ce jedunuine JupeKTaH JUMeC BEKTOPCKUX IIPOCTOpA.
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1.3 MopcoBa xomoJioruja

Heka je X kommakTna muorocrpykoct. Kaxkemo ja je rimarka gyunkmuja f: X — R
Mopcosa dynrxuyuja ako cy cBe meHe KPUTHYHE TadyKe HeJlereHepucaHe. [eomerpn-
jekum, To 3Haum ga je mudpepenmnujan dyukuje, df : X — T* X, Tpancsep3aian Ha

HYJITO CeYerhe Y KOTAHI'€HTHOM DacJiojemby,
df Mox C T"X.

Henerenepucanocr japyror u3soga Ham jaje Mopcose kapme U y OKOJIMHEU CBake

kpurniHe Tauke p € U Ha k0jo) dbynknmja f uma 00amK
f=flp)—ai—as— .. —aj+ap + .. +22,

rae ¢y (x1,xe,...,x,) € U nokanne koopaunare (Bugern [76]). Bpoj k koju ce mo-
jaBJbyje y IPETXOJIHOj CyMH HasuBa ce Mopcosum undexcom kpumusre mayke p, u

O3Ha4vaBa Ca

k= m;(p).

On npezcras/ba OPOj HETATUBHUX CONCTBEHUX BPEAHOCTH MATPUIE JAPYTOT H3BOJIA
dbyHKIHje f vy TAUKH p U He 3aBUCH 0J1 ©300pa JIOKAJTHUX KOOPIUHATA OKO KPUTHIHE
Tadke. JoIml jemHa Jiema Mocjeauna HOcTojarba MoOpCoOBUX KapaTa je YHHeHHUIa
Ja cy kputmyHe tadke Mopcose dyHKiuje m3osioBane. Kako je X KoMmmakTHa
MHOT'OCTPYKOCT 3aKJby4dyjeMo Ja [ MoxKe MMATH CaMO KOHATHO MHOI'O KPUTHIHUX
tadaka. O3HAYMMO CKYI CBUX KpUTHIHEX Tadaka ca Crit(f).

3a renepuukn m36op Mopcose dyukuuje f mw Pumanose crpykrype g ma X
MOozKeMO J1a Jgedunuiiemo Mopcosy xomoroeufy, kKojy oznavasamo ca HM, (X : f, g).
JlaHuacTH KoMILIeKe fie 6MTH BEKTOPCKH POcTOp Hall Zo! TeHepucaH ejeMeHTHMA

u3 Crit(f). T'panyanuja va kKoMmIuekcy je 3ajgara MopcoBUM MHIEKCOM,

CM(X : f,9) = Zo(p|p € Crit(f), my(p) = k).

I'pauuanum onepartop 0y OpoOju rpainjeHTHE TPAjEeKTOPHje KOje Clajajy JiBe KPUTHIHE

IMopcoBy XOMOJIOTHjy MOXKeMO ja JiedpMHUIIEMO U €3 KOeUIMjeHTUMA y Z ajli TaJa GHCMO
MOpaJIH JIa BOJAMMO PAdyHA O OPHjEHTAIM]H MOJYJICKHX [IPOCTOPA. 3a HoTpede oBe Te3e JTOBOJHHO
je y3eru koedunyjerTe u3 Zs.
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Ta4yKe YUjUu Ce MHIAEKCH Pas3aukyjy 3a jeman. CKyI pernema

v:R =X,

78(—00) =p, 7(+0) =¢

noceueHor o R-zgejcrBy o3naunmo ca M(p, q; f, g). [IpokoMerTapuInumo rpa/ujest
dbyukmuje, Vf koju durypuiie y cucremy jeanaunna (1.1). 3namo ga ce y mnpuc-
ycTBY PumanoBe meTpuke Ha X rpajigjeHT jgeduHUIIE KAao ayaJ gudeperiujaia df
OJTHOCHO

(Vf,v)y=df(v), 3acse v e TX.

Kopucrehu yeios na je (f,g) Mopce-Cumejios nap? (mro ce nocruze 3a remep-
nuku u36op Mopcoee dyukuje n PumanoBe MeTpuke) MoxKe ce mokasatu ja he

M(p,q; f,g) GETH MHOTOCTPYKOCT JMMEH3H]e

my(p) —my(q) — 1.

Axo je mg(p) — my(q) = 1 Tama he M(p,q; f,g) 6GuTH KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT

JMMeH3Mje HyJIa, 9uji O6poj Tadaka o3HadaBamo ca n(p, q; f,g). I'panuanu omeparop
aM : OMk(X : fv.g) — CMk—l(X : f7g)7

ce Ha reHepaTopuma jeuHUIIE Kao

ou(p)= D> np.af9a,

q€CMy_1

u Jgabe auHeapHo npomupyje na mero CMi(X : f,g). Osaj omeparop je mo6po

JiebuHHCAH U 33/10BO/baBa e THAKOCT
Om 00y = 0,

sugetn |76, 100]. MopcoBa xomosoruja ce jgeduHHIIE KAO XOMOJOTHja Hapa
(CM.(X : f,g),0n), onHOCHO

HM(X : f,g) = Ker 0y / Im0yy.

Xomosoruja wehe 3apucuru o1 uzbopa Mopc-Cwmejnos mapa (f, g). OgsocHo, 3a 1Ba

2Kasxemo na je map (f,g) Mopc-Cmejios ako ce cBe cTabuiIHe W HeCTaGUIHe MHOTOCTPYKOCTH
IIpu, KEHe KPUTUYHUM TadKaMa HKI_II/I'e CEKY TpPpaHCBEP3aAJIHO.
puanpy p
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taxksa napa (f*,¢g%) u (f°,¢°) mocroju uzomopdusam koju ce na ciesehu madun
nedbuHuIIe Ha HABOY JdaHama. Heka je R > 0 duxcmpano. Hexa je f** rmarxa

xomoronuja m3Mehy f¢ u f° Koja 3a710B0BaBa yCIOBE

fﬁ, s > R.

fa’ s < _Ra
o =

1 PumanoBe MeTpuke hemo CIOjUTH ITTATKOM XOMOTOIHOM §o o8 Koja 3a10B0IbaBA
(03
045 o g, S S _Ru
9s
g°, s>R.

Hexa je n(p®,p”; 8, g*%) 6poj enemenara (o mMomymy 2) MHOTOCTPYKOCTH JUMEH-
3uje HyJIa
’y R = X,
M % [0, g%) = ¢ T ==V s (), (1.2)
v(=00) = p%, y(+00) = p’,

rie cy p* € Crit(f*) u p? € Crit(f?) xpuruune Tauke ucrux ungexca, mya(p®) =
mys(p®). 3a remepmukn m36op xomoromuja [ m ¢¢f cxym M(p, p?; f*7, g*F) he
3amcra 6uTH MHorocrpykoct (Bugern [100] 3a Bumie nerasba). JlangacTo mpecianka-

Bambe

Top : CM (X 1 f*¢%) = CM, (X : fﬁ,gﬁ),
jgeduHuie ce ca

Tap(p®) = _n(p® p%; 17, g% p”.

pﬁ

Onarosapajyhe npecankaBame Ha HUBOY XOMOJIOTHja 03HATABAMO Ca
Top: HM(X : f*, ¢%) — HM.(X : f° ¢°). (1.3)

WzocraBuiim cMO * y O3HAIM Hpec/inKaBamha HA HUBOY XOMOJIOI'Mja Kao IITO Ce yO-
ouyajeHo muiie 300r jeJHOCTABHHUjET 3allKca.

Mowxe ce mokazaTu Ja npecankasama T,g 3a10B0/baBajy jeJHAKOCT
Toy = Tpy 0 Tag,

3a ceaxka Tpu Mopc-Cwmejiosa mapa (£, ¢%), (f%,¢%) n (f7,97). Axo cnemmjanno

19



II0CMATPaMO KOHCTaHTHe xoMmotrouuje f& = f* u ¢¢* = g nobujemo upeHTuTeT

oflaKJIe 3aKJbydyjeMo Jia cy npeciankasamba T,z n3oMopdusMn.

Ako kaxemo ja cy Ham cBaka JBa Mopc-CmejioBa mapa y penamuju < (y
cvucay edbununuje 1.5) oHga MOXKeMO Ja TOCMATPAMO JUPEKTAH JTUMEC MO THM
napopuMa. DBekrTopcku mpocrop kKoju Jobujemo taxkohe mazmBamo Mopcosom zo-

MO/LOZUjOM 3aMmMeopeHe J\/LHOZOCTTpr%OCTTLU3 X u o3HagaBaMo
HM*(X) = %HM*(X : fauga)7

(Bummmo Ja osge He durypuiry Hu Pumanosa Merpuka Hu Mopcosa dbyHKIHTja).
Cau4dHO KaKO CMO KOHCTPYHUCAJIH IpecaukaBama T, MOXKEMO Jia jaehuHHIIIIeMO
ap

noBe3yjyhu xomomoppuzam
Gop : HMy(X : f,9%) = HM(X : f.97)

3a cBake jaBe Merpuke 3a xoje cy (f,g%) u (f,¢”) Mopc-Cmejnosu maposn. Ha
HHBOY JIAHYACTUX KOMILIEKca npecinkasame Gopg Opoju IpaiujenTHe TPajeKTopuje

u3 ciaegeher MOIyJICKOT IPOCTOPA

v:R— X,
M(p,q: f,97°) =3 9 ==V o f(7), (1.4)
Y(=00) = p, y(400) = q.

Ako durcupamo jeary MopcoBy yHKIHjy f # MOCMATpaMoO JUPEKTaH JHMEC IO
CBUM TeHepHYKHM PHMaHOBEM MeTpuKaMa (caja Cy HaM CBaKe 1B MeTpHKe Y
peranuju <) 700HjeMO BEKTOPCKH TPOCTOP Koju o3HauaBamo ca HM (X : f)
(BumuMo Ja cajia He durypuiie PuMaHoBa MeTpHKA).
N3 komyTaTuBHOCTH ciefeher aujarpama
Gai Gie
— HMk<X:faaga) — HMk(X:fougb) — HMk:(X:faagc) —
v LT LT
c’s G:B
— HMk<X : fﬁaga) 4 HMk(X : fﬁagb) — HMk(X : f,@agc) —

MOYKEMO JIa 3aKJ/byduMO Ja IMOCTOju u30oMOopdu3aM U3 KOJUYHUYKOT ITPOCTOPA

HM, (X : fo) y HM.(X : f3) xoju je nnmyxosan mzomopcduzmuma T ;. lobujeno

33a MHOTOCTPYKOCT KaxkKeMo J1a je 3aTBOPEeHa aKo je KOMIAKTHA H 6e3 TpaHuIe
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IIpecC/InKaBambhe heMoO 03HaYUTH UCTUM CJIOBOM KaO H IIpecC/InKaBabe ,ZLerI/IHI/ICaHO

y (1.3),
Tos: HM (X : fo) = HM.(X : f5), (1.5)

6e3 MoryhHocTu 1a johe 110 3a0yHe jep cy JIOMeH U KOJOMEH HMOCJeIIber IPecanKa-
Barba KOJMYHUYKH ITPOCTOPH JOOUjEHH TIOC/Ie JIejCTBA JUPEKTHUM JUMecoM 1o Pu-
MAaHOBHUM MeETpUKaMa.

Cse oBe nHapejiene Mopcose xomoJioruje cy m3oMopdue Mmehycoduo u uzomopdne
cy cunryiaapuoj xomosoruju H,(X;Z,) ca koedurujentuma y Zs. 3a H30MOD-
dbuzam ca cunryaapaom xomosorujom noraesaru [10, 93, 56]. V ocrarky pama hemo
HIeHTU(MUKOBATH CBe HaBejeHe XomoJsoruje. VcTakHUMO jOII jeTHOM Ja MaKO CBe
HaBeJleHe XOMOJIOTH]e MOXKeMO Jia ujeHTH(DUKYjeMo, Tpeba UMaTH y BUIY & IOC-
Toju Moryhuoct m3bopa pazananTtux napamerapa (Mopcose dbyukije n Pumanose
MeTPHKe) y KOHCTPYKIIUjH DA MOCTU3Aba YCI0BA TPAHCBEP3ATHOCTH.

Caza hiemMo KOHCTpyHCATH MPOM3BOJ HA OBOj XoMoJoruju. Buiern [12] 3a KoH-
CTPYKIIMjy TPOU3BOJA y CANYHOM KOHTeKcTy. Harm npoussos O6poju jgpBera ca Tpu
rpaHe IOpH 4eMy ce cBe Tpu rpane miaentuduxyjy kao gorasehe. Heka cy f;,
j € {1,2,3} Tpu Mopcose dyHuKunje 0 g; PUMaHOBe MeTpHKe TAaKO /1A je 33/ 10BO/beHA

TpaHCBEP3AJHOCT cienehnx mpocTopa

W5 (p1) h Wi (p2) h Wi, (ps)

3a cBe KpUTH4He Tauke p; dynknuje f;. Takohe hemo mpernocrasutu Ja cy maposu
(fi»9i), j € {1,2,3}, Mopc-CmejoroBu. OBu ycsoBu ce MOry mocTHhE 38 MeHEPHIKH
u360p Merpuka. 3a kpuruune tauke p;, € CM. (X : f;,9;), j € {1,2,3}, nedun-
UIEMO MOJYJICKH TpocTop M(p1, pa, p3) Kao ckyn japeera v = (71, Y2, 7Y3) Tako ja

Baxku (Bugern Cauky 1)

v; (—00,0] = X, j=1,2,3,
Vi ==V fi(v), 1 =1,2,3,
Vj(—00) =pj, j =1,2,3,
71(0) = 72(0) = 73(0).

3a rerepuukn n300p PuManoBux MeTpuKa OBaj MOIY/ICKH TPOCTOp he 6utu MHO-

TOCTPYKOCT JTUMEH3Hje
my, (p1) +my,(p2) +my, (ps) — 2dim X.

Axo ca n(py, pa, p3) 03HATEMO OPOj eIeMeHaTa KOMIAKTHE MHOTOCTPYKOCTH JHja je
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1 Vi

V3

D3

Dy V2

Cmuka 1: JIpso ca Tpu monaszeha kpaja M (p1, p2, p3)

JIMMEH3HUja HyJ1a, Tajla ce NPpou3BoJI - JeUHUIIE Ha HABOY JAaHAIA
-t OMp(X - f1,91) X OMI(X : fo,92) — CMagim x—k—1(X : f35,03).

Ha reneparopuma y3uma BpeTHOCT

pr-p2 =Y n(p1,p2,ps) ps, (1.6)

p3

a JTaJbe ce TpoIyKaBa Mo JuHeapHOCcTH. [IpecimkaBame - KOMyTHUpa ca TPAHHIHAM

orrepaTopoM y MopcoBoj XoMoJI0ruju u JiecpuHuIIe IPOU3BOJI HA HUBOY XOMOJIOIH]ja
-l HM*(X : f1>gl) & HM*(X : fg,gg) — HM*(X : f3,93>.

OBaj mpou3sBo/1 je Takohe 100po jJedrHICAH HA XOMOJIOTHjaMa Koje ce Jo0ujy Kao

JIUPEKTaH JAMeC 0 MeTpHKaMa
HM (X 2 i) @ HM (X : fy) — HM,(X : f3),
MTO CJIe N U3 JeJIHAKOCTH
Gh(Pa - 4a) = Gli(pa) - Gii(aa)- (L7)

Y pajy hemo KOpUCTUTH jOIN jejaH mpou3Boj Ha MopcoBOj XOMOJIOTHjH, TaKO3-
BaHu cnomawru undexc npecexa. Heka je A C X 3arBopeHa mOAMHOIOCTPYKOCT.
Hare cy mam Mopcose dyuknuje f; : X - Rwu fo, fT: A= R. Bap; € Crit(f]),
py € Crit(fy) m pt € Crit(f") medbunnmemo mMomyncknm mpocrop ApBeTa ca JaBa
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p +
T V1

Ciuxa 2: JIpso u3 npocropa M (p, py; pT) ca na gonaszeha u jeganm onyazehnm
Kpajem

nonazeha u jequum omnazefium kpajem (Bugern Cauky 2). Iperusnuje, Heka je

( v (—00,0] = X,

Yy (—00,0] = A,
*T:0,400) = A,
eat( - - e =V, fy (%)
M (prpaipT) =9 (1:72.77) dil/i _ g+figzi)), (1.8)

71( 00) = py,
V2 (—00) =py
7 (+oo) = p*

( 71 (0) =72 (0 ) 77(0).

3a renepmukn u36op Mope-Cwmejmosux maposa  (fy, 91 ), (fy,95), (fT,97),

Moy icKu ipocTop M (pT py ;s pT) hie GuTu MHOTOCTPYKOCT JUMeEH3H]je
- (57) + 1= (97) — g (%) — i X.
Ha Jran4acTEM KOMILIEKCHMA [PeCIHKaBabe
A COF(X : fi,07)©CR(A: fy,95) = CFryamx(A: f7g7),
JiecbUHHUCAHO je je THAKOIINy

prOapy = > 8 M (prpyspt) pt (1.9)

er
To je jemro maHYacTO NMpecauKaBame KOje WHAYKYje CIO/ballllbi WHIEKC IpeceKa

Nas HE(X : fi00) @ HE(A: f3y,95) = HFmaimx (A f4,97).

Hasup oBor mpousBojia, Kao U O3HAKY M4, mo3ajMusu cmo u3 [15], [lornasibe 4.3.

Y muswy akcnomarusarje Mopcose xomosoruje y [100] pazmarpana je Mopcosa
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XOMOJIOI'Mja OTBOPEHOT TOJICKYIIa Y HEKO] aMOMjeHTHOj MHOTOCTPYKOCTH. Y OBOj Te€3U
heMoO KOPHCTHTH caMO HeKa CBOjCTBa Te KOHCTPYKIIHje Koja oBle HaBoauMo. Heka
je U C X orBopen nojickyn ca riarkom rpanuiom OU. Ilocmarpahemo crenmjasiy

kiaacy Mopcosux dynknuja, nredunncannx kao y [8] uwan [65].

Hedunrunuja 1.8. Heka je F~ C C°°(X) ckyn cBux Mopcosux dyukiuja f Ha X

3a KOje BaxKu
e Crit(f) NV =0, rae je V nexa oxomuna oz AU,
e df (&) > 0 3a cBaku TaHreHTHH BeKTOD & KOju u3supe u3 U myx OU.

Mopcosy xomousorujy ckyna U nedunucany moMohy dpyHKIIja U3 Ki1ace F MOKEMO
Jla MAeHTU(PUKYjeMO ca CHHTYIapHOM XoMoj1orujoM o1 U. 3a KOHCTPYKIIjy T30MOP-
duzma

HM,(U : f) = H(U;Zy),

kaga f € F~ sugern Teopemy 2.6. (iii) y [65] nnum [imasy 4 y [100].

[Tpumerumo ja mpomsBoJ Koju cMO JjiebmHucaIn Ha aMOUjeHTHO] MHO-
rocrpykoctu X, jennakoct (1.6), moxkemo na qedHHUIIEMO W HA OTBOPEHOM MOJI-
ckyny U C X ako 6upamo dyuxmuje f; € F—, j € {1,2,3}. I36op Taksux
dyukiuja Ham ob6e36ehyje ga ce rydbmTak KOMIAKTHOCTH MOJLYJICKOI IIPOCTOPA
M((p1, p2; p3) peanusyje jequHO Kao PACIAIAE TPAJANJEHTHIX TPAJEKTOPHja YHYTap
ckyna U (jep cMo kpurmuhe Tauke yHyTap U pasIBOjUId HEKOM OKOJHHOM O]
rpanuie). Ope cy p; KpuTudHe Tadke GyHKIUja f; Koje ce Haga3e yHyTap CKyIa

U. Tlpoussoma Ha XOMOJIOTHjaMa OTBOPEHOT TOJICKYTIa
- HM (U : f1) @ HM.(U : fo) - HM.(U : f3), (1.10)

ucnuryjemo jgerasbuuje y [lornasmy 4.3.

Hedpunucahemo u ckyn
Fr={feC®X)|-feF } (1.11)

3a ¢yHKIHje U3 0Be KJaace IMOCTOJU M30MOPGU3aM Ca PEJATUBHOM CHHIYJIAPHOM

XOMOJIOTHjOM

HM,(U : f) 2 H,(U,0U; Zy),
sugern Teopemy 2.6. (ii) y [65].

Moxkemo ma mHahemo aupekTHy Be3y m3Mehy MopcoBHX XOMOJIOTHja YV OIHOCY

na byukiujy f € F- u byuknujy —f € FT. Ilox Iloenkapeosom pyansomily y
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Mopcosoj xomostoruju nogpaszymeBahemo m3omopduszam obInKa,
PDY, : HM(U : f,9) — HM,_+(U : —f,g9), p+> p. (1.12)

Ogo uuje nozuaru [oenkapeos myan (medunucan y [100], [Tormasme 5.2) jep moven
U KOJIOMEH HallleT TIPecJNKaBabha HUCY jeTHAKU JTOMEHY W KOJTOMEHY MpPeCcInKaBamba
Koje je medunucano y [100]. Mnak hemo KOPHCTUTH HCTY O3HAKY jep jeé KOHCTPYK-
nuja npecaukasamwa (f — —f, p — p) ucra. lomamum cMo mapamerap ¢ y O3HAIH
npecanKaBama Ja OMCMO HUCTAKIU 13 ce paau o MopcoBEM XoMoJiordjaMa Koje Cy
nedunucane y oxsocy Ha Merpuky ¢g. Kako PDY, kpuruuny tauxky cauka y ceGe

OHO je OYUILJIEJHO CaIlJIaCHO Ca IpeCJInKaBabheM Gag, OJHOCHO BarKHN
9B _ Ja
PDM 9 Ga5 = Gaﬁ o PD]\/[.

To 3maum ja y aupekTHOM JuMecy 1o PumanoBuM Merpukama J00HjeMO U30MOP-

duzam, koju Takohe nazusamo Iloenkapeos jyau,

PDy : HM(U : f) — HM, (U : —f). (1.13)

1.4 Heke kapakKTepuCTUIHE KJace

Y oBom nornasmy (P, w) he 6uTr KOMIakTHA CHMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT a L C
P zarBopena Jlarpankesa mogMHOTOCTPYKOCT. IIpucTyn n o3HaKe Koje KOPUCTHMO
npare pajose [35, 84, 95, 96].

CuMILIEKTHYKA CTPYKTYpa 3ajaje HeTpupujaany (ae PamMoBy) KOXOMOJIOIIKY
knacy [w] € H*(P,R). Osa kmnaca, game, nedunnme xomomopduszam (koju fiemo

O3HAYUTH UCTUM CJIOBOM )

w:m(P) — R.

CummiekTnuka dopma 3a1aje oI jeaHy KOXOMOJIOMKY Kiacy. To je npsa Hep-
HOBA KAGCG CKOPO KOMILTEKCHOT BEKTOPCKOT paciojema (1T'P,.J) y omHoCy Ha CKOPO

KOMILIEKCHY CTPYKTYPY Koja je w—carnacHa. Kiacy osHataBamo ca
c, € H(P; 7).

WNako ce y camoj koHCTpyKnumju mnojassyje J, YepHoBa kiaca c; nehe 3aBucutm
0]l w—carjacHe CKOPO KOMILIEKCHE CTPYKTYpPe jep je MpOCTOp TaKBHX CTPYKTYpa

koHTpakTuOmwIan (Buxern [47]). OBa kiaca pedunniie jesan HOBE XOMOMODQU3aM,
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KOjU 03HA4YaBAMO UCTHM CJIOBOM
¢ mo(P) — Z.
Caja hemo onmcaru Kako ce fAedUHHIIE KOXOMOJIOIIKA, KIaCa,
pe H'(A(C"); 2),

a 3a nerabe pugern [6] wim [1]. A(C") npexcraBma ckyn cBux JlarpakeBux mor-
npoctopa y C". Yuurapua rpyna U(n) nenyje Tpansurusao na A(C") a crabuinsa-
Top u3/BojeHor Jlarpanzkesor morupocropa R"™ moxe ce uaentudukoparu ca O(n).
JakJte

A(C") =U(n)/O(n).

Ako je mar npousBosban norupoctop L € A(C™) taga mocroju yHUTAPHU ayTOMOD-
dusam ¢(L) xoju cauka R" y L. OBo mpecimkaBambe je jeTIHHCTBEHO 0 HA OPTOTO-
nasny Tpancdopmanujy. Ksampar merepmunante marpure (L) 3aBucu camo o L

na je J1o6po aepuHICAHO MpecInKaBabe
Det? : A(C") — S*, L+ Det*(p(L)).

Kopumnthemem oprosapajyhux ¢dbubpanuja m TauHuxX HU30BA MOTY Ce U3pAvYyHATH
XOMOJIOITKA U KOXOMOJIOIIKA IpyHa MpocTopa JlarpamkeBuxX MOAMHOTOCTPYKOCTH.
Bazwuhe

H (A(C");Z) =2 HY(A(C");Z) = 7.

3a renepaTop Koxomosomke rpyme H'(A(C");Z) y3uma ce KOIUKT 9rja je BPeJHOCT

Ha 3arBopenoj kpusoj 7 : ST — A(C") jennaka creneny KoMmnosuiuje
Det?oy : St — S*.

Osaj remneparop ce o3HauaBa ca i 1 HaszuBa ce Macaosmesa kaaca.
1 na peraTuBHIM XOMOTOICKIAM T'PYyIIaMa MOYKeMO Jia nAebUHUIIeMO HeKe XOMO-

Mopdusme. JacHo je ja cEMILIEKTHYKa hopMa 3a1aje XOMOMOPQH3aM
w:m(P, L) = R,

koju Ha npeactapauky w : (D?,0D?) — (P, L) knace A € mo(P, L) neayje ca

@A) = [ e
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[Mokazahemo jga MaciossbeBa Kiaca gedunuire xomomopdusam wa mo( P, L). Heka
je

w: (D? 0D*) — (P, L)
IJIATKO Ipec/uKaBame. Taja MoCToju jeIMHCTBeHA TPUBHjaTU3anuja (10 Ha XOMO-

Tonujy) nojiaderma paciojema TP na D?. Hopso paciojeme, Koje 03HaYaBamMo ca

w*T' P, 6buhe cUMILIEKTHYKO BEKTOPCKO PACJIOjerhe
f:wTP=D?*xC",

(omroOCHO Ha dubpama mMamo odyBambe cumiiekTndke dopme). TpuBujanusanuja

f nedwunume nmyt y mpoctopy JlarpaHkeBuxX MoIMHOTOCTPYKOCTH
f:St—= A(CM).

Cana geduHHUIIIEMO

Lup(w) = p(f) € Z.
Y IpeTXoJHOM H3pa3y ca JecHe crpaHe durypuire Macsos/beBa Kjaca U3 KOXO-
vosomike rpyne H'(A(C™);Z). Tlpecankasame [, nedurucano Ha oBaj HAUWH
ungykosahe xomomopduzam ua mo (P, L) (Bugern [84, 112] 3a Bume aerama). Hosu

xoMoMopdu3zaMm Takohe o3HadaBamo ca i 6e3 6ojasnu jga he mohu 1o 3abyne
p:ma(P L) — Z.
Y HaBeJIeHHM PaJIOBUMa je Takohe IMOKa3aHa jeTHAKOCT

p(w) = p(w') = 2c (u), (1.14)

3a CBaka JIBa DIaTKa npecaukasama w,w' : (D% dD?) — (P, L) xoja ¢y jemnaka Ha
IpaHuIy, w|gopz = w'|gpz. Cdepa u mobujena je JnembemeM MpecanKaBamba w 0 w'
IO T'DAHUIIN.

Canma hemo objacHuTH Kako ce mgedwunuire MacaoB/beB HHIAEKC XaMHITOHOBOT
nyta y P Koju mouutse u 3aBpinasa ce Ha L (y OBOM JIeIy CMO NPATHJIA O3HAKE W
u3narame u3 paja [66]). Heka cy x,y : [0,1] — P apa taksa myTa 3a XaMUJITOHHjaH

H, ojHocHO HEKA BaxKu

& = Xp(z), 2(0),2(1) € L, § = Xu(y), y(0),y(1) € L.
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Onabepumo raaTKO IPECTNKABATE
v:1[0,1] x [0,1] — P,
34 KOje BaxKH
v(r,0),v(r,1) € L, v(0,t) = x(t),v(1,t) = y(t), r, t € [0,1].

TpuBnjanuzanuja mosaadema pacaojema v TP = [0, 1] x [0, 1] x C™ 3a1aje ety y

A(C™). Ty netby o3naummo ca 7,. Lleo 6poj

(1, 70) € Z, (1.15)

oznagaBamo ca u(z,y). OBa BpeaHOCT, KOja ce Ha3uBa peaamusar Macaosmes un-
dexc, nehe 3aBHCHTH HH O] TpHUBHjaJIM3aIUje HU OJ U300pa Ipec/MKaBamba v aKo
BasKN yCJOB [i|rpry = 0. W3 amurussoctn cnapusama (1.15) 3ak/ydyjemo na
cBaKOM XaMHUJ/JITOHOBOM IIyTY MOZKEMO JIa JIOJIeJIMMO 110 OPOj aKO U3JIBOJUMO jelaH

XaMHJITOHOB IIYT, Xg, U JeUHUAIIEMO

pr(r) = p(z, o).

Osako jedunncana 1ea06pojHa BpeaHoCT fiy () Ha3uBa ce pesamusar Macaosmes
undexe Xamuamonosoz nyma x.

Mozxkemo na medununemo u undekc Jlaepanocesoe nyma y A(C") kao unIeKC
npeceka KpuBe W opujeHTHcAaHOT MaciaoBibeBor MuKaa. OBaj HPUCTYI je M3JI0KeH
y [95]. Heka je A : [a,b] — A(C") mrarka KpuBa dmje cy CBe TadKe HpPeCErarba
perynapue (Bugern [95] 3a medbununujy). Heka je V' jenan durcupan Jlarpamxkes

nornpoctop u3 A(C"). Macaosnes undeke (A, V) jennak je

1 1
u(A, V) = 5 signT'(A, V,a) + Z signT'(A, V, s) + 5 signT'(A, V) b).

a<s<b

Osge je I'(A, V, s) dbopma npecenama kpuse A u nornpocropa V' y Tauku s, a sign I’
LPEJICTaB/ba PA3JIUKY OPOja HEraTUBHUX M MO3UTHBHUX CONCTBEHUX BPEJIHOCTH Ma-
TpuIe Koja 3amaje dopmy (Bugern [95] 3a Buiie merasba).

Osznauumo ca Sp(n) ckyu cux cumnaexmomoppusama ox R*. To cy mudeo-
MopdusMu mpocropa R?™ koju 4yBajy CTaHmIapIHy CUMILIEKTHUKY CTPYKTYPY Wo.

Mozkemo Jda ,HG(I)I/IHI/IHIGMO u Macaoswes underc nyma CuMnAERMUYKUL MaAmpuya
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U : [a,b] — Sp(n) xao

rje je usasojen jepan Jlarpanxkes norupocrop V = {0} x R™.

Cana hemo pedpunucarn Komnu-Ilenmepos umaekc 3a XaMUJITOHOBE OpOHTE.
Hexka je a : St — P nepmogmana opouta Xavmaronnjana H : St x P — R, oxrocHo,
neka Baxkn a(t) = Xpy(a). Hocmarpahemo camo one XamuiroHoBe opbure Koje cy
tpusHjasHe y 7 (P). AKO HeT/by a MONMyHEMO JUCKOM v : D? — P Taza MOXKeMO
Na TPUBHjAIH3YjeMo MoBjaderbe paciojerba W : a*TP — S' x C*. Ha Taj naqnn

J00HMjeMo IyT CUMILIEKTOMOpdu3ama
U, (t) =Todph oW !:C"— C™

Konau-Ilendepos undexc Xamuamonose opbume a nedpunuiine ce jeanakonthy

CZ(a) _ dinzlP B

12 u(\Da)7

riae 1(\V,) npeacrasba MacioB/beB HHIEKC MyTa CAMIUIEKTHIKUX MaTpura. OBaKo
nebunncan Konnu-Ilennepos numekc jeanak je Mopcosom kowmngekcy (dim P —
m¢(p)) kpurnune Tauke p ox Heke C? mane Mopcose dbyuknuje f (y Tom cayuajy
KPUTHYHY TAYKY P IOCMATPAMO KA0 KOHCTAaHTHY opOuTy). Kaa je 3a10B0JbeH yCI0B
C1lr(p) = 0 nedunmimja nehe 3aBucutu o1 nsbopa gucka u. Y pauy [97] mory ce
Hahu jerapbHEja CBOjCTBA OBAKO JE(PUHUCAHOT MHIEKCA.

[Ipeocrano HaMm je na gedpunuireMo MacaoB/beB HHIEKC XaMUJITOHOBUX IMyTEBA
y KOTAHT€HTHOM pciiojeby. Kajla nMaMo CTPYyKTYypy KOTaHTI'€HTHOI pacjojema 1™ M
nedbunnmuja MacnosbeBor nHmekca je jeqnocrasauja. Heka je x : [0,1] — T*M
Xammrronos nyT Xamumarounjana H : T*M x [0,1] — R ca KOMOAKTHAM HOCATEM.
[locmaTpaheMo myTeBe KOju IOYMILY Ha Opf & 3aBpIIaBajy ce Ha KOHOPMAaJIHOM
pacaojemy v*S 3arBopene moamuOorocrpykoctu S C M. Kao m y ciayuajy om-
ITe CUMILIEKTHYKE MHOI'OCTPYKOCTH IocmarpahemMo TpuBHjau3aluje pacjojerba

2T (T*M). CuMIuIeKTHYIKe TPHBHjaIH3AIIT]je
O "T(T*M) — [0,1] x C"=[0,1] x R* @ (R™)"

Koje mocMaTpamo 3ajoBosbaBahie mogarne yeaose. Tanrentno paciojeme T(T*M)

ce KaHOHCKM Pa3/Baja Ha CyMy

T(T*M)=H®&V,

29



npu 4emy je V' BepTHKaJHO TaHT€HTHO paciojeme uduja je ¢dubpa V), nzomopdna ca
T;:(p)M a H je Xxopu30HTaJIHO TOJIpaciojeme 3a71aTo JleBu-YuBUTHHOM KOHEKCHjOM
on g. Osne je g durcupana Pumanosa merpuka na M. Pubpa XOPU30HTAJIHOT
paciojema H), je usomopdna ca Tr,) M. Ilocmarpamo xnacy Tpusujaimsanuja P

KOje XOPH30HTAJHU MPOCTOp camkajy y R”

a Beptukaann y tR"

q)(‘/;(t)) = ZR”.

JeHa oBakBa TpUBHjaIU3aINja MOXKe J1a ce 10o0uje moMohy mapajeTHOr TPAHCIIOPTa

na KJjaaca Kojy mocMarpamo Hehe 6uty mpasna. O3HaUUMO ca
Vq) = (I)(Tm(l)l/*S)7

jenan m3aBojenu Jlarpamzkes normpocrop. /ledunumeMo nyT CUMIUIKETHIKAX Ma-
TPHUTIA
Bo(t) = o dgly 0 0,

re cy ¢4 Xammrronosu mudeomopdusmu remepucanu Xamuaronujanom H. Moxe
ce TIOKa3aTH Jla U3pas3

w(Ba(R"),V?)

nehe 3aBucutu o u3bopa rpusHjatuzanuje ¢ uz masesene Kiace. Macaosmes un-

dexc Xamuamonosoe nyma r y KOTAHTEHTHOM pacjojemy AehUHHUIIEMO KAO
P
ps(@) = p(Be(R"), V7).
Opako medunncan Mac/ioB/beB HHIEKC he 3a10B0/baBaTH CBOjCTBO JIa
1.
ps(x) + 5 dim S € Z,

U JI0JIATHO, OBa BpeAHOCT he OuTH jesnaka MopcoBOM MHJIEKCY KPUTHYHE TATKE HEKE
Mopcose dynxnmje xoja je C? mana. Y TOM ciaydajy KpUTHUYHY TauKy (PyHKIH]je

IOCMATPAMO Kao KOHCTAHTAH XaMHUJITOHOB IMyT (BujeTH [85] 3a BHIe HeTasba).

1.5 I'pomoB/b€Ba KOMOAKTHOCT

Y oBoMm Jiesty hemo objacuuTu ocHOBHE 11OjMOBe ['poMoB/beBe KOMIIaKTHOCTH. Haunme,

Pa3sHU MOJYJICKH IIPOCTOPHU Koje jedunumiemo y [UiaBu 2 he OuTH MHOrOCTPYKOCTH.
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A oBe MHOTOCTpYKOCTH Hehe GuTn HE 3aTBOpeHe’ HI MHOTOCTPYKOCTH Ca IDaHI-
IIOM, Y ONIITeM cJiydajy. FbuxoBa TOTMOJOMKA IPpaHUNA (OJHOCHO TAYKEe HATOMUJIA-
Bara) Helie 6HTH MHOIOCTPYKOCT JHMEH3Hje 3a jeJlaH Marbe O MoJIa3He i HIaK
noKa3yje Heke npaBuaHOCTH. Iby he YMHWTH MHOTOCTPYKOCTH WCTOT THIA AJH
HIKUX auMen3uja. OBy MojaBy UMaMO W HA TPOCTOPY HETaTHMBHUX T'DAJINjeHTHUX
Tpajektopuja Mopcose dynkuuje. Y Tom ciayuajy ce ckyn M(p,q; f,g) Kommax-
TUPUKYje J0AaBambeM ,U3J0MbEHUX TI'PaJUjeHTHUX Tpajekrtopuja. llogcerumo ce

JiebunuIje oBOr 1OjMa.

Hedbunnunmja 1.9. Kaxkemo Ja HHM3 TpPaJMjeHTHHX TpajeKTOpHja (Vn)nen C
M(p, q; f, g) KonBeprupa Ka usaommenoj mpajexmopugu (v, ..., %) axo nocroje pe-

asu Hu30BU (S8 )nen, 1 € {1,..., k}, TaxBu ja Baxu

loc

Yo Sy =Y
sa cee ¢ € {1,...,k}. Obue 7, - s’ o3HA4aBa TPajeKTOPUJy 7Yy - S4(8) = Yu(s), +
s). Tlorpebuo je ma Oyay 3amoBosbeHe u ciaesehe jemHakocTu limy, o ¥, (—00) =
YH(=00), lim, oo Yu(+0) = F¥(+00) u axo je i # k rama Baxm v (+o00) =

7 (=00).

Cana hemo o0jacHUTH y OJTHOCY Ha KOJy KOHBEPTEHIIH]Y MOCMATPAMO TOMOJIONIKY
IPAHUIy HU3a XOJOMOP(HUX TPakKa, OJHOCHO y KOM CMHCJIY HHU3 XOJOMOPMQHUX
TpaKa KOHBeprupa. ¥ OBOM IOIVIaB/by P 03HavaBa CUMILIEKTUYKY MHOTI'OCTPYKOCT
KOja He MOopa OuTH KOMIakTHA. TuMe KeJuMO J1a TOKPHjeMO KOHBEPTEHIIN]y TpaKa
W Y KOMIAKTHO] CHMILJIEKTHYIKO] MHOTOCTPYKOCTY M Y KOTAHTEHTHOM PACJIOjeby jep

cy TO aMOMjeHTH Ca KOjUMa PaJMMO Y OBOj TE3H.

Hedbunumuja 1.10. Kaxkemo j1a Hu3 neprypObOBaHO XOJOMOP(PHUX TPECIUKABAHA
Uy : R x [0,1] — P orpanuuene eHepruje konsepzupa y I'pomoswesom cmucay Ka
paziommbenoj Tpamn u = (ul, ..., u*), u' : R x [0,1] — P, ako mocroje peanHu
uuzoBu (8 )nen, ¢ € {1,...,k}, TakBu ga u,(s + s, ) KoHBeprupa Ha KOMIAKTHMa
3ajeJIHO ca CBEM CBOjUM m3BoanMa Ka u’, i € {1,...,k}. JomaTHo ce 3aXTeBa 1a BaxKu
1im,, o0 U (—00, 1) = ul(—00,t), lim, o0 Uy (+00,t) = u¥(+00,t) m ako je i # k Taza

Baxku u'(+00,t) = u't(—o0,t).

OBy KOHBEDI'eHIIN]Y HEKU ayTOPH HA3UBA]Y CAGOQ WIH 2E0MEMPUICKG KOHGEP2EH-
yuja.
Y Ilornamuma 2.3 u 2.5 paguMo ca KOMOMHOBAHUM O0jeKTHMa y CMHCIY 1a

nmocMarpamo ypehene mapose Koje dnHe TpajiMjeHTHE TPajeKToOpHje n 1mepTypOoBaHO

4O0cum y aumensuju myna
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xos0MopdHE Tpake. 3a HA3 TAKBUX 00jeKaTa KaykeMo J1a KOHBEP2UPE KA PA3NOMMbE-
HOM 00jeKkmy aKO HU3 TPajeKTOpHja KOHBEPIUpa Ka pas3IoMJbeHO] TPAjeKTOPU]U MJIH

aKO HHU3 MepTypOOBaHO X0JOMOP(MHUX TpaKa KOHBEIHMPa Ka pa3OMJbEHO] TpAaIlu.

1.6 ®jopoBa XOMOJIOTHja 3a MepPUOANYTHE OpouTe

Y OBOM TIOIVIaBJBY JajeMO KOHCTPYKIHU]y PopoBe XOMOJIOTHje 3a TepUOJInIHe Op-
bure. AMOHjeHTHA MHOTOCTDYKOCT je 3aTBOPEHA CHMILIEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT

(P,w) koja 3a/10B0/baBa yC/I0B
wlﬂz(P) = Oa Cl|7r2(P) = 0. (116)

MuorocTpyKocTH Koje 3a/10B0/baBajy OBa JIBa yCJI0Ba HA3UBAMO CUMNACKMUYKY (C-
depunrum MHorocTpykocTuMa. Heka je H @ P x S! — R BpeMmeHCKH 3aBHCaH
Xammrronujad. llocmarpahemo nmepuogudne opdouTe oBOr XaMHUJITOHHjaHA KOje CY

periema audepennujaste jeHaanHe
alt) = Xp(a(t)), (1.17)

e je Xy XaMHITOHOBO BEKTOPCKO moJbe. PuKCHE Tauke XaMHUJITOHOBOT JiHeo-
mopdusma ¢ cy y 1-1 Besu ca l-nepuoguunum pememsuma jepnadune (1.17). Ta

Be3a ce ocTBapyje jeJHakomhy

a(t) = ¢ (@),

upu yemy je x € P dbukcna Tauxa on ¢k. I[Ipermocrasuliemo ga ¢y ¢Be mepuogddne
XaMmITOHOBE OpbuTe HEJereHepucane, IMTO 3Ha4YU jia 1 HEje COINCTBEHA BPEIHOCT
on dol(a(0)). Vupaso he nam xonrpakTubuine XaMuaToHOBe NePUOIUYHE OpOUTE

OUTH reHepaTopu JAHYACTOT KOMILIEKCA HA Zg
CF.(P:H,J)=27Zs{a:S"— Pla(t) = Xu(a(t)), [a] =0 € m(P)).
Kowmmeke je rpaayncan Konnu-LlenmepoBuM uHIAEKCOM
CF.(P:H,J)=2Zy{a€CF(P:H,J)|u%(a) =k),

a TpaHHYHHU omepaTop Opoju mepTypOoBaHe XogoMopdHe IMUINHIPEe KOjU cIajajy

JIBe TepuojndHe XaMuJIToHOBe opbute. [ledunuireMo MOIYICKH TPOCTOP TaKBHX
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HUJIAHAAPA

u:RxS— P,
,/\/lperiOd(a,b P H, J) = 5J7H(u) = % + J(%_? _XH(U)) = 07 /R (118)

u(—o0,t) = a(t), u(+oo,t) = b(t)
[Teprypbanuja Ha MUIMHIAPUMA je MHBAPUjAHTHA, YK S—OCe ITa MOYKeMO J1a, JIejCTBY-
jemo rpymnom R Ha 1mpocTop OBaKBHX IpecanKaBatba. JlejcTBO mma 00JIMK

u(ey ) = ul-+ s, ).

[Mnauaape U3 0BAKBOT MOJYJICKOD ITPOCcTOpa hemMo HAa3uBaTH HelmapaMeTpHU30BaHUM
HUJIHIPAMA. 3a TeHepHIKH H300p w—carjacHe CKOPO KOMILIEKCHE CTPYKTYpe

MOJTYICKE mpocTop MPeried(q b : P : H,.J) hie 6UTH MHOTOCTPYKOCT JHMEH3Hje
p% (a) = u? (b) - 1.

Kana je nuMenswja oBe MHOTOCTPYKOCTH HyJia OHa he OMTH KOMIIAKTHA, OJHOCHO
To he OuTm KoHayaH CcKym Tadaka 9uju Opoj (Mo Momysay 2) oO3HaYaBaAMO ca
foMrericd(q b o P H,J). Y cayuajy Ja je meHa JUMEH3Hja 1 MOMKEMO Ja je KOM-

makTHGHUKY]eMO Tako jia Baxku (BujerTn [97] 3a BHIle JAeTaba)

OMP N a,b: P H,J) = ] MPa,c: P2 H,J)x MPF"c,b: P H,.J).

ceCFy

I'paHnunum onepaTop
0:CF.(P:H,J)— CF,_(P:H,J)
je Ha reHepaToOpuMa JJAHYACTOI KOMILIEKCa JiepuHUCcaH Ca

da) =D foM""a,b: P:H,J)b,

beCFy,_1

U JIMHEAPHO MPOJyKeH Ha 11e0 npoctop. V3 ommca rpanuie jeJHOAMMEH3NOHE MHO-
rocrpykocrn MP0d(q b o P : H,J) uuju je 6poj Kpajesa napaH MOXKEMO Ja 3a-
KJBY YUMO

dod=0.
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Daoposa  Tomoso2uja 3a nepuoduune opbume ce geduHme KAO XOMOJOIH)A

OTIMCAHOT KOMILIEKCA

HF.(P:H,J)=H.(CF.(P:H,J),J).
Ha mpocTopy KOHTPpaKTHOUTHUX MeT/HU

Q(P)={a:S'"— P|[a] =0 ¢c m(P)},

uMamo J06po gedunncan gynrxyuonan dejemea aty : Qo(P) — R koju je jemmak

__//Wa*w+ [ H(a).t)at. (1.19)

Opge je a : D?* — P 6uj0 Koje NIpoOIIMperbe IpecinKaBamba d, d|si = a, Ha 11e0
qauck. [Tpeu marerpan y (1.19) He 3aBucu o1 n360pa NpecauKaBamba d JOK IO je
yeaos (1.16) 3agoBosber. Moxke ce mokasaTu Ja Cy T€HEPATOPU JIAHYACTOI KOM-
mwiekca CF, (P : H,J) 3anpaBo KpuTHIHE TauKe OJl ak.

[Toznaro je na pyHKIMOHA JEjCTBA OMAJa JIyK MepTypbOBaHUX XOJIOMOP(QHUX

nuIuHapa. 1o caeau u3 ciejeher Hu3a je IHAKOCTH
P P od
i)~ @) = [ aluls.0)ds -

_/_iood% [_ //D (st + [ Hu(s,0),1 dt] ds.

Oszie je u neprypboBanu xo0MOpGMHN MUJIMHIAP KOjU Claja MepHOgmIHe oponTe
a u b. IlpecnukaBame u*(s,t) je mpormmpeme ner/be u(s,t) Ha OHIO KOJU JHCK.
Jame, kopucrehun KapranoBy ¢opMyiny m YuIbeHHILY Ja je CUAMILIEKTHYKA (HpopMa

3aTBOpEHa, J00MjaMo je THaKOCTH

“+00 —+oco d
at(b) — ab(a) = / /D2 —u'w +/ 8 Eﬂ(u(s,t),t) dt =
+00 Fo0
= / // d(ixw) + ixdw) + / / dH( ) dtds =
D2 s aS
+o00 +oo
e [ ()
D2 st

BekTopcko mosbe X jeanako je

X (@) = -
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Hacras/pbaMo 1ipeTxojinu pavdyH

+00 “+oo
aZ(b)—aZ(a):—/ /Sluzxw—/ /S1 (XH, ) dtds =
ou
= / w| X, ) dtds—/ (XH, ) dtds =
RxS1 RxS1 Js

ou Ou ou
_ X -
75 815) dt ds /RXSl < i, 63) dt ds

(9u (9u )dtds:

||
%\%
%
&
/\/\\/\

[Tocneama jeIHAKOCT CJIe/IH U3 YAHEHUIIE Ja je CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTYPa W—Ca-
rjaacHa.

Omnagame GyHKIIHOHAIA JejCTBA Ay2K X0JI0MOPMhHEX MuIuHaapa oMmoryhasa nam
Ja pedunumemo duarpupany PiopoBy xomosorujy. Vcera je remepucana Jiandac-

TUM KOMIIJIEKCOM
CF)NP:H,J)=12Zy{a € CE(P: H,J)|aj(a) <A).

['panwynu oneparop je 3aJaT pPecTPUKIMJOM IPAHUYHOr oneparopa ca Beher koM-
ILJIEKCA

5/\:5’CF3(P:H,J)3CF15(P3HuJ)—>OF13—1(P3H7J);

u j100po je meduuHmcan 300r omagama HYHKIHOHAIA JIejCTBA az YK THJIHHIAPA.
Quampupara Paoposa Tomorozuja 3a nepuoduyne opbume nedUHUIIE ce KAO XO-

Moutornja kominiekca CFA
HFNP:H,J)=H,(CFNP:H,J),).

[Toznaro je na @opoBa XOMOJIOTHja He 3aBUCH 01 1300pa XaMUJITOHUjaHa HU CKOPO
KOMILJIEKCHE CTPYKTYPe, JOK (bUJITPUpaHe XOMOJOrUje 3aBuce oJi u3dopa XaMuji-
tonnjana. Takobhe je mozmaro ga je Duoposa xoMosoruja msomopdHa MopcoBoj

XOMOJIOTHjH TIEJIOT TIPOCTOPA
HF.(P:H,J)= HM.(P).
Jenan HauMH Ja ce KOHCTPYHINe 0Baj m3oMopdusaMm jecTe mocmarpamem C? maanx
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Mopcosux dynknuja va P guje he Xamuirronose opbure (ako f mocmarpaMo Kao
XaMUITOHUjAH KOJU HEe 3aBHCH O] BpeMeHa ) OUTH caMo KpuTudHe tadke oj f. JIpyru
HAYMH Ja ce MOKake 0Baj m3oMopdusaM jecTe moMohy mpecamnkaBarma Tuna [1CC.
Cazna hemo, nparehn [91], y kparkum nprama ussectu koHcrpykimjy [TCC mpec-
JINKABAIHA.

@ukcupajmo peanan 6poj R > 0. Kopuctuhemo rnarky dbyukuujy pg : R — [0, 1]

KOja 3a710BO/baBa yCJIOBE

L, |s|>R+1,
pr(s) = (1.20)
0, |s|]<R.

Hexka je f : P — R MopcoBa ¢yuknuja u ¢ PumanoBa Merpuka Ha P TakBa ja je

nap (f,g) Mopc-Cmejios. Ha HuBoy naHana jgeduHUIEMO MTPECTHKABAE
PSS :CM.(P:f)—CF.(P:H,J),
KOje Ha TeHepaTOPHMa Y3HMa BPEIHOCT

PSS(p) = Zn(p, a)a, (1.21)

a

a Jlajbe ce MpoJyzKaBa 1o JimHeapHocTH. Bpoj n(p,a) npeacrasmba (mo Momyay 2)

6poj maposa (v, u) (Bumern Cauky 3)
v (=00,0] = P, u:[0,+00) x St — P

KOjH 33J10B0OJbaBajy CUCTEM

OBako JedpuHUCAHO IIPECJHKaBaIbe KOMyTHPa €a 0JiroBapajyhuM jtudepeHnyjaimma
PSS o0y =60 PSS,
U UHIYKYje XOMOMOpdHU3aM Ha HHBOY XOMOJIOTHja

PSS :HM,(P: f)— HF.(P:H,J).
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a(t)
a(t) p

Crmka 3: KomburoBanu oGjekTn Koju medpuHHANTY npecankasama PSS n PSS!

Ono he 3anpaBo Outu m3oMopdu3zaMm 4uju UHBEP3 Opoju ,,06pHyTe” KOMOMHOBaHE

objexre. To cy ypehenu maposu (u,y) Koju 33/10BO/baBajy CHCTEM

((w:(—00,0] x S* = P, ~:[0,+00) = P,
Osu+ J(Ou — X,pm(w)) =0,
@ =-VI0),
u(—o0,t) = a(t), y(+o0) = p,

[ u(0.2) = (0).

1.7 ®jgoposa xomoJoruja 3a JlarpaHkeBe 1mpeceke

Kao mro emo Beh manomenysnu y ysomy, Piaoposa xomoJsoruja 3a Jlarpanxkese mpe-
ceke mpejcTaBsba yormreme Propose xoMoI0rHje 3a nepuoantdne opoure. Ona nuje
yBeK J100po Jedunncana y aMOMjeHTy KOMIIAKTHE CUMILIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH
Beh 3axTeBa Heke TOIOJIONIKEe pecTpuknuje. IIpermocraBke Koju MH OBJE KOpPHC-
TUMO MOTY Jia ce ocjabe. lmak KOPUCTUMO PECTPUKTHUBHHUjEe TPETHOCTaBKe 3001
jeTHOCTABHOCTH M3Jarata. Y aMOMjeHTY KOTAHPeHTHOI paciojema (Koje HHje KOM-
AKTHA MHOTOCTPYKOCT) He MOPAaMO Jia YBOJIMMO HUKAKBE TOIOJIOIIKE DPECTPHK-
nuje. HMnax, ga 6wucMo mpeMocTuan mpobieM HEKOMIAKTHOCTH aMOWjeHTHE MHO-
rOCTPYKOCTH MOPAMO JIa IIOCMATPaMO CHEIUjaIHy KJAacy CKOPO KOMILIEKCHUX CTPYK-

Typa Koja he KOHTPOJHCATH MOHAIIAME XOJOMOPMDHHUX TpaKa.

1.7.1 Konopmanue Jlarpan>keBe IMOJMHOTOCTPYKOCTH

Heka je H : T*M x [0,1] — R XamuiroHujan ca KOMIAKTHHM HOCAYeM TaKaB Ja

BazKu

V*N th ¢p(onr), (1.22)

rie je N 3aTBOpeHa MoAMHOrocTpykKocT o M. JlaHdacTu KoMmIIeKe moMohy kKora

neduaunemo Giaopoy xomosiornjy 6uhe Zo—BeKTOPCKH MPOCTOP NeHEPUCAH KOHAY-
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M ckynom v*N N ¢} (o). Kommexe oznauasamo ca
CF.(oyp, V"N : H,J)

npu demy je J ckopo kommekcHa crpykrypa wa T*M. Osume mam J urpa yiaory
napamMeTpa, OoJHOCHO, Bapupahemo J ca IubeM Ja MOCTUTHEMO HEKe YCJIOBE per-
ynapuoctn. Moxe ce mokaszaru (Bugeru [85] 3a Jgerasbe) a Cy HpecedHe TadKe
VN N ¢L(oy) y 1 — 1 Besu ca XaMUATOHOBUM MyTEBUMa KOJU HOUYMELY Ha HY.JI-
TOM ceduery Op a 3aBpIIaBajy ce Ha KOHOpMAaJHOM paciojemy v*N. Bwume hemo

KOPUCTHUTH OBa]j JIDYTH ONKC IeHepaTopa JaHYaACTOr KOMILIEKCA, OJJHOCHO
CF.(op, V"N : H,J) =7Zs(x:[0,1] =5 T*M,| & = Xg(z), 2(0) € opr, (1) € v*N).

KowMminteke rpagyuinemo 1e1ob6pojuuM Mac/I0B/beBUM HHIECKCOM

dimN_
5 =

CFy(on,v*N : H,J) = Zo(x € CF.(op, V' N : H, J)| un(x) + k).

I'panmunu onmeparop Or Opoju meprypboBaHe XooMOp(gQ HE Tpake Koje crajajy Xa-

MUJITOHOBE IIyT€BE T U Y,

Op(z) = Z n(z,y; H, J)y.

yeCF

Osne je n(z,y;H,J) 6poj enemenara (mo Moayay 2) HyJaJUMEH3HOHE MHO-

FOCTPYKOCTH

w: R x[0,1] = T*M,

Ogm(u) =%+ J(% — Xy(uw) =0,
u(s,0) € opr, u(s,1) € v*N,
u(—o00,t) = x(t), u(+oo,t) = y(t)

M(z,y; H, J) = /R. (1.23)

Osze ceaemo o R—1ejcTBy Koje fesyje Kao TpaHCAalja 1yxK X0JI0MOPGHIX TpaKa.
[Map (H,J) hiemo HasuBaru peryjiapHuM IIAPOM AKO je JiMHeapu3aluja 1ueprypoo-
BaHOT Kommu-PuManoBor onepatopa 5J7H cypjekTuBHa 3a cBe u € M(x,y; H,J). 3a
TaKo ofabpaH map Moayacku npocrop M(z,y; H, J) ie 3ancra GuTH MHOTOCTPYKOCT
JUMEH3Hje

dim M(z,y; H, J) = pn(z) — pn(y) — 1

(Bumeru [94] 3a Bumme merasba). PerymapHoct 0BOr mapa ce mocThzKe 3a n360p CKOpOo

KOMIIJIEKCHE CTPYKTYp€ U3 I'eHepU4KOI' CKYIIa. Je,ZLHO,ZLI/IMeH3I/IOHa KOMIIOHEHTa MHO-
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rocrpykoctu M(x,y; H, J) 6uhe jeqnaka yauju

OM(z,y; H,J) = | JM(z, 2. H,J) x M(z,y; H,J).

OBa jemnakoct ce moka3yje xopucrtehm ['PoMOB/bEBY KOMIIAKTHOCT W JIETL/bEHHE,

camaHO Kao y [97]. Bpojamem KpajeBa 0Be MHOMOCTPYKOCTH JIOJIA3MMO 0 jeTHAKOCTH
8F o 81: = 0.

Daoposa xomonroeuja 3a nap (op,v*N) nedunuie ce Kao XOMOJOIHja OMHCAHOT

KOMILTIEeKCa
HF*(OM,V*N : H, J) = H*(CF*<O]V[,V*N : H, J),ap)

[Tozuaro je ma oBa XoMmoJOTHja He 3aBuUCH Of u3bopa perynapuor mapa (H,.J).
3a 6m10 Koja 1Ba peryaapna mapa (H®, J*) u (H?, J?) usomopduzam msmely omro-

Bapajyhux ®JopoBUX XOMOJIOTHja

Sus : HF.(0p,v*N : H*, J*) — HF, (o, v*N : HP JP)
MHJYKOBaH je JJAHYACTHM XOMOMOP(MHU3IMOM

Oap : CF,(0p, V"N : H*,J*) — CF.(oa,V*N : H?, JP).
Ha reneparopnMa KOMIJIEKca y3UMa BPETHOCT

Tap(z®) = Zn(l’a,ﬂfﬁ; HocﬁJozﬁ) :Lﬂ,

.z’ﬁ

rie je n(z® 2P H®J*®) 6poj ememenara KOMIaKTHe HyJaJINMeH3UOHE MHO-

FOCTPYKOCTH

w:Rx [0,1] = T*M,

By JoH(O X)) = 0,

u(s,0) € opr, u(s,1) € v*N,
u(—o0,t) = z*(t), u(+oo,t) = ().

M2, 2P H*P JoP) = (1.24)

Osne cy HY® u J* xomoronmje msmely oarosapajyhinx XaMumaToHmjaHa m cKOpo

KOMILJIEKCHUX CTPYKTypa. Ipyrum pednma, 3a veko R > 0 BaxKwu
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Cagza hemo pedunucarn ogropapajyhn yHKIHOHAI ALjCTBA 38 OBY XOMOJIOIHU]Y.
IlocmaTpaMo mpocTOp MyTeBa 4YHjH Cy KpajeBU Ha u3JBojeHUM Jlarpan:keBum

IOIMHOTOCTPYKOCTAMA
Q(op, vV*"N) ={~:10,1] = T*M |v(0) € opr, v(1) € v*"N}.

DQynryuonan dejemea Ay : Qopy, v*N) — R nedunncan je ca

Aut) == [v0+ [ B0

e je 6 Jlmysuaora 1—dopma Ha KOTAHTEHTHOM Pac/ojemy. KpuTuaHe Tadke OBOT
dyukimonaia he 6utn ynpaso XaMuJITOHOBH IIyTeBH OJ H , OJTHOCHO €JIeMEHTH KOM-
mwiekca C'F,(op, V"N : H, J).

Kana umamo j106po jedunucan GpyHKIMOHAI JIejCTBA, KOJU ONAJIA YK XOJO-
MOpPGHUX TpakKa, MOKeMOo 1a JedunurnieMo u gpuirpupany PaopoBy XOMOJIOTH]Y.
Kao mro cmo Beh mcrakim, oBa XOMOJIOrHja UTpa BaXKHY YJIOTY TpH JedUHUCAIDY
cuekTpaJHux wHBapujantu. OHa he, 3a pa3auKy o1 00MYHE XOMOJIOTHjEe, 3aBUCUTH
on Xamuaronujana. ledpunucahemo jesan norkomiieke Haier KoMmiiekca. Heka

je
CF)on,v'N : H, J) = Zy(x € OF,(op, v*N : H, J) | Az () < \). (1.25)

I'panuunu omeparop dyBa oOBako jedunucany Guirpanujy jep ako u €

M(z,y; H, J) tana je Ap(y) < Ag(z). To 3maun aa je pectpukimja
8;\7 = aF‘CF;\

jeJIHO IpaHUYHO IIpecauKaBambe Ha HoBoM KoMitekcy C'F2. Quampupana Paoposa

ToMOAO2UJa ce NeUHHIIE KA0 XOMOJIOTH]a OBOT MMOTKOMILIEKCA
HFon,v'N : H,J) = H,(CFMon,v*N : H,.J),0p). (1.26)

Suamo aa T*M HUje KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT. YCJIOB KOMIAKTHOCTH je
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HEOIXOJaH 3a HpUMeHy MHOrmX Teopema. OBaj mpobjieM MOXKEMO 12 MPeBa3U/I-
jeMo m300poM oaroBapajyhnmx CKOpo KOMILIEKCHHX CTPYKTypa. AKO je Ha MHO-
rocrpykoctu M 3amara PumanoBa Mmerpuka GG Tajga mpuipyzkena Jlesu-UuBuruna
KOHEKCHja MHJIYKYje KAHOHCKY CKOPO KOMILIEKCHY CTpYKTypy Ha 1M kojy hemo 03-

HaunTH ca Jg. OBakBa CKOPO KOMILTEKCHA CTPYKTYPa 33J0BO/baBa ciefiehe ycaoBe
e J; je w-KOMIATUOUIHA,

e 3a craxo (q,p) € T*M, J¢ cinka BepTHKaTHe TAHTEHTHE BEKTOPE y XOPH30H-

TaJIHe TAHI'eHTHE BeKTOope y ojHocy Ha JleBu-UuBuruny Konekcujy,

e Ha uyarom ceuemy, oy C T*M, J caxom Bekropy v € TyM C T(,0)(T*M)
Jofiesbyje KoTanrenTHu BekTop Jg(v) = G(v,-) € TyM C Tiy0)(T*M). Osge

CMO KODUCTHJIH UIeHTHMOUKAII]Y

Tioo)(T*M) = T,M & T, M.

Kanx rog mmamo moTpedy 3a CKOPO KOMILJIEKCHOM CTPYKTYPOM Ha KOTAHT€HTHOM

pacJjiojemy nojpasymena ce ja he ona Outu m3 ckyia
j¢={J|J je w— carnacua , J = Jg BaH KoMnakTHor nojckyna 'y T*M}. (1.27)

OBakaB nm360T CKOPO KOMILIEKCHUX CTPYKTypa HamM oMoryhaBa ja KOHTPOJIUIIEMO
neprypboBaHo xoaoMopdHa MpecmKaBamba ¥ aMOUjeHTY KOTaHT€HTHOI Pac/iojerba,
KOje HHje KOMIIaKTHa MHOroctpykocr. Hamme, ciimka cBake neprypOoBaHe XOJI0-
mopdue Tpake y T*M (y omHOCYy Ha CKOPO KOMILJIEKCHY CTPYKTYpY u3 j¢) he 6uru

y KoMIakTHOM Togackymy ox T*M (sumeru Teopemy 3.2 y [85]).
1.7.2 3arBopeHa CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT
Heka je (P,w) KOMIaKTHA CHMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT U L C P meHa 3aTBOpeHa

JlarpamkeBa TOIMHOTOCTPYKOCT, TAKBH /I8 BaXKHU

Wiy =0, plmypry) = 0. (1.28)

[Tap (P, L) xoju 3am0BosbaBa ycios (1.28) Hazusa ce peaaTuBHO achepUuIHa MO MHO-
roCTPYKOCT (y HEKO] JINTEPATypH ce Mozke Halin U TepMUH 0cIab/beHO TAYHA TTOMHO-
rocrpykoct). [Ipmmep Taksor mapa je mogropyc L = T x {0} y Topycy P = T
(znamo y1a je mo(T*, T*) = 0 na je ycios (1.28) zamoBosben). Jour Hexu npumepu ce

mory gobutu ,plumbing” korcTpykuujom (Bumeru [115]).
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Hedpunucahemo Jlarpanxepy ®10poBy XOMOJIOIH]Y 38 HOJIMHOIOCTPYKOCT L Koja

3a/10BOJbaBa OBE YCJIOBE MAKO je IMO3HATO JIa TH YCJIOBH MOTY Ja ce ocjabe. Heka je
H:Px[0,1] >R

1aak XaMUJITOHHjaH, TaKaB jJa ce L u mweroa XaMUITOHOBA JAedopMaliija ceKy

TpaHCBeP3aJIHO,

Lok (L). (1.29)

JlangacTtu KoMILIeKe, nmoMohy kora jedunuiniemMo OIopoBy XOMOJIOTH]Y, TeHEPUCAH
je XaMUTOHOBHMM IIyT€BUMa KOjU MOYUIbY U 3aBpIliaBajy Ha L a TpuBHjaJHuU Cy Y pPeJi-
aTHBHO] XOMOTOIICKO] TpynH. KoMIiekc je TpajyncaH peJaTuBHEM MacI0B/beBUM

UHJIEKCOM Koju cMo jecdunucanu y llormasmy 1.4

CEJ(L,P: H,J) = Zalx: [0,1] = P|
= Xy(z), z(0),2(1) € L, [zr] =0 € m (P, L), pr(x) = k).

['panmunu omeparop O6poju meprypboBaHe XoJIOMOPGHE TpaKe U3 MOJYJICKOT IPOC-

TOpa

u:Rx[0,1] = P,
Qu  J(% — Xpy(u) =0,
u(s,0),u(s,1) € L, s € R,

M(z,y: L:H,J)= /R. (1.30)

nocedenor no R—nejery. JlejerBo je (Kao m panuje) 3a1aTO TPAHCIAIUJOM Iy 7K
s—oce. 3a TeHepwuKH U360p CKOpPO KomiuiekcHe crpykrype M(z,y : L : H,J) he

OUTH MHOTOCTPYKOCT JINMEH3H]je

pr(z) — po(y) — 1.

Kana je Ta numensuja jenuaxka wyaun M(z,y : L : H,J) he 6utu KoMImakTHa MHO-
rOCTPYKOCT, OJJHOCHO KOHavaH 6poj Tayaka. Bpoj ravaka (mo Moayry 2) 03HaAYaBaMO

can(x,y:L:H, J). Caga MmoxeMmo na JedUHUIIIEMO TPAHHIHO MPECTHKABAIHE
0:CFy(L,P:H,J)— CF,_1(L,P:H,J).

Ha reneparopuma je oHO je/IHAKO
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a JlaJbe je MPOJLyKEeHO 110 JimHeapHocTH. 3 onuca TONoJIONKe rpaHulle je/ IHOUMEeH-

3MOHEe KOMIIOHEHTe MHOTOCTpYyKocTd M (z,y : L : H,J) 3aKk/bydyjeMo 1a BayKu
0do0=0.

Droposa xomonrozuja 3a Jlazpanocese npeceke nepunmIIe ce Ka0 XOMOJIOTHja 1epuH-

HCaHOTI' KOMIIJIEKCA
HF.(L,P:H,J)=H,(CF.(L,P: H,J),0).

[eneparopu JaH4acTor KOMILIEKCa he, Ka0 M y PaHUjUM CJIydajeBUMa, OUTH

KpuTu4ne Tayke (pyHKIuoOHaMA AejcTBa. DYyHKIMOHAT
ABL L Qo(P,L) - R
je neduHNCAH HA TPOCTOPY MyTeBa
Qo(P, L) ={7:[0,1] = P, [7(0),~(1) € L,[n] € m(P, L)}

Y nyrty v ca KpajeBuMa Ha L OH y3UMa BPEJIHOCT

1
ALE(y) = — // R*w + / H(y(t),t)dt. (1.31)
D% 0
Osgie je mporupeme h OHI0 Koje mpec/juKaBambhe U3 ropibe MOJOBUHE JINCKA
h:D% ={z€eC||z|<1,Imz >0} — P,
KOje ce Ha FOPH0j KPYXKHUIYN PECTPUKY]e HA 7Y
h(e'™) = ~(t)

M 33/10B0JbaBa rpanndnu ycsaos h(t) € L 3a t € [—1,1]. Kako cMo npernocraBuin

1 je Wxy(pry = 0, npsu unrerpan y (1.31) mehe 3aBucurn ox npommperma h.
QYHKIMOHAT JI€JCTBA OMAJIA YK X0J0MOP(MHHUX Tpaka Koje Clajajy aBa XaMMI-

TOHOBA IyTa, I1a MOKeMO Ja JedbHHHUNIEMO (DUITPUPAHY XOMOJIOTHjY. ['paHuIHH

orrepaTop 0 ce PeCTPUKYje HA TMOTKOMILIEKC

CF)NL,P:H,J)=2Zy{x € CF.(L,P: H,J)| A" (z) < ).
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ST N>~

Crmka 4: Kombunosanu objextn koju gedpununry npeciunkasama PSSE u (PSSTH)~!

U Jaje TPAHUYHO IPECIUKABAKE HA TOM HOTKOMILIEKCY
=0 |CF;\-

Quampupana Daoposa romonozuja 3a Jlazpansicese npecexe nedUHUIIE ce KAO XO-

MOJIOTH]a, MTOTKOMTLJIEKCa,
HFMNL,P:H,J)=H,(CFXL,P: H,J),0).

Cana hemo y KpaTkuM mnpraMa W3BeCTH KOHCTPYKIH]jy npecaunkaBama tuma [1CC
Koje maje mzomopduzam mamelhy HF, (L, P : H,J) u Mopcose xomomoruje H M, (L :
f,g9) tae je f: L — R Mopcosa dyukinuja va L. OBa KOHCTPYKIHja je M3BEIEHA
y [4] y ommrujem cayuajy (6e3 mpernocraku (1.28)). Hexka je p € CM.(L : f,g)
kpuruuna tauka yukuuje f u x € CF,(L, P : H,J) Xamwironos uyr 3a H.

[IpecimkaBame tuna [1CC
PSS* : CM,(L: f,g) = CF.(L,P: H,J),
Ha TeHepaTOPUMa Y3HMa BPEIHOCT

PSS (p) = n(p,z)w.
Osgie je n(p,z) 6poj eremenara (1o momyny 2) maposa (7, u) KOju 33I0BObABAJY

cucreM jeanaunna (Bugern Couky 4)

(

v (=00,0] = L, wu:[0,400) x[0,1] = P,
D= -V,
Osu+ J(Ou — X,pu(u)) =0,
u(s,0),u(s, 1),u(0,t) € L,
V(=00) = p, u(+00,t) = x(t),
| 7(0) = u(0,}).

(1.32)

Hcnocrasiba ce 1a je PSSY nangacro npecinkasame Koje HHILyKYje xoMoMopdusam
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Ha HUBOY XOMOJIOTHja
PSSY: HM,(L : f,g) = HF,(L,P: H,J).
Baxkuhe u jaue cBojcrBo. To he 6utn nzomopduzam unju nHBEp3, HA HUBOY JIaHAIA,
(PSSY)™' . CF,(L,P:H,J) = CM,(L: f,g),
opoju maBep3He o0jekTe. OMHOCHO

(PSS*)™M(x) =) n(z,p)p,

p

rie je n(x, p) 6poj (o moayny 2) ypehenux maposa (u,y) KOju 3a70BOJbABA]Y CHCTEM

(

u: (—00,0] x [0,1] = P, ~:[0,400) = L,
8u+J(8tu— Xopm(u)) =0,
o =-Vf((s)),
( 0), u(s,1),u(0,t) € L,
u(=00,t) = x(t), v(+00) = p,
[ u(0,3) =(0).

1.8 ®gopoBa XOMOJIOTHja 3a OTBOPEHE CKYIIOBE

Y pagosuma [57, 58] ayropu 1ajy koHcTpyKuujy PaopoBe XOMOJIOTHje 38 OTBOPEHe
CKYTIOBE. Y OBOM IOIJIABJbY JIaj€eMO OMKUC T€ KOHCTPYKIIH]E.

Heka je U C M orBopen nojckym ca rarkom rpanunoMm OU. OcHoBHa ujeja je
na ckymy U npuapyKUMO HEKHW CHUMILIEKTUYKH 00jeKar. 3HAMO Ja CMO y CIydajy
3arBOpeHor nojckyna N C M mocMmarpaiud EBeroBo KOHOPMAJIHO paciojeme v*N
koje je Jlarpanzkesa roamuorocrpykoct y 1% M. Tlocrapiba ce nuTame KOjy MOIMHO-
rocTpykocT npuapyzkutu objekty U. Kao jemgHo ox perrerma g071a3uMo J0 caeaeher
CKyTIa

v U =oy [ (0U), (1.33)

rjae je v*(OU) meraruBan 1e0 KOHOpPMAJHOT paciojema v*(OU)
v (0U) ={(q,p) € v*(0U) | p(n) <0, 3a ncuosbuy Hopmasy naoU }.

Cxyn v*U ce HazmBa wezamuesan kornopmanar ckyn od U. llpoctop v*U je cun-
ryJapaH u He MOXKeMo ja pa3marpamo Kommu-PumanoBy jeHgaunHy ca rpaHUYIHEM

ycJIoBHMa Ha BbeMy. OHO TITO je 3TOJTHO jecTe J1a OBaj CHHTYIAPAH MPOCTOP JOMYIITA
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Cuuka 5: Cunryaapan npoctop v* U u jeama merosa ampokcumarija Y.

armpokcuMarujy tTadauMm Jlarpamkesum mogmHOoroctpykoctuma. Cama hemo objac-
HUTH KOHCTPYKIMjy THX alpOKCHMallija Koje o3HadaBamo ca Y (Bugern u [58]).
Ha Counu 5 npmkaszan je v*U u jenna ampokcnMammja Y. v cayuajy Kaja je
U=(-1,1) CcR.

3a KOHCTPYKITN]jy AIPOKCHMAIINja y OMIITEeM CJIyYajy KOPUCTUMO AIPOKCUMAIIN]e

y mnmensuju jeman. Heka je Th(OU ) nesacra okonmua rpanute OU. 3Hamo 1a BaxKn
TH(oU) =2 0U x (—1,1)
Axo je C cunrynapua kpusa y (—1,1) x R gedunucana ca
C={(q,0)| -1 <¢<0}U{(0,p) | p =0},

Ta1a je
vV UNa Y TH(OU)) = ogy x C.

OBJie 0gy X C BUAMMO K0 MOJCKYT KOTAHTE€HTHOT PACJIOjerha jep je

ogu X C CT*(0U) x ((—1,1) x R),
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Ciomka 6: @yHKIHja hy, Tpe/icTaB/ba MOBPIIMHY IpadupaHe 001acTh

a ca Jipyre cTpaHe MMaMoO HHU3 HJIeHTU(DUKAIN]a

T* Mlzsou) = T*(THOU)) = T*@U x (~1,1))

=T*0U) x T*(—1,1)

~T*(0U) x ((—1,1) x R).
Kpusy C' anpokcumupamo davmuaunjom kpusux C. Koja je jpobujena o je/ine movyerHe
kpuse C;. Kpusa C) je mexko monorono yramame o1 R y R? xoje msriaema xao Ha

Cmumm 6. @amumauja C. ce 100HMje KOHUYHUM pecKajupameM Kpube C u3 yria

kpuse O, tauxe (0,0). Cama anpoxcumanujy of v* U nedbuHIIIIEMO Kao
Y. =v"U\ 7 (Th(OU)) U (0gy x C.), (1.34)

npu 4emy ogy X C. BUIUMO Kao mojackym ox 1M ’Tb(@U) Ha TOpe ONMCAaHH HAYHUH.
ITokazahemo ma je Y. rmaunma JlarpamkeBa mnogmuoroctpykoct. Jledunummmo

dbyukuujy hy. : Y. — R Tako ga 3ap0Bo/paBa ciejehe yciose
o na cxyy v U\ 7 (Th(OU)) = on|inrvory dyskuuja hy, jeanaxa je mynn,

e vy cpemmmmmenM geny v*U N 7w Y (TH(OU)) dbyrkmmja hy_(qo, po) TpeacTanba
nospiuny npadpupane obsactu Ha Connm 6 (061acT je orpaHnydeHa KPHBOM

C-, g-0COM | TIPABOM ¢ = (),

e na ckyuy v*(OU)NT. dyukuuja hy_ jejHaka je HOBPLUIMHU KOja je OrpaHUYEHA

g-0coM, p-ocoM 1 KpuBoMm C'.
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JeqHoCTaBHO ce mpoBepaBa Ja BayKu
0|7y, = dhv_,

(mozmcernmo ce na je 6 xanoncka Jluysmwioa 1—dopma na T*M). Opa damuiuja
ampokcuMannja Y. Konseprupa ka v* U, kaga ¢ — 0, y Jlunmuiosoj tonororuju’.
Caga kama cmo jgeduHmcagm ampoxcuMmanuje Y. MoxKeMO j1a AedUHHUIIEMO
®ropoBy xomosorujy 3a nap (opr, Te).
Heka je H : T*M x [0,1] - R XaMuaronujam ca KOMIAKTHEM HOCAYEM, TAKAB

13 BaxKH

¢}{(0M) rh OM,

¢ (on) Nonlov =0, ¢ylon) M U. (1.35)

Oba HaBejieHa YCJI0BA MOYKEMO 713 33/ I0BO/BUMO T€HEPUIKUM H3060POM XaMUITOHU-
jana H.
Hedunumumo @raopos kommtexe CFy(oy, Y. 1 H, J.) kao ckyn XaMHUITOHOBHX

IyTeBa
x:[0,1] = T"M, & = Xp(x),

KOjH 33J10B0J/baBajy I'PaHUIHE yCJIOBEe
x(0) € op, (1) € Yo

leneparopu komiuiekca he 6utn Kpurudne Tadke e(peKTUBHOT (PYHKIIMOHAIA JIe]CTBA

A}rf : Qop, Te) — R koju je pedunncan ca

1
AL () = — / 0+ / H((0), £)dt + hr, (+(1)). (1.36)
0
DyuKIUOHAJ JieJIyje Ha IPOCTOPY CBUX IIyTeBa ca ojroBapajyhum KpajeBumMa
Qonr, Yo) ={7:[0,1] = T*"M | ~(0) € onr, y(1) € Y.}

[Ipumerumo na ce y nedunuruju pyHkiuonasa JAejcTBa mojaB/byje 104aTaH diaH,

hy.(v(1)). Kako je i3 6 # 0 oaj wiam je HeomxomaH Ja OMCMO HOCTHIIH Ja Ce

5 JTummumoBo pacrojame m3Mehy aBa mpocTopa ce JedbIHIIIe Ko
dr(A, B) = inf{|log dil(f)| + |logdil(f~")|| f : A — B je 6u-JTunmmunos xomeomopdusam},

upu gemy je dil(f) majmama Jlunmunosa koucranta on f (Buzeru [64] 3a gedunuimjy)
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dAEf (x) amymupa wa Xamuaronosum myresuma x € CFi(oy, Yo H, J.).

Kommnexe CF,(oy, Y. @ H, J.) ce rpagymuiie mea06pOjHIM BPETHOCTAMA
L.
p(x) = pp(x) + 5 dim M, ako z(1) € oy
1
w(z) = pov(z) + §dim(8U), ako z(1) € v*(0U).
Y nperxogHuM jejHadnHaMa (ig(T) je KAHOHCKH j0Je/beH Mac/oB/beB HHJIEKC

nedunucan y Iormapspy 1.4 3a cBaky I/IaTKy 3aTBOPEHY HOAMHOTOCTPYKOCT S C M.

I'panmunu omepaTop
3J€7H : CFk(OM,TE : H, Je) — CFk_1<OM,TE : H, JE),

je nedunucan kao 6poj mepTypdoOBaHUX XOJOMOP(MHUX TpaKa ca TPAHUIIOM HA 0p; U

T. u onrosapajyhum acuMnTOTCKIM KPajeBUMA

w:Rx [0,1] = T*M,

Gut J (% — Xp(u) =0,

u(s,0) € opr,u(s, 1) € T,
u(—o00,t) = x(t), u(4+o0,t) = y(t).

(1.37)

Ckyn pemema 0BOr cucrema, nocedenor 1mo R—uejery, ozumauuhemo ca M(x,y :
OMyTé‘;H7 ‘]8)
®aoposa xomosordja 3a nap (oy, Y.) gedunuire ce Ka0 XOMOJOIHjA OMECAHOT

KOMILJIEKCa
HF*(OJ\/[,TE : H, JE) = H*(CF*(OM,TE : H, Je),E)JE,H).

Xohewmo na nedpunuiremo dpunrpupany PaopoBy XOMOJIOTH]Y 32 AIPOKCHMAIIH]jeE.
Kao u nperxomuum ciaydajeBuMa, puiaTpaiuja ce 3aaaje (pyHKITOHATIOM AEE KOju
omaja Iy HepTypboBaHUX XOJOMOpPMHHX Tpaka. JlpyruMm pedmma, ako MOCTOjH
u € M(x,y: oy, Te; H, J.) Tana je

“+o00

AL (0) — B () = [ AT lsut)) ds =

— 00

_/joo {—%/u(s,t)*6+%/ol Hu(s, ),1) dt} ds+

o0

+oo d
+/_ %hya(u(s,l))ds.

o0
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Cana hemo y npsom uaTerpasty uckopucrutu KaprawnoBy dopmyrny npu gemy je X

BEKTOPCKO TI0Jh€ TEHEPHCAHO MpecuKaBamuMa u, X (s,t) = g“(s t).

AL (y(t) — Al (x /+OO/ s,t)* (dix6 + ixdf) +

+ / dHa— dt ds+
0s

S

+/_ wdhya(u(s,l))gu(s 1) ds.

JInyBuyioBa ¢opma 0 3amaje cuMILIeKTHIKY dopMy w = df na mmamo cieaehe je-

HaKOCTH.

AT (1) — AT (a2 /m/ du(s, 1) i — /+O°/ (5. 1) ixwt
—|—/_:o/0 dH%dtds%—
+ / :o e, (u(s, 1) 2%(5,1) ds =
= [ (st 0 G 1)~ otuts. 00550 -
_/_:o/olw( ) /m/ (XH, )dtds+
b [t (a5 1)

3wamo 1a je 0|r,,, = 0 u ga 3t (5 0) € Toy 1a je ApyTH 9iaaH y TPBOM WHTErPaIy

jennak myau. Cirenm je THAKOCT

AT (0) = AT @(0) = [ (00uls )G 51) b (u(s, 1) G5, 1) ) ds-

ou Ou
— - X dtd
/Rx[o,l} “ (83 ot H) ’

Qynkumje hy, sagososbasajy yciaos dhy, = Olry, a 2(s,1) € TY. na je upsnu

WHTEerpaJ y mocjJae 0] jeJHAKOCTH jeHaK Hy/an. IIpeocraje Ham jorr jegaH diaH
ou _Ou
A (y(t) — Aff (x(t ——/ ,J— | dtds =
) = Ao == [ (G0,

B / ou|?
Rx[0,1]

—|| dtds <0,
Sl
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KOjU je HeraruBaH jep je J CKOpPO KOMILJIEKCHA CTPYKTYypa carjacHa ca CUMILICK-

TuakoM pbopmom. Jlakie, rpaHHYHHE onepaTop he dyBaThu UITPUPAH KOMILIEKC
CFMon, Yo H, J.) = Zy (v € CF.(on, Yot H, J.) | A (x) < N,

a MoxKeMo Ja gepuHuneMo dusmpupary Daroposy romorozujy 3a anpokcuMayujy
T,
HEMown, Y. : H, J.) = H(CFMoa, Yo : H, J.), 05 mlor)-

Osnaunhemo ca
%, HF)Mon, Yot H, J.) = HF,(oar, Yo ¢ H, J2), (1.38)

xXoMoMOpdu3aM Ha HUBOY XOMOJIOTHja KOjU je WHIYKOBAaH MHKJIY3HjOM JIAHYIACTHX

KOMILJIEKCa

23\(8 :CFMopy, Y. H,J.) = CF,(op, Y. : H, J.).

Cimuno kao u y ciaydajy Puopose xomosioruje 3a uap (op, v*N), Duoposa
XOMOJIOTHja 3a anpokcuManujy 1 Hehe 3aBucuTH 01 M300pa peryaapHor mapa
(H,J). Tlpecimkapame Koje ycrmocTaBba m3oMopdu3aM, 3a HEKa JBa peryjapHa

napa (Hg, Jg) u (H,, J,), o3naanhemo ca

Seg: HF.(om, Y : Ho, Jo) = HF.(on, Y 2 Hg, Jg). (1.39)
Ha HuBOY JIAHYACTOI KOMILJIEKCA OHO jé MHJYKOBAHO IPECUKABAEM

agﬂ :CF(om,Y : Hyy Jo) = CFi(on, Y 2 Hg, Jg).

Kao u y crydajy xaga cmo gedunncamn S,z 3a KoHOpMaIHy PaopoBy XOMOJIOTH]Y
(Bumern (1.24)), 6pojumo nepTypboBaHe Tpake KO KOjUX je neprypbaiuja Ha jeJHOM
Kpajy Jara Xamuiartonujanom H,. 3atum ce Ta meprypOalnja ITJIaTKO Mera U Ha
JIpyroM Kpajy je onpehena Xamunronujanom Hg. Y omgmocy Ha Beh moMenyT ciydaj

pa3anKa je y ToMe IIITO UMaMo JIpyTradnje rpanndnae ycaose. [Ipenmsnuje

oag(z®) = Zn(wa,xﬁ sonr, X3 HP JoP) 2

B
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e n(z®, 2 : oy, Ty H*P, J*P) o3nauasa 6poj eneMenaTa MHOTOCTPYKOCTH

% + Jaﬂ(% — XHOLB(U)) = 0,
M(z*, 2P 20y, Ty HYP ) JPY = < u(s,0) € onr, ufs,1) € T,
u(—o00,t) = 22(t), u(+o0,t) = 2°(t).

Cana hemo meduHHCcaTH IpecanKaBame Koje mobesyje MiopoBe XOMOJIOTHje 3a
pasnmuute anpoxcumarnuje Y. IlpBo hemo medwunucaru penanujy < mehy oBum

armpokcuMarnujama. O3HaYUMO ca py DYHKIH]Y KOja 3310BOJbABA jeTHAKOCT
hy = pyom,
Ha ckymy U. Osa dbyHKIHja je m106po nedwHUCAHA jep je PeCTPUKIIH]ja
7: T\ 7 ' (0U) = U,

nmudeomopdusam (oBae je m : T*M — M kanoncka mpojeknumja). IIlpuvernmo a
CMO TIPECIMKABAIbE

@’riU—)R,

MOIJIH 18, AePUHHUIIEMO U KaO
_ —1
oy =hyom .

Kopuctuhemo ce dynknujama @y jga OMCMO yrnopeanin HEKe JIBE alpOKCHUMAIH]e.

OBaj nmojam m3aBajamo ciegehoM e UHUITIjOM.

Hedbunnnuja 1.11. Hexa cy T, n Tg aBe anpoxkcumanmje CHHIYIapHE IOIMHO-

roctpykoctn v*U. KazkeMo 1a BaxKu
T, <Ts axoje gy, < Ors-

Kama mmMaMo Be ammpokcuMmalije Koje ¢y YIopeanBe y CMUCIY peanuje < Ko-

puctuhe HaM Jla UX CIOjUMO ojrosaajyhum dpaMuinjama anmpoKCHMAaIH]ja.

Hedununuja 1.12. Jeanomapamerapcka dbamuanja anpokcumanuja {L¢}o<.<1 je
MOHOTNONG AKO BAKH

T < T2 3a cBe g1 < e,.

Heka cy mare ape ampokcumanuje T, n T 3a koje Baxxn T, < Y. 11 nexa je
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{T*}o<e<1 MoHOTOHA bammIHja KOja UX Claja,
T =7, T'="T;.

Jla 6ucmMo MoCTHUIIN PEryJIapHOCT IIPOCTOPA pelierha neprypbosane Kommu-Pumanose
jenHaunne Owhe HaM MOTPeOHO Jla BapUpaMO U CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYpPY
{J}o<e<1- 3a K > 0 gedunumenmo rmarky pacryhy dbyukumjy ox @ R — [0, 1]

KOja 3a/10BOJbaBa cJejehe ycioBe

Ba x4 € CFuom, Yo : H,Jy) uw xg € CF. (o, Yp : H,J3) yBOTEMO MOIYJICKH

POCTOP

u:Rx [0,1] = T*M,
du  Joxs) (28— Xpp(u)) = 0,
u(s,0) € opr,u(s, 1) € YIxE),

u(—00,t) = x4(t), u(4o00,t) = x4(t).
(1.40)

3a remepuuku u300p damuimje CKOPO KOMILIEKCHHX CcTpyKTypa M (%s, 25

Mz, x5 00, {Y°} - H{J}) =

on, {Y} 2 H,{J¢}) hie 6utu muoroctpykoct. Omuc mene rpanuie (KOju je cTanaap-

JIaH) Jaje HAM IUHLEHUILY A je TPeCITHKaABAhe
Fag : CFk(OM,Ta : H, Ja) — CFk(OM,Tﬁ : H, Jﬁ),

JeduHrCcaHO Ha HUBOY JaHalna OpojameM ejieMeHaTa HYJIaJIMMEH3U0HEe KOMIIOHEHTE

MHOroCTpyKOocTH M

Fop(ta) =Y n(a, x5 : 0ar, {Y} + H{J°}) zp, (1.41)

zp

JeJIHO JTaHYaCcTO IpecankaBambe. Ha HUBOY xomoJioruja jgodujamo mnosesyjyhu xomo-
Mopduzam
Fag : HF*(OM, Ta : H, Ja) — HF*<OM, Tg : H, Jg)

OBu XoMOMOPMU3ME 3310BO/bABAJY j€/THAKOCT

Faa = ]Ia
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3a cBe ampokcmmarmje Y, Koje cy mosossro O6iam3y v*U. omaro, ako je Y, <
T < 7T, Tana Baku
Foy = Fgy 0 Fap,

(Bumeru Teopemy 3.5 vy [58]).

Hedunucanu cmo jeano npeaypeherme Ha CKYIy CBAX allpPOKCHMAaIija. Xohemo
J1a TTOKazKeMo J1a je oBaj ckyn gupekran. Heka cy T, u Tz Heke aBe apokcuMalyje.
/3 onmca KOHCTPYKIHje OBUX allpOKCHManuja cjean jaa nocroje kpuse C, u Uz Koje
3an0Bo/paBajy peranujy (1.34). Mu mozkemo na maljemo monorony kpusy C., dmju
he rpaduk 6utn nsnan rpaduxa kpusnx C, u C y R? 3a oBako KOHCTpyHCaHy

KpuBy Jobujemo anpoxcumannjy T, xoja hie 3a10Bo/baBaTH HejeJHAKOCTH
T, <Y1, T3<7T,.

[Tokazaau cMmo Ja je CKyI CBHX allpOKCHMaIldja ca ypehemem < ITUpeKTaH, IMO-
Kazasm ¢Mo Ja je cucrem xomosioruja HF,(oy, Y : H,J) IupeKTan cucTeM rpyna u
Ada UMa CMHUCJIa IpUuYaTn O AUPEKTHOM JIUMECy TOI' CUCTEMa.

Daoposy zomonozujy 3a omeopern ckyn U jedpunuiieMo kKao JMPEKTaH JUMEC

DIOpOBUX XOMOJIOTH]a 38 allPOKCUMAIIT]je
HF;(H,U:M):thF*(oM,T:H,J). (1.42)

Hedunucana na osaj Hauun, Oiaoposa xomosoruja HF, (H,U : M) 6uhe u3o-
mopdua Mopcoroj xomonoruju HM, (U : f) 3a Mopcose dbyukuuje f u3 knace F~ C
C*>(M) kojy cmo nedbunucann y Hedbuuuruju 1.8 (Bumern [58] 3a KoHCTpYKIujy
uzomopdusma). 3HamMo Ja cy MopcoBe XoMmoJoruje 3a oBakaB H360p (DYHKIHja

u3oMopHe CUHTy/IapHOj XoMojtoruju. Jlakse
HFE_ (H,U:M)= H,(U;Zs). (1.43)

Kopucrehn nedunucane mosesyjyhe xomomopdusme F,5 Moxemo na nedbun-
utemo u dpunarpupane Gopose xomosoruje 3a orBopeH ckym. Y pany [58], Tepheme
3.4, ayTopu cy moKasaau 1a (pyHKIMOHAT IejCTBa, Aﬁf} ormaja IyK mepTypOOBaHHX
x0JI0MOpPhHEX Tpaka nmoMoly xojux gedbunumemo F,z. To 3anpaBo 3na4n /13 BayKu

HejeTHaKOCT
Ay (u(+00, 1)) — Ale (u(—00, 1)) < 0

kaga nmocroju u € M(x,, x5 on, {7} H,{J°}). Hakse, 1an4acro mpecanKaBame

F,s je mo6po gedunncano npecaukabambe Ha (GUITPUPAHUM JAHIACTUM KOMILICK-
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CHMa

Foglors : CEMonr, Yo o H, Jo) = CFMow, Yg : H, Jg).

N unpykyje xomomopduszam Ha HUBOY (PUITPUPAHUX XOMOJIOIH)a
Fhg: HF oy, Yo o H, Jo) = HFon, Y 2 H, Jg).

Cana pedunumemo guimpupany DPaoposy romoso2ujy 3a 0mMeoper Ckyn Kao Iu-

peKTaH JuMec 10 PUITPUPAHUM XOMOJIOTHjaMa 33 allPOKCHMAIIH]e
HF}(H,U : M) =lm HF})ox, Y : H, J). (1.44)

Bazkuhe

A oA A A
Fop 0y, = tr,. 0 Fp,

OJIAKJIe 3aKJBYIYjeMO Ja TTOCTOJU TpeCTUKaBambhe
(2 HFMH,U : M) — HF (H,U : M), (1.45)

KOje je HHIYKOBaHO MHK/IY3HujaMa MUITPUPAHUX KOMILIEKCA 3a allPOKCHMAIIH]E.
"r .
Ilpecimkasama S, he raxohe Omtm carmacHa cy ca nosesyjylimm m3omop-

dusmuma Fp, y cMmucity ja je ciejpehu jpujarpam komyrarubBan

FHa FHa
— HFk(Ta : Ha, Ja) Lb> HFk(Tb . Ha, Jb) l) HFk(TC . Ha, Jc) —
S5 UK 150

e e
— HFk(Taiﬂﬁ,Ja) 2 HFk(TbIHB,Jb) ey HFk(TCIHB,JC) —

Kama mpohemo mupexkranm smmecom 1o (Y, J) mobujemo KaHOHCKH m3oMopduzam
Koju moBe3yje gape PJIOpoBE XOMOJIOIHje OTBOPEHOI CKYyIla 3a pasjuduT u3dop

XaMuUITOHUjaHA,
S;B:HF;(HQ,U:M)—>HF[(H5,U:M). (1.46)

YV pany [58], e ce pedbuHuIIE XOMOJIOTHja 38 OTBOPEH CKYII, HE CTOJU — Y O3HAIH
®opose xomodtoruje HE, (H,U : M). YBesu cMO 0By 03HAKY J1a GHCMO HCTAKJIH JIa
KOPUCTHMO HEIaTHBAH KOHOPMaJIaH CKYI v* U y KOHCTPYKIHjH. 3a Pa3/IHKy O (58],
ouhe HAM MOTPEOHO Ja TMOCMATPAMO B XOMoJIoruje aedpuHucane moMohy mo3uTUBHOT

KOHOPpMaJIHOI' CKYIIa.
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[TosuTrBaH KOHOpMAJIAH CKYII, I/_T_U jgeduHuIe ce Kao
viU = oy [[vi(0U), (1.47)
e je
v (0U) ={(q,p) € v*(0U) | p(n) > 0, 3a ncuomuy Hopmaixy HaOU }.
[Tparehn o3nake u3 [57] meduHAIIIMO AHTH-CUMILIEKTHYKY HHBOIY U]y
¢:z=(q,p) =»T=(q—p) (1.48)

[Tpumerumo j1a ¢ cauKa HeraTuBaH KOHOpMaJaH ckyn v* U y no3uTuBan KOHOpMa/iaH
ckyn v, U. Kopucrehin 0Bo npecamkaBame MOXKEMO Ja OINUIIeMO allPOKCHMAIHje Of
v U xopucrelin Beh ommcame ampokcmMarmje HeratubHoOT jgena. Axo je T Tadna

Jlarpamzxesa anpoxcumanuja on v* U, tazga je
T =¢(7)

tauna Jlarpamkesa anpokcumanuja ox vy U. Ha cxymy ampoxcmvarmja T MozkeMo

J1a 33/1aMO [TapuujaiHo ypeheme

¢ Ham Jiaje HOBM XaMHUJITOHUjaH
H(x,t) = —H(((2), ),
U HOBY CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYPY
J=C
Heka je, 3a T° < Tﬂ, F_; nosesyjyhn xomomopdusanm:

F:B : HFk(OM,Ta : ﬁ,7a> — HFk(OA{,Tﬂ Iﬁ,jﬁ)

nedunncan #a nern HadnH kao u F,g, Opojamem pemtemsa cucrema (1.40). Caza

nedbuauIeMo PIOPOBY XOMOJIOTH]Y OTBOpeHOr cKyma U, MofenupaHy MO3UTHBHUM
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KOHOPpMaJIHUM CKYIIOM KaO
HES(H,U: M) =lim HF(oy, Y : H,J). (1.49)

Osaj numec he caga 6urn u3omopdan Mopcosoj xomomnoruju HM,.(U : f) upu
deMy ce cala nocMarpajy dbyekmuje u3 kiaace f € FT C C*°(M). Mopcosa

XOMOJIOTHja 3a OBakKaB m300p (YHKIHUja H30MOPQHA je PeJaTHBHO] XOMOJIOTIHjU
H,.(U,0U;Zs,). 3akmydyjemo

HFY(H,U : M) = H,(U,0U: Z). (1.50)

’I‘ .
Kao mro cy mam msomopdusmm S,; Onmu carmacHu ca nosesyjyhum msomop-

duzmuma F,, tako he u uzomopduzmu
Szﬁ : HF*(OM,T : Ha,ja) — HF*(OM,T : Hﬁ,jﬁ)

ourn carsacuu ca uosesyjyhum usomopdusmuma F,.  TIposackom jaupexrhor
JIuMeca 1obujaMo m3oMopdu3aM Koju mosesyje PopoBe XOMOJIOTHjE 33 PA3JIHIUT

n360p XaMuJITOHOBUX (DYHKIIH]a,
Siﬁ:HFj(Ha,U:M)—>HF*+(H5,U:M). (1.51)

Kopucrehn anTu-cuMIieKTU4YKy WHBOJIYIU]Y MOYXKeMoO jia yrnopeaumo Piopose

XOMOJIOTHj€ 33 allpOKCHMaItje o1 v U n ViU. Ouwnryienno je
CFk(OM, T: H, J) = CFn_k(OM,T . F,j)

[Tocroju waenTudukammja Tpocropa nepTypdOBAHUX XOJOMOPGMHUX Tpaka Koje

nedbUHAITY TPAHUYHH ONEPATOp y OAroBapajylimm xoMosorajama
¢: M(z,y:on,Y;H,J) = M@,y op, T H, J).

Osu mMoysicku ipocropu ¢y aedunucanu y (1.37). MuaBoaynuja ¢ WHIYKYje H30MOP-

duzam y Poposoj xomosioruju, Tuna [loenkapeopor jayasia
PDY = ¢, : HEy(on, Y 2 H,J) — HFE,_x(oy, Y : H,J). (1.52)

[IpuMmeTuMo J1a OBO Ipec/iMKaBaibe HUje UCTO Kao yobmduajena lloemkapeosa jyasi-
HOCT U3Mehy XOMOJIONIKUX U KOXOMOJIOIIKUX IrpyIia, Koja je nedunucana y [lormasmby

2.2. y [86]. Muak hemo kopuctuT HCTY O3HAKY 3a OBO IpecauKaBarbe (u3mMely xo-

o7



MOJIONIKUX I'PyINa), jep je KoHCTpyKiuja ucra Kao y [86]. Camano kao y MopcoBom
caydajy, V O3HAIIM OBOI Ipec/JHKaBamba KopucruheMo napaMerap 1 ga OM UCTaKJIU
J1a ce OHO ojoHOocH Ha PIopoBe XOMOJOTHje 3a anpokcuMmanuje | u T. OunrienHo
BazK1

F/,0PDie = PD," o Fug,

na je j100po jedunucano npecinkasambe, Tuia [loenkapeos ayas, mehy DiopoBum

XOMOJIOTHjaMa, 38 OTBOPEH CKYII
PDy: HF, (H,U : M) — HF} ,(H,U : M). (1.53)

IIpumenba 1.13. VYV gedunuiuju Piopose XOMOJIOTHje 32 OTBOPEH CKYI HE MOXKEMO
Jia (pUKCHPaMO jeJIHY CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYPY Ia Jia TPazKUMO JIMPEKTAH
JIUMEC TI0 allpoKcuMalujaMa, Beh 3a cBaky alpoKcuMaIujy mmamo ojrosapajyhy
CKOPO KOMILJIEKCHY CTPYKTYDPY Koja ce Kopuctu npu nedbunucawy HF, (o, T : H, J).
OBe cKOPO KOMILJIEKCHE CTPYKTYpe OUpaMo U3 TeHepHIKOr CKYIIa a Pa3Jjior Bapuparba
je morpeba mga Ham perremha Komu-Pumanose jepinaunne Koja mocMarpamo Oy/ty per-
yiaapHa. Y ckiaaiy ca tam y oznaiu QuopoBUX XOMOJIOrHja 3a OTBOPEH CKyl (J1eBe

crpane jemmadnna (1.42) u (1.49)) we durypume uu jenno J.
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2 Moaynacku mmpocTopu

Y oBoj myaBu hemo jiecbuHUCATH BUIlle MTOMONHUX MOJYJICKUX MPOCTOPa KOJU Kac-
Huje yia3e y AedHHUIN]Y pa3sHUX ITpoM3Boga U Mopduszama mel)y xomoJorusjama.
Tu MomyICKH TPOCTOPH €y 3alPaBO MIPOCTOPHU pellema AudepeHInjaTHuX Wil map-
nujaTHux aupepeHImjaj Hux je THaIuHA.

Kazna rom mmamo Heko mpecimKaBame PUManoBe MOBPIMHU ca TPAHUIOM MOAPa-
3ymMeBalieMo f1a je OHO I'JIATKO Ha YHYTPAITHOCTH TMOBPIIH a HENMPEKUIHO Ha IeJI0j
IMOBPIIHA Ca I'PAHUILOM.

@pe/1x0/IMOBa aHa/u3a Ha ojroBapajyhuM banaxoBum npocropuma jijaje Ham per-
VJIAPHOCT pellleha HapIujaaHux AudepeHlnjaJ HrnX jeJIHaunna Koje he OuTu eu-
twakor tuma. Ojarie hemo 3ak/byduBaTH Ja Cy TH MOIYJICKHA TPOCTOPHU 3aITPaBO
MHOI'OCTPYKOCTH d4Hja je jguMensuja jeanaka DpeaxoMOBOM HHJIEKCY OIEpaTopa
KOjH 33Jiaje Ty MHOrOCTpykKocT. Omnuc TpaHUIle TaKBe MHOTOCTPYKOCTH CJeTW W3
oJiroBapajyhux KOHBepreHiuja U apryMeHara Jell/beba. 1€ TeXHUKe Cy OlHUcaHe y
roroBo CBUM CTaHAAPAHHUM KIbUT'aMa O CHMIIJICKTHYKUM MHOTI'OCTPYKOCTHUMaA. HO—
cebno hemo obparuTH HaxKmby Ha HeKe (peHOMeHe KOjH O caja HUCY ONUCAHU Y
Jureparypu. Jegan takas denomen, onucan y llormasmy 2.4, je ¢CKOK Ha IpaHUIA
Pumanose nospinu ca jegne Ha Japyry JlarpanzkeBy MOAMHOTOCTPYKOCT, IPU YeMy
ce TaKBe IMOJMHOIOCTPYKOCTH ceKy 4ducTo. llorpedHo je objacHuTu 3aI1To je jeHO
TaKBO MPeCIUKABAe HETPEKUTHO U NOTPEOHO je mocTaBuT PpexoIMoBy aHATIHSY .

Y Tlornas/py 2.1 gara je KOHCTPYKIMja MOJYJACKUX ITPOCTOPA YUjU Cy €JIeMEHTH
nepTypboBaHo xosioMOp(dHA Ipec/inKaBamba PuMaHOBe MOBPIINA Y KOMIIAKTHY MHO-
rocTrpykoct. PuMaHOBa IOBPII KOjy IOCMATPaMo JI00OWjeHa je HIeHTH(DUKAIN]OM
nena rpannne tpake R x [0, 1] (Bugern Camky 7). Pesynraru oBor morsiasiba cy
MO3HATH OJ[ PAHKje a MU MPATHMO O3HaKe U3 [4].

VY Iornasmy 2.2 mocMaTpamo neprypOOBaHO XOJIOMOPQHA MpecInKaBama TPaKa
R x [0, 1] y korarrenTHO paciojeme T*M npu yemy ce J0ma rpanuia Tpake, R x {0},
CJIMKA Ha HYJITO CevYere, 0y, 0K Ce TOpha rpannia Tpake, R x {1}, ciauka Ha KOHOD-
MaJaHo paciaojeme, v*N. Opae je N C M 3aTBopeHa MOIMHOTOCTPYKOCT 3aTBOpPEHE
MHOTOCTPYKOCTH. Y HapeJgHOM TOIJIaBby, 2.3, mocMaTpaMo KOMOMHOBaHe OOjeKTe
HUCTUX MepTypOOBaHO XOJIOMOP(MHAX TpaKa M MOJIYyTI'PAINjeHTHUX TPajeKTopuja Koje
ce nastaze y N. Pesysararu oBuX noriassba cy Jeo ayTopoBor paja [24].

[TormaBme 2.4 caap:Ku KOHCTPYKIIN]Y MOMYJICKOT ITPOCTOPa YUJjU Cy eJTeMeHTH
neprypbosano xojiomopdue nanrtasgone cmerrrene y T*M. T'panuna nantajona
ce caumka y yHujy JlarpanzkeBux IMOAMHOTOCTPYKOCTH 0py U V*N npu demy Ha
NOBEe3aHUM KOMIIOHEHTaMa I'PaHUIe TMaMO CKOKOBE ca jejlHe Ha Apyry Jlarpanxkeny

HOIMHOTOCTPYKOCT. PpeIXoMOBa aHaIn3a Ha 00jeKTUMa OBaKBOI' TUIIA je ayTOPOB
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Cnuka 7: PumanoBa mospir 7

OpPUTHWHAJIAH pe3yaTar. PadyHame AUMeH3Hje OBUX MOJYJICKHX IPOCTOpa, IITO je
npukasano y [lormasimy 2.4.2, neo je ayroposor paja [83].

Y Tlornas/puma 2.5 u 2.6 nara je KOHCTPYKIMja MOJYJICKHX HPOCTOPAa KOMOMHO-
BAHOT TUTA M MOJYJICKWX MPOCTOpa NMaHTajdoHa. Ul y jeTHOM W y APYTOM CIy4ajy
ambujenTHa MHOrocTpykoct je T*M. IlocmarpaMo MmoyrpajijeHTHe TPajeKTopHje
Koje ce Hasaze y orBopenom ckyny U C M ca riarkom rpanunom. ['pannne Pu-
MAHOBHUX TIOBPINHU KOje TocMAaTpaMo (TO Cy Tpake W MAHTAJIOHE) CJIUKAjy ce y yHHUje
nBe JlarpanzkeBe MOJIMHOTOCTPYKOCTHU. JesiHA je HYJITO cedeme a jJpyTra Jlarpanzkena
MOAMHOTOCTPYKOCT, KOja je WHade TadHa, je allpOKCHMAaIja HeraTUBHOT MW TMO3H-
TUBHOT KOHOpMaJiHor ckyna o U (ose nojMose cMo jiedbunncanu y Hormasby 1.8).
PesynaTaTtu npe3eHTOBaHM y OBHM IOTJIAB/BUMA JIE0 CY KOAYTOPCKOT pajia ca J. Karwh
u /1. Munnukosuhem [61].

2.1 XoJsomopdHe MOBPUIN Y KOMIAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH

AMOujeHT Yy KOM ce HAJA3UMO, Y OBOM IIOIVIABJBY, j€é KOMIAKTHA CHMILICKTHIKA
muorocrpykoct (P,w) koja 3amoBosbara yciaose gate y (1.16). Hbena 3arBopena
Jlarpamzxkesa nogmuorocrpykocr L C P 3amoBosbaBa ycaos (1.28). Heka je H :
P x S' — R gonyctus riajak XaMuIToHHjaH. JomycTHBOCT 3HA4YH Ja He IOCToje
KOHCTAHTHE KOHTpakTuOuaHe rnepuojanyune opoure ox H. ledunumemo Pumanony
HOBPII KOja je nobujera maeHTUGUKAIMJOM Jiejia Ipanuie deckonayne Tpake. [Ipe-
NU3HUje, HeKa je

YT =R x [0,1]/ ~,

rae uaenrudukyjemo (s,0) ~ (s,1) 3a cee s < 0 (Bumern Camky 7). Hexka cy
a € CF.(P : H/J)nx € CF.(L,P : H,J) reHepatopu JaHIaCTHX KOMILIEKCA.

[TocmaTpamMo MOJYJICKH MPOCTOP JuMibaka nedbuHucany y [4]

Osu + J(Ou — Xy (u)) =0,
M (a,2) = u: X" = P| u(s,0),u(s,1) € L, s >0, : (2.1)
u(—o0,t) = a(t), u(+o0,t) = z(t)
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. 3 T
Comka 8: JInmmbak KOju mpeJcTaB/ba eJeMeHT Moy Ickor npocropa M (a, x)

(umern Camky 8). Xammrronwmjan H Gupamo tako ga map (H,J) 3amoBos-
jaBa ycjose perynapHocTn n y PJIopoBOj XOMOJIOIHAjU 3a TEPUOJNYdHe OpOuTe u y
dopoBoj xXoMoJIOTHju 3a Jlarpankese mnpeceke. 3a reHEpUYKH H300D CKOPO KOM-

miekcHe cTpykrype M7 (a, z) fie 6uTu MHOTOCTPYKOCT THMEH3H]je

1% (a) — pr(x) —n,

sugeTH [4] 3a Bume gerama’. Opge €% m py, osnauasajy, penom, Kommu-1ennepos
n MacnoBbeB uHjeKC Koju cy gedbwrucanu y llormasmy 1.4. Y mperxoanoj jes-
HAKOCTH N je nupupojgan 6poj 3a koju Baxku dim P = 2n. Tonosomnka rpanuia

jennonuMensuone Kommonente ox M7 (a, x) je obiuka

oM (a,z) = U MPeried(q b P H, J) x MT(b, x)
beCFy_1(P:H,J)
U M (a,y) x M(y,z: L:H,J).

yECFk+1(L,P:H,J)

(2.2)

[osceTnmo ce aa cvo MHOTOCTPYKOCT MPried(q b o P H,.J), Koja 03Ha9TaBa CKyT
neprypbosano xosomopduux muanHaapa, nebunncann y (1.18). Ckyn mepryp6o-
BaHUX XoJoMOpdHUX Tpaka y P ca rpanurnom uwa L, M(x,y: L: H,J), nebununcan
je v (1.30).

Y pany [4] mocmaTpaHu ¢y W MOIYJICKH IPOCTODH OOPHYTHX IHMEbaKa. 3a Te

noTpebe nedununieMo PUManoBy mOBpII XX Kao CTaHIAPIHY TPAKY

YX =R x[0,1]/ ~,

SHame aumensuje ce pasiukyjy o onux y pasy [4]. Pasjor jiexu y Tome mTO ce Haria HOp-
Mann3anuja 3a Konmu-llennepos mnmekc pasnukyje. Mwu cMo 0oBaj WHIEKC HOPMAJIU30BATIN TAKO
1a je jerrnax MopcoBoMm KomHeKcy KpuTuane Tauke C2 major XaMuITORHjaHa. Y3 Taj yCIOB HOP-
MaJjIn3aImje, JUMEeH31ja MO3UTUBHUX TIOJY-Kala Koje y Kpajy +00 TexKe Ka MEePUOIUYIHOj OpOuTH
a(t) jennaxa je 2n — u©?(a), a auMensuja moy-Kana Koje Ha —oo Kpajy Texe xa a(t) jeamaka je
1% (a). Oaxsa nopmaiusanuja Kommm-Ileneposor HHIEKCa, 1 CXOAHO TOME PadyH JIHMEH3Hja
MoJIy-Kama, aara je y paay [91].
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ca nnentudukanujom (s,0) ~ (s,1) 3a cBe s > 0. OOpHYTH AUMBAIN KOJU Clajajy
r€CF,(L,P:H,J)uaecCF,(P:H,J) nebunucanu cy Kao CKyl IPECIUKABATHA

KOjH 33/10B0OJbaBajy ciejehe yciaose

Osu + J(Opu — Xg(u)) =0,
MX(z,a) = qu:X* = P| u(s,0),u(s,1) € L, s <0, . (2.3)
u(—o00,t) = x(t), u(+oo,t) = a(t)

3a renepudky u360p CKOPO KOMILTIEKCHE ¢cTPYKType MX(x, a) fie Takohe Guru MHO-

TOCTPYKOCT JTUMEH3Hje
pr(a) = n%(a).

['panurna ce onucyje Ha camvan HaduH kao u OM(a, ).

Hedunucahemo jeany PumanoBy MoBpIl ca IpaHHIIOM KOja JTUUH HA CTAHIapIHe
napope HnaHTtajgoHa ajaun uMmahemo jgojaTHy ujeHTHUKaANU]y Ha rpanunu. Ha muc-
JYHKTHO] YHUjH

R x [-1,0] UR x [0,1]

3ajajeMo JiBe ujaenTudukanuje. Jegna je
(5,07) ~ (s,0), 3a cBe s >0,

a Jpyra je
(5,07) ~ (s,1), 3a cBe s <0,

(Bugeru Couky 9). O3nauumo ca 5 jobujeny Pumanosy mospi ca rpanunom. Heka

cy il_ u ENJQ_ aBa poaaseha kpaja u Heka je S+ jenan onnazehu y 3] TaKo JIa, BaXKu

IIpeocraiu, KoMIaKTaH, /1e0 HOBPIIK O3HAUNNEMO Ca
SO=N\ (ST US, USH).
3a mepuogmuny opbury a € CF.(P : H;,J;) nu XaMHWITOHOBEe myTeBe T €

CF.(L,P : Hy,Jy), y € CF.(L,P : HY,J") nedununieMmo MOLyJCKH TPOCTOD

M(a,z;y) Ka0 CKyl CBUX HpecauKaBama u : > — P Koja 3amoBosbaBajy ciaemehn
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Cauka 10: ExeMeHT MOIYJICKOT IIPOCTOPA M (a,z;y)

cucrem (Bugeru Couky 10)

(

Osuy + J(@tuj_ — XpR(S)H;(uj_)) =0, na u; = u|§j_, je{1,2},

Osu™ + J(Owut — X, (oym+ (uh)) =0, ma vt = uls,,

Osu’ + Jopu® = 0, na u® = uls,

u(s, —1),u(s,07),u(—s,—1),u(—s,1) € L, s <0, (2.4)

uy (—oo,t) = a(t),

DOyukuujy pr cmo gedbunucanu y (1.20). 3a reHepwun u360p CKOPO KOMILIEKCHE
crpykrype J (Koja je Ha oaroapajyhinm KpajeBuMa jegHaKa 3aTaTHM CKOPO KOM-

IUIEKCHUM CTDYKTypama), ckyn M (a, x;y) he Gutn MHOrOCTPYKOCT JAUMEH3Hje

pe(a) + pr () — pr(y) — 2n.
Tomosonika rpaHuia OBe MHOTOCTPYKOCTH WMa, O0JTUK

OM(a,z;y) = U M b P Hy JT) x M(b, s y)
beCF.(P:H ,J;)
M(z,2": L:Hy,Jy) xﬂ(a,x';y) (2.5)
z'eCF«(L,P:Hy ,J5 )
U Ma,z;y) x M(y',y - L+ H, J¥).

y' €CF,(L,P:H*,J+)
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2.2 XosgomopdHe Tpake ca KOHOPMAJIHUM I'PAHUYHUM Y CJIO-

BHIMa

Y oBoM ToraB/by hiemo geduHHCATH jeaH MOLYICKH IIPOCTOP XOJOMOP(MHUX TPaKa
y T*M xoje ce cexky y Hekoj Tayku Ha oy = oy M v*N. ITlorpeba 3a oBakBuUM
npocropoM ce jasspa y llornmasmy 3.2 rae meduaumemo [HCC npecriukasame. Y
0BOj CHUTYaIlMju UMaMo cuenuduyne rpanudne yciaope. Haumme, moma rpanuma Tpake
ce CJHKa y HYJITO Cedere 0p; a ropima rpanuna tpake ce ciaumka y v*N. [losnaro
je Ia ce oBe JBe MHOTOCTPYKOCTH CEKY 4YHCTO ay:K On. CrernuduaHOCT OBAKBUX
IPAHUYHUX YCJIOBA, KOJH HUCY YECTH Y JIATEPATYPH, 3aXTeBa Ay0/by aHAJIN3Y U OBJIe
hemo u3BecTH jieTasbe Te aHaIU3e.

Heka cy z,y : [0,1] — T*M Xamumrronosu nyresn Xamusaronujana H : [0, 1] X
T*M — R ca xkomnaktHuMm HOcademM. OBH IIyTeBH 3a/0BOJbAaBAjy HCTE I'PDAHHIHE
ycJ0oBe

z(0),y(0) € opr, x(1),y(1) € V*N.

Heka je R > 0 dukcupana koncranta a pj, : R — R je rmatka dbyHKImja 3a Kojy

BazKH

1, s> R+1,
ph(s) = (2.6)
0, s<R.

I'marka dynxnuja pg : R = R gedunnuncana ca

pa(s) = ph(—s). (2.7)

HedununieMo MHOIOCTPYKOCT

¢

ug R x [0,1] = T*M,
Elus) := ffo[o,l] |0su]|? dt ds < 400,
dui + J(dui X iH(ui)) =0,

(8 0) € onr,us(s, 1) € V*N, s € R,
u_(—00,t) = z(t), uy (+o0,t) = y(1),
u—(+

)—U+( o0) )

M,y H) = { (u_, uy) (2.8)

\

Ha Chnumm 11 je mar npukas jemxHor komGuHOBaHOD O0jekTa (U_,uy) W3 CKyTna
M(x,y; H).

Tpaka uy (0OTHOCHO u_) KOjy mocMaTpamo je xoaomopdna 3a s < R (s > —R)
1 UMa OTPaHWYEeHY eHeprHjy. 3Ha Ce [1a TaKBe TPake JOMYINTA]y HEeIPEKUIHO HPO-
ayxeme (Bugeru [Mormasbe 4.5 y [70] u Teopemy 3.1 y [99]). Oso nposyzxkeme he

OUTH Tavka Koja ce HAJa3:l y oy = oy (N V*N cTora MO¥KeMO J1a H30CTABUMO JIPYTH
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Cruxa 11: M(z,y; H)

apryMenT y u (—o0) (omHocHO u_(+00)).

MmuorocTpykocT M(x, y; H) je na Hekn Hauwn cuHTyaapHa. O6jekruma (u_,uy)
ou y MopcoBoj ana/im3u ojroBapaJje JjiBe I'PaJujeHTHTe TpajeKTopHje Koje uMajy
3ajeTHUYKY TauKy. OHO IITO je HaMa HEOIXOHO jecTe Ja MpeOdpPOjuMO eJleMeHTe U3
HyJIa/TAMEeH310He KOMIIOHEHTE MHOTOCTPYKOCTH M. Hoxkazahemo J1a je Opojarme oBUX
objekaTra MCTO MITO U Opojare HepTypOOBAHUX XOJIOMOP(MHUX Tpaka Koje crajajy
x u y (mero Ha HUBOY XoMosoruja). [aBHa wiueja jecre Ja MOKAXKeMO Ja je M
KOOODTAHTHO MHOTOCTPYKOCTH KOja CAJIpZKU CIIOMEHYTe TpakKe.

VBoguMo moMOhHY MHOTOCTPYKOCT

w:R x [0,1] = T*M,

ou ou

Mp(z,y; H) = ul| % G = Xt () = 0. (2.9)
u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,

u(—o0,t) = z(t), u(+oo,t) = y(t)

M(z,y; H) = {(R,u) |R > Ry, u € Mg(z,y; H)}.

Oynxmuja pr je sedunncana y (1.20). Tpammmy mmorocrpyxoctn M (x,y; H)

MOZKEMO Jla OIIHIIIEMO KaoO

OM(z,y; H) = Mg, (x,y; H) U M(z,y; H)

U UMz, 2 H) x M(z,y; H) (2.10)

U UM(x,Z;H) x M(z,y; H).

Caza hemo oGjacauru jemuaxocr (2.10). JacHo je Kako ce mocsema JABa dIaHa
JICCHE CTPaHe jaBibajy Kao rpaHnvHu ejementTu. Ejementn us ckyna Mg, (z,y; H)

ce jaB/pajy y rpanunu kaja R, — Ry. HajkoMmmimkoBaHuje je mokasaTu Ja ce M
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jaBsba Kao jeo rpanuiie. /lokas Tora hemo nosgenntu Ha jBa jesa. y [lormasspy 2.2.1
MOKA3yjeMo 3allTo je 1eo rpaxnme M 3alpaBo MOACKYI MOILYJICKOT TpocTopa M.
A y Iormasiby 2.2.2 moKa3yjeMo 3allTo BaKi HHKIy3Hja M C M.

2.2.1 Pacnamame

Heka je (Rn,u,) uu3 exemenara uz M(z,y; H). Y ciyuajy kama R, — 400
IPAHUYHY BPEJIHOCT Of u, € Mg (x,y; H) Moxemo na uienruduyjeMo ca ese-

MenTom 13 M (x,y; H) xopucrehu cienehe ape penapamerpusanuje
u, (s,t) = up(s — R, + R, t), uwl(s,t)=u,(s+ R, — Ro,1).

Tpake u, 3a70BO/BABAjy jeJHAUNHY

du,, ou,, _
Os +J ( ot - XPRnH(un)) =0,
W IpaHUYHE YCJAOBE

u, (5,0) = up(s — Ry, + Ro,0) € o,

n

u, (s,1) = un(s — R, + Ro, 1) € V"N,

3a cBe s € R. @ynknuja pr, — 3a70BobaBa cJjejiehe jeTHAKOCTH

07 _RO S S S 2Rn - RO’
1, s€(—-o00,—Ro—1U[2R, — Ry + 1,+0).

PR,—(5) =

[MosurusHa Tpaka u, Takohe 3amoBosbaBa neprypbosany Komu-PumanoBy jennad-

UHY

ouf out
85 ‘|‘J( 815 _XPRn+H(urt)) :O,

rpannna u (R x {0}) ce cimka y mynro cedeme a u (R x {1}) ce cauka y v*N.

Oyxuuja pg,+ ACIYHABA JeTHAKOCTU

O, —2Rn + Ro S S S Ro,
PR+ (8) =
1, s€(—00,—2R,+ Ry — 1JU[Ry+ 1, +00).
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Tpaxke u;,

uT Koje 3370B0O/bABAjY jeIHATIHY

+ +
du L (6u —XpﬁoH(ui)> —0,

KOHBEPI'UPajy JOKAJIHO yHU(PDOPMHO Ca CBUM CBOjUM M3BO/IMMA Ka TpaKaMma

0s ot

sugern [1] 3a Bume gerama. Ouurieno je u (—oo,t) = z(t) u ut(+oo,t) = y(t).
Y +00—Kpajy Tpaka u~ KOHBeprupa Ka Hekoj Tauku p € N C oy jep je u~ XoJo-
MopdHO 3a s > —Ry u uMa orpanumdeny emeprujy. Ilosurumsma Tpaka u' je xoso-
MOpgHA Yy OKOJMHU —OO U Ha TOM Kpajy KOHBeprupa kKa Hekoj tayku q € N. U3
JeTHAKOCTH

u, (R, — Ro,t) = u (=R, + Ry, 1)

n

3aKkJbydyjeMo ja je p = ¢q. Jakie nap (u~,u") npumasa M(x, y; H).

2.2.2 Jlemmmpeme

Cagta xohemo 11a mokazkeMo J1a 3a jar nap (u_, u, ) € Mv MOzKeMO J1a Hahemo dammi-
ujy enemenara (R, wg) € M Koja Konseprupa (y ['poMoB/beBoM cmucy) Ka (u_, )
kaga R — +oo (Bumeru Teopemy 4.1.2 y [14], Ilornasme 4.7 y [41] u Teopemy 7.1
y [99]).

['maBHa TexHWKa KOja ce KOPUCTH je Jell/beibe W y HajkpahuMm Iprama m3riena
oBako. Tpake u_ u uy cy xoaomMopdHe 0Ko Tadaka u_(+00) = uy (—00) U MOKEMO
JIa U3BEJIEMO MPe/I-TelJberhe dnMe MoOHjaMo HeKO mpecankaBame tug. OBO Ipecinka-
Bame he OuTu anpokcuMaTuBHO perniemhe Komu-Pumanose jegnadnne, ug 3a/0B0Jba-
Ba OBY jeJIHAYMHY CByAa ceM y Majioj okoaunu of ur(0) = u_(+00) = uy(—00).

Hakon oBora KOHCTpyHIITEMO JeCHW WHBEp3 JauHeapusanuje D, . omeparopa 0. Ko-

UR
puctehu Teopemy o ummunUTHOj (PYHKIMjH MOYKEMO j1a HaheMO TTPaBO pellehe 0Be
jeTHaunHe, Wgk, Koje e OUTH Y OKOJIMHHU TPOU3BOJHHOT PEIerha.

VY [14] ayropu Jsiene aBa xom0MopdHA JIUCKA €a IPAHUIIOM Ha jeTHOj JlarpaHKeBoj
noamuorocrpykocti. ®payendengep y [41] u memke y [99] mocmarpajy xoso-
MopdHe Tpake 4uje Cy TPAHUIE Ha JiBe KOMIAKTHE MOJIMHOTOCTPYKOCTH Koje ce
CeKy YHCTO Yy KOMIIAKTHO] CHUMILJIEKTUIKO] MHOTOCTPYKOCTH. KOTaHTe€HTHO pacio-
jeme HHUje KOMIIAKTHA MHOTOCTPYKOCT, ajiu y3 u300p CKOPO KOMILIEKCHHX CTPYK-
Typa u3 ckyna j¢ (Bugeru (1.27) 3a gedununujy), camka cBake XoJaoMopdHe Tpake
KOHaUHe eHepruje ca rpaHunoMm Ha v*N U oy, hie ce HATA3UTH Y KOMIAKTHOM TOI-
ckyny o 1™ M. Jlaxjie, MOYKeMO TPETIOCTABATH /& Ce CBe JielllaBa y KOMIAKTHOM
JIeJly Hallle CHMILIEKTHYKe MHOrocTpykocTu. Ilorpebua HaMm je u cuenmjajiHa Kjaca

PumanoBux Merpuka kKoje nmocmarpamo na 1*M. Hawmme, morpebHO je ja MOIMHO-

TOCTPYKOCTH o)y U V* N OyIy TOTATHO Teoie3njcKe MOAMHOTOCTPYKOCTH y OJTHOCY Ha
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PumanoBy MeTpuky Kojy pazmarpamo.
IIparehn [42] u [107] ofjacuuhieMo Kako ce KOHCTPYHINY Tpaykene Pumanose
Merpuke Ha T*M. Heka je J; rmagak myTt y j¢. Taga mocroju riatka damuamja

PumanoBux merpuka wva T* M, g; TakBa jia BaxKu

1. opr je TOTAIHO reoe3UjcKa MOAMHOTOCTPYKOCT Y OfHOCY Ha go 1 Jo(q)T,0n je

OPTOrOHAJHHA KOMILIeMeHT ol 1,0p 3a CBe g € oy,

2. V*N je TOTAJIHO Ie0e3HnjCKa HOAMHOIOCTPYKOCT y oauocy Ha gy u J1(q) 1, (v*N)
je oproronaynn koMmiuieMeHT ox T (v*N) y OKOIMHE TadKe IIpeceka JIBe XOJIO-

MOpdHE TpaKe Koje JIETIMO,
3. 9(J(Qu, J(@Q)v) = gi(u,v) 3a g € T*M un u,v € T,(T*M).
Mozxkemo ja jgeduHHIITIEMO METPHUKY o TAKO Jia OHA 33JI0BOJbABA YCJIOBE

1. opr je TOTAIHO reose3njcKa MOJAMHOTOCTPYKOCT y onHocy Ha go 1 Jo(q)T,0n je

OPTOTOHAJIHU KOMILIeMeHT o1 T,0p 3a ¢Be q € oy,
2. go(Jo(Q)u, Jo(q)v) = go(u,v) 3a ¢ € T*M u u,v € T,(T*M),

sugeTn [42] 3a merasbe. Ha merw Haunu jgeduHHIIEMO METDHKY ¢; KOja 3aJ0BO-
JbaBa WCTA CBOJCTBA Yy OJHOCY Ha MOAMHOTOCTpYKocT V*N. Y [42] ayTop pasmarpa
KOMITakTHe JlarpanxkeBe MoaMHOTOCTpyKocTH. KonopManHOo paciojeme v*N HHje
KOMITAKTHA MHOTOCTPYKOCT y OIIITeM Caydajy. Ajm Hama je J0BoJbHO ma Halemo
METPHUKY Yy OJHOCY Ha KOjy je v*N rorajno reojesujcka y okojuau N C 0y, HE HaA

nejom v*N. JluneapHa KoMOMHAIIM]ja

gt(u7 U) = gt(ua U) + gt(‘]tua Jt'U),

rae je g,(u,v) = (1 — t)go(u,v) + tg1(u,v), Kaje HAM Tpazkeny (hpaMUIAjy MeTPUKA
(Bumern u [107] 3a KOHCTPYKITHjy TPAXKEHNX METPHKA).

Ocrayn TeXHIYKH JeTasbi JCIUbeEba Cy HCTH Kao y [99].

2.3 KombOuHOBaHu 00jeKTU Ca KOHOPMAaJIHUM T'PAaHUYHUM Y-

CJIOBUMa

Y 0BOM MOTVIaBJ/BY OCMATpaMO IpeceK MOJYTPaInjeHTHUX TpajeKTopuja Heke Mop-
coBe (pyHknuje u nepTypObOBAHUX XOJOMOPGMHUX TpaKa KOJ KOJUX ce reprypbdaruja
IJIaTKO CMambyje /10 HyJie Ha ojaroBapajyhem kpajy. [lokazahemo na ckyn oBakBux
o0jekaTa MMa CTPYKTYPY MHOTOCTPYKOCTH Ca T'PAHMIIOM M OIHUCATH Ty T'PAHUILY Y

HEKHM CJIydajeBUMA.
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Heka je p xpurnuna tauka Mopcose dyukmuje f : N — R u nHeka je 3amar
Bpemenckn 3apucan Xamurronujan H : [0,1] X T*M — R ca KOMIAKTHAM HOCATEM.

ITocmarpamo Xamuaronos oyt z : [0, 1] — T*M
T = Xpy(x),
KOjH IIOYHEHE Ha HYJTOM CEUYeIby O) a 3aBpIIaBa HA KOHOPMAJIHOM pacJjojemy v* N
x(0) € opr, (1) € V*N.

3a Tako omabpane ejemente jgedununemo npoctop (Bugeru Couky 12)

( 3\

v (—00,0] = N,

u:Rx[0,1] — T*M,

T =-Vi(s),

5e+ (5 — Xy (w) =0,

E(u) < 400,

u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,
Y(—00) = p,u(+00,t) = z(1),

\ 7(0) = u(—00).

M(p, frz, H) = ¢ (7,u) (2.11)

Osje je R > 0 a dyukiuja pf, je nedunucana y (2.6).

ITpumenba 2.1. Jacho je na momaysncku npocrop M(p, f; x, H) 3aBucu ox Pumanose
merpuke Ha N (Koja ce kpuje y rpaaujenty dbyukuuje f, V) u 0 CKOPO KOMILIEK-
cue crpykrype Ha T*M (koja ce mojasmyje y Komun-Pumanosoj jeanadunun). Ove

apryMeHTe y HOTAIUjU UIAK U30CTaB/haMO 300T MPAKTUYHUX PA3JIOTA.

Bulie Ham morpeOHa u nHBep3HA (Y BpEMEHY, aKO § MOCMATPAMO Ka0 BPEMEHCKH
napamMerap) CJIMKa OBHX MOJYJCKHX mpocTopa. IlpenusHuje, aedunHUIeMo HOBH

cKyn ypehenux mapona

v :[0,400) = N,

u:Rx[0,1] = T*M,

T =-VI(s),

92 (%~ X,y (u)) =0,

E(u) < 400,

u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,
u(—00,) = a(t), 1(+00) = p,
7(0) = u(+00),

Mz, Hsp, ) = (v,u) , (2.12)
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Cauka 12: M(p, f;xz, H) w M(z, H;p, f)

pu demy je pp aedunucano y (2.7).

Cras 2.2. 3a zenepuuru usbop Pumanose mempure u 2enepunku u3bop ckopo Kom-
naexcre cmpykmype ckyn M(p, f;x, H) uma cmpysmypy mHo20cmpykocmu, wuja je
dumensuja mg(p) — (un(z) + %dim N). Cryn M(z,H;p, f) maxohe uma cmpyr-

mymy mmozocmpyrocmu dumensuge piy(x) + 3 dim N — my(p).

Jlokas. Heka W"(p, f) o3nauaBa HecTaOWIHY MHOIOCTPYKOCT KPHTHYHE TadKe P

Mopcose dyuxkimuje f

W(p, f) ={r(t)[y: R = N, ¥ ==Vf(y), y(-00) =p} C N.

[TosnaTo je 7a OBaKBU CKYHOBH UMa]y CTPYKTYPY TIATKe MHOTOCTPYKOCTH dHja je
mumensnja dim W(p, f) = ms(p) (Bugern [77] 3a getane).
Hedunummmo jorr jenan momohun Moaysacku npoctop My (z, H) Kao cKym perii-

€iba CUCTeMa

(w:Rx[0,1] - T*M,

% + ‘](dd_? - Xp;H(u)) =0,

E(u) < 400,

u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,
[ u(4o00,t) = x(t).

OBaj ckym Takohe mMa CTPYKTYpy MHOTOCTPYKOCTH 4Hja je JUMEH3U]a
: L.
dim M (z, H) = 3 dim N — un(x),

BujeTn [85] 3a BuIIe jJeTasba.

3a reHeprnyku u300p HapaMerapa IMPecImKaBabe

ev: W*p, f) x My(z,H) = N x N,
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JgeduHnCcaHO ca
ev(v,u) = (7(0), u(—00)),

je Tpancsep3ajuno Ha jujaronany A C N x N. Caga M(p, f;x, H) moxemo ja

BHE/IMMO KaO MHBEP3HY CJIUKY [HjarOHAJe IPH IPECIHKABIbAY ev
M(p, frz, H) = ev™ (D),
Yhja je JTUMeH3Hja
L. : . L.
mys(p) + B dim N — py(z) — (2dim N — dim N) = my(p) — B dim N — pn ().

Humensuja muaorocrpykoctu M(x, H;p, f) ce onpelyje na caumaan HadmH. ]

Bpojamem tauaka myragumensuone muorocrpykoctu M(p, f;x, H) mobujamo
Mopduzam 3 Mopcose y @iopoBy xomojiorujy jaeduHucan Ha HUBOY JaHana. /[la
GucMo Moy 60Jbe JIa OnUIIeMo Taj Mop3dusam (fa Ju je TO JaHYACTO [MPeCTuKa-
Bakbe, Jla JM WHIYKYje n30Mopdu3aM) MOPAMO Ja MPEIU3HO Ja OMUIIeMO HAPYIIa-
Bakbe KOMIIAKTHOCTH MHOroctpykoctu M(p, f;x, H). Kao mro cMo Hariacuin y
[Tornaemy 1.5 Momy/icKu npocTopu Hehe OMTH KOMIIAKTHE MHOTOCTPYKOCTH, OCHM
KaJa UM je IUMeH3Mja jegHaka HyId. AJM IBHXOBY TOIOJONIKY TPAHHILY MOZKEMO
y MOTIOYHOCTH Ja onuiiemo. ONUC TOMOJOIIKe TpaHuile (y CMUCIY KOHBEpreHIHje

Kojy cmo nedunucanu y [ornasmy 1.5) je nar y ciaenehem crasy.

Cras 2.3. Hexka je g zenepuura Pumanosa mempuka u J 2eHepuvka ckopo KOMNAEK-
crna empykmypa. Axo je my(p) = pn(z) + 3 dim N mada je M(p, f;z, H) xkonauan
ckyn. Axo je ms(p) = un(z) + %dimN+ 1 mada je M(p, f;x, H) mmnozocmpyrocm

dumenauge 1 wujy epanury moscemo da onuuemo wa caedehu navum

OM(p, fix, H) = | Mg f)x Mg, fiz, H)

my(q)=my(p)—1

U U M fy H) x My, z; H).

pn (y)=pnN (z)+1

Joxas. Tlocmarpamo nus (Yn,u,) y M(p, f;z, H) koju nema W12 —xouseprenran

nonnu3. Kako je N KOMIIAKTHA TTOAMHOTOCTPYKOCT 7, (1) je orpanudeno 3a cBaxo t.
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Hus 7, je paBHOCTENEHO HEIIPEKUJIAH IITO CJAEAN U3 Cjeaehnx HejeHaKOCTH

Apa(tr)s pu(t2)) < / ()l ds

t1

< m\/ | tseas

SN e tl\/ | 5 tnte ds
< Vi — tl\/?e%(f@ — f(m(=00))
=iy — t1\/glg\>[<f($) — f(p).

Kopucrehn Apnena-AckoanjeBy TeopeMy 3aK/bydyjeMo Ja Y, UMa TOIHU3 KOJU KOH-
Beprupa yHudOPMHO Ha KOMIAKTHUM CKymoBHMa. Kako HH3 7, 3a710Bo/baBa Tudep-
eHINjaJHY jeTHAYNHY

Tn = _vf(’yn)a

a ¢yukiuja f je nrarka, 3aK/bydyjeMo J1a 7y, KOHBePrupa ca CBUM CBOjUM M3BONMA
Ha KOMIIAKTHUM TIOJCKYIOBUMA 011 (—00, 0].
Enepruja meprypboBanux XoJOMOPGHHUX TpakKa U, je YHHUMOPMHO OrpaHHYCHA
jep je
Ap (x(t)) =A g (un(+ — At (un(=00), 1) =

E(uy) /+°°/ H(un(s, 1), t) dt ds.

Oyuxiuja ph je sebunucana y (2.6). Xamuironujan H nma KoMIaKTan Hocad,
byuknmja (p}(s)) je pasmmunra o Hy e camo Ha uHTEepBany [R, R+ 1] ma je mocae-

U MHTErpaJl YHHMOPMHO OrpaHnvYeH

’/+00/ H(up(s,t),t)dtds

13 T'pomoBibeBe TeopeMe 0 KOMIOAKTHOCTH (BujeTu [47]) caemu na w, uMa TOTHU3

< C.

KOj¥ KOHBEPrupa 3ajeJHO ca CBUM CBOJUM M3BO/IMMA HA KOMIIAKTHUM IIOJCKYTOBUMA

a1 (R x [0,1]) \ {z1,...2m}. Mexyposu Mory ma ce mojaBe y TadkaMma z; aKo Cy TO
yuyTpamnike tauke ox R x [0, 1]. Moryha je u mojaBa MexypoBa y Taukama zj Koje
cy rpanndte tadke ckyna R X [0,1]. Ty ce MexypoBu 110jaBibyjy Kao XOJOMOPQHE
JINCKOBU 4Hje je IPaHMIla Ha HYJITOM CeYerhy W KOHOPMAaJHOM PaCjojery. Y Halmem
clydajy He MOTY Jia ce lojaBe HU X0JjioMOpdHe chepe HU XOJIOMOPGHU JUCKOBHU.

Wzocranak mcrux cjaean U3 Ta4YHOCTH CUMIIJICKTUYKE (bopMe U U3 YUILCHUIIEC [da Ce
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JluyBuioBa popma anysmpa Ha HYJITOM CeYeHY U KOHOPMAJIHOM PaC/IOjermy. 3aucTa,

ako je v : S? — T*M xonomopdna cdepa Taja je

/Hdez—/ v*w—/ v*A=0.
s2 S 052

A ako je v : R x [0, 1] — T*M xosomopdHu TUCK, Tala je

/ Hdvll2=/ v*wz/ A= 0.
Rx[0,1] Rx[0,1] A(RX[0,1])

jep je A=0mHa oy mw V*N.

Hakne (v, u,) uMa TOTHW3 KOju YHHUMDOPMHO KOHBEPIHpa Ca CBUM CBOjUM

U3BOJAUMAa Ha KOMIAKTHUM HojckynosuMa. 13 O} konseprennuje ciaenu W12 kon-
Beprernuja. Hamum cmo mogaus o (Vy, U,) KOju KOHBEPTUPA Ka HEKOM eJeMEeHTY
ckyna M(p™, f; 2%, H). Cnnuno kao y [35, 59, 69, 97, 100] 3ak/byuyjemo Ja je jequno

HapPYIIaBambhe KOMIIAKTHOCTU Paclajiahe Tpajekropuja Ha ciaejehn naunn

UMp.p's £) x o x Mp™ 1 p™ f) x M(p™, f;2°, H)

0 1 . (2.13)
XM(z” 2" H) X .. Xx M(2' z; H).

l

Osze cy p,p',...,p™ xpurnune Tauke dpynxnuje f a 2°, ..., 271 2 cy Xamunrronosu

nyTeBu ca omnajaajyhum MopcoBum u Mac/ioB/beBUM HHIEKCHMA TAKO J1a BaXKU
m 0 1 :
my(p™) 2 pn(27) + 5 dim N.

OBum cMo objacHmIn 3amTo je rpanuna OM(p, f,g;x, H,J) nogckyn yuuje (2.13).
O6pHyTa MHKJIY31ja CJIeIU U3 CTAHJAAPIAHUX apryMEeHATa, JeILbeba.

Ako je ms(p) = pn(z) + $dim N Tana je M(p, f;z, H) KOMIAKTHA MHO-
rocTpykoct aumensuje myna ma M(p, f;x, H) nma KoHavan Opoj eaeMeHara.

Axko je my(p) = pn(z) + %dimN + 1 Tama rpanuna ox M(p, f;x, H) Moxe 1a
cajpzxku camo ejemente ckyna M(p, q; f) X M(q, f;z, H) 3a HeKy KPUTHYHY TAYKy
q 3a kojy Baxkn my(q) = mys(p) — 1 nam eqemenre ckyna M(p, f;y, H) X M(y,z; H)

3a Hekn XaMmiIToHOB 1yT y uuju je Maciaosmes nnaekce uy(y) = uy(z) + 1. O

Anasoran cTaB IOCTOJH W Yy CJIy4Yajy ONHCUBAIbA T'PAHHUIE MHOIOCTPYKOCTH

M(z, H;p, f).

Cras 2.4. Hexa je g eenepuura Pumanosa mempura u J 2enepuyra ckopo KomMnaek-
cra cmpykmypa. Axo je my(p) = pn(z) + 3 dim N mada je M(z, H; p, f) wonauan
ckyn. Axo je mys(p) = pn(z) + % dim N — 1 mada je M(x, H;p, f) muozocmpyrocm
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dumensuje 1 wujy 2paHuLy Moscemo 0a onuuemo Ha caedehu Hawu

OM(z,H;p, f) = U Mz, Hsq, ) x M(q,p; f)

my(g)=my(p)+11
U U My H) x My, Hip, f).
pn (y) =y (z)—1
Cana hemo pedpunucaru Buire mOMONHUX MO/IYJICKAX ITPOCTOPa Koju he HaMm Outn
neonxoauu y [iapu 3. Couunu nmpocropu cy Beli onucanu y [60].
Heka je R > 0 ¢dukcupan 6poj. 3a p u ¢, jBe KpuTudHe Tadke dyHKImje f

neuHUIITEMO

( )

- (—00,0] = N, 74 : [0,+00) = N,
w:Rx [0,1] — T*M,

D = _Vf(ye),

Qu  J(% — X,am(u)) =0,

M )y 4 7H = — U > 2.14
r(P, ¢ [ H) = § (7= 74, 0) E(u) < 1oo. (2.14)
’7—<_OO> =D, ’7+(+OO) =q,
u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,
\ u(£oo,t) = v+(0) )
rie je og : R — [0, 1] mnatka dynknmja 3a Kojy BaxKn
1, |s| <R,
or(s) = (2.15)
0, |s|]>R+1.

JedpunumemMo u MOIYJICKH TPOCTOP

Mp.q, f; H) = {(R.v-. 74 u) | (7=, 74+,u) € Mg(p,q, f; H), R> Ro}, (2.16)

(Bugern Couxy 13).

3a remepmuku m3bop mapamerapa M(p,q, f; H) je MHOTOCTPYKOCT ANMEH3Hje
jeran ako je mg(p) = my(g) ¥ MHOTOCTPYKOCT AHMEH3Hje Hysua ako je my(p) =
my(q) — 1.

Caga hemo ommcarn TOHOOMKY rpanuiy Mmuorocrpykocru M(p,q, fiH) y
caydajy KaJia je Ta MHOTOCTPYKOCT JuMeH3Huje jefan. Kama rog KazkeMo TOIOJIONIKA
IpaHnIia TOIPa3yMeBa Ce Ja je TO Y CMUCAY KOHBEPreHIInje Kojy ¢Mo AedUHUCAIA Y

[Tornasspy 1.5.

Cras 2.5. Hexa cy p u q kpumuune mauke pyrurxuyuje f ucmoz Mopcosoz underca,

k = ms(p) = ms(q). Tada monoaowsa epanuya mmnozocmpyxocmu M(p,q, f; H)
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Cauka 13: Mg(p,q, f; H)

uUMa 00AUK

OM(p,q. f; H) =Mg,(p.q. f1 H) U U M) x M(r.q f; H)

my(r)=k—1

U U M., fiH) x M(r,q; f)

my(r)=k+1

U U M(p, fra, H) x M(z,H;q, f).

un (z)+dim N/2=k

Jokas. Heka je (R,,Y",77,u,) HU3 13 Momynckor npocropa M(p,q, f; H). Tana
oBaj Hu3 wau Wh?—koHseprupa Ka eJeMeHTY U3 HCTOI MOJYJICKOI 11POCTOPa WJIH

jenno on ciaenehux TBphema BaxKu.

(1) Ilocroju mognms R,, Takas ga R, — Ry n (7%, ~}* u,, ) KoHBeprupa xa

enementy (v_,vy,u) € Mg, (p,q, f; H).

(2) Iocroju momuus ox (R,,7",7}, u,) KOjI KOHBEPIHpa Ka pPa3IOM/bEHOM eJle-
menty y M(p,r; f) x M(r,q, f; H). Tlomuus (7%, u,,) xouseprupa y W2

TomoJIornju a y'* Kouseprupa caabo.

(3) TMocroju  moOmHW3 KOju KOHBEPTHUpPA Ka  pA3JOM/BEHOM  €JIeMEHTY Y
M(p,r, f; H) x M(r,q; f) (cayuaj comdan cayuajy Koju je ommcan y

(2)).

(4) Tlocroju nopnus rakas ga R, — +oo u (7", 71*, u,, ) kouseprupa ciabo xa

paziomsbenoMm ernementy u3 M(p, f;x, H) x M(x, H;q, ).

Hauwme, ako je am3 R, orpaHumueH Taja MoOxKeMo Ja HaheMo KOMIAKTaH cKym K
rakas Ja je {R,} C K. Qamuiujy GyHKIHja pr MOxKeMO omabpaTh Tako ja Oyje
HernpekuaHa 1m0 1R, ma cBe npornene y Crasy 2.3 Baxke yaudopmuo o R € K. Cang-

HEM pe3onoBambeM kao y Crasy 2.3 MoKeMO Ja 3aKk/byuumo ja nus (77,7}, uy,) uma
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I0/IHI3 KOju KOHBEPIrupa JokaaHo yuudopmuo. Axo (R,, 7", 7}, u,) He KOHBeprupa
Ka enementy us M(p,q, f; H), tata R, — Ro wm R, — R > Ry (ca R, 03-
HAYABAMO M LOAHU3). Y mpBoM caydajy (7,7}, u,) kouseprupa y Wh? rononoruju
a 'y apyrom cay4uajy (Y,7},u,) KOHBeprupa Ka pa3joM/beHOM ejeMeHTy. Kaxko je
M(p,q, f; H) nuvensuje jenam, enement (Y, 4™, u,) MOzKe Ja ce paciajiHe camo je/I-
oM. [lo pacnaja Mozxe Ja jiohe Ha TpajekTopujama y" WK Y} aad He U Ha TPally.
Hwu3 u,, He Mmozke j1a KOHBEPIUpa Ka pa3jioM/beHOj Tpaln. Tpaka u, je meprtypboBaHO
xoJ0MopdHa Ha KOMIAKTHOM ety [—R,, R,] X [0,1] u ona Ty kKouseprupa. Ako ce
pacmaj Jecu Ha Jey rje Hemamo mneprypbarmjy (Ha xomoMopdHOM aety) 1o6ujemo

HOBY TPaKy Koja je pelierme CUcTeMa

viR % [0,1] = T*M,

ov ov __

S+ Jg =0,

v(R x {0}) C onr, v(R x {1}) C V*N.
Panuje cMO Busie/In j1a Cy CBa Pellemha OBAKBOI CHUCTeMa KOHCTaHTHA. Jlakje, u, He
MOZKe JIa Ce PACIajHe HU Ha XOJIOMODPMHOM mery.

Ha oBaj HaumH cMO ommcaJ m mpBa TPH caydaja. deTBPTH CJIydaj ce JenraBa ako

je R, meorpanuuen Hu3. I3aBojuhemo noguus R, — +o0o. Tpake
u, (s,t) = u,(s — Ry — Ro — 1,t), u}(s,t) :=u,(s+ R, + Ry + 1,t),

KOHBEPIUPajy JIOKAJIHO YHH(MOPMHO Ca CBUM CBOJUM H3BOJMMA Ka HEKUM TpaKaMa

u” mu'. OBe Tpake Cy pemema CHCTeMA

T (= X,z (u¥) =0,

uF (R x {0}) C o, v (R x {1}) C v*N,
wt(Foo, 1) = o),

u® (00,t) = v1(0).

TpajekTopuje 7! He MOry Ja ce pacHalHy jep CYy p U ¢ KDUTHYHe Tadke HUCTOT
MopcoBor unjieKkca 11a OHe KOHBEPTUPA]y Ka HEKUM TPAjeKTOPUjaMa, Y.

OOpHyTO, 38 CBaKH PA3JIOM/BEHH €JIeMEHT OOJIMKA,

o (V7 74,u) € M(p,ri f) x M(r,q, f H),

o (V- v u,y) € M(p,r, f H) x M(r,q; f),

o (V1. u1, V2, u2) € M(p, fi2, H) x M(z, H, J;q, f.9),

nocroju mm3 w3 M(p,q, f; H) xoju crabo Komseprmpa Ka oarosapajyhiem o6-
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Cauka 14: Mogyncku npocrop M. (x,y, H; f)

jekty. /loka3 oBe demeHuIe je 3acHoBaH Ha TeopeMHu O UMILIMIMTHO] (PYHKIIUJH U

TeXHUKaMa TTpe/I-JIeN/berba 1 Jelybema (CBu aetabu ce mory Hahy y [1] m [59]). O

Cana medunHIIEMO jOIT jeJJaH MOIYJICKH IIPOCTOP KOoju Opoju 0bjeKTe KOMOUHO-
BaHOI' THIIA, CAMO CaJa CIajamMo JBa XaMHUJITOHOBa mmyTta x u y. Heka je € > 0

dukcupano. ledbunnmumo ckyn

( )

ugs : R x [0,1] — T*M,

. [—e,e] = N,
(% — X, (0s) = O,
My, 1 f) = 4 (uus,7) E(: | ff@g - (217)

u+(s,0) € opr,us(s, 1) € v*N,s € R,
u—(=00,1) = x(t), uy (+00,1) = y(1),
\ uz(+ )—7(3F6) )

(Bumern Cauky 14) u napaMeTpru30BaHy Bep3Ujy TOT CKyIa
M(z,y, H; ) = {(e,u,up, ) | (usuy,v) € Mo(z,y, H; f), € € [eo, e1]}, (2.18)

pU YeMy Cy €g U €1 pUKCUpanu mo3uTuBHE OpojeBu. buhe nam norpedua jor jepna

napameTpu3oBana Bep3uja muorocrpykoctu M.. Heka je

M(z,y, H; f) = {(5,u_,u+,7) | (u_,uy,y) € M(z,y, H; f), € > 50}. (2.19)

Ako MacoB/beBH HHIEKCH yTeBa T U Y 33I0BObABA]Y jeIHAKOCT

pn(y) = pn(z) +1
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raja je M(x,y, H; f) MHOrOCTPYKOCT juMeH3uje Hyaa. Y CAydajy Ja BarKu

pn(y) = pn(z)

M(x,y,H; f) je MHOrOCTPYKOCT JMMEH3HUje jejaH dujy TPAHUIy MOXKEMO Jia

OIIMIIIEMO Ha cjedehyn Ha4YWH.

CraB 2.6. Hexa cy x u y dea Xamuamonosa nyma ucmoz Maciosmesoz underca,

pun(x) = pn(y). Tonosowra epanuya mruozocmpyrocmu M(x,y, H; f) je obauka

OM(z,y, H; f) =M, (z,y, H; f) U M (z,y,H; f)

U U M(z,z; H) x M(z,y,H; [)
i (2)=pn (2)—1
U U Mz H f) x Mz, H).

pn (2)=pN (z)+1

Hoxas. Ilocmarpamo nu3 (g, u”, u},v,) € M(x,y, H; f) koju Hema KoHBepreHTan
nopuuz y Wh2—rononoruju. Kaxo je Hus €, orpanuyen cse oneHe 3a u'l, 7y, Baze
yuaudopmuo no ¢ (Bugern Cras 2.3). Jlakre mmsosu u”,u’} u 7, KOHBEPrupajy
JIOKAJIHO YHHGMOPMHO H eleMeHT (u™,ull,7,) MOXKe Ja ce PaclajHe caMo jeJHOM
(360or HayMHA Ha Koju cMO omabpasu aumensuje). Jlomenu TpajekTopuja 7y, Cy
OTpaHUYEHH TA 7y, HE MOXKe Ja ce pacuajne. Tako Ja Kao I'PAHUYHY BPEIHOCT

Hu3a exemenara u3z M(z,y, H; f) moxkemo na mobujemo meku o caenehux objekara

(1) Tocroju momHu3 Koju KoHBeprupa Ka emementy u3z M. (z,y, H; f) wnmm

M., (z,y, H; f).

(2) Mocroju nomumu3 Koju caabo KoHBeprupa ka ejementy ckyna M(x,z; H) X

M(z,y, H; f).

(3) IMocroju noguus Koju caabo KoHBeprupa Ka ejgemenrty ckyna M(x, z, H; f) x

M(z,y; H).
O

Buhe mam moTpeban m ommc rpamune muorocrpykoctn M(z,y, H; f). doxas

cneneher craBa camdan je gmokasy Crasa 2.5.

Cras 2.7. Hexa cy x u y dsa Xamuamonosa nyma ucmoez Macaosmesoz underca,

78



pn(r) = pn(y). Tonorowsa eparuya mrozocmpykocmu M(x,y, H; f) je obauka

OM(z,y, H; f) =M, (2, y, H; f)

U U Mz H) x M(z,y, H: f)
i (2)=p ()1

U U Mz Hif) x M(z,y; H)
pn(2)=pN (z)+1

my(p)=pn (x)+dim N/2

Caza hemo pedunICATH MOZYICKE IpocTop camdan mpoctopy M(p, q, f; H), je-
JINHA, Pa3/IMKa je IMTO XOJOMOPdHE Tpake Koje MOCMATPaMO HUCY epTypOOBaHe
jennuM ukcupanuM Xamuatonujanom H Beh memom dammimjom XaMHITOHHU-
jama. Ilpenmsuuje, Heka je Hy, 0 < 6 < 1, xoMoTOnHja BpPeMEHCKH 3aBHCHHX
XammiToHoBux (PyHKIIHja KOja MoBe3yje jBa pukcupana Xamuaronnjana Hy n H;.

Hedunutemo

M(p,q, f; Hs) = {(6, 7=, v, u) | (v=, V4. u) € Mpy(p,q, f; Hs), 0 <6 < 1}. (2.20)

Jumensuja oe MHOroCTpyKoCTH je m(p) —my(q) +1 1 TOIOJIONUIKY I'DAHUILY OLUCY-

jeMo y caeneheM craBy.

CraB 2.8. Hexa cy p u q xpumuune mauke Mopcose dynxuyuje f ucmoz Mopcosoz
undexca, k = myg(p) = mys(q). Tonosowra eparuya mrozocmpyrocmu Jumensuje

jedan, M(p, q. ; Hs), je o6aura

am(pchfaHJ) :MRo(p7qvf;H0) U MRo(paQ7f;Hl)
U U M f) x Mr,g, f; Hy)

my(r)=k—1

U J M. £ Hs) x M(rq; ).

my(r)=k+1
Joxas. Hoxas je ctmaan noka3y Crasa 2.5. O]

Y nedunucamy J0CaIAIIBUX MOIYJICKHX IIPOCTOPA YBEK CMO KOPUCTHIN jeTHY
dukcupany MopcoBy dyuknujy f. [lorpebro je ma Bapupamo u 0Baj Imapamerap,
O/IHOCHO /13, IIOCMaTPaMo IIPocTope Koju 3aBuce o1 dpamminje MopcoBux pyHKIH]A.
Jledurncahemo npernusnuje Te XOMOTOIIH]E.

Heka je (f§§,H§§)7 0 < § < 1, xomoronuja Koja mosesyje (f, H*) 3a § =0n

(fo, HP)3a 0 = 1. Onze je n f¥ xomoronmja koja mosesyje e Mopcose dynkmje
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fom fP
fa7 SS_T_17

for =
P, s>-T.

Couano, Hs‘ﬁ je xoMoronuja Koja mnosesyje japa Xamuiaronujana H® u HP

s<T,

HP = ’
HP s>T+1.

Xomoronujy ( fa’B H{ oB 5) hemo omabparm Tako je 3a 0 U S HOBO/BHO Majle (Besnke)

BPE/IHOCTH, fs,a jeanako f¢ (Hzf jesnako HP). Ha mcrn maunn omabepemo Xo-

Moronujy PumanoBux mMerpuka Ha N W CKOpO KOMILIEKCHUX CTPYKTypa Ha 1M,

(55,J 5). Heka je

v (—00,0] = N,

u:Rx[0,1] = T*M,
7=V f2 (1)),

Qut J“5<3“ X o (u) =0,
M(p®, £2552° HI5) = < (0,7,u) | B(u) < +oo, . (2:21)

s,1) € v*N,s € R,

L v

umemnsuja ose muorocTpykoctu je myo(p®) — (un(2”) + 3dimN) + 1. Muno-

rOCTPYKOCTH
( v : (—00,0] = N, )
u:Rx[0,1] - T*M,
&=V, fF(1(s)),
?;:HW“ Xytpe(u)) =0,
M(p®, fo%: 27 HP) = ¢ (v,u) | B(u) < +oo, ,
Y(=00) = p%,
u(s,0) € on,u(s,1) € v*N,s € R,

(s,
u(+o00,t) = 2P (),
( 7(0) = u(—o0) )
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v :(=00,0] = N,

w:R % [0,1] = T*M,
=Vl

% Jgﬁ(au X+HO‘5( )) =0,
M(p®, 2% HYP) = 4 (7,u) | B(u) < +o0, o (2.22)

(

u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,
( t
(

\ Y

Cy JIeJIOBH T'DAaHUIIe OM (p, fes o o8 H s 5) KOja je y MOTIYHOCTH OMHUCaHa y caemehem

CTaBY.

CraB 2.9. Hexa je p® wpumuuna mauka Mopcose gynwuyuje & u z2° Xamuasmonoe
nym Xamuaimonujana HP maxo da sasrcu mya(p®) = pn (2P) + %dim N. I'panuya

MHO20CMPYKOCTU OUMENH3U]E jedan, M\(pa, fsof?; 2”, Hzf), je obauka

( faﬁ 3 Haﬂ) (pa,ffﬂ;IB,HB) U M(pa,fa§xB’Hgﬁ)

U U MO ¢ 1) < Ml 135527, H)
mya(q®)=mya(p®)—1
- U MO 57 HEY) < My 2% 1),

pn (y?)=pn (2#)+1

Aoxas. Jokas je cmmaan noka3y Crasa 2.3 u Crasa 2.5. [

2.4 XosgomopdHe MAaHTAJOHE Ca KOHOPMAJIHUM T'PAHUIHUM

yCJIOBUMA

Heka je ¥ PumanoBa moBpII ca I'PaHUIIOM KOjV jJe(UHHIIEMO Ko JTUCjYHKTHY YHH]Y
R x [-1,0] LR x [0, 1]

npu demy uaentudukyjemo (s,07) ~ (s,07) 3a s > 0 (Bugern Couky 15). Jdobujena

noBpin X je PumanoBa moBpir 4nja je yHyTPaIimboCcT

Imt(2) = R x (—1,1) \ (—o0,0] x {0}.
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2

E+

Xy

Comka 15: Pumanosa mospr X

Kommuekcua crpykrypa Ha Int(X) je gara wakiaysujom y C, (s,t) — s + it. Xouo-

mopdHe koopannare y Tauku (0,0) mare cy mpecanKaBambeM
{C€C|Re(20,[¢] <1} =%, (=

koje rparuiy {Re( =0, |¢| < 1} cauka y geo rpanute (—1,0] x {0~,07}. T'pannna

HOBPIINA Y UMa TPH KOMIIOHEHTE
R x {_1}7 R x {1}7 (_0070] X {0_7O+}'

[Tocmarpahemo mpeciukaBama Koja PumanoBy mosprn X caukajy y 17 M.
OBakBa TpecJUKaBama heMo Ha3WBaTU W MaHTaToHaMa. llanTamone 3a10BObaBAjy
neprypbosany Komu-PumanoBy jennauuny. lleprypbanuja na ogrosapajyhum Kpa-
jeBnMa (acHMITOTCKY KpajeBr KOjH Cy HAJIMK TpakaMma) je 33/aTa XaMUJITOHHjaHIMa
H;,H; nw H'. Osa neprypbanuja ce mIarko CIOyIITa 0 HyJe W HA KOMIIAKTHOM
JleJTy TIAHTAJIOHA (KOjH caIpzKu pacien u3Mely 1Be HoraBuile) NMpecTUKABAE 3a10-
Bo/baBa Heneprypbosany Komu-PumanoBy jeanaumny. Ha acumnrorckum kpaje-
BUMa MUMaMoO 3ajare Koopjunare (s,t) na Komu-PumanoBy jejnaduny mMozkeMo Jia
U3Pa3uMo y KOODIMHATAMA, TOK Ha KOMITAKTHOM JIeJTy HeMaMo 3a/1aTe JIOKAJTHe KOOP-
mmrare. Ty je mpecnKaBame OMACAHO Kao HysIa omepartopa 0. I'paHnia maHTaIoHa
ce cauka Ha Jlarpamzkere mojaMmHOTOCTpykKocT o)y U V*N Koje ce ceky umcro. Ha
pacrienry u3Mehy HoraBuna nMaMo npesias ca jeane Jlarpankese MOIMHOTOCTPYKOCTH
Ha JpyTy (X0710MOpdhHA IpecuKaBamba ¢a CIUTHAM IPAHUYHUM YCJIOBAMA CY Pa3Ma-
rpana y [21] u [3]). Ckyn onmucanux npecinkabama (y3 gogarHe ycaose) HhopMupajy
MHOT'OCTPYKOCT K0jy hemo caja mpenusno aeduHucaTH.

Osunaunliemo ca X7, X5, X1 apa ,ona3na’ u jenad ,0/41a30u” Kpaj TOBPIIH Y.

Osu kpajesu cy gedunucanm momohy x0J10MOPMHUX yTamama

¥, (—00,0] x [0,1] = X, 7 € {1,2},
U 1 [0,+00) x [0,1] = 3,
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KaoO IbUXO0BE CJIHKE

S5 = u; (00,01 x [0,1]).7 € {1,2}
T =47([0, +00) x [0,1]).
IIpeocTaje Ham KoMIakTaH Jeo PUMaHOBe MOBPITH

=3\ (S uZ; uxsh).

3a Xamuaronose nyrese x; € CF.(H; ), i€ {1,2} mwa™ € CF,(H") nedunumemo

MO/IYJICKH HPOCTOP

w:x—IT*M
ou; ou; _
8; _'_J( 6; _XpR(s)Hi(’L))_Ou _uow'L?/Le{l 2}
85: (M_ RH+< )) =0, u+:uo¢+,
3 _ 0
Mar a5 at) = 0s(u) = —I—J =0, u’ = u|xo,

u(s,—l) € o, U ( s,1) e v*N, s € R,
u(s,0—) € v*N,u(s,0+) € oy, s <0,
u; (—oo,t) =x; (t), 1 € {1,2},
ut(4o00,t) =zt (1).

(2.23)

Kopucruhemo oznaxy

3a neprypbosany Kommm-PuMmanoBy jejHaunny Kojy mocMaTpamo
Qui 4o g2 X 0, 1,2
W_l_ (T_ pr(s)H ( )) U —UO’l?bl,'Le{ }

’L
6u+ (6u+ . pRH+( )) 0, u+ — UOZDJF,

au oud _
ngJW—O,u = uxpo.

8a remepwuku u300p XaMHWJITOHWjaHA ¥ CKOPO KOMILJIEKCHE CTPYKType
Mz, z5;2%) je MHOrOCTPYKOCT KOHAYHE JUMEH3Hje. IInbs nam je zga
Mz, z5;2%) BuauMo Kao peryiapHy Hysy oarosapajyher ®@peaxoMoBOr mpec-
qukaBama. Caja hemo jpatu jiera/be @pepaxoaMoBe aHaM3e Koja JIMHEAPU3AIU]Y
npecanKaBama O s, omucyje kao Ppenxonmos oneparop. Jla dbucmo mocTuran pery-
JIApPHOCT oAroBapajyhux objekara momycTuheMo 1a CKOPO KOMILTIEKCHA CTPYKTypa J

3aBUCH OJT TadaKa y 2.
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2.4.1 ®PpenxosMoOBa aHAJIN3A HA MAaHTAJIOHAMA

Heka je p > 2. /lepunuimmumo upocrop npecjimkaBamba

(w e WL, T M),
(3T > 0)(3& € WhHP((—o0, —T] x [0,1], (z; )*T(T*M))
(3T € WHP([T, +00) x [0,1], (z7)*T(T*M))
u; (s,t) = e$px;(t)§i_(s,t),s < -T,1€{l,2},
PhP(zy, 25 27) = ut(s,t) = exprn€t(st),s > T,
u(s,—1) € oy, u(s, 1) € v*N, s € R,
u(s,07) € v*N,u(s,0%) € oy, s <0,
Sli)mooui_(s,t) =ux; (t), i € {1,2},

lim u®(s,t) =a"(t).
s§——+00

(2.25)
PLr(z), x5 ;07) je Bamaxosa MHOrOCTPYKOCT Ha KOjoj ce Kapre jgobujajy momohy

eKCIOHeHIINjaIHOT IpecauKaBamba. 3a u € PYP Baykn
T, PYP(xy, a5 2h) = WP (u*T(T*M)),
IpH deMy Ha JeCHOj cTpaHH UMaMo ckyn W1P-cedema BEKTOPCKOT paciojema
uwT(T*M) — %
ca JlarpanzkeBuM rpaHUYHUM YCJIOBUMA

£ e WP (u*T(T*M)),
WP (W T(T*M)) = &(s,—1) € Touis—1y01, €(5,1) € Tysyv* N, s € R,
5(8,0_) € Tu(&o—)V*N, f(s,OJ“) S Tu(s,0+)0M7 s < 0.
Omneparop 0 J,H MOYKeMO Jla BUJIMMO Kao cederbe bamaxosor paciojema
E— P(xy,a5;27),

gnja je ¢pubpa Hag u € PP

& = LP(W*T(T*M)).
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Onepatop 0 s je PpenxonmMoBo nmpecankasame. JInneapmusaimja omneparopa y me-

roBOj HYJIU U je 0DJIuKa

— 0
BW§ i= DDyu(w)§ = Vo€ +J Vou & + Vel 77 = VelJ X (w).

D pexX0JIMOBOCT OMEPATOPA CJIEIN U3 JIOKAJTHAX EUNTHIKIX MPOTEHA W ACUMIITOT-
* 1 * 1

CKOT ToHaImama (mpecenu v*N N ¢H;(0M) 1 V"N N ¢y (0on) €y TpancBep3asIHm).

Cmmaro kao y @penxoaMoBoj anaamsu 3a JlarpanxkeBy @iIopoBy XOMOJIOTH]Y, TOC-

MaTpaMO CKyI CKOPO KOMILIEKCHUX CTpyKTypa Ha 1T*M, [J, Koje cy napaMerpuso-

BaHE TAYKAMa U3 2.

J={J:% > jY.

Cxyn J he mam OUTH CKyn mapamMeTapa Koje Bapupamo y MUy Ja HyJIa TOCTaHe

peryJjiapHa BpeJHOCT IpecanKaBamba

f:Pl’p(xl_,xQ_;x+) xJ =€,
(U, J) HE‘]’H(U/).

[locTojalie remepuury ckyn J,., C J Takas na je F, ,Ha” 3a cBako J € e
eg L9 eg

To nasbe 3Ha4M g2 je 3a CBAKO J € Jrey

- =-1
M(zy,z5;2%) = aJ,H(O)
MHOTOCTPYKOCT 4YHUjy JUMEH3HU]y Jjodujamo u3 uHjekca PpeaxoMoBOr onepaTopa

Dy
dim M(zy, 25 ;2%) = Ind 9, 4.

Komnakraoct ckyna pemiera jeanaunse (2.24) y CP° rononoruju ciaenu u3 Jleme
6.1, Crasa 6.2 y [3] u unrbeHuIE A He TIOCTOje HETPUBUJATHI XOJIOMOPGhHHI JTUCKOBH
ca TpaHAIOM Ha oy U Y*N. 3ampapo, Kaja HCIUTYjeMO KOMIAKTHOCT TPOCTOPA
pelema, He MoCToju pasanka m3Mely Tpaka ca CKOKOBUMA Ha rpaHunyu (Koje pas-
maTpajy AGonmannoso u Ilsap y [3]) u HAIIMX MPAHUYHEX YCJIOBA €4 CKOKOM Ha
pacieny u3mehy Horasuna. HenpekujgHO HpO/yzKere y TauKd [JIe Ce JIEIaBa CKOK
caenu u3 Crasa 6.5 y [3]. Kako je N KoMmakTHA MOJAMHOTOCTPYKOCT HU3 HAHTAIOHA
MOZKE JIa Ce PaclaHe caMo Ha aCHMITOTCKAM KPajeBUMa M TO Ha MAHTAJIOHE ILIYC

neprypbosana xosoMmopdna Tpaka Ha ofrosapajyhiem kpajy (Couka 16).
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Couka 16: I'panuna muorocrpykocta M(xy, x5 ;x™)

3aTo, rpaHnia MHOTOCTPYKOCTH JuMensuje jenan M(xy, z,;x1) je yuuja

OM(ay,z550") = ) M,y HD) x M(yp,a3;27)
yy €CF(Hy)
U Mg,y Hy) x M(ar,yy527) (2.26)
Yy ECFi(Hy )
U Mz, 2y5yT) x Myt ot HY).
yTeCF(HT)

AprymenTn Jien/bema y 0BOj CUTYalUju Cy CJUYHE aPIyMEHTUMA KOjU Ce jaB/bajy
y [100] unm [34]. Ilpen-iemberbe auHeapu3oBaHnx DpepxoaMOBHX ONEPATOpPA U
MOCTOjathe TATHOT perrerha Kormu-PuMmaHoBe jenatunae y OJM3WHN 3aJIell/beHe TpaKe

M IAHTAJIOHA Jajy MHKJIY3ujy aecue crpaue (2.26) y ckyn OM(x], x5 ;a™).

2.4.2 PauyHame AuUMEH3H1je MHOTOCTPYKOCTH IIAHTAJIOHA

Y oBoM noriaB/by hemo u3padyHaTu JTUMEH3Hj]y MHOTOCTPYKOCTH
- =
M(xl y Lo 3 & )

Kojy cMmo pedunucann y (2.23). Beh cmo ncrakin na je amMeH3nja Te MHOTOCTPYKO-
CTH je/[HAKA MHIEKCY Omeparopa O J.i- VInpexkc osor oneparopa hemo nahu Jsensbe-
meM PpeIXoIMOBUX OIIepaTOpa KOjU 3a1ajy MOJIy-TpaKe ca oAroBapajyhuM rpanmnd-
HUM YCJIOBHMA, KOje Ha jeJJHOM Kpajy KOHBEPrupajy Ka XaMUJITOHOBHM IIyTEeBHUMA.
Nugekc TakBUX orneparopa 3HaAMO a TaKohe je 1mo3HaTo jia ce MPH JIeI/bemhy olepa-
TOpa HBUXOBU UHJIeKcH cabupajy. OBa uzeja ce kopucru y [101], kKaga ayTop pauyHa

JUMeH3Hje MOYJICKUX ITPOCTOpa Koju cajipzke PuMaHOBe TOBPIIIN ca TPU aCHMIITOT-
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cKa Kpaja Koju Jimde Ha nuarHape. Kako je auMeH3nja mosry-kana mosHarta (BUgeTH
dbycHory Ha crpanu 61), Jerbermem OpeIXoIMOBIAX HHIEKCA, JUPEKTHO je J00ujeHa
TpaykeHa JTUMeH3Hja.

OsnraunmMo ca F omeparop Koju mo0HjeMO Kaja PecTpHUKYjeMo J 3a jeaHy Bpej-

HOCT CKOPO KOMILIEKCHE CTPYKTYPe J € Jreg
F=Fl;:P(zy,z5;2%) = &

Caza hemo onmcaTs IpocTOp pelemna MoIy-Tpaka Koje JerMo Ha nantaaone. Heka
je
(uw:R x[0,1] = T*M,
E(u) < 400,
Moy, Hy) = G+ (5 — X (u) =0,
u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,
[ u(+00,t) =z (1)

MPOCTOP periemha MoJdy-Tpaka Koje ¢e Vv Kpajy —oo0 CKYIJ/hajy V TauyKy a Ha Kpajy
-+00 KOHBEPrupajy Ka XaMujITOHOBOM myTy ;. OBaj MOJYJICKH IIPOCTOP MOZKEMO Jia
BUJINMO KO PEryJIapHy BPEJHOCT (3a HEKY BPETHOCT CKOPO KOMILTIEKCHE CTPYKTYPe)
olreparopa

Fy P (a7) = &7,

npu wemy ce PYP(z7) w £ medunnmy cimuno xao PYP(xy,xy:a) u €. Ba-
HAXOB MPOCTOP pLr (x7) he Ouru jemnax ckyiy I/Vl];)f npecinKaBama, C€a OJro-
BapajyhiuM rpaHUYIHEM YCJIOBHMA, KOja €KCIIOHEHITHjATHO KOHBEPIUPajy Ka T Kala
s = 400. & he durn ToTanHu npocTop banaxoBor paciojema uuja je dpubdpa jes-
HaKa CKyIy IpecjuKaBama Koje 1ooujemo Kajga Komu-Pumanos oneparop aeiyje na

w e P (x7). Ha ucru naunn gedunnmemo OpeaxonMoB OIepaTop
Fy i PP (z5) = &,

KOJH OIIUCYje MTPOCTOP HOJIy-TpaKa Koje Yy Kpajy +00 KOHBeprupajy kKa z, . Vnjaekcn

OBHX OllepaTopa cy mo3natu (Buaern [3]) u jeanaku cy
, I _
ind F; :§d1mN—uN(xi ).

Popwmyay cmo Beh Kopuctman y goka3y Crapa 2.2.
Buhe nam norpedan u oneparop Koju onucyje mpocTop Hojay-Tpaka Koje y Kpajy

—00 KOHBEPrupajy Ka HeKOM XaMHJATOHOBOM IyTy. [Ipenmsnuje, 3a XaMHUJITOHOB
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dlm = —dlmN uy(xp)
dim = —dlmN + (™)

OM /// // & /// // // R HEHMHDE , .
04%%”1%%%/// §§JM ’

dlm =?

1
dim = EdimN —uy(xz) d1m =?
Cnuka 17: Jlembeme mory-Tpaka Ha TaHTATIOHE

nyr 7 Xamuaronnjana H' nedwnuimemMo MOLyICKH MTPOCTOP

(w:Rx[0,1] = T*M,

E( ) < 400,

Mt ) = 24 (2 = X,y (w) =0,

( 0) € opr,u(s, 1) € v*N, s € R,
(t).

[ u(—o0,t) =t

On he 6uTtn perynapua nysiaa OpeaxoJMOBOT OlepaTopa
Ft. P}L’p(f) — &7,

. - 1 - -
Koju Jsesyje na Banaxos upocrop W, P upeciukabama Koja y —00 KPajy €KCIOHEH-
UjATHO KOHBeprupajy Ka x (t). CamdHO Kao M y MPeTXOJHUM ciaydajeBuma, £ je
TOTAJHA TPOCTOP uuja je pubpa ckyn oarosapajyhux mpeciaumkaBama u3 LP npoc-

topa. IHjekc oBor oneparopa je Takohe 1mO3HAT U jeJ[HAK je
: TR Y +
ind F :§d1mN—i-,uN(x ).

Kana sanenmumo oneparope F, F  Fy w Ft (Bugern [100] 3a neduununjy sen-

Jberba PPeIXoIMOBIX Oneparopa) J00HjeMO OlepaTop KOju 03HAYABAMO Ca
F#Fy #FEEFT. (2.27)

WNupekce osor oreparopa 6uhe jegnak WHIAEKCY oneparopa Koju 6poju xogaomopdHe
JIACKOBE Ca YeTUPHU CKOKA HA TPAHUIH Koja ce cauka y oy Uv* N (Bugeru Cauky 17).

Ha 6ucmo Harmim wHIeKe oneparopa (2.27) 3amenwhemo Tpu HOBa ornepartopa
KOoju he, HAKOH JIel/beiba, OPOjaTH MCTEe JUKOBE CAa YEeTHPHU CKOKA Ha T'PAHUIM KOja

ce cauka y oy U v*N. Tlpenusuuje, Heka cy matu Xamuiaronujauu H—, HT u Heka

88



je H xomoronnmja Koja ux cmaja. 3a Xammaronose mytese xt Xamuaronujana H=T

Je(bUHHAIIIEMO TPOCTOP IePTYpPOOBAHO XOJOMOPMHUX Tpaka Koje MMajy CKOK U Ha

rOpHEM U Ha JIOEEeM JIeJly I'DAHUIEe

Mz, H ;27 HT) =

((wiRx [0,1] = T*M,

E(u) < 400,

B (2 X)) =0,

u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N,s <0,
u(s,0) € v*N,u(s,1) € opr, s >0,
u(—o00,t) = 7 (t), u(4o0,t) = x*(¢).

\

OBaj moaysicku npocrop he 6urn mysna PpegxoMOBOr Oneparopa

re je

PLe(z~, 2t =

’

\

Toramuu nmpoctop £T

S P (z,at) = EF,

we WER x 0,1, T*M),

(3T > 0)(3FE& € WP((—o0,—T)] x [0,1], (x)*T(T*M))
(3T € WEP([T, +00) x [0, 1], (a7)*T(T*M))
u”(s,t) = exp,- & (s,t),s < =T,
ut(s,t) = exprrét(s,t),s > T,

u(s,0) € opr,u(s, 1) € v*N, s <0,

u(s,0) € v*N,u(s,1) € opr, s >0,

limoou(s,t) =z (t),

S—r

lim wu(s,t) =" (t).

s——+00

nMa hubpy

EF = LP(w'T(T"M)).

u

Unaeke oneparopa S (oanocHo aumensuja muorocrpykocru M(z—, H ;% HT)) je

MO3HAT U jeTHAK je

ind S = uy(z”) — puy(z*) — dim M + dim N,

suyieTr [3] 3a jerasbe. O3nauumo ca S~ OpexoaMoB onepaTop

ST PY(zT) = &,
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dim = 2dmllf\)' un(x) dlm = EdimN + uy(x*)

\__*_N_ VN ___ VN~ = S
[ /////////[/_/_/4_ Tk J //// .

chm Uy (X)) —puy (x") - dim M + dim N dm1 2dim N — dim M

Cauka 18: Jlembeme moay-Tpaka Ha eIy Tpaky ca JIBa CKOKa

Koju 3ajaje MHOTOCTpYKOCT M, (2™, H™)

MmuorocTpykocT /\/l_(:ﬁ, H +) hemo BuIeTH Kao peryjgapHy HYJIy ollepaTopa
ST PP (at) = T

JlemwmnemeM oneparopa S, 5™ u ST (Bumeru Ciauky 18) mobujamo omeparop uuju je
WHJIEKC jeTHaK

ind(S7¢S4S") =ind S” +ind S +ind S7.

Omeparop S™#SES™ 6poju, kao u Fy tF, tFEF™, xonomopdre nuckoBe ca 4eTupn
CKOKa Ha T'PaHUIM Koja ce cauka y oy U v*N. V3jennavaBameM HUXOBUX HHIEKCA

3aK/ByUIyjeMo J1a je

1
ind FF = dim M(x],25;2") = puy(x]) + pn(zy) — pn(z™) + §dimN — dim M.

2.5 KombuHOBaHM 00jeKTHU Ca TAYHUM I'PAHUYHUM yCJIOBUMA

CBu 00jeKTH KOje OBJle TOCMaTpPaMO CMENITEHN Cy y KOTAHTeHTHO paciojeme 1™ M.
I'panune PumanoBux moBpiinu Koje KOPUCTUMO Y OBOM TOT/IaB/by Onhe cMmeriTene Ha
TavyHuM JlarpanzkeBuM MMOJMHOIOCTPYKOCTHMA. JeJHa TaKBa je HYJITO CeYerhe, 0).
Ocrane Taune JlarpankeBe TOJAMHOTOCTPYKOCTH CY 3alpaBo anpokcuMarmje 1 Koje
cmo aedpunucanu y [lornaspy 1.8. Kao n y Tom nornaspy, U C M he 6utu orBOpen
CKYTI ca miaTkoM rparutiom OU.

O0bjexkTn Koje medUHUIIEMO CIUYHU cy 00jeKTuMa Koje cMmo Jedunucanan y llo-
raBsby 2.3 ma heMo U30CTaBUTH TEXHUUKe JleTajbe y JTOKa3UMA.

Heka je f € F~ C C°°(M) u p xpurnyna tauka byHknmje f Koja ce Hama3u y
ckymy U. Heka je H : T*M x [0,1] — R XamunTonujan ca KOMIAKTHIM HOCAYEM.

U3 (1.35) cnenn na ceu Xamuaronosu nytesu & € CF(oy, Y : H, J) 3a10BosbaBajy
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9 =u(Rx {0})c 0,
¢=u(Rx{1PNcy

Cauka 19: Kombunosanu o6jekar M(p, x)

YCIIOB
x(1) ¢ omlov-

[Tocmarpahemo anpokcumanuje T Koje ce mokmanajy ca v* U BaH MaJje OKOJTUHE O
onlou (Tj. 10BOBHO Cy GM3Y HEraTHBHOT KOHOPMAJIHOT CKyTIa). 3a J0BOJEHO 100pe
anpokcumaryje T mozkemo pehn na csu Xamurronosu nyresu uz CFy(oy, Y 1 H, J)

UMajy UCTe TPAHUIHE YCJI0BE

x(0),2(1) € opy mmm  z(0) € oy, (1) € V*U. (2.28)

3a oBako ojabpaHy KPUTHYHY TAadyKy p U XaMHJITOHOB MyT X JedUHUIIEMO MHO-

roctpykoct (Buzgetu Couky 19)

M(p,x) = M(p, f,g;x, 00, L, H, J) =

v (=00,0] = U, u:Rx[0,1] = T*M, )
Y(s) = =V f(y(s)),

9 (98— X (1) = O,

(v, u) | E(u) < 400,

u(s,0) € opr, u(s, 1) € T, s € R,

Y(—00) = p, u(+00,1) = a(t),

L w0 =900 )

(2.29)

CraB 2.10. 3a 2enepuyku uzbop Pumanose mempuke g U CKOPO KOMNAEKCHE CMPYK-

mype J, ckyn M(p,x) je eaamra mnozocmpyrocm dumensuge mg(p) — pu(x).

Jokas. Osmaumvo ca D tpaky R x [0,1]. Heka je W) (D) xommaerupame Tan-
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rearror upocropa 1,C(D) ox

(D) = {u € C®(D,T*M) | w(R x {0}) C o, u(R x {1}) € T, u(-+00,t) = z(t)},
(2.30)

KOjH je jejaHak

n(s,t) € TyspnT™*M,
(R x {0}) C Tou,
n(R x {1}) eTT,
n(t, +o00) =

T,0%(D) = { € C*(D,TT*M) , (2.31)

y Cobo/beB/beBOj HOPMHE

s = { [ ol + 1900+ 1901 s
D

Opne je mapamerap r > 1. KoranrenTHO pac/ojeme HEje KOMIAKTHA MHO-
TOCTPYKOCT, ajiu 360T u360pa CKOpO KOMILTIEKCHE CTPYKType u3 ckyna (1.27), ciuka
cBaKe X0JI0OMOpHE TpaKe ca 0AroBapajynuM rpaHuIHUM yCJIOBHMA C€ HAJIA3KU Y KOM-
nakTHOM moackymny ox 1* M. Oaxso TBpheme cMo Beh KopucTuan y ciydajy Tpaka
ca KOHOPMAJIHUM IDAHMIHUM ycjoBuMa. A 3a jioka3 TBphema Koje Omucyje rpake
ca TAaYHUM TpAaHUYHUM yciaoBuma Bujeru Jlemy 2.1 y [87]. Baksbyuak je 1a MOKeMO
MPETIIOCTAaBUTH JIa Ce CBe JeIaBa y KOMITaKTHOM MoAcKyIy ox 1T *M. NV Tom ciaydajy
HOpMa || - ||y eKBHBaJEHTHA je HODMHU KOjy M06ujeMo 3a npyru n3bop KOHEeKCHje
uin Merpuke. Jlakie, TOmoaoruja MHIYKOBaHA OBOM HOPMOM je He3aBHCHA OJ H300-
pa MeTpuKe U KOHEKCHje.

natku o6jextu na D koje cmo gedunucanu y (2.30) u (2.31) ¢y 3ampaBo rrarku
Ha yHyTpammbocTu o1 D a menpekugan na D. Banaxos npoctop W' (D) naje mam

BanaxoBy MHOTOCTPYKOCT npeciukagama PL7 (D) nomoliy jeanaxoctu
T,P"" (D) = WL (D).

[Iparehin [58] GupamMo METPUKY ¢ TAKO Ja MEBACTY OKOJUHY 07 OU MOxKeMo 1a

UJIECHTUPUKYJEMO Ca TTPOU3BOIOM

THU) = U x (—1,1).
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Kako ce TT*M cumIijieKTUHYKH pa3Jjaze Ha JUPEKTaH 30up
TT*M|ryovy = T(T"(0U)) ® T(T*(-1,1)),

oBakaB n300p MeTPUKe ¢ jaje HaM pa3jarame BEPTUKAJIHOT U XOPU30HTAIHOT TTPOC-

TOpa
V = V(T M) = V((T*(0U)) & V(T*(~1,1)),

H = H(T*M) = H(T(0U)) & H(T*(—1,1)).

Heka je u : D — T* M pememe cucrema

D L J(% — X, () =0,
U(S,O) € owm, U(S, 1) € Ta s € Ra (232)
u(400,t) = z(t).

OzHaunMo qUMeH3ujy MHOTOCcTpyKocTH M ca n. PuKcupamMo TPUBHUjaTH3AINU]Y
O, " (TT*M) — [0,1] x C",
1 TPONIAPUMO je 0 TPUBHjATA3AIN]e
S, u (TT*M) - D x C",
Koja dyBa pasznarame omx 171" M
B, (H) =R", (V) = iR".
N360p meTpuke ¢ aaje HaMm u ciaeneha pasiarama

O, (V(T*(0U)) =iR™ ' x {0}, &, (V(T*(—1,1)) = {0} x iR,
O, (H(T*(0U)) = R"* x {0}, O, (H(T*(—1,1)) = {0} x R.

Onepatop 8J7pEH, nedpuHICAH ca

ou ou
aJ’pEH'U/ = E -+ J (E - XpRH(u)> )

MOZKEMO BHJIETH Kao cevuere ojrosapajyher Bekropekor paciojema nag P (D). Os-

HAIUMO ¢a L, HeroBy KOBapHjaHTHY JHHeapu3anujy y Tauku u. Oneparop (@, 1)* L,
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je Kommu-Pumanon omeparop O6JII/IKa -+ J5 9 ; + 1 koju nejcrByje Ha
We! = {n € W"(D,C") [ n(s,0) € R",n(s,1) € A™(s)},

e je
Aq)“(s) = (I)u(Tu(s,l)T)-

HacraBak mokaza nparu dogaraxk y [86]. 3aksbydyjemo ja je, 3a reHepuuKu

u3bop J, ckym pemtewa We(z, H) cuctema (2.32) riaTka MHOTOCTPYKOCT JTUMEH3Hje

—u(zx) + n.
Kao u panuje, W"(p, f) nam o3nadaBa HeCTaOMIHY MHOTOCTPYKOCT Tadke p. 3a

reHepudkyu u360p mapamerapa g u J mpecauKaBarbe
ev:Wep, f) x We(z, H) = U x U, (7,u) — (7(0), u(—00)),
je TpaHCcBep3aJIHO Ha AWjaroHasy Ia je
M(p,x) = ev 1 (A)
rJIaTKa MHOTOCTPYKOCT Komumensuje ny W (p, f) x W*(x, H). 3akbydyjemo

dim M(p, z) = ms(p) — p(z) +n —n =my(p) — p(x).

O

Craenehin cras maje omnc rpanune muorocrpykoctu M(p, x). Iogcerumo ce na
cMO MOJyJIcKH TpocTop M(p, ¢; f, g) HemapaMeTpru30BaHUX T'PAJUJEHTHUX TPajek-
ropuja byukmmje f: U — R nedunucamn y (1.1). Ckyn HemapamMeTpu3oBaHHX mep-
rypboBanux xosomopduux tpaka, M(x,y : oy, T; H, J), nebunncanu cmo y (1.37).

CraB 2.11. Cuedeha ceojemea sasice 3a 2eHepuqky usbop napamemapa:

(1) axo je ms(p) = pu(z) mada je mrozocmpyrocm M(p,x) Komnarmua u dumes-

uje HYyAa, 0aKAE KOHANGH CKYN MO4GKG,

(2) axo je my(p) = p(z) + 1 mada je M(p,x) muozocmpyrocm dumensuje jedan.

Iberna monoaowra epanuya je obaukxa

OM(p, ) = JM(p, ¢ f,9) x M(q,2) U JM(p,y) x M(y, 2 : ox, T; H, J).

q Y

IIpsa ynuja je ysema no ceum kpumuynum maukama q € Crit(f) Mopcosoe
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undexca mg(q) = mys(p) — 1 a dpyea yrnuja no ceum y € CF(on, Y : H, J) 3a
xoje eaocu pu(y) = p(x) + 1.

Joxas. Crap ce nokazyje kopumhemem Apunesa-Ackosnjese reopeme u ['pomoBsbeBe
TeopeMe 0 KOMIAKTHOCTH. MeXypoBd He MOry na ce mojase 360r TauHocTH hopMe
w ¥ 300T TPAHUYHHUX YCJI0Ba Ha Ta4yHoj Jlarpam:keBoj moaMuorocrpykoctu. 360p
Mopcose ¢pyuknuje f w3 Kjaace F~ KOHTPOJIHIIE HEITOCTO]JAE JTOJATHUX eIeMEeHaTa
y TOTOJIONIKO] TPAHUIM KOjU Toa3e o uu3a v,(0) = u,(—o00). He moxe mohiu mo

paciaja HI3a OBaKBHX Tadaka jep cy OHe m3osioBaHe o1 rpanune OU. O

Caza hemo omabparu Mopcosy byukunjy f u3z xiaace FH C C°(M) kojy cmo
nedurncann y (1.11). 3a 7 € CF,(oy, Y : H,J) aeduHAMEMO MOLYICKH TTPOCTOD

M(T,p) = M(T, 00, T, H, J;p, f,9) =
( w:R x[0,1] = T*M, v:[0,4+00) = U, )
5 +J (5 — X,om(w) =0,
Y(s) = =Vaf(1(s)), (2.33)

u(s,0) € opr, u(s, 1) €T, s € R,
u(—o0,t) =Z(t), y(+o00) = p,
L | oo =00) J

Kopucrehu ucre aprymente kao y nokady Crasa 2.10 MokeMO0 /12 3aK/by9UMO 12

je, 3a remepmuku u360p mapaMerapa g u J, ckyn M (T, p) MHOTOCTPYKOCT JTUMEH3HUje
dim M(Z, p) = pu(T) — my(p).

MHOroOCTPYKOCT je KOMIIAKTHA V AUMEH3UjH Hy/Ia. AKO je mbeHa IUMeH3Hja jeIHaKa

JeTMHUIIA OMHC TOMOJOIIKe TPAHHTIIE je AT ca

OM(z,p) = UM(f,E 2oar, T3 H, T) x M(5, p) Ul M(T, 0) x M(q, 5 £, 9). (2.34)

q

Caza hemo jgedunECaTH MOJIY/ICKE MPOCTOPE KOJU CY CJAMYHU IIPOCTOPHMA KOje
cvo pedunncamn y (2.14) u (2.16) (camo cama ymMecTo KOHODMATHUX TDAHHIHHX
yCJIOBA UMaMO TadHe rpaHudHe ycjaose). Heka cy mare nBe KpuTHuHe Tavke p,q €
Crit(f) N U dynkmmje f € F~ u R > 0 peanan 6poj. eduuunemo Momyackum

POCTOP
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Dt = —V(f)(12),
Mg(p.q:on, Vs £f, H, J) =< (7=, 74, u) G J(%E — Xopm(u)) =0
V- (—00) = p, 14+(+0) = ¢,
E(u) < +o0,
u(s,0) € opr, u(s, 1) € T,
u(£o00,t) = v+(0)

(2.35)
OBaj moaysicku mpoctop he OMTH IIaTKa MHOMOCTPYKOCT M JIEO I'PAHHUIE MHO-

TOCTPYKOCTH

M(p,q:om, T £f, H, J) = {(7=,7+,u, R) |
(=74 u) € Mgp(p,q: o, T;£f,H,J), R> Ry }.
(2.36)
Heka cy f¢, f? € F* ase Mopcose dyukmuje 1 H® XaMUITOHTjaH ca KOMIaK-
THEM HocaueM. 3a pg € Crit(f?) u T, € CF.(oy, T : H*, J*) nedunmmenmo jonrt

jesan ToOMONHHM MOJYJICKH TTPOCTOP

v : [0, 4+00) = U,

w:R x [0,1] = T*M,

() = =V s f77 (7),

_ S TG = Xy (u) = 0,
MT(EmOM,T,m,ﬁW,Baf;6>g%/8) =< (v, u) E(u) < o0,

u(s,0) € oy, u(s,1) €T, s € R,

u(—00,t) = Ty(t),
L 0) = ulroo) |
(2.37)
Osue je T > 0 durcupan peajan 6poj, a XOMOTONHU]jA f;fﬁ(s) € FT s3anoBosbaBa
YCII0BE
o e s<T,
Tﬂ(s) =
8, s>2T.

Jla OMCMO TIOCTHIJIM PeryJapHOCT pelierba MOpaMo Ja BapupamMo W Pumanose
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Merpuke. IlocMarpaMo XOMOTOIH]y MeTPHUKa, g%ﬁ KOja 3a/J0BOJhaBa yCJOBE

g*, s<T,

[TapameTpu3oBaHa Bep3uja MPETXOTHOT MOIYJICKOT ITPOCTOPA je

M(fom 0M7Ta Wa ﬁa Pg, f’;‘éﬁa g%ﬁ) =

— I (2.38)
{(77U>T) ‘(77“) € MT<faa0M7 T,HO‘, Ja;p57f%ﬁ7g%8)7 T> TD} :

Cana hemo duxcuparn jemny Mopcosy ¢ynkuujy f° € F*. Heka je H%B(s)

XOMOTOINja XaMUJITOHOBHX (DYHKIIHja KOja 3a0BObABA YCJI0BE
af _ ) —
Hy(s) = q
JedpuHumeMo MOJYJICKA MPOCTOP

v : [0, +00) = U,

u: R x[0,1] — T*M,

Y(s) = =V (),

G+ 7 (G = X, e () =0,
Mo (Ta, 00, T, H 07705, £7,9%) = (v,0) | B(u) < 400,

u(s,0) € oy, u(s,1) €T, s € R,
Y(+00) = pg,
(—o0
(

u

00,t) = Tq(t),
+00) = 7(0),

u

(2.39)
CimarOo Kao W MaJjomnpe, ja OHCMO TOCTHTJIH PeryJiapHOCT Peiema MOPaMo 13
BapHpaMoO CKOPO KOMILTIEKCHE CTPYKType. XOMOTOINHja HCTUX, J;B nputarohena

je XaMuJITOHHjaHUMa Ha oJroBapajyhum KpajeBuMma,
Ji(s) =

Cana hemo mocmarparu xomoronuje n Xamuaronujana u MopcoBux dyHKIH]ja.
Hexa je (ffﬂ, Hfﬁ)og,\gl xomoronuja xoja nosesyje (7, HY) za X = 0 u (f2°, HY)

3a A = 1. Ha uctu nayun m3abepemMo XOMOTOIIHje CKOPO KOMILTEKCHUX CTPYKTypa 1
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PumaHOBUX MeTpHKA (936, Jfﬂ)oggl.

Mogyncku mpocTop

u:Rx[0,1] = T*M,

v :[0,400) = U,

Bt (G = X, yes () =0,
B i(s) = =V s ££°0),
M(IQ,OM,T H)\ ) 7pﬁ7f 79?\@) - (77“7 >\) E( ) < +OO

(—00,t) = Ta(t),

u(s,0) € oy, u(s,1) €T, s € R,
(
(

(2.40)
he Guru Muorocrpykoct aumensuje mps(pg) — ((To) + 1. 3a mps(pg) = p(Ta)
I'PAHUIA MHOIOCTPYKOCTH M(ma,oM,T HY ,Jf‘ﬁ,pg,f NN ), qdja je JIUMeH3Hja

jeraH, je obuKa

UM(fouya : OM,T,W,%) X M\(yomoM?Ta Hf\[ ) 7pﬁ7f 7g§ﬁ) U

Yo

UM(E(MO]V[;Tu H;[IB7 J,(\lﬁv(JZ% f§ﬁ7g§ﬁ) X M(Qﬁvpﬁu fﬁmgﬁ) U

- (2.41)

UMT<EQ?0M7 TaHa7 Ja;pﬂaf%ﬁvg?‘ﬁ) U
M@, on, T H I35 s, 12, 67).

2.6 XosgomopdHe TMaHTAJIOHE Ca TAYHUM TPAHUIHUM YCJIO-

BIMa

Jla 6ucmo pedunucau npous3soa Ha O10poBoj XOMOJIOTHjH 38 OTBOPEH CKYII ITOCMa-
tpahemo neprypboBane xosioMOpdHEe HAHTAJIOHE €& TPAHUIIOM Ha TAYHHM IOJIMHO-
rocTpykoctuma, oy U Y. Cianare objekte cmo mocmarpasu y [lorsasmy 2.4 camo je
TaJa I'PaHKI HaHTaJI0Ha Omia Ha oy U V' N. Tlocroju jemna cymTuHCKa pas3/idKa
y OJIHOCY Ha HAHTAJIOHE €& KOHOPMAJHHM I'DAHMYHUM yCJIOBHMa. TaMo cMO mocMma-
Tpaimu PuMaHOBY mOBpHI Y Koja je mMaja JBa jgonasdeha kpaja, Y| u X, , U jenan
omnazehn kpaj X1, V oom norsraesby nospm X heMo mocmarparTn Kao IOBPHI KOja
caJIpKu Tpu Josa3eha kpaja.

[Ipenusnuje, Heka cy Xy, Yo, 23 TPU Kpaja MOBPIITH X KOja HACHTHMUKYjEMO ca
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X3

On

Cmuka 20: Momysckn poctop MY (21, 2o, 13)

HEeraTUBHUM HOﬂy—TpaKaMa,
Ej R (—O0,0] X [07 1]7 j S {17273}

3a npeciaukaBame u : % — 1M mocmarpaheMo pecTpUKIMje HA TUM KpajeBHMa
KOje 03HadaBaMo ca
u; = uly;, j € {1,2,3}.

Heka cy H;, j € {1,2,3}, Xammrronujanu ca KoMIakTHuM HocadeM. Omabepumo
ampokcumarmjy T Koja je J0BOJbHO GJIM3Y HEraTHBHOM KOHOPMATHOM cKymny v*U. 3a
z; € CF.(op, T : Hj7<]‘;'r)7 Jj € {1,2,3} nedunurmemo MoAyJICKH MpocTop (BUIETH
Couxky 20)

Osuj + JT (Opu; — Xpoym, (u;)) =0, j =1,2,3,
Osu+ JY0u =0, 12 Y0 =2\ (T, UXy UX3),
E(u) < 400,

u(s,—1) € opr, u(s, 1) € T, s € R,

u(s,07) € T, u(s,07) € opr, s <0,

u;(—o0,t) = x;(t), j =1,2,3.

MT(l'l,SCQ,ZL'g) = w:x—T"M

(2.42)

Cana je p: R — [0, 1] nnarka omanajyha dyHKuja Koja 3a10B0o/baBa yCaoBe

Jla 6UCMO TOCTHIIN PeryIapHOCT pelerba u3 ckyna MY (21, x5, 73) pomycruheno
Nla CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTypa J ' 3aBucu oj Tavaka Pumanose nospmu Y. Ha
o/iroBapajyhumM acuMNTOTCKUM KpajeBUMa OHA je jejHaKa yHaIpej 3a/[aTuM CKOPO
KOMILJIEKCHIM CTPYKTypama JJjf . 3a reHepUIKH U300p CKOPO KOMILTEKCHE CTPYKTYpe

MY (21,29, 23) he GETH MHOTOCTPYKOCT IHMEH3Hje

() + p(e2) + p(xs) — 2n,
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%, ~ (—o0,0] % [0,1]

— 7’
s= 3R,

U 4

’ 7
/—3R=s=—2R ,
/ /

%, & (—o0,0] x [0,1]
A

&

Y, Y,

a
—2R=s<=-R | —3R=s=—2R | s =-3R X3

S
]
(=]
-----
=
i
A
i
o

|
|

I
&

A N
\—3R<s<—2R'\

\
s<-3R \

\
2, = (=,0] x [0,1]

Crnuka 21: I'panwanu yesosu u Xamuaronnjan H 3a u € Mpg(xf, 25,25 : 1s)

(nozmcernmo ce aa je n = dim M).

Buhe mam morpebHe M maHTAJOHE Ca TI'PAHUIIOM HA XOMOTONMjU TadHux .Jla-
IPaHKEeBUX TMOJAMHOTOCTpyKOocTH. Heka je :fs XoMoTomnuja u3Mehy JBe anpoKcH-
Malje

~ T,, s<-—R
T, = (2.43)
Ty, s=>R,
npu deMy je R > 0 durcupan peanan 6poj. Heka cy matn XaMHUJITOHOBHU IIyTeBH
v € CF.(op, Yo 1 Hj, JJI“), Jj €{1,2,3}. Jedununemo MOLYJICKH TPOCTOP

Mp(xf, x5, x5 Ty) (2.44)

Kao CKyII pemniema u : 2 — 1" M jennaunne

rie je XaMUJITOHHjaH H npukasan Ha Coanmm 21.

Buhe nam norpedna u nmapamMerpusoBaHa Bep3uja OBOI' MOJLYJICKOD IIPOCTOPA
M(at 28,25 To) = {(R,u) | R > Ro, u € Mp(at,ag, a5 T) b (2.45)

['panuna jeHOIIMEH3NOHE KOMIOHEHTe MHOTOCTpYKOCTH M (2¢, 25, 2§ : T{) Mo-
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JKe JIa ce ONUIe Kao YHHja cJieehuX MHOTOCTPYKOCTH

By = [ M@, y¢ : onr, Yoy Hy, J) x Myt 25,25 2 T,),
vt

By = JM(25,y5 : oar, Yai Ha, J30) x M5, y5, 25 : T,),
vy

By = | JM(a5, 45 : oar, Yas Hs, J3*) x M(af, 25,95 : T.),
Y4 (2.46)

By = Mg, (xf, 25,25 : 1),
b . v . b . v .
Bs = U M(x§, 2] op, Ty o Hy, J1) x M(x§, 25 : oy, Ty 2 Ho, Jo) X
a8z}

X M(x8, 2% onr, T+ Hy, Js) x M (2, 28, 28)

Y npeTxoaHnM u3pasuMa yuuje cy ysere 1o onum wianosuma y§ € CF.(on, Ta
H;j, Jf‘l) u zb € CF.(on, Ty : Hj, J;r")7 j € {1,2,3}, 3a Koje cy cBe MHOTOCTPYKOCTH

b . v .
.OM,TS.

B; mumensuje nHyma. Ilomcernmo ce ma cmo mMHoroctpykoctu M(x®, x
H,J) nebunncamu y (1.40), mok cmo nmomohy M(x® y* : onr, Yo; H, J) nedunucamu

rpasudHu oneparop y PIopoBoj xomosoruju 3a anpokcumMaryje (sugern (1.37)).
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3 (U30)Mopduszmn

Osa rnaBa cajpKu KOHCTPYKIujy (m3o)mopduzama usmely pasHEX XOMOJOIHja
(Dsoposux u Mopcosux). Mopdusmu cy meduHucAHE HA HUBOY JiaHAIA Gpojamem
KOMOMHOBaHUX o0jeKkaTa Koje cMmo jedunucanan y [yasu 2. HeomnxonHo je mokazaru
Jla Cy TaKBa MPeC/IMKaBara JIAHIACTa a y HEKUM C/IydYajeBuMa OHa he WHIYKOBATH
nzomopcdusme usmehy xomonorumja. /Jla Oucmo TO mocTurim JepUHUIIEMO BHUIIE
NOMONHUX MHOTOCTPYKOCTH, a 3aTHM MOCMATPameM I'DAHUIA THX MHOTOCTPYKOCTH
nobujamo Kesbene miaenturere. OBe mopduzme hemo kacHUje UCKOPUCTUTH 112
bucmo jlepuHuCaIN CLIEKTPAJIHE HHBAPUjAHTE U 1IOKA3aJIM HeKe HejejHakocTu Mehy
wuMa (Bugern Linasy 5 u 6).

ITornapspe 3.1 caap:ku onuc no3zuaror Mmopdusma, namehy PaopoBe XOMOJIOTH]je
3a nepuojuune opoure u Jlarpankese Propose XOMoJIOrHje y KOMIIAKTHO] CUMILICK-
THUYKOj MHOTOCTPYKOCTH, Ydja je KOHCTpYKIuja aata y [4]. Mopdusam je nedbununcan
OpojarmeM Tadaka HyJIaJINMEeH3NOHOT MO/TYJICKOT TPOCTOPA KOjU CAIPZKU TUMEbaKe Cca
IPAHUIIOM HA KOMIIAKTHO] JlarpanzkeBoj moaMHOTOCTPYKOCTH.

VY llormasmy 3.2 marta je xoncrpyknuja [ICC mzomopdusma usmel)y Mopcose
XOMOJIOTHje 3aTBopeHe mnoamHOrocTpykoctu N C M um Q@uiopoBe XoMojoruje, y
aMOMjeHTy KOTaHPeHTHOr paciojesa T*M, 3a nap (op,v*N). Tlpecaukasame je
nebUHUCAHO HAa HUBOY JaHAIa MOMONY MOAYJICKHX MPOCTOpa KOju cy mepUHUCAHT
y llornasmy 2.3. [a Om ce mokazajo Ja je OBO MpecIUKaBame JAHIACTO, 3a-
THM J1a je m3omopdu3aM U 1a je TPUPOAHO, Y CMHUCIY €a KOMYTHPa Ca KaHOH-
CcKUM u30MOpGhU3MIMA Y OAroBapajyhuM xoMo,/10rujaMa, KOPUCTE Ce OIMUCU MPAHUIA
Pa3HUX jeHOIUMEH3MOHUX MOJYJICKHX TPOCTOPa W3 WCTOr MOTJaBiba. Pesyiararu
OBOT TIOTJIaB/ba 00jaB/bEeHN CY ¥ ayTOPOBOM paJy [24].

ITornasspe 3.3 mocseheno je koucrpyknuju ITCC uzomopduzama uzmehy Mopcose
XOMOJI0THje oTBOpeHOT mojckyna U C M ca riatkom TpaHunoM u OaopoBUX Xo-
MOJIOTHja KOje Cy MojieJIupaHe MO3UTHBHIM U HETATHBHAM KOHOPMAJTHUM CKYTIOM OJT
U, v*Un Z/_T_U. [TpecaukaBamwa cy npBo Aedunncana Ha PIOPOBUM XOMOJIOTHjaMa
3a anmpokcumaruje. ¥ AedUHUNNjI TPecTNKaBamba U TOKA3UBAILY HEeTOBUX CBOjCTA-
Ba (JIAHYACTO TpecInKaBame, N30MOpGhU3aM U HPUPOTHO MPECTUKABAKE) KOPHCTE
ce momohuu Moycku pocropu Koju cy Aedunncann y [Hormasmy 2.5. 3uamo ma ce
DJiopose xomouioruje Mojesupane ca v¥U u I/iU JieDUHUITY KAO JIMPEKTHU JIMMECH.
Ha oucmo pedpunucanu IICC npecnukaBame Ha IHEMa HEOIXOJIHO je MOKA3aTH A
ce [1CC mpecankapama 3a alpoKCHMaIje 100po caaxKy ca moBe3yjyhum xomomop-
duzmuma uzmehy PropoBUX XOMOJIOTHjA 3a pasjiMdyuTe anpokcumaiuje. Pesyiraru

OBOT TIOIJIABJ/ba JIe0 cy KoayTopckor paja ca J. Karuh u JI. Muruakosuhem [61].
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3.1 DBpojame numBmbakKa

Y oBOM 101VIaB/bY KOHCTpyHIleMO XoMoMopduszam uzmehy Piiopose xomoJioruje 3a
nepuoauvdHe opouTe Kojy cmo Jedurucann y llornasmy 1.6 u @aopose xomoJorHje

3a Jlarpam:xese npeceke jecdunucane y 1.7.2
.:HF.(P:H,J)— HF.(L,P:H,J).

AmGHjeHTHA MHOTOCTPYKOCT je 3aTBOPEHA CHMILIEKTHYKA MHOrOCTpyKocT (P, w) a
L C P je wena 3aropena Jlarpanzxkesa nojmuorocrpykoct. [lap (P, L) 3amoBosbasa

yeaos (1.28). Xomomopduzam 7
7:CF.(P:H,J)— CF.(L,P:H,J),
je Ha HUBOY JIaHAIla 3aJaT jeaHakomrhy

T(a) = Z n’(a,x)z,

2€CF,(L,P:H,J)

npu demy n”(a, ) o3HaUaBa OpOj ejgeMeHara (0 MOIYJY 2) HYJaTMMEH3HOHE KOM-
nonenTe MHOrocrpykoctn M7 (a, z) kojy cmo nedunucamm y (2.1). Yumenuna ma
je T JlaH4acTO TpecauKaBame (T o0 = 0 0 T) C/eAd W3 OMUCA TPAHUIE KOJU je JIaT

y (2.2). Haxkue, 106po je aeUHHCAHO MpeCTUKaBabe Ha HUBOY XOMOJOTHja
.:HF.(P:H,J)— HF.(L,P:H,J).

Buhe nam morpebno nomarao cBojcTBo Xomomopdusma T,. llocrasma ce mu-
Tarbe Ja JU Ce OBO TpecnKaBame (M KaKo) peaykKyje Ha puaTpupaHe XOMOJOIHje.
O/roBop je mo3uTUBaH ¥ TO CBOjCTBO HAM J1aje MOIYNHOCT /2 yIIopenMo ClieKTpaJIHe
unBapujanTe y GJIOPOBOj XOMOJIOTHJH 33 MEPHOIUYHE OPOUTE Ca CHEKTPAJHUM HH-

BapujarTama y Paoposoj xoMosornju 3a Jlarpan:kese mpeceke.

CraB 3.1. Xomomopdusam T, undykyje xomomopdusam T\ na duampuparum xo-

*

MOAORUJAMA

2 HFNP:H,J)— HFNL,P: H,/J).

Jokas. Heka je a € CFNP : H,J) n meka moctoju qummax u € M (a,z) xoju
cuaja uepuojudny opoury a u Xamuaronwos uyr r € CF,(L, P : H,J). Xohemo ja

nokazkemo fga v € CFMNL, P : H,J), oqHocHO J1a je 3a0B0/beHa Heje HaKoCT
ADE(z) < A
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Onarie he mupextno caeaurn aa 7(a) € CFNL, P : H, J).
Uszasojuliemo jenny mersby y momohy mpeciankaBama u 9uju he KpajeBu (wiw

6ome pehim kpaj y(0) = y(1)) npunagaru mogMHOrOCTPYyKOCTH L,

y(t) = u(0,t).

Kaxko a € o(P) u Kako moCTOju MUJIKHIAP KOJU ClIaja @ U Y TO 3HAYH JIa ce Y Takolje
nasazu y npocropy 2(P). Ca npyre crpane = € Qy(P, L) u moctoju Tpaka Koja
cmaja y u x na he y npunagatu u npoctopy (P, L). 3uamo ga cy byHKIHOHAINT
nejersa aly u AL jennaxu ma mpeceky cxymnosa (o(P) u Qo(P,L). Ioacerumo ce
na je dynxuuonan ab nedununcan y (1.19) gox je dynknuonan ALY nedbunucan

y (1.31). Hobujamo ciegehn Hu3 HejeHAKOCTH
Al (x) — ag(a) = A" (x) — A (y) + ag(y) + ag(a) =
400 d 0
= [ frantutsnds [ S Au(uls ) ds =
0

_ /+°°/ (v, Dyt — Xpg () dt ds —

400
=—/‘ /n@m@sa
—00 0

JlakJjie, Ha HUBOY JiaHala je Jobpo JiePuHUCAHO 1IPECIUKABAIHE
™ =T|epapayy : CFNP : H,J) = CF)L,P: H,J).

ITokazaau ¢MO Ja rpaHuvHu oueparopu 0 u O 4dyBajy GUITPALM]y, 3HAMO Ja je
T JAHYACTO IpecJuKaBambe Ma fie W 7) OUTH JaHdacTo IpeciaukaBame. OIHOCHO,

no6umn cMo xoMomopduzam Melly (bHATPIpAHEM XOMOJIOTHjaMa, T, O]

JeJIHOCTaBHO ce 3aK/bydyje Jla JujarpaM Ha HUBOY JIAHYACTUX KOMILIEKCA

CFNP: H,J)——~CFNL,P: H,.J)

|

CF.(P:H,J)—=CF,(L,P: H,J)

koMmyTupa. Kako cy cBe crpesuiie y jaujarpamy JiaHdacTa IIpec/inKaBamba J100ujaMo
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KOMYTaTUBaH JIjarpaM Ha HUBOY XOMOJIOTH]a

T)\
HENP : H,J)—==HFNL,P: H,.J) (3.1)

iil jil

HF.(P:H,J)——"=HF,(L,P:H,61).
YV pany [4] je mokaszano ga ciaenehu amjarpaM KOMyTHpA

HF.(P:H,J)—"=HF,(L,P: H,J) (3.2)
TPSS TPSSL

HM,(P: fp,gp) ——= HM,(L : fr,91),

IJie je 2 yMKep IIpecauKaBame JedrHICAaHO Kao KoMmnosnunnja IToerkapeoBnx myasta
" NHKTy31je
w= (PD¥)"to 1o PDF, (3.3)

[IpecnukaBame 1* je OBIademe WHKIY3Mje Ha HUBOY KOXOMOJIOTH]a
I HM2n7*<P : —fp,gp) — HMn7*<L : _fLagL);

1ok cy lloenkapeoBn mayasum npecankapama 0OJIUKA

PD* : HM,(L: fr,g5) — HM™ (L : —f1,91),
PDY : HM.(P : fp,gp) — HM*" (P : —fp, gp).

Oyuknuje fp: P — Ru fr : L — R cy Mopcose a gp un gy, cy merpuke Ha P u L
TakBe ja cy oAarosapajyhnm naposu Mopc-Cwmejnosu.

Hedunucahemo jorr jenan mopduzam
X« HF.(L,P:H,J)— HF.(P:H,J),

KOjM Ha HUBOY JiaHana 6poju Tauke MHOTOCTpYyKOocTH MX (2, ) Kojy emo meduHucATH
y (2.3). ¥V Xammaronosom nyry x € CF.(L,P : H,J) upeciukaBama Y y3uma
BPEIHOCT
@@= Y waa
a€CF,(P:H,J)
rae je nX(x,a) Opoj eremMeHaTa KOMIAKTHE HYJAIMMEH3HOHE MHOTOCTDYKOCTH
MX(z,a). TlpeciukaBame ce Ha 11€0 KOMILIEKC HPOJYy2KaBa 110 JuHeapHocTu. I3

OIHCA TPAHUIE jeJHOANMEH3noHe Kommonente on MX(z,a) caemn ma he x Gutn
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JIAHYACTO Ipec/imKaBaibe Koje MHJyKyje MopduszaMm Ha HUBOY xomojoruja. IIpec-

JIMKaBambe X he muaykoBaTtn MopduzaMm Ha HUBOY (PUITPUPAHUX XOMOJIOTHjA
Xy HENL,P:H,J)— HFNP: H,J).

Kao m y cnydajy mpeciamkaBama 7 MOYKe ce MOKa3aTH Ja MOCTOJU KOMYTaTHBAaH

JujarpaM Koju yKJpy4yje dpunrpupane Oopose XOMOJIOTHje

A
HFML,P:H,J)—~HFNP: H,.J) (3.4)

;| N

HF,(L,P:H,J)—X~HF,(P:H,J).
VY pany [4] je Takolje mokaszaHoO Ja MOCTOjH KOMYTATHBAH JHjarpPaM

HF,(L,P:H,J)—“>HF,(P:H,J) (3.5)
TPSSL TPSS

HM*(L . fL,g) LHM*(P : fPag)a

rie je i, uraysuja MopcoBux xomosoruja. @yHKiuja fp je mpomupeme (GyHKIMje
fr xoje je ommcano y mokaszy Crasa 4.5. Y Tom ciaydajy je m00po meduHHCAHA

MHKJIy3Uja JJAHYaCTUX KOMILJIEKCA
v CM*(L : fLJg) — OM*(P : fP7g)7

Koja mHyKyje xomoMopduszam Ha HUBOY MopcoBux XoMoJI0THja.

3.2 1ICC y xonopmasiHoj PJIOpoB0Oj XOMOJIOTHjA

Cana hemo natu korcTpykiujy [1CC nmpecinkaBama Koje ycrmocTas/ba n30Mopdu3aM
uzmehy Mopcose xomosioruje on N u Jlarpamxkese Dopoe XOMOJIOTHje 3a mnap
HYJITO cederbe 07, KOHOPMATHO paciojeme v* N y KOTaHTeHTHOM pacsiojemy 17 M.
Kopucrehn xombunosane objexkre u3 ckynosa M(p, f;xz, H) u M(x, H;p, f) xoju
cy mebunncanu y (2.11) u (2.12) npecimukasame JedUHUIEMO HA HUBOY JAHAIA.
Jla 6ucMo 110Ka3aJ/u Ja je OHO JIAHYACTO U JIa UHJYKY]e n3oMopdus3am Ha HUBOY XO-
MOJIOTH]ja KopucTuheMo Kobopau3mMe OMONHUX MOIYJICKHX IIPOCTOPA KOju ¢y gehuH-
ucanu y [lornasipy 2.3.

Y oBom nornasmy hemo, pagu jeaHocrasuujer samnuca, ymecro C'F,(oy, v*N :
H,J) xopuctutu osuaky CF.(H) u CM,(f) ymecro CM,(N : f,g). Ucro

ckpaheme hemo kopucTuTH M y o3HakKama xomojoruja. /Jlo 3abyne He Moxke jia
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jobe jep je caja amOMjeHTHAa MHOTOCTPYKOCT KOTAHT€HTHO pacJjojermse 1M u Ka
roq kaxkemo QopoBa XoMoJIOTHja MUCIUMO Ha JlarpanzxkeBy DI0pOBY XOMOJIOTH]Y
HF,(op,v*N : H,J). Cauuno, jenuaa MopcoBa XOMOJIOTHja KOjy MOCMATPAMO
je xomosoruja Mopcose dyuknuje f koja je meduHncaHa Ha TOIMHOTOCTPYKOCTH
N C M.

[Tokazamnu cmo jga cy M(p, f;x, H) u M(z, H; p, f) KOMOaKTHE MHOTOCTPYKOCTH
JOUMeH3Hje Hy1a ako Bakn penanmja mys(p) = pun(z) + %dim N. Konauan 6poj
ejieMeHara OBuX MHOrocrpykocru (momyso 2) hemo osuauurtu ca n(p, fix, H) u

n(x, H;p, f). llpeciukasama tuna [ICC ce nedumnumnty kao
¢ : CF(H) = CMy(f), ¢(x) = > nlx, H;p, f)p,

Y CMy(f) = CF.(H), ¥(p) = n(p, f;x, H) x,

/.LN(LB):kfé dim N

Ha TeHepaTOpUMa JTaHIaCTHX KOMILTEKca a 3aTUM ce POy ke Mo JuHeapHocTu. 13
cieneher craBa MOYKeMO J1a 3aKJByIUMO JIa OBa MPeCInKaBamba UHIYKY]Y MpecanKa-

Bamkha Ha HUBOY XOMOJIOTH]A.
CraB 3.2. [Ipecaukasarva ¢ u ) cy AGHUGCNA NPECAUKAGBAHA.

Jlokas. Tokazahemo na Baxu (¢ o Op — Oy 0 ¢)(x) = 0 3a cBe v € CF(H). Axo

KpeHeMo O] JecHe CTpaHe JI00HjeMO jeTHAKOCT

woor-owoo = X (X alestati i) )a-

my(q)=k—1  pn(y)+dim N/2=k—1

- 2 ( > ”(fCaH;p,f)n(p,q;f))q-

my(q)=k—1 “my(p)=k

3a ¢ € CMy_1(f) cyma, Koja durypuine y npeTxomaHoM u3pasy,

> n(a,y; Hyn(y, Hyq, f) — > nlz, Hip, fin(p,¢; /) (3.6)

pn (y)+dim N/2=k—1 my(p)=k

HpeJIcTaB/ba OPOj e/leMeHaTa MHOTOCTPYKOCTH

U My H)x My, Hiq, f)u | Mz, Hip, f) x M(p, g; f).

yECF,_1(H) pECMy(f)

Y CraBy 2.4 ¢cMO BuJeIu CMO Jia je OBa YHHja yIPaBO I'PAHUIE MHOTOCTPYKOCTH
M(z, H; q, ) auja je numen3uja jeman. 3HAMO Ja CBAKA MHOTOCTPYKOCT JTHMEH3H]e

jelan nma napas Opoj Tadaka y rpaHuny ma je uspas (3.6) jegHak Hysm (HapaBHO,
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y mpocTopy ca Zg KoedunujeHTuMa). 3aK/byIyjeMo Jla 3anCTa, BazKH
925 o 8F = 8M o ¢

[Tocmarparmem  jeHOMMEH3HOHe KOMIIOHeHTe MHOrocrpykoctu M(p, iz, H) u

ormca meHe rpanuie w3 CraBa 2.3 MOXKEMO 13 3aK/bYUHMO J1a BaXKU jeTHAKOCT

Y ody = Or o).

Jlaxje, go0uIu CMO IIpec/nKaBama Ha HUBOY XOMOJIOTH)ja

¢« HE(H) — HM(f),

be  HMy(f) — HF,(H).

Teopema 3.3. [Ipecaukrasaroa ¢, u Y, cy udomoppudmu, uHep3Hy jedarn Opyeome
Dy 0y = H|HM U Y0Py = H|HF~

Jloka3. 3uamMo Aa JaHYaCTO XOMOTOIHA IIPECANKABaa WHIYKY]Y HCTa IIPECInKa-
Bama Ha HUBOY XOoMoJiormja. [1aBHaA maeja Koja ce KOPHCTH jecTe J1a MOKayKeMO
Ja cy oarosapajylie kommnosunuje (Ha HHUBOY JIAHAIA) JTAHIACTO XOMOTOITHE j€IHOC-
TaBHUjUM TIpec/JnKaBamuMa. Kajia KaxkeMo jeIHOCTaBHUja MPECTUKaBabha MUCTUMO
Ha MIPeCINKABaIba Y UHjoj JehUHUINH YIeCTBY]Y Maibe KOMILTHKOBAHU 00jeKTHU 01

objekara momohy kojux cmo gedbwurucamu [1CC.

Jlokas hemo mogenntu Ha jaBa jgena. Y Heay A mokasyjemo ma je ¢, o 1, uaeH-

turer a 'y leny B pa axu ¢, o ¢, = l|gp.
Jeo A. V3 nayuna Ha KOju ¢MO jeduHHCAIN ¢ U 1) 3aK/bYIyjeMO J1a je
Geothu(p) = > ( > nlp. fiz, H)n(z, Hiq, f)) q
my(q)=k ~ pn(x)+dim N/2=k

Cywma
> n(p, f1x, H)n(z, H; q, f)

un (x)+dim N/2=Fk

je 6poj esemenara CKyIia,

Uz M(p, fi2, H) x M(x, H;q, f), (3.7)
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a OBa YHHMja je, ca JpyTe cTpame, jeo rpaxuie Muorocrpykoctn OM (p, q, f; H)
nedbunucane y (2.16). Koncrpyncahemo HOBa mpecinKaBarba Ha HHUBOY
namana, [ 1 j. OBEM »KeIHMO Ja OHHIIeMO ocTaTak rpamume OM(p, q, f; H)

Koju ce He jaBiba y (3.7).

IIpeciukaBame

je 3azaTo jeanakomhy

l(p) = n(p,q, f; H) q,
my(q)=k

rie je n(p,q,f;H) 6poj enxemenara wmuorocrpykocta Mg (p,q, f; H)
(Bumern (2.14) 3a nedunnumjy).

IIpumenba 3.4. Bpoj n(p,q, f; H) MoxkeMO jna BHAAMO U Kao Opoj mpe-
ceka mepTypOOBAHUX XOJIOMOP(MHUX ANCKOBA €A HECTAOMIHOM MHOTOCTPYKO-
mthy W (p, f) u craburnom muOoroctpykomthy W#(q, f). IlomoBuna rpanure
X0JIOMOpPGHEX JIMCKOBA je Ha HYJTOM CeYerby a ApYyra IOJ0BHHA Ha KOHOPMAJI-
HOM pacaojemy. Kama ce mpubanzkaBaMo Tadkama CKOKa, rneprypbaruja, Koja

urypume y Komn-Pumanosoj jeqnadnnu, ce IIaTKo cMarbyje 10 HYJIe.
Jpyro upeciuxaBamme
J CMi(f) = C My (f),

jeaHaKo je

i)=Y nlprfiH)r,

my(r)=k+1

rie je ii(p, r, f; H) 6poj Tauaka (Moxyao 2) Muaorocrpykocta M(p,r, f; H) 1nja

je numensmuja myma. Cyma

> nlp,rif)n(r.q, £ H)

my(r)=k—1

0JIrOBapa CyMH Koja ce jaB/ba y j o Oy, a

> alpr fiH)n(r,q; f)

my(r)=k+1
oarosapa cymu dys0j. 13 omuca rpanume maorocrpykoct M (p, g, f; H) maror
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y CraBy 2.5 3aK/by4yjeMo J1a BaxKu
potp—1l =0y 0]+ jody.

Kako cy mpeciankaBama ¢ u 1) JlaHdIacTa 3aK/bydyjeMO /1a je U IPeCIuKaBambhe
l=¢otp—0yoj—jody

gaagacto. Onprosapajyhe mpecinkaBame Ha HHBOY XOMOJIOTHja, KoOje je 3a-

IPaBo jeIHAKO ¢, 0 1,, o3HaumuhieMo ca

Cana yMecTo mpecmKaBama 1, O ¢, MOXKEMO JIa MOCMATPAMO MPeCInKaBaHbe

L.

[Tokazahiemo nma [, He 3aBucu o XamuwiroHujana H (3aBHCHOCT O] OBOT
napamerpa ce jaBba y gebunuinmju Mg (p,q, f; H) a camum tum u y
n(p,q, f; H)). Hexka cy Hy m H; gsa XaMUJTOHHjaHA €a KOMIAKTHHM
nocaunma u Hs, 0 < § < 1, xomoromnnja koja nx cnaja. Heka je [;, i € {0, 1},
npecanKaBame Koje ojiropapa Xamuiaronumjanuma H,;. Ilocmarpajyhm muO-
rocrpykoct M(p,r, f; Hs) koja je nedurucana y (2.20) 1 meHy TOTIOMOMIKY

rpanumny onucany y CraBy 2.8 3aKk/bydyjeMo Jia BaxKu
li —lo=0wm o Js + Js 0 Ou,

rjae je jJs 1nomMohHO Ipec/iMKaBaimhe Koje Opoju  ejieMeHTe  IIpocTopa

ﬂ(p, r, f; Hs). llpenusnuuje, mpeciukaBarbe
js : CMy(f) = C My (f),

je Ha TeHepaTOpHMa JJAHIACTOT KOMILIEKCa jeTHAKO

jsp)= Y mlp,r fiHs)r,

my(r)=k+1

rie 7i(p,r, f; Hs) o3HagaBa 6poj esemeHarta (MOIYJI0 2) MHOTOCTPYKOCTH
M(p,r, f; Hs) qmja je muMensuja jelHaKa HyTH. 3aK/bydyjeMo 1a je Ha HHBOY
XOMOJIOTH]a,

lO* - ll*-
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eo Bb.

Mu hemo omabparu xomoTonujy Koja craja Ham Xamuaronujan H m Xamuii-
TOHHU]jaH KOjU je HACHTUYKW jeJHAK HYJIH. 3aK/byUIyjeMO Jia je TpecTuKaBarhe
[, a caMUM THM U ¢ O 1), JJAHIACTO XOMOTOIHO Ipecaukasamwy ¢ : CM(f) —

CMy(f) xoje ce nedunuie Kao

ip)= > np.q f;0)q

mpy(q)=k

Caa ¢cMO KOMIIO3HIIM]Y HA HUBOY XOMOJIOTH]a Oy O 1, N3jJeTHAUNIN CA Iy.

HetaspHuje hieMo onmcaTu TpecHKaBame . 3a JBe KPUTHYHE TadyKe p,q €
CM.,(f) ono 6poju mpecek muorocrpykoctu W (p, f), W#(q, f) u mpocrop
xo0MOpdHIX JUCKOBa (HemepTypOGOBaHUX) 4Yuja je rpanuia Ha oy UV N. YV
nokaszy CtaBa 2.3 ¢MO BHjIeJIM Ja CYy CBH OBAaKBU JUCKOBU KOHCTaHTHH. Ciean
na n(p,q, f;0) npeacraba 6poj enemenara y upecexky W (p, f) N W*(q, f)
WId, jeJIHOCTaBHUje pedeHo, TO je OPoj IPaJIMjeHTHUX TPajeKTOpHja Koje cra-
jajy Tauke p m q. Kaxko MopcoB mHIEKC CTpOro omaja Jay:K HETPHUBHUjaJTHE
rpajJiijeHTHe TpajeKToOpHje, a P U ¢ ¢y KPpUTUIHe Tauke uctor MopcoBor wH-

JleKca, TakBe Tpajektopuje Hehe mocTojatu ako je p # q. pyrum pedmma,
=1,

W Ha HUBOY JiaHalma (caja 1mocTaje jacHHje 3aITo CMO YIOTPeOHIn mojaM jeI-
HOCTaBHHja IPECIMKaBarba Ha I0YeTKy J0Ka3a). Ha HuBoy xomosoruja rakobhe

JIOOMjaMO MJIEHTHYKO ITPECTHKABAILE.

Ucty upejy kopuctumo jia OuCMO 1OKa3aJu JIPYru UJIeHTUTer
Yy 0 pu = I|pr.
Kowmiiozunuja v o ¢ je jlaH4acTto XOMOTOIIHA LIPECIUKABALY
r:CF,(H)— CF,(H),
Koje ce jJedunuiie ca

r@)= > nelnyHi )y

un (y)=pn ()

ne,(x,y, H; f) je 6poj enemenara MmHoroctpykoctu M., (x,y, H; f) auja je nu-

MEeH3H]ja HyJa (0BY MHOTOCTPYKOCT cMoO jgedunucann y (2.17)) (mpecaukasarme
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r je amajormja npecankabata [y emy A). Jlamuacra xomorommja ce yc-

NOCTaBJ/ba MOMONY TpecInKaBarmba
(VN CFk<H) — CFkJrl(H),
Koje je jepuHUCAHO Ca

v)= Y oy Hif)y.

N (y)=pnN (z)+1

n(r,y, H; f) npeacrapba Opoj edeMenata (MOZYIO 2) MHOIOCTPYKOCTH

M(x,y, H; f) auja je mumensuja wynaa (Bugern (2.19) 3a nedununmjy). U3

ommca rpanuine MEOTOCTpykKocTn M koju je mar y CraBy 2.7 ciean jeaHakocT

Ypop=r+0pov+vodp.

Cana hemo, kopuctehm muOrocrpykoct M(x,y, H; f) koja je medbunmcana
? LA ) Y Y

y (2.18), nokazaTu ja je r,, TpecinKaBame Ha HUBOY XOMOJIOIHja, HE3aBUCHO

o1 u30opa napamenTpa £g. Heka cy rg u r; npecjiuKaBama Ha HHUBOY JIaHAIA

KOja OJIroBapajy BpeIHOCTUMA £y U €1. JleduHuiiemo npecjinkabame
S CFk(H) — CFk+1<H),
Ha TeHepaTOpUMa JIAHIACTOT KOMILIEKCa Kao

sy = Y. oy Hif)y,

N (Y)+=pn (x)+1

rie je n(z,y, H; f) 6poj ememenara wmuorocrpykoctu M(z,y, H; f). U3
Crasa 2.6 cinenu

ro—1r1=5800r + O 0s,

OJIHOCHO, Ha HUBOY XOMOJIOTHja J00MjeMO UCTa MpeCc/nKaBamha
Tox = T1x-

Kama mpohemo mnmecom € — 0 3aK/bydyjeMo ja je 1) o ¢ XOMOTOIHO ITPeCcaAnKar-
BaIby

i: CFy(H) — CFy(H),

112



Koje jiepuHUIIEeMO jeIHaKoIhy

i)=Y AzyH)y.

pn (y)=pN ()

n(x,y; H) o3navaBa Gpoj ejeMeHara MHOTOCTPYKOCTH /W(x,y; H) xojy cmo
nedbunncamn y (2.8). Kopucrehn muorocrpykocr M (xz,y; H) uuja je muven-
3Mja jejaH W ONHC FeHe rpamnuue Koju je nar y (2.10) saksbydyjemo jga je ¢

(0ZIHOCHO 1) © ) JTAHYIACTO XOMOTOIMHO HPECTUKABAILY

k:xw— Z nRo(xvy;H)y7

pn (Y)=pN (z)

riae ng,(x,y; H) 6poju exemente muorocrpykoctn Mg, (x,y; H) unja je nn-
Men3snja nysta (Bugeru (2.9) 3a gedununujy). Axo moctoju xomoMopdHa Tpaka

Koja cnaja XaMUITOHOBE myTeBe & U y Taja je puy(x) > puy(y) na 3akbyayjemo

aa je
L x=y,
nR, (l‘, Y H) =
0, x=#uy.
JlpyruMm pednma, IpecjJHKaBaibe k HHIYKYje HICHTHTET Y XOMOJOTH)U
HF,.(H).

]

ITokazahemo ma cy mama IICC npecamkaBama ¢, U ), IPUPOAHA, Y CMUCIY
J1a KoMyTHpajy ca m3oMmopduzmuma y MopcoBoj u PIopoBOj XOMOJOTUjH 34 U3-
6op pasinmuuTux nmapamerapa. IIpecimkasame T,s Koje ycmocrasiba nuzomMopdusam
u3mehy Mopcosux xomosoruja 3a jBa paznmmanta Mope-Cwmejinosa mapa (f<, %) u
(f?,6°) ecmo medummcamu y Tlornasmy 1.3. Ilpecrukapame S,s je AedbuHHCAHO Y
[Torsapmy 1.7.1. Ono ycrnocras/ba uzomopdusam uszmehy konopmaanux PropoBux
xomosoruja HF,(oy,v*N @ H,J) 3a u360p pa3znnauTnx XaMHJITOHHjaHA U CKOPO
KOMILIEKCHUX CTPyKTypa. llurame npupoanocru, omuocuo carjacuoctu 11CC ca
OBUM IIpec/IMKaBambuMa Huje TpuBHjaHo. IIpecaukasama S u T 6poje objekTe pa-
3JIMYUTOT TUTA. DpojameM rpajnjeHTHUX TPajeKTopuje, Koje MpeJCTaB/bajy perl-
ema o0mIHuX AudepeHInjaIHux jenadanna, gedunumnemo npecinkasame T, 10k S

Opoju pelrema NapiujaaTHux AudepeHIjaaTHux jeJHaduHa.
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Teopema 3.5. J[ujaepam

HF(ons, v*N = H®, J*) 2 HE(opr, v*N = HP, JP)

]ws ]wf

T,
HM(N : f*, g% "~ HM(N : %, ¢°),

KOMYMUPG.

Jloxas. Uneja nokasa je 1a ce HOKazKe Jia CY 0o501%® 1 1P 07,5 JJAHYACTO XOMOTOIIHA
npeciukasama. Kako onu remepunry (pegom) S,z 0 ¥ u f o T,s cienuhe na
JujarpaM 3aucTa KOMYTHPA.

Joxka3 hemo u3BecTn y aBa Kopaka. Y Kopaky 1 jedunuinemMo HOBO IIpec/uKa-
Bame X Koje he OMTH XOMOTOIHO IIpecnKaBamy 0,301" a'y Kopaky 2 nedunnmemo
npecauKaBame £ XoMoTonHO ¥ 0 Tas. ¥ 3aK/BYUKY J0Ka3a MOKA3yjeMo ma ¢y x u &

JIAHYACTO XOMOTOITHA, ITPECIUKABAIHA.
Kopax 1. Ha ocnoBy medununmja npecjinkasama 0ag 1 1% 3HaMO J1a je

(0ap 0 V) (p*) = Z n(p®, f* 2% H*) n(ax®, 2%, H*?, J%) 2.

z b

Jpyrum peunma, 0,5 © 1% Opoju esleMeHTe CKyIla

L MO, fo2%, HY) x M(a®, 2% H?, J°). (3.8)

x,zh

Hoacerumo ce jga cmo M(x® 2P H*P J*P) nedunucanu y (1.24). Yuuja y

uzpasy (3.8) je ysera no ceum 2%, z” 3a xoje Baxku
a ay Lo N
mfa(p):ﬂN(x )+§d1mN:uN(x)+§d1mN

Hexa je T > 0 peasiam napamerap u meka je H™® rmarka xomorommja Koija
T,s

cuaja H* u H?, ojnocHo

H* s<T,

H, =
7 HP, s>T+1.

3ajeqHo ca TuM mocMarpahiemo m XoMoTOmHjy u3Mehy CKOPO KOMILIEKCHHX
crpykrypa J u J?
J s< T,

JOé,B_
T,s —
JB s>T+1.
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JedununieMo MOJYJICKH POCTOP

( 3

T > Ty,

v i (—00,0] = N,

u: R x[0,1] = T*M,

Z_Z = =V f4(7),

4 T~ X, (1)) =

M@p*, 2" D) = < (T y,u) | %
E(u) < 400,

Y(=00) =
u(s, )GOM, u(s,1) € v*N,s € R,
u(+oo,t) = 2°(t),

(

0) = u(—o0) J

\ gl

Kopucrehn ucte uzieje kao y anaausm Moayackux npoctopa y Ilormasmy 2.3,

3aK/bydyjeMo m1a rpaHuiy ox M MoXKeMO OmucaTu Kao

OM(p®, ;2" HE) =M(p®, 2" HE,)
U U./\/l(pa, % a% HY) x M(x%, 27 H*P | J*P)
UM ¢ f g%) x M(q®, f*;2°, HFY)
qOé
UlJM", 15y B x M(yP, 2% 1P, JP).

yﬂ

IIpBu esemeHT TperxofHe yHuje je Beli omucan y (2.22) (mobuje ce 3a jenny
dpuKkcupaHy XOMOTOINjy Hg‘ﬁ = HT S) VBOJMMO HOBO Ipec/IMKaBame Y Koje

opoju esemente (110 Momysy 2) muorocTpykocTu M(p®, f@; 27, HP)

— Zn(pa,fa;xﬂ,ﬂfﬁ) 2P
B

13 onmca romosonike rpanume M 3akipydyjeMo Ja Cy X U Oqp © Y% JaHIACTO

XOMOTOIIHa ITpec/IuKaBalba.

Kopak 2. JIpyra koMio3unuja 3a/i0B0/baBa jeIHAKOCT

Vo tas(p™) = Y np® 0’ £, g% n(p?, 1% 2%, HP) 2

pﬁ’xﬁ
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Cazia, 1” o 7,5 Gpoju esiemente cKyla

U M@ 0% 1%, 9%%) x M@, 1%;2°, 5P,

pP P

rae je M(p®, p?; 8, g*#) necdunmcano y (1.2). Y mpeTxoaHoMm H3pasy yHHja

je ysera no enementuMa pP, 1P koju 3am0BOBABAjY jeHAKOCTH
a J6] B 1 .
mya(p®) = me(P ) = un(x”) + §d1mN.

Jedunnutiemo npeciaukaBame & Koje Opoju eeMeHTe MHOIOCTPYKOCTH
M(p*, fo8: 2P HP). Cnean, ciuuno xao y Kopaxy 1, ga cy & u ¢° o 7.4

JJaHIaCTO XOMOTOIIHa ITpeC/JIuKaBalba.

[Tocmarpajyhum MOZYJICKE HpOCTOP M\(pa, fe ? ;a:B,Hz?) KOju CMO JeduHuCcAIHN
y (2.21), nokazaliemo na cy x u £ jlangacTo XoMoTOnHH. [ledHHUIIIEMO JTAHIACTH

XOMOMOpPdU3aM

§ 1 CM_1(f%) — CF(HP),

i) = > np*, fo5: 2" HeY) 2P,
pn (z2P)+dim N/2=k

e je n(p®, fsof?; 2P, Hzf) Opoj eJeMeHaTa MHOTOCTPYKOCTH M\(pa, fsof?; P, Hsoff) -

Menzuje uyna. 13 CraBa 2.9 y KOM CMO Jajau OMUC TPAHUTIE OM cJeJI jeTHAKOCT

E—Xx+joduy+0roj=0.

3.3 IICC y ®aopoB0oj XOMOJIOTHj! 3a OTBOPEHE CKYIIOBE

Y 0BOM HOIIaB/ABY KOHCTpyHIeMo uomopdusme cmomenyre y (1.43) u (1.50) Tako
IITO CHHTYJapHe XOMOJOTHje MoJeaupamMo oaroBapajyhum MopcoBuM XOMOJIOTH-
jama. IytaBHa mieja je Jia IPBO KOHCTPYHUIIEMO H30MOpQHU3ME 3a alpPOKCHMAIIHje
T ox xoHOpMAaJHEX cKymoBa v*U u Vj‘rU, miro je 3agaraxk [lormassma 3.3.1. Haxkon
rora y Iormassby 3.3.2 ucuuryjeMo Kako ce Tu u30MOPMU3MHU [TOHAINA]Y Y JUPEKT-
HOM JIIMeCY.

[Toacerumo ce ja je amMmbujeHT y KOM ce HaJIa3uMO KOTAHTE€HTHO pacJyojeme, 1™ M.
Y 6a3u, 3arBOopenoj muorocrpykoctu M, mocmarpamo orBopen ckyn U C M ca

rraTtkoM TparutoM OU. OBakBOM CKYNy TPHJIPYKYjeMO HEraTUBAH KOHOPMAJIAH
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ckyn, v* U, nedunucan y (1.33) u mo3UTHBAH KOHOPMAJIAH CKYII, I/_T_U, Jlecbunucan
y (1.47). @aopoBy XOMOJIOTHjY 32 OTBOPeH CKyT U, MOjIeIMpaHy HeraTUBHUM KOHOD-
MaJHUM cKymoM, jgedwunucann cmo y (1.42) kao mupekran jumec PropoBux Xo-
mosornja 3a map (opr, ¥) rae je T anpokcumanuja ox v*U. OBy XOMOJOTHjy MO
oznavaBau ca HF, (H,U : M). Kao mro cmo uctakau y Ilorrasmy 1.8 6uhe mam
norpebHa 1 PopoBa XOMOJOrHja 3a OTBOpeH cKym U, MojeaupaHa MO3UTHBHHM
koHOpMasiHUM cKynom. OBy xomosornjy ¢mo osuauasanu ca HEF(H, U : M), a
sedpunucanu cmo je y (1.49) kao aupekrat jmmec 110 aupokcuManujama o viU.

Y menoMm moraaB/by NeMo MPeTIIOCTABUTH JIa PAJIMMO ca XaMUJIToHHjaHoMm H :

T*M x[0,1] — R unju je Hocay KOMIAKTaH CKYT U KOJU 3310BOJbaBa ciejielie yciaone
drr(onr) Mon, by (on) Nomlow =0, by (o) M v2U. (3.9)

3.3.1 TIICC 3a anpokcumarliuje

Heka je f € F~ Mopcosa dyukimuja u p € Crit(f) N U kpurnuna tauka. Oj-
abepumo ampokcnMamujy Y Koja je moBo/bHO 6im3y viU, y cMECIy Ja 3a cBe
x € CF.(oy, Y : H,J) Bazkn (2.28). 3a nperxono omucane uzdope y (2.29) nedumn-
HCATTH CMO MOJyJCKH 1poctop M(p, z) koju he 6GuTh KOMIAKTHA MHONOCTPYKOCT
auMemnsnuje Hy1a ako je my(p) = pu(x). Cana Ha HuBOY JaHana aedUHUIIEMO Ipec-

JINKaBalbe

¢ CM(U : f,9) = CFp(op, Y : H,J),

jennakomhy

6" (p)= Y nlp)e,

z€CFy

riae n(p, x) o3HadaBa O6poj exemenara ox M(p, ).

Heka je caga f Mopcosa dyuknumja uz apyre kaace F C C®° (M) up € Crit(f)N
U. Muorocrpykoct M(Z, p), nedunucana y (2.33), Gulie KOMIAKTHA ¥ JTUMEH3H]e
Hy1a aKo je mys(p) = p(T). Osnaunmmo ca n(T,p) O6poj elemeHara 110 MOAYITY 2 Te

MHOTOCTpyKocTH. JledbuHuImemMo jour jeiHo MpPecTuKaBamhe
T . Y. 7T .

v CFy(oy, YT H,J) = CM(U : f),
KOje je Ha TeHepaTOpuMa JIAHYACTOT KOMILIEKCA 33/71aTO ca

WY@ = > n(@p)p,

pECJ\/]k

a JaJbe IIPOAYyzKeHO I10 JIMHEAPHOCTH.
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ITpecinkaBama ¢ u ¥’ he 6uTn JaHUacTa HPECINKABAbA.

Cras 3.6. I[Ipecaukasara ¢F u wT UHOYKYTY TOMOMOPPHUIME HA HUBOY TOMONO2UIA

O HM(U - f~,9) = HF(oy, Y 2 H,J),

\IJT : HFk(OJV[,T . H,j) — HMk:(U : f+7g)>
3a cee ffe F*

Jloka3 oBor craBa camvan je gokasy Crasa 3.2. M3ocraBhaMo Ta jep CMO CBe
HeonxoaHe Kopake Beh m3pesn. Ouucaam CMO T'DAHHIE jeJIHOAMMEH3MOHUX MHO-
rocrpykoctn M(p,x) M(Z,p) (Cras 2.11 u (2.34)) mTo je A0BO/BHO ga Om ce
nokasase penamuje DY 0y = Jp o ®T u VY 0 9p = G0 Y.

[Ipumerumo ga cajia HEe MOXKEMO Jia €€ MUTaMO Ja JIn Cy OBH XOMOMOP(MU3MHU
MHBEP3HU jean apyroM (1mro cMo uMan y ciayuajy IICC-a y @ropoBoj XOMOJIOTHj1
ca KOHODMAJHUM TDaHUYIHUM ycaoBuMa, Teopema 3.3). Ilutame Hema cMucia jep
ce He INOKJANajy JOMeH npecinkabama ®' U KOIOMEH O UY. Uerakanmo jorn
jemnom ma je ®T medpunncamo momohy MopcoBux GyHKIHja 13 Kaace F -, JOK CMO 32
KOHCTPYKIIN]Y MpecInKaBamba gT kopuctunn pyuknuje uz F . Nnax, IToenkapeos
ayan PDY, y Mopcosoj xomosoruju, nebununcan y (1.12), u Tloenkapeos myas y
®.10poBoj xoMoIOrHjn 33 anpoxcumanuje PD Y, nedunncan y (1.52), sajy nam sesy

m3mehy ®T u U, O tome rosopu caenehn cras.

CraB 3.7. Hexa je f € F~. Tada caedehu dujazpam komymupa

HM(U : f.9) —2—~ HFy(op, Y : H,J)
PD?’wl% PD}glg

HM, (U : —f,9) <Y HF,_(oas, T : H, 7).
U3 0602 dujaepama sarmyuyjemo da cy npecaurasarsa ®F u U usomopdusmu.
Zoxas. Tlokazahemo na Baku
7 o PDY 0 @ = PDY,.
JleBa cTpama nejerByje Ha kpuruany tadky p € CM(U : f,g) kao

U oPDfo® (p) = ) > nlp.a)n(@,q) | ¢

m_s(g)=n—k \p(x)=k
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Ounrsenno je n(T,q) = n(x,q) rue je
TL(JI, q) - JjQM(x7 OM, Ta H7 J7p7 _f7 g)

pU 9eMy CMO OBY MHorocTpykoct jgedunucann y (2.33). Ilpumerumo ma obae He-
MaMO aHTH-CHUMIUIEKTHYKe mapamerpe, Y, H,J, Kao y camoj pedunuuju (2.33).
Cajta mocmaTrpamMo neprypboBaHe XoJoMopdHe Tpake IpH 4YeMy je meprypoaruja
zagara ca H a rpannma Tpaka je Ha o) U Y. I1ITO ce Tue mpeceka ca HEraTHBHUM
I'PaINjeHTHIM TPajeKTopHjaMa o1 — f Ty ce HUIITA He Mewba jep u(+0o0) € oy N C
oy ma je u(+o00) = u(+o00). Cyma Y. n(p,x)n(z,q) npeacraBmba 6poj eaemeHara

w(z)=k
MHOT'OCTPYKOCTH

U/\/l(p, frgix o0, Y, H J) X M(x,q,005,Y :—f, H,J g). (3.10)

Yhja je TAMeH3Wja jeJHaKa HyId. Y OCTATKY J0Ka3a KOPUCTHMO MOJYJICKE TPOC-
tope nedunucane y Ilormasmy 2.5. Muorocrpykoct (3.10) he 6utu jmeo rpanune
muorocTpykoetn M(p,q 1 oy, T;£f, H, J) Kojy eMo aedunncamn y (2.36). Ilema

I'PAHUIA OBE jeIHOJMMEH3UOHE MHOTOCTPYKOCTH je O0JIuKa

@/V(p,q:oM,T;ﬂ:f,H,J) :mRo(pquol\/DT;if)HaJ)U

U M(p7fag;x70M7T7H7J) X M(l’,q,O]w,T : _f7H7J7.g)U

U Mprifg) x M(r,q: o, Yi£f, H, J)U

r€CMi_1(f)

U Mp.r:ow, Ts£f H, J) x M(r,q;—f.9).

TEC]V[,L_k+1(—f)

Muoroctpykoet Mg, (p, q : oar, Y £f, H, J), Koja ce mojasibyje y TpeTX0IHOj YHHI]H,
nedbunucana je y (2.35). Opakab onmc rpanuiie HaM KaxKe ja he IpecaukaBarbe

U o PD}E o ®T GuTH JAHYACTO XOMOTOIHO MPECTHKABALY

pe Y nr(pa)q

qecj\/[n—k(_f)

riie ng, (p, ¢) IpeacTaBba 6poj TauaKa HyTaIHMeH3HOHe MEOTOCTPYKocTH Mg, (D, q :
o, U5 £f, H,J). Kao u y nokazy Teopeme 3.3 Moxke ce MOKa3aTH Ja MOCJEIHe
HpeCcInKaBame, Ha HUBOY XOMOJIOIHja, He 3aBuch oj nmapamerpa Ry. CuenmjasiHo,
yaMuMoO 11a je Ry = 0. XomomopdHe Tpaxe Koje 6pojuMo y M p,—o HMajy TpaHHITy

Ha tavnnM Jlarpanzkesum nmogMuorocrpykocruma oy U Y u Baku hyl,, = 0. Taxse
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Tpake MOry jia Oy/ry camo KoncrantTae. CBesin CMO Hallle IIPeCTHKaBame Ha Opojarbe

mapoBa (7_,7vy) 32 KOje BayKm

vt (=00,0] = U, 74 : [0, +00) = U,
Ve = —=V(£f) (1),

V-(—00) = p, 14+(+00) = ¢,

7-(0) = 7+(0).

To 3HauM j1a ce HETATHBHOM I'pajdjeHTHOM TpajeKTopujoM ox f Kpehemo u3 Tauke
p 10 Heke Tadke (Koja HUje KpUTH4YHA Tadka GyHKuje f). 3arum ce u3 Te Tadke
Bpahamo Ha3aj jep ce kpehemo nyzK HerarwsBHe rpajiujeHTHE Tpajekropuje ox — f.
JeJIMHO TJIe MOZKeMO J1a 3aBPIIIMO TO je KPUTHYHA Ta4ya P KOJy BUJIUMO KaO eJleMeHT
komrierca C' M, (U : —f, g). Jakue, 6poj TakBux napora je 1 ako je p = g a nHade
je jemnak 0. 3akspydyjeMo jaa je ¥ o PD% o®T JaHYACTO XOMOTOIIHO IPECIUKABALY
PDY,. O

Canma hemo mokasaTu [1a Cy NpecJuKaBaiba UT g T IPUPOJIHA, ¥ CMUCIY Ja

KOMYTHPAjy ca KAHOHCKUM H30MOpMU3IMUAMA

Ses: HE(on, Y : Hy, Jo) = HF, (op, Y : Hg, Jp)

Top: HM, (U : fu,ga) — HM,(U : f3,95),

Koju cy pedbunucanu (pemom) y (1.39), Ilormassme 1.8 u (1.3), Ilormasme 1.3. Ca

Y+ HMyu(U : far ga) = HFy(onr, T Ha, o),
\I/z : ]{F’k(oj\/laT : Fomja) — HMk:(U : faaga)

hemo osmauntu IICC xomomopdusMe KojumMa oaroBapa m300p IMapamerapa
(faygayHayja)-

CraB 3.8. Caedehu dujazpamu cy KomymamusH

. _ ST . _
HF(oy, Y : Ho Jo) =3 HFu(op, Y : Hg, Jg)
oT | ! ‘I’E (3.11)
Tug

HMk(U:fa7ga) — HMk(U:fﬁvgﬁ)

120



T
Saﬁ

HFk(OM,T:HO“Ja) HFk<0M,T:HB,Jﬁ)
o7 1 1o
To
HMy(U : fa,90) =3 HM(U : fs,95).

IMpumenba 3.9. Jacuo je ma y mperxomnoMm aujarpamy Mopcose dyukimje f, u
fs y3umamo u3 kiace F~ Kaja cy oHe apryMenTH jgoMmena dbynxmmje . A xama

cy Mopcose dbyHKnuje apryMenTd jgoMeHa (pyHKIHje UT omma mX GEpaMo U3 Kiace
Ft.

Aoxas. Xomomopduszam T,z 0 \I/g JeTHAK je, Ha HUBOY XOMOJIOTH]a, MPECTNKABAY

K koje je Ha remepaTopuMa JJAHYACTOI KOMILIEKCA 33/aTO Ca

K(T) =) iy (Ta, ps) P,

Pp

rae je gy (To, ) OPOj ereMenara (1o MOAYILY 2) HyJaAuMEH3HOHE KOMIIOHEHTE MHO-
rOCTPYKOCTH MVTO (Tevs onty ¥y Heyy J o3 Dy fapo's Gopr) KOjY eMo necbunucanu y (2.37).

Jegnakoct mpecimkasama (Ha HEHBOY xomosornja), Tas o \I/Z = K
Clel W3 ONKMCA TONOJOIIKE TIPAHUIE jeJIHOAMMEH3MOHEe MHOTOCTPYKOCTH

M (Zy 001, ¥y Heyy Joi; Dy fap T Gape) KOjy evo nedbummcanu y (2.38).  Jemmoc-

TaBHO 3aKJ/by4yjeMO JIa BaXKH

8M<fou OMaTaﬁouja;pB7faB,Tngéﬁ,T) =
MTo (ECX7 OM7T7 ﬁaa 7a;pﬂ; fa,@,T7 gaﬁ,T) U
UM(fomOMaTaﬁaaja;pa7faaga) X M(paapﬁ;faﬁagaﬁ>

Pa

UM(EOmga : OMJT;ﬁchja) X j\—/lv(youOMvT?ﬁaaja;pﬂafaﬂ,T7gOé5,T)

Yo

UM @ar 0, T Ha, Tai 45, foprs Gosr) X M(a5,05 ¢ f.95).

as

Ha cowmvyan HaYWH 3aK/byUyjeMO Ja je TPecTNKaBahe \Iﬂﬁf o Sgﬁ JeTHAKO Tpec-

JINKaBamy Koje L,

L(To) = Y i1 (Ta, 25) P,

Ps
HHAYKYje Ha HuUBOY xomosorja. OBue fig (T, ps) O3Ha4aBa OpOj Tadaka MHO-
roctpykoct My, (T, 0ar, Xy Haprs J*%7; ps, f5, g5) KOjy eMo nedbunmcamn y (2.39).

Kao n masonpe, yBoguMo mapamMerpu3oBany Bep3ujy MHorocrpykoctu Moy, Koja je
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JgeduHncaHa Kao

M(Taa0M>T> Hoa,B,Ta Ja/&T;p,Ba fﬂmgﬁ) = {<7>U7T) |
('77 U) € MT(Eaaol\/[;T: Ha,B,Ta Ja/&T;p/D’a fﬁagﬁ)a T > TO }

3aTHM U3 OIHCca heHe IPAHAIE 3aK/byTyjeMo /18 BazKh
T.QT _
V;08,;=L.

[IpeocTtaro ®Ham je a TMOKaXkKeMO Jla Ccy THpecJukaBamwa K u L jen-
HAaKa Ha HHUBOY XOoMojormja. llocmarpameM jeJHOIUMEH3UOHE MHOTOCTPYKOCTH
M (T, 00, Y, Hopxs Japni P8y fapr Gapr) KOjy cMmo medunncamu y (2.40) u3 omnuca

eHe Tpanuie (2.41) ciaeau jemHakocT

K=L.

3.3.2 TICC y nupeKTHOM JIHMECY

V 0BOM 1HOIVIABJBY HCIUTYjeMO KaKo ce npecinkasama T u WY ciaxy ca qupekTHuM
JIIMecuMa IoMohy Kojux cMo jedunucann $aopoBe XOMOJIOTUje 38 OTBOPEH CKYII.

[TonceTnmo ce 1a CMO MPEeCIANKABAe
Gos : HM (U : f,90) = HM.(U : £, gp),

Koje ycrmocTaB/ba n3oMopdnzam uamehy Mopcosux xomosioruja 3a pasandaut n3bop

Merpuka Jedunucain y [lornasmy 1.3. IIpecinkapama
Fag : HFk(OM,Ta : H, Ja) — HFk(OM,Tﬁ : H, JB)?

Koja nose3syjy ®aopose xoMosiormje 3a ase anpokcumanuje Lo u Tz 01 v*U, nedun-
ucaau cmo y [lormasmy 1.8. Y uctom nmoriaaBsby Mo gedrHECATH MOoBe3yjyhe XoMo-

Mopdu3Me 3a alpoKCUMAaIlFje MO3UTUBHOT KOHOPMAJIHOT CKYIIa

F;;ﬁ : HFk(OM,Ta Zﬁ,ja) — HFk(OM,Tg H,jﬁ)
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Pajn sraxmer 3anmuca kopucruhemo ckpahene o3nake y ciaejgehem craBy

HM.(9o) = HMy(U : [, ga),
HE,(Y,) = HFy (o, Yo s H, Jy),
o =Y,

g = e

CraB 3.10. Cuedehu dujaepamu cy KomymamueHu

Q
&

— HMi(g)) % HMi(gs) 5 HMi(g,) —
\L (I)a \L (I)B \L (I)’Y (312)
HE(Ys) 5% HE(T,) —

o
R
w

— HF,(Y,) —
U
— HF,(T,) F—+ﬂ> HF,(Tg) ﬁ HF,(YT,) —
1 e R R (3.13)
s HM(ga) =3 HMi(gs) -3 HM(g,) —

Jlokxas. 3a noka3 OBOr cTaBa KOPHCTE Ce Hjeje Koje cMO Beh u3He nm y J0Ka3y
Crapa 3.8. YBoIMMO KOMOMHOBaHE MOIYJICKE IIPOCTOPE KOJU CY 33JIaTH Ka0 MapOBU
IrpaJIijeHTHUX TpajekTopuja u Xxojomopduux Tpaka. Cana Bapupamo PumanoBy
MEeTPUKY KOJ IPAJINjeHTHUX TpajeKTOpHja W BapupaMo TPAHUIHE YCJIOBE 3a TEPTypP-
boBame xojoMopdue Tpake. AprymeHTrMa KOOOpu3aMa MOKa3yjeMo Jjia Cy Mpec-
mukaBama P o G,p n Fog0 @ (oanocno WP o Fl;m Gopo U®) jemmaka na HHBOY

XOMOJIOTH]a. O

13 komyratuHOCTH aujarpama (3.12) u (3.13) ciean ga mMoxkeMo Ja mpoljemo

JUPEKTHAM JIIMECOM Kpo3 Ipeciankasama WY o &Y.

Cras 3.11. Hexa cy fTeF* C C®(M) deée Mopcose pynruyuje. Tada nocmoje

ToMOPPU3MU
O:HM(U: f7) = HF_(H,U: M),
U:HF(HU:M)— HM,(U : f*).

Zlokas. V3BenhemMo KOHCTPYKIN]Y IpecnKaBama @ 9uju je 1oMeH BEKTOPCKH IIPOC-
TOD KOju je 100ujeH Kao aupekTaH auMec. OBo je mo3HaTa ajarebapcka KOHCTPYKITHja

1 W3BOJUMO je 300T IEeJTOBUTOCTH H3Jarama.
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[Tpu nmam kopak he 6uru na aedunumemo npecinkapame $. Heka je [p] €
HM(U : f7). To 3uaun ma mocToju HeKa MeTPHKA g, Tako nap € HM(U : f~, ga)-

Caja je 100po JiepUHUCAHO TPECTUKABAHE
O HM (U : f7,94) = HF(0op, Yot H, Jy)
3a HeKy ampokcuManujy 1, 1 HEKY CKOPO KOMILTEKCHY CIPYKTYPY Jo. [ledpuHuiremo

o([p]) = [2%(p)]-

Crenehn kKopak je Ja IOKaxkKeMo Jia je oBakKo IpecjuKaBame P m06po medun-
MCAHO, OJHOCHO Jla He 3aBHUCH O n300pa mpeacTaBHUKA Kjaace. Heka, 3a HEKH Apyru

eJleMeHT 3aJaT PIMaHOBOM METPHKOM (g,
qge HM(U : f~,93),

BaxKu

JeTHAKOCT y TUPEKTHOM JIMMeCy 3Ha4l Ja TMOCToju HeKa Tpeha PuManoBa meTprka

g~ TaKO Ja BazKHu

Go, (p) = Gﬂv(Q)-

13 komyraTuBrOCTH aujarpama (3.12) 3ak/bydyjemMo ga BaKn

®7(Gp,(q)) = Fs,(27(q))

Y(Gary(p)) = Far(2%(p))-

Bak/bydyjeMo 1a BayKn
FBV(CDB(Q)) = Fav(q)a(p))-

Mo nedurnumjn aupexTHOT TUMeca To 3Ha4n fAa cy kaace [D%(p)] u [®P(q)] jennaxe
y HF, (H,U : M). 3akmyuyjemo, npeciukaBambe O je 106po nedbunucano. Ono he
ouTH XoMopdu3zaM jep je cBako oJI npecaukapama P Takohe xoMoMopdu3zaM.

[IpeciukaBame W ce gedunuine Ha CaudaH HAYMUH. O

Opako gedunncann xomoMopdu3Mu cy 3ampapo mpecankaBarha tuma 11CC.
Kao u y cayuajy konopmasne DjiopoBe xoMoJioruje, oHu he 0uTH M30MOPQMU3MH.
Ann He jemaH IpyroM WHBEP3HHU, jep cMO Beh HarIacwIM ga TaKBa KOMIIO3UIHja

HeMma cmucaa. l[loBe3anm cy, Kao m y caydajy HpecJuKaBama 3a allPOKCHMAIdje,
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IToenkapeosum gyaauma koje cmo gedunucamn y (1.13) u (1.53).

Teopema 3.12. Hexa je f € F~. U3z xomymamuerocmu caedehee dujazpama

HM(U : f) —2—~ HF_(H,U : M)

PD]\/[l% PDFL’E
HM, _(—f,U)<~—HF* (H,U : M)
aaxmyuyjemo da cy npecauxasarea ® u W usomoppusmu.

Joxas. Ha ocaoBy CraBa 3.7 3HAMO &a BaxKn
U o PD} 0 ®* = PDY;.
Heka je p, € HM(U : f, g,) nupeacraBauk kiace [p,| € HM(U : f). Taga Baxu

Vo PDpo®([pa]) =¥ o PDr([®(pa)])
= U([PD%" 0 ®*(pa))]
= [T 0 PDL* 0 ®%(py)]
= [PD3}(pa)] = PDas([pal)-

]

Caza fiemo nokaszaTu npupogHocT npeciankaBama @ u W (IpUpOIHOCT y CMHUCTY
Teopewme 3.5). Tlogacerumo ce na cmo y (1.5), [ormasme 1.3, nedunncann KaHOHCKO

IIpec/InKaBabe

Top : HM.(U : f,) — HM,(U : f3),

KOje ycrocTapsba m3oMopduzaMm u3mehy MopcoBux xomosioruja 3a pa3anduT u360p
Mopcosux dyukuuja fo, fs € F~ wma fo, fz € F. KaHOHCKO npecinkaparbe
Koje ycrocrapsba uzoMopduzam unsmehy PopoBux XOMOJIOIHja 3a OTBOPEH CKYII
cvo nedpumancann y llormapmy 1.8, m TO 3a XOMOJIOrHje MOAe/IHpaHe HETaTUBHHUM

KOHOpMAJHUM cKyToM y (1.46),
Syt HF, (Ha, U : M) — HF (Hy, U : M).

A 3a xoMmosIOTHje MOJeEpane MO3UTUBHAM KOHOPMAJTHHM CKYIIOM MPECIHKABAIHE
S/, HEF(Ha, U - M) — HFES (Hy, U = M),

je nedunucano y (1.51).
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Teopema 3.13. Hzomopdpusmu ® u V¥ xomymupajy ca npupodnum u3omophusmuma

y Mopcosoj u @aoposoj xromoroeuju. llpeyusnugje, nexa cy dame Mopcose dynkyuje

x féﬁ € F* u Xamuamonujarnu Hy, Hg. Osnawumo ca V¥, Vg IICC usomopdusme

Yy nosumuenoj romoao2uju, o ca Po, Ps usomoppusme y cayuajy neeamuene To-

monozuje. Tada cy caedehu dujazpamu KOMYMaAMUCHU

HF}(H,, U : M)
v, )
HM(U : f5)

HE (H,,U: M)
o, T
HM(U : f5)

im
e+

% HF(Hs,U: M)
1 ¥s
% HM(U : f)

lH

o

% HF7(Hs U : M)
T ®g

Tqo _

—%  HM(U : f5).

Jlokas. Ilokazahemo KOMyTaTUBHOCT IPBOT Jujarpama. KoMyTaTUBHOCT JIPYror ce

MoKa3yje Ha UCTH HAYMH.

[ToaceTumo ce ma cMo MOKasaau Ja oaroBapajyhu aumjarpam 3a ampoKCHMAaIIH]je

komyrupa (3.11). [lakie, Ha K1acaMa U3 MpPOCTOpa KOjU je J0OHjeH Kao JupeTaH

JIMMeC UMaMoO jeTHAKOCT

Tap 0 Va([za]) = Tas <[qua <xa)]) -

3a cie [z,] € HE, (H,, U : M).
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4 IIpo3Boan

OBa rnaBa je moceehena jayb/beM m3ydaBamy asredapckux crpykrypa Proposux
XOMoJIoTHja Koje cMo gedbunucaan y [masu 1. Haume, Opojamem pas3HuxX
neprypbosano-xosoMmopdguux PumManoBux nospiu kKoje cMo jiecbunucanu y [nasu 2
MOZKeMO J1a, Je(PUMHUIIIEMO TIPOM3BO/Ie Ha, je1H0j PIIopOBOj XOMOJIOTHjH HJIH JIa ClIapy-
jeMo ememente u3 e pazauuute Dyopoe xomosormje. OBaj Apyru cuaydaj je
npukaszan y Ilormaspy 4.1 rae OpojambeM HaHTAJIOHA KOJ KOJjUX je jeaHa HOras-
uIa ,3aKpl/beHa’ a UBUIA JIpyre HOraBuIle je Ha JlarpanzkeBoj MOJIMHOIOCTPYKOCTH
cuapyjemo ejgement DjopoBe XOMoJIOrHje 3a HEPUOJUYHE OPOUTE Ca €JIEMEHTOM
diopose xoMmoJioruje 3a Jlarpankese npeceke. PesyiaraTtu oBOT mOIIaB/ba €0 Cy
koayTopckor pana ca J. Karuh n J. Munuakosuhewm [25].

Ako 6pojuMo maHTAIOHE KOJ KOjUX Ha paclely m3Mmely HOraBmila HMaMO CKOK,
IpU YeMy ce jeJlaH Je0 Te KOMIOHEHTe IPpaHuIle CIUKA Ha HYJITO CeUebe a JIPYTHU JIe0
HAa KOHOPMAJIHO pacjojeme 100ujeMo mpou3Boji Ha PJIOpOBOj XOMOJIOTHjH 3a Iap
(opr,v*N). OHO mTO 0Baj MPOM3BOJ PA3IMKYje O J0 Caja MO3HATHX IPOU3BOJA

jecTe IMTO Cy 70 caJla MO3HATH MTPOU3BOIN ODJIUKA
HF, (Lo, L1) ® HF,(Ly, Ly) — HF,(Lg, Ly).
Onanocuo nucy uHa PIopoBoj XoMoIoruju 3a ucTu nap. Harr npoussos je obyinka
HF, (op,v"N)® HF,(0p,vV'N) — HF,(0p, V" N),

OJTHOCHO crapyje eaemMente n3 OIopoBUX XOMOJOTHja 3a UCTH Nap. KoHCTpyKmja
oBor mpousBosa Jata je y [lornasmy 4.2 u jeo je aytoposor paja [24]. Takobe je
MOKA3aHO Ja 0Baj mpou3Boj, kommonoBan ca [ICC npecankaBameM y KOHOPMAJTHO]
DJ10pOBOj XOMOJIOIUjH, Jlaje CIOJbAllbI MHJEKC 1peceka y MopcoBOj XOMOJIOTH]jH.
Cowany ujejy (OIpUCYCTBO CKOKa Ha paciieny u3Mmehy HOTABHIA) CMO MCKOPHC-
THan 'y geduHucamy nponspoga Ha PIOPOBO] XOMOJIOTHJU 3a OTBOPEH CKYIy y
[Tornasmwy 4.3. Kao um y ciay4ajy gedunucama mopduszama, MIpo3BOJ CMO IMPBO
nedUHICATN Ha XOMOJIOTH]H 38 AllPOKCUMAITA]Y a 3aTUM TTOKA3aJIH JIa Ce TAKO JTehH-
WCAH MIPOM3BOJL CJaxKe ca JIUPEKTHUM JuMecoM. KOHCTyKIHja OBOT MPOU3BOJA JI€0

je xkoayTopckor paia [61].

4.1 PgopoBa XOMOJIOTHja KOMIIAKTHUX IOJMHOTOCTPYKOCTH

Y oBoM morJiaB/by heMo KOHCTPYHWCATH MPOW3BOJ KOju cnapyje eremeHT Piaopose

xoMosoruje 3a mepuogndne opbute (nedunncane y Ilornasmy 1.6) u Paopose xo-
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Mosioruje KomnakTHe Jlarpanzkese mogMuorocTpykoctu (nedunucane y [Tormasipy
1.7.2). TIpousson ce nedunuiie 6pojamem neprypboBano xoaoMopduux PumanoBux

noBpIIx Koje cMmo Jedpunucaau y Iormasmwy 2.1.

Teopema 4.1. Hexa je (P,w) samsopena cumnaexmuuka mrozocmpyrocm u L C P
wena 3ameopena Jlazpanscesa nodmmozocmpyrocm maxea da je nap (P, L) pena-
mueho achepurna nodmmozocmpyrocm (oduocro, 3adosonasa ycaos (1.28)). Jlame
cy mpu Xamuamonose gynwyuje H; - P x [0,1] — R, 5 € {1,2,3} u mpu cropo
Komnaerche cmpykmype J; npu wemy cy odzosapajyhu naposu pezyaapru. Tada

nocmoju npou3eod
o:HF,(P:Hy,J{)® HF.(L,P: Hy ,J;) — HF,(L,P: H*,J*"),

koju, sa uzbop Xamuamonujana Hy = HY, na ®Paoposoj romosozuju 3a Jla-
epanotcese npecexe HF, (L, P : Hy ,Jy ) 3adaje cmpyxmypy modysa nad Daoposom

zomonozujom 3a nepuodusne opbume HF, (P : Hy , J7).

Zloxas. OBaj mpoussos je gedpunucan OpojameM mepTypOboBaHuX XoaoMophHux Pu-
MaHOBHUX IOBPIMU KOje Cy HAJUK MMaHTaJOHAMA, > us Hornasmpa 2.1. Heka je
a € CF.(P : H,J;) Xamuaronosa opbuta u Heka cy © € CF.(L,P : Hy,J5 ),
y € CF.(L,P : H",J") XamuironoBu myTeBu. 3a JedUHACAIE TPECTUKABALE ©

Ha HUBOY JiaHalla
o:CF.(P:H; JJ)®CF,(L,P:Hy,J;)— CF.(L,P:H" J"),

KOPHUCTHUMO MHOTOCTPYKOCT Mv(a,x;y) Kojy cMo fedunucanu y (2.4). Ha renepa-

TopuMa JeOUHUTIIEMO

aoT = Z ﬁQMV(a,x;y)ya

yeCF, (L, P:H+,J+)

a Jlajbe Cce NMPeCcJUKaBame MPOJLYKH 1Mo JuHeapHocTh. foM(a, x;y) o3HauaBa OpOj
eJeMeHaTa OBe KOMIIAKTHE HYJIaJUMEH3HOHe MHOTOCTPYKOCcTH. V3 omuca rpanuie
IbeHe jeJHOJMMEH3HOHe KOMIOHeHTe, Koju je gar y (2.5) ciaemn na he oo Gutw

jeJTHO JTaHYaCTO MpecanKaBambe Koje HHAYKYje MMPOM3BO, Ha XOMOJOTHjaMa. O
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4.2 dDaopoBa XOMOJIOTHja KOHOPMAaJIHUX HOMHO-
rFrOCTPYKOCTHA

Cana hiemo nedbwnncaru omnepanujy Ha PI0OPOBOj XOMOJOTHJU 3aTBOPEHOT MTOICKY A

N C M xojy cvo gedbunncann y Tlorramy 1.7.1 n ozuauman ca HF,(oy, VN :

H,J). Cse meonxo/iHe KOHCTPYKIHje 3a AeHHUII]Y OBOT MIPOU3BOIA U3BEIH CMO Y

[Tornapmwy 2.4. Caga nam npeoctaje ga JiepHHUAIIEMO CaM MPOU3BOJIL.

Teopema 4.2. Heka cy H; ,Hy ,H' : [0,1] x T*M — R Xamuamonujanu ca xom-
naxmuum nocauemu u Ji , Jy , JT exopo komnaexcue empykmype mako da cy odeo-
sapajyhu naposu ca Xamusmonujaruma pezysapnu. Tada nocmoju npouseod x y

TOMONORUTU

x: HF(op, v'N - Hy , J7 ) @ HF(op, VN - Hy | Jy ) —
— HFy—aimm(on, V"N : HT, JT),

koju nomohy ICC npecaukasarwa undyxkyje onepayujy na H M. (N)

aef=o.(ih.(a) *Pu(B)),

3a cee o, € HM,(N).

Jlokas. IlpecnukaBame je Ha HHUBOY JaHala JepUHUCAHO OpojarbeM IIapoBa IaH-

TAJOHA Ca KOHOPMAJHHM TPAaHUIHUM yciaoBuMma. 3a x; € CFy(oy,v*N @ H{ | J7),
oy € CF(oy,v*N : Hy ,Jy ), mxt € CF,(op, V"N : HY J') nedbunninemo

wrkwy = nlay,agiat)at (4.1)

xt

rae je n(xy, x5 ;x1) 6poj enemenara (mo mogyy 2) muorocrpykoctn M (zy, x5 ;xh)
JUMeH3Hje HyJa Kojy cMo Jedbunncann y (2.23). JlumeH3ujy 0Be MHOTOCTPYKOCTH

cMo cpauynaiau y I[lormasby 2.4.2 na he cyma y (4.1) mposnasuru mo
€ CFluy—amm(on, V"N - HT | J7).

[IpousBox ce nasbe mpomwupyje o JuHeapHocTH. V3 pacmajama jeTHOTUMeH3n0He
muorocTpykoctn M(xy, x5 ;x1) Koje je omucano y (2.26) ciaenn ga je * jemHo Jam-

YaCTO NpeC/JMKaBame U Ja NHJIYKYje MPONU3BOJ, ONCAH Y MOCTABIU TeopeMe. [

Y cayuajy kaga je N = M gobujamo npousso koju je nedbunucan y [86] (pas-
Matpal u 'y [62]). ¥V Tom ciyuajy je e mpousBoj npeceka Ha MopcoBoj XOMOJIOTHjH

(nyanaH Kam IpOU3BOAY ).
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v*N

Om

Om

Om

Cmuka 22: O6jekTn KOju JepWHUIITY TTPOU3BOJL, *

Y ommTeM caydajy, Kajga N HHUje jeHAKO IeJ0] MHOTOCTPYKOCTH, MPOU3BOJ @
MOZKEMO JIa OIHUIIEMO Ka0 KOMIIO3UIIN]Y CIIOJbAIIbel HHIEKCa IIpeceKa Koju je gedun-
ucan y (1.9) u mopdusma HM,.(N) — HM,.(M) koju nonaszu ox uakiaysuje N — M.
Y ocraTky noriaBsba nmokazaheMo oBo TBpheme. [loTpeban Ham je apyraduju omuc
npousBoja *. HawmMe, mponsBog cMO MOrH Ja JeUHAUNIEMO U KAa0 KOMITO3HIIH]Y

nmo3HaTor npouspoja y Jlarpan:kesoj Pa0poBOj XOMOJIOTH)U
*x: HF,(opr, 00 : Hy, J7) @ HF,(op,v*N : Hy | Jy) — HF,(op, v*N : HT, JT),
u Mopduzma
my : HE (op, V"N - H, J7 ) — HF(op, 00 - Hy L J7).

[Tpumernmo na je HF,(on,0n @ Hy,J; ) ®aoposa xomosoruja Kojy cmo geduH-
ucasiu y [lornmaspy 1.7.1 kaga cuernujaano yamemo ja je N = M. Ilpoussoj * ce
JgedbunmITe 6pPojarbeM MAHTATIOHA YKja je rpanuna Ha oy Uv*N (Bugern Couky 22).
Ta koHCTpyKIH]ja je mo3HaTa 1 Moxke ce Hahn y [9]. V3serthemo je u one jep he Ham
OouTn noTpedHM JeTa/bu Te KOHCTpyKnuje. Hakon Tora hemo n3Bectun KOHCTPYKIIH)yY

MopdusMa m,.

CraB 4.3. Hexa cy Hy,Hy , H" Xamuamonujonu ca KOMNAKMHUM HOCAUUMG U

Ji, Jy , JT 0dz06apajytie crxopo komnaekene empykmype. Tada nocmoju npouszeod
* HF*(OA[,OM : Hf, Jf) X HF*(OJV[,V*N : H{, J;) — HF*(OA{,V*N : H+, J+),

Koju, Komnonosar ca npecaukasarvem muna IICC, daje cnomawrvu undexc npecexa

Nn. Odrocno, sa cee o € HM(M : f{,97) u B € HM.(N : fy,g,) savcu

Yi(annB) = Yula) x . (B).

ITpumenba 4.4. Crnopamimbyu WHIEKC HpPeceKa KOjU ce CIOMUEbe Y (DOopMyIalnju

oBor crasa aedunucat je y (1.9).
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Jloxas. 3a x7 € CF.(op,0n @ Hy,J7), ©; € CF.(op,v*N : Hy,Jy) n 2t €

CF.(op,V*N : H", J") nedunumemo momysacku mpocrop ME(xy, x5 ;x) Kao ckym

(w: Y — T*M,
Osu; + J(Opu; — XpRH;(Uj_))
dsut + J(Out — X, g+ (uh))
Ou’ + Jou =0,
u(s,—1) € opr, u(s, 1) € v*N, s € R,
u(s,07),u(s,0) € onr, s <0,
uj (—o0,t) = x; (1), j = 1,2,
ut(+00,t) = (1)

Il
o o

PumanoBy mOBpIT Y W pecTpuUKIWje TpecauKaBarma U, KOje CMO O3HAYWIN Ca

0

u;,u*,u , depunucaan cmo y Ilormasmy 2.4. 3a renmepuyuku u3b60p CKOPO KOM-

1IeKCcHe cTpykType, ME(2], x5 ;") he 6urn MHOrOCTPYKOCT JMMesnje

_ _ dim M
s (27) 4+ v (3 ) — pv (@) — 5

[IpousBoj x 3ajajemo jepHakomhy
vy kwy = Y M (e, ayat) 2t
xt

Ha MeHepaTOPUMAa JaHIACTOT KoMIutekca. Ojie je foM€(x1, 25 ;2) Gpoj enemenara
(mo momysny 2) Hy/Ja MMeH3MOHE KOMIIOHeHeTe MHOrocrpykocru Me(xy, x5 ;x™h).

[Ipomupumo * OuMHeapHO HA 1E0 JOMEH
CF.(op,0n - Hy ,J7) @ CE(op, VN - Hy | Jy ).

Onmc rpaHure jeJHOANMEH3M0He KOMIOHeHTe o1 ME(z], x5 ;2") aaje Ham dutbe-
HUILY Ja *+ KOMYTHpa ca oAroBapajyhuM rpaHHYHAM OllepaTopuMa U Ja HHIYKYje

NpecINKaBamke Ha HIBOY XOMOJIOTH)a
*x: HFy(op,0op c Hy ,J7) @ HF (op, VN - Hy  Jy ) —
— HFk+l—dimM(OM7 VN : H+, J+)
Cana hemo mokazatu ga [ICC npecimkasame 1, dyBa anrebapcky CTPYKTYpY,
OJTHOCHO caInKa My ¥ +. VIjieja je, Kao u y IPeTXOHIM CHTYaIN]aMa, /8 TIOKAXKeMO /1A

cy npecaukaBama Ny 1 ¢(1h*1)) mamuacro xomoronna. Heka cy py, py , pT kpurnune

rauke oarosapajyhimx Mopcosux dbyukumja f; : M — R, fo, ft : N - R. U3
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JneduHUIje TPecuKaBamba 1) U ¢ CJIe/H /I3 BayKu jeHAKOCT

() *v()) = Y Moy, friay, Hy) 8aM(py, o525, Hy)

I;,CE;,(L‘“—,]J-"

oM (xy, g ;27 ) faM (™ H  p", f7)p™.

[Tparehin uneje us [62], nedunurmemo aBa nomohna Mojycka npocropa. [IpBu mpoc-
TOD, M%Od(pf,pg,pﬂ ?, ﬁ), jeqHak je ckymy npecsmkasamba (V1 ,7v5 ,7 ", u) Koja

3a/10BoJbaBajy ciejiehe ycaose

(

M (=00,0] = M, 7y (—00) = py,
Y2 1 (=00,0] = N, 75 (—00) =3,
v [0,400) = N, v (+00) = p*,
w:¥ — T*M,
M=V, ()
T =V, fr (%)
B = Ve ST (),

Osu; + J(Opu; — X n, (u;))=0,7=1,2,
Osu™ + J(Opu™ — Xty (uF)) = 0

Ou’ + Jou' =0,

E(u) < 400,

u(s,—1) € opr, u(s,1) € v*N, s € R,
u(s,07),u(s,07) € opr, s <0,

u; (—o0) =7;(0), j =12,

ut(+o0) = 77(0),

Y
Y

\

rie je R > 2. @yHKnuja
Kg: (—00,0] = [0,1],

3a0BOJ/baBa yCJIOBE

a pyHKIHja

jeTHaKa je
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Y apryMeHnTy oBOT' MOJIYJICKOT' IPOCTOPA jaBJba C€ n3pas (7, ﬁ) Tume cmo xKejiesin
Ja MCTaKHEMO Ja uMaMmo paziumuure dyukmuje, fi,fy,fT, n Xamurronujane,
H{,H,,H", na onrosapajyhum xpajesuva nanraiona Y. Ipyru momohau Momyii-

CKH TIPOCTOP je

MpTOd(pl_7p2_ap+;?7ﬁ> -
{(R, v, v, 7T u) | R > Ro, (77,75, 7" u) € MB(pr,p5,p™; 7, ﬁ)}‘

TomosoMKa IPAHUIA jeIHOIIMEeH3n0He MEOrocTpyKocTn MP ¢ je obinka

oM (pT pr pt f H) = M oy py P 7.H)

U Mo froor) x Mred(qr pr ot F L H)
q; ECF(f1)

U Mg fsg:) x M7 01 qp, 0" 7.H)
4 €CF.(f3)

U My oy q [ H) < M(ghpts £ g)
qtECEL (1)

U Mo, foser, HY) x M(py, £y 525, Hy )%

xy &y ot

X ME(x], xy;27) x M(at, Hpt, f7).

Bak/byuyjeMo J1a je, Ha HUBOY XOMOJIOTHja, upeciukasatbe ¢(1(p] ) x1(psy ) jeaHako
; ; prod( — . — +.
npecuKaBamy Koje 6poju eemente Mopyackor mpocropa My (py,py,p*; f, H).
[Tocneame npecinkaBame je He3aBUCHO 0 n300pa XaMUJITOHUjaHa KOjUMa, BPITUMO
neprTypoalujy Ha HOraBuiaMa mnaHra/jona. cru apryMeHT cMO KOPUCTUJIM Ka/1a CMO
HOKA3UBaJIN J1a XoMoMopdu3aM L, y noka3y Teopeme 3.3, He 3aBHCH 01 XaMUJITOHH-
jana. Cnenujasno, y3ehemo ma cy cBu XaMUJITOHUJAHH jeTHAKH Hy/Id. XOJ0MOPGbHA

JIMKCOBH Ca T'PAHUIOM Ha oy U V"N cy KOHCTAHTHH 118, BazKHU jeTHAKOCT
d — £
MI])%TOO (p17p27p+7?7ﬁ20):./\/le$ <p17p2,p+>

Cxyn apsera M (p], py;pt), kKoju ce jaBma y qedUHANI]H CIO/LANIIHET HHICKCA

npeceka, nedunncann cmo y (1.8). 3akibyuyjeMo ga BayKu

OéﬁNﬁ = ¢*(¢*((X> *w*(ﬁ))v

3acee o« € HM, (M : f,9;) u p € HM.(N : f5,95 ). O

VY cienehem craBy hemo koncTpyucaru crioMenyTu MOpdu3am m, U HOKA3ATH J1a
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J0Ja3u O/ MHKJy3Hje
1: N — M.

Cras 4.5. Hexa je H : [0, 1] xT*M — R Xamuamorujar ca Komnaxmuum Hocauem
u J cKopo Komnaekcrua cmpykmypa makea da je nap (H,J) peeysapan. Tada noc-

moju mopdusam mehy Daoposum romorozujama
HF(O]V[,I/N HJ)—)HF(OM,OA[ HJ)

Koju je undyrxosar unkayaujom Ha nusoy Mopcosox romonrozuja. JIpyeum pevuma,

6adHCU

Qb*om*od}*zl*;

2de je i, mopdusam na wusoy Mopcosuxr Tomoao2uja UHIYKOBAH UHKAY3UJOM 1 :
N — M y emucay Hlsapya (sudemu Homohmo Tepherve 4.22 y [100]).

Zokxas. Mopduzam m, ce geduHmUIIe HA HABOY JIaHAIa OpojameM HepTypOOBAHUX
XOJOMOPGHUX Tpaka Koje MMajy CKOK Ha ropwoj rpanunu R x {1}. Ilpenusuuje,

3a x € CF.(op,v*N @ H,J) uy € CF.(op,0n : H,J) nedunumiemo Mosyacku

1HPOCTOP
( Osu + J (O — Xy (u)) =0, )
(3 0) € oy, s €R,
' N, 5 <0,
U(s 1)€0M,3>0
u(—00,t) = x(t),
\ u(4o00,t) = y(t) )

[IepTypboBane xoomopdHe Tpake, ca OBAKBHM CKOKOBHMA Ha I'PAHUIM, pa3MaTpaHe

cy y [3]. Ha reneparopuma komiutekca C'Fy(oy, v*N : H, J) nebununemo m
=Y M (x,y; H )y
y

1 Jla/be MPOJLYZKUMO 110 JHHeapHocTH. ['paHuIa jejHoJuMeH3MOHe KOMIIOHEHTe O]
MI(x,y; H, J) je obiuka

OMYy (@, y; H, J) = U M(z, ' H, J) x M (2,5 H, J)
' €CFy(op,v*N:H,J)
U M (z,y's H, J) x M(y' g H,J).

y'€CFx(on,0n:H,J)
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Jlak/ie, m MHJYKyje LIPecuKaBabe Ha HUBOY XOMOJIOIH]ja
my : HFE (op,v*N : H, J) — HF,(op, 00 = H, J).

Cana hemo nera/bHEje ONMUCATH TPECIUKABAE KOje M., nomohy [TCC mpecinka-

Bama, MHAYKYje He HUBOY MopcoBUX XOoMoOJI0THja
¢somyoth, s HM(N) — HM,(M).

Jla bucMo 0BO pecInKaBamhe MOTJIN /1A IOBEJIEMO V Be3y Ca HHKJIY3UjOM U3 ITOCTaBKe
OBOTI' CTaBa MOpPaMO HeKako Ja mopexkemo Mopcose dpyukiuje za N u M. Heka je
f : N — R 6mno xoja MopcoBa dbyHnknuja aeduHmcana Ha 3aTBOPEHOM TOICKYITY
N. Tlokazano je y [100] ma moctoju Mopcosa dbyukuuja F : M — R koja npormupyje

f ma meo ambujentnu npocrop M,

F’N:fv

TaKO JIa He TOCTOje HeraTHBHE T'pajiijeHTHe TpajeKTopuje of F' Koje m3iaze u3z N
(3a gmerame Bugern Tepheme 4.16 u [Mocaenny 4.17 y [100]). Ha mame, y noka3y,
noapasymeBaMo j1a HaMm je MopcoBa xomostornja ox N mMoaennpana GyHKIUjoM f, a
MopcoBa xomosioruja ox M ce geduHHUIIE ¥ OJHOCY HA CIIOMEHYTO HpoIIupemne F.

[IpecsimkaBame, ¢ o m o1 je Ha reHepaTopy JaHIaACTOI KOMILIEKCa jeTHAKO

S(m(P(p) =D 8aM(p, fr 2, H)to M (2, y; H, J) 12 M(y, Hy ¢, F) g,

z,Y,49

P Y€MYy CyMHPaMO II0 eJIeMeHTHMa
x € CFy(oy, V"N : H,J),y € CFy(op,0m : H, J),qg € CMp(M : F,g).
[Tpumernmo 11a je cajia g Merpuka Ha Behem npoctopy, M. Jledpuaucahemo moryscke

IpocTope Koju ¢y amasoruja mpoctopa Mg(p,q, fi H) u M(p,q, f; H) koju ce ja-

Bbajy y (2.14) u (2.16). Pasnuka y ofHOCY Ha Ty CHTYAI[H]y je y TOMe IITO caja
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UMaMO CKOK Ha ropihoj rpanuiu. [IpBu momohuu Moy/icku npocTop je

)

v_ i (=00,0] = N, 4 = =V f(7-),
Yo 1 0,400) = M, 4, = —VF(y,),
u:Rx[0,1] = T*M,
Osu+ J(Ou — Xopu(u)) =0,
MG (p, 10, F; H) = (7=, u,74) | u(s,0) € oar, s €R,

u(s,1) € v*N, s <0,
u(s, 1) € opr, s >0,
Y-(—00) = p, 74(400) = ¢,
\ u(—00) = v_(0), u(+o00) = v, (0) |

3a remepuuku u360p mapaMerapa oH he GHTH MHOrOCTPYKOCT amuMensuje mg(p) —
mp(q). Toacerumo ce na emo GyHkuujy og gebunncanu y (2.15). Jdpyru mogyacku

MPOCTOP je mapaMeTpu30BaHa Bep3Wja MPETXOTHOT
M (p, 1, F H) = {(R,v- u,74) | (=5 u,v4) € ME“(p, 1, F; H), R> Ro}.

Taxobhe, 3a remepudyku u3060p HapamMerapa, TO je jeJiHa MHOTOCTPYKOCT JHMEH3Hje
m¢(p) —mr(q) +1. Bap € CMp(N : f,g9) u g € CMy(M : F,g) rpauuna MHO-
roctpykoctu M*™ (p, f;q, F'; H) 4uja je nuMeH3uja jean MOXKe [ Ce OIHUIIe Kao
oM™ (p, frq, Fs H) = MES(p, 14, F; H)
U Mp.rif9) x M™(r, f;q,F; H)

r€CMy_1(N:f,9)

U M™, fis F H) x M(s,¢; F,g)

s€C M1 (M:F.,g)

U M fiz, H) x M (2,y; H,J) x M(y, H;q, F).

zeCFy,ycCFy,

Jlakse, ¢ o m o1 je JJaHYACTO XOMOTOIIHO TPECTHKABALY
n: CMk(N : f?g) — OMk(M : F>g))
JebuHUCaAHO jeTHAKOIIhY

n(p) =D _ tME(p, fr4, F; H) q.
q

OBo npec/imkaBame je aHaJoruja HpecauKaBama [ Koje ¢MO KOPHCTHJIH Y JIOKa3y
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Teopeme 3.3. Ha mcru naumn kao u Tajla, 3aK/bydyjemMo jga he 7 OuTu JaH4acTo
XOMOTOIIHO TPECIUKABAILY 1)y Koje Opoju komOunoBane objexre (v_,u,y,) TIe je u
xosoMopdHE ucK (mepTypboBaH Hy1a XaMUATOHHJAHOM) ca TPAHUIIOM Ha 0y Ur* N,
Beh cMo mokazanm ja cy CBH TaKBU JUCKOBU KOHCTAHTHHU, 1a 1)y OpOju HEraTUBHE
rpajujenTHe Tpajekropuje ox F (jep je F = f ua N) Koje nosesyjy tauky p € N
ca HekoM TadykoMm ¢ € CM(M : F,g). U136op dyuknuje F' je Takap j1a HU jeJHA
IbeHA HeraTUBHA IpaJinjeHTHa TpajeKTopuja He Moxke na namyctu N. Kako cy p u
q ucror MopcoBor uH/IeKCa, HErATUBHA I'DAJIMJEHTHA TPajeKTopHrja Koja cliaja p u ¢

He MOCTOjU KaJla je p # ¢. 3aKJbydyjeMo Ja je
no=1:CMy(N: f,g) = CMy(M : F,g),

OOMYHA WHKJY3Wja JAHIaCTUX KOMILIekca. Jomn jeagHom hemo marmacutu Ja je F
crienujaano ogabpano nporuperhe GyHKimje f na nHKIy3uja JaHIacTHX KOMILIEKCA
uMa CMUCIa y TakBoj curyaruju. Ha auBoy MopcoBux XoMoJI0THja, pecjinKaBamba

Oy © My O Yy | 1y CY jeTHAKA. O

Haxme, medunucamu cmo mpoussos na Piaoposoj xomonoruju HF,(op, v*N
H,J) 6pojamem napoBa maHTaJoHa Koje mMajy CKOK m3mely norasuma. Ilomohy
npecankaBama Tuna [ICC mobumm cMo npon3Bos @ Ha HHBOY MOpPCOBHX XOMOJIOTHja.

N3 ppyraumjer omuca mpou3Boja
*« = %o (m, @),

CraBa 4.3 n Crasa 4.5 3ak/bydyjeMoO Jia HPOU3BOJ ® MOXKEMO Jia OHUIIEMO Kao
KOMITO3HIA]Y MHK/IY3Uje U CIOJballlibel HHaekca mpeceka. OIHOCHO 3a cBe «, 3 €
HM,(N) Baxnu

ae =i, a)yp. (4.2)

4.3 @jgopoBa XOMOJIOTHja 32 OTBOPEHE CKYIOBE

Y oBoMm mornaspy JedunuinieMo npons3soj Ha PopoBOj XOMOJOTHjU 33 OTBOPEH
ckyn. IIpoussoj ce jpedunuiine OpojameM napoBa MaHTAJIOHA KOje CMO Jie(puHUCATN
y (2.42). TIpeu kopak je na jgedbuHUIIEMO TPoU3BoJ Ha DJIOPOBHM XOMOJOIH-
jama 3a ampokcumarnmje 1 a 3aTUM Jia TMOKAXKeMO Ja je Taj MPOMW3BOJ, CArIacaH
ca nose3yjyhum xomomopdusmuma F,, koje cmo nedbunucasm y Ilornasmy 1.8.
[Tokazahemo u 1a mpecimkaBame Tuna [ICC 4qyBajy anrebapcKy CTPYKTYPY THMe

MITO OBaj MPOM3BOJ CIMKA Yy MPOU3BOJ - Ha Mopcosoj xomosorujy (medunucan
y (1.10)).
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[Toacerumo ce na je amMOujeHTHA CUMILIEKTHYKA MHOTOCTpyKOocT T*M. VN 6a3u
Hallle MHOTOCTPYKOCTH TTOCMAaTpaMo oTBopeH ckyn U C M Koju uMma TJIaTKy TPaHUILY
OU. Osme hemo paszmarparu camo ampokcumarije | HeraTHBHOI KOHOPMAJTHOT
ckyna v*U u, cxomuo Tome, PIOPOBY XOMOJIOIHjY 33 OTBOPEH CKYII MOJEIHPAHY
ca v*U. Opa xoMoJoruja, Kojy cMmo osmadasamn ca HF (H,U : M), nedbunncama
jey (1.42).

Osnaunmo ca Hj, j € {1,2,3}, Xamunronujane va 1T*M koju 3aBuce o1 BpeMeHa
1 Koju nMajy Komnakrae nocade. Takohe hemo npernocrasuru na H; 3a10B0/baBajy
penanuje mate y (3.9). Heka je T noso/bHO 106pa anpokcumanuja o v* U, y eMucTy
na csu Xammrronosu nytesu x; € CFi(oy, T : Hj, Jf), j €{1,2,3}, 3amoBopanajy
ycaioB (2.28).

Cras 4.6. 3a npemxodno onucane Xamuimonujane H; u anpoxcumayujy T noc-

moju npoussod Ha DAoPO6O] TOMONORUIU 3G ANPOKCUMAUUIE
o: HF,(op, Y : Hy, JY) @ HE,(onr, ¥ = Hy, Jy ) — HF,(0p, Y 1 Hs, JJ).

Aokas. Tlponssoy ce nedunuine Ha remeparopuMa JaH4aCTUX KOMILIEKCA T; €
CF.(onm, Y : Hj, J]T), j € {1,2}, peranujom

T10Xg = Z ﬁ2MT($1,$27$3) z3.

T3

8o MY (21, 29, 73) o3mauaBa Opoj edeMeHaTa KOMIAKTHE HYJIaIUMEH3HOHE MHO-
rocrpykoctu MY (z1, 12, 73) Kojy cmo gedunncamm y (2.42). Ilpoussox ce GuimH-
eapHO NPOIINpYje Ha 1eo npoctop. V3 onuca rpanuna je HOAMMEH31OHEe KOMITOHEHTE

muoroctpykoet MY (x1, 79, 13)

8MT(x1,x2,x3) = U M(zy,y1 2oy, T 2 Hy, JlT) X MT(yl,x2,$3)
y1€CF.(Hy)
U M(za,y2 : oar, T Ho, JQT) X MT<I1,ZJ2;9€3)
y2€CF*(H2)
U M<x3ay3 : OMaT . H37 J?,T) X MT<$1,x2,y3),
ygECF*(Hg)

caeau na he o KOMyTHpaTH ca OAroBapajyhuM rpaHudnuM omneparopuMma. Jlakie,

JiecbuHECAIN CMO TTPOU3BOJL © HA HUBOY XOMO,JIOTHja. [

Caenehu craB HaM TOKa3yje Ja je TPOM3BOJL © caryiacaH ca mope3yjyhum mzomop-

duzmmma
Fi  HF, (op, Yo : H, J™) — HF,(0p, Yy : H, JT),
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koje cmo gedunncamu y (1.41). Y osnamu oBor mzomopdusma ce nojasmyje H na
Ou OMJIO MCTAKHYTO 3a KOjy XaMMJITOHOBY (byHKIHMjy je gedunmcano mosesyjyhe

IIpec/inKaBalbe.

CraB 4.7. 3a dosonro dobpe anpoxcumayuje L, u Yy sastcu
Foi(o) =Fy () oFy (). (4.3)

Odrocno, npecaurasaroa F£3 (x§oxl) u Fa}gl (x9) oF£2 (%) cy aarnuacmo Tomomonna
Y
sa x¢ € CF (op, Yo : Hy, Jp ") ua§ € CFu(op, Yot HayJy ).

Joxas. llosesyjyhu xomomopduzmu F,, cy mzomopdusmu kaga cy Y, u Tp 10-
BOJBHO 106pa anpokcumanuja or v* U. Musep3nn xomomopduszam he 6uru Fy,. Osaj
xoMomopduzam je gedbunucan y (1.41) momohy momxynckux npocropa (1.40), camo
hemo cama ymecro xomoronuje Y7x) pmaru xomoronujy YoX%(=%) kao rpanununn
ycaoB.  Jlakse, J0OBO/BHO je Ja TOKakKeMO Ja Cy IpecanKaBama If O 1§ U

Bl (F;Zl (29) o F1? (z4)) sanuacro xomorouna. 13 jeanakocru

Fal_gl xl Zn2 lexl 0M7TS:H17']1)$

F£2<I'(21) = Z Ij2M<ng Ig P OM, TS : H27 JQ) xr
@}
3aKJbydyjeMO Jia BarKu

FaIZl(:Ul) OFH2 Z o M (2, 25 - o, Ts : Hy, Jy)

b b b
T1,To>T3

ﬁQ ($2,IB2 0M>Ts : H27 J2)ﬂ2MTb(gjli7xg’xg) .Qfg

Kajia OBY jejHAKOCT HAlaHEMO ca JeBe crpaHe lpeciukabaibeMm F3 j1obujemo
ba

caenehy jeaHaxocT

s (Fiaf) o Fip(9)) = > foM(af, 28 s on, Yot Hy, o)

ab b bz
oM (25, 25 - opr, Ty 0 Ho, Jo) (4.4)
ﬁQMTb(xl{7xl2)7xg)

oM (28, 25 - opr, T, : Hs, J3)x

Caga hemo mocmarparn muorocrpykoct M(z§, x5, 2§ : T,) Kojy cmo medunucamn

y (2.45). Omnuc rpanuie oBe MHOTOCTPYKOCTH Koju je gatr y (2.46) mokasyje jga he
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npecaukaBame (4.4) GUTH JAHIACTO XOMOTOIHO OMIMHEAPHOM HPECTHKABAY
. T . T . T
U: CF*<OM, T, : Hq, ‘]1 a) X CF*(OM, T, : H,, J2 “) — OF*(O]V], T, : Hs, J3 a),
KOje je He TeHepaTopuMa JAHIACTOT KOMILIEKCA, jeTHAKO

Uz @a5) = Y faMp, (2,25, 25 : T,) 25,

a
T3

Muorocrpykocr Mg, (2%, 2%, 2% = T,) evo gebunncamn y (2.44). dedunucamen
HOBOT' TIOMONHOT MOJIYJICKOT' TIPOCTOpA JIAaKO ce jioKasyje ga he mpeciukasame U
OuTH JIAHYACTO XOMOTOIIHO IIPEC/UKaBaiby O, OJHOCHO Ja U Ha HUBOY XOMOJIOI'Hja
uHayKyje jgedunucanu npoussoi o. Ilomohuu Momyiacku npocrop he cajga 6pojaru
NaHTAJIOHE Y KOjUMa IIIaTKO MemaMo Tpanuily. OIHOCHO, 01 XOMOTOIIN]e fs KOJy CMO

naedbunncann y (2.43) npaBEMO XOMOTONHUjY KOja je HIACHTHIKY jeTHAKA T,=7Y, O

CaracHOCT TpoW3BOAa © ca moBe3yjyhum xomomopdusmuMma aaje Ham J100po

nedunucan mpousso Ha OI0pPOBOj XOMOJIOTH)U 38 OTBOPEH CKYII.

Teopema 4.8. IIpoussod o dedpunucar na DPaoposum TOMOAOUJAGME 3G GNPOKCU-
mayuje daje nam dobpo dedpurucar npouseod na Paopo6oj TOMOAOUIU 36 OMEOPEH
crYn

o:HF, (H,,U:M)® HF,_ (Hy,U : M) — HF,_ (H3,U : M).

Jlokas. Heka cy [21] € HF,(H,U : M) u [x3] € HF.(Hy,U : M) nBa enemenra
M3 KOJIMYHUYKOr mpocropa. Onabepumo enemente ¢ € HF,(oy, Yo @ Hy, Jf*) u

28 € HF,(op, Yo @ Hy, J;“') Kao MpeJICTABHUKE THUX KJaca
[z1] = [z1], [25] = [z2].

Y omrmrreM caydajy, anpokcuMmaije Y, u Y, He Mopajy Ja OyAy jeaHaxe, ajgd CHUI-
ypHO Moxkemo Hahm Heky alrpoKcuMarujy Koja je Beha oj obe, y emucay /ledunn-

nuje 1.5. Heka je T, Heka anmpokcuMaruja Tako j1a BazxKu
Ta < Tbu Ta’ < Tb-

Hexka cy
FA HE, (op, Yo 2 Hy, J5*) = HF,(op, Ty 2 Hy, J))

Fi2 . HF,(0p, Yo : Hy, Jy*) = HF, (0, Ty : Hy, J30),
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ojarosapajyhu nosesyjyhu mzomopdusmu. Ilpoussosn Ha esementuma Propose Xo-

MOJIOTHj€e 338 OTBOPEH CKYII ce JeduHHIIe Kao
1] 0 [w2] = [Fay' (af) o F i (a5 ).

XolieMo 7@ mMOKaXKeMo Ja OBaKO JepUHUCAH MPOU3BO/ HE 3aBUCH O] MPEeICTABHIKA

KJaca a Ha o1 anpokcumaruje Tp,. Heka mocroje anpokcumaruje Y. u T TakBe 1a cy
/ T

enement x$ € HEF, (op, Yo : Hy, J') w 2§ € HF,(0p, Yo : Hy, Jy ©') npescraBaumm

Knaca [z1] u [22]. OmHocHO, BaXkn

(2] = [21], [25] = [x2)-

Hexka je T, Heka HOBa ampoKcuUMaIldja Koja 3a0BObaBa peJalinje
T.<Ty To<T,

Cajta xohemo J1a 10KaKeMO JIa Cy eJIeMeHTH

Fop (21) o Fop(ag) m Fogf (25) o F g (a5)

jeJlHaKM y KOJMYHHYKOM mpoctopy. Kako cy x{ m z{ upeacraBHuim ucre KJiace

KOJIMIHUYIKOM MPOCTOPY 3aK/bYUYjeMO J1a IMOCTOjH allpokcuMainuja 1. Tako 1a BaxKu

Foe(27) = Fee(7). (4.5)

Crnmaro, mocToju anmpokcnMarnyja 1o TaKBa Ja CYy 33/I0BOJbeHE peslallnje

Yo < Yo, To<To,

’ /

Fa’e/(xg ) = Fc’e’ (.I'g ) (46)

Habumo noBy ampokcumanujy Ty xoja he 6utn Behia o cBuX ocTaanx

TeyTeHTbaTd § Tf-
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Tana je
(@ 2( .0 (4.3) 1 1[0 2 2 (.0
Fie (P @) o Flly(as)) & Bl (FI (a9)) o Bl (FL(08) ) =
= Fi}(21) o F % (a5).
Takobhe Bazku
c o (4.3) c o

Fip (Bl (o) 0 Flfz(as) ) ) Fip (FIf a) o B (Fl3(a5) ) =
= Fi} (29) o Fi3(af) =
—Ff (Pl (25)) o L (P2 (a5))

= Fg} (Fil (Q;‘f)) o Fg} (Ff’i/(:c%')) - Fffl (x) o ngc(x%,)

(4.5)+(4.6)

Baxsbyayjemo na cy exementu [Fol(xf) o FI2(28)] u [FI2H(25) o FL%(25)] jennaxu
y KosmmaanakoM npoctopy HF, (Hsz, U : M), onnocHo mpou3soj, o je 106po aedun-

ncad Ha PJIOPOBOj XOMOJIOTH)U 33 OTBOPEH CKYII. O

Caza hemo mokasaTu jia Ipec/IMKaBaibe
O HM(U: f7) = HF_ (H,U: M),

kKoje cmo gedbunucann y CraBy 3.11, gyBa asredbapcKy CTPYKTYDPY, OTHOCHO, 1
npousBoj, Ha MopcoBoj xomosoruju, nedunucan y (1.10) cauka y mpousBoi Koju

CMO YIIPaBo JeduHUCAIH, O.

Teopema 4.9. Heka cy fi, fa, f3 : U — R Mopcose dpynuxuyuje us xaace F—. 3a
;] € HM (U : f;), i € {1,2} saorcu

¢ (Ja] - [as]) = @7 ([en]) 0 @ ([aa]).

2de je ®1i usomopguzam muna IICC xoju odzosapa dynryuju f; y domeny u Xamuna-

monujany H; y wodomerny.

Jloxas. Moxkemo npernocraButu ja je eaement «; € HM, (U : f;, g;) npeacraBuuk
kinace (o], i € {1,2}. U3 gedununuje npeciukasama ¢ u Teopeme 4.8 ciaequ na je

JIOBOJBHO MOKa3aTn ja Ha HuBOy MJIOPOBUX XOMOJIOTHja 33 allPOKCHMAIAje BazKN
O (a1 - ag) = O (1) 0 O (ay). (4.7)

Ogge je T noBosbHO J00pa anpokcumanuja o v* U. Jeanaxoct (4.7) ekBuBaaeHTHa
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Ou 4= -Vfs

. ™oy ! I
ﬂ/; S :\ P
—2R h\\ On ~R -2R

QJ’HU =0

Cnmxka 23: [lomohHa MHOTOCTPYKOCT KOja ce KOpHUCTH Yy A0Ka3y Teopeme 4.9

je jetHakoCTH
(@) (@7 (0n) 0 P (02)) = 1 -,

Kopucrehn Crap 3.7, nmoc/eamy jeJHAKOCT CBOAUMO HA H0] eKBUBAJIEHTHY

(PDf*) " 0 Wl o PDE™ (@4 (a1) 0 ®f(03)) = a1 - . (4.8)

JeJIHAKOCT OBHX lpeC/IMKaBambha Ha HUBOY XOMOJIOTHja CJIe/IM U3 apryMeHara Kobop-

Jnu3aMa TPUMEeHmeHnX Ha MOMONHY MHOTOCTPYKOCT Koja je ckunupana Ha Cawru 23
[

Cauuna uzeja je xopurnrhena y gokasy Crasa 4.3.
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5 CnekrTpasne nHBapujanTe y PJI0poBOj XOMOJIO-
riju

Y oBoj riaBu JiebUHHIIEMO CIEKTpaJHe HHBapujanre y pasHuMm PJopoBUM XO-
mojorujama. Jledpunuruja y npBa Tpu norsiaB/ba je Ha WJAejHOM HUBOY ucta. [loc-
MaTpaMoO HajMambHl HUBO Y (PUITPHPAHO] XOMOJOTHJHA HA KOM Ce Pean3yje HeKa CUH-
rynapaa kiaaca. Opme hemo Heka/la KOpUCTHTHU CUHTYJIapHe Kiace, Hekajga Mopcose
KJIace, Majyhu yBeK Ha yYMY JIa Cy Te€ XOMOJIOTHje u30MOpdHE.

[Tormasibe 5.1 canpxku KOHCTPYKIH]Y CIEKTPAJTHUX HHBAPUJAHTHU 34 MEPUOTUTHE
opbute. Ta KOHCTPYKIMja je MO3HATA W MU IPATUMO O3HaKe u3 [102].

Jedununuja cnekrpajnux uaBapujantu y Jlarpanxkesoj PiopoBoj XoMoJI0rujun
3a KOMIIAKTHE MOJAMHOIroCTpyKocTu siara je y Iloriasiby 5.2 npu yemy mu npaTumo
paz [66].

CnekTpaJine nHBapujanTe y KoHopmasaaoj @1opoBoj XoMoIoTuju ¢y Aedunncane
y Hormasmy 5.3. Oa koHCTpyKImja je mo3Hata u garta je y [85] a mu mparnmo
O3HAKe JiaTe y ayTopoBOM pasy [24].

VY llornasspy 5.4 nedunmECaHE CY CIEKTpATHEe HHBAPUjAHTE Y CJIYy9ajy OTBOPEHOT
nojckyna 6aze U C M u 0BO je opuruHasanu pesysrar objasber y [61]. YV ®roposoj
XOMOJIOTHjH 33 OTBOPEHE CKYMOBE TMOCTOjU JTOJATAH U3a30B MPHU JAeDUHUCAIGY CITEeK-
TpaJIHUX HWHBapujanTu. Hawmme, Ty HaMm je JOMEH KOJUYHHUYIKHU IIPOCTOP JT00HjeH
JIeJIOBAIbEM JIMPEKTHOT JuMeca. Jla 6ucmo morju ga jgedunuiieMo WHBapUjaHTe
3a eJIeMeHTe TaKBOI' lpocTopa 1npBo hemo jedunucarn musapujanre y PjopoBum
XOMoJIoOTHjaMa 3a amnpokcuMaruje. Hakon Tora Tpeba mokasaTn jia ce Tako geduH-
HcaHe MHBaApHUjaHTE JI0OPO CJIAXKY Ca JIUPEKTHUM JIIMECOM. Y OBOM TIOTJIAB/bY je Ha-
bena Be3a uzmely nHBapujaHTH 33 OTBOPEH CKYIl U MHBAPUjaAHTH 3a allPOKCUMAIUje,
OJIHOCHO TIOKa3aHO je 1a he Te mHBapujanTe OUTHU jelHAKE 33 CBE alpPOKCHMAIIHje
Koje cy Behe o Heke dbukcupane. [lokazana je m HEIPEKUJIHOCT PEJATUBHUX WH-
BapujanTu y ojnHocy na XodepoBy HOpMY XaMUJITOHMjaHA W HejeJHAKOCT m3Mely

HHBApHjaHTH 3a JBa oTBopeHa ckyma U C V.

5.1 @opoBa XOMOJIOTHja 3a IIePUOAUIHE OpOuUTe

Jedununuje u cBojcTBa Koja oBje HaBoauMo mory ce Hahu y [102]. Heka je (P,w)
3aTBOPEHA CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT KOja 33,10B0/baBa yeios (1.16). O3naunmo
ca

iy HFNP:H,J)— HF.(P: H,.J),
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WHKJIYy3U]y Ha HUBOY XOMOJOTHja KOja je WHIYKOBaHA WHJIY3WjOM HA HHUBOY KOM-
IJIeKCa

it CFNP:H,J)— CF.(P:H,J).

[Toacerumo ce j1a cMo oBe PIOpPoBE XOMOJIOTH]je 3a IePHOAUYIHE OpOuTe /1ePUHUCATH
y Iornapmby 1.6. Heka je f : P — R Mopcosa dynknnja. 3a o € HM, (P : f,g)\{0}

JIePUHUIIEMO CNEKMPANHY UHBAPUIAHITLY
pla: P: H) =inf {\|PSS(a) € Im(i})} .

Osze je PSS npecnnkaBame Koje ycrnocraB/ba nzomopdusam msmehy Mopcose xo-

mosoruje ox P u djopoBe XOMoJOrHje 3a IMepHOIUYUHe OopOuTe U JeUHHCAHO je
y (1.21).

5.2 ®gopoBa XOMOJIOTHja KOMIAKTHUX MOAMHOTOCTPYKOCTH

Y oBoM morsaBby AedWHUIIEMO WHBAapHjaHTe CHHTYJIADHUX KJjaca Koje YKHUBe y
3aTBOpeHOj Jlarpam:keBoj MOAMHOIOCTPYKOCTH [ 3aTBOpeHe CHMILIEKTHYKE MHO-
rocrpykoctu (P,w). Tlparumo medununujy koja ce moxke Hahm y y [66]. Heka
je

N HFNL,P:H,J)— HF,(L,P:H,)J),
UHKJIY3Hja duarpupane OopoBe XOMoJIOruje y KOMILIETHY PJIOPOBY XOMOJIOTH]Y
KOja je, Ka0 M y TMPETXOJHOM IOTJIaBJ/bY, WHIYKOBHA WHKJIY3UjOM OAroBapajyhmx

KOMILJIEKCa

j} CFNL,P:H,J)— CF,(L,P:H,.)J).

Cuomenyre komiiekce u Popose xomosioruje cmo gaedunucann y [Hormasmpy 1.7.2.
Heka je f : L — R Mopcosa dyukmuja u « exement Mopcose xomonoruje H M, (L :

f,9) pasanunt on mysie. Cnexmpasta uneapujarma oj o aedUHUIIE ce Ko
o(a: L,P: H)=inf {\| PSS"(a) € Im(j})} .

Cagma je PSS! wmsomopdbusam rtuma IICC 4mjy MO KOHCTPYKIH]y U3BEIH Y
[TornaBmwy 1.7.2.

Ako mmamo gBa Xammiaronujana, H u K, Koju mpaBe HCTY XaMUITOHOBY Ie-
dbopmanujy ox L, ¢4 (L) = ¢L(L), onna hie ce muxoBe cleKTpaiHe HHBADHjaHTe

paziukoBaru 3a ucty Koucrauty C. JIpyrum pednma

ola:L,P:H)—o(a:L,P:K)=C,
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3a cee o« € HM, (L) (Bugern [66] 3a Buie geraspa).

5.3 @PuopoBa XOMOJIOTHja KOHOPMAJHUX IIOMHOTOCTPYKO-

cTn

Cana nam je ambujentaa muoroctpykoctT 1% M, rue je M 3aTBOpeHa MHOTOCTPYKOCT,
U U3/IBOjeHA je jeJHa 3aTBopeHa moaMHorocTpykoct N C M. @yiopoBa XOMOJIOTHja
3a nap (o, V"), 4uje unBapujanTe nocMarpamo, aedunucana je y Ilornasmy (1.7.1).
Uupapujanre y oB0oj xX0Mostoruju cy nedunucane y [85] a mu hemo nparuru geduan-
uujy u o3uake u3 [24]. Pasiuka je y Tome mro y [24] KOPUCTHMO MPECTNKABAE TUTIA
[ICC y nedovHUNIAj HHBADUjAHTH.

Heka je

k) HFMoy,v*N - H,J) — HF,(oy,v*N : H,J),

npecaIrKaBambe MHYKOBAHO MHKJIY3MjOM JIaHYacTHX Komiuiekca. Heka je f: N —
R Mopcosa dynknuja. 3a o € HM. (N : f,g) \ {0} aedunnmemo xornopmany

CNEKMPANHY UHBAPUJAHNY
oo, v*N : H) = inf {\ | ¢,(a) € Im(k}) } .

Nzomopduzam v, cmo nedunncamu y Ilormasmy 3.2.

5.4 @uopoBa XOMOJIOTHja 3a OTBOPEHE CKYIIOBE

Osne hemo anammsupatru PIOpoOBY XOMOJIOTH]Y 38 OTBOPEH CKYT MOJEJTUPAHY Hera-
THBHUM KOHOPMaTHIM cKynoM v*U C T*M. Xomosnoruja je necdpunucana y Ilorias-
sy 1.8 ka0 pupekran jiumec OJIOpPOBUX XOMOJIOTH]A 38 AIIPOKCUMAIUje U O3HAYaBAIN
CMO je ca

HF, (H: U, M) =1lim HF. (o, Y : H, J).

[Toacetumo ce ma je U C M oTBOpeH CKyHI 4mja je TPaHHUIA TJIaTKa 3aTBOPEHA
noaMHOrocTpyKocT OU. Y meToM moriaBiby cMo gedunuca n dpuarpupane Giopose

XOMOJIOTHj€e 33 anpokcuMarnujy 1, y o3Hamnu
HFMoy, Y - H,J).

Nukny3uja GuaTpupaHor JlaH4acTor KOMILIEKCA Y Ie0 KOMILIEKC MHAYKOBAJIA je

XOMOMOpdU3aM Ha HUBOY XOMOJIOI'U]ja
2y, HF Moy, Y : H,J) — HF,(op, Y : H, J).
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Heka je f : U — R Mopcosa dyuxmuja. 3a a € HM, (U : f,gy) \ {0} nedununmmemo

CNEKMPAIHE UNGAPUIAHME Y 00HOCY HA ANPOKCUMALUTE KAO
cr(a:UM: H)=inf {\|®"(a) € Im(:,)} .

Ilpecmkapame @Y je msomopdpusam tuma I1CC xoju cmo gedunucamy y Iloraasmy
3.3.1.

Kenmumo ja peduHHUINIEMO W CHEKTpajgHe WHBapHUjaHTe KOje HCIUTY]y Kajla ce
HeKa Kjaaca peannsyje y OaopoBoj XOMOJIOTH)U 33 OTBOPeH cKyI. leduHucanm cMo
dbunrpupany PopoBy XOMOJIOTH]Y 3a OTBOPeH Ky y (1.44) U mOKa3a/Iu Ja MOCTOju

XOMOMOpPdU3aM

W2 HFNH,U : M) — HFE-(H,U : M),

KOjH je WH/yKOBAH MHKJIy3HjaMa JAHIACTHX KOMIIJIEKCa 3a alpokcumarnumje. 3a (o] €

HM,(U : f)\{0} nedununmemo cnexmpasny unsapujarnmy sa omeopen cxyn U Kao
c(le] : U, M : H) = inf {\| ®([e]) € Im([2]2) } .

® je mzomopduzam medbunucan y [Hormasmy 3.3.2.

[Tpupoaro ce namehe nurame jga JM ¢y HEKAKO [OBe3aHe MHBapujaHTe cy(qv :
UM : H)u c(la] : UM : H). Ja qu, na upumep, cy(a : U M : H) texn
ka c([a] : UM : H) kana ce T npubamxasa v*U. Baxulie jaue csojcrso. Cse

uHBapujanTe hie MmocraTu jeJHake, IOYeB OJ HEKe allPpOKCHMAIH]e.

CraB 5.1. Heka je « € HM.(f,U : gy) \ {0}. Tada nocmoju anpokcumayuja T,

xoja je eeha 00 T, T < T, maxo da 6axHCU
c(lo] : UM :H)=c3(Gyg(a) : UM : H)

3a cee anpoxcumayuje T xoje cy eehe od Y‘, T < T.

IIpumenba 5.2. Opre cmo kKao apryMmente dyHKIje G cTaBUIN alpOKCHMAIIH]e,
a He caMo CJI0Ba Kao paHmje. THMe MO Kejlen /1a HCTaKHeEMO KOja allpOKCUMAIIHja

ce HaJIa3W y JIOMEHY a KOja y KOJIOMEeHY (YyHKIHje.

Joxas. Y mokazy hemo KopuctuTu cjejehm KOMyTaTwBaH jujarpaM y KOM Ce T0-
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jaBJbyjy almpoKcuMalmje 3a Koje BaxKu mopegak I < T < T.

%

Gos
HM(f,U:gr) =

oY
HE(Ty: H, Jr) 5
Ty,

A

F2
HF)NY,: H, Jy) ¥

HM(f,U:g7) 57

1 @Y

~ F
HF(Y:H, Jz) &
T3,

HFEMNY:H,Jz) &

L oT
HFE(Y : H,J3) —
14,

HENTY : H,Js) —

(5.1)
KomyTtatuBHOCT ropmer aujarpama cMo nokaszaan y Crasy 3.10, 10K KOMYTaTHBHOCT
NOIer AfjarpaMa cIeid U3 YH-eHHIE Ja Cy IpeciaukaBama FA nobujena, Ha HABOY
JIaHAIA, KAa0 PeCTPHKIMja HpecinkaBama F Ha oxrosapajyhe norkominiexkce C'F.

Heka je A € R 6poj 3a Koju BaxKu
®([a]) € Im(22).

Taya moctoju [x] € HEMNH,U : M) 3a xoje je

Kako cy knace [o] u [z] eremenTH mpocTtopa Koju je 100MjeH Kao TUPEKTAH JTIMeC,

nocrojahe eneMenTn
o€ HM(U : f,gv), * € HE}(on, X' 2 H, Jy/)
koju he Ouru npencrapauny Tux Kiaaca. Osae cy T u Y’ Heke ampoKcuMalinje O

v U.
o([a]) = [@" ()],

[2[2] = [ ().

Je,ZLHaKOCT OBHUX €JlIeMeHaTa KOJIMYHUYKOI' IPOCTOPa 3HAYHU J1a HOCTOjI/I HEKa allpOKCH-

Maluja T Beha on T u Y’ Ttako ga je

Fi3(2¥(a) = Frp (3, (2)).

Kopucrelin komyraTupau qujarpam (5.1) mobujaMo HU3 jeJHAKOCTH

DT (Gyg(a)) = Frg(@(0) = Frg(ih,(2) = 3, (F}5(x)).
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JaxkJte

T (Gyz(a)) € ().

Bak/bydyjeMo J1a BayKi HEjeHAKOCT
c3(Gyx(a) :UM:H)<c(lo] :UM:H). (5.2)
Axko je p € R peasran 6poj Tako ja
®*(a) € Im(e4,),

raja je Y (a) =, (y) 3a nexu enemenr y € HE! (op, Y 2 H, Jy). Tana saxu

O([a]) = [ ()] = [ (v)] = [41Y],
onHocHo, [a] € Im([¢]%). dobuau cmo jomun jeany HejeHAKOCT
c(la] :U,M:H) <cy(a:UM: H). (5.3)

Heka je caga T 6uo KOja alrpOKCUMAIlrja 3a KOJy BazKu

T<T.
Axo (I)T(GTT(Q)) € Imag raga nocroju z € HF) (o, T : H,Jz) tako a Baxu
O (Gyy(@) =13, (2).

Kopucrehin gujarpam (5.1) qobujamo HU3 jeTHAKOCTH

®T(Gyz(a)) = DT (Gg5 0 Gry(a)) =
— Fs5 007 (Gyg(a)) =

= Fy305,(2) = 13, (F32(2)).
Jpyrum peunma CIDY(GTf (o)) € Im(z%*). Jobum cMo HejeHaKOCT
c3(Gyg(a) : UM : H) < c5(Gyz(a) : UM : H). (5.4)

To 3ampaBo 3HaYM Ja KAKO WAEMO HH3 KoMmyTaTuBaH jgujarpam (5.1) crnekrTpasHe

uuaBapujanTe onaaajy. Cama hemo mokaszaTtu m OOpHYTY HejeTHAKOCT, OJaKJe 3a-
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K/bydyjeMo qa he cBe mHBapujante OuTH jegHake. 3amucTa

) ((Gya(a)] : U, M2 H) (5.5)

Jeanakoct (*) Baxku jep a u Gy (a) mpencTaBibajy UCTH eJeMEHT Yy KOJIUIHHIKOM

npocropy. U3 (5.4) n (5.5) mobujamo jeJHAKOCT U3 HOCTABKE OBOT CTABA. O

Kao u 3a ocrame mHBapujanTe, M y CJIydajy OBHX HHBApPHUjAHTH, MOXKE Ja C€
IOCTAaBH IHUTAIbe Ja JIK Cy OHe yIOopeauBe 3a JiBa OJUCKa XaMmMuiToHujana. Kama
KazkeMo JiBa O1ncka XaMuITOHHjaHa, MUCIU ce y XodepoBoj HOpMH Koja ce jgedu-

HIIe Kao

|H| = /O 1 [mng(x,t)—minH(x,t)] dt. (5.6)

T

Ucnocrasuhe ce ja cy peaamusne cnexmpanne unsapujarme 36 omeopen ckyn U

Koje ce JepuHUITY Kao

C(la] :UM:H)=¢(a] :UM:H)—c(1:U,M: H), (5.7)
HernpeKuaHe y ogaocy Ha Xodepoy HOpMy. OBjie je 1 reHepaTop Hy/IT€ XOMOJIOIIKE
rpyue HMy(U : f).

Teopema 5.3. Hexa cy H, H' : T*M x [0, 1] — R Xamuasmonujanu ca komnaxmmum
nocavuma. 3a cee [a] € HM,(U : f)\ {0} saorcu

(C([o] : U, M : H) — C([a] : U, M : H')| < ||H — H'|. (5.8)

Zloxasz. 1IpBu Kopak y JOKa3y jecTe Ja MOKayKeMO Jla UCTa HejeTHAKOCT BaxKH 3a
peJaTBHE WHBAPUjaHTe 3a ampokcuMarnyje. O3HAUYUMO Te peJaTHBHE WHBAPHUjAHTE
ca

Cy(a:UM:H)=cr(a:UM:H)—cy(1:U,M: H),

rie « € HM,(U : f,gv) \ {0} u 1 je remeparop rpyne HMy(U : f, gr).

Crojumo XaMUJITOHUjaHe JTHHEAPHOM XOMOTOIHjOM
H* = (1 o(s))H + o(s)H'

riae je o : R — [0, 1] riarka pacryha dbyuknuja Koja 3amoBosbasa yeiaos o(s) = 0

3a. s < 0uo(s) =13as > 1. Ilocmarpahemo mpecsmkaBame Koje YCIOCTABIba
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uzoMmopduszam usmehy Dyoposux xomosioruja 3a uzbop Xamuaronujana H n H'
Sty HF.(oy, Y - H,J) = HF,(0p, Y : H',.J').

[TpecaukaBame cvo gedunucann y (1.39), anm cmo Taga Gupain TPOU3BOJBHY per-
yaapHy xoMmoTonujy Koja cmaja H w H'. Caga hemo, cnenmjanno, y3eru JIvH-
eapHy xomoronujy H® koja ynazu y geduHUIN]Y MOAYJICKHX mpoctopa M(z,z" :
on, T; H® J%). Bax € CF (oy, Y : H,J)ua' € CF.(op, Y : H',J) nebunuremo

w:R x [0,1] = T*M,

Bu 4 J* (%% — Xz (u) = 0,

u(s,0) € opr, u(s,1) € T,
u(—o00,t) = (t), u(4o0,t) = 2'(t).

M(x, 2’ oy, T H? J?) =

OBzie je J® ckOpo KOMILIEKCHA CTPYKTypa KOja je Ha —0o0 Kpajy je/lHaKa 3aJaToj
crpykTypu J a Ha +00 Kpajy je jeanaka J'. Ako mocrtoju Heka Tpaka u € M(x, ' :

om, T3 H®, J®) tana je

AL (z)) — AL (z) = — AL (u(s,-)) ds
/“” ds (5.9)

1
<E.(H-H E/ max(H — H') dt.
0 x

Kako JinmHeapHa XOMOTOIMja He Mopa Ja Oyle peryiapha, mMoxemo ja je Cl—
AITPOKCUMHPAMO PeryJapHOM XOMOTONHjoM Koja he yhu y neduHUIUjy MOMYICKOT

upocropa M(x,z" : oy, T; H?, J®). Taua he Baxuru
AL (2)) — AL () < EL(H — H') + ¢

3a npousBosbHO Masio € > 0. Kaga mycrumo smmec ja € — 0 gobujemo uponeny (5.9)
1 3a peryiaapHy xoMortonujy H®. Jlakie, ako je cJuKa eJeMeHTa X ITPHU ITPecInKa-

Batby S} obmuKa

Shm () =},
J

Taj1a je
AL (o)) — AL (x) < EL(H — H'), (5.10)

J

3a cge 7. 3ax € HF.(op, T @ H, J) yBomumo o3HaKy

cr(z, H) =inf{A € R|z € Imuy 4,)}.
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Ouurieano Baxku

ex(a:U M : H) =cy(0F(a), H).

U3 uponene (5.10) caequ nejenakoct
cr(Shp (), H') < er(x, H)+ EL(H — H').
Y CraBy 3.8 ¢MO ITOKa3aJH /18 BayKu
Sk o ®f = Of.

Kopucrehu oBaj upenrurer 1o0ujaMo HU3 Heje HAKOCTH

cx(a:UM: H) =cy

(Pp(a), H') =

Cr(Si 0 Pr(a), H') <

or (P (), H) + B (H — H') =
(

ex(a:UM:H)+ E.(H—H'),

I
oY

(5.11)

| /\

koju Baxku 3a cee a € HM,(f,U) \ {0}. Axo mammmemo HCTy HeEjeJTHAKOCT 3a

reHepaTop HYJITe XOMOJIOTHje Ca U3MEIheHIM XAaMUITOHH]aHIMA J1001jeMo
ex(1:UM:H)<cex(1:UM:H)+E.(H —H) =

=cx(1:UM:H /max (H'(z,t) — H(x,t)) dt =

=cr(1:U,M: H)+/O —min (H(z,t) — H'(2,t)) dt = (5.12)

xT

1
=cy(1:U,M: H) —/ min (H(x,t) — H'(z,t)) dt.
Kana crojumo wejemnakoctu (5.11) u (5.12) mobujemMo HOBY HejeHAKOCT

Cy(a:UM:H)—Cy(a:UM:H)=
=cy(a:UM:H)—cy(1:U/M:H)—
—cy(a:UM:H)4cex(1:UM: H) <

< /0 ma (H (. 1) — H'(a,1)) dt - /0 min (H'(2,1) — H(x.1)) dt =

= [|H — H'.
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Kana 3amenumo mecra XaMuaToHUjaHUMa JTOOUjEMO U HEjeIHAKOCT
Cr(a:UM:H)—Cyx(a:UM:H)<|H — H|.

Opnatie ciean ja Cy pejaruBHE WHBAPHjEHTE 3a alPOKCUMAIHje HEIPeKuHe y

ojHOCY Ha X0odepoBy HOPMY
|ICy(a: UM :H)—Cy(a:UM: H)| <|H — H]J.

Kopucrehn Cras 5.1 3aksbyayjmo jma hie m anmpokcumarnuje 3a OTBOPEH CKYT 3310BO-

JbaBaTH OBY HejeTHAKOCT. O

Creneha Teopema je yoIITeme Heje THAKOCTH KOja je mokazana y [87] a naje Besy

u3Mehy wHBapujanTu mpu yjaaramy OTBOPEHOT CKyIa Y Beh OTBOpEH CKYyII.

Teopema 5.4. Hexa cy U—V dsa omeopena nodcxyna 0d M u Hexa je xomomop-
Puzam
Juvs : HMy(U = f) — HMp(V : f)

UHOYKOBAN UNKAYSUJOM
Juv - U—=V

cypjekmusan. Tada 3a [a] € HM(U : f)\ {0} saoicu nejednarocm
cOuve(la]) : VM = H) < (o] : U, M : H).
Jokas. O3naammo ca

[ove : HF, (H, U : M) — HF(H,V : M),
oy, : HF)(H,U : M) — HF}H,V : M),
[, HE}H,U : M) — HF, (H,U : M),
[y, : HF)(H,V : M) — HF, (H,V : M),

onorosapajyhe xomomopdusme nHyKoBaHe nHKIy3ujama (Bugeru u [87]). Caenehu
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JrjarpaM je KOMyTaTHBaH

Z>\
HENH,U : M) gy, v - m) (5.13)

ma*l me*j
HE; (H,U: M)~ HFE_ (H,V : M)

HM(U : f) —22~ HM(V : f).

KomyTatuBHOCT ropmer aujarpava je mokasana y [87]. Jla 6u mokaszaanm ga J0H
JujarpaM KOMYTHPA J0BOJHHO je TOCMATpaTh XOMOJIOTHje 3a oaroBapajyhe anpokcu-

Malgje
(H,J)

HFy (o0, YV H, J) 2 HEy(op, YV : H, J)

WTUl WTVl

HM(U : f,g)&>HMk(V : f9),

TV koja je moBossrO 6su3y ckymy v U u YV mosossHO 6im3y cxymy v* V. Osre cy
zg{/’i) unkysuje gedunucane xkao y [87]. Vamumo [x] uz xomonoruje H Fy(opr, TV

H,J). Baxn
v (i () = Y n(a,p)lp)- (5.14)

peC My (V)

Jpyra KoM1o3uiiuja jiaje je HaKoCT

jUV*(\I[Tqu])) = Z n(x7p)]UV*([p])7

pECM(U)

Koja je zampaBo jeanaka (5.14) ako je jyy« CYDjeKTHBHO HpeciukaBame. Jlakie,
MOKa3aJIl CMO KOMyTaTHBHOCT Jujarpama (5.13).

JledpuHHUIITIMO CKYTI
ALy = {3 € | @y (a]) € Il

Axo A € AV raya je Oy (o) = [1)3.([8]) 3a mexo [3] € HEF}(H,U : M). Ha ocuosy

[a]’

aujarpama (5.13) 3ak/bydyjeMo J1a BayKu

[ ([ (181)) = [luvs ([l (18]) = blov.(@u([e]) = @y (uvs([al)).
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Jpyrum pednma A € AV

v (a])” [TokazaJjm cMO MHKJIY3H]y CKYIIOBa

A[({Y] c AY

Juvs([a]):

Hame wnBapujanre cy nunduMyMn OBUX CKYIOBa, I1a HejeHakocT Mely nuBapujan-

TaMa CJIe/In W3 IUILeHUIe J1a je

. v . U
inf A o < InfAp,.

JUV
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6 YmnopehuBame CIeKTPAJIHNX WHBAPHUjaHTU

Y 0oB0j ri1aBu KOMOMHYjEMO CBe IIOjMOBE KOje CMO jedunmucaIm u KOHCTPYUCAIU Y
I'maBama 2, 3, 4, 5.

Haume, mopduzam koju Opoju JuMmbake y KOMIAKTHO] CHMILIEKTHYKO] MHO-
rOCTPYKOCTH Jlaje HaM HAYUH JIa YIIOPEIUMO CIeKTpaJsne uaBapujanre Oropose xo-
MOJIOTHje 3a nepuoaudne opoute nu Paopoe XoMoaorHje 3a Jlarpamkese Ipeceke.
WuBapujanTe MOKeEMO Ja yHope Mo jep dbyHKInoHaM Jejcra (13 oarosapajyhnx
XOMOJIOTHja) omafajy Ay auMmebaka. [lopen rora, y Tlorramy 6.1 mokazana je
cy0aJuTUBHOCT CIIEKTPAJHUX MHBAPUJAHTH Y OJHOCY HA LIPOU3BOJL KOJU CMO jedun-
ucaun y llormasspy 4.1. Caaprkaj OBOT MOIIaB/ba je OPUTHHATHU PE3YATAT 00jaB/heH
y [25].

Kana samajemo jeany anrebapcky crpykrypy Ha PuopoBoj xomosoruju (Kao
IITO je MPOM3BOJ) jacHA IeOMETPHjCKa CJIHUKa Koja ce jaBba (To je Gpojarme oro-
Bapajyliux meprypboBaHUX MAHTAJOHA) OJAKIIABA HAM [I0CA0 KaJa YKEJUMO JTyD/be
Jla MCIIMTaMO CBOjCTBa TOT Ipou3Boja. Hamme, MoOxKeMO j1a KOHTDPOJIMIIEMO BPEI-
HOCTH (DYHKIIMOHAJIA JIejCTBA Ha jeIHOM ACUMITOTCKOM Kpajy HMaHTaJIOHa Koje V-
YeCcTBY]Y V JedUHUNU]H TPOU3BOJA Ta MOXKEMO J1a 3aKJByINMO KaKO Ce MPOU3BOJ
peaykyje Ha duarpupane Giaopose xomosoruje. Kao mrro cmo Beh ncrakian puarpu-
paHe XOMOJIOTHMje UI'PAjy BarKHy yJOry y jiepuHuCaby CHEKTPAJHUX MHBAPUjAHTH.
KonTtpona dyaknuonasa aejctsa omoryhaba HaM Ja MOKayKeMO Jla CY CHEKTpaJTHe
WHBapHjaHTe cybaauTHBHE (MM Ja 3370BOJbaBAjy HEjeHAKOCT TPOYTJIa) y OTHOCY
Ha ojiroapajyhe mpoussose.

Y llornasmy 6.2 mokasyjeMo cyOAJUTHBHOCT WHBAPHUJAHTH Y KOHOPMAJHO]
DJ10pOBOj XOMOJIOTHJU Y OJIHOCY Ha TTPOU3BOJL Koju je gecdpunucan y Ilornasmpy 4.2.
Pesyaratu oBor morsiaB/ba 00jaB/beHN Cy Y ayTOPCKOM pajy [24].

Y mocneameM MOTJIaB/by MOKa3yjeMo cyO0aIuTHBHOCT UHBapHjanTu y PIopoBoj
XOMOJIOTHJH 3a OTBOPEH CKYII y OJIHOCY Ha IPOU3BOJ KOju je JedUHUCAH Y

[Mornasmy 4.3. Jlobujenn pe3yaratn 1eo cy KOayTopckor paja [61].

6.1 VYnopehmBame mHBapmjaHTU y KOMIAKTHOj MHOTOCTPY-

KOCTn!

AmGHjeHTHA MHOTOCTPYKOCT jeé KOMIAKTHA CHMIUIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT (P, w).
L C P je Jlarpanzesa IOJMHOIOCTPYKOCT TaKO Ja Cy 3aj0Bosberu ycuaosu (1.28).
IIpernocrasuhenmo na cy 3a10Bo/beHn U yeaoBu (1.16) Koju ¢y HAM GHIIH HEOIXOIHE
3a n06py gedunncanoct (punrpupane) Paopose XoMoJoruje 3a NepHOIUIHE Op-

oure. U3 jennakocru (1.14) MOXKeMO J1a 32K/bYHIUMO JI& YCIOB [i|r,pr) = 0 Baxu
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aKo je 33/I0BOJbEH YCJIOB Ci|qy(py = 0.
[IpBe nBe Teopeme y OBOM HOIIAB/BY yHopelyjy chekTpajHe HHBapHjaHTe Y
D10pOBOj XOMOJIOTHjU 3aTBOpeHe Jlarpanzkese moaMHOTOCTpyKOocTH U PI0poBOj XO-

MOJIOTHjH 38 MepuoudHe opbure.

Teopema 6.1. Hexa je « € HM,(P : fp,gp) \ {0} xaaca y Mopcosoj xomonoeuju.

Tada sasrcu
pla:P:H)>0o(u(a): L,P: H).

IIpumenba 6.2. IlpeciinkaBaibe 2 je yMKep IIpPeCc/JUKaBaibe Koje CMO JlepbuHucan
y (3.3).

Zloxas. TlocToju ciegehn KoMyTaTuBaH JTUjarpam

T/\
HFNP:H,J)——=HFNL,P: H,.J) (6.1)
Al jzl
HF.(P:H,J)——=HF,(L,P: H,J)
TPSS TPSSL

HM,(P: fp,gp) ——= HM,(L : fr,q1).

Topwu aujarpam je ussenen y (3.1) a jgomu gujarpam ce nojassbyje y (3.2). Iox-
CEeTHMO Ce JIa CMO clieKTpajHe waBapujante y PJopoBoj XOMOJIOrHju 1ePUHACATI

Kao

pla: P: H)=inf Ry(«a),

re je
Rp(a) = {\| PSS(a) € Im(i})} .

Cuekrpasne waBapujante y PopoBoj xomojoruju 3a JlarpaH:kese mpeceke CMO

neduHHCATH KAO

o(f:L,P:H)=inf Sy(5),

rie je

Su(B) = {A| PSS*(B) € Im(j2)} .

Ako X € Ry(«) Tazna je
PSS(a) = ii(a),

3a Heko a € HFMNP : H,J). U3 aujarpama (6.1) Bumumo jia he pazkuru

PSS (1y()) = 72 (1)Ma)),
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onHocHo A € Sy (u(«)). Jakie, Baxku WHKIy3Hja
RH(OC) C SH(Z!(OJ)).

Hame nnBapujanre cy nHGUMyMH OBUX CKYIIOBa A 3aKJbydyjeMO
pla: P:H)>o(uw(a): L,P: H).

]

Teopema 6.3. Hexa je 5 € HM.(L : fr,g9)\ {0} Mopcosa zomorowxa xaaca. Tada
8a91CU
plis(B): P:H)<o(f:L,P:H).

IIpumenba 6.4. i, je unkiysuja MopcoBux xomoJi0r1uja Koja je jJobpo jedunucana
kaJa je Mopcosa dyuknuja fp : P — R npommupeme Mopcose dyuknuje fr : L — R

Koje cMo ommcaan y nokasy Crasa 4.5.
oxas. Kaga cnojumo komyratusne nujarpame (3.4) u (3.5) mobujemo cieaehin Ko-

MYTaTHUBaH JHjarpam

A
HFNL,P: H,J) -~ HFMP: H,.J)

jil iit

HF.(L,P:H,J)—~HF,(P:H,.J)

HM.(L: f1,9) — = HM,(P: fp,g).

Axo je PSSL(B) € Im(5)) rana PSS(i.(B)) € Im(i}). Cana Hejemnakoct cienm u3
NHKJTy3Hje

Su(B) € Ru(ix(5))-
[l

Cana hemo mokaszaTn Kako ce TOHAIAjy CIEKTpaJHe HHBAPHjaHTe Yy OJTHOCY HA

IIPOM3BO/I,
o:HF,(P: Hy,.J\)® HF,(L,P: Hy, Jo) — HF.(L, P : HitHy, Jy,umm,),

koju cMo nmedwrucanu y [lormasmy 4.1. Ckopo KOMILIEKCHA CTPYKTypa Ji 3a70-

BoJbaBa ycjoBe peryaapuoctn y PJIopoBoj XOMOJOrHju 3a MepUOIUYUHE OpOUTe y

158



onnocy Ha Xammaronmjan H; : P x S' — R, nok J, 3a/0Bo/baBa yCaoBe pery-
gaprHocTu y PropoBoj xomoJsioruju 3a JlarpankeBe mpeceke y OJIHOCY Ha XaMMJI-
touujan Hs : P x [0,1] — R. Osae hemo pasmarparu curyaiujy Kajga je Ha
n3/1a3HO0M Kpajy Pumanose nospiiu 5 neprypbamuja Komu-Pumanose jegnaunne

3aJlaTa HaJIOBE3UBAmeM XaMJITOHHWjaHa

Hl(p,Qt), O§t
H2(pa 2t — 1)7

IA
— Do =

HljoQ(p»t) = <t

IN

1
2

Y ommreM cayvajy He MOYKEMO Ja HaI0BeKeMO OMJIO KOja JiBa XaMUJITOHU]jaHa jep He
MOpajy da Oyay jejHaku Ha oarosapajyhum kpajeBuma unrepsaja. Nnak, nocroju
nocrynak (Bugern Hamomeny 2.5 y [78]) koju mam gomymrra jga 6uio Koju XaMui-
TOHHjAH 3aMEHUMO XaMHUJITOHOBOM (YHKIIMJOM KOja je je/iHaKa HYJIU Y OKOJUHU
tauyaka t = 0 u ¢t = 1. TakaB nocrynak nehe IpoMEeHUTH CHEKTPaIHe UHBAPUjAHTE

XamunTonujana a mpu Tome he H fH, 6utu riatka HyHKIT]a.

Teopema 6.5. Hexa cy a € HF.(P : Hy,J,) ux € HF.(L, P : Ho, J5) eaemenmu
Daoposur Tomorouja passunumu od nyse. Tada easicu nejednaxocm
o(PSSYY N aox): L,P: HitH,) <

(6.2)
< p(PSS™a): P: Hy)+o((PSSY) ™ (z): L,P: Hy).

oxas. Ha 6ucmo mokasanm mejeanaxoct (6.2), mocmarpahiemo, kao y [88] u [102],
pacjojeme T : Py quja je dpubpa nzomopdnua ca (P,w). Pukcupahemo Tpubn-
janusanmje Ha ojroBapajyhum KpajeBuma
©; ]Bj_ = ﬁ|§_ — ij_ x P, je€{1,2},
J

<p+:]3+zﬁ|§+—>i+><P.
Ha pecTpuxmujama 151_, ﬁz_ u P+ necdpununemo 2—dopme

-

;= (p;) (w+d(prHjdt)), j € {1,2},
O = (") (w + d(pr(H1§Hy)dt)).

Y nokazy he nam 6uTn morpedna ciaejeha Teopema.

Teopema 6.6. (Enwmos,[27]) Tlocmoju zameopena 2—gopma © Koja 3ado6ona6a

caedehe yeaose

(1) (’D|§J}_ = ~j_7 .] € {LQ};
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(2) @‘§)+ = Cb+)
(8) pecmpukyuja 0d © Ha dubpe pacaojera T jednara je w,
(4) @/\(n—i—l) — 0.

Hacrasmamo ca jokaszom Teopeme 6.5. Heka je @ 2—dopma onucana y Teo-
pemu 6.6. ledpunuriemo
Q)\ =w+ )\’ff*(JJE,
rje je ws, bopma IOBPIINHE Ha > 3a KOjy je fi’: ws, = 1. Omabepunmo CKOPO KOMILIEK-

CHY CTPYKTYPY J na P Tako J1a BaxkKu
(1) J je G—caraacha Ha cBakoj bubpn (ma dyBa BepTUKAJIHN TAHTEHTHU MPOCTOP ),

(2) npojeknmja T : P — 3 je (j,z) X010MOP(HO TPECAUKABAILE, OJHOCHO BAXKU
di o J =iod7, upu 4emy je i KOMILUIEKCHA CTPYKTYpa Ha 3,

(3) (o7)T = i@ J7, tae je J7(s,t,2) = (¢, )], J € {12},
(1) (¢4).T = i@ T+, e jo J*(5,6,2) = (6, rspmn)" .

Y omHOCY HA OBaKO OjlabpaHe CKOPO KOMILJIEKCHE CTPYKTYpe H 2—dopMe 1061 cMO
J—xonoMopdHO cedeme U paciojera . PecTpHuKIMje 0BOI pacjojemma, Ha KpajeBe
%7, ¥ (mmm mexn kpahu acmvmnrorckn kpaj sudeomopdan ca (—oo, K] xS ommocko

(—o0, K'] x [0,1]), pemema cy oaroBapajyhux jeanaduna

Osu+ J (Ous — X, (w) =0, j € {1,2},

(6.3)
Osu+J (8us - XPR(HlﬁH2)(u>) = 0.

Iparehn [102] nan [27] nobujamo na, 3a a. € CF.(P : Hy, Jy), . € CF.(L,P :
Hy, Jo) uy. € CF.(L,P: HitHy, Jy,4p,) BazKu

[ 0= a0+ A0 — A () (6.4)

KaJ TOJl MOCTOju j—XOﬂOMOpCbHO ceverve @ : % — P KOje 3a0BOJbaBa jesHa-
anre (6.3) Ha kpajeuma. Kaxko je J CKOPO KOMILTEKCHA CTPYKTypa Koja je {2)—

caryiacHa, Baxkuhe

os/a*QA:/a*wH/a*fr*wi:/a*@ﬂ/wi:/a*ajﬂ.
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Cama hemo omer HCKOPHUCTHTH Pe3yaTaT KOju je HmoKa3ao KHTOB, Koju Kazke aa 3a
om0 Koje 0 > 0 MoxkeMo na omabepemo 3arBopeHy 2—dopMy w Tako ga () Oyzae
cumitekTnaka dopma 3a cee 0 < A < ¢ (Buzern [27] 3a Buie JeTasba).

Heka je 0 > 0, a € HF.(P : Hy,J1) w x € HF,(L,P : H,,Jy). Heka cy
a. € CF.(P: Hy, ) uz, € CF.(L,P: Hy, Jy) IpeJCTABHUIN KJIACA @ U T, TAKO Ja

BazK1
afy (a0) < p(PSS™(a) : P Hy) +5,

AfE(z.) < o(PSS") Mz): L, P: Hy) +6.

3a 6110 Koje Y. Koje ce MOjaB/byje Y CYMH G, © T¢, TOCTOJH U € .//\/lv(ac,xc; Ye), Ta he

BazKHTHU

At (ve) < agg, (ac) + A (we) +96 <
<p(PSS™(a): P:H\)+ 8§+ a((PSSY) ™ (x): L,P: Hy) +0+6 =
= p(PSS™(a): P: H)) +o((PSSY)"Yx): L, P : Hy) + 30.

IIperxoana jemrakocT je Tauna 3a ¢Be 0 > 0 U Y. KOjU Ce MOjaBBYjy ¥ CYMU Qe O L.

Bak/bydyjeMo a BaykKi HEjeTHAKOCT U3 TBPhema OBe TeopeMe. ]

IMTpumenba 6.7. Moxke ce nokazaru ga, momohy ITCC mpeciaukaBama, IPOU3BOLI ©

Jaje Tpou3Boa Ha MopcoBoj XOMOJIOTHjT
HM(P: fi,g1) @ HM.(L : f2, 92) = HM,(L : f3, 93).
Taj mpoussoa he ympaBo OUTH CHOJBAINEHE UHIEKC IIPEceKa, OJHOCHO, Baxkuhe
PSS*(aNB) = PSS(a) o PSS*(B),

sacee v € HM (P : fi,q1) u B € HM.(L : fs,g2). JemmakocT n3 noc/eme Teopeme

MOZKe JIa ce HAIHIe U Y OOJHKY

o(aNyB:L,P: HiftHy) < p(a: P: Hy)+0o(8:L,P: H,).

6.2 KoHOpMaJ/iHEe CIIeKTpaJIHe MHBapHjaHTe

Cama hemo menmTaTn Kako ce Memajy KOHOPMAJIHE CIIeKTpajIHe WHBApPUjaHTE ITPU
JiejcTBY 1pou3Bojia Koju cy jgedunucanu y llornasmy 4.2. Hanazumo ce y KoraH-

reaTHOM pacJojesy T* M, u nocmarpamo PuropoBy xomostorujy 3a map (v*N,opy).

Teopema 6.8. Konopmaane cnexkmpasre unsapujarme cy cybadumuere y odnocy

Ha cnomawrby undeke npecexa. Jpyeum pevwuma, 3a « € HM (M : fi,g1) u p €

161



HM,(N : fy,g2) npu wemy je aNyfB # 0 sascu
I(aNypB : oar, VN = HitHy) < I(a: op, 000 Hy) + 1B : opr, V' N 2 Hy). (6.5)

Joxas. Tlokazasm cmo y CraBy 4.3 ma mpeciaukaBambe tuna [1CC y KOHOpMAJIHO]
DJI0POBOj XOMOJIOTH]H, 1, IPOU3BOJL * CJIUKA ¥ (1, OJHOCHO 713 33 CBE (v € HM, (M :
fi,91) u 8 € HM.(N : fs,g2) BazKm

Yi(annB) = Yula) x . (B).

[Ipso hemo jeTa/bHHUjEe HCIIUTATH KAaKO ITPOM3BOJI * Jiejyje Ha (DUIATPHUPAHUM XO-

moJiorunjama. [Tokazahemo na ce x penykyje Ha ciegehe dunrpupane KOMILIEKCE
CFXon, VN : Hy, Jy) x CF*oy, VN 1 Hy, Jy) — CFX e (0y VN 2 H, Jpp),

3a cBako € > 0. Osme je H kpaha o3maka 3a HifHo.

Hedununiemo riarky pamuinjy XaMuJaTOHU]jaHA
K:Rx[-1,1]xT*M —- R
KOja 3a/10BOJbaBa yCJIOBE

Hi(t+1,)), s<-1-1<t<0,
K(S7t7'): HZ(ta')v s<-1,0<t<1,
%HlﬁHQ(%u'% s> 1.

Qamvuinjy K mMoxkemo j1a 01abepeMo TaKo Jia BarKu

0K
|l < _
H@s <eg se[-1,1],
! oK
25 "

unave. Heka cy v, € CFMoy,v*N : Hy,Jy) m 23 € CF*on, v*N @ Ho,Jy)

Xammironou myTteBn. Heka moctoje mantanone u € M(x1,z9;x) 3a HEKO T €
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CF.(on,v*N : H, Jy) (u je pememe jemnaunne Ok, ;(u) = 0). Taga Bazku

2
og/ dsdt:/w<@,Ja“) ds dt
) J ) aS 88
ou Ou
_ Ou Ou 6.6
/w(as’ﬁt XK(u)>dsdt (6.6)
/uw—/dK( )dsdt

Kopucrehun CrokcoBy dopmyiry modbujemMo jeTHAKOCT

/u*w:—/x*l‘)\—/ac;)\—l—/w*)\
>

[Ipumermyjyhu uaenTurer

0 du 0K
/Zg(Kou)dsdt—/ZdK(as)dsdt—k/E P (u)ds dt,

u CTOKCOBY pOpMyJTy TIOHOBO J00MjaMO TPOIEHY

) 85

/H2 1'2 dt—/ HlﬂHQ ) )dt+4€

ou

S

JaxkJte
Amgr, (1) < Ap, (%1) + Ap, (22) + 4e.

Onnocuo, Ty * xg € CENM 0y v*N @ Hi8Ho, J,5m, )
Cazna ce spahamo ma Mopcose xomomomnike kinace « € HM, (M : f1,g1) u B €
HM.(N : f2,92). Axo t,() € Tm(k?) u 6.(8) € Im(kt) a1a je

U (aNnB) = ula) x o (B) =

= k(1) % k*(29) € Im k) THT4e,

*

Jlobujamo Heje THAKOCT
(aﬂNﬁ, or, V"N @ HiftHy) < l(a;on, 00 2 Hy) +1(B5 00, V"N @ Hy) + 4e,

kKoja Bakm 3a cako ¢ > (. Kama mpohemo smmecom £ — 0 mobujemo Heje-
Haxoct (6.5). O

Yamumo crenujanno na je o = [M], vae je [M] dyunamentanna xiaca, Hy = 0
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u craBuMo To y mejeanakocr (6.5). Kako je H#0 camo pemapamerpusarmja on H
KOja He Mema HM XaMUJITOHOBE IIyTeBe, HU NepTypboBaHe Tpake, a CaMHM THM HI

CHEKTpaJIHe HHBapHjaHTe, J00UjaMo cjejaely moceuiy.

Ilocaenuna 6.9. Cse cnexkmpante unsapujarme ne-wyra Mopcosur Tomoroukus

Kaaca cy ozpanunene. 3a cee o € HM (N : f,g) \ {0} saorcu
e op, v M - H) < I([M]; 00,00 H).

Cana hemo mokasaTn Kako ce CIeKTpaJiHe WHBAPHUjAHTE MEhajy WHKIY3UjOM Y

MopcoBy xomoJiorujy Beher mpocropa
i : HM.(N : f,9) > HM.(M : F,g),
KOja HacTaje KOMIOHOBabeM Mopdusma
my : HE(op, V"N : H, J) — HF,(op, 00 2 H, J),
(nedunucan y Crapy 4.5) n npecaunkaatmba tumna [1CC
iy = (s O My O Y.

ITpecnukaBamwa 1, u ¢, cy mehycobno musep3ua u jgecdununcana cy y [lormasimy 3.2.
Teopema 6.10. Hexa je o« € HM (N : f,g) \ {0}. Tada sasrcu

l(ie(a) s opry0nr - H) <l :op, v*N 2 H). (6.7)

Jokxas. @yukimonas aejcrsa Ay onaga ay»k meprypboBaHe XoaoMopdHe Tpake U €
M (z,y; H, J). Pauayn je ciiudan paayny koju cmo seh uzsoguu y Ioriasmuma 1.6
u 1.8. Xonomopdue Tpake u3 momysckor npocropa M (z,y; H, J) xopumhene cy
npu jeduHrCcaby MpecInKaBamba m Ha HABOY JlaHata. 1o 3Hadu jia ce m, peiaykKyje

Ha (UATPUPAHE XOMOJIOTHjEe Kao
my : HEMop, v*N - H,J) — HEFonr, 00 2 H, J).

U3 oBe peaykiuje 3ak/bydyjeMo Ja ako ce 1,(a) peannsyje Kao CIUKa HEKOT eJie-

menta u3 HF )Moy, o 2 H,J), onga he

(UB (Z*<a)) = %(@m*w* (a>> = M (?/1*(04)),
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outn camka enementa us HFM oy, v*N : H, J). Hejennaxocr (6.7) cieam AupeKTHO.
O

[Tokazanu cMo jga mpousBoi *x geduHucan Ha DPIOPOBO] XOMOJJOTHJH 33 AP

(opr, V*N) MOKe J1a ce OIUIIIe Ko
x =0 (m, ®1I).
[Tomohy IICC npecaukaBama, geduHucan cMo npous3sos Ha MopcoBoj cTpanu

aeff=o.(ih.(a) * P (B)),

3aa,0 € HM.(N : f,g). ¥ (4.2) cMO uCTaK/IH J1a ce TPOU3BO/] ® MOYKe BUIETH KAO

KOMTIO3UIINja CHOJBANTHeT NHAEKCA TTpeceka N NHKIY3hje
e f=i.(a)yb.

Opa kapakTepusalmja, 3ajegHo ca Teopemama 6.8 u 6.10 maje HaM CBOjCTBO 1a Cy

KOHOPMaJIHEe CIEKTPaJiHe UHBApUjaHTe CyOaJIMTUBHE Y OJIHOCY HA IIPOU3BOJL .

TTocaenuma 6.11. 3a cee Mopcose xomonrowxe xrace o, f € HM.(N : f,g) maxese

da je ave 3 #£ 0 sastcu

l(ve B;0p, V"N : HIH') < l(a;op, v*N : H) + 1(B; 00, V"N : H').

6.3 ChnekTpajiHe UHBapHjaHTe 32 OTBOPEH CKYII

Y llorsnasspy 4.3 cMO KOHCTpyHca n Tpon3Bos Ha PIopoBoj XOMOJIOTH)U 38 OTBOPEH
CKYTI

o: HF (H\,U: M)® HF, (Hy, U : M) — HF (H3,U : M),

n nokasaan na ce npu [ICC npecankaBamy o CJIMKa y mpou3Boa Ha MopcoBoj xo-
Mostoruju Koju 6poju apsera (Bugeru Teopemy 4.9). Ilpenumsnuje, Heka cy jare
Mopcose dyukumje f1, fo, f3 : U — R us knace F~. Taga3a cse [oy] € HM(U : f;),
i € {1,2} Baxku

OF([on] - [aa]) = @7 ([an]) 0 2([a]).

Y oBoMm norsiaB/by hemo mokazaTu Ja €y CIeKTpaJHe WHBapUjaHTe 38 OTBOPEH CKYII
cybaguTuBHE Yy OMHOCY Ha Ipomu3Boa - y MopcoBoj xomosoruju. CJMYHO CBOjCTBO
CMO HMAJI Y CJIydajy KOHOPMAJHUX CIEeKTPAJHUX HHBapujaHTH, leopema 6.8 u

ITocnemuna 6.11. Jla 6ucmo mokazanu cybaJuTHBHOCT WHBAPUJAHTU 334 OTBOPEH
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CKyII IpBO hemo mokas3aru Ja TO CBOjCTBO 33/I0BOJhaBajy WHBapUjaHTE 33 AlPOKCHU-
manmje T HeraTuBHOr KOHOpMAIHOT ckyna v* U. Heka cy nam gatn XaMHITOHI]aHA
Hy,Hy : T*M x [0,1] — R ca xomnaktHuM Hocaunma. Kao mro cmo panuje el
00jacHW/IN MOZKEMO J[a X 3aMEHMMO XaMUJITOHUjAHUMa KOjU Cy jeJITHAKH HYJIU y
okosmmHM Tavaka ¢ = 0 m ¢t = 1 ma je HUXOBO HAJOBE3WBAIE TOOPO JePUHUCAH

agak Xamuaronujan HifHo.

CraB 6.12. 3a Mopcose waace o; € HM, (U : f;,95), j € {1,2}, 3a xoje je 0 #
ar-as € HM (U : f3,93), savicu

(ay oy UM : HitHy) < cplay : UM : Hy) + (oo : U, M : Hy).

Jodaru cmo ekenonenme y 03HAUU UHBAPUJAHIU, L, da OUCMO ucTNaKAU 04 ce OHe

decpunuwy nomohy IICC usomoppusama y wujoj depunuyuju ce xopucme Mopcose
dynxyuge f;, j € {1,2,3}.

Jloxaz. Kao n y nokazy Teopeme 6.8 MozKe ce nmoxkasaTu ja HPOU3BOJL © Ha (DUITPH-

paHIM XOMOJIOTHjaMa HHIYKYje MTPecInKaBabe
CFNY, Hy) ® CF*(Y, Hy) — CEMP(T, H it Hy).

[ToaceTumo ce ga cMo mpou3Bon o JedUHUCATH OpojarmeM ejleMeHaTa HyJaIuMeH-
3uOHe KoMIoHeHTe Muoroctpykoctd MY (zy, x5, 13) Kojy cmo gedunucanu y (2.42).
N3 onuca penykiuje nmpousBoja Ha HUJITPpUPAHE XOMOJOTHjE 3aK/byIyjeMO j1a aKo

nocroju u € MY (21,29, 23) Taga je
A}rllﬁHQ(xg) < Agl(xl) + .AEQ (x2) + 4e.

Oner, kao u y jgoka3y Teopeme 6.8, kopucrehn mienrurer (4.7) 3ak/bydyjeMo sa

Heje THAKOCT
cx(ay g U M : HitHy) < cy(aq : U M : Hy) + (g : U M : Hy) + 4e,

Baxku 3a cBe £ > (. Ilyctumo qumec € — 0 U 100MjeMO Heje THAKOCT W3 TOCTaBKe

osor Crasa. N

Cana hemo mokazaTum 1a ce oBa HeJeIHAKOCT CJarKe Ca IUPEKTHUM JTHMECOM

nomohy xora cmo gedunucain GJIopoBy XOMOJOTH]Y 38 OTBOPEH CKYII.

Teopema 6.13. 3a Mopcose xaace [o;] € HM, (U : f;), j € {1,2}, xoje 3adosona-
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sajy ycaos 0 # [aq] - [ao] € HM(U : f3) sastcu nejednarocm
A[on] - [ : U, M : HitHy) < cM[on] : U, M = Hy) + A ([aw] : U, M : Hy),

npU ueMly CMO ONEM EeKCNOHEHMUMA | Y 03HAUY uneapujarmu ¢ ucmarasu da cy

xaace us Mopcosux romonozuja modeauparne dyrryujama f;j.

Joxas. 3 nedpununuje qupexraor gumeca crean jga 3a (o] € HM, (U : f;) nocroju
T; Tako Ja
Oéj S HM*<U : fjngj)v ] € {172}

[IpousBoa Ha aupekTHOM JuMecy MOpCOBHX XOMOJIOTHja ce AedHHUIIE KAo
[a] - [aa] = [Gy z(1) - Gy, (02)],

3a HEKY aIllPOKCUMAIIH]Y T Koja je Beha ox Y7 u Yo, T1 < TuY,<T. Ha OCHOBY
Crapa 5.1 3ak/bydyjeMo J1a MOCTOjU ampoKcuMmalmja Yo Koja je Beha ox T Taxo na

BazKH

¢! ([oa] : UM : Hy) = (G x(ar) : UM : Hy),
P ([a) : U, M : Hy) = E(Gyx(as) : UM : Hy),

A([on] - o] : U, M : HitHy) = CST(GTT(GTﬁ(O‘I) Gy z(a2)) U, M = HifH,),

3a cse T 3a koje je Yo < Y. Caja UPETXOAHH CTAB IPUMEILY]eMO HA HOCJIE LY

WHBAPHU]AHTY c‘% Jlobujemo HejeHAKOCT

Alou] - o] : U, M = HifHy) =

(G37(Gry 5(an) - Gy, 3(a2)) : U, M : HijH,) =
(GTlT(@l) : GTQT(OQ) U, M : HijH;) <

(Gy5(on) : UM : Hy) + Gy y(as) : UM : Hy) =
=c'([a] : U, M : Hy) + *([aw] : U, M = Hy),

C

C

IN

C

=R

NpU 9eMy Apyra jeJHakocT ciaenn u3 ugenrurera (1.7). ]
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7 Jla/pu mpaBIU HCTPakKuUBakba

Oszae hemo objacHuTH HEKe maeje y KOM HMpaBILy OM MOrao 1a Ce HACTABU JaJbU PaJl

y 00J1aCTH CIIEeKTpaIHUX HHBapujaHTu PIopoBoOr THIIA.

Ksasumopdusmu A. Monzuep, H. Bummepu u ®@. Sanoncku [78] cy nedunucamu
npe dbamvmnje GyHKIUja UHICKCAPaHe KOXOMOJIOMKHM Kiacama a € HY(M;R).
Jenna damunaujy nejerByje Ha Trpymy XaMIJITOHOBUX andeoMopdu3zamMa KOTaH-
reHTHor pacsojema 1M

fo : Ham(T*M) — R,

JOK jpyra gpaMuminja pyHKIHja AejcTBYje HA MPOCTOP IMIATKUX (DYHKIHja Ca KOM-
NaKTHUM HocadeMm Ha 1™ M

Co: CX(T*M) = R.

Cana heMo ykKpaTKo ommcaTH KOHCTPYKIHjy oBUX damuianja pyHKIHja Koja ce
3HAYajHO OCJamka Ha CBOJCTBA CIEKTPAJTHUX WHBAPHU)AHTH.

[Momcernmo ce ma cmo ca [(« @ oy, v*N : H) O3HAYMIM CIEKTPATHE HHBAD-
ujanre y Jlarpaunxkesoj PoOpoBOj XOMOJOTUjU KOTAHTEHTHOT DPACIOjerba (BUIETH
[Torassme 5.3 3a gedununujy). Ayropu y paiay [78] pasmarpajy crnenujasan ciydaj
KaJia je noamuoroctpykoct N jeanaka 1eso) muoroctpykoctu M. IIpunaroamhemo
O3HaKe TOM paay Ia hemo mHBapHjeHaTe 3a Taj CHEIUjaJaH Caydaj O3HAYaBATH Ca,
l(a, H), ognOCHO

la, H) =l(a: opr,0p 2 H).

Mozxe ce mokazaru (Buieru Jlemy 2.6 y [78]) ma cmexkrpanme muBapujante melie
3aBUCUTH OJI XaMUJITOHUjaHa JOK I'0Jl OH T'€HepUIlle UCTH XaMUJITOHOB JH(deoMop-
dbuzam. dpyrum peunma, ako cy H, H' € C°([0,1] x T*M) asa XaMuiaronujana

TAKBa /14 BAXKU (O} = @l Tama je
(o, H) = l(a, H'),
3a cee o« € HM,(M). To 3naqun ja MoxeMo Ja jnedbuHHIITEMO

e, 9),

rie je ¢ € Ham(T*M) Xamuarouos gudbeomopdusam. Osnauumo ca [y crek-
TpajiHe WHBapHjaHTe Npuapy:keHe dyHaamentaanoj knacu M| € HM, (M) muo-

rocrpykoctu M,
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3a cee ¢ € Ham(T*M).
Hedunumumo jeany damuanjy pyHKIHja,

po : Ham(T*M) — R

Kao

o) = tim @), (7.1)

k—o00 k

Cajia MozKeMo J1a 06jacHuMO Kako ce jedunuine pamuimja . 3aa € H'(M;R)

ojabepeMo « € a u JedUHUIIEMO CUMILIEKTOMOPdU3aM
Ty :T"M — T*M

jeanakomhy
T(q,p) = (¢, p + a(q)).

Ha xpajy
fa(®) = po(T-a¢Ty). (7.2)

VY [78] ce mory uahu geraspu 3aIITo je IpaHHYHA BPETHOCT Koja ce jaBiba y (7.1)
KOHAYHA ¥ 3aIITO U3pa3 ca JeBe cTpane y jenanakoctu (7.2) nehe sapucurn ox n3bopa
npeacraBauka . OBa damumnnja ¢yHKmuja he 3ampaBo ONTH MapINjaJHH KBA3H-
mopdusmu y emucary EnroBa u Ilonreposuua (Bugern [29] u Teopemy 1.3 y [78]).
Hedopmanno pedeno, kBazumopdusmu cy xomoMopdusmu rpyme y R 10 Ha HEKy
orpanndeny rpemky. OHH cayKe Kao 3aMeHa XOMOMODPMU3MHUMA 38 HCIUTHBAHE
reOMEeTPHUjCKUX U JUHAMIUIKUX CBOjCTaBA T'PyIa jep MHOTe MO3HATE Tpyle He J0-

nyimrajy Herpusujaaue xomomopdusme y R (Bugern [nasy 3 y [93]).

Hpyry damunujy dyukiuja, (,, 1eUHATIEMO KA
Ca(H) = :ua<¢}{)'

Opa damuamja he 3a10B0/haBATH CBOJCTBA NAPIMjAIHAX KBasucTama. Jleduaummja
OBOI mojMa ce Moxke mahm y [29].

OBakBe damunnje pyHKIHja Cy MpUMelmheHe Ha UCIUTUBAIEe aaredapcke W re-
omerpujcke cTpykrype rpyme Ham(7*M), 3arum Ha mcnuruBame cBojctana Ioa-
COHOBHX 3arpaJda W Ha CUMILJIEKTUYKY PUTHIAHOCT.

[locTaB/ba ce muTame Ja JIXE MOTY Ja ce J00H]y HeKH HOBHU PEe3YyJITaTH aKo Ou
ce paJuio ca CIeKTpaJHUM WHBapHWjaHTaMa y caydajy Kaja je N mpaBa HMOJIMHO-
roctpykoct ox M? Jla sm 6u y Tom ciayuajy damuauje i, u (, u gabe Oume map-

ujaann KBazuMopdusmu u kpasuctama’ Koanko 0u ce Te dhaMuanje pa3iuKoBae
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o1 rope JebUHUCAHUX !

Vouue cuekrpa C. Cejbanunu y pamay [106] gokasyje caemeliy Teopemy.

Teopema 7.1. (Teopema 2 y [106]) Hexa cy Uy, ...,Uy mehycobno pasdeojenu
0MeEopeHU NOJCKYNOGU 3a4MEOPEHE MOHOMONHE CUMNAEKIMUMEKE MHO20CTPYKOCTIU
(P,w). IIpemnocmasumo da je ceaxu cxyn U; cumnaexmomopgpar Eykaudcroj
AONMAL NOAYNPeNHUKa T; U da je cearu ckyn pa3deojus 00 cebed ca enepaujom paso-
sajaroa’ E(U;) < %‘ Tada, sa cearxu Xamuamonujarn H : P x [0,1] — R wuju je

nocay cadpocan y cxyny Uy U ... LUy saorcu
p([P]: P: H)<mr?

ede je r = max{ry,...,ry}.

[Toacerumo ce j1a je p ciekTpaana uaBapujanTa y OopoBoj XOMOJIOTHjH 33 TIePH-
onmane opbute gedunucana y [lormasmy 5.1. Kiaca [P]| o3nagasa dyHmaMeHTa Hy
KJacy MHoroctpykoctu P. Teopema je Hamia mpuMeHY YV HCITUTHBAGY CBOjCTaBa
unBapujantu Iloaconosux 3arpaza (Bumeru [106] 3a Bumie jgetama) a MOTHBHCAHA je
ONINTHjUM HHTambeM (Bugetn caenehn naparpad).

3a morpede mokaza Teopeme 7.1 Cejdaaunun KOHCTDPYHIIE CHENMUjATHY KJIACY
dbyuknuja kojy nasusa ,ybure crmekrpa’. Ako je 3amar orBopen ckyn U koju je
cuMmiuiekTomopdan Eykimackoj jionTu mojynpednnka r, B,, 3a ¢BaKo MO3UTHBHO €
Mame OJ I Moxke ce KoHcrpyucaru pyukiuja K. : P — R uuju he nocau Ouru y
ckyny {z : r—4de < |z| < r—¢€} C B, = U (oBae cMO WIeHTUDUKOBAIH CKYTI
U ca B,). T'padbuuxn npukas dyuknuje K. je gar na Coumu 24. BakHO ¢BOjCTBO
oBe KJjace QYHKIHja jecTe ja HeyTpaJulle CIeKTpaJHe WHBapujaHe XaMUJITOHU-
jaHa umju je HOcad cajp:xkaH y ckyny U. llpenusnmje, ako je U OTBOpeH CKyI U3

Teopeme 7.1 Taja he BazkuTu
p([P]: P:H+ K, =0,

3a cBe XaMUJITOHUjaHe Ydju je Hocad caap:xkaH y B, 4. C B, = U (oBo je TBpheme

Teopewme 7'y [106]). TIpumerumo jeauo BazkHO cBojcTBO dyHKIHja K. OHe He 3aBuce

"TKaskeMo Ja je CHMIJIeKTHYKa MHOTOCTPYKOCT MOHOTOHA aKO TMOCTOjH He-HyJa KOHCTaHTa A
TaKBa J]a BaXKH W|r,(p) = AC1|ry(P)-

8 Kaskemo /12 je CKyT pa3Bojus o1 cebe ako mocToju XaMuaToHOB audeomopduzam ¢ € Ham(P)
takas j1a saxu ¢(U) N U = ().

9Enepruja pasasajama orsopenor ckyma U nedunnme ce kao E(U) = inf{||¢|| : ¢(U)NU = 0}.
Ogze je || ¢ Xodeposa nopma na npoctopy Ham(P) koja ce gedunmme kao || ¢ = inf{||H|| : ¢k =
¢}. Hopmy Xamunronnjana | H|| aedunucamm cvo y (5.6).
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Cnuka 24: I'padpuakn npukas opyuknuje K,

on Xamuaronujana H Beh camo ox ckyma U.

Ybure crnekTpa Jajy 3HaYajaH JOMPUHOC Y MPOIEHH CIMEeKTPATHUX WHBAPU)AHTH
Besnke Kiaace Xamuaronujana. Cam aytop y pazay [106] mocrab/ba muTame 1a Ju ce
dyukimje K. MOry KOHCTpyUCATH 3a INMUPY KJACY JOMEHA a He caMO 3a OTBOPEHE
CKYTIOBe KOjH Cy cUMIIeKTOMOpdHY jjonTr. (OHO MITO ce HaMa YMHU Ka0 3aHUMJIBUBO
MUTAbE jecTe Jia JIM Ce MOTY KOHCTPYHCATH yOuIie CreKTpa Koje HeyTPAJIUITY CIIeK-
TpaJsine uaBapujante y ®jaopoBoj xomosoruju 3a Jlarpanxkese mpeceke. [la i onja
Yy TOj XOMOJIOTHjH, TOMONYy HOBe KJace (pyHKIHja, MOXKEMO Ja IMOKAXKEeMO aHAJIOTHO
tBpheme Teopemu 7.17 JacHo je jma, ako uMaMo ¢pukcupany JlarpanzkeBy MOJIMHO-
rocTpykoct L, orBopenn ckynoBu U; Koju ce jaBbajy y Teopemu 7.1 Mopajy ja cexy

L na 6u yomiirTe TONMPHHEIN TPOMEHHN CIeKTpa XaMUITOHH]jaHa H.

Maxkc dpopmynaa Hexka je H Xamuarorunjan onucan y Teopemu 7.1. O3naummo ca
H; 1 =1,.. k, Xamwironujane koju cy jequnaku H na ckymy U; a jajbe npommpenn
HYJIOM Ha Teo JoMeH. JacHo je 1a Baxku H = Zle H;. Kako cy ckynosu U; me-
hycobHO aMCjyHKTHM M MOTY Jia ce pas/iBoje oJ1 cebe, JOTHYHO je TMPeTIOCTABUTH J1a,
djiopoBa x0oMoJIOrHja 3a nepuojnvHe opobure ox H 3aBucu caMo 0J1 MOjeTMHATHUX
Xammirronujana H;, ogHocHo, Helie mocTojaT X0 a0MOPMHE IUIHHIPA KO TOBE3Y]Y
nepuojudne opoure ox H cmemntene y pazaudutuM ckKynosuma U;, Beh he nerpu-
BHja/IHU XOJIOMOpP(OHU TUJIUHIPH, KOJU 33/ajy I'PAHUYHH ONEPATOP Y XOMOJIOTHjH,
a TUMe U caMy XOMOJIOTH]Y, CIIajaTH MePHOIUYHe OpOUTE KOje ce Hajaase y HCTOM
ckymy U;. OBakBa JucKycuja MPHPOJTHO BOJY JI0 MUTaka MocTaB/beHor y Hamomern
6y [106]. Jla nm Bazxu dopmyna makcumyma y OropoBoj XOMOJOTHH 3a EPHOIHYHE
opbure
p([P]: P:H)= miaxp([P} . P H;)?

[lorBpaan oaroBop Ha OBO MHUTAIbE, V CJAyUYajy Kajga je je P 3aTBopena acdepudna
MHOrOCTpyKOCT a U; cnenujaina Kiaaca JInyBuIoBUX JoMeHa, jgar y pady [55], Teo-

pema 45. Cmana dhopmysia moctoju 3a cnekrpasine 6pojese y MopcoBoj XoMo10rnju

171



(Bumeru ITorytassse 10.1 y [93]). OBuM je 3apaBo AT MOTBPAAH OATOBOD HA MHTAIHE
koje je JI. IToarepoBuu moctaBuo y cBoM pajy [92] o unBapujanTama IloacoHOBHX
3arpaja.

Moryhun macraBak oBOr paaa je murame aa ju GOPMyIa MAaKCHMyMa BaxKd 32

crekTpaaHe naBapujanTe v PIopoBoj XOMOJOTHjH 3a JlarpaHzKkeBe mpeceke.

JInumec TICC mnpecaukaBama y PI0opoBOj XOMOJJOTHjU 3a OTBOPEH CKYII
mo orBopeHHM ckymoBuma Y Ilorasmy 1.7.1 jgara je koncrpykiuja @iopose
xomoutoruje 3a Jlarpamxkese mpeceke 3a map (oy,v*N), rae je N C M 3arBOpena
MOJIMHOTOCTPYKOCT 3aTBopene Muorocrpykoctu M. V Ilornasmy 1.8 jara je KoH-
crpyknuja Popose xomosioruje 3a orsoped ckyn U C M uwuja je rpanuna OU
rratka. Ilpa xomosormja, kojy hemo kpalie osmagasatu'® ca HFE,(oy,v*N),
uzomopdua je cunryaapuoj xomosoruju ox N. Jlpyra xomosioruja, MojeHpaHa
HEraTHBHUM KOHOpDMaJHHM cKynom, y o3uanmu HFE,(U : M) usomopdua je cu-
rynapuoj xomosoruju ox U. W y jeaHoMm u y ApyroMm ciaydajy amMOHjeHT y KOMe
ce HaJaa3uMo je T*M m KOHCTPYHUIIEMO XOMOJOTHje 3a KOje ce HCIOCTaB/ba Jla Cy
n30MOp(Q HE CHHTYJIAPHUM XOMOJIOTHjaMa ojroBapajyhux mogckymosa, [N, OJHOCHO
U. Ilpu tome je ckyn N 3arBopen a ckyn U orBopen. Ilpupoamo ce namehe nurame
KaKO Ce TIOHAIIajy OBe XOMOJIOTHje aKO MOCMATPaMO HbHXOB JUMeC 1O CKYMOBUMA.
Ty pasaukyjemo aBa ciydaja.

[IpBu ciaydaj je ga mocMaTpamMo JIUMEC 10 OTBOPEHUM CKYIOBHUMA, KOjU CYy IO/
ckymou on N. Hexka je mara damunmja orBopermx ckynosa U, TakBa j1a BaxKu
lim,, o U,, = N. Tlurtame je na s he 6utn nzomopdue rpyne lim,, o, HF,(U, : M)
u HF,(oy,v*N). Oaroop Ha 0BO IuTambe je Herarnpad. KOHTpanpumep MOZKEMO
Jla KOHCTPYHIIeMo ako yamemo ja je M = S' u N = M. Ilokpuliemo KpyzKHHILY
oTBOpeHuM ckynosuma U, koju cy mudeomopduu orsopenom unrepsanay y R. Heka
Cy CKYTOBH ca mapHuM uHAeKcuMa, Us,, jeTHAKY 11e/I0j KPYKHUIN 0e3 MaJjor JyKa
koju caapzxku Tauky 1 € S'. Ope aykose oko Tauke 1 GupaMo Tako aa (paMHIIHja
Us, 6yne pacryha y cmucay waKIy3nje. CKymoBr ca HemapHUM WHAeKcuMa, U, 1,
he 6UTH jeHAKH 1eJI0j KPYZKHHAMM 0e3 MaJjor JIyKa Koju caap:xu Tadxy 1 € St. Kao
U MaJiolpe, JIYKOBe OKO Taudke ¢ Oupamo Tako ja dpamuinja Us, 1 Oyie pactyha y
cMucay uHKIy3uje. 3uamo na je HFy (U, : M) = Hy(U,) = 0 jep cy ckynosu U,
kouTpaktubunnu. Ca apyre crpane HFi(oy, v*N) = H((S') = Z,. To 3uaun ja
JIMMeC XOMOJIOTHja 38 OTBOPEH CKYII IO OTBOPEHUM CKYIIOBUMA KOJU MCPILJBY]Y HEKH
3aTBOPEH CKYI He Jlaje XOMOJIOTH]Y Koja je u3oMopHa XOMOJIOTHjH TOT 3aTBOPEHOT

CKYyIIa.

19Cama n3ocTaB/maMo O3HAKE 33 XaMHUITOHHjAH U CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYPY jep KeJIuMo Ja
0OpATHMO BHIIE TAXKHEe Ha CaMe CKYIIOBE KOjU Ce jaB/hajy Yy KOHCTPYKIIH]jH.
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Hpyru caygaj je ma mocmarpamo jumec ox HE,(U : M) no orBopenum
ckynopuMa U koju caip:ke N (0BJe, Ka0 ¥ y HPETXOJHOM CIyYajy, MOXKEMO Ja
HOCMaTpPaMO JINPEKTaH JIMMeC IIPH 9eMy je Impeypeheme 3a1aT0 MHKIY31joM MeDy

ckymosuma). Y pany [87] je camo HamomenyTo Ja he BaxKuTH

lig HF.(U: M) = HF,(op,V"N) (7.3)
UDN
W HUje JaT HUKaKBa JI0Ka3 OBe YMILeHHIE KOja HUje OUuIjeHa. 1aKo Ja je muTame
KOje ce OBJIe OCTaB/ba Ja i Baxku (7.3). AKO je 0AroBop Ha OBO IUTAE HOTBD/IAH
omwro O6u 3aHEUMJBPUBO J1a ce WcnuTa Ja Jn npeciankapamwe Tuia [ICC y @aopooj
XOMOJIOTHjH 33 OTBOPEH CKYII, Koje cMo Jedunucamu y [lormasmy 3.3, npu nejcrBy
JUPEKTHOD JIMMECA ligUDN moctaje jeagnako mpecankapamy [ICC y KOHOpMAJIHO]

d10poB0Oj XOMOIOTTjuI Koje cMo aedunnucaan y llormasmy 3.2.

Cnoekrtpanne wuupBapujante um C° cummiaekTmydka Tomosgoruja Ilosmara
I'pomos-Emambeprosa Teopema Kazke 1a je audeomopduszam koju je C° mumec cum-
iekToMopduzamMa u caM cuMiLieKToMopguzaM. OBa TeopeMa je Jajia MOTHBAIH]Y
Ja ce geduHUNTYy cHMILIEKTHUKE XomeoMopdusmu na (P,w) kao C° umec (na
KOMIIAKTHUM IOJCKYIOBUMA) cumiuiekromopdusama. Jedununuja XaMuaroHOBOD
XoMeoMopdu3Ma je 3HaYajHo KOMILIHKOBaHuja. Hajrpybsbe pedeno, To je XxomeoMop-
duzaM CUMIIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH ¢ €& KOMIAKTHAM HOCAYEM 33, KOJU MOCTOjH
myT xoMeoMopduzama ¢! ca KOMIAKTHHM HocadeM, ¢! = ¢ m nm3 XaMHITOHOBHX
nudeomopduzama gbﬁqi, Takohe ca KOMIAKTHHM HocadeM, Koju y C° HOpMH KoHBep-
rupa Ka ¢ yaudopmuo no t € [0, 1]. JomarHo ce 3axTeBa ja Hu3 Xamuaronujana H;
KOHBEpIupa Ka HeKOj HenmpekuaHoj GyHKIju y cynpemyMm Hopmu Ha P (Bugern [81]
3a tauny pedununumjy). Osu mojmosu ¢y ocnoba C° CUMILTEKTHYKE TOMOIOTHjE KOja
ce 3HAYAJHO pa3BUJIa y MOCTEIHBUX Map FOJNHA.

Buio 6u 3aHUM/BHBO HCIIUTATH KAKO Ce MOHAIIAjy CIeKTPaIHe HHBAPHjaHTe TIPU
C° mmvecnma? da jin UX CUMIVIEKTHYKE 1 XaMUJITOHOBH XOMeOMOP(pU3ME 1yBajy”’

OakBa muTama cy 3amodera y [52, 53].
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Mpunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

NMoTtnucanu-a _JosaHa Hukonuh

6poj ynuca _2027/2009

UsjaBrbyjem
Aa je 4OKTOPCKa AucepTaumja noa HacrnoBoM

Anrebapcka cBojcTBa CnekTpanHux nHeapujaHTn y ®rnopoBoj XOMonoruju

e pe3ynTat CONnCTBEHOI UCTPpaKnBadkor pana,

e [a npeprioxkeHa avcepTtauuja y LeNMHN HU y AernoBuMa Huje Guna npeanoxeHa
3a gobGujake OWUNo koje AunnoMe npema CTyaAWjCKUM nporpamMvMma apyrx
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBA,

e [a Cy pe3ynTtatu KOPeKTHO HaBeaeHU U

e [a HMCaM KpLuMo/na ayTopcka npaBa M KOPUCTUO WHTENEKTyarHy CBOjUHY
ApYyrux nuua.

Motnuc gokropaHaa

Y Beorpagy, 31.07.2017._




Mpunor 2.

UsjaBa 0 MICTOBETHOCTU LWUTaMMNaHe U efIeKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Vme u npesnme aytopa ___JoBaHa Hukonuh

Bpoj ynuca _2027/2009

Cryavjcku nporpam _MaTemaTtuka

Hacnos paga _ Anrebapcka cBOjcTBa CreKkTpanHux MHBapujaHtu y ®rnopoBsoj

XOMOIOrujm

MeHTop _ap JeneHa KaTtuh

MoTnucann _JoBaHa Hukonuh

n3jaBrbyjemM fa je WTamnaHa Bep3uja MOr OOKTOPCKOr pafa UCTOBETHA eneKTPOHCKO]
BEpP3nju Kojy cam npegao/na 3a objaBrbMBake Ha noptany OurutanHor
peno3uTtopujyma YHuBep3uteta y beorpaay.

[losBorbaBam ga ce objaBe MoOju NUYHM nogaum Be3aHu 3a Aobujawe akagemckor
3Batba JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe WU Nnpe3ume, roanHa n Mecto pohera u gatym
oabpaHe paga.

OBM nu4yHM nopauM Mory ce o6jaBATM Ha MpPEXHMM CTpaHuMuama aurutarnHe
GnbnmoTeke, y eNeKTPOHCKOM KaTarnory 1y nyénvkaumjama YHueepauteta y beorpaay.

Motnnuc gokTopaHAaa

Y Beorpagy, 31.07.2017._




Mpunor 3.

UsjaBa o kopuwhemrwy

Osnawhyjem YHuepsuteTcky 6ubnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® ga y [JurutanHu
peno3uTopujym YHuBepsuteTa y beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKY AucepTtauumjy noA
HacrnoBoMm:

Anrebapcka cBojcTBa CnekTpanHux nHeapujaHTn y ®rnopoBoj XOMonoruju

KOja je Moje ayTopcko aerno.

OuncepTtaumjy ca ceBum npunosnma npegao/na cam y enekTpoHckom dopmMaTty norogHom
3a TpajHO apxuBMpam-eE.

Mojy OOKTOpCKY AucepTauunjy noxpaweHy y [AurntanHm penosvtopujym YHuBepsuTeTa
y Beorpagy mory ga kopucte cBM Koju nowTyjy oapeade cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatneHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oanyyuno/na.

1. AyTopCTBO

2. AyTOpPCTBO - HEKOMEpPLMjanHo

3. AyTopCcTBO — HEKOMepumjanHo — 6e3 npepaae

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLMjANTHO — OENUTWN NOA UCTMM yCroBuMa
5. Aytopcteo — 6e3 npepage

6. AyTOpCTBO — AenuTK nog UCTUM ycrnosmma

(Monumo ga 3aoKpyXuMTe camMo jegHy O LWecCT MOHyheHux nuueHuu, kpaTak onuc
nuueHumM aart je Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc pokropaHpa

Y Beorpagy, 31.07.2017._




1. AyTtopctBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, AUCTPUOYLMjy U jaBHO caoniiTaBahe
Aena, n npepaje, ako ce HaseJe MMe aytopa Ha Ha4duH odpefeH of cTpaHe aytopa
Wnu gasaoua nuueHue, Yak u y komepumjanHe cepxe. OBo je HajcnobogHuja oa CBUX
nUEHUM.

2. AytopcTBO — HekomepuujanHo. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBake, AMCTPUBYyLMjy 1 jaBHO
caoriwtasake fena, v npepage, ako ce HaBe[e MMe ayTopa Ha HayuH oapeheH of
CTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He A03BOSfbaBa KoMepuujanHy
ynoTtpeby gena.

3. AyTtopcTtBO - HekoMepuujanHo — 6e3 npepage. [do3BorbaBaTe yMHOXaBahe,
AncTpmbyumnjy n jaBHO caonwitaBawe pAena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBawa Wnn
ynoTpebe gena y cBOM [Jeny, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauvH oapeheH o
cTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHua He [03BOSbaBa KomepuwujanHy
ynoTpeby Aena. Y ogHoCy Ha CBe ocTane nuueHue, OBOM NULEHLOM Ce orpaHvuyaBa
Hajsehu o6um npasa kopuwhera gena.

4. AyTOpCTBO - HekomepuujanHo — AEnUTU Mof UCTUM ycroBuma. [o3BorbaBare
yMHOXaBame, AUCTpUbYyLMjy 1 jaBHO caoriuTaBare Aena, U npepage, ako ce HaBeae
MMe ayTopa Ha HauuH ogpefeH of CTpaHe ayTopa Wnu JaBaola MULEHLE U ako ce
npepaga aAuCTpuOyMpa Mof WCTOM WM CIMYHOM nuvueHuoM. OBa nuueHua He
[03BOMbaBa koMepumjanHy ynoTpeby aena v npepaga.

5. AytopctBo — 6e3 npepapge. [Jo3BorbaBate yMHOXaBawe, AUCTPUOYUMjy M jaBHO
caonwTasawe gena, 6e3 npomeHa, npeobnmkosara unun ynotpebe genay csom geny,
ako ce HaBeJe MMe ayTopa Ha HauvH ogpefeH of cTpaHe ayTtopa wunu gasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BoOrbaBa KomepuumjanHy ynotpeby gena.

6. AyTopcTBO - [JenuTu MNoA MCTUM  ycroBuMa. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBatse,
AMCTPMOYLMjy ¥ jaBHO caoniiTaBakbe fena, U npepage, ako ce HaBefe UMe aytopa Ha
HauuH oppeheH of cTpaHe ayTopa WNWM faBaoua fMUEHLE M ako ce npepaja
AMCTpMOyMpa nod WCTOM WM CINMYHOM nvueHuom. OBa nuvueHua [03BOrbasa
komepuujanHy ynoTpeby gena u npepaga. CrnuyHa je cogTBEPCKUM NMueHuama,
OZHOCHO NMLEHLaMa OTBOPEHOT Koaa.



