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1 VYBox

Teopuja Kobopau3amMa y TONOJOTH)U je aKTyeaHa OJl KaJja MOCTOjU MmoTpeba 3a KJacu-
dukanujom MaHOrocTpykocTu. Hamme, Kako je mpobsem KaacuuKaiumje MHOTOCTPYKOCTH
IIPOU3BOJbHE JUMEH3H]e 0 HA XOMeOMOPMU3aM JaKO PUIHJIAH W TeXKAaK MpobiieM (eKBUBa-
JIeHTaH IpobJieMy pedn) IMPUPOIHO Ce MojaBibyje noTpeba 3a hJIeKCHOUIHIJOM PeJIAIijoM

eKBHUBAJICHIIH]E.

e 3arBopene Muorocrpyctu M, N nuMeHnsuje n cy KoOOOpJaHTHE aKO IMOCTOJH KOM-
nakTHa MHOrocTpykocT W numensuje n+ 1 Taksa ja je mena rpanuna 0W xomeomopdua
mucjkyuruoj yuuju M LI N. Tloenkape E] je y Hu3y PeBOJYIHMOHAPHUX PaJIOBA MOKYIIA0
na AedUHUIIE TEOPUjy XOMOJoruje momMohy Kobopamsama, KacHHje je ATwja youmo ma cy
KOOOP/IM3MH TeHepaucaHa XOMOJIOIIKA TeOpHja, OJHOCHO & 3a/10BOJbaBa ,cCAMO” HEKE O]
AjJIeH6ep1‘EI-CTI/IHpO,ZLOBI/IXEI akcuoma . Towm H y CBOjOj Te3u jioJ1a3u 10 PacIuHAHTHOT pe-
3yJITaTa, OH ycIeBa J1a KJIacupuKyje cBe MHOTOCTPYKOCTH J0 Ha HEOPUJEHTUCAHU KOOOPIU-
3aM Kopuctelin KapaKTepHCTUIHEe KJIace BEKTOPCKHUX pacjojeba. [Ipenusnuje on nokasyje
Jia je TpaJyrucaHn MPCTeH K/jaaca KODOPJAHTHUX MHOTOCTPYKOCTH ) m3oMopdaH momHo-
MUJAJIHO] aaredpu Zs|xe, T4, Ts, Tg, ...], TJ€ TEHEPATOD X; CTEHEHA § HOCTOJU 3a i # 2k 1.
VKOJIMKO je i MapHO Taja je x; pelpesenTosano ca RP?, a 3a HemapHo i reHepaTopH CY
paciojema na RP™ ca dbubpom CP! ([24]).

Apuon | je y ceojum pagosuma [9], [I0] yBeo nojam Jlaeparocesuall| u Jlescandposuaf |
KOOOp/In3aMa MOTUBHCAH TaJacHUM (ppoHTOM y pusunu. Jlarpamxkes KobOpan3aM u3Me-
by Jlarpanxkesux nmogmuorocrpykoctu L w L'y M je JlarpanzkeBa 1o MHOTOCTPYKOCT Y
C x M uwmja je rpamuna (R,0) x LU (—R,0) x L'. Y napennom nepuomay teopuja Jlarpan-
JKeBHX KOOOpIm3aMa HHje pasBhjana, Espambepr| m AyamH'| cy mOKymamm ja Kiacudbu-
Kyjy KoGopam3Me ajrebapcku mo yriaemay wa Toma. OH y [40] npumersyje naTEpECAHTHY
TeXHHUKY 3a mHBapujanTHocT PaopoBe XoMOJOTHje TPH XaMUJITOHOBUM JedopMaliijamMa,

ca He-KOMIIAKTHUM HOcCadeM IITO heMo KacHHUje W u3jaoxKkKuthu. Hamme on je ymecto mo-

'Henri Poincaré (1854-1912) - dbpanmyckn maremMaTndap, 3a9eTHUK TeOpHje KOOOPAT3aMa,

2Samuel Eilenberg (1913-1998) - mo/bcKo-aMepudKn MaTeMaTHuap, OCHUBAY TEOPHje KATEropHja

3Norman Steenrod (1910-1971) - amepuiku MaTeMaTudap

4René Thom (1923-2002) - dbpaniycku maremandap

5 Baguvup NUropesia Apnoss (1937-2010) - pyckn maTemMaTHHap, TBOPAIL CHMILIEKTHYIKE TOMOIOTHje

6 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) - uraqmjancku MaTeMaTugap

" Adrien-Marie Legendre (1752-1833) - dbpaHIlycKE MaTeMaTHIap

8¢Ixos Marseesnu dymambepr (1946-) - pycko-aMepudKyl MaTeMaTH4ap, MO3HAT MO BEJTUKHUM JIOTPHU-
HOCHMa, CUMILJIEKTUYKO] TOLOJIOIUjH

9Michele Audin (1954- ) - dbpanmyckn MaTemarTnaap

10Yong-Geun Oh (1961-) - Kopejckn MaTemaTHIap



KPETHOT TPAHUYHOT yCJI0BaA

3—3 +Ji (% - XHp(s)) =0
u(s,0) € L, u(s,1) € Ly

OCMATPAO jeJIHAYUHY Ca JeJIHMM IDAHUYHUM YCJI0BOM - Jlarpanxkes KObOOpau3am, ajiu y
HPOIIHPEHOM IIPOCTOPY, YUMe yCIieBa Jia cBejie Mpob/aeM Ha MO3HAT CIy4daj Kajga perierba

neprypobosane Komu-Pumanose jeHadnne ocTajy y (pUKCHpAHOM KOMIIAKTY.

VHa3a nap roauHa BHpaHE] u KopHeaE cy v pagosuma [12], [13] oxusenu Jlarpan-
KeBe Kobopamame kao obsact. Y [12] cy mokasanu ga Jlarpankesn KOOOpAU3MHU dyBajy
Haj3acTybeHnju ajarT y CHMILUIEKTHIKO] TOmo 0THju - DJIOPOBY XOMOJIOTH]Y, OJHOCHO
HOPHUPOIHO je MOMCTOBETUTH KOOOpAaHTHe JlarpaHzKeBe TOIMHOTOCTPYKOCTH U TOCMATPATH
HHBApHjaHTEe JI0 HA ,KODOPAU3AMEXTO je jocta (aeKCHOMIHUje 01 XaMHJITOHOBUX JIe-
dopmanyja. IIpenusnuje onu nokasyjy aa 3a Tpojky N, L, L' monoronunx Jlarpamkesux

HOJMHOIOCTPYKOCTH, Tyie ¢y L u L' kobopmanTHe, BaxKu
HF,(N,L)~2 HF,(N, L.

Kopucrehu Te pesyarare u Morusucann XodepoBoM MeTPUKOM 3a Jlarpanzkese 1MOIMHO-
rocrpykoctu, Koprea n Hlenykud] y [19] nedbunumy (nceyno)-MeTpuky Ha IpocTOpy
JlarpaHzKeBUX MOAMHOTOCTPYKOCTH. BI/I3F0E y [I7] noBonu y Besy kobopausMe U Criek-
TpaJiie WHBAPHjAHTE, OJHOCHO MOKa3yje Jia je KoOopJau3aM-MeTpUKa OIpaHHuYeHa 003710
CHeKTpaJHOM MeTpuKoM. Takohe mokasyje ja ce aCUMITOTCKE CIEeKTpaJHe HHBapUjaHTe

qyBajy Jlarpan:keBuMm KOOOpAU3IMUMA.

2Kemeo 6ux 1ma ce 3aXBaJUM CBOM MeHTOPY, nmpodecopy ap. Hdapky Muiunkosuhy, Ha
npesjory TeMe u moMohu y uspaau tese. Hberos enTysnjaszaMm u HeceOUIHO Jle/beHhe 3HAA
Cy MHOTO JonpuHenn y OpMUAPAHY MOT MATEMATHIKOT YKYCa M MPUCTYIY MATEMATHIIH.
Taxobe, kejreo Oux ja ce 3axBajuM wianHopuma komucuje Jejgenn Karuh n Ajexkcanpu
MapuukoBHl Ha KOPDUCHUM CYTeCTHjaMa M MOCBeheHOCTH MPHU YHTAHKY TEKCTa. 3aXBasby-
jem ce Byxkammuuy CrojucasbeBuhy, Joann Huxomuh, Uropy Vipapesuhy m Makcumy

Crokuhy. /luckycuje ca muMa Cy MU JOCTA MOMOTJIH Y THCAY Te3e.

HPaul Biran (1969-) - uspaencku MmaTemaruyap
12Qctavian Cornea (1966-) - pyMyHCKE MaTeMaTHIap
3Egor Shelukhin

14Mads Bisgaard



2 CuMmIinieKTU4Ka 1 KOHTAaKTHA TeoOMeTpPHja

CUMILIEKTHYKA U KOHTAKTHA CMpykmypa cy MOTUBUCAHE (PU3MKOM, IPEIu3Huje Ka-

CHYHOM MEXaHUKOM H OIITHKOM. ¥ KOJIMKO IIOCMATPpaMO KpeTaibe y R" UHIYKOBaHO IIOTCH-

mujagnom edeprujom V @ R™ — R, ykymna enepruja je gara ca H = LplP 4 V(q) rme je p

2m

UMIIYJIC & ¢ KoopiuHata mosozkaja. Tajga je oarosapajyhu Xamuamonos cucrem, uim y

OBOM cJiydajy JApyru IbyTHOB 3aKOH y IPONIUPEHOM CHCTEMY, JAT Ca

,_9H _p
¢ = op m

o1 (1)
p :—a—q:—VV(Q)-

Cucrem hemo 3Batn XaMumJITOHOBAM W ako TyiaTka (pyHKuja H Huje yKymHa eHepruja
cucrema, a ¢yukuujy H nazupamo Xamuamownujarom. YKOJMUKO 1mocMarpamo 2-dpopmy

wst = >y dp; A dg; na R*™, 1 Bekropceko nosbe Xy oapebeno ca

iXstt = dH,

nudepennujanna jennaunua v = Xy () nMa HCTH 3aUC KA0 U CHCTEM . DopMy Wy

HA3MBAMO CTAHIAPIHOM cumniekmuukom popmom na R,

Hedununuja 2.1. Heka je M riaaTka MEOTOCTPYKOCT U w 2-dopma. (M, w) je cumnaer-

mu4yka akKO BaxKM1

2) (Vpe M) (VX € T,M \ 0)3Y € T,M) w,(X,Y) # 0.

[IpBu ycs10B je 3aTBOpeHOCT popMe, a APYTrd HeJereHEePUCAHOCT. 300r HeJlereHePUCAHOCTH
" AaHTHCHMETPUIHOCTH W CHMILIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH MOPajy OUTH mapHe auMeH3nje!

Hapenna nema HaMm 7aje eKBUBAJIEHTAH YCJIOB HeJereHePUCAHOCTH.

Jlema 2.1. Heka je w 2-dopma Ha 2n aumensuonoj muorocrpyoctu M. Dopma w je

HeJereHepucana ako u camo ako je w’"™ # 0.

Joxas. Ako je w HemerenepucaHa, 3a cBako p € M mocroju 6a3za Xi,...,X,,Y7,...,Y,

BeKTOPCKOr npocropa 1, M Taksa jga je
W(XZ',XJ') :O, QJ(Y;,Y;) = O, W(Xz,Y;> :513

Tana je
wﬁ”(Xl, ey Xy, Y1, Y,) #0.

3



Bamcra, y ayannoj 6asu dbopma je 3anucana w, = y dx; A dy;, ma je
wﬁ”:n!dxl/\---/\dxn/\dyl/\~~~/\dyn.

[TpernocraBumo caja aa je w)™ # 0 u Heka nocroju X # 0 rako ja je wy(X,Y) = 0 3a

p

cBako Y € T,M, kako je ixw"" = n ixw Aw""!

crenn 1a je ixw = 0 mTo je cyIupoTHO
npeTnocrapiy!

]

N3 seme BHAUMO Jla OCUM MAPHOCTH JUMEH3Hje TOCTOjU jOIN je/iHa ONCTPYKIHja: 1a
61 MHOTOCTPYKOCT OMJIa CHMILIEKTHYKA Mopa Outu opujeHTadmina!l Hapogumo cama map

OCHOBHHX IPHUMEPa CUMILIEKTHYKIX MHOTOCTPYKOCTH.
IIpumepn 2.1.

1) (R*™ wy),

2) (X,dVols), tue je 3 opujentabunna nospir, a dVoly dopma 3ampeMuH,

3) Heka je M rnarka muorocrpykoct u T*M eHO KOTaHreTHO paciaojeme. [locma-
TpajMo npupoany npojeknujy m : T*M — M. Jlnysunoa dopma A Ha T*M nata

je ca

AMXp) = p(m(Xp)), X, € T,T"M,
Ta1a je w = —d\ cuMILIeKTu4IKa popma.

Jenuna cdepa Koja mocenyje CHMIVIEKTHUKY CTPYKTYPY je S?, OZHOCHO W3 CTOKCOBdT_S]
dopMysie MOXKEMO 3aKJ/byUUTH JIa 3aTBOPEHA CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT MUMa HETPU-

BUjaJIHY JPYTY ﬂe—PaMOBy[G] KOXOMOJIOTH]Y .

Tepheme 2.1. Heka je (M, w) 3aTBOpEHA CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT, Tama je Hap (M) #
0.

/loxas. IlpernocTaBUMO CYmpOTHO, HEKa je HC%R(M ) = 0, OJJHOCHO CBaKa 3aTBOpEHA 2-
dopwma je Tauna, taga nocroju n € Q'(M) raksa na je dn = w. Kaxo je d(n A w"~V) =

dn A W=D = WM pvamo

/ w/\n — / d(77 /\w/\(nfl)) :/ n /\w/\(nfl) — /T]/\Cd/\(nl) =0
M M oM 0

ITO je KOHTPAIUKIHja ¢a IHE-eHUIOM Ja je w’™ dhopma 3anpemute (opujentanuje). [

15George Stokes (1819-1903) - upcku maremarudap
16Georges de Rham (1903-1990) - mBajuapcku MaTeMaTudap
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Kako je H3p(S*") = 0 3a n > 1 Buaumo Ja je 3aucta jemuna cdepa Koja JOMyHITa CHM-
IICKTHIKY cTpYyKTypy S?. Amajorno ce mokasyje ma 3a csaxo k € {1,...,n} mopa ma

paxku H2%(M) # 0, Tako na npumep S® x S He mocejyje CUMILIEKTHYKY CTPYKTYDY.

NurepecanTHo je 1a, HAKO je ped 0 MHOTOCPYKOCTHMA, CAMILIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH
ce JIOKAJHO He PA3JIMKYjy, OJIHOCHO 3aHMMAjy HAac HUXOBe TyobaiHe ocodbmne. (O Tome

rosopu Jlapbyosa Teopema.

Teopema 2.1 ([Jap6y). Heka je (M,w) cuMiuieKTU9Ka, Taja 3a CBaky Taduky p € M

nocroju mena okonuua U, C M n mudeomopdusam ¢, : V C R*™ — U, Takas na Baxu
¢y = dpy ANdqy + - - dpn N dgy,

Jlokas. Kako je mpobiem JoKagHe TpUpoIe MoKeMo eMarpaTd fdaje M =R up=0n

na je w(0) = dpy Adgy + - - - dp, A dgy,. Tloematpajmo damvunujy 3aTBopennx dbopmu
wp = twg + (1 — t)w,

axo nocroju dpamuanja gudeoMopdu3aMa TaKBa /13 BayKH

¢: Wy = Wst

npobJieM je pellleH U Tpaxkenu judeomopduszam je ¢;. Kopucrehu Kapranosy dpopmy.ty
J1001jamo

d(ix,w) = w — W,

rae je Xy = ¢, 0 ¢;'. Kaxo je csaka sarBopena gopma rauna ro nocroju a € Q' (R?")

Tako Ja je do = W — Wgy, a aKO IOCTOJH BEKTOPCKO MOJbe TAKBO JIa je

Ix,Wt =«

uMamo u dbavunjy ¢;. Kako je HejereHepucaHoCT OTBOPEHO ¢BOjCTBO, a uHTepBas [0, 1]
KOMIIAKTaH TO je u dbamuuja dbopmu wy, t € [0, 1] Hemerenepucana. 3ak/bydak CJIeIu U3

YULEHUTIE Ja HejereHepucana 2-dopma MHAYKYje nzomopdusam
w:TM — T*M.

]

CuMILIEKTHIKe MHOTOCTPYKOCTH CMO BHJIEJIH K0 YOIIITeme (DA3HOT TPOCTOPa ¥ KIaCHd-

HOj MEXaHUIIH, OJJHOCHO KOTAHI'eHTHO pacJjiojeme T* M muorocrpykoctu M Ha K0joj je 3a-



JIAT CHCTEM MMa KAaHOHCKY CUMILIEKTHYKY popMy w = —dA rje je A JluyBuiiosa 1-popma.

Axo mocmarpamo R?*" n Xammrronmjan H : R*™ — R. I3 3akoHa oap:Kamba eHepruje
3HAMO JIa Cy pelllerhe XaMUJITOHOBOI cucTeMa ca/pzKana y nusouma H!(c) 3a neko ¢ € R,
VKOJTMKO je ¢ peryaapHa Bpeanoct Xamuntaojana H taga H!(c) xunepnospm y R*", o
U3 OYMIJIEIHUX Pa3Jora HHUje CUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT, aJIi HEKe O] XUIIE€PIIOBPIIH

MOCeJIY]y KOHMaKMHY CTPYKTYPY KOja je Ha HeKH HAaYMH jaKo OJIMCKA CUMILIEKTUYIKO].

CumnaekTnaka popMa w Ha MHOTOCTPYKOCTH M je y cBaKOj TAYKW HeJleTeHePHCAHO AHTH-
CUMeTPUIHO OMIMHeapHO mpeciankasane, 300r Tora 1,V Mopa OWTH mapHe IUMeH3Hje, Ta
camuM TuM 1 MuOrocTpykocr M. Kako cy xunepouspmn y R?" nenapue gumensuje npu-
POJIHO je TOCMATPATH XUIEePPAaBHU Y TAHTEHTHOM ITPOCTOPY jep Cy OHe JuMeH3uje 2n — 2
u OunuHeapHe GopMe Unje Cy PeCTPUKIHje Ha XUIepPaBaH HeJereHepUcaHe U aHTHCHMe-
TpuaHe. Ay Kako nzabparu 2-popmy u haMuinjy XUIepPaBHU TAKO /1 Y CBAKO] TAYKU

XUOEPIOBPINH OYIY 3a/I0BOJbEHU TPAYKEHU YCIOBH?!

Hedunanmnuja 2.2. Heka je M n-auMensmona riaTka MHOrocTpykocT. luctpubdynmja
nnmensnje k je bavminja k-guvensnonux normnpoctopa A, C T,M 3a Kojy Baxku na Vp €
M uma okonuny u Xy, ..., Xy € X(U,) ceuema Taksa ga Vq € U, Bektopu X1(q), ..., Xi(q)

gynHe 6a3y 3a A,.

Yci0B 1a BEKTOPCKa IMOJba JIOKAJTHO Pa3aluiby JAUCTPUIYIIN]Y HAM 3alpaBO T'OBOPH Jia
ce TU TOTIPOCTOPH TAHTEHTHOT MPOCTOPA MPABUIHO TOHAIIA]Y, OJHOCHO Ja je JAUCTPudY-
1ja IJIATKO BEKTOPCKO MOJAPAC/IOjelbe TAHIHEHTHOI pacjojera. Hama cy muTepecanTHe
JUCTpuOyIHje KoauMeH3uje 1, oJHOCHO AuMeH3uje n — 1 rje je n JuMeH3Hja MHOTOCTPY-

KOCTH, Y TOM cJiy4ajy umamo cjejiehe TBpheme:

Tepbeme 2.2. Heka je M Pumanosa rjiaTka MHOTOCTPYKOCT ca PUMaHOBOM METPUKOM ¢

u { nucrpubynuja koaumensuje 1. 3a cBaky Tauky p € M mocroju okoauHa U, Te TadKe I

nudepeniujaina 1-dopma oy, TakBa 112 je ker(ap|u ) = §|U . ®opMa « TOCTOjU TI00ATHO
P P

akko je T'M /£ TpUBHjATHO JIMHUJCKO PACTIOjerbe.

Joxas. 3axaspyjyhin PUMaHOBOj) CTPYKTYPH MOXKeMO Ja JeUHATIIEMO OPTOTOHATHU KOM-

IJIEMEHT JucTpudytmje &:

¢hi={ XeTM | VpeM g (X(p),Y)=0, VY €}



I3 ruarkocTu PuManoBe MeTpHKe BHANMO Ja je 1 1JIaTKo JIMHUJCKO PAC/IOjerbe, a JIaKo
MOZKeMO Jla 3aK/byduMo u ja je TM = @ &L,

Kaxo je ¢+ nunujcko paciojeme, To 3a cBaky Tauky p € M HOCTOjU JIOKaJIHA TPUBHUja-
auzanuja h fL’up — U, x R ua je X(q) := h~'(g,1) ceuere quHIjCKOr pac/iojera Koje

HUTJe Huje HyIa, hbopma «, = ¢g(X,-) 3a10BosbaBa ycIoBe TBphema.

IToxkazkumo cajia Apyru Jieo.
=)

Axko dopma « mocToju TIoGaJHO, 0TabHPOM BEKTOPCKOT 1M0Jha X 3a KOje BayKu
a(X)>0ng(X,X)=1
J001jaMo TpHBHjaIN3aljy JUHAjCKOT paciojema - = TM/E. <)

YKOJMKO je pacjojerme TPUBHUjaTHO, TOCTOJU BEKTOPCKO 1Mo/be X KOje HUT/Ee HUje HyJia, Ima
je
a:=g(X,)

J100po Jedpunucana Gpopma Koja 17106aaH0 3a/aje gucTpudynujy .

Kana umamo jpucrpudynujy £ koauMensuje 1 Ha mMHOroctpykoctu M, 3HaMO Ja je oHa
JIOKAJTHO 3ajaTa (POPMOM (v U MOXKEMO Ja 3axXTeBamMoO HejereHepucanoct dopme do o
TMe HaMeheMo yCJIOB MapHOCTH JUMeH3Wje JUCTPUOYIHje a U caMUM THUM JT00HjamMo 1a
je MHOTOCTPYKOCT HellapHe JWMeH3Hje ITO OJroBapa HaIlloj] Wjeju CTPYKType Ha XUIep-

MOBPIIAMA.

Hedbunumuja 2.3. Heka je M rnarka maOrocTpykoct aumensuje 2n + 1. Kaxemo mga
aucTpudbyirja £ 3a7aje KOHTAKTHY CTPYKTYPY YKOJIHKO je Vp € M dap‘ ¢ HeJlerenepucana
2-dopma y HEKO] OKOJIMHU TadKe p, e je o, l-popma Koja JIOKaJIHO 3ajaje JUCTPHUOY-
mujy . Konraktha muOorocrpykoct je map (M, &) rae je M riaaTka MHOTOCTPYKOCT, a &

JUCTPUOYTIHja Koja 3a7aje KOHTAKTHY CTPYKTYPY.

DopMe gmje je3rpo 3a/1aje KOHTAKTHY CTPYKTYPY HA3UBAMO KOHTAKTHUM (popmama. JacHo

je na ce Takee opme pasnukyjy a0 Ha raarky dbyukmujy f: M — R\ {0}, na kako je

dfOz‘g =df A a‘€ + fda‘g,



notro je £ = ker(«) upsu cabupax je Hysia Tako Ja je 0[04‘é HeJlereHepucata akko je dfOz’£
HeJlereHepucata oOJHOCHO JedHHUINja je KOPEKTHA jep He 3aBUCH 01 u3bopa audepeHIiu-

jamme dopme.

Ako maxkspuBHje morytegamo TeopeMy @pobeHnjyca 0 THTErpabuIHOCTH IUCTPUOYIIje BU-
JIEMO JIa je YCJIOB HeJIereHePUCAHOCTH PecTPHKIje 2-popMe eKBUBAJIEHTAH TOME 1A JIH-
cTpubyIuja HUje HHTerpabu/iHa, 3aTO C€ KOHTAKTHA CTPYKTYPa HA3UBa, jOII 1 MAKCUMAJIHO
He uHTerpabusina jauctpudynuja Kojgumensuje 1. Kao mrro ¢cMo Bujie/d Ja CUMILIEKTAYKA
dopma w 3ajaje popMy opujeHTalje W™ HA CUMILIEKTHIKO] MHOIOCTPYKOCTH OBJIE BaxKH
CJMYHA CTBAP JIOKAJIHO. YKOJUKO KOHTAKTHA (popMa MOCTOjH TJI00aIHO OHa he WHyKO-

BaTu POpPMY OpHjeHTallMje Ha, KOHTAKTHO] MHOT'OCTPYKOCTH.

TBphemwe 2.3. Hexa je (M, ) konrakrna muorocrpykocr u Heka je {ay }pen damuimja
dbopMu Koje 3a/1ajy JOKAJIHO KOHTAKTHY cTPYKTypy. Popma dozp‘ ¢ je HejleTeHepHCaHa Ha

okosman U, Tadke p akko dopma oy, A (day,)"” 3anaje dopmy opujentanuje na U,.

JToka3s oBor TBpherma je ciamvdan aHaJIOrHOM TBpheby 3a CUMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH T€
ra u30cTaB/baMo. Takohe, ako je KoHTaKTHA JucTpudbynuja & KoopujeHrabujina Tj. mocToju
r106aJiHo JeduHucaHa KOHTaKTHA (popMa « TBpheme HaM rapantyje ja je M opujenrta-
owrra. OHO HaM Jaje W OMEPATHBHUjU HAYWUH 33 MPOBEpy Ja Jn je ¢hopMa KOHTAKTHA,

IITo I/IJIyCprjeMO Ha CTaHJapAHHUM IIPpUMEPpUMa KOHTaAKTHUX MHOI'OCTPYKOCTH!:

IIpumep 2.1.

1) (R*™ &y =ker(dz+ Y| pidq;) je KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT, KOHTAKTHY CTPYK-

TYpy &5t HA3UBAMO CTAHIAPITHOM.

2) (R3 &, = ker(cosrdz + rsinrdg)) tae cy (r,¢,z) DUIMHAPHYHE KOODIMHATE je
KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT, OBa KOHTAKTHA CTPYKTYPA Ce JIOCTA PA3JIUKYje O KOH-

TaKTHE CTPYKType y MPeTXoAHOM npuMepy 3a n = 1 mro hemo BujeTn kacuwuje.

3) Heka je M riatka mHOTOCTpYKOCT, T* M je CHMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT €& CHM-
IIEKTHIKOM (hopMoM w = —dA, rie je JluyBuiaosa dopma y JIOKAJTHUM KOPAMHA-
Tama 3agara ca A = y ., p;dg;. IIpojeKTHBH3ANI]OM CBAKOT €JI0ja 1061jaMo MIPOjeK-
THBHO KOTAaHTeHTHO pacJojemse PT*M rre je cBakn cioj mudeomopdan RP ! rre
je n = dimM. KourakTHy cTpyKTYypy 33jaje nuctpudyiuja & = ker \, npumMeTumMo

J1a mako A Huje moo6po pedbununcana dopma na PT*M meHo je3rpo jecre.



4) (S 1 ¢ =ker(D)! | ¢idp;—pidg;)) je KOHTAKTHA MHOrOCTPYKOCT, KOHTAKTHA hopMa
je sajgara y R*" n 3anpaso je jexnaxa iyw rge je Y = > p;i0y, + ¢i0, a w =
> or  dg; A dp;. Dopma iyw je KOHTAKTHA jep je:

n—1
iyw A (diyw)" ' =iyw A (2w)" = 2" liyw AW = iyw" #0
n

iyw"‘s%fl je dpopma 3anpemuHe Ha cdepu 3aTo mMTO je w” dopmMa 3anpeMuna y R?"

a BEKTOPCKO ToJbe Y je TpaHcBep3asHo Ha S21,

5) Hexa je (M, a) xorTakrHa MEHOrOCTpYKOCT, Taja je (M x R, d(e'a)) cummnekTuaka

MHOTOCTPYKOCT.

6) Heka je (M, —d\) tauna cuMIIeKTHIKA MHOTOCTPYKOCT, Tafa je (M x R\ 4 dt)

KOHTaKTHa.

3a noce0Bame KOHTAKTHE CTPYKTYyPe HEMaMO TOJUKE PECTPUKIUje Ka0 Y CJIydajy CHM-
IIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH e 36or CTokcose Teopeme Baxku Han(M) # 0 Vk € {1,...,n}
3a 3aTBopeHy MHorocrpykocr M. U3 mperxoguor mpumepa mox 3) 3a M = R™ Bugumo
Jla 3a HeMapHe n KOHTAaKTHA MHOTOCTPYKOCT MOKe ja Oy/e m HeopjeHTaOu/IHa. Takobhe 3a
PasuKy OJ CHMILIEKTYKe TeoMeTpuje riae camMo S? moceiyje CHMILICKTHYKY CTPYKTYDY,
Yy KOHTAaKTHOj reOMeTpHju cBe cepe HellapHe JUMEH3Hje JIONYIITajy KOHTAKTHY CTPYK-
Typy mro cMmo Bujeau y nupumepy [2.11 Munak nocroje oxpehenu yciaoBn Koje KOHTaKTHA

CTPYKTypa Hamehe.

Tephemwe 2.4. Heka je (M, ) nmoBe3ana KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT aumensuje 2n + 1.

Axko je n Hemapuo M je opujeHTaOMITHA.

Jlokas. Heka je (U, p;) pasOujatbe jeuHuIie re je mokpuBambe {U; }icn JOKATHO KOHAYHO,
n3abpaHo Tako ja je ﬁL‘M TPUBHjAJHO paciiojere. I3 TBphema 2.1 3rHaMO Ja mocToju
dopma «; Koja 3amaje KOHTaKTHY cTpyKTypy & Ha U;. CBe dopme Koje 3amajy & ce Mory

nobuty kao fo; 3a Heky rnarky dbyuxnujy f:U; — R\ {0}, npumerumo ciegelie:
fozi A (dfOéz)n = fOéi N (df N oy + deél)n = fn+10él' VAN (dai)"
Kako je n HemapHo, mMaMoO 71a je

sgn(ai A (deq)") = sgn(fai A (d(fai))")



IITO 3HAYH /14 3HAK JIOKaHe hopMe OpHjeHTallje He 3aBUCH 01 n30opa KOHTakTHEe hopMme
Q;, a 300T ITIOBE3aHOCTU UMAaMO JIa je 3HaK ucTh 3a cBako ¢ € N. Ila je pukcupamem HEKOT

n300pa KOHTAKTHUX POPMHU (;:

1€EN

J00po nedpunucana popma opujentanuje Ha M. O

Kana roj 3aajemo Heke HOBe 00jeKTe, Hau 00jeKTUMAa, J10/IajeMO HOBY CTPYKTYPY, 3aHUMa
HAC 1ITa Cy MOP(U3MHU y TOj KATETOPUjH, OJITHOCHO HHTEPECYjy HAC CUMeTpHje THX objekara
KOje 9yBajy CTPYKTYPY, Yy HAIIIEM CIy4ajy KOHTAKTHY IUCTPUOYIM]Y HIU aKO je KOHTAKTHA

MHOTOCTPYKOCT KOOPHjeHTaOWIHA KOHTAKTHY (hOopMy.

Hedbununnmja 2.4. Heka cy (My,&1)) u (Ms, &) KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH U HEKA je

¢ : My — My nudeomopduzam. YKOJIUKO BarKu:

¢*€1 = 52

KazKeMo Ja je ¢ konrakromopduzaMm. Ako je jomr & = ker ay u & = Kker ap, ¢ je KOHTAKTHO

Mopdu3aM aKo BarKu:

P any = fay

3a Heky raarky byukmujy f: M; — R\ {0}, ykomuko je f = 1 3a konrakToMopduzam

KazkKeMo J1a je Cmpukman.

2.1 JlarpanxkeBe u JlexkaHJpoBe MOJMHOTOCTPYKOCTH

Heka je (M, w) cuMILTEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT, ¥ OBOM OJIeJbKY Nemo JeduHucaru HeKe
MOTITPOCTOPE KOJU Cy OJ BEJIMKOT 3HAYaja ¥ M3y9aBamby CUMILIEKTHIKAX MHOTOCTPYKOCTH

1 IbUXOBUX CUMETPH]a.

Hedbunnumnuja 2.5. Heka je N C M noaMHOrocTpykocT, KaxkeMo ja je N
1.) msorpomnna axo je TN C (T'N)“,
2.) xom3sorpomnHa ako je (TN)* C TN,

3.) Jlarpamkesa ako je TN = (T'N)“.
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Kaxko 3a cummurektuakn Bekropcku ipocrop (V) ) u Bekropeku nmonpocrop W < V Baxn
dim W + dim W* = dim V

BU/IMMO /13 aKO je JIMMEeH3Hja CUMILIEKTHYKe MHOTocTpyKocTH M 2n oHja jaumen3uja Jla-
IrpaHzKeBe MOJAMHOTOCTPYKOCTH MOpa OMTH n. HoaMHOrocTpykoct L C M moxkeMo 1a

HocMaTpaMo U Kao yaarame ¢ : L — M.

JIema 2.2. Heka je L muOrocTpykoct gumensuje n, (M, w) cCAMIUIEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT

aumvensuje 2n w i 0 L — M ynarame. mogmuOroctpykoct i(L) je JlarpaHwkeBa akko

*w = 0.
oxas.
Ti(L) = (Ti(L))* < VY,YoeTi(L) w(Y1,Ys)=0
4 VXl,XQ eTL W(i*Xl,i*XQ) =0
= VXl,XQ eTL i*W(Xl,XQ) = 0.
O]
IIpumepn 2.2.
1.) Hexka je J = P 0 € My, (R) w A € My, (R) rakBa ga je A" JA = J u Heka

je R" < R? tana je AR" Jlarpanxesa y (R*", X1 dg; A dp;).
2.) Ako je ¥ opujenTabuiiHa HOBPII Tajia je cBaka Kpuba Ha Y. JlarpaHzxesa.

3.) Heka je L = Oy = {(q,p) € T*M | p =0}, tanma je L Jlarpamxesa y (T*M, —d)).
Axo je o € QY(M) sarsopena dopwma, Taja je (M) C T*M Jlarpanzxesa.

4.) Heka je C'y (M,w) xpuBa, taga je C uzorponna 'y M.
5.) Heka je Ny (M,w) xunepnospur tajga je N kouzorponsa y M.

6.) Heka je N noxmuorocrpykocr ox M, taja je
VN :={(¢,p) €eT*M |qge N, p(X)=0, VX € T,N}

Jarpamxesa y (T*M, —d\).
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IIpecikasame ¢ : L — M ce nasua umepsuja yKOJUKO je iy : 1,L — Tip,) M mono-
Mopduzam 3a ceako p € L. Kako je pull — back nudepennujanne popme nedpuHuCaH 3a
IPOU3BOJBHO IVIATKO MPECIUKABame MOXKEMO HocMaTpaTu u Jlazpanscese umepsuje Kao
umepsuje i : L — M n-puMeH3uoHe MHOTOCTPYKOCTH Ly CUMILIEKTUYKY MHOT'OCTPYKOCT
(M, w) mumensuje 2n Takse ga je i*w = 0. Iloxreposnd je 3a mary JlarpankeBy umep3ujy
Ly [45] omucao koucTpyknujy Jlarpanzkese moIMHOIOCTPYKOCTH [1 KOja je MpOU3BObHO

6am3y (L) y cmucaty Ja je 3a mpon3BosbHO € > () mocroju L. TakBa ja je
d(L,i(L)) < e.
Merpuka d na M je nuaykoBana PumMaHOBOM METPUKOM, a
d(A, B) = inf{d(a,b) | (a,b) € A x B}

je pacrojame u3melhy mBa ckyma. Ciegeha Jjiema HAM OMUCYyje MOCTYMAK y CAYIajy CHM-

IJIEKTUYKOD BEKTOPCKOI' IIPOCTOPA U TPAHCBEp3aHUX JlarpanzkeBux moTipocropa.

Jlema 2.3. Heka cy L, Lo nsa Jlarpamxkesa nornpoctopa y R?" Taxsa ma je L th Lo.
Taga nocroju Jlarpamxkesa nommuoroctpykoct L taksa ma je L\ B(0;3) = (L U Lg) \
B(0;3).

Zloxas. V3abepuMo TakBe CHMILIEKTHUYKe KoopamHaTe na Baxku L1 = R" u Ly = iR" n

mocMaTpajMo cKym y R?”
L={c'q+ie'q|t €R, g€ R",[|q|| = 1}.

Huje Temko Bujern 1a je L Jlarpamkesa moaMHOTOCTPYKOCT, Heka je J(t, q) = elq+ie g

npecaukaBame n3 R x S"~! y R?", Tana je

n

Jw= Z(—eftqidt + eftdqi) A (etqidt + etdqi)) = Z 2q;dg; A dt =0
1=0

1=0

a MoCJIe Iiba jeJHAKOCT Baxku jep je Y q? = 0. Ykomuko mocmarpamo R™\ B(0; 1) npume-
THMO 13 JIe0 L MoxeMo BujieTH Kao rpaduk gudepennujana dpyakmuje ca S : R" — R,
amanorno je L rpaduk dynkmmje S’ : iR™\ B(0;1) — R u 10 je §'(z) = S(—ix). Jedn-
HUTITIMO
(¢ 2(r(@)8(0)) g € R\ B(0; 1),
L=9 (&p) (¢.0) € LN B(0; 1),
((2(o(=ip)S(=ip).p) . pe iR\ BO;1).
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Lne je p: R® — R rinarka dyHnkiumja Taksa jia je

1, ze€B(0,1)
0, x€ B(0,2)°.

Ly

o
o
.
.
ws®
.

R
est®
L **
.
1 *
.
.

\/

Cnuxka 1: Jlarpamxesa xupypruja y R?

L je Tpaxkena JlarpaH:keBa MOJMHOTOCTPYKOCT. 300r OJiceriaba Ca p BAayKHU MOKJIAlarbe
Ban B(0;3), Jlarpanxkesoct Ha ckymy B(0,3) \ B(0;1) Baxu jep je L mokanHo rpadux
ragne dpopme, a Ha ckymy B(0,1) jep je L Jlarpam:xesa.

]

Jlasbe je JJaKO YOUIITHTU OBO TBpheme Ha CUMILIEKTHYKE MHOTOCTpyKocTH moMohy /lapOy-
OBHUX Kapara, HauMe mocmarpaMo JlapGyoBe Kapre Koje He cajpike Japyre (Camo)mpeceke

U ,ucupas/bajy’ Jlarpam:keBe MHOIOCTPYKOCTH.
Teopema 2.2 (Iloareposua 1991 [45]).

1.) Hexka je L komnakTtHa u i : L — M JlarpanxkeBa uMep3uja Yuju Cy CaMOIPECEIn
pi, © € {1,...,n} nBocTpykn u TpancBep3aann. Tama 3a cBako € > 0 MOCTOJH KOM-
nakTHa Jlarpanzxkesa mogMuorocrpykocr L koja ce Ban |J B(p;, €) nokuana ca i(L)

TakBa Ia

d(i(L),I) < e.
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2.) Heka cy Ly u Ly nBe kommakTHe JlarpanzkeBe IOJMHOIOCTDYKOCTH KOje Ce CeKy
TpaHcBep3aaHo ¥ p;, @ € {1,...,n}, Taja 3a cBako € > 0 mocroju KommakTHa Jla-

rpaHzkeBa HOAMHOTOCTpYKocT L Koja ce Ban | J B(p;, €) nokiana ca Ly U Ly Taksa
aa je
d(Ll U LQ, L) < €.

ﬂarpaHX{eBe IIOAMHOTOCTPYKOCTH CY 3rogHe 3a JeTEKTOBaIbe cumempuja CHUMILTeKTHYKHAX

MHOI'OCTPYKOCTH.

Hedbunaunmnuja 2.6. 3a qudeomopduzam ¢ : M — M CUMILIEKTHYKHX MHOTOCTPYKOCTH

KazkKeMo J1a je CUMILIEKTOMOP(pu3aM aKo BazKu
O'w = w.

Cnapam npumepn cumiiektromopduzama cy Xamuamornosu maudeopmodusvu. OpHOCHO
axo je Xy XaMHATOHOBO BEKTOPCKO Tojbe ipuapyzkeno gyakmuju H : M — R u ¢ naro

ca

d
£¢EZXHO¢51, oy = Id,

Taja je (bf cuMILIeKToMopduzam 3a cBako t € R. Jlokas Tora ce moxke Bujgeru u3 Kap-

TanoBe (opmy.ie

d H*

7% W= ou (dix,w) +ix,dw) = ¢y (d(dH)) = 0.

Hobujamo ma je ¢ff“w xomcranTa dopma y Q%(M) a kako je ¢ 'w = w 10 je ¢F cuvmtex-
ToMOpQU3aM.

Jlema 2.4. Jludeomopduzam ¢ je cuMiieKToMopduszaM ako u caMo ako je rpaduk o ¢

Jlarpamzxkepa mogMHOrOCTpyKOCT y (M X M, w & —w).
Jlokas. Upaduk o ¢ je Jlarpanxkesa akko je P*(w® —w) =0rneje : M — M x M
naaro ca ®(z) = (z, ¢(z)).
WD —w=01d'w—9p'w=0%& P'w=w.
]

Y KOHTAKTHO] T€OMETPHU]H OJ HHTepeca Cy MOAMHOTOCTPYKOCTH L YUju je TAHT€HTHU MPO-
crop T'pL y cBakoj Tauku p € L Jlarpan:kes HOTHPOCTOP O] KOHTAKTHE JUCTpHOyIHje &.

Mu najemo ekBuBajeHTHY JIeUHUNNA]Y KOja je CTaHJIAp/HA Y JIUTEPATYPH.
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Hedbununuja 2.7. Heka je (M, ) KOHTaKTHA MHONOCTPYKOCT. HOJAMHOrOCTpyKOCT L je
Jlestcarndposa YKOMUKO je MHTeTPATHA MOJIMHOTOCTPYKOCT nucTpudynuje & Hajpehe qumen-

3nje.

3amcTa, TO Ja je MHTerpajHa MOJIMHOTOCTPYKOCT je eKBUBaJeHTHO yciaosuma «(TL) = 0
u da|TL = 0. Kako je da cummniektuuka dpopma Ha £ Hajpeha jauMeH3uja 3a KOjy BarKu
da‘TL = 0 je ynpaBo II0JIOBHHA JUMEH3Uje BEKTOPCKOI' MPOCTOpa &, a TO Oall 3Ha4Yn Ja

je T'pL JlarpamzKeB MOIIPOCTOP.
IIpumepn 2.3.

1.) Tocemarpajmo ckyn L = {(q1,92, .-+, n,0,...,0) | ¢; € R Vi € {1,..,n}}, L je Jlexan-
ApoBa 'y (R2n+17€st)'

2.) Heka je (M, —d\) cummiekTudka Moroctpykoct u L Jlarpanzkesa 110 MHOIOCTDY-
koct ox M. Tana je L Jlexkannposa y (M x R, ker (A + dt))

2.2 BajHnirajHoBe MHOTOCTPYKOCTH

Nupapujanta xkao 1mro je PopoBa XOMOJIOTHja 3aXTeBa KOHTPOJIY J-X0I0MOP(HUX
KPUBHUX, & TO je CUI'ypHO 00e30eh)eno y KOMIaKTHUM CUMILJIEKTHYKIM MHOI'OCTPYKOCTHMA.
C° omena 3a .J-xomoMopdHe KpUBe ce MOKe IIOKa3aTH U y CAydajy MHOIOCTPYKOCTH KOja
je xoneexcHna y 6eCKOHAYHOCTHU MITO cy Jedunucanu Epambepr n FpOMOBE] y [20].
3a BekTopcko nosbe X Ha M KarxKeMo Jia je KOMILIETHO aKO TeHEPHUIe TOK ¢, JTePUHUCAH

3a CBaKoO .

Hedunnunuja 2.8. Bekropcko nosbe X Ha cuMmaekTKH4IKoj Mmuorocrpykocru (W, w) ce
HasuBa Juyeusui06uM aKo BarKu

Lxw=w.
ITpumernmo ga u3 Kapranoee dopMmyne u 3aTBopeHocTH (POpMe W CJIeTn
w=Lxw=d(ixw)+ ixdw = d(ixw),

OJIHOCHO AaKO Ha MHOTOCTPYKOCTH IOCTOjH JIMYBHJIOBO BEKTOPCKO I0Jb€, OHA MOpa OUTH
TadHa, a TO 3Ha4M jga W He MoyKe OWTH 3aTBOpPEHA, OAHOCHO WJN WMa IPAHWILY WA HUje

KOMIIaKTHa.

"Muxamn Jleormaesma I'pomos (1943-) - pycku MaTeMaTHdap, TBOPAI TEOPHje XOMOMOP(DHUX KPHBIX
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Hedununuja 2.9. Cummiekruuka maorocrpykoct (W, w) je Bajnwmajnosa mmozocmpy-
KOCM YKOJHUKO TOCTOJU KOMILJIETHO JIMyBUIOBO BEKTOPCKO TO/be X | CBojCTBeHaEg] Mop-
copa]"Y] cybxapmonnjeka dbynkuuja ¢ : W — R Taksa 1a cy Vo(p) n X (p) xoauneapnu 3a
cBako p € W.

I'maam npumepn BajHIITajHOBUX MHOTOCTPYKOCTH CY:
ITpumepn 2.4.
1) (Rzna Wst, X7 ¢) rae je

1 9 .2 _ 2 42
X=3 2 (xzaxﬁylayi) noolay) = ) (@l ).

1<i<n 1<i<n
2) (T"M,w = —d\ X, ) rae je X jesMHCTBEHO DeIlere jeHaYnHe
@'Xw = -\

u pyHknuja ¢ je jgara ca

d(z) = ||z|2

y TJe je HOpMa Ha JAYaJHOM TPOCTOPY MHIYKOBaHA MPOU3BOHbHOM PHMaHOBOM Me-

TPHUKOM (. O,ZLHOCHO y JIOKaJIHHUM KOOpAWHaTaMa HMaMO

I
\g
o

X=> piai 1 ¢(q,p)

Crum mTo dhynKHUja ¢ He Moxke 6utu MopcoBa jep je CKylnl KPDUTHYHWX TadaKa
jennak muorocrpykoctu M, a kpurtuwane tauke Mopcose dyuKiuje cy u3o/ioBaHe.

[TpobGiiem ce pemiasa nocmarpamwem yukiuje ¢ (q,p) = ¢(q,p) + f(q) rue je
f: M — R C? mana Mopcosa ¢gpynknuja na M.

3) Axo cy (Wh,wi, X1, ¢1) u (Wa, we, Xo, ¢9) BajumrajuoBe MEOrOCTPYKOCTH Taja je u
(W1 x Wo,wy @ wa, X1 @ Xa, @1 + ¢2) Bajumrrajuosa.

Teopema 2.3. Ako je (W,w, X, ¢) BajumrajHoBa MHOrOCTPYKOCT W p KPUTHYHA TadKa,

dbyHKIHIje ¢, u 1, pelembe jeTHauYnHe

%¢t =—Vooihy, y=1id.

Tana je

BHenpexknana byskuuja f : X — Y je cBojcrBena ako 3a cBaKM KOMIAKTaH ckyn K € Y Baxku na je
f7Y(K) je rakohe koMmakTaH.
Y ®yukuuja f: M — R je Mopcosa yxomuko je df (M) th Opr
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1) W) ={xeW| tlim () = p} U30TPOIHA TTOMHOTOCTPYKOCT,
——00
2) Wi(¢) ={xeW| tliin () = p} KOM3OTPONHA MOAMHOTOCTPYKOCT.
— 100
Jloxas. Tornenaru [1§]. O

OnaBne caenn 1a WHIEKC KpUTHIHUX Tadaka Mopcose dyukiuje ¢ auje sehin o dimIV/2.
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3 JlarpanxkeBu u JlexkanapoBm KOOOpPaAU3MU

3.1 JlarpaH>keBu KOOOPIAU3IMU

Jlarpamxkes u Jlexanapos koGopausam je gedunucao Apuoan y [9], [10] morusucan
reOMeTPHjCKOM ONTHKOM OJHOCHO TaslacHUM (pporTOM. HamMme, y pa3amauTuM TpeHyIIuMa
TparoBu (GpPOHTA TONOJIONIKHA HUCY UCTH aJIM Jecy I'PaHuIa TajaacHor (ppoHTa u3Mehy nsa
TpeHyTKa, Tj. Kobopmautuu cy. OpurnHaano, ApHOIT je HABEO 3a HUJAHCY JPYTadu]y

nebuHAIM]Y, MU TTPATUMO u3jiarate u3 [12).

Hedbunnnnmja 3.1. Heka je (M, w) cUMIIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT U HeKa ¢y L, .., Ly, u
Lo, ..., Ly_ Jlarpanykese nmoamuorocrpykoct. Kazkemo ja cy ypehene dbamuiuje Jlarpan-
JKEeBCKU KODOpJaHTHe ako nocroju Jlarpanzxkesa nogmuorocrpykoct V- C (T*R x M, wg &

w) tae je wg = dg A dp u 6pojeBu f_ < [, TakBH Ja je

k_ ky
VN (B, By) xR x M = U(—oqﬁ_] x {i} x L; U U[ﬁ+, +o0) x {i} x L.

Mumemo V'@ (L4, ..., Ly, ) ~ (L1, ..., Ly_). Yxomuxo je k- = ki = 1 3a xobopjiuzam

KazkKeMo J1a je nmpocm.

ITpumep 3.1 (XamuaronoBa cycnensuja). Heka je (M, w) CUMIUIEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT
u Heka cy Lo m L; JlarpankeBe MOJIMHOTOCTPYKOCTH KOje CY M30TOHNHE XaMUJITOHOBUM
TokoM @Yy Toject ¢y (Lo) = Ly. Yammmo Xamuaronnjan H : M x [0,1] — R raxas na je
H(z,t)=0mnatel0,efU[l—¢1]. Tama je

Vi ={(t,s,x) | x € ¢'4(Ly),s = —H(x,t),t € [0,1]}

Jlarpamxes kobopauzam uamehy Lo u L. [Tocmarpajmo mpeciukasaise i : [0, 1] X Ly —
T*R x M naro ca

i(t,x) = (t, —H (¢} (2),1), o)y (2)).

Oumnruesiao je i riarko, unjektusno u Baxku ([0, 1] x Ly) = V. Kako je T[0,1] x Ly =

T[0,1] x T'Ly u momro je Ly Jlarpanzkesa nobujamo

_ 0  OH(¢y(z)t) 0 9 4 9 ¢ 0 t _
—wst@w<———a—p—dﬂ = On (), _p+XH7_dH(¢H*XP7t)8_p+¢H*XP =0,



a Takohe Baxku

0 0
Fwe O w (Xp,Yy) = wet ®w (_dH( %*Xpa t)a_p + Qﬁ’}{*Xp, _dH((b;I*Yp? t)ﬁ_p + (b?{*YED)

t 3 t t t *
= Wst Sw <¢H*XP7 H*Yp) =w ( H*Xp7 ¢H*}/I’) - ¢H W(Xp, }/p> = 0.
Osume cMo jpoka3ann Aa Vg 3amcra jecre Jlarpanzkesa.

N3 oBor npumepa BuauMo aa cy Ase Jlarpamzxkese noamuoroctpykoctu Lo u Ly Jlarpan-
JKeBCKH KOOOPJAHTHE aKO Cy y UCTOj opbutu mpu mejecrBy rpymne Ham(M,w) Ha mpoctop
cBux JlarpamxkeBux moaMuHorocrpykoctu. Kacuuje hemo Buaeru mnpumep JlarpanzkeBux

MOJIMHOTOCTPYKOCTHU KOje HHUCY TJIATKO U30TOIHE aJii jecy JIarPaHKeBCKU KOOOD/IaHTHE.

Crauka 2: Ilpojeknuja Jlarpamxesor kobopauzma nHa C.

Hpyru npumep Jlarpamzkesor kobopauzma mnorude of Jlarpanzxkese xupypruje 2.2}

ITpumep 3.2 (Tpar xupypruje). Heka je (M,w) cuMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT U Ly u
Lo nBe moBe3aHne Jlarpanzkese mogmMHOrocTpyKOocTH. Taga xupypruja 3amaje Jlarpanxken
Kobopan3am

Vi LifLo ~ (Ly, Lo).

Pa3MOTPHMO 32 HOUETAK CIy9aj CHMILIEKTHIKOT BEKTOPCKOT poctopa. Heka je V = R??
u L; =R" Ly =iR". [ledurummmo

L:={(a(t) +b(t)) (1,22, ..c;xni1) |t ER, x; € R,fo =1} cC",

rae ¢y a u b dbyukunje gare ca a(t) =t, t < —1,a(t) =0, t € [0,1] a(t) = —t, t >2nu
b(t) =0, t<—1,b(t)=t, te[1/2,1] ub(t) =2, t>2. L je Jlarpankesa n Baxu 1a je

AL N[~1,0] x [0,1] x C") = {(=1,0)} x Ly U{(0,1)} x Ly U {(0,0)} x L1#Lo.

Ha Taj waunn cmo mobuin kobopauszam V' : LifLy ~» (L1, L) y cayuajy Jlarpan:keBux
BEKTOPCKUX MOAIPOCTOpPa KOjH je 3ampaBO YHU]jA MHOTOCTPYKOCTH Lu v X Ly#Ls. v je
Tako uszabpana Ja V Oyje rjiarka MHOI'OCTPYKOCT, IIOYHE Y KOOPJAMHATHOM HHOYETKY U 34

x > 1 ce mokmama ca x 0ocOM. YKOJUKO ce [y u Ly ceKy TpaHCBEpP3aJHO ¥ KOHATHO MHOTO
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Tadaka, MoxkemMo m3abparu JlapOyoBe Kapre y THUM TadKama Tako Ja Oy/y JHUCjyHKTHE.
ITorom 3a cBako p € L;M Ly nonas/bamo nocrynak 3a 1,0, u T,Ly y T,M. Tume nobujamo

TpakeHn KoOOopau3aM.

IIpBu u TpuBHjaian npuMep KobopausMma je muauagap M x [0,1]. Kazga uuje peu o Jla-
rpaHKeBUM KOOOPAN3MHUMa, HIje TEINTKO 3aMUCANTH TTPUMED ,,He-TPUBHUjaTHOT KOOOPIU3Ma,
u3mehy KpyzKHHIE U JBe JUCjyHKTHe Kpy:Kuuie (cdepa ca Tpu mcedeHa Jucka). Tpar
XUpYpruje HaM Jlaje CAUYHY CTBap: YKOJIUKO MMaMoO JIBe ToBe3aHe JlarpankeBe MOIMHO-
rOCTPYKOCTH IbUXOBA XHPYpXHja he curypuo Outu mosezana 3a n > 2. Tama je Tpar
XUpypruje npuMep nosezanor JlarpamnzkeBor KOOOPIM3Ma KOjU HA JIEBOM KpPajy UMa JIBE
oBe3aHe MHOTOCTPYKOCTH, a Ha JPYTOM Kpajy jeJHy HMoBe3aHy MHOTOCTPYKoOcT. Takobe
HHTEPecaHTaH je IIpuMep MoBe3aHor JlarpanzxkeBor Kobopau3Ma KOju UMa caMoO IO jeJaH

Kpaj, ajid je jejJaH Kpaj MOBe3aH a JIPYTH HEIOBEe3aH.

ITpumep 3.3 (IIpoct koGopU3aM ca jeTHHM MIOBE3aHUM U jeTHUM HEIIOBE3AHUM KPajeM).
Heka cy L u L' nucjyukrhe Jlarpauzxkese nogMuoroctpykocts of (M, w) Takse 1a nocroju
dny € Ham(M,w) takso ga je LN oy(L') # O u L th ¢y(L'). Heka je Vy Jlarpanxe-
Ba cycnensuja 3a L' u Xamwmironujau H : M x [0,1] — R koju unaykyje ¢p. Axo

nocmarpamo riiatky kKpuBy v y C raksy ma je

V() =t —ip(t),

raeje p(t) =0, t<—1,p(t)=1, t>0mp'(t) >0, t € (—1,0). [Tocmarpajmo ckyn
Vi=VgU~yxL

u npumernmo 1a je V' Jlarpamxkes kobopamzam V' : (¢g(L'),L) ~» LU L. Ykoguko
IPUPOTHO HAOBEKEMO Tpar XUpYpruje 3a MHOTocTpyKocTH ¢p(L') u L mobujamo Tpa-
»kenn Jlarpan:kep Kobopu3aM KOju je MpocT, HA jeJlHOM Kpajy je noBe3ana Jlarpan:kera

noaMuorocrpykoct ¢ (L' )#L a na japyrom kpajy nenosesana L U L.

Hac he 3anumaru onpehene kiace JlarpanzkeBux moJMHOTOCTPYKOCTH U Jlarpanzkesu Ko-
OOPAM3ME KOjU MMAjy UCTe TOMOJIONIKe pecTpukuje. 3a Te morpebde yBoaumo Macaosnes

HHJIEKC KOJU je Urpa KJ/bYUHY yJIOry y 3acHuBamy Popose Teopuje.

Heka je L(V) := {L C V | Lje Jlarpanxkes Bekropcku norupocrop}. [losuaro je jga
BaKH

L(V)=U(n)/O(n).

Hokaz ce moxke uwahu y [36]. Ta mmenruduxanuja Ham roBopu Ja cBaku JlarpaHzxes
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X
IOTIPOCTOP Ce MOZKe BIJICTH Kao cmka Z : R" — R?", rie je Z = (Y) . Marpume X,Y
cy Takse 1a je X + 1Y € U(n) u 1a penpesenTtanmja je je JMHCTBEHA 10 HAa JIEJCTBO IpyIe

O(n). Crora, ako umamo netmwy v : S! — L(V) moxkemo nedunncarnu

() = deg (det?(X (t) + Y (t))).

Lne je deg cremen upecinkasama f @ S — S!. Kpagpar merepmunanre y3umaMo 3aTo
mro je det(O(n)) = {—1, 1}, na nam nedbunnnnja we 3aBucu ox u3dbopa netbe y U(n). A
aa je det?(X (1) +iY (-)) : S' — S' ciean u3 unmenune jga je det(U(n)) = St

[IpecaukaBambe (@ MHIAYKYje npecankaBambe (i : mo( M, L) — Z. Yroauko je [u] € (M, L),
u MOXKeMo m3abparu Tako Ja Oyie riaarko. Kako je u npec/jnKaBame JIMCKa TO TMOCTOjH
yanTapua tpuBujaausanuja ¥ paciaojema uw*T'M = D x C". Taxo mobujamo merpy Jla-

rpaHzKeBux norprpocropa y C* = R??
U(TyL) - St — R*",

Mozxkemo ga gedunnmemo p([u]) = u(¥(TyeL)). Cummiekrtunuxka dopMa w HHIYKYje

Takohe mpeciaukaBame w : mo(M, L) — R Ha crenelin navun

w(fu) = [ v

Hedbununmja 3.2. Heka je (M,w) cummiekruaka Mmaorocrpykoct u L Jlarpanxkesa noi-

MHOT'OCTPYKOCT.

1.) Ckyn cBux Jlarpanzkesux muorocrpykocru y (M, w) oznagasamo ca L9(M), a ckyn

¢BUX nmpoctux Jlarpamkesnx kobopamsama ca L (C x M).

2.) Kaxemo ga je L caabo Monomona axo je
w = pp, Ha (M, L),

rie je p € R. Ckyn cBux c1abo MOHOTOHUX Jlarpam:KeBUX MOAMHOTOCTPYKOCTH Y
(M, w) ca KoedbUIHjeHTOM MOHOTOHOCTH p o3HaTaBaMo ca LY ™) (M), a ckym cBux

c1a6o monoronnx Jlarpamkesnx koGopmmsana L™ (C x M).

3.) Kaxemo ga je L monomona ako je

w = pp, Ha (M, L),
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rje je p > 0 u 3a munumajian MacjoBbes Opoj
N = min{p(u) | v € m(M, L) n w(u) > 0}

Baxku Ny > 2. Ckyn cBUX MOHOTOHHUX JlarpaH:KeBHUX MOJMHOTOCTPYKOCTH Ca KO-
edbUIHjEHTOM MOHOTOHOCTH p o3HadaBamo ca L™ (M), a cKyml cBEX MOHOTOHHX

npocTux JlarpaHzKeBux Kobopau3ama ca ngf ) (C x M).

4.) Heka je M tauna 1j. w = d\. Kaxkemo na je L tauna JlarpanzkeBa ako BaxKu
)\‘ ;, = df. Cxym ceux taunux JlarpanykeBHX NOJMHOTOCTPYKOCTH O3HAYaBaMo Ca

L(M) a ckyn cBux taunux Jlarpanxkesux kobopauzama LS, (C x M).

5.) Ckyn ceux Xamuaronosux jgedopmanuja o L oznauasamo ca LX(M) a ckyn ceux

Jlarpamkesux cycrensuja nzmehy muorocrpykoctu Ly, Ly € LEX(M) ca LE,(C x M)

YV neduHANUjH CMO HILIX XPOHOJOMIKKA OJ1 (DJIEKCHOMTHUX Ka PHUTHIAHUM TOTOJJONTKHM
pecTpukIimjama. Pa3maTpame OBHX Kjaca Jlarpam:KeBuUX MOIMHOTOCTPYKOCTH je CTaH-
JIAPJHO Y CUMILIEKTHYKO] TONMOJOTHJU Y HapeaHoj IyiaBu hemMo BHIAETH Jla HAM TaYHOCT
1 MOHOTOHOCT MOMAXKy y KOMIAKTHOCTH MOJYJCKUX IMPOCTOPA MOTPEOHUX 32 3aCHUBAHE
dJjiopose xomouioruje, kKao u ja Giioposa XOMoJIOrHja He 3aBUCH O U300pa ejieMeHTa U3
LL(M). Cnaba monornoct he Ham 06e36eIUTH HeJereHepUCAHOCT MeTpUKe Kojy jedu-

HUIIIEMO y TVIaBH [0]

Hanomena 3.1. V Teopuju JlarpanxeBux Kodopu3aMa HHTEPECAHTHA je XHUIIOTe3a KOja
TBP/H JIa YKOJUKO Cy JiBe TadHe JlarpanikeBe MOJIMHOTOCTPYKOCTH KODODIAHTHE TAYHUM
JlarpanzkeBum KOOOPAU3MOM, OHJA Cy OHe y ucroj opburu upu Ham(M,w) aejerBy 1j.
noctoju ¢ € Ham(M,w) Taxko na Baxu ¢(Lg) = Ly . Oa xumoresa 3a Tadmne KOOGOpAR3ME
jé YCKO mmoBe3aHa ca IyBEeHOM XWIIOTE30M J1a je CBaKa TadHa 3aTBOpeHa JlarpaHzkena moI-

muOrocrpykoct L C T* M XamuitoHoBa jAedopMaliija HYJITOD CeYeha.

3.2 JlexxaHJapoBU KOOOpAU3MU

Hedununmja 3.3. Heka cy Ly u Ly Jlexannpose mogmuoroctpykoctu on (M, ker o).
V € M x R je Jlesrcardpos xobopamzam uamehy Lo u L ako je V' JlarparkeBa moaMHO-

rocrpykoct ox (M x R, d(e'a)) u Baxu
VNAMx(—=R,R)® = Ly x (—00, —R] U Ly x [R,+00),
3a HeKO IR > 0.
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IIpumep 3.4. Heka je ¢, : M — M rnarka pamuinja KOHTAKTOMOpMU3aMa TaKBa Jia je

Yy =1d3at <ewm)y =1 3a > 1 meka je L Jlexxanaposa y M. Tana je

Vi=A{(z,t) |z € (L)}

JlexkanipoB KoGopam3aM. Youumo npeciankaBame 7 : L X R — M x R

j(.’E,t) = (wt(m)vt)'

Jlako ce mobuja na je j*w(X,,0;) = 0 3a cBaku Bextop X, € T,L. Taxobhe, momro
je L JlexkanapoBa m KOHTAKTOMODMU3MH CJIWKAjJy JIeKaHApOBe MOIMHOTOCTPYKOCTH Y

JlexkaupoBe BaxKu
Jw(X,,Y,) =0, VX, Y, € T,L.

Oparire MOXKEMO [J1a 3aK/bYUUMO 1a je 7'w = 0 a TO je eKBHBAJEHTHO yCJIOBY Ha je V =

J(L x R) Jlarpan:kesa.
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4 digopoBa xomoJiormja 3a Jlarpam>keBe mnpeceke

[TocMaTpajMo CUMILIEKTHYKY MHOrocTpykoct (M, w) u nse Jlarpan:kese MOJIMHOTO-
crpykoctu L u Ly. lepunucahemo maBapujanTy ose Tpojke, Koja je y caydajy L = Ly
m3omopdua ca H,(L;Zs) y3 onpeljene Tomonomke pecrpukiuje na M u L. Uneja je 1a
uMmuTHpaMo MopcoBy Teopujy 3a ,MopcoBy” pyHKIH]Yy HA GECKOHAYHO JTUMEH3UOHOM IIPO-
cropy. Ilpobsem je 1m1To cy WHEKCH KPUTUYHUX Tadyaka OECKOHAYHU, T€ ThUXOBA Pa3/INKa
Huje j1o0po JeduHrCaHa, aJlu UCIIOCTB/bA Ce Ja I'pajlyalija MoxKe J00po ja ce jeduHuiine
noMmohy pesaTuBHOr MacaoB/BEBOT WHIEKCA. YKOJIWKO MPeTHOCTaBUMO /14 je w = d\ Mo-
KeMo J1a jiepunuimeMo (PyHKIMOHAJ JejCTBA Ha MPOCTOPY IyTeBa KOjU MOYUbY HAa L u

3aBpiaBajy Ha Lo, npuapyzxken raarkoj Gyaknuju H € C°(M x [0, 1]):

1
J%mzjﬁfxi/meww
[0,1] 0
Kpurtnune tauke dynknuonaia Ay cy XaMUJITOHOBU IIyTEBH

¥ =Xy, (0) € L, (1) € Ly.

VKoJIMKO mocMarpaMo rpajujeT (pyHkuuonana Ay y 0JHOCY HA METPHKY:

@mhzﬂwwmmww

J1001jamo:

VAu(x)(t) = J (2'(t) = Xu (z(t))) .

[a ce pelllema HeTaTWBHEe IPAJMjeHTHe jeJlHaYnHe MOTY BUJIeTH Kao IIYTEBH HA MPOCTOPY

IyTeBa OJHOCHO mpecynkaBama U : R x [0, 1] — M koja 3amoBosbaBajy:

% + J(w) (% - XH(u)) ~0

Y oBOM ciiydajy BEKTOPCKO II0Jbe He jedHuHUIle TOK Ha IPOCTOPY IIyTeBa jep Ha Oec-
KOHAYHO JIMMEH3NOHUM MPOCTOPUMA He BayKU TeopeMa O MPOIYIKeHmYy pellermha. Cana
MOYKeMO jeduHucaT JaH4acTu KOMILIEKC 3a JjiBe Jlarpan:kese MOIMHOTOCTPYKOCTH Kao
Zs BEKTOPCKHU ITPOCTOP I'€HEPUCAH XAMUJITOHOBUM IIyTEBUMA Ca IIOYETKOM Ha L M KpajeM

Ha Lo, Tpajgyncan MacIoB/beBUM HHIEKCOM:

CFu(L, Ly) = . Zy < x>

zeCrit(Ag), pr(z)=k
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Axo cy x,y aBe kpurnahe Tauke o Ag jgedunuiremo:

(0 R x[0,1] = M,

Gu + J(u) (% — Xp(uw) =0,
M(z,y) = { uls,0) € L, u(s,1) € Ly,
u(—00,t) = z(t), u(+00,t) = y(t)
E(u) = ff} ‘%!%ﬂsdt < 00

L Rx[0,1

MOJIysIcKu mpocTop M(x,y) je MuHOTOCTpYKOCT AuMmen3suje fir(z) — pur(y), kako mmamo R
nejeTBo maro ca (s,u) — u(- + s, ) mobujamo:

M(z,y) = M(z,y)/R
Y Hama pejeBaHTHUM ciaydajeBuMa kaaa je pr(y) — pp(r) = 1 wim pp(y) — pp(z) = 2
u3 ['poMoB/beBe KOMIIAKTHOCTHU J00Mja ce Ja je MOAYICKH MPOCTOP KOMIAKTHA MHOTO-
CTPYKOCT Ca IPAHUIOM. ['DaHHIA je IPOCTOp U3I0M/bEHUX HePTYPOOBAHUX XOJIOMOPGMHUX
Tpaka:

U M(z, z) x M(z,y)

z€Crit(Ag)

onHOCHO ¥ cayaajy pr(y)—pup(z) =1 M\(m, ) je KOHAYAH CKYIl Ta4aKa [a CMO y MO3UIHjU

Ja JeuHUIIEeMO IPAaHUIHE ONEPATOP:
0: OFk(L7 Lg) — OFk_l(L, L()),

ox)= > nlzyy (2)
yeCrit(Ag),
pr(y)=k—1

rie je n(x,y) = ﬂzﬂ(ﬂf, y) 6poj esemeHaTa KOHAYHOT CKYTIa M\(x, y) 1o momy.y 2. ITormro

je

00x) =Y. > wan(zyly= Y HoM@y)y=0
pr(y)=k=2 pr(z)=k—1 pr(y)=k—2
i€ MOCJ/Ie/IFha jJeIHAKOCT BaXKU 3aTO IITO je TPAHUIEA jeIHOJMMEH3MOHe MHOTOCTPYKOCTH
napaHn 6poj tagaka. lobujamo ja je 106po jpedpuHucana XOMOJIOTH)a JAHIACTOT KOMILIEKCa

(CF.(L, Ly), d):
ker(a : CFk — Ckal)

HFk(L’ LO) B 1m(8 : CFk+1 — CFk) '
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4.1 Monorone JlarpaH>keBe IMOJIMHOTOCTPYKOCTH

Heka je (M, w) 3arBopena cumiuiektnaka (min Bajumrajaosa), L 3arBopena Jlarpan-
x&eBa noamuorocrpykoct u H € C*°([0,1] x M). 3a L kaxkemo Ja je MOHOTOHA aKO
je

w(u) = pu(u), Yu € m(M,L).

rie je p > 0, u MacsoB/beBa KJiaca u
Np:=min{pu(A) | A€ my(M,L) ,w(A) > 0},
MuHUMaJIaH MacsioBibeB 6poj, u 3axteBamo Ny > 2. [locmarpajmo mpocTop

Po:={x e C(0,1; M) | [z] =0 € m (M, L)}.

Kaxko Baxu mo(M, L) = m1(Py), MU OBJle UMAMO CATYAIM]y 12 (DYHKIHOHAT JIEJCTBA 3a-

npaBo HUje TpuMHUTHBHA DYHKIHU]A 3a Audepentyjanny 1-popmy ay : TPy — R

(€)= / W(E(t), m(€) (t))dt

e je m: TPy — Py nupupojna npojeknuja. [Ipumernmo ja je oo anasor Hanme ucrmo-
cTaB/ba ce Ja Ta ¢hopMa HEje TadHa 3a Pa3InKy Kaja Baxku mo(M, L) = 0, Tako ma y oBoj
CUTyallju He paauMo MopcoBy Teopujy Ha 6€CKOHAYHO JUMEH3MOHO] BanaxoBoj mHoro-

crpykoctu, Beh nparumo HoBukoribese mjeje yormrrema MopcoBe Teopuje Ha 3aTBOpEHE

1-bopme.

Hanomena 4.1. IIpocrop Py nuje banaxoa MHOrOCTPYKOCT, jeJiHa OLIKja je IIOCMaTPaTH

3aTBOpEI:E TOr mpocTopa y mpoctopy CobosbeBa
Wk2([0,1]; M).

DJ10poOBY XOMOJIOTH]Y 3a MOHOTOHE Jlarpan:keBe MOIMHOTOCTPYKOCTH MOYKEMO CMATPATH,
Ha XeyPHUCTHIKOM HUBOY, HOBUKOB/HEBOM XOMOJIOTHjOM HPOCTOPA IIyTeBa Py u hopme .
Hexka je x € Py, m nocmarpajmo T : D, — M npecinkasame u3 ropmer noayaucka y M
TaxkBo ma Baxkn T(e™) = x(t), t € [0,1] m x([—1,1] x {0}) C L. Taza je ca

AH([;C,;@]):/Olﬂ(x(t),t)dt—/[);@*w,
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jgedunncana GyHKIMja HA TPOCTOPY
7)\0 - {(I,/ZE\) | HS PU? T D+ — M7 a’1\<€iﬂ't> - .I'(t), le [07 1]7 f([_la ]-] X {O}) C L} / ~,

e je T ~ 7' axo Baxu T(e™) = 7'(e'™), t € [0,1] u [T4(—Z)'] =0 € m(M, L). Jlensbeme
ce 06aB/ba JIy7K TOPE-Er MOJYKpyra. Pajii jelHOCTABHOCTH YBEJIMMO O3HAKY I = [T, T].
Kpurnune tauke ope dpyHknuje he Ourm KJjace T Takpe Ja je £ XaMHJITOHOB IIyT KOjU

NOYUIHLE U 3aBpIiaBa Ha L.

Jla 6ucmo mMoran jga medHHHUITIEMO TPAHUYIHH OlepaTop yBeanMmo HOBHKOB/BEB MpCTeH
Jlopanosux mosmmHOMa A
A =7Zy[t,t7Y], degt= —Np,

a JIaH4IacTH KoMILiekc he outn c;10601an Moyt Ha A reHepucan ca KpUTHIHAM TadKaMa
dbyuxnuje Ag
CR.(L:H,J)= P A7),

FeCrit(Ay)

Moy/IcKu IpOCTOp y OBOM CJIy4ajy JedUHHIIEMO MaJIO JIpYraduje

u:Rx[0,1] = M,

Qu t J(u) (% — Xp(u)) =0,
M(z,y; As H, J) = { Vs u(s,0), u(s, 1) € L,

u(—o00,t) = x(t), u(4+o0,t) = y(t)
\[?fﬁu]j —yl=A€m(M,L).

Taxohe nmamo R zejerso, Tako Ja je M\(f, v, AsH J) = M(z,y; A, H) J) /R

Teopema 4.1 (O 1993). [Tocroju ckyn J Y cKOPO-KOMILIEKCHHX CTPYKTYPa KOJHU je IpyTre
Kareropuje y J 3a Koje je
M(Z,9; A H, J)

MHOPOCTPYKOCT JUMEH3Hje Lo () — frer(y) — p(A)
Jlokas. Hokas noremnaru y [38], [21], [23], [37]. O

Opnarie mobujamo ja je /T/l\(f, y; Ay H, J) mamensuje e (z) — pire(y) — p(A) — 1w meno-

cTaB/ba ce Ja je 3a e () — pre(y) = u(A) + 1 koMmakTHA MHOTOCTPYKOCT AuMensuje 0,
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OJHOCHO KOHa4YaH CKYIlI Ta4daKa IIa MO2KEMO ,ZLGCI)I/IHI/ICaTI/I

di = > HM(F, G A H, J) N
yeCrit(Ag), Aema(M,L),
Hrel (x)fﬂrel (y):“(A)+1
Yeaos na je N > 2 Ham omoryhaBa Ja n306eraeMo mojaBy MexXypoBa Y KOMIAKTU(DUKAIIIU
MOJLYJICKOT TIPOCTOPA 3& CIYUA] fhre)(T) — firer(y) = p(A)+2. OacycrBo Mexyposa je 6uTHO

3a J0Ka3 aa je d 3amcra qudepeHnujas, oHOCHO da Baxkn d> = 0.

Hedbunnunmja 4.1. Heka je H € C*([0,1] x M) u J peryaapHa CKOPO-KOMILIEKCHA

crpykrypa. @aoposa Xomouioruja Jlarpanzkese moJMHOIOCTPYKOCTH je jlaTa ca

Ker(d : CF.(L; H,J) — CF,_1(L; H, J))
Im(d: CF1(L; H,J) = CE.(L; H,J))

HFE.(L;H,J) =

4.2 VIaBapmMjaHTHOCT 32 HEKOMMNAaKTHe XaMMWJITOHOBe aedopma-

nuje

Heka cy L u L Jlarpanzkese 1oJMHOTOCTPYKOCTH KOje ce ceKy TpaHcBep3asHo. Heka je
Ly = ¢ (Ly) Xamunronosa gedopmaruja Ly Taksa jga ¢y L u Ly Takohe y Tpamcsepsas-

HOM T10J102Ka]y. OBO moryiaB/be ce 6aBU KOHCTPYKIIM]OM IIPECTHKABAIA
&, HF,(L,Ly) - HF.(L, Ly)

M CKHUIIOM J10Ka3a jia je @, mzomopduzam. VY [21] @iop je 10Kka3a0 y KOMIAKTHOM CIYYajy.
Osne maycrpyjemo koucerpykuujy u3 [40] kopucrehn Jlarpam:kes kobopamszam momohy
KOjer ce IMpeBa3mIash npodaeM XaMUITOHHjaHa YUjU HOCAY HHUje HYKHO KOMITAKTAH.

[IpeciukaBame ®; hemo medunucaru 6pojamem neprypboBaHux J-X0a0MOpMHUX TpaKa

ca ,MOKPEeTHUM” TDAHUYIHUAM YCJIOBOM (CJIMKA .

5 <% - XHp(s)> =0
u(s,0) € L, wu(s,1) € Ly, (3)
u(—00,-) € Crit(Am, @), u(+oo,-) € Crit(Ag,,,)
rie je p : R — [0, 1] monoTOHA, riaTka dyHKIHMja oicenama TakBa aa je p(0) = 0 u
p(1) = 1. ®yuknuja p HEje Mpou3BObHA, 3a JAerTabe moraenarn [29]. Jla Gucmo morym

J1a KopucTuMo Moaudukanuje I'poMoBbeBe TeopeMe KOMIIAKTHOCTU 3a IPOCTOP Pellerha

jeTHAYIMHE BayKHO je Jla CJUKE OCTajy y KOMIAKTHOM CKYIY. 3auCTa, YKOJIUKO OHCMO
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NMaJIl HU3 periema 3a KOjU He MMOCTOjU KOMITAKT KOjU UX CAJAPZKH, Taj HU3 HE MOKe J1a NMa,
konpepretan noguus y C° Tonosoruju, TuM npe 6u 6uia napymena C' konpeprennuja,
sujiern cauky (4.2). Hapemma Teopema maje morpebne C° omene 3a Xamuatonnjame ca

KOMIIaKTHHUM HOCA4Y€M.

Cnuka 3: Tlokpernn rpanndnu yciaosy 1T*M.

Teopema 4.2 (CY ouena [40]). Heka je (M,w) cuminieKTHYKa MHOIOCTPYKOCT KOja je

BajumrajaoBa y 6eCKOHATHOCTH. AKO BaxKu

1.) Tocroju komnakran ckyn K; takas ja dbaMuinja cKOpo KOMIUIEKCHUX CTPYKTYypa

Jy e zasucu on t Bau K, vj. J, = J, Vt € [0,1].
2.) ﬁXJ‘]M\KJ =0, rue je X JInyBUI0BO BEKTOPCKO MOJBE.
3.) H: M x[0,1] - R uma KoMnakTan HOCAM.
4.) LN Loy je komnakran u Lg je KOHI/IqHa@ y OECKOHAYHOCTH.

Tanma moctoju kommakT K C M Takas 7a je
Imu C K

3a cBa peremba jeanaqnue ((3).

Y noka3y TeopeMe KOPUCTH Ce JaKWd ITPUHIHI MaKCHMyMa U3 TeopHje MaplujaJHuX jel-

Ha4YHa:

20Hexka je W Bajumrajroa muoroctpykoct. L C W je xonmana ako je L N ¢~ 1(R) Jleskanaposa y
¢~ (R) 3a crako R > Ry, rie je Ro Beshe 01 CBUX KPUTHYHUX BPEIHOCTH.
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Tepheme 4.1 (Jaku npunnun makcumyma). Heka je u : 2 — R HekoncTanTHA CyGXapmo-
HujcKa (PYHKIHjA. Y KOJTUKO je OS2 MHOTOCTPYKOCT, U aKO U JOCTUKE MAKCUMYM V xo € Of)
TaIa je:

ou

—(xp) > 0.

81’1( 0)

I7Ie je N CIO/BAIIEA BEKTOP HOPMaJse y TadKH To.
Joxas. Tornegarn [25). O

Jlokas meopeme [{.2 Youumo ckyu
K = suppH U suppJ;

re je suppJ; 3aTBOpee CKyla Ha Kome je J; # J 3a Heko t € [0, 1].
[TocmaTpajmo dyHKIHU]Y
pou:Rx[0,1] - R

Vkomuxo je Im(u) N K¢ # () onza je ¢ o u cy6xapMonujcKa Ban K, y CMHECIY Ja MOCMa-
TPaMO PECTPUKIN]Y O ¢ O u|m1 (KC): N3 kjlacnaHe XapMOHUjCKe aHaJIn3e 3aKJ/byILyjeMo

Ada HEe JOCTUKE MAKCUMYM Ha YHYTPAIIIbOCTH BaH TOI' KOMIIaKTA.

[IpernocraBumo Ja ByHKIHjA JOCTHKE MAKCHMYM Ha rpaHuiy BaH K y (s, 1) u na Baxku

d(u(sp,1)) > sup ¢.
LNLo

W3 jakor mpuHIUITE MAKCHMYMA, UMaMoO J1a je

%@ou)(so,l) =0

jep je % cro/bHa HOpMaJia jesa rpanune {t = 1} rpake R x [0, 1] u ¢ ou nuje koncranTHa,
jep je Ry = ¢(u(sp, 1)) > max{¢p(u(—o0,t), p(u(+o0,t))}. Iomrro je u pemterbe jenadnme

B) mmamo ma Bazku

ou ou
E(So, ].) = Jg(é’o, 1)

Umajyhu y Bugy rpanuunu yciuos u(s, 1) € Ly Ban suppH, Baxu

ou
$(80, 1) € Tu(so,l)LO-

Jobujamo n1a je
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S 0tuso ) = 4o (G50 1)) = o (152 (). (1)

Kaxko je (so, 1) Tauka MakCHMyMa BazKu

0 ou
5 0uls0, 1) = ds (1)) =0,

OJIHOCHO JIOOHjaMO
ou

%(307 1) € T¢™'(Ry).

Kako je L kouununa 1o Baxu ja je LN ¢~ (Ry) Jlexanuposa y ¢ (Ry)

360p CKOPO KOMIIJIEKCHE CTPYKTYPe HaM je TaKaB /1 e PECTPHKY]je Ha CKOPO KOMILTIEKCHY
CTPYKTYpY KOHTaTKHe juctpubynuje & KontakTHe MHOTocTpykoctu ¢ '(Ry). OmuocHo
BaXKW JIa je

J(TLNT¢ ' (Ry)) C Top™"(Ry)
a 1o je onna m J%(s0,1) € To ™ (Ry), ma je n3 (4) £ (¢ou)(so, 1) = 0 mTo je KoHTPaIIK-
uja.
[

Kacuuje npenackom wa mupu npocrop M X C mohu hemo jga mpuMeHNMO TPETXOIHY Te-

OpeMy U Ha CJyd4aj ca HEKOMIIAKTHUM HOCAYEM.
zKemuMo J1a KOHCTPYHUIIEMO XOMOMOpdu3am

&4, : HF,(L, Ly) — HF.(L, L),

kopucrtehun XamMuaToHOBY cycuensujy [y Aedunucany y moryas/by OanocHo mocma-

tpaliemo npeciaukasama u: R x [0,1] € M x C raksa ja je

ou Tou __

et Jg =0,

u(s,0) € ar ,u(s,1) € By,

ﬂ(—OO) == (1‘” 0, 0)7 ﬂ(—i—oo) = g: (ya 0, O)
raejeJ = Jximap = Lx ({0} x [0,400) U[0,1] x {0} U {1} x [0, +00)). Kako oy, mmje
r1arka Mopahemo Jia mocMarpaMo meHe IvIaTKe allpOKCUMAIIKje, U Ja Hallle IPeCcIuKaBambe
nedUHANTEMO Kao AHPEKTaH JUMeC Mo anpokcuMainujama. OBe Te Jerasbe H30CTaB/haMo
u JajeMo cxully KoHcTpykuuje g, . Hedunnmmumo anpoxcumarnmje a. = L X v, TIe je v

Kao Ha ciuiu bl
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m(ar)

v

Comka 4: IIpojexnuja cuHTYIapHE MHOTOCTPYKOCTH (/f,.
ITocmaTpajMo MOJYJICKH IIPOCTOP

ou Tou
S+ J5 =0,
M (z,y;J) =  u(s,0) € ac ,u(s, 1) € By,

u(—o0) =7 = (2,0,0), u(+o0)=y=(y,0,0)
KOJH je MHOTOCTPYKOCT 3a reHepudko J u takohe mocenyje R mejerBo. O3Haunmo

—

Me(z,y; J) = Mc(z,y; J)/R,
kaja je dim /We(:v, y;J) = 0 To je KOHaYaH CKyN Tadaka ¥ MOXKeMO aebuHuCATH

Opp et =Y oM. (2,3 ) y.

yeLNLy

3a moroman u3bop XamuaTonujana H mcmocTas/ba ce Ha je [y TpaHCBEP3aHO W HA
" Ha peryJapHu HUBO O ¢ = ¢ + %(32 + t?) y Geckonaunoctu. Takse XaMmuaTonujane
H wnasusamo jpomnycrusuM. Cala MO y HO3UIUJU & IPUMEHHMO TEOPEMY Ha Jla-

IPaHKeBe MOJIMHOTOCTPYKOCTH (e U g KOja HaM Jiajeé KOMIIAKTHOCT MOJLYJICKUX ITPOCTOPA
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v

Cmuxka 5: Ilpojeknuja anpokcumarnuje o,
HOTPeOHUX JIa HMOKAXKEMO J1a je
Ppye0dy =dioPg,y e,

U Ja usomopduzaM He 3aBuCH 0 u360pa XaMUJITOHHjAHA.

Teopema 4.3. [40] Hexka je dy : CF.(L,Ly) — CF._1(L,Ly) u dy : CF.(L,Ly) —
CF._1(L, Ly) n mexa je H nouycrus. Tana npecauxasame @,  : CF.(L, Ly) — CF.(L, L)

jgedunuire xomomopduszam kaja € — 0
$p, : HF.(L, Ly) — HF.(L, Ly),

U BUIlle, TO je nu3oMopdu3aM Koju He 3aBUCU 0/ u300pa alpOKCUMAINja (e U JOILYCTHBOT

Xavuatorujana H.

oxas. Cruna nokasa je uznoxena y [40] 3a gerame mormenaru [29], [5]. O

4.3 MWMuBapujaHTHOCT 3a MOHOTOHe JlarpamkeBe Kobopam3me

YV 0BOM TIOIJIABJBY HABOJAMMO pPe3yaTar jo Kora cy jgonuin bupan u Koprea y [12]. Heka cy

L, Ly, L, noBe3ane u MOHOTOHE JlarpamnzkeBe IMOJMHOIOCTPYKCTHU Ca UCTHM KOEPUITHjEHTOM
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MOHOTOHOCTH p, nputoM L1 u Lo cy KOMIAKTHE.

Teopema 4.4. [12] Heka cy Ly, Ly u L monoTOHe JlarpanzkeBe MOAMHOIOCTPYKOCTH O[T
(M,w) u ueka je V : Ly — Ly Jlarpanxkes kobop/u3am Koju je MOHOTOHA Jlarpanzxkesa
noamuoroctpykocT vy C x M ca koeduiujeHToOM MOHOTOHOCTH p KOjU Ce MOKJIalla ca Koe-

dunmjernrom monoronoct ox Ly, Lo u L. Taga nmocroju nzomopduszam
&y HF,.(L, L)) - HF.(L, L»).

Ayropu y Tom paay korctpyurry PopoBy XoMo 10TH]Y 3a Jlarpamkese kobopan3me. 3a
TY KOHCTPYKIIHjy je norpedan mazK/pbuB 0Ja0UpP CKOPO KOMILJIEKCHE CTPYKTYpPe U XaMUJI-
TOHHjaHa KOJU WMajy HOCAd HA YHUJU KOMIAKTHOT CKYIa W JOBOJPHO MaJIMX TPaKa OKO
KpajeBa mpojekiuje kobopuzma. Ha Tum Tpakama ce IpuToM 3axTeBa Ja XaMUJITOHH)AH
Oye uHeapaH Kako Om XaMuaToHone jgedpopmariije ciaukaJse JlarpanzkeB kobopau3am y
Jlarpamxkes kobopau3aM ca JUCJyHKTHUM KpajeBuma. PopoBy xomosorujy 3a Jlarpan-
»KeBe KobopausMe cy kacuuje Kopuea u Illenykun KopucTuiu y 10Ka3y TBphemba KOje

omoryhyje jia ce nokazke HeJlereHepUCAHOCT MeTpHKe. Buie o Tome y riasu [0
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5 KBaHTHa XxoMoJIOruja U COEKTPaJIHE MHBAPHUjaHTE

5.1 KsanTHa X0oMoJi0oTHja 3a MOHOTOHEe JlarpaH>keBe MOMHOTO-

CTPYKOCTH

YKOJMKO je CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT acdepudHa, OJHOCHO YKOJIMKO BayKd Ja je
erQ(M) = 0, gocra madopmarmja o PI0pPOBOj XOMOJIOTHjH 3a MEPUOANIHE opOuTe je ca-
apzxkano y MopcoBoj XOMOJIOTHjH, TIITO je MPaKTHIHEje 38 PAYYH jep je TPAaHUIHH OIepaTop
Jedunucan obudHoM JudepeHnnjaJHoOM jeTHaIHHOM, 10K je v P1opoBoj Teopuju aedu-
Hucan nomohy meprypbopane Kormu-Pumanose napiujasiae andpepeHIinjaine jeHadHe.
Ja 6u @jioposBa Teopuja dusa jedrHucaHa 3a MOHOTOHE CUMILIEKTHYKE MHOT'OCTPYKOCTH
HOTPeOHO je mocMaTpaTH KOMILIEKC KOj! je cI000IHN MO/Ly.1 Hal HOBUKOB/HEBUM HPCTEHOM
y 9MjOj KOHCTPYKIHJU YIECTBY]Y HE TPUBMjAJTHU XOMOJIOTTKY €JIEMEHTH KOJU MPHUTIAIa]y
caunu pu Xypesuhesom xomomopdusmy h, : mo(M) — Ho(M). Ksanrna xomosoruja

3a 3aTBOPEHY CHUMILTIEKTHIKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) ce nedunurre xkao

QH,(M) := HM,(M) ® A

e je A = Zs|t, t7] rpaayucanu upcren Jlopanosux nonunoma, u degt = —2C) a Cyy =
min{c;(A) > 0| A € (M)} je munumanan Hepuos 6poj. V pany [44] cy Iljyuukun,
Canamon u IlIBapi KoHCTpyHcamu u3oMopdusaMm KBanTHe (Ko)xomosoruje u Piopose
(x0)xomouornje Gpojehin oGjexre kombunoBanor tuna (caukalf). 3a gerame KoHCTPYKuIHje

KsanTne xomosoruje aMOujeHTHE MHOTOCTPYKOCTH U TOMEHYTOT H30MOP(U3MAa MOTJIeIaTH

[37], [5] w [44].

T € Crit(i%f

Cnuxka 6: Ilosy-rpagujenTHe TpajekTopHje.

Y paay [15] cy Bupan u Kopaea nedbuHucainm KBAHTHY XOMOJIOTH]Y 3a MOHOTOHe JlarpaH-
JKeBe MOJIMHOTOCTPYKOCTH, KOja je yormirerhe KBaHTHe XOMOJIOTH]je 38 MOHOTOHY CHUMILIEK-

THYKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) y cMUCTY 1 BazKu

QH.(L) = QH.(M)
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rae je A = {(p,p) |p € M} nujaronana y (M x M,w @& —w) koja je Jlarpanxesa. Mn

fieMo OBJIe IpATUTH W3JIarare U3 Mperyeanor wianka [14].

Heka je L C (M,w) monorona JlarpauzxkeBa IIOJMHOIOCTPYKOCT u Heka je f : L — R
MopcoBa ¢yukmuja, g Pumanosa merpuka Ha L a J € J cKOpO-KOMILTEKCHA CTPYKTYpa

Ha M. Jlecbunuimemo KOMILIEKC OBE TPOjKe

QC(f. 9, J) = Zo(Crit(f)) ® A (5)

e je A = Zo[t7',t] w degt = —Nz. Np = min{u(A) > 0| A € my(M, L)} je munnmanan
Macios/bes 6poj. Osmaummo ca HP (M, L) ciuxy penatupror XypesuheBor XoMOMOp-
busma h, @ m(M, L) — Ho(M,L). ®uxcupajmo z,y € Crit(f) u A #0€ HP(M,L) n
MOCMAaTPAjMO CKYII CBUX PA3/JIUYUTUX Kk-TOPKHU J-XOJOMOPMHUX JUCKOBA KOjU Cy CIIOjeHH
HETATHBHUM TPAJAjeHTHUM TOKOM ¢; (pyHKIHje f, a Tauka ca TpAHUIE KPajibuX JAUCKOBA
IPUIAJIA PECIIEKTUBHO HECTAOMIHO] MHOTOCTPYKOCTH O, & OJJHOCHO cTabuIHOj o1 y . Ilpe-

IIM3HHU}E TOCMATPAJMO MOJYJICKH TPOCTOp ~6uceprnx” rpajekropuja (canka [7)).

(

u; : (D,0D) — (M, L), du; #0, Jodu; =du;0i 1 <i<k, keN,
u(—1) € W2 (f), ue(1) € Wy(f),

(V1<i<k—1)(30 <t; <+00) ¢, (ui(1)) = us1(—1),
\[ul]—f—---—k[uk] = A.

Mprl(xvy; A7 f’g’ ‘]) =

Y cayuaajy xkaga je A = 0 gebunumenmo M, (z,y;0; f, g,J) Ka0 CKyIl HErATHUBHUX I'DA/H-
JEHTHHX TpajeKTopHja Koje cuajajy  u y, jep Tajia HeMa He KOHCTAaHTHUX .J-XO0JIOMOPMHUX
muckoBa. Kaxkemo ga cy ase k-topke (ug, ..., uy) n (U], ..., u)) eKBHBAJCHTHE aKO MOCTOje
o; € Aut(D) rakBu na je o;(—1) = =1, 0y(1) =1 u u; = u, 0 0; V1 < i < k, jacHo je na
je moMeHyTa peJialuja pesalja eKBUBaJeHInje  1eUHATIIMO

—

M,y As f 9, J) = Mpn(,y3 A f,9,0) ) ~ .

Cnnka 7: Enement uz M, (z,y; A; f,9,J)
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Kana je A = 0 umamMo crapgapaHo aedUHICAHO AejCTBO TPAHCIAKjaMa U Ka1a TOCEIeMO
J06HjaMo MTPOCTOP HellapaMeTPH30BAHUX I'PaJinjeHTHHX TpajekTopuja. Y [15] je mokaszana

TPAHCBEP3AJTHOCT U KOMIIAKTHOCT MOIYJICKUX mpocropa M. (z,y; A; f,g,J) u 1a Baxn

5prl(x7y;A) = dimvirt M\prl(xay; A7 f797 J) = mf(x) - mf(y) + H’(A) - ]-7

rae je my @ Crit(f) — Z* Mopcos unjekc kpurudse tauke, a p MacsosbeBa Kiaca.
Yromuko je nap (f,g) Mopc-Cmejno u 0p(x,y; A) = 0 Bazku 12 je 3a rerepudxo .J
Myn(z,y; A; f, g, J) KoHagan cKym Tadaka, Te je jo0po gedmunucan 6poj egeMeHTa IIo

MOJIYJIYy 2 U MOZKEMO JedpUuHUCATH

d(z) = > Ho Mo (2,33 As f, g, ) yt" DN, (6)

y€Crit(f),A€HP (M,L)

Ipumernmo ga y caydajy HP (M, L) = 0 umamo 1a je KpanTHu KoMILieke 3anpaso Mop-
COB KOMILJIEKC, a JTudepPeHIinjat @ je Mopcos nudepennmjan ma 3anpao jgobujamo Mop-
COBY XOMOJIOTH]Y. ¥ TOM cjy4ajy je mo3unaro ja je @yopoa XomoJsioruja 3a Jlarpanzxene
npeceke uzomopdua Mopcopoj xomonoruju o L [21]. YV pany [30] cy Karuhi u Muiun-

kKoBuh KoHcTpyucaau udoMmopdusam tuma PSS y cayyajy kaga je M = T*L

PSS+ HM,(L) — HF,(L)

koju je kacuuje Asbepc [8] yormmruo. Cienehn pesysrar je anasor paga [44] ca Jlarpan-
KeBy PIIOPOBY XOMOJIOTH]Y

Teopema 5.1 (Bupan - Kopuea 2007, 3amoncku 2015).

1.) IlpecrukaBame d medbuHHCAHO Ca @ je mudbepentuja, oqHOCHO BaKn d2 = 0.

2.) Xomomornja mangacror kommiekca (QC(f, g, J),d), y osnanu QH (L) ne 3aBucu of

u3bopa remepuukor napa D = (f, g, J).

3.) Tlocroju nzomopduzam Tuna PSS,

PSS QH,(L) — HF,(L; H; J). (7)

Jloxas. Cxumy mokasza moxkere mornegarn y [14] a 3a sume nerasma norrenarn [15], [48].
[

o nerux pesynarara kopucrelin gpyradnje TeXHUKe je KacHUje momao u 3amosacku y [48)],
a ybp30 HakKOH Tora je 3ajenHo ca Jlekaepkom y [32] yommrno gedunHunmjy crnexrpas-

HIX MHBApUjaHTH 3a JlarpaHzkese HOIMHOIOCTPYKOCTH M Ha MOHOTOH CJIydaj KopHcTehn
usomopduzam (7). Toj remu nocsehyjemo cexuujy (5.3).
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5.2 KBaHTHU mTpou3BO/,

Y oBoj ceknuju hemo na aedunuieMo anajior Kamn npoussoja u3 MopcoBe XOMOJIOTHje
y KsanTHO] XOoMosoruju 3a JlarpanzxkeBy moaMuHorocTpykoctT L numensuje n. Heka cy
f1, f2, f3 : L — R Mopcose dyukiuje, g PumanoBa merpuka Ha L u J CKOPO-KOMILJIEKCHA

CTPYKTYpa, TOCMATPajMO CKYII

w; € My(z,y55 Bis fin 9, J), yi € Crit(fi), i € {1,2,3},
Mipee(T1, T2, 235 A5 9, J) = v 2 (D,0D) — (M, L), Jodv=dvoi, v(e*/3) =y,
B1+B2+B3+[U] = A.

U JepUHUTITIMO TTPECTUKABAIHE

x QC*(flvga J) ® QO*(ang’ ‘]) - QO*(f3aga J)?
Txy= Z ﬂQM\tree(f,y,Z;A) Zt“(A)/NL,

z,A,dim .//\/‘\tree (:c,y,z;A)ZO

Jlema 5.1. [15][48][14] dim,;. /T/l\m@(x, Y,z A5 9,J) = my (x)+my, (y) —my (2)+p(A)—n.
Jlokas. okas ce moxke uahun y [15]. ]

X1

)

-
-

Couka 8: EneMenT MOJYJICKOT TPOCTOpA Mypee (X1, T2, 235 A; g, J)

Hcniocras/ba ce je 0BO mpecjKaBame CTeneHa —n 1 jia je p00po jeduHncano Ha HUBOY

XOMOJIOTHje
Teopema 5.2. [15][48][14][Bupan - Koprea 2007]

1.) TlpecinkaBame x je JAHYACTO Uy XOMOJIOIH]H UHJYKY]je

*: QHi(L) ® QH;(L) = QHisj—n(L)
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Koje He 3aucu ox m3bopa Mopcosukux dynuja f;, PumanoBe merpuke g u CKOpo-

KOMIIJIEKCHe CTPYKType J.

2.) (QH.(L),,[L]) je acomujaruBna anrebpa ca jegununom [L], rue je [L] € QH,(L)
KJIACa MHOTOCTPYKOCTH L peajn30BaHa Kao KIaca JeJMHCTBEHOT MAKCHMYMA, T HEKe

Mopcose dyuknuje f.

3.) Ako je o : CF,(L) x CF,(L) — CF.(L) ®aopoB mpou3Boj HHIYKOBaH Opojamen

XOJIOMOP(HUX TPOYIJI0Ba Tada je
PSS, : (QH.(L),*x) — (HF.(L),e)

nzoMopdu3aM rpajJyucaHux aaredpu.

4.) Axo ¢y L u L' monoroHo KobopaaHTHe, Tajga Kobopausam V : L' ~» L uHgykyje
y

HpecInKaBahe

Oy : QH.(L) — QH.(L).
Oy je mzomopduszam rpagyncanux anredpu, cnenujaano saxu Oy ([L]) = [L].
Jlokas. 3a 1.) — 3.) norexaru [14], [15], 3a 4.) moraenarn [12]. O

Erzucrenmuja Mopcose dpyHKIMje ca je IMHCTBEHUM MAaKCUMYMOM ¥ MUHHMYMOM Ha, MOBe-
3aHOj 3aTBOPEHO] MHOIOCTPYKOCTH je KJIACHYHA CTBAp, JIOKa3 ce Moxke morsenaru y [35].
Uneja je na ce nzabepe jeaHa Tavka py uHAekca 0 U Ja ce TpaJInjeHTHUM TpajeKTopHjaMa
CIIOjH ca ocTaauM TadkaMma mHjekca ( mpeko Tadaka wmaAekca 1. /lobuja ce rpad xoju je
koutTpakTuOmian. MopcoBa dynkmnuja ce aedpopmuiiie Tako Ja CBe Tauke WHJEKca 1 Koje
npuInaaajy rpady umajy BpeIHocT Mamy o1 ¢dpukcupanor ¢ € R a octaie Tauke wHIEKCA 1
na umajy Bpaguoctu Behie on c. Tamza je f~1((—oo, c]) mudeomopdan 3arBopenoj Jonru,
W HA BH0j [ 3aMEHNMO Ca PACTOjameM O] Py Koja je MopcoBa n nMa je JMHCTBEHN MUHUMYM
Po. AHasoOrHa KOHCTPYKIHja Mposasu u 3a MakcumyM. Osmaka [L] motmdae uz Mopcose
Teopuje, jep Kaja GbYHKIHUja UMa jeJIMHCTBEH MAaKCUMyM, Ta KPUTHYHA TA4YKa OJroBapa
dyHTaMEeHTaJIHOj KJIACH MHOTOCTPYKOCTU TIPU U30MOP(U3MY Ca CHHTY/IAPHOM XOMOJIOTH-
jom. [okas ma u3bop me 3aBucu og Mopcoe dbyuknuje f 3axreBa oapehene neprypoariuje
U aHaJUTH4YKe Texuukasauje. IlocmarpajMo caga koukperny MopcoBy dyukiujy f ca je-

JUHCTBEHUM MakcuMmyMoMm z. U3 nedwrHunmje nmamo aa je
rxx =y FaMuee(w,x, 2, AN,

U3 JIeMe,ZLO6I/IjaMO 1a je dimmt/(/l\tree(:c, x,z,A) = 2|z|—|z| +u(A)—n = n—|z|+u(A).
Kako je pu(A) > 0, u tpeba na Baxu n — |z| + u(A) = 0 3ak/pyuyjemo jga je |z| = n u
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u(A) = 0 36or gumensuje on L. Kako f mma jemHCTBEHH MaKCHMyM TO je z = I.
[omro je p(A) = 0 To ce /T/l\tree(x,x,x,O) CacTOju OJ TPOYIJIOBA HelmapaMeTPpH30BaHUX
HETaTUBHUX T'PAJINjeHTHUX TPajeKTOPHja, Y OBOM CJIYYajy je TO KOHCTaHTHA TPajeKTopuja
7(t) = = u Tume gobujamo

T*xT =2X.

5.3 CroekrpajiHe MHBapujaHTe 3a MOHOTOHe JlarpaH>keBe MOJI-

MHOTOCTPYKOCTH

CrekTpajiHe HHBAPHjaHTe y KOHTEKCTY CHMILIEKTHYKE TomoJoruje je ypeo Burep6o [47]
nomohy rewepumyhux dpyuknuja, morom cy O [43], Jlexnepk [31] nedunucanmu cnekrpaiue
unaBapujanTe y Jlarpanxkesoj @iopoBoj xomosoruju. OBae hemMo TpaTuTh W3JIarame u3
[32] rie cy 3anosckn u Jleksepk jgedbuHnucann crneKrpaiHe nHBapujaaHe y Belio] ommro-

CTH.

Heka je (M,w) 3arBOpeHa CHMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT, L 3aTBOpeHa TOBe3aHa MO-
HorToHa Jlarpamxkena nojmuorocrpykoct, Ny munumajan MaciosbeB 6poj u H @ M X

[0,1] = R Xamunronujan. OyHKIMOHAT J€jCTBA je JaT ca

AH([x,:ﬁ]):/OlH(:c(t),t)dt—/Dy?:*w.

rje je x TmyT KOjU MOYNIbe W 3aBpimaBa ce Ha L a £ : D, — M je mpecinkaBame W3
ropmer noJyaucka y M 3a Koje BaxKu Ja je pecTpUKIMja Ha TOPIHU HMOJIYKPYT je x, a
npeunuk ce ciuka y L. Oxmocno saxu ja je 2(e™) = z(t), t € [0,1] u #(s,0) € L, s €
[—1,1]. Kaxemo jga cy gBa IpecImKaBama & W &' eKBHBAICHTHA ako je [#f — a/] = 0 €
mo(M, L), enement T := [x,Z| je pempe3eHT KJace jare pesaluje eKBupajenimje. Kako
je [r,Z] xpuTuyHa Tauka QYHKIHOHAIA JEjCTBA AKO W CaMO aKo je & XaMHJITOHOB MyT,
mu 3a reaeparope @opose Xomosoruje yzumamo ckyn Crit(Ag) a dyukuuonasn aejecrsa

KOPHCTUMO Kao (PUITPAIH]Y.

Tephewe 5.1. [21][43] Hexa je
CF.(L;H; )*={x € CF.(L;H,J) | Ag(Z) < a}

taja je nudepennujan Praopose xomosoruje 106po mecdunucan va C'F,(L; H, J)®, omHOCHO
dyHKIIMOHAT JejcTBa omajia JIyK mepTypOoBaHUX J-XOI0MOpMHHUX Tpaka. XOMOJOTHjY

TOr KOMILTeKca o3Hadasamo HF*(L; H, J).
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Jlokas. Heka je u: R x [0, 1] TakBo na

@-I—J (% - XH) =0, u(too,t) =x4(t), u(Rx{0,1}) C L, z_fut—x; =0 € m(M, L).

Os ot
Tana je
Ay (xy) — /Ha:+ t)dt — x+ w—/ H(x t)dt + T-"w
+oo
/ / u(s,t) )dtds—/ a:+w—|—//uw+ f\*w—//uw
D Dy

Rx[0,1] Rx[0,1]

- s (3B
//( XHou)dsdt // (a“ Jgu+XHou)dsdt _E(u) <0.

Rx[0,1] Rx[0,1]

Tne emo kopucrnn xa je [[Z-fuf — 2-"w = 0. OpnocHO 106HjaMO 12 3a CBE e1eMeHTe
D

Ty y cymn
O 7~ = > L M(TZ, 75, H, J) T
dim M(z= ,z7,H,J)=0
Baxku Ja je Ag(ry) < Ag(x2) < a, 1o jecr Oy x_ € CF.(L; H, J)". O

Hamomena 5.1. Y CHUMILIEKTHYKO] TOIMOJIOTH]U Cy 3aCTyIJbeHE Pa3JInduTe KOHBEHIIH]e
IITO ce THYe 3HaKOBa. 3a CTaHIapIHY CUMILIeKTHYKY dpopmy Ha R? Moxe ce yzeTn dpAdg
u dg A dp. Aranorso ce u 'y nedurnImjn XaMUITOHOBOT BEKTOPCKOT NOJbA ix,w = dH u
ix,w = —dH. Nako cMo y yBOLY KOPHCTHIN H300D 3HAKOBA MOTHBHCAHH (DU3UKOM, Caa
CMO y JOKa3y KOPHCTHIH APYry geduHUNnjy XaMHITOHOBOI BEKTOPCKOL HOJbA Ix,W =

—dH. Taj uzbop 3HaKa je cramgapaan y GopoBoj TEOPHUjH.

[Mpupopna uukiaysuja i* : CF*(L;H,J) — CF,(L; H,J) unnykyje xomomopdusam Ha
HHABOY XOMOJIOTHje
i HF*(L; H,J) — HF.(L; H, J). (8)

Cama cmo y mosunuju ga nomohy PSS, nmsomopdusma u duarpanuje gedpunnmemMo 6po-

jeBe - ClieKTpaJiHe MHBapHUjaHTe.

Jedununuja 5.1. Hexa je PSSH7 : QH,(L) — HF,(L; H; J) nzomopduszam u3 (5.1)),
rie je H € CT*°(M x [0,1]), u i% xomomopdusam (§). Hedunumenmo za a # 0 € QH. (L)

l(a; H,J) = inf{a | PSS?/(a) € Im(i?)}. (9)
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u l(0; H, J) = —oco. Ykoauko je o = [L] nedunnmewno I, (H,J) = I([L]; H, J)
Hcnocrassba ce ga cy cnekrpanne nasapujante CO HenpekuHe OJHOCHO BayKH

Tephemwe 5.2. [43][31][32] Hexa cy H, K € C*(M x [0,1]) u J7, J¥ € J, rana Baxu
1 1
/ nr]lvi[n(Ht — K)dt <l(o; H, J) —l(a; K, J¥) < / mAz}X(Ht — K;)dt.
0 0

Jlokas. Jlokas nortegaru y [32). ]

[Tpumerumo na u3 TBphema [5.2| cilein Aa clieKTpaaHa WHBAPUjaHTa HE 3aBUCH O] pery-
JlapHe CKOpO KoMIliekcHe crpykrype J re muimemo [(a; H). Younmo caga H € CO(M x
[0,1]) w nuz H™ € Ct>°(M x [0, 1]) rakas ga H}' o Hy, omxocuo rakobe u3 MOZKEMO
neduHUCATH CTIeKTpaJHe WHBapUjaHTe 3a HelmpeKuHe QpyHKIje

(o H) = nlirfwl(a; H,).

Bamcra, auMec moctoju jep je wus [(«; H,) Komujes y R, a Huje Temko BHIETH Ja He

JIUMEC He 3aBucu oji n3dbopa nusa H,.

5.4 KsaHTHa BaJjiyaruja

YBenumo jeany nomohny nusapujanty y Ksanruoj xomonoruju QH,(L). Heka je w(my(M, L)) =
AZuC=3% 5 ey pt" BN € QC,(f; g;J). Hedunumeno saryamujy on C kao:

v(C):= %max{—w(A) | cya #0 € Zs},
a moToMm u Badyanujy 3a « € QH,(L)
v(a) :=inf{v(C)|[C] =a € QH.(L)}.

NurepecanTno je na y jgedununuje Bajayaluje KOPUCTHUMO HEKY KOHKPETHY (DYHKIIH]Y
f: L — R a cama BenunHa He 3aBHCH o1 u30opa. /loka3 nHBapujaHTHOCTH AeDUHUIIN]E
y ojiHOCY Ha u300p dyHknuje f je caumdan Jokasy nHBapHjaHTHOCTH PJIOPOBE XOMOJIOTHje
y OJTHOCHY Ha XaMMJITOHOBe jiepbopmaliije, cTora ra 3007 TEXHUYKE CJI0YKEHOCTH HU30CTa-
B/BAMO, JI0Ka3 motyienaru y [32]. YV ayxy cekumje BaJIyalmjy MOXKEMO MHTYUTUBHO

CXBATUTH KA0 CHEKTPAJIHY UHBApHUjaHTy 3a XamMunaTorujan H = 0 u OyHKIHOHAT
Ao {(y, A) [y € Crit(f), Ae m(M, L)} = R, A((y,A)) = —w(A).
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Hedunummemo dunrpupanu ksantau komiieke QC%(f:g;J) kao Mojys renepucan ca

rereparopuma u3 x € QC,.(f;g; J) Taksum na je Ap(r) < a u onma je

Y(a) = %inf{a o€ Im(i® : QHY(L) — QH.(L))}.

Tepheme 5.3. [32] Heka je H € C*°(M x [0,1]) w « € QH.(L), Tana Baxn
1 1
/ min Hydt < l(a; H) — v(a)A < / max H,dt.
0o M 0o M

cuerjaano [(a;0) = v(a)A.

Jlokas. Heka je (H,J) peryrapuu map 3a ®noposy xomomnorujy on L u (f;g;J') pery-
JlapHa TPojKa 3a KBaHTHY XOMOJIOIHjy. AKO IIOKarKeMoO Ja 3a IPOU3BOJbHO € > () mocToju
neprypbanuja (H*, J®) tako ma ce npecaunkasamwe PSS : QC.((f;9;J')) = CF.(L; H,J),

pecTpuKyje 3a cBako a € R na
PSS®: QC2((f;9;J') — CF(L: H, J)

rjie je b = fol maxy; H;dt + € JoKa3 cjaean u3 KOMyTaTUBHOCTHU JUjarpama

QH(f;9; ") 2225 HF*(L; H,.J)

Z(’:l liil-'—b

QH.(f;9;0) 22 HF.(L;H,J)

Jep u3 neduHUITje CHEKTPAJTHIX HHBAPHjaAHTH U BaJIyalllje BUIUMO JIa BaKH
1
la;H) <v(o)A+b=v(o)A+ / max Hdt + .
0

[Tomrro HejeHAKOCT BazKK 3a IIPOU3BOJHHO € j100njaMo TpazkeHy HejerakocT. [lorpebHo je

jomr mokazaru ga PSS mosehasa” bunrpamnujy 3a b. Heka cy ¢ € Crit(f), A € mo(M, L).

PSS(q, A) =) #2M(q,7, A)[7, ],

Te je morpebuo gokasaru 1a je Ay ([Z,7]) < —w(A) + b 3a cBe exemenre [T, T] 3a Koje je
#oM(q,x, A) # 0. dpyrum pednma 3a Takse [T, T] nocroje J-xoaoMopdHa IpecanKaBamba
w; : (D,0D) — (M,L), 1 < i < k u Tpaka Koja 3a1oBo/baBa PJOpOBY jenHaunHy
u: Rx[0,1] — M cameprypbarujom (H?, J®). OHu ¢y criojeHn HeraTHBHAM I'PAIHjEHTHAM

Tpajektopujama dyukiuje f u Baku [A#u# - #HupHu(—2)] = 0 € m(M, L). Onarie
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J1001jamo

1

An([F.3]) = H(x(t),t)dt—/Dsf;*w

0

< —w(A)+ 1H(:zc(t),t)alt - /u*w.

0

[Meprypbanuja (H*,J*) je taka ma 3a s < 0 Baxu (H® J*) = (0,Jp), a3a s > 1 je
(H®, J®) = (H,J). W Bume, nocroju neonagajyha dbyskmuja 8 : R — [0, 1] taksa ja je
B(s) =03as<0wuf(s)=13as>1. Taxobe je

e (250

(ng{ Os

— B’(S)H(x,t)) <€ u B'(s)ds < 1.
[Tpumerumo na je
/O H(iv(t),t)dt—/u*wZAH([iU]) Ao ([u(—00), u(—00)])

oo g +oo
:/ A ())ds:—/_oo 1V Asre (1 |]ds+//RXOl] o (uls, ) Ddsdi

8]—!3
s, t),t)dsdt.
//RX[OI] s )

IIpecnukaBame u YjeJIHO CXBaTaMO KaoO W KPUBY y HMPOCTOPY IyTeBa Koja 3aJ0BOHbaBa

HETaTUBHY IPAJINjeHTHY jeTHAUYNHY TepTypOoBaHoT (DYHKIIMOHAJA JI€jCTBA, U KA0 Pellerme

neprypoosane @opose jepnaunne. Kako je

GHS
// u(s,t),t)dsdt < // (u(z,t),t)dsdt + €
Rx[0,1] 83 RX[O 1]

< maXH(x,t)dt + €,
o TeEM

An([7.3) < —w(A)+/O H(x(t),t)dt—/u*w

1
< —w(A) + max H(z,t)dt + e = —w(A) + b.
0 x

TO BazKH
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Teopema 5.3. [43][31][32][3anoncku - Jlekaepk 2015] Heka je L 3arBopena MOHOTOHA,

Jlarpamkesa y (M, w) ca munumasaaum Maciosmbesnm 6pojem Ny > 2. Oyuknnja
l:QH,.(L) x C°(M x [0,1]) = RU {—o0}

umMma caenehe ocobume

Komnaunocm - l(o; H) = —00 axko u camo ako je o = 0.

Cnexmpaanocm - Ako je H € C°(M x [0,1]) w a # 0, l(a; H) € Spec(H : L), tae je
Spec(H : L) = Ap(Crit(Ag)).

Cumnaexmuura unsapujanmuocm - Heka je v € Symp(M,w), L' = (L) ul : QH. (L) x
Co%(M x [0,1]) = RU{—o0} Tazna je

la; H) = '(u(a); Hot™).
Hopmanusauuja - Heka je ¢ dynkiuja BpeMeHa Tajga BazKu
1
la;H+c)=1(c; H) +/ c(t)dt.
0

cuermjaano [(a;0) = v(a)Ny u 14.(0) = 0.
Henpexudnoem - 3a cBako H, K nw o # 0

1 1
/ mA}n(Ht — K)dt <l(a; H, J?) — (o K, J¥) < / mNE}X<Ht — K)dt.
0 0

Mownomonoem - Axo je H < K Tana je l(a; H) < l(a; K).
Hejednaxocm mpoyeaa - 3a cBako «a, f Baxu [(ax (; HIK) < l(o; H) + 1(5; K).

Konmpona - Axo je Ht’L <c(t) (>) rama

l(a;H):/O ct)dt —v(a)A  (>),

TaKo Ja 3a c¢Bako H Baxku
1 1
/ mLin Hydt <l(o; H) —v(a)A < / max H.dt,
0 0

crenujasno je I (H) = fol c(t)dt.

Hemneeamuenoem I (H) + 1. (H) > 0,
Maxcumym l(o; H) < 1. (H) + v(a)A.
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Joxas. Jokaz moxere nornegarn y [32). O
Huje remko yBugern u ja Bazxku cjejeha jgema

Jlema 5.2. [32] Hexa je [L] € QH,(L) jeauunanu eJeMeHT y OAHOCY Ha KBAHTHU MPOU-
3BoJ, Taa je v([L]) = 0.

Toxkas. Y Teopemu cMo Bujenn fa je [L] penpe3eHToBaHA jeIMHCTBEHUM MAKCHMYM &

Mopcose dyukuuje f: L — R. Kako je Ag(x,0) =0 1o umamo ja je
v([L]) =inf{a € R|[L] € Im(:})} <O.
[Momro Baxu ga je [L] * [L] = [L] nobujamo u3 HejeHAKOCTH TPOYI/IA A4 BAZKH
[([L] % [L]; 0) < 1([0}; 0) + I([0}; 0),

a Kako je u3 cojcrsa Jlarpanzkese konrpoute [([L]; 0) = v([L])A nobujamo xa je v([L]) > 0

ma Baxxu v([L]) = 0.
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6 Merpunuke nHBapujanTe JlarpaH>keBux MHOJIMHOIO-

CTPYKOCTU

6.1 Kobopamzam meTpuka

Y CHUMIIEKTUYKO] TOIOJIOTHjU je OJ BEJUKOT 3Ha4Yaja pazyMerTu u pasjukoBarTu Jlarpan-
JKeBe MOJMHOIOCTPYKOCTH, W IbUXoBe MehycoOHe mo/10:Kajy aMOMjeHTHO] CUMILIEKTUYIKO]
MHOTOCTpYKOCTH. CBaKW MOMaK y BHAY KOHCTPYKITMje WHBApHUjaHTH JlarpaHKeBUX MO/I-
MHOTOCTPYKOCTH je OJ1 BeJIMKOT 3Havaja 3a pas3Boj obsiactu. Ha npocropy XaMuaITOHOBHX

nudeomopduzama je yBenena XodepoBa HOpMa KOjOM je MOTUBHCAHO yBOlembe MeTpHuKe
na opbutu L0 = {$(Lo) | ¢ € Ham(M,w)}

1

dy(L,L') = inf max H(x,t) — min H(z,t))dt.
1) 5yt | g H0 g )

Koprea un [leaykun cy y pany [19] morusucarn XodepoBom meTrpukom 3a JlarpaHkese
HOJMHOIOCTPYKOCTH JepUHUCANN LICEYIOMETPUKE HA HPOcTOpuMa JlarpaHzKeBux 1OJAMHO-

rOCTPYKOCTH KOje €y y onpeheHnM ciaydajeBuMa HejlereHepUCAHA.

Heduuumnuja 6.1. Heka je V : L ~» L' upocr Jlarpamxkes kobopausam. Konwmypa
kobopau3ma ou(V) C C je KOMIUIEMEHT HEOrpeaHHYIeHHX KOMIIOHEHTH MOBE3AHOCTH W3

komriementa 7(V), rae je m: C x M — C npojeknuja. Omrocuo

C

ou(V) = )
zem(V)e,
diamCy,=+o00

VY cayuajy cycuensuje (npumep [3.1) npuvernmeo na je

ou(Vy) ={(t,s) e C| — g;ta:EcL)H(x,t) <s < — e1rdr)1tir(1L)H(m,t)}u(—oo,0]><{0}U[1,+c>o)><{0}.
TEPy TEPy

Bamncra, Kako je

Vi = {(t, —H(¢y(x),1), ¢)) | = € L, t € [0, 1]}

3a dbukcupano t, s KoopauHata Bapupa u3amehy — max H(x,t) m — min H(x,t)}.
w€yy (L) z€dy; (L)
Ocratak z-oce moTuye o MpoImperha Vy 10 HEKOMIAKTHE MHOTOCTPYKOCTH 6e3 IpaHMUIIe.

47



Kako je kouTypa Kobop/iu3Ma yHHja KOMIAKTHOD CKYIIa KOjU, OCUM y CJy4ajy TPUBHjaJIHOT

KOOOpIM3Ma, HUje HUTJe TYCT MOXKEMO MOCMATPATH HeHY MEPY OJHOCHO MOBPITUHY.

Hedunumnuja 6.2. Cenka Jlarpamxesor kobopausma V' : L ~» L' je noBpumna KOHType
ou(V):
S(V) = Area(ou(V)).

[IpumeTnmo 1a je
inf S(Vy)=d(L, L),
Heham(Mw),
¢ (L)=L'

oryzna orude u nedbuHUEja nceyaomerpuke u3 [19).

Hedbununuja 6.3. Ipecnaukabamwe d, : L* x L* — [0, +00] je naTo ca:

d,(L,L') = inf S(V).

ViLwL/ \VEL:(Cx M)
Teopema 6.1. [19][Kopnea - [lexykun 2015]

1.) HpecnukaBamwe d. : L* x L* — [0,+00] je merpuka ykosuko je L£* ckyn cirabo-

MOHOTOHHUX, MOHOTOHHUX HUJIU TaYHUX 3aTBOPECHUX ﬂanaH}KeBI/IX IIOAMHOT'OCTPYKOCTH.

2.) Ha ckyny £ csux Xamunronosux pecdbopmanuja Ly d. je jeanaka Xodeposoj me-

Tpunu 3a JlarpankeBe MOIMHOTOCTPYKOCTH.

3.) YKoJHKO HeMa pecTpuKInja Ha JlarpaHzkese MOJIMHOTOCTPYKOCTH d,. je MCEYIO Me-
TPUKA, W BHIIE:

d(L, L) =0 AV : L~ L).
4.) Tlocroju M u L, L’ monoroue tako aa je d7'(L, L") = 400, a d¥~"(L, L") < +o0.

[Ipumerumo Ja y cBaKOM CJay4dajy ce mHUMYyM Yy MeTPHUIu d,. y3uMa 10 CBUM KOOOpD/IU-
3MHMa KOjU Cy HCTe KJace Kao u came MHorocrpykocru. Kako je XodepoBa merpuka
3a Jlarpanzese MHOTOCTPYKOCTH HeereHepucana uMamo fa je d=(L, ¢ (L)) > 0 axo je
L # ¢y(L), amn wnak Baxu na je d.(L,¢p(L)) = 0. Taj denomen ce nemasa jep fe
nocrojaru Jlarpauzxes kobopauzam V' : ¢y (L) ~» L npon3BOJbHO MaJjie CeHKe KOju HHje

CyCIeH3uja HU 3a jemaH XaMuaToHujaH (G KOjU TeHepHIne MHOTOCTPYKOCT ¢ (L)!
3a /0ka3 Teopeme MOTpeOHE Cy HAM JIBe METPUYKE MHBAPHjaHTE KOje he HaM CJIyKUTH

Kao JI0Hha OlleHa 3a ceHKy kobopjusma. lIpsa je I'pomosmesa pesiarubua mupuHa o L u

L’ kojy cy nedunucamu Bapo u Kopuea y paxy [11]

48



2
p(L, L") = sup {% Je,: B*™(0,r) = (M,w), e

r

(L) =R" N B*"(0,7),

e (B*(0,7))NL = @}.

OBa mHBapHjaHTa HaAM Jiaje KOJIWUKO BeIUKY JIONTY MOYKEMO CAMILTEKTHIKHA Ja YIOKAMO
Tako 1a He ceve [/ a peamnu jeo (y3 mpenrtuduranujy ca C") ce cimka y L. 3a mamre
norpebe je TOBOJAHO NMPUMETHTH Ja je oBaj OpOj CTPOro mo3uTUBaH Kaj rox cy L u L/
pazmuaure. Caudany 6pojeBHY WHBapujaHTy je Kopuctuo Jlekiaepk y pasay [31] 3a mokas

orieHe 0/103,10 Xodepoe Merpuke 3a Jlarpankese mpeceke.

Jpyra je MUHHMAJIHA eHepruja J-xoaoMopdHUX JUCKOBA U cepa, 0aHocHO Moryha Bpei-

HOCT eHepTHje MexypoBa (KOji ¢y ONCTPYKIMja 33 KOMIAKTHOCT MOJYJICKHX MPOCTOPA).

(L, J) :inf{w(u) u: (DS — (M, L) I/IJmu:SQ—>MHduoi:Jodu}

OBa nHBapujanTa ce MoxKe AeduHucaTn u 3a Jlarpam:xeBe KoOOpAU3ME V3 TaKbUBH H300D

CKOPO-KOMILTEKCHE CTPYKTYpe KOja je KOHTPOJUCaHa y OeCKOHATHOCTH.

Tepheme 6.1. [19] Heka je V' : L ~» L' npoct Jlarpanxkes kobopamsam. Tama 3a cBako
e > 0 nocroju ckopo komiuiekcHa crpykrypa J € J(C x M) rpuBujasina y 6eCKOHAYHOCTH

TaKBa Ja BazKHn

S(V) > min{p(L, L") — €,6(V, J)}.

Jloxaz. Nneja je xkoucrpyucatu ojapeheny J-xomomopdnuy tpake momohy jejcrsa Mop-
coBe xomosoruje Ha PyopoBy. Hbena enepruja he OuTn orpanudeHa y TepMUHHHA CEHKE
KODOp/IM3Ma, a U3 W30IMEePUMETPHjCKUX HejeIHAKOCTU he caeuTH HejeJHAKOCTH Ca WHBa-
pujarTaMa p u 0. 300r TEXHUIKE CIOZKEHOCTH He M3/1ayKeMO JeTa/be. KoMmiureran jgoka3

tBphema ce Moxke nponahu y paxy [19]. O

Jlokas Teopeme.  2.) Kao mro cMo Beh KoMeHTapucasu, jacHO je 1a BaxKu

1
S(Vy) = max H(x,t) — min H(x,t))dt
(Vir) 0 (xecbéi(L) (1) z€dy (L) (=,1)
Te je
d(L, L)) = dy(L, L.

1.) Axo je (V,w) c1abo MmoHOTOH KOGOpau3aM ca KoeUIHjeHTOM MOHOTOHOCTH p OHJIA
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je
o(V, J) = min{|pl, |7[}
rie je 7 koedunujent MonoToHOCTH MHOrOCTpYKOCcTH M (cnabo monoroune Jlarpan-

2KeBe MHOI'OCTPYKOCTH HOCTOje caMoO y ¢J1a00 MOHOTOHHM CHUMILIEKTHYKHAM MHOTO-

crpykoctuma). 3amcra, ako je u J-xomomopdHM TUCK, OHIA je

wot & w(u) = ppa(u)

Kako je (1t € Z n wgPw(u) > 0710 je n wgBw(u) >= p, ananoruo u 3a J-xomomopdue
cdepe. [lasme, ako yorrinre HeMa HEKOHCTaHTHHAX J-X0JIOMOP(HHUX JUCKOBa 1 cdepa
ouga je §(V, J) = +oo te cBakako saxu d(V,J) > min{|p|,|7|}.

[Ipumenom TBphema u dnumenure ja je V cn1abo-MOHOTOHA ca KOEMUITJEeHTOM MO-

HOTOHOCTH p J00UjaMo
S(V) > mln{p(L7 Ll) - € 5(V7 J)} > mln{p(L7 L/) -6 |p|7 |T|} >0

OJIHOCHO J1001MjaMo mporieHy He3aBucHy o1 V, y3umajyhu nadumym g100mjamo 1a 3a
L # L' Baxxn
de(L, L) = min{p(L, L') — €, |pl,[7[} > 0

Te je MeTpuKa HeJlereHepucana. CHUMETPUYIHOCT W HejeTHAKOCT TPOYTJA ce JIAKO
nokasyjy. /lokas 3a MOHOTOH cJy4aj je uJeHTHIaH. YKOJIUKO je L caabo TavHa Win
TavHa He IO0CTOje HeKOHCTaHTHe J-xosmomopdue cdepe u auckopu 360r dopmysie

0

Enepruje u Crokcose Teopeme. Ako je L cabo Tadna, 0JHOCHO aKoO je W}M(M L=

UMaMo J1a je U w’m(M = 0 a KaKo BaxKu

)
* 1 2
Ew)= [ v'w== [ ||du]|*d2
2 2 /s

BH/IIMO J1a aKo je w(u) = 0 onga je u xouctantuo te je 0(V, J) = +00 ma BaxKn

S(V) > p(L, L) —e.

Axko nocroju kobopauzam V i L ~» L', MOKeMO J1a Ta MOCMaTpPaMo U Kao yJIararme

e:V — C x M. Younmo npecinkasame ¢ : Cx M — C x M

e(z +iy,p) = (z + iey, p).

Komnozunuja e, = e o e uuje Jlarpamxkesa nogmuorocrpykoct o C x M, anu numa
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CMUCJIa TIOCMATPATH HheHy ceHky. OIHOCHO BayKu
S(e(V)) =eS(V).

Axko ycnemo na nabhemo guctpubynujy JlarpaHzkeBuX MOTIPOCTOPA Y E*T(C x M)
npema ['poMoB/beBOM h-IpUHIAILY 3HaMO J1a je e, CO mumec Jlarpan:KeBIxX uMepsuja.

1 n
JpyrumM peduMa 1OCTOJU HU3 € TaKaB Jia

supd(el(x),e.(x)) ",

zeV
rie je d merpuka va C X M unjpykosana Pumanosom merpukom w(-,J-). Opgarie
MOZKeMO J1a 3aK/byuuMo ga moctoju N € N takBo 1a je

S(eX (V) < Slec(V)) +e
Jla 6ucmo pomrau 10 Jlarpam:keBor Kobopau3ma morpebHo je ma neprypoyjemo Jla-
I'PaHKeBY MMEP3Hjy TaKO JIa CY TaYKe CaMOIIPeceKa IBOCTPYKE U JI1a je IPeceK TPAHC-
Bep3aJiaH, HAKOH 4Yera MOyKeMO TpuMeHuTH JlarpanzkeBy xupyprujy. Y Xupypruju
MOYKEMO JTOIaBATH MIPOU3BOHHO MaJIe PYUKe TaKO J1a Ce CeHKa IIPOMEHHU HajBUIIe 3a
yHanpes 3agaro § > 0. OxHocHo nobuiu cmo Jlarpanxxkes kobopausam V @ L ~~ L/
TaKaB Ja je

~

S(V) < SN (V) +e

Kama criojumo j1obujene HejeHaKoCTH, 1006MjaMO J1a BarxKu

S(V) < S(eN(V) + € < S(ec(V)) + 2 = eS(V) + 2e.
[Tymrajyhu € — 0 Buaumo ga je d9(L, L) = 0.

[Tocmarpajmo M = C\ {—2/3,0,2/3} ca craHmapJHOM CHMILIEKTHIKOM (DOPMOM.
Hekacy L={z€C||z2—1/2|=1}u L' ={2€C | |2+1/2| = 1} asa xpyray M.
CBaka opujeHTaOMIHA MHOTOCTPYKOCT JAUMEH3Hje 2 je CHMILIEKTHYIKA I CBaKa KPHBa,
y 10j je JlarpaHnzkeBa mOJIMHOTOCTPYKOCT 300T aHTUCUMETPUIHOCTH CUMILIEKTHIKE
2-cbopme. [pyrum peunma L u L' cy Jlarpan:kese, 1 lbEXOB MUHAMAJIAH MACJIOB/bEB
opoj je 2.

XuUpyprujom J100HjaMo IBe pa3aIndnTe MOHOTOHE Jlarpamkese MOIMHOTOCTPYKOCTH,
Koje cy JlarpankeBo KobopmaHTHe. 3a JI0Ka3 Ja je Taj KoOopau3aM cIad0-MOHOTOH

noriegaTu [27].

[TomenyTu KoGopau3aM He MOXKe ODUTH MOHOTOH. AKO younmo JlarpauKeBy mOIMHO-
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Chauka 9: Xupypruja JlarpankeBux MHOTOCTPYKOCTH

rocrpykoct N = {(0,y) | y > 0}, xako ¢y L§L' u L'§L mounorone To cy nedunncane
®Jiopose xomosioruje napa HF, (N, L{L") u HF,(N, L'{L). Kazsa 6u nocrojao mo-
HOTOHU Kobopauzam V' : LEL' ~~ LiL' npema pesynarary u3 [12]

HF,(N, LiL') =~ HF.(N, L'{L).

To je memoryhe jep je LEL' N N = (). Tlomro cBax XaMUITOHOBA JedopMaliuja ol

L't L mopa cehu N Baxkn
0= HF.(N,LtL)) = HF.(N, L'{L) # 0,

ITO je KOHTPAJAUKITHja.
Kaxko ne mocroju Mmonoron kobopausam usmehy LEL' w L'§L to je d*(LEL', L'§L) =
oo. llomTo je Tpar xupypruje ca1ab0-MOHOTOH KOOOpAU3aM, 3001 HelereHepucaHoCTH
d¥~™ mmamo

0<dy ™(LtL', L'{L) < oc.
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6.2 CunekTpajiHe MHBapUjaHTE U KOOOPIU3MHU

Axko je L' Xamuiaronosa nedopmanuja o, L 04U HO BarKu
do(L, L") <dy(L,L).

JeduHUIIINMO cnexmpasHy MEMPUKY 3a MOHOTOHE JlarpaHzKeBe MOJAMHOTOCTPYKOCTH L 1

L' kao BeInuInHy
dy(L, L') = sup{[I£(¢) = 1 ()| | 6 € Ham(M,w)}.
Tepheme 6.2 (O 1997, IIsapm 2000, Busro 2017 [43] [17]). Cuekrpanana merpuka d je

HeJereHepucalia METPpUKa Ha CKYIYy MOHOTOHHX ﬂanaH)KeBI/IX IIOAMHOI'OCTPYKOCTH.

Kopucrehn cnekrpasine uaBapujanTe ussejene u3 PopoBe XOMOJIOTHje 3a KOTAHTCHTHA
paciojema O je y [43] yBeo cnekrpasny Hopmy 3a XaMmuiaronose gudeomopdusme ca KoM-
MaKTHAM HOcAadeM W J0Ka3ao Ja je Heaerenepumcana. /Jlokas ga je crekTpaJsiHa MeTpHUKa
3a MoHOTOHE JlarpanzkeBe IOJIMHOIOCTPYKOCTH TaKohe HeJIeTeHPUCAHA MOXKe Ce U3BEeCTH
canaHIM MeTofama kao y [43], mu npatumo uznarame u3 [17]. Tlopen HeaerenepucanocTn
cuekTpaJine Hopme busro jokasyje HejeJlHaKoCTH u3Mehy cuekTpaJine HOpMe U Kobop/iu-

3am MerpuKe. IIpenusnuje Baxku cieneha Teopema.

Teopema 6.2 (Busro 2017 [I7]). Heka cy L u L' monotone Jlarpamnzkese moIMHOTOCTPY-

koctu o (M,w) n neka je V : L' ~» L monoron Jlarpanzken kobopamuzam. Taga Basku

15 (o, ) — I (Dy(a), )| < S(V),

3a cBako a € QH, (L) \ {0} u ¢ € ﬁ?z'r/n(M, w). Nzomopduzam Oy je uz .
Jloxas. Tornegarn [17). O

Y teopemu 5.2 neo 4.) mam rosopu ga je Oy ([L]) = [L'], rume ka0 AUPEKTHY MOCTEIUILY

J1001jamo

Tephemwe 6.3 ([17]). Heka cy L u L' monoroune Jlarpamkese moaMHOIOCTPYKOCTH KOje

CY MOHOTOHO KODODJIAHTHe, TaJa je

dy(L, L) < do(L, L).

Tepheme [6.2] nam 3ajeano ca 6.3 mam gaje jomr jegan 1oka3 HejlereHepUCAHOCTH KOOOPIH-

3aM METPHUKEe 3a C.Hy‘laj MOHOTOHHX IIOAMHOI'OCTPYKOCTH.
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Bunenn cMmo ma je mpupogHO mocMarparh JlarpaHzkese MOJIMHOTOCTPYKOCTH J0 Ha KOOOD-
JH3aM, jep KODOPAW3MH YyBajy pasHe WHBapHjaHTe pejeBaHTHe y CHMILIEKTUYIKO] TOIMO-
jgoruju. I3 Tux pazgora BakKHO je MMaTH HEKH ONWILBUB aJaT 3a JETEeKIH)y Kajaa Cy
e Jlarpanzkese IOAMHOIOCTPYKOCTH MOHOTOHO KOOOpAaHTHe wiawm He. y pany [17] ay-
TOp TOKa3yje ja KOOOPAU3aM UyBa aACUMNMOMCKY CNEKMPAAHY UHBAPUJAHMY, & OHA je

7 Takiie” u3padyH/bUBa O OCTAJIUX IMO3HATHX WHBAPH]AHTH.

Hedunnmnuja 6.4. Heka je L moroTOHa JlarpanzkeBa IMOIMHOTOCTPYKOCTH. A cumnmom-

CKG cnexkmpaana uneapujarma je npecaukapamwe o, : Ham(M,w) — R nato ca

or(¢) = lim ZJL“(—W)

n—oo n

Teopema 6.3. [17] Heka cy L u L' MOHOTOHO KOGOpAAHTHE MHOTOCTPYKOCTH Taja je
o = 07F.

Joxas.

00(6) — ou(@)] = lim EED—E@N AL L) _ o

n—0o00 n n—00 n

]

VKOMKO mocMaTpaMmo JiBe JINCJKYHKTHEe MOHOTHE JlarpamzkeBe MOIMHOTOCTPYKOCTH L U
L' waxo je H : M — R nopmarusosan Xavmunronujan takas ja je H|, =cu H|,, = ¢
Taj1a je

op(on) =c# =op(dn).

3ancTa, U3 cBOjCTBa KOHTPOJeE U3 [D.3[ ako je H HOpMAJIW30BaH U je/IHAK KOHCTAHTHU C HA
. L o . . . .
L rana je I} (¢n) = c. Huje Temko nposepurn ja je HOPMaJU30BaH XaMHJITOHUjAH KOjI

redepuiiie ¢} KoHncranrtan JgyxK L u jepnak je nc. Caja MOKeMO 3aK/byUUTU J1a BazKu
1 (o%)
+\"H
or(én)

nc

m 2 = lim 2 = ¢. Kao nocienuiry jpobujamo ciaegehe TBpheme.

=1
n—oo n—00
Tephewe 6.4. Heka cy L u L' monorone Jlarpamxkese noamuaorocrpykoct on (M, w).

Axo je LN L' = () Tama me nocroju Monoton Jlarpamzkes koGopausam V : L ~ L.
3a JoKa3 TBphema kopuctuhemo crenehy memy.

JIema 6.1. [I7] Heka je L monorona Jlarpanzkesa IOJMHOIOCTPYKOCT ca KOeDUIUjEHTOM
MOHOTOHOCTH p TakBa ja je QH,(L) # 0. Hexka je U Bajumrajuosa okomuaa u b: U — L

npec/ImKaBarmke WHIYKOBAHO mpojekmujom w : 1L — L. Axko je h MopcoBa dyukimja

TakBa Ja je maxh < % TakBa ja je dh cajprkaHa y 3BE3J0JUKOM CKyIy Y yHyTap

Bajumrajuose okosmue ox 1% L. [debwnummmo Xamuntonujan H = pb x h rae je ¢
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oacenajyda (pyHKIHja ca KOMIAKTHEM HOCAYeM U gb‘y = 1. Tana nocroju q € Crit,(h)

TaKBa Jia je

Jlokas. Uneja ce 3acHUBA Ha A3/BUBOM OJIa0UPY KPUTHYHE TaUKe Koja renepuime [L] v qu-
I-EHUIIE JIa Cy CHEeKTPaJiHe KPUTHIHE BPeIHOCTH (PyHKIMOHA A JAejcTBa./lokas moriesarn
y [17]. ]

Jloxas mepehera 6.3 Hexka cy L u L' pazauumre n mexa je b : U — L uHIYKOBaHO
npojekmmjom. Mzabepumo x € L\ L' u MopcoBy dbyukunjy f : L — R takBy nma je
Crit,(f) = {z}. Heka je B C L'\ L' Mopcosa kapra y = u Heka je h : B — R dyukuuja
ca KOMIAKTHUM HOCAYeM U jeJIMHCTBEHUM MAaKCHMYyMOM y ¢ TakBa ja je 0 < h(q) < %
Moryhe je uzabpatu h Takso ga je dh‘B N(UNL)=10. Heka je ¢ : U = R oxncenajyha

dyHuKIHja TakBa 1A je go‘bfl(B)mL, = 0. [locmaTpajmo XaMuJITOHNjAH
He=¢b"(h+¢€f) e C(M).

Kaxko je HY 1, = 0 u3 Teopeme IIpelu3Huje CBOjCTBA KOHTPOJIe CIEeKTPATHUX WHBa-
pujartn, caean ma je (X (H®) = 0. U3z newme, 3a cBako € > 0 J0BOBHO MAIO HMaMO Ja
je

L (H) = h(q) +ef(q)-

Kako H¢ Q‘; H° 10 je U3 HEIPEKUAHOCTH CHEKTPATHIX HHBAPH]AHTH
1L (H®) = h(q).
Cata MOKEMO J1a 3aKJbY THMO
Ay(L, 1) 2 11 (o) — 12 (60)| = WE(HO) — ¥ (HO)| = h(q) > 0,

YUMe CMO JOKAa3a/d HeJereHEPUCAHOCT CIEeKTPAIHE METPUKE. O]
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