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1 Uvod

Teorija kobordizama u topologiji je aktuelna od kada postoji potreba za klasi-

fikacijom mnogostrukosti. Naime, kako je problem klasifikacije mnogostrukosti

proizvo	ne dimenzije do na homeomorfizam jako rigidan i te�ak problem (ekviva-

lentan problemu reqi) prirodno se pojav	uje potreba za fleksibilnijom relacijom

ekvivalencije.

Dve zatvorene mnogostrusti M,N dimenzije n su kobordantne ako postoji kom-

paktna mnogostrukostW dimenzije n+1 takva da je �ena granica ∂W homeomorfna

disjkuntnoj uniji M t N . Poenkare 1 je u nizu revolucionarnih radova pokuxao

da definixe teoriju homologije pomo�u kobordizama, kasnije je Atija uoqio da su

kobordizmi generalisana homoloxka teorija, odnosno da zadovo	ava ,,samo"neke od

Ajlenberg2-Stinrodovih3 aksioma . Tom 4 u svojoj tezi dolazi do fascinantnog re-

zultata, on uspeva da klasifikuje sve mnogostrukosti do na neorijentisani kobordi-

zam koriste�i karakteristiqne klase vektorskih rasloje�a. Preciznije on pokazuje

da je graduisani prsten klasa kobordantnih mnogostrukosti Ω izomorfan polino-

mijalnoj algebri Z2[x2, x4, x5, x6, ...], gde generator xi stepena i postoji za i 6= 2k − 1.

Ukoliko je i parno tada je xi reprezentovano sa RP i, a za neparno i generatori su

rasloje�a na RPm sa fibrom CP l ([24]).

Arnold5 je u svojim radovima [9], [10] uveo pojam Lagran�evih6 i Le�androvih7

kobordizama motivisan talasnim frontom u fizici. Lagran�ev kobordizam izme-

�u Lagran�evih podmnogostrukosti L i L′ u M je Lagran�eva podmnogostrukost u

C×M qija je granica (R, 0)×Lt (−R, 0)×L′. U narednom periodu teorija Lagran-

�evih kobordizama nije razvijana, E	axberg8 i Audin9 su pokuxali da klasifi-

kuju kobordizme algebarski po ugledu na Toma. O10 u [40] prime�uje interesantnu

tehniku za invarijantnost Florove Homologije pri Hamiltonovim deformacijama

sa ne-kompaktnim nosaqem xto �emo kasnije i izlo�iti. Naime on je umesto po-

1Henri Poincaré (1854-1912) - francuski matematiqar, zaqetnik teorije kobordizama
2Samuel Eilenberg (1913-1998) - po	sko-ameriqki matematiqar, osnivaq teorije kategorija
3Norman Steenrod (1910-1971) - ameriqki matematiqar
4René Thom (1923-2002) - francuski matemaiqar
5Владимир Игоревич Арнольд (1937-2010) - ruski matematiqar, tvorac simplektiqke topologije
6 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) - italijanski matematiqar
7Adrien-Marie Legendre (1752-1833) - francuski matematiqar
8Яков Матвеевич Элиашберг (1946-) - rusko-ameriqki matematiqar, poznat po velikim dopri-

nosima simplektiqkoj topologiji
9Michèle Audin (1954- ) - francuski matematiqar

10Yong-Geun Oh (1961-) - korejski matematiqar
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kretnog graniqnog uslova 
∂u
∂s

+ Jt

(
∂u
∂t
−XHρ(s)

)
= 0

u(s, 0) ∈ L, u(s, 1) ∈ Lρ(s)

posmatrao jednaqinu sa jednim graniqnim uslovom - Lagran�ev kobordizam, ali u

proxirenom prostoru, qime uspeva da svede problem na poznat sluqaj kada rexe�a

perturobovane Koxi-Rimanove jednaqine ostaju u fiksiranom kompaktu.

Unazad par godina Biran11 i Kornea12 su u radovima [12], [13] o�iveli Lagran-

�eve kobordizme kao oblast. U [12] su pokazali da Lagran�evi kobordizmi quvaju

najzastup	eniji alat u Simplektiqkoj topologiji - Florovu homologiju, odnosno

prirodno je poistovetiti kobordantne Lagran�eve podmnogostrukosti i posmatrati

invarijante do na ,,kobordizamšhto je dosta fleksibilnije od Hamiltonovih de-

formacija. Preciznije oni pokazuju da za trojku N,L, L′ monotonih Lagran�evih

podmnogostrukosti, gde su L i L′ kobordantne, va�i

HF∗(N,L) ∼= HF∗(N,L
′).

Koriste�i te rezultate i motivisani Hoferovom metrikom za Lagran�eve podmno-

gostrukosti, Kornea i Xelukin13 u [19] definixu (pseudo)-metriku na prostoru

Lagran�evih podmnogostrukosti. Bizgo14 u [17] dovodi u vezu kobordizme i spek-

tralne invarijante, odnosno pokazuje da je kobordizam-metrika ograniqena odozdo

spektralnom metrikom. Tako�e pokazuje da se asimptotske spektralne invarijante

quvaju Lagran�evim kobordizmima.

�eleo bih da se zahvalim svom mentoru, profesoru dr. Darku Milinkovi�u, na

predlogu teme i pomo�i u izradi teze. �egov entuzijazam i nesebiqno de	e�e zna�a

su mnogo doprineli u formira�u mog matematiqkog ukusa i pristupu matematici.

Tako�e, �eleo bih da se zahvalim qlanovima komisije Jeleni Kati� i Aleksandri

Marinkovi� na korisnim sugestijama i posve�enosti pri qita�u teksta. Zahva	u-

jem se Vukaxinu Stojisav	evi�u, Jovani Nikoli�, Igoru U	arevi�u i Maksimu

Stoki�u. Diskusije sa �ima su mi dosta pomogli u pisa�u teze.

11Paul Biran (1969-) - izraelski matematiqar
12Octavian Cornea (1966-) - rumunski matematiqar
13Egor Shelukhin
14Mads Bisgaard
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2 Simplektiqka i kontaktna geometrija

Simplektiqka i kontaktna struktura su motivisane fizikom, preciznije kla-

siqnom mehanikom i optikom. Ukoliko posmatramo kreta�e u Rn indukovano poten-

cijalnom energijom V : Rn → R, ukupna energija je data sa H = ||p||2
2m

+ V (q) gde je p

impuls a q koordinata polo�aja. Tada je odgovaraju�i Hamiltonov sistem, ili u

ovom sluqaju drugi �utnov zakon u proxirenom sistemu, dat sa

q′ =
∂H

∂p
=

p

m

p′ = −∂H
∂q

= −∇V (q).

(1)

Sistem �emo zvati Hamiltonovim i ako glatka funkcija H nije ukupna energija

sistema, a funkciju H nazivamo Hamiltonijanom. Ukoliko posmatramo 2-formu

ωst =
∑n

i=1 dpi ∧ dqi na R2n, i vektorsko po	e XH odre�eno sa

iXHωst = dH,

diferencijalna jednaqina γ′ = XH(γ) ima isti zapis kao i sistem (1). Formu ωst

nazivamo standardnom simplektiqkom formom na R2n.

Definicija 2.1. Neka jeM glatka mnogostrukost i ω 2-forma. (M,ω) je simplek-

tiqka ako va�i

1) dω = 0,

2) (∀p ∈M) (∀X ∈ TpM \ 0)(∃Y ∈ TpM) ωp(X, Y ) 6= 0.

Prvi uslov je zatvorenost forme, a drugi nedegenerisanost. Zbog nedegenerisanosti

i antisimetriqnosti ω simplektiqke mnogostrukosti moraju biti parne dimenzije!

Naredna lema nam daje ekvivalentan uslov nedegenerisanosti.

Lema 2.1. Neka je ω 2-forma na 2n dimenzionoj mnogostruosti M . Forma ω je

nedegenerisana ako i samo ako je w∧n 6= 0.

Dokaz. Ako je ω nedegenerisana, za svako p ∈ M postoji baza X1, ..., Xn, Y1, ..., Yn

vektorskog prostora TpM takva da je

ω(Xi, Xj) = 0, ω(Yi, Yj) = 0, ω(Xi, Yj) = δij.

Tada je

ω∧np (X1, ..., Xn, Y1, ..., Yn) 6= 0.
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Zaista, u dualnoj bazi forma je zapisana ωp =
∑
dxi ∧ dyi, pa je

ω∧np = n!dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyn.

Pretpostavimo sada da je ω∧np 6= 0 i neka postoji X 6= 0 tako da je ωp(X, Y ) = 0 za

svako Y ∈ TpM , kako je iXω
∧n = n iXω∧ω∧n−1 sledi da je iXω

∧n = 0 xto je suprotno

pretpostavci!

Iz leme vidimo da osim parnosti dimenzije postoji jox jedna opstrukcija: da

bi mnogostrukost bila simplektiqka mora biti orijentabilna! Navodimo sada par

osnovnih primera simplektiqkih mnogostrukosti.

Primeri 2.1.

1) (R2n, ωst),

2) (Σ, dV olΣ), gde je Σ orijentabilna povrx, a dV olΣ forma zapremin,

3) Neka je M glatka mnogostrukost i T ∗M �eno kotangetno rasloje�e. Posma-

trajmo prirodnu projekciju π : T ∗M → M . Liuvilova forma λ na T ∗M data

je sa

λ(Xp) = p(π∗(Xp)), Xp ∈ TpT ∗M,

tada je ω = −dλ simplektiqka forma.

Jedina sfera koja poseduje simplektiqku strukturu je S2, odnosno iz Stoksove15

formule mo�emo zak	uqiti da zatvorena simplektiqka mnogostrukost ima netri-

vijalnu drugu De-Ramovu16 kohomologiju.

Tvr�e�e 2.1. Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost, tada jeH2
dR(M) 6=

0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je H2
dR(M) = 0, odnosno svaka zatvorena 2-

forma je taqna, tada postoji η ∈ Ω1(M) takva da je dη = ω. Kako je d(η ∧ ω∧(n−1)) =

dη ∧ ω∧(n−1) = ω∧n imamo∫
M

ω∧n =

∫
M

d(η ∧ ω∧(n−1)) =

∫
∂M

η ∧ ω∧(n−1) =

∫
∅
η ∧ ω∧(n−1) = 0

xto je kontradikcija sa qi�enicom da je ω∧n forma zapremine (orijentacije).

15George Stokes (1819-1903) - irski matematiqar
16Georges de Rham (1903-1990) - xvajcarski matematiqar
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Kako je H2
dR(S2n) = 0 za n > 1 vidimo da je zaista jedina sfera koja dopuxta sim-

plektiqku strukturu S2. Analogno se pokazuje da za svako k ∈ {1, ..., n} mora da

va�i H2k
dR(M) 6= 0, tako na primer S3 × S3 ne poseduje simplektiqku strukturu.

Interesantno je da, iako je req o mnogosrukostima, simplektiqke mnogostrukosti

se lokalno ne razlikuju, odnosno zanimaju nas �ihove globalne osobine. O tome

govori Darbuova teorema.

Teorema 2.1 (Darbu). Neka je (M,ω) simplektiqka, tada za svaku taqku p ∈ M

postoji �ena okolina Up ⊂M i difeomorfizam φp : V ⊂ R2n → Up takav da va�i

φ∗pω = dp1 ∧ dq1 + · · · dpn ∧ dqn

Dokaz. Kako je problem lokalne prirode mo�emo smatrati da je M = R2n i p = 0 i

da je ω(0) = dp1 ∧ dq1 + · · · dpn ∧ dqn. Posmatrajmo familiju zatvorenih formi

ωt = tωst + (1− t)ω,

ako postoji familija difeomorfizama takva da va�i

φ∗tωt = ωst

problem je rexen i tra�eni difeomorfizam je φ1. Koriste�i Kartanovu formulu

dobijamo

d(iXtωt) = ω − ωst,

gde je Xt = d
dt
φt ◦ φ−1

t . Kako je svaka zatvorena forma taqna to postoji α ∈ Ω1(R2n)

tako da je dα = ω − ωst, pa ako postoji vektorsko po	e takvo da je

iXtωt = α

imamo i familiju φt. Kako je nedegenerisanost otvoreno svojstvo, a interval [0, 1]

kompaktan to je i familija formi ωt, t ∈ [0, 1] nedegenerisana. Zak	uqak sledi iz

qi�enice da nedegenerisana 2-forma indukuje izomorfizam

ω : TM → T ∗M.

Simplektiqke mnogostrukosti smo videli kao uopxte�e faznog prostora u klasiq-

noj mehanici, odnosno kotangentno rasloje�e T ∗M mnogostrukosti M na kojoj je za-
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dat sistem ima kanonsku simplektiqku formu ω = −dλ gde je λ Liuvilova 1-forma.

Ako posmatramo R2n i Hamiltonijan H : R2n → R. Iz zakona odr�a�a energije

znamo da su rexe�e Hamiltonovog sistema sadr�ana u nivoima H−1(c) za neko c ∈ R,
ukoliko je c regularna vrednost Hamiltnojana H tada H−1(c) hiperpovrx u R2n, to

iz oqiglednih razloga nije simplektiqka mnogostrukost, ali neke od hiperpovrxi

poseduju kontaktnu strukturu koja je na neki naqin jako bliska simplektiqkoj.

Simplektiqka forma ω na mnogostrukostiM je u svakoj taqki nedegenerisano anti-

simetriqno bilinearno preslikavane, zbog toga TpM mora biti parne dimenzije, pa

samim tim i mnogostrukost M . Kako su hiperoivrxi u R2n neparne dimenzije pri-

rodno je posmatrati hiperravni u tangentnom prostoru jer su one dimenzije 2n− 2

i bilinearne forme qije su restrikcije na hiperravan nedegenerisane i antisime-

triqne. Ali kako izabrati 2-formu i familiju hiperravni tako da u svakoj taqki

hiperpovrxi budu zadovo	eni tra�eni uslovi?

Definicija 2.2. Neka je M n-dimenziona glatka mnogostrukost. Distribucija

dimenzije k je familija k-dimenzionih potprostora ∆p ⊂ TpM za koju va�i da ∀p ∈
M ima okolinu i X1, ..., Xk ∈ X(Up) seqe�a takva da ∀q ∈ Up vektori X1(q), ..., Xk(q)

qine bazu za ∆q.

Uslov da vektorska po	a lokalno razapi�u distripuciju nam zapravo govori da

se ti potprostori tangentnog prostora pravilno ponaxaju, odnosno da je distribu-

cija glatko vektorsko podrasloje�e tangnentnog rasloje�a. Nama su interesantne

distribucije kodimenzije 1, odnosno dimenzije n − 1 gde je n dimenzija mnogostru-

kosti, u tom sluqaju imamo slede�e tvr�e�e:

Tvr�e�e 2.2. Neka jeM Rimanova glatka mnogostrukost sa Rimanovom metrikom g

i ξ distribucija kodimenzije 1. Za svaku taqku p ∈M postoji okolina Up te taqke i
diferencijalna 1-forma αp takva da je ker(αp

∣∣
Up

) = ξ
∣∣
Up
. Forma α postoji globalno

akko je TM/ξ trivijalno linijsko rasloje�e.

Dokaz. Zahva	uju�i Rimanovoj strukturi mo�emo da definixemo ortogonalni kom-

plement distribucije ξ:

ξ⊥ := { X ∈ TM | ∀p ∈M gp(X(p), Y ) = 0, ∀Y ∈ ξp}
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Iz glatkosti Rimanove metrike vidimo da je ξ⊥ glatko linijsko rasloje�e, a lako

mo�emo da zak	uqimo i da je TM = ξ
⊕

ξ⊥.

Kako je ξ⊥ linijsko rasloje�e, to za svaku taqku p ∈ M postoji lokalna trivija-

lizacija h : ξ⊥
∣∣
Up
→ Up × R pa je X(q) := h−1(q, 1) seqe�e linijskog rasloje�a koje

nigde nije nula, forma αp := g(X, ·) zadovo	ava uslove tvr�e�a.

Poka�imo sada drugi deo.

⇒)

Ako forma α postoji globalno, odabirom vektorskog po	a X za koje va�i

α(X) > 0 i g(X,X) = 1

dobijamo trivijalizaciju linijskog rasloje�a ξ⊥ ∼= TM/ξ. ⇐)

Ukoliko je rasloje�e trivijalno, postoji vektorsko po	e X koje nigde nije nula, pa

je

α := g(X, ·)

dobro definisana forma koja globalno zadaje distribuciju ξ.

Kada imamo distribuciju ξ kodimenzije 1 na mnogostrukosti M , znamo da je ona

lokalno zadata formom α i mo�emo da zahtevamo nedegenerisanost forme dα
∣∣
ξ
,

time name�emo uslov parnosti dimenzije distribucije a i samim tim dobijamo da

je mnogostrukost neparne dimenzije xto odgovara naxoj ideji strukture na hiper-

povrxima.

Definicija 2.3. Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije 2n + 1. Ka�emo da

distribucija ξ zadaje kontaktnu strukturu ukoliko je ∀p ∈M dαp
∣∣
ξ
nedegenerisana

2-forma u nekoj okolini taqke p, gde je αp 1-forma koja lokalno zadaje distribu-

ciju ξ. Kontaktna mnogostrukost je par (M, ξ) gde je M glatka mnogostrukost, a ξ

distribucija koja zadaje kontaktnu strukturu.

Forme qije jezgro zadaje kontaktnu strukturu nazivamo kontaktnim formama. Jasno

je da se takve forme razlikuju do na glatku funkciju f : M → R \ {0}, pa kako je

dfα
∣∣
ξ

= df ∧ α
∣∣
ξ

+ fdα
∣∣
ξ
,
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poxto je ξ = ker(α) prvi sabirak je nula tako da je dα
∣∣
ξ
nedegenerisana akko je dfα

∣∣
ξ

nedegenerisana odnosno definicija je korektna jer ne zavisi od izbora diferenci-

jalne forme.

Ako pa�	ivije pogledamo teoremu Frobenijusa o integrabilnosti distribucije vi-

dimo da je uslov nedegenerisanosti restrikcije 2-forme ekvivalentan tome da di-

stribucija nije integrabilna, zato se kontaktna struktura naziva jox i maksimalno

ne integrabilna distribucija kodimenzije 1. Kao xto smo videli da simplektiqka

forma ω zadaje formu orijentacije ωn na simplektiqkoj mnogostrukosti ovde va�i

sliqna stvar lokalno. Ukoliko kontaktna forma postoji globalno ona �e induko-

vati formu orijentacije na kontaktnoj mnogostrukosti.

Tvr�e�e 2.3. Neka je (M, ξ) kontaktna mnogostrukost i neka je {αp}p∈M familija

formi koje zadaju lokalno kontaktnu strukturu. Forma dαp
∣∣
ξ
je nedegenerisana na

okolini Up taqke p akko forma αp ∧ (dαp)
n zadaje formu orijentacije na Up.

Dokaz ovog tvr�e�a je sliqan analognom tvr�e�u za simplektiqke mnogostrukosti te

ga izostav	amo. Tako�e, ako je kontaktna distribucija ξ koorijentabilna tj. postoji

globalno definisana kontaktna forma α tvr�e�e nam garantuje da je M orijenta-

bilna. Ono nam daje i operativniji naqin za proveru da li je forma kontaktna,

xto ilustrujemo na standardnim primerima kontaktnih mnogostrukosti:

Primer 2.1.

1) (R2n+1, ξst = ker(dz +
∑n

i=1 pidqi) je kontaktna mnogostrukost, kontaktnu struk-

turu ξst nazivamo standardnom.

2) (R3, ξot = ker(cos rdz + r sin rdφ)) gde su (r, φ, z) cilindriqne koordinate je

kontaktna mnogostrukost, ova kontaktna struktura se dosta razlikuje od kon-

taktne strukture u prethodnom primeru za n = 1 xto �emo videti kasnije.

3) Neka je M glatka mnogostrukost, T ∗M je simplektiqka mnogostrukost sa sim-

plektiqkom formom ω = −dλ, gde je Liuvilova forma u lokalnim kordina-

tama zadata sa λ =
∑n

i=1 pidqi. Projektivizacijom svakog sloja dobijamo projek-

tivno kotangentno rasloje�e PT ∗M gde je svaki sloj difeomorfan RP n−1 gde

je n = dimM . Kontaktnu strukturu zadaje distribucija ξ = kerλ, primetimo

da iako λ nije dobro definisana forma na PT ∗M �eno jezgro jeste.
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4) (S2n−1, ξ = ker(
∑n

i=1 qidpi−pidqi)) je kontaktna mnogostrukost, kontaktna forma
je zadata u R2n i zapravo je jednaka iY ω gde je Y =

∑n
i=1 pi∂pi + qi∂qi a ω =∑n

i=1 dqi ∧ dpi. Forma iY ω je kontaktna jer je:

iY ω ∧ (diY ω)n−1 = iY ω ∧ (2ω)n−1 = 2n−1iY ω ∧ ωn−1 =
2n−1

n
iY ω

n 6= 0

iY ω
n
∣∣
S2n−1 je forma zapremine na sferi zato xto je ω

n forma zapremina u R2n

a vektorsko po	e Y je transverzalno na S2n−1.

5) Neka je (M,α) kontaktna mnogostrukost, tada je (M ×R, d(etα)) simplektiqka

mnogostrukost.

6) Neka je (M,−dλ) taqna simplektiqka mnogostrukost, tada je (M × R, λ + dt)

kontaktna.

Za posedova�e kontaktne strukture nemamo tolike restrikcije kao u sluqaju sim-

plektiqke mnogostrukosti gde zbog Stoksove teoreme va�iH2k
dR(M) 6= 0 ∀k ∈ {1, ..., n}

za zatvorenu mnogostrukost M . Iz prethodnog primera pod 3) za M = Rn vidimo

da za neparne n kontaktna mnogostrukost mo�e da bude i neorjentabilna. Tako�e za

razliku od simplektqke geometrije gde samo S2 poseduje simplektiqku strukturu,

u kontaktnoj geometriji sve sfere neparne dimenzije dopuxtaju kontaktnu struk-

turu xto smo videli u primeru 2.1. Ipak postoje odre�eni uslovi koje kontaktna

struktura name�e.

Tvr�e�e 2.4. Neka je (M, ξ) povezana kontaktna mnogostrukost dimenzije 2n + 1.

Ako je n neparno M je orijentabilna.

Dokaz. Neka je (Ui, ρi) razbija�e jedinice gde je pokriva�e {Ui}i∈N lokalno konaqno,
izabrano tako da je ξ⊥

∣∣
Ui
trivijalno rasloje�e. Iz tvr�e�a 2.1 znamo da postoji

forma αi koja zadaje kontaktnu strukturu ξ na Ui. Sve forme koje zadaju ξ se mogu
dobiti kao fαi za neku glatku funkciju f : Ui → R \ {0}, primetimo slede�e:

fαi ∧ (dfαi)
n = fαi ∧ (df ∧ αi + fdαi)

n = fn+1αi ∧ (dαi)
n

Kako je n neparno, imamo da je

sgn(αi ∧ (dαi)
n) = sgn(fαi ∧ (d(fαi))

n)
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xto znaqi da znak lokalne forme orijentacije ne zavisi od izbora kontaktne forme

αi, a zbog povezanosti imamo da je znak isti za svako i ∈ N. Pa je fiksira�em nekog

izbora kontaktnih formi αi:

Ω =
∑
i∈N

ρiαi ∧ (dαi)
n

dobro definisana forma orijentacije na M .

Kada god zadajemo neke nove objekte, ili objektima dodajemo novu strukturu, zanima

nas xta su morfizmi u toj kategoriji, odnosno interesuju nas simetrije tih objekata

koje quvaju strukturu, u naxem sluqaju kontaktnu distribuciju ili ako je kontaktna

mnogostrukost koorijentabilna kontaktnu formu.

Definicija 2.4. Neka su (M1, ξ1)) i (M2, ξ2) kontaktne mnogostrukosti i neka je

φ : M1 →M2 difeomorfizam. Ukoliko va�i:

φ∗ξ1 = ξ2

ka�emo da je φ kontaktomorfizam. Ako je jox ξ1 = kerα1 i ξ2 = kerα2, φ je kontaktno

morfizam ako va�i:

φ∗α2 = fα1

za neku glatku funkciju f : M1 → R \ {0}, ukoliko je f ≡ 1 za kontaktomorfizam

ka�emo da je striktan.

2.1 Lagran�eve i Le�androve podmnogostrukosti

Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost, u ovom ode	ku �emo definisati neke

potprostore koji su od velikog znaqaja u izuqava�u simplektiqkih mnogostrukosti

i �ihovih simetrija.

Definicija 2.5. Neka je N ⊂M podmnogostrukost, ka�emo da je N

1.) izotropna ako je TN ⊂ (TN)ω,

2.) koizotropna ako je (TN)ω ⊂ TN ,

3.) Lagran�eva ako je TN = (TN)ω.

10



Kako za simplektiqki vektorski prostor (V,Ω) i vektorski poprostorW ≤ V va�i

dimW + dimWΩ = dimV

vidimo da ako je dimenzija simplektiqke mnogostrukosti M 2n onda dimenzija La-

gran�eve podmnogostrukosti mora biti n. podmnogostrukost L ⊂ M mo�emo da

posmatramo i kao ulaga�e i : L→M .

Lema 2.2. Neka je L mnogostrukost dimenzije n, (M,ω) simplektiqka mnogostrukost

dimenzije 2n i i : L → M ulaga�e. podmnogostrukost i(L) je Lagran�eva akko

i∗ω = 0.

Dokaz.

Ti(L) = (Ti(L))ω ⇔ ∀Y1, Y2 ∈ Ti(L) ω(Y1, Y2) = 0

⇔ ∀X1, X2 ∈ TL ω(i∗X1, i∗X2) = 0

⇔ ∀X1, X2 ∈ TL i∗ω(X1, X2) = 0.

Primeri 2.2.

1.) Neka je J =

[
0 −En
En 0

]
∈ M2n(R) i A ∈ M2n(R) takva da je ATJA = J i neka

je Rn ≤ R2n, tada je ARn Lagran�eva u (R2n,Σn
i=1dqi ∧ dpi).

2.) Ako je Σ orijentabilna povrx tada je svaka kriva na Σ Lagran�eva.

3.) Neka je L = OM = {(q, p) ∈ T ∗M | p = 0}, tada je L Lagran�eva u (T ∗M,−dλ).

Ako je α ∈ Ω1(M) zatvorena forma, tada je α(M) ⊂ T ∗M Lagran�eva.

4.) Neka je C u (M,ω) kriva, tada je C izotropna u M .

5.) Neka je N u (M,ω) hiperpovrx tada je N koizotropna u M .

6.) Neka je N podmnogostrukost od M , tada je

ν∗N := {(q, p) ∈ T ∗M | q ∈ N, p(X) = 0, ∀X ∈ TqN}

Lagran�eva u (T ∗M,−dλ).
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Preslikava�e i : L → M se naziva imerzija ukoliko je i∗ : TpL → Ti(p)M mono-

morfizam za svako p ∈ L. Kako je pull − back diferencijalne forme definisan za

proizvo	no glatko preslikava�e mo�emo posmatrati i Lagran�eve imerzije kao

imerzije i : L→ M n-dimenzione mnogostrukosti L u simplektiqku mnogostrukost

(M,ω) dimenzije 2n takve da je i∗ω = 0. Polteroviq je za datu Lagran�evu imerziju

L u [45] opisao konstrukciju Lagran�eve podmnogostrukosti L̃ε koja je proizvo	no

blizu i(L) u smislu da je za proizvo	no ε > 0 postoji L̃ε takva da je

d(L̃, i(L)) < ε.

Metrika d na M je indukovana Rimanovom metrikom, a

d(A,B) = inf{d(a, b) | (a, b) ∈ A×B}

je rastoja�e izme�u dva skupa. Slede�a lema nam opisuje postupak u sluqaju sim-

plektiqkog vektorskog prostora i transverzalnih Lagran�evih potprostora.

Lema 2.3. Neka su L1, L2 dva Lagran�eva potprostora u R2n takva da je L1 t L2.

Tada postoji Lagran�eva podmnogostrukost L takva da je L \ B(0; 3) = (L1 ∪ L2) \
B(0; 3).

Dokaz. Izaberimo takve simplektiqke koordinate da va�i L1 = Rn i L2 = iRn i

posmatrajmo skup u R2n

L̃ = {etq + ie−tq | t ∈ R, q ∈ Rn, ||q|| = 1}.

Nije texko videti da je L̃ Lagran�eva podmnogostrukost, neka je (t, q) = etq+ ie−tq

preslikava�e iz R× Sn−1 u R2n. Tada je

∗ω =
n∑
i=0

(−e−tqidt+ e−tdqi) ∧ (etqidt+ etdqi)) =
n∑
i=0

2qidqi ∧ dt = 0

a posled�a jednakost va�i jer je
∑
q2
i = 0. Ukoliko posmatramo Rn \B(0; 1) prime-

timo da deo L̃ mo�emo videti kao grafik diferencijala funkcije sa S : Rn → R,
analogno je L̃ grafik funkcije S ′ : iRn \ B(0; 1)→ R i to je S ′(x) = S(−ix). Defi-

niximo

L =


(
q, ∂

∂q
(ρ(q)S(q)

)
, q ∈ Rn \B(0; 1),

(q, p), (q, p) ∈ L̃ ∩B(0; 1),(
( ∂
∂p

(ρ(−ip)S(−ip), p
)
, p ∈ iRn \B(0; 1).
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Gde je ρ : Rn → R glatka funkcija takva da je

ρ(x) =

1, x ∈ B(0, 1)

0, x ∈ B(0, 2)C .
.

L1

L2

L̃

Slika 1: Lagran�eva hirurgija u R2

L je tra�ena Lagran�eva podmnogostrukost. Zbog odseca�a sa ρ va�i poklapa�e

van B(0; 3), Lagran�evost na skupu B(0, 3) \ B(0; 1) va�i jer je L lokalno grafik

taqne forme, a na skupu B(0, 1) jer je L̃ Lagran�eva.

Da	e je lako uopxtiti ovo tvr�e�e na simplektiqke mnogostrukosti pomo�u Darbu-

ovih karata, naime posmatramo Darbuove karte koje ne sadr�e druge (samo)preseke

i ,,isprav	aju" Lagran�eve mnogostrukosti.

Teorema 2.2 (Polteroviq 1991 [45]).

1.) Neka je L kompaktna i i : L → M Lagran�eva imerzija qiji su samopreseci

pi, i ∈ {1, ..., n} dvostruki i transverzalni. Tada za svako ε > 0 postoji kom-

paktna Lagran�eva podmnogostrukost L̃ koja se van
⋃
B(pi, ε) poklapa sa i(L)

takva da

d(i(L), L̃) < ε.
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2.) Neka su L1 i L2 dve kompaktne Lagran�eve podmnogostrukosti koje se seku

transverzalno u pi, i ∈ {1, ..., n}, tada za svako ε > 0 postoji kompaktna La-

gran�eva podmnogostrukost L koja se van
⋃
B(pi, ε) poklapa sa L1 ∪ L2 takva

da je

d(L1 ∪ L2, L) < ε.

Lagran�eve podmnogostrukosti su zgodne za detektova�e simetrija Simplektiqkih

mnogostrukosti.

Definicija 2.6. Za difeomorfizam φ : M → M simplektiqkih mnogostrukosti

ka�emo da je simplektomorfizam ako va�i

φ∗ω = ω.

Glavni primeri simplektomorfizama su Hamiltonovi difeormofizmi. Odnosno

ako je XH Hamiltonovo vektorsko po	e pridru�eno funkciji H : M → R i φHt dato

sa

d

dt
φHt = XH ◦ φHt , φH0 = Id,

tada je φHt simplektomorfizam za svako t ∈ R. Dokaz toga se mo�e videti iz Kar-

tanove formule

d

dt
φH0
∗
ω = φH0

∗
(d(iXHω) + iXHdω) = φH0

∗
(d(dH)) = 0.

Dobijamo da je φH0
∗
ω konstanta forma u Ω2(M) a kako je φH0

∗
ω = ω to je φHt simplek-

tomorfizam.

Lema 2.4. Difeomorfizam φ je simplektomorfizam ako i samo ako je grafik od φ

Lagran�eva podmnogostrukost u (M ×M,ω ⊕−ω).

Dokaz. Grafik od φ je Lagran�eva akko je Φ∗(ω ⊕ −ω) = 0 gde je Φ : M → M ×M
dato sa Φ(x) = (x, φ(x)).

Φ∗ω ⊕−ω = 0⇔ id∗ω − φ∗ω = 0⇔ φ∗ω = ω.

U kontaktnoj geometriji od interesa su podmnogostrukosti L qiji je tangentni pro-

stor TpL u svakoj taqki p ∈ L Lagran�ev potprostor od kontaktne distribucije ξ.

Mi dajemo ekvivalentnu definiciju koja je standardna u literaturi.
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Definicija 2.7. Neka je (M, ξ) kontaktna mnogostrukost. podmnogostrukost L je

Le�androva ukoliko je integralna podmnogostrukost distribucije ξ najve�e dimen-

zije.

Zaista, to da je integralna podmnogostrukost je ekvivalentno uslovima α(TL) = 0

i dα
∣∣TL = 0. Kako je dα simplektiqka forma na ξ najve�a dimenzija za koju va�i

dα
∣∣TL = 0 je upravo polovina dimenzije vektorskog prostora ξp a to bax znaqi da

je TpL Lagran�ev podprostor.

Primeri 2.3.

1.) Posmatrajmo skup L = {(q1, q2, ..., qn, 0, ..., 0) | qi ∈ R ∀i ∈ {1, .., n}}, L je Le�an-

drova u (R2n+1, ξst).

2.) Neka je (M,−dλ) simplektiqka mogostrukost i L Lagran�eva podmnogostru-

kost od M . Tada je L Le�androva u (M × R, ker (λ+ dt))

2.2 Vajnxtajnove mnogostrukosti

Invarijanta kao xto je Florova homologija zahteva kontrolu J-holomorfnih

krivih, a to je sigurno obezbe�eno u kompaktnim simplektiqkim mnogostrukostima.

C0 ocena za J-holomorfne krive se mo�e pokazati i u sluqaju mnogostrukosti koja

je konveksna u beskonaqnosti xto su definisali E	axberg i Gromov17 u [20].

Za vektorsko po	e X na M ka�emo da je kompletno ako generixe tok φt definisan

za svako t.

Definicija 2.8. Vektorsko po	e X na simplektkiqkoj mnogostrukosti (W,ω) se

naziva Liuvivilovim ako va�i

LXω = ω.

Primetimo da iz Kartanove formule i zatvorenosti forme ω sledi

ω = LXω = d(iXω) + iXdω = d(iXω),

odnosno ako na mnogostrukosti postoji Liuvilovo vektorsko po	e, ona mora biti

taqna, a to znaqi da W ne mo�e biti zatvorena, odnosno ili ima granicu ili nije

kompaktna.

17Михаил Леонидевич Громов (1943-) - ruski matematiqar, tvorac teorije holomorfnih krivih
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Definicija 2.9. Simplektiqka mnogostrukost (W,ω) je Vajnxtajnova mnogostru-

kost ukoliko postoji kompletno Liuvilovo vektorsko po	e X i svojstvena18 Mor-

sova19 subharmonijska funkcija φ : W → R takva da su ∇φ(p) i X(p) kolinearni za

svako p ∈ W .

Glavni primeri Vajnxtajnovih mnogostrukosti su:

Primeri 2.4.

1) (R2n, ωst, X, φ) gde je

X =
1

2

∑
1≤i≤n

(
xi

∂

∂xi
+ yi

∂

∂yi

)
i φ(x,y) =

∑
1≤i≤n

(x2
i + y2

i ).

2) (T ∗M,ω = −dλ,X, φ) gde je X jedinstveno rexe�e jednaqine

iXω = −λ

i funkcija φ je data sa

φ(x) = ||x||2g

u gde je norma na dualnom prostoru indukovana proizvo	nom Rimanovom me-

trikom g. Odnosno u lokalnim koordinatama imamo

X =
∑

1≤i≤n

pi
∂

∂pi
i φ(q,p) =

∑
1≤i≤n

p2
i

Stim xto funkcija φ ne mo�e biti Morsova jer je skup kritiqnih taqaka

jednak mnogostrukosti M , a kritiqne taqke Morsove funkcije su izolovane.

Problem se rexava posmatra�em funkcije φ′(q, p) = φ(q, p) + f(q) gde je

f : M → R C2 mala Morsova funkcija na M .

3) Ako su (W1, ω1, X1, φ1) i (W2, ω2, X2, φ2) Vajnxtajnove mnogostrukosti tada je i

(W1 ×W2, ω1 ⊕ ω2, X1 ⊕X2, φ1 + φ2) Vajnxtajnova.

Teorema 2.3. Ako je (W,ω,X, φ) Vajnxtajnova mnogostrukost i p kritiqna taqka

funkcije φ, i ψt rexe�e jednaqine

d

dt
ψt = −∇φ ◦ ψt, ψ0 = id.

Tada je

18Neprekidna funkcija f : X → Y je svojstvena ako za svaki kompaktan skup K ∈ Y va�i da je
f−1(K) je tako�e kompaktan.

19Funkcija f : M → R je Morsova ukoliko je df(M) t OM
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1) W u
p (φ) := {x ∈ W | lim

t→−∞
ψt(x) = p} izotropna podmnogostrukost,

2) W s
p (φ) := {x ∈ W | lim

t→+∞
ψt(x) = p} koizotropna podmnogostrukost.

Dokaz. Pogledati [18].

Odavde sledi da indeks kritiqnih taqaka Morsove funkcije φ nije ve�i od dimW/2.
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3 Lagran�evi i Le�androvi kobordizmi

3.1 Lagran�evi kobordizmi

Lagran�ev i Le�androv kobordizam je definisao Arnold u [9], [10] motivisan

geometrijskom optikom odnosno talasnim frontom. Naime, u razliqitim trenucima

tragovi fronta topoloxki nisu isti ali jesu granica talasnog fronta izme�u dva

trenutka, tj. kobordantni su. Originalno, Arnold je naveo za nijansu drugaqiju

definiciju, mi pratimo izlaga�e iz [12].

Definicija 3.1. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i neka su L′1, .., L
′
k+

i

L1, ..., Lk− Lagran�eve podmnogostrukosti. Ka�emo da su ure�ene familije Lagran-

�evski kobordantne ako postoji Lagran�eva podmnogostrukost V ⊂ (T ∗R×M,ωst⊕
ω) gde je ωst = dq ∧ dp i brojevi β− < β+ takvi da je

V ∩ ((β−, β+)× R)c ×M =

k−⋃
i=1

(−∞, β−]× {i} × Li ∪
k+⋃
i=1

[β+,+∞)× {i} × L′i.

Pixemo V : (L′1, ..., L
′
k+

)  (L1, ..., Lk−). Ukoliko je k− = k+ = 1 za kobordizam

ka�emo da je prost.

Primer 3.1 (Hamiltonova suspenzija). Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost

i neka su L0 i L1 Lagran�eve podmnogostrukosti koje su izotopne Hamiltonovim

tokom φtH tojest φ1
H(L0) = L1. Uzmimo Hamiltonijan H : M × [0, 1] → R takav da je

H(x, t) = 0 na t ∈ [0, ε] ∪ [1− ε, 1]. Tada je

VH = {(t, s, x) | x ∈ φtH(L0), s = −H(x, t), t ∈ [0, 1]}

Lagran�ev kobordizam izme�u L0 i L1. Posmatrajmo preslikava�e i : [0, 1] × L0 →
T ∗R×M dato sa

i(t, x) = (t,−H(φtH(x), t), φtH(x)).

Oqigledno je i glatko, injektivno i va�i i([0, 1] × L0) = VH . Kako je T [0, 1] × L0
∼=

T [0, 1]× TL0 i poxto je L0 Lagran�eva dobijamo

i∗ωst ⊕ ω
(
∂

∂t
,Xp

)
= ωst ⊕ ω

(
i∗

(
∂

∂t

)
, i∗(Xp)

)
=

= ωst ⊕ ω
(
∂

∂q
− ∂H(φtH(x), t)

∂t

∂

∂p
− dH

(
∂

∂t
φtH(x), t

)
∂

∂p
+XH ,−dH(φtH∗Xp, t)

∂

∂p
+ φtH∗Xp

)
= 0,
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a tako�e va�i

i∗ωst ⊕ ω (Xp, Yp) = ωst ⊕ ω
(
−dH(φtH∗Xp, t)

∂

∂p
+ φtH∗Xp,−dH(φtH∗Yp, t)

∂

∂p
+ φtH∗Yp

)
= ωst ⊕ ω

(
φtH∗Xp, φ

t
H∗Yp

)
= ω

(
φtH∗Xp, φ

t
H∗Yp

)
= φtH

∗
ω(Xp, Yp) = 0.

Ovime smo dokazali da VH zaista jeste Lagran�eva.

Iz ovog primera vidimo da su dve Lagran�eve podmnogostrukosti L0 i L1 Lagran-

�evski kobordantne ako su u istoj orbiti pri dejstvu grupe Ham(M,ω) na prostor

svih Lagran�evih podmnogostrukosti. Kasnije �emo videti primer Lagran�evih

podmnogostrukosti koje nisu glatko izotopne ali jesu lagran�evski kobordantne.

Lk−

L1−

Lk−1−
Lk+

L1+

π(V )

Slika 2: Projekcija Lagran�evog kobordizma na C.

Drugi primer Lagran�evog kobordizma potiqe od Lagran�eve hirurgije 2.2.

Primer 3.2 (Trag hirurgije). Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i L1 i

L2 dve povezane Lagran�eve podmnogostrukosti. Tada hirurgija zadaje Lagran�ev

kobordizam

V : L1]L2  (L1, L2).

Razmotrimo za poqetak sluqaj simplektiqkog vektorskog prostora. Neka je V = R2n

i L1 = Rn, L2 = iRn. Definiximo

L̃ := {(a(t) + ib(t))(x1, x2, ..., xn+1) | t ∈ R, xi ∈ R,
∑

x2
i = 1} ⊂ Cn+1,

gde su a i b funkcije date sa a(t) = t, t ≤ −1, a(t) = 0, t ∈ [0, 1] a(t) = −t, t ≥ 2 i

b(t) = 0, t ≤ −1, b(t) = t, t ∈ [1/2, 1] i b(t) = 2, t ≥ 2. L̃ je Lagran�eva i va�i da je

∂(L̃ ∩ [−1, 0]× [0, 1]× Cn) = {(−1, 0)} × L1 ∪ {(0, 1)} × L2 ∪ {(0, 0)} × L1#L2.

Na taj naqin smo dobili kobordizam V : L1]L2  (L1, L2) u sluqaju Lagran�evih

vektorskih podprostora koji je zapravo unija mnogostrukosti L̃ i γ × L1#L2. γ je

tako izabrana da V bude glatka mnogostrukost, poqi�e u koordinatnom poqetku i za

x ≥ 1 se poklapa sa x osom. Ukoliko se L1 i L2 seku transverzalno u konaqno mnogo

19



taqaka, mo�emo izabrati Darbuove karte u tim taqkama tako da budu disjunktne.

Potom za svako p ∈ L1∩L2 ponav	amo postupak za TpL1 i TpL2 u TpM . Time dobijamo

tra�eni kobordizam.

Prvi i trivijalan primer kobordizma je cilindar M × [0, 1]. Kada nije req o La-

gran�evim kobordizmima, nije texko zamisliti primer ,,ne-trivijalnog"kobordizma

izme�u kru�nice i dve disjunktne kru�nice (sfera sa tri iseqena diska). Trag

hirurgije nam daje sliqnu stvar: ukoliko imamo dve povezane Lagran�eve podmno-

gostrukosti �ihova hirurhija �e sigurno biti povezana za n ≥ 2. Tada je trag

hirurgije primer povezanog Lagran�evog kobordizma koji na levom kraju ima dve

povezane mnogostrukosti, a na drugom kraju jednu povezanu mnogostrukost. Tako�e

interesantan je primer povezanog Lagran�evog kobordizma koji ima samo po jedan

kraj, ali je jedan kraj povezan a drugi nepovezan.

Primer 3.3 (Prost kobordizam sa jednim povezanim i jednim nepovezanim krajem).

Neka su L i L′ disjunktne Lagran�eve podmnogostrukosti od (M,ω) takve da postoji

φH ∈ Ham(M,ω) takvo da je L ∩ φH(L′) 6= ∅ i L t φH(L′). Neka je VH Lagran�e-

va suspenzija za L′ i Hamiltonijan H : M × [0, 1] → R koji indukuje φH . Ako

posmatramo glatku krivu γ u C takvu da je

γ(t) = t− iρ(t),

gde je ρ(t) = 0, t < −1, ρ(t) = 1, t > 0 i ρ′(t) > 0, t ∈ (−1, 0). Posmatrajmo skup

V := VH ∪ γ × L

i primetimo da je V Lagran�ev kobordizam V : (φH(L′), L)  L ∪ L′. Ukoliko

prirodno nadove�emo trag hirurgije za mnogostrukosti φH(L′) i L dobijamo tra-

�eni Lagran�ev kobordizam koji je prost, na jednom kraju je povezana Lagran�eva

podmnogostrukost φH(L′)#L a na drugom kraju nepovezana L ∪ L′.

Nas �e zanimati odre�ene klase Lagran�evih podmnogostrukosti i Lagran�evi ko-

bordizmi koji imaju iste topoloxke restrikije. Za te potrebe uvodimo Maslov	ev

indeks koji je igra k	uqnu ulogu u zasniva�u Florove teorije.

Neka je L(V ) := {L ⊂ V | Lje Lagran�ev vektorski potprostor}. Poznato je da

va�i

L(V ) ∼= U(n)/O(n).

Dokaz se mo�e na�i u [36]. Ta identifikacija nam govori da svaki Lagran�ev
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potprostor se mo�e videti kao slika Z : Rn → R2n, gde je Z =

(
X

Y

)
. Matrice X, Y

su takve da je X + iY ∈ U(n) i ta reprezentacija je jedinstvena do na dejstvo grupe

O(n). Stoga, ako imamo pet	u γ : S1 → L(V ) mo�emo definisati

µ(γ) := deg
(
det2(X(t) + iY (t))

)
.

Gde je deg stepen preslikava�a f : S1 → S1. Kvadrat determinante uzimamo zato

xto je det(O(n)) = {−1, 1}, pa nam definicija ne zavisi od izbora pet	e u U(n). A

da je det2(X(·) + iY (·)) : S1 → S1 sledi iz qi�enice da je det(U(n)) = S1.

Preslikava�e µ indukuje preslikava�e µ : π2(M,L)→ Z. Ukoliko je [u] ∈ π2(M,L),

u mo�emo izabrati tako da bude glatko. Kako je u preslikava�e diska to postoji

unitarna trivijalizacija Ψ rasloje�a u∗TM ∼= D × Cn. Tako dobijamo pet	u La-

gran�evih potrprostora u Cn = R2n

Ψ(Tu(·)L) : S1 → R2n.

Mo�emo da definixemo µ([u]) := µ(Ψ(Tu(·)L)). Simplektiqka forma ω indukuje

tako�e preslikava�e ω : π2(M,L)→ R na slede�i naqin

ω([u]) :=

∫
D
u∗ω.

Definicija 3.2. Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost i L Lagran�eva pod-

mnogostrukost.

1.) Skup svih Lagran�evih mnogostrukosti u (M,ω) oznaqavamo sa Lg(M), a skup

svih prostih Lagran�evih kobordizama sa Lgcob(C×M).

2.) Ka�emo da je L slabo monotona ako je

ω = ρµ, na π2(M,L),

gde je ρ ∈ R. Skup svih slabo monotonih Lagran�evih podmnogostrukosti u

(M,ω) sa koeficijentom monotonosti ρ oznaqavamo sa Lw−m(ρ)(M), a skup svih

slabo monotonih Lagran�evih kobordizama Lw−m(ρ)
cob (C×M).

3.) Ka�emo da je L monotona ako je

ω = ρµ, na π2(M,L),
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gde je ρ > 0 i za minimalan Maslov	ev broj

NL := min{µ(u) | u ∈ π2(M,L) i ω(u) > 0}

va�i NL ≥ 2. Skup svih monotonih Lagran�evih podmnogostrukosti sa ko-

eficijentom monotonosti ρ oznaqavamo sa Lm(ρ)(M), a skup svih monotonih

prostih Lagran�evih kobordizama sa Lm(ρ)
cob (C×M).

4.) Neka je M taqna tj. ω = dλ. Ka�emo da je L taqna Lagran�eva ako va�i

λ
∣∣
L

= df . Skup svih taqnih Lagran�evih podmnogostrukosti oznaqavamo sa

Le(M) a skup svih taqnih Lagran�evih kobordizama Lecob(C×M).

5.) Skup svih Hamiltonovih deformacija od L oznaqavamo sa LL(M) a skup svih

Lagran�evih suspenzija izme�u mnogostrukosti L1, L2 ∈ LL(M) sa LLcob(C×M)

U definiciji smo ixli hronoloxki od fleksibilnih ka rigidnim topoloxkim

restrikcijama. Razmatra�e ovih klasa Lagran�evih podmnogostrukosti je stan-

dardno u simplektiqkoj topologiji u narednoj glavi �emo videti da nam taqnost

i monotonost poma�u u kompaktnosti modulskih prostora potrebnih za zasniva�e

Florove homologije, kao i da Florova homologija ne zavisi od izbora elementa iz

LL(M). Slaba monotnost �e nam obezbediti nedegenerisanost metrike koju defi-

nixemo u glavi 6.

Napomena 3.1. U teoriji Lagran�evih kobordizama interesantna je hipoteza koja

tvrdi da ukoliko su dve taqne Lagran�eve podmnogostrukosti kobordantne taqnim

Lagran�evim kobordizmom, onda su one u istoj orbiti pri Ham(M,ω) dejstvu tj.

postoji φ ∈ Ham(M,ω) tako da va�i φ(L0) = L1 . Ova hipoteza za taqne kobordizme

je usko povezana sa quvenom hipotezom da je svaka taqna zatvorena Lagran�eva pod-

mnogostrukost L ⊂ T ∗M Hamiltonova deformacija nultog seqe�a.

3.2 Le�androvi kobordizmi

Definicija 3.3. Neka su L0 i L1 Le�androve podmnogostrukosti od (M, kerα).

V ⊂M × R je Le�androv kobordizam izme�u L0 i L1 ako je V Lagran�eva podmno-

gostrukost od (M × R, d(etα)) i va�i

V ∩M × (−R,R)C = L0 × (−∞,−R] ∪ L1 × [R,+∞),

za neko R > 0.
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Primer 3.4. Neka je ψt : M →M glatka familija kontaktomorfizama takva da je

ψt = id za t ≤ ε i ψt = ψ1 za ≥ 1 neka je L Le�androva u M . Tada je

V := {(x, t) | x ∈ ψt(L)}

Le�androv kobordizam. Uoqimo preslikava�e  : L× R→M × R

(x, t) = (ψt(x), t).

Lako se dobija da je ∗ω(Xp, ∂t) = 0 za svaki vektor Xp ∈ TpL. Tako�e, poxto

je L Le�androva i kontaktomorfizmi slikaju Le�androve podmnogostrukosti u

Le�androve va�i

∗ω(Xp, Yp) = 0, ∀Xp, Yp ∈ TpL.

Odatle mo�emo da zak	uqimo da je ∗ω = 0 a to je ekvivalentno uslovu da je V =

(L× R) Lagran�eva.
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4 Florova homologija za Lagran�eve preseke

Posmatrajmo simplektiqku mnogostrukost (M,ω) i dve Lagran�eve podmnogo-

strukosti L i L0. Definisa�emo invarijantu ove trojke, koja je u sluqaju L = L0

izomorfna sa H∗(L;Z2) uz odre�ene topoloxke restrikcije na M i L. Ideja je da

imitiramo Morsovu teoriju za ,,Morsovu"funkciju na beskonaqno dimenzionom pro-

storu. Problem je xto su indeksi kritiqnih taqaka beskonaqni, te �ihova razlika

nije dobro definisana, ali ispostv	a se da graduacija mo�e dobro da se definixe

pomo�u relativnog Maslov	evog indeksa. Ukoliko pretpostavimo da je ω = dλ mo-

�emo da definixemo funkcional dejstva na prostoru puteva koji poqi�u na L i

zavrxavaju na L0, pridru�en glatkoj funkciji H ∈ C∞(M × [0, 1]):

AH(γ) =

∫
[0,1]

γ∗λ−
∫ 1

0

H(γ(t), t)dt

Kritiqne taqke funkcionala AH su Hamiltonovi putevi

x′ = XHt , x(0) ∈ L, x(1) ∈ L0.

Ukoliko posmatramo gradijent funkcionala AH u odnosu na metriku:

〈ξ, η〉L2 =

∫ 1

0

ω(ξ(t), Jη(t))dt

dobijamo:

∇AH(x)(t) = J (x′(t)−XH (x(t))) .

pa se rexe�a negativne gradijentne jednaqine mogu videti kao putevi na prostoru

puteva odnosno preslikava�a u : R× [0, 1]→M koja zadovo	avaju:

∂u

∂s
+ J(u)

(
∂u

∂t
−XH(u)

)
= 0

U ovom sluqaju vektorsko po	e ne definixe tok na prostoru puteva jer na bes-

konaqno dimenzionim prostorima ne va�i teorema o produ�e�u rexe�a. Sada

mo�emo definisati lanqasti kompleks za dve Lagran�eve podmnogostrukosti kao

Z2 vektorski prostor generisan Hamiltonovim putevima sa poqetkom na L i krajem

na L0, graduisan Maslov	evim indeksom:

CFk(L,L0) =
⊕

x∈Crit(AH), µL(x)=k

Z2 < x >
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Ako su x, y dve kritiqne taqke od AH definixemo:

M(x, y) =



u : R× [0, 1]→M,

∂u
∂s

+ J(u)
(
∂u
∂t
−XH(u)

)
= 0,

u(s, 0) ∈ L, u(s, 1) ∈ L0,

u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = y(t)

E(u) =
∫∫

R×[0,1]

∣∣∂u
∂s

∣∣2 dsdt <∞
modulski prostorM(x, y) je mnogostrukost dimenzije µL(x) − µL(y), kako imamo R
dejstvo dato sa (s, u) 7→ u(·+ s, ·) dobijamo:

M̂(x, y) :=M(x, y)/R

U nama relevantnim sluqajevima kada je µL(y) − µL(x) = 1 ili µL(y) − µL(x) = 2

iz Gromov	eve kompaktnosti dobija se da je modulski prostor kompaktna mnogo-

strukost sa granicom. Granica je prostor izlom	enih perturbovanih holomorfnih

traka: ⋃
z∈Crit(AH)

M(x, z)×M(z, y)

odnosno u sluqaju µL(y)−µL(x) = 1 M̂(x, y) je konaqan skup taqaka pa smo u poziciji

da definixemo graniqni operator:

∂ : CFk(L,L0)→ CFk−1(L,L0),

∂(x) =
∑

y∈Crit(AH),
µL(y)=k−1

n(x, y)y (2)

gde je n(x, y) = ]2M̂(x, y) broj elemenata konaqnog skupa M̂(x, y) po modulu 2. Poxto

je

∂(∂x) =
∑

µL(y)=k−2

∑
µL(z)=k−1

n(x, z)n(z, y)y =
∑

µL(y)=k−2

]2∂M̂(x, y)y = 0

gde posled�a jednakost va�i zato xto je granica jednodimenzione mnogostrukosti

paran broj taqaka. Dobijamo da je dobro definisana homologija lanqastog kompleksa

(CF∗(L,L0), ∂):

HFk(L,L0) =
ker(∂ : CFk → CFk−1)

im(∂ : CFk+1 → CFk)
.
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4.1 Monotone Lagran�eve podmnogostrukosti

Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka (ili Vajnxtajnova), L zatvorena Lagran-

�eva podmnogostrukost i H ∈ C∞([0, 1] × M). Za L ka�emo da je monotona ako

je

ω(u) = ρµ(u), ∀u ∈ π2(M,L).

gde je ρ > 0, µ Maslov	eva klasa i

NL := min {µ(A) | A ∈ π2(M,L) , ω(A) ≥ 0} ,

minimalan Maslov	ev broj, i zahtevamo NL ≥ 2. Posmatrajmo prostor

P0 := {x ∈ C∞([0, 1];M) | [x] = 0 ∈ π1(M,L)}.

Kako va�i π2(M,L) ∼= π1(P0), mi ovde imamo situaciju da funkcional dejstva za-

pravo nije primitivna funkcija za diferencijalnu 1-formu αH : TP0 → R

αH(ξ) =

∫ 1

0

ω(ξ(t), π(ξ)′(t))dt

gde je π : TP0 → P0 prirodna projekcija. Primetimo da je ovo analog Naime ispo-

stav	a se da ta forma nije taqna za razliku kada va�i π2(M,L) = 0, tako da u ovoj

situaciji ne radimo Morsovu teoriju na beskonaqno dimenzionoj Banahovoj mnogo-

strukosti, ve� pratimo Novikov	eve ideje uopxte�a Morsove teorije na zatvorene

1-forme.

Napomena 4.1. Prostor P0 nije Banahova mnogostrukost, jedna opcija je posmatrati

zatvore�e tog prostora u prostoru Sobo	eva

W k,p([0, 1];M).

Florovu homologiju za monotone Lagran�eve podmnogostrukosti mo�emo smatrati,

na heuristiqkom nivou, Novikov	evom homologijom prostora puteva P0 i forme αH .

Neka je x ∈ P0, i posmatrajmo x̂ : D+ → M preslikava�e iz gor�eg poludiska u M

takvo da va�i x̂(eiπt) = x(t), t ∈ [0, 1] i x([−1, 1]× {0}) ⊂ L. Tada je sa

AH([x, x̂]) =

∫ 1

0

H(x(t), t)dt−
∫
D

x̂∗ω,
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definisana funkcija na prostoru

P̂0 =
{

(x, x̂) | x ∈ P0, x̂ : D+ →M, x̂(eiπt) = x(t), t ∈ [0, 1], x̂([−1, 1]× {0}) ⊂ L
}
/ ∼,

gde je x̂ ∼ x̂′ ako va�i x̂(eiπt) = x̂′(eiπt), t ∈ [0, 1] i [x̂](−x̂)′] = 0 ∈ π2(M,L). Lep	e�e

se obav	a du� gor�eg polukruga. Radi jednostavnosti uvedimo oznaku x̃ = [x, x̂].

Kritiqne taqke ove funkcije �e biti klase x̃ takve da je x Hamiltonov put koji

poqi�e i zavrxava na L.

Da bismo mogli da definixemo graniqni operator uvedimo Novikov	ev prsten

Loranovih polinoma Λ

Λ = Z2[t, t−1], deg t = −NL,

a lanqasti kompleks �e biti slobodan modul nad Λ generisan sa kritiqnim taqkama

funkcije AH
CF∗(L;H, J) =

⊕
x̃∈Crit(AH)

Λ〈x̃〉.

Modulski prostor u ovom sluqaju definixemo malo drugaqije

M(x̃, ỹ;A;H, J) =



u : R× [0, 1]→M,

∂u
∂s

+ J(u)
(
∂u
∂t
−XH(u)

)
= 0,

∀s u(s, 0), u(s, 1) ∈ L ,

u(−∞, t) = x(t), u(+∞, t) = y(t)

[x̂]u]− ŷ] = A ∈ π2(M,L).

Tako�e imamo R dejstvo, tako da je M̂(x̃, ỹ;A;H, J) =M(x̃, ỹ;A;H, J)/R.

Teorema 4.1 (O 1993). Postoji skup J reg skoro-kompleksnih struktura koji je druge

kategorije u J za koje je

M(x̃, ỹ;A;H, J)

mnogostrukost dimenzije µrel(x)− µrel(y)− µ(A)

Dokaz. Dokaz pogledati u [38], [21], [23], [37].

Odatle dobijamo da je M̂(x̃, ỹ;A;H, J) dimenzije µrel(x)− µrel(y)− µ(A)− 1 i ispo-

stav	a se da je za µrel(x)− µrel(y) = µ(A) + 1 kompaktna mnogostrukost dimenzije 0,
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odnosno konaqan skup taqaka pa mo�emo definisati

dx̃ =
∑

ỹ∈Crit(AH), A∈π2(M,L),
µrel(x)−µrel(y)=µ(A)+1

]2M̂(x̃, ỹ;A;H, J) ỹ tµ(A)/NL .

Uslov da je NL ≥ 2 nam omogu�ava da izbegnemo pojavu mehurova u kompaktifikaciji

modulskog prostora za sluqaj µrel(x)−µrel(y) = µ(A)+2. Odsustvo mehurova je bitno

za dokaz da je d zaista diferencijal, odnosno da va�i d2 = 0.

Definicija 4.1. Neka je H ∈ C∞([0, 1] × M) i J regularna skoro-kompleksna

struktura. Florova Homologija Lagran�eve podmnogostrukosti je data sa

HF∗(L;H, J) =
Ker(d : CF∗(L;H, J)→ CF∗−1(L;H, J))

Im(d : CF∗+1(L;H, J)→ CF∗(L;H, J))
.

4.2 Invarijantnost za nekompaktne Hamiltonove deforma-

cije

Neka su L i L0 Lagran�eve podmnogostrukosti koje se seku transverzalno. Neka je

L1 = φH(L0) Hamiltonova deformacija L0 takva da su L i L1 tako�e u transverzal-

nom polo�aju. Ovo poglav	e se bavi konstrukcijom preslikava�a

ΦL : HF∗(L,L0)→ HF∗(L,L1)

i skicom dokaza da je ΦL izomorfizam. U [21] Flor je dokazao u kompaktnom sluqaju.

Ovde ilustrujemo konstrukciju iz [40] koriste�i Lagran�ev kobordizam pomo�u

kojeg se prevazilazi problem Hamiltonijana qiji nosaq nije nu�no kompaktan.

Preslikava�e ΦL �emo definisati broja�em perturbovanih J-holomorfnih traka

sa ,,pokretnim"graniqnim uslovom (slika 3).
∂u
∂s

+ Jt

(
∂u
∂t
−XHρ(s)

)
= 0

u(s, 0) ∈ L, u(s, 1) ∈ Lρ(s),

u(−∞, ·) ∈ Crit(AHρ(0)), u(+∞, ·) ∈ Crit(AHρ(1))

(3)

gde je ρ : R → [0, 1] monotona, glatka funkcija odseca�a takva da je ρ(0) = 0 i

ρ(1) = 1. Funkcija ρ nije proizvo	na, za deta	e pogledati [29]. Da bismo mogli

da koristimo modifikacije Gromov	eve teoreme kompaktnosti za prostor rexe�a

jednaqine (3) va�no je da slike ostaju u kompaktnom skupu. Zaista, ukoliko bismo
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imali niz rexe�a za koji ne postoji kompakt koji ih sadr�i, taj niz ne mo�e da ima

konvergenan podniz u C0 topologiji, tim pre bi bila naruxena C1 konvergencija,

videti sliku (4.2). Naredna teorema daje potrebne C0 ocene za Hamiltonijane sa

kompaktnim nosaqem.

M

T ∗M

ν∗N0

ν∗Ns

ν∗N1

u

x y

Slika 3: Pokretni graniqni uslov u T ∗M .

Teorema 4.2 (C0 ocena [40]). Neka je (M,ω) simplektiqka mnogostrukost koja je

Vajnxtajnova u beskonaqnosti. Ako va�i

1.) Postoji kompaktan skup KJ takav da familija skoro kompleksnih struktura

Jt ne zavisi od t van KJ , tj. Jt = J, ∀t ∈ [0, 1].

2.) LXJ
∣∣
M\KJ

= 0, gde je X Liuvilovo vektorsko po	e.

3.) H : M × [0, 1]→ R ima kompaktan nosaq.

4.) L ∩ L0 je kompaktan i L0 je koniqna
20 u beskonaqnosti.

Tada postoji kompakt K ⊂M takav da je

Imu ⊂ K

za sva rexe�a jednaqine (3).

U dokazu teoreme koristi se jaki princip maksimuma iz teorije parcijalnih jed-

naqina:

20Neka je W Vajnxtajnova mnogostrukost. L ⊂ W je koniqna ako je L ∩ φ−1(R) Le�androva u
φ−1(R) za svako R ≥ R0, gde je R0 vez�e od svih kritiqnih vrednosti.
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Tvr�e�e 4.1 (Jaki princip maksimuma). Neka je u : Ω→ R nekonstantna subharmo-

nijska funkcija. Ukoliko je ∂Ω mnogostrukost, i ako u dosti�e maksimum u x0 ∈ ∂Ω

tada je:
∂u

∂n
(x0) > 0.

gde je n spo	ax�i vektor normale u taqki x0.

Dokaz. Pogledati [25].

Dokaz teoreme 4.2. Uoqimo skup

K = suppH ∪ suppJt

gde je suppJt zatvore�e skupa na kome je Jt 6= J za neko t ∈ [0, 1].

Posmatrajmo funkciju

φ ◦ u : R× [0, 1]→ R

Ukoliko je Im(u) ∩KC 6= ∅ onda je φ ◦ u subharmonijska van K, u smislu da posma-

tramo restrikciju od φ ◦ u
∣∣
u−1(KC)

. Iz klasiqne harmonijske analize zak	ucujemo

da ne dosti�e maksimum na unutrax�osti van tog kompakta.

Pretpostavimo da funkcija dosti�e maksimum na granici van K u (s0, 1) i da va�i

φ(u(s0, 1)) > sup
L∩L0

φ.

Iz jakog principa maksimuma 4.1 imamo da je

∂

∂t
(φ ◦ u)(s0, 1) > 0

jer je ∂
∂t
spo	na normala dela granice {t = 1} trake R× [0, 1] i φ◦u nije konstantna,

jer je R0 = φ(u(s0, 1)) > max{φ(u(−∞, t), φ(u(+∞, t))}. Poxto je u rexe�e jednaqine
(3) imamo da va�i

∂u

∂t
(s0, 1) = J

∂u

∂s
(s0, 1).

Imaju�i u vidu graniqni uslov u(s, 1) ∈ L0 van suppH, va�i

∂u

∂s
(s0, 1) ∈ Tu(s0,1)L0.

Dobijamo da je
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∂

∂t
(φ(u(s0, 1))) = dφ

(
∂u

∂t
(s0, 1)

)
= dφ

(
J
∂u

∂s
(s0, 1)

)
. (4)

Kako je (s0, 1) taqka maksimuma va�i

∂

∂s
(φ(u(s0, 1))) = dφ

(
∂u

∂s
(s0, 1)

)
= 0,

odnosno dobijamo
∂u

∂s
(s0, 1) ∈ Tφ−1(R0).

Kako je L koniqna to va�i da je L ∩ φ−1(R0) Le�androva u φ−1(R0)

Izbor skoro kompleksne strukture nam je takav da se restrikuje na skoro kompleksnu

strukturu kontatkne distribucije ξ kontaktne mnogostrukosti φ−1(R0). Odnosno

va�i da je

J(TL ∩ Tφ−1(R0)) ⊂ Tφ−1(R0)

a to je onda i J ∂u
∂s

(s0, 1) ∈ Tφ−1(R0), pa je iz (4) ∂
∂t

(φ ◦u)(s0, 1) = 0 xto je kontradik-

cija.

Kasnije prelaskom na xiri prostor M × C mo�i �emo da primenimo prethodnu te-

oremu i na sluqaj sa nekompaktnim nosaqem.

�elimo da konstruixemo homomorfizam

ΦβH : HF∗(L,L0)→ HF∗(L,L1),

koriste�i Hamiltonovu suspenziju βH definisanu u poglav	u 3.1. Odnosno posma-

tra�emo preslikava�a ũ : R× [0, 1] ∈M × C takva da je
∂ũ
∂s

+ J̃ ∂ũ
∂t

= 0,

ũ(s, 0) ∈ αL , ũ(s, 1) ∈ βH ,

ũ(−∞) = x̃ = (x, 0, 0), ũ(+∞) = ỹ = (y, 0, 0)

gde je J̃ = J×i i αL = L×({0} × [0,+∞) ∪ [0, 1]× {0} ∪ {1} × [0,+∞)). Kako αL nije

glatka mora�emo da posmatramo �ene glatke aproksimacije, i da naxe preslikava�e

definixemo kao direktan limes po aproksimacijama. Ovde te deta	e izostav	amo

i dajemo skicu konstrukcije ΦβH . Definiximo aproksimacije αε = L× υε gde je υε
kao na slici 5.
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0 1

π(αL)

Slika 4: Projekcija singularne mnogostrukosti αL.

Posmatrajmo modulski prostor

Mε(x, y; J) =


∂ũ
∂s

+ J̃ ∂ũ
∂t

= 0,

ũ(s, 0) ∈ αε , ũ(s, 1) ∈ βH ,

ũ(−∞) = x̃ = (x, 0, 0), ũ(+∞) = ỹ = (y, 0, 0)

koji je mnogostrukost za generiqko J i tako�e poseduje R dejstvo. Oznaqimo

M̂ε(x, y; J) :=Mε(x, y; J)/R,

kada je dimM̂ε(x, y; J) = 0 to je konaqan skup taqaka i mo�emo definisati

ΦβH ,εx =
∑

y∈L∩L1

]2M̂ε(x, y; J) y.

Za pogodan izbor Hamiltonijana H ispostav	a se da je βH transverzalno i na αε

i na regularni nivo od φ̃ = φ + 1
2
(s2 + t2) u beskonaqnosti. Takve Hamiltonijane

H nazivamo dopustivim. Sada smo u poziciji da primenimo teoremu 4.2 na La-

gran�eve podmnogostrukosti αε i βH koja nam daje kompaktnost modulskih prostora
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0 1

υε

Slika 5: Projekcija aproksimacije αε

potrebnih da poka�emo da je

ΦβH ,ε ◦ d0 = d1 ◦ ΦβH ,ε,

i da izomorfizam ne zavisi od izbora Hamiltonijana.

Teorema 4.3. [40] Neka je d0 : CF∗(L,L0) → CF∗−1(L,L0) i d1 : CF∗(L,L1) →
CF∗−1(L,L1) i neka jeH dopustiv. Tada preslikava�e ΦβH ,ε : CF∗(L,L0)→ CF∗(L,L1)

definixe homomorfizam kada ε→ 0

ΦβH : HF∗(L,L0)→ HF∗(L,L1),

i vixe, to je izomorfizam koji ne zavisi od izbora aproksimacija αε i dopustivog

Hamiltonijana H.

Dokaz. Skica dokaza je izlo�ena u [40] za deta	e pogledati [29], [5].

4.3 Invarijantnost za monotone Lagran�eve kobordizme

U ovom poglav	u navodimo rezultat do koga su doxli Biran i Kornea u [12]. Neka su

L,L1, L2 povezane i monotone Lagran�eve podmnogostruksti sa istim koeficijentom
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monotonosti ρ, pritom L1 i L2 su kompaktne.

Teorema 4.4. [12] Neka su L1, L2 i L monotone Lagran�eve podmnogostrukosti od

(M,ω) i neka je V : L2 → L1 Lagran�ev kobordizam koji je monotona Lagran�eva

podmnogostrukost u C×M sa koeficijentom monotonosti ρ koji se poklapa sa koe-

ficijentom monotonosti od L1, L2 i L. Tada postoji izomorfizam

ΦV : HF∗(L,L1)→ HF∗(L,L2).

Autori u tom radu konstruixu Florovu homologiju za Lagran�eve kobordizme. Za

tu konstrukciju je potreban pa�	iv odabir skoro kompleksne strukture i Hamil-

tonijana koji imaju nosaq na uniji kompaktnog skupa i dovo	no malih traka oko

krajeva projekcije kobordizma. Na tim trakama se pritom zahteva da Hamiltonijan

bude linearan kako bi Hamiltonove deformacije slikale Lagran�ev kobordizam u

Lagran�ev kobordizam sa disjunktnim krajevima. Florovu homologiju za Lagran-

�eve kobordizme su kasnije Kornea i Xelukin koristili u dokazu tvr�e�a 6.1 koje

omogu�uje da se poka�e nedegenerisanost metrike. Vixe o tome u glavi 6.
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5 Kvantna homologija i spektralne invarijante

5.1 Kvantna homologija za monotone Lagran�eve podmnogo-

strukosti

Ukoliko je simplektiqka mnogostrukost asferiqna, odnosno ukoliko va�i da je

ω
∣∣
π2(M)

= 0, dosta informacija o Florovoj homologiji za periodiqne orbite je sa-

dr�ano u Morsovoj homologiji, xto je praktiqnije za raqun jer je graniqni operator

definisan obiqnom diferencijalnom jednaqinom, dok je u Florovoj teoriji defi-

nisan pomo�u perturbovane Koxi-Rimanove parcijalne diferencijalne jednaqine.

Da bi Florova teorija bila definisana za monotone simplektiqke mnogostrukosti

potrebno je posmatrati kompleks koji je slobodni modul nad Novikov	evim prstenom

u qijoj konstrukciji uqestvuju ne trivijalni homoloxki elementi koji pripadaju

slici pri Hurevi�evom homomorfizmu h∗ : π2(M) → H2(M). Kvantna homologija

za zatvorenu simplektiqku mnogostrukost (M,ω) se definixe kao

QH∗(M) := HM∗(M)⊗ Λ

gde je Λ = Z2[t, t−1] graduisani prsten Loranovih polinoma, i deg t = −2CM a CM =

min{c1(A) > 0 | A ∈ π2(M)} je minimalan Qernov broj. U radu [44] su Pjunikin,

Salamon i Xvarc konstruisali izomorfizam kvantne (ko)homologije i Florove

(ko)homologije broje�i objekte kombinovanog tipa (slika 6). Za deta	e konstrukcije

Kvantne homologije ambijentne mnogostrukosti i pomenutog izomorfizma pogledati

[37], [5] i [44].

x ∈ Crit(f)
−∇f

−∇AH
γ′ = XH

Slika 6: Polu-gradijentne trajektorije.

U radu [15] su Biran i Kornea definisali kvantnu homologiju za monotone Lagran-

�eve podmnogostrukosti, koja je uopxte�e Kvantne homologije za monotonu simplek-

tiqku mnogostrukost (M,ω) u smislu da va�i

QH∗(4) ∼= QH∗(M)
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gde je 4 = {(p, p) | p ∈ M} dijagonala u (M ×M,ω ⊕ −ω) koja je Lagran�eva. Mi

�emo ovde pratiti izlaga�e iz preglednog qlanka [14].

Neka je L ⊂ (M,ω) monotona Lagran�eva podmnogostrukost i neka je f : L → R
Morsova funkcija, g Rimanova metrika na L a J ∈ J skoro-kompleksna struktura

na M . Definixemo kompleks ove trojke

QC(f, g, J) = Z2〈Crit(f)〉 ⊗ Λ (5)

gde je Λ = Z2[t−1, t] i deg t = −NL. NL = min{µ(A) > 0 | A ∈ π2(M,L)} je minimalan
Maslov	ev broj. Oznaqimo sa HD

2 (M,L) sliku relativnog Hurevi�evog homomor-

fizma h∗ : π2(M,L) → H2(M,L). Fiksirajmo x, y ∈ Crit(f) i A 6= 0 ∈ HD
2 (M,L) i

posmatrajmo skup svih razliqitih k-torki J-holomorfnih diskova koji su spojeni

negativnim gradijentnim tokom φt funkcije f , a taqka sa granice kraj�ih diskova

pripada respektivno nestabilnoj mnogostrukosti od x odnosno stabilnoj od y . Pre-

ciznije posmatrajmo modulski prostor "bisernih"trajektorija (slika 7).

Mprl(x, y;A; f, g, J) =



ui : (D, ∂D)→ (M,L), dui 6= 0, J ◦ dui = dui ◦ i 1 ≤ i ≤ k, k ∈ N,

u1(−1) ∈ W u
x (f), uk(1) ∈ W s

y (f),

(∀1 ≤ i ≤ k − 1) (∃0 < ti < +∞) φti(ui(1)) = ui+1(−1),

[u1] + · · ·+ [uk] = A.

U sluqaju kada je A = 0 definixemoMprl(x, y; 0; f, g, J) kao skup negativnih gradi-

jentnih trajektorija koje spajaju x i y, jer tada nema ne konstantnih J-holomorfnih

diskova. Ka�emo da su dve k-torke (u1, ..., uk) i (u′1, ..., u
′
k) ekvivalentne ako postoje

σi ∈ Aut(D) takvi da je σi(−1) = −1 , σi(1) = 1 i ui = u′i ◦ σi ∀1 ≤ i ≤ k, jasno je da

je pomenuta relacija relacija ekvivalencije i definiximo

M̂prl(x, y;A; f, g, J) =Mprl(x, y;A; f, g, J)/ ∼ .

x y

uk

uk−1u2

u1

−∇f

−∇f
−∇f

−∇f

Slika 7: Element izMprl(x, y;A; f, g, J)
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Kada je A = 0 imamo standardno definisano dejstvo translacijama i kada poseqemo

dobijamo prostor neparametrizovanih gradijentnih trajektorija. U [15] je dokazana

transverzalnost i kompaktnost modulskih prostora M̂prl(x, y;A; f, g, J) i da va�i

δprl(x, y;A) := dimvirt M̂prl(x, y;A; f, g, J) = mf (x)−mf (y) + µ(A)− 1,

gde je mf : Crit(f) → Z+ Morsov indeks kritiqne taqke, a µ Maslov	eva klasa.

Ukoliko je par (f, g) Mors-Smejlov i δprl(x, y;A) = 0 va�i da je za generiqko J

Mprl(x, y;A; f, g, J) konaqan skup taqaka, te je dobro definisan broj elementa po

modulu 2 i mo�emo definisati

d(x) =
∑

y∈Crit(f),A∈HD
2 (M,L)

#2M̂prl(x, y;A; f, g, J) ytµ(A)/NL . (6)

Primetimo da u sluqaju HD
2 (M,L) = 0 imamo da je Kvantni kompleks zapravo Mor-

sov kompleks, a diferencijal (6) je Morsov diferencijal pa zapravo dobijamo Mor-

sovu homologiju. U tom sluqaju je poznato da je Florova Homologija za Lagran�eve

preseke izomorfna Morsovoj homologiji od L [21]. U radu [30] su Kati� i Milin-

kovi� konstruisali izomorfizam tipa PSS u sluqaju kada je M = T ∗L

PSS : HM∗(L)→ HF∗(L)

koji je kasnije Albers [8] uopxtio. Slede�i rezultat je analog rada [44] sa Lagran-

�evu Florovu homologiju

Teorema 5.1 (Biran - Kornea 2007, Zapolski 2015).

1.) Preslikava�e d definisano sa (6) je diferencijal, odnosno va�i d2 = 0.

2.) Homologija lanqastog kompleksa (QC(f, g, J), d), u oznaci QH(L) ne zavisi od

izbora generiqkog para D = (f, g, J).

3.) Postoji izomorfizam tipa PSS,

PSSH,J∗ : QH∗(L)→ HF∗(L;H; J). (7)

Dokaz. Skicu dokaza mo�ete pogledati u [14] a za vixe deta	a pogledati [15], [48].

Do istih rezultata koriste�i drugaqije tehnike je kasnije doxao i Zapolski u [48],

a ubrzo nakon toga je zajedno sa Leklerkom u [32] uopxtio definiciju spektral-

nih invarijanti za Lagran�eve podmnogostrukosti i na monoton sluqaj koriste�i

izomorfizam (7). Toj temi posve�ujemo sekciju (5.3).
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5.2 Kvantni proizvod

U ovoj sekciji �emo da definixemo analog kap proizvoda iz Morsove homologije

u Kvantnoj homologiji za Lagran�evu podmnogostrukost L dimenzije n. Neka su

f1, f2, f3 : L→ R Morsove funkcije, g Rimanova metrika na L i J skoro-kompleksna

struktura, posmatrajmo skup

Mtree(x1, x2, x3;A; g, J) =


ui ∈Mprl(xi, yi;Bi; fi, g, J), yi ∈ Crit(fi), i ∈ {1, 2, 3},

v : (D, ∂D)→ (M,L), J ◦ dv = dv ◦ i, v(e2iπ/3) = yi,

B1 +B2 +B3 + [v] = A.

i definiximo preslikava�e

? : QC∗(f1, g, J)⊗QC∗(f2, g, J)→ QC∗(f3, g, J),

x ? y =
∑

z,A,dimM̂tree(x,y,z;A)=0

]2M̂tree(x, y, z;A) z tµ(A)/NL ,

Lema 5.1. [15][48][14] dimvirt M̂tree(x, y, z;A; g, J) = mf1(x)+mf2(y)−mf3(z)+µ(A)−n.

Dokaz. Dokaz se mo�e na�i u [15].

x1

x2

x3

u1

u2

u3v

Slika 8: Element modulskog prostoraMtree(x1, x2, x3;A; g, J)

Ispostav	a se je ovo preslikava�e stepena −n i da je dobro definisano na nivou

homologije

Teorema 5.2. [15][48][14][Biran - Kornea 2007]

1.) Preslikava�e ? je lanqasto i u homologiji indukuje

? : QHi(L)⊗QHj(L)→ QHi+j−n(L)
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koje ne zavisi od izbora Morsovnkih fucija fi, Rimanove metrike g i skoro-

kompleksne strukture J .

2.) (QH∗(L), ?, [L]) je asocijativna algebra sa jedinicom [L], gde je [L] ∈ QHn(L)

klasa mnogostrukosti L realizovana kao klasa jedinstvenog maksimuma x neke

Morsove funkcije f .

3.) Ako je • : CF∗(L) × CF∗(L) → CF∗(L) Florov proizvod indukovan broja�en

holomorfnih trouglova tada je

PSS∗ : (QH∗(L), ?)→ (HF∗(L), •)

izomorfizam graduisanih algebri.

4.) Ako su L i L′ monotono kobordantne, tada kobordizam V : L′  L indukuje

preslikava�e

ΦV : QH∗(L)→ QH∗(L
′).

ΦV je izomorfizam graduisanih algebri, specijalno va�i ΦV ([L]) = [L′].

Dokaz. Za 1.)− 3.) pogledati [14], [15], za 4.) pogledati [12].

Egzistencija Morsove funkcije sa jedinstvenim maksimumom i minimumom na pove-

zanoj zatvorenoj mnogostrukosti je klasiqna stvar, dokaz se mo�e pogledati u [35].

Ideja je da se izabere jedna taqka p0 indeksa 0 i da se gradijentnim trajektorijama

spoji sa ostalim taqkama indeksa 0 preko taqaka indeksa 1. Dobija se graf koji je

kontraktibilan. Morsova funkcija se deformixe tako da sve taqke indeksa 1 koje

pripadaju grafu imaju vrednost ma�u od fiksiranog c ∈ R a ostale taqke indeksa 1

da imaju vradnosti ve�e od c. Tada je f−1((−∞, c]) difeomorfan zatvorenoj lopti,

i na �oj f zamenimo sa rastoja�em od p0 koja je Morsova i ima jedinstveni minimum

p0. Analogna konstrukcija prolazi i za maksimum. Oznaka [L] potiqe iz Morsove

teorije, jer kada funkcija ima jedinstven maksimum, ta kritiqna taqka odgovara

fundamentalnoj klasi mnogostrukosti pri izomorfizmu sa singularnom homologi-

jom. Dokaz da izbor ne zavisi od Morsove funkcije f zahteva odre�ene perturbacije

i analitiqke tehnikalije. Posmatrajmo sada konkretnu Morsovu funkciju f sa je-

dinstvenim maksimumom x. Iz definicije imamo da je

x ? x =
∑

#2M̂tree(x, x, z, A)tµ(A)/NL .

Iz leme 5.1 dobijamo da je dimvirtM̂tree(x, x, z, A) = 2|x|−|z|+µ(A)−n = n−|z|+µ(A).

Kako je µ(A) ≥ 0, i treba da va�i n − |z| + µ(A) = 0 zak	uqujemo da je |z| = n i
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µ(A) = 0 zbog dimenzije od L. Kako f ima jedinstveni maksimum to je z = x.

Poxto je µ(A) = 0 to se M̂tree(x, x, x, 0) sastoji od trouglova neparametrizovanih

negativnih gradijentnih trajektorija, u ovom sluqaju je to konstantna trajektorija

γ(t) = x i time dobijamo

x ? x = x.

5.3 Spektralne invarijante za monotone Lagran�eve pod-

mnogostrukosti

Spektralne invarijante u kontekstu simplektiqke topologije je uveo Viterbo [47]

pomo�u generixu�ih funkcija, potom su O [43], Leklerk [31] definisali spektralne

invarijante u Lagran�evoj Florovoj homologiji. Ovde �emo pratiti izlaga�e iz

[32] gde su Zapolski i Leklerk definisali spektralne invarijalne u ve�oj opxto-

sti.

Neka je (M,ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost, L zatvorena povezana mo-

notona Lagran�eva podmnogostrukost, NL minimalan Maslov	ev broj i H : M ×
[0, 1]→ R Hamiltonijan. Funkcional dejstva je dat sa

AH([x, x̂]) =

∫ 1

0

H(x(t), t)dt−
∫
D

x̂∗ω.

gde je x put koji poqi�e i zavrxava se na L a x̂ : D+ → M je preslikava�e iz

gor�eg poludiska u M za koje va�i da je restrikcija na gor�i polukrug je x, a

preqnik se slika u L. Odnosno va�i da je x̂(eiπt) = x(t), t ∈ [0, 1] i x̂(s, 0) ∈ L, s ∈
[−1, 1]. Ka�emo da su dva preslikava�a x̂ i x̂′ ekvivalentna ako je [x̂] − x̂′] = 0 ∈
π2(M,L), element x̃ := [x, x̂] je reprezent klase date relacije ekvivalencije. Kako

je [x, x̂] kritiqna taqka funkcionala dejstva ako i samo ako je x Hamiltonov put,

mi za generatore Florove Homologije uzimamo skup Crit(AH) a funkcional dejstva

koristimo kao filtraciju.

Tvr�e�e 5.1. [21][43] Neka je

CF∗(L;H; J)a = {x̃ ∈ CF∗(L;H, J) | AH(x̃) < a}

tada je diferencijal Florove homologije dobro definisan na CF∗(L;H, J)a, odnosno

funkcional dejstva opada du� perturbovanih J-holomorfnih traka. Homologiju

tog kompleksa oznaqavamo HF a
∗ (L;H, J).
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Dokaz. Neka je u : R× [0, 1] takvo da

∂u

∂s
+J

(
∂u

∂t
−XH

)
= 0, u(±∞, t) = x±(t), u(R×{0, 1}) ⊂ L, x̂−]u]−x̂+ = 0 ∈ π2(M,L).

Tada je

AH(x̃+)−AH(x̃−) =

∫ 1

0

H(x+(t), t)dt−
∫
D+

x̂+
∗ω −

∫ 1

0

H(x−(t), t)dt+

∫
D+

x̂−
∗ω

=

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

∂

∂s
H(u(s, t), t)dtds−

∫
D+

x̂+
∗ω +

∫∫
R×[0,1]

u∗ω +

∫
D+

x̂−
∗ω −

∫∫
R×[0,1]

u∗ω

=

∫∫
R×[0,1]

ω

(
∂u

∂s
,XH ◦ u

)
dsdt−

∫∫
R×[0,1]

ω

(
∂u

∂s
,
∂u

∂t

)
dsdt

=

∫∫
R×[0,1]

ω

(
∂u

∂s
,XH ◦ u

)
dsdt−

∫∫
R×[0,1]

ω

(
∂u

∂s
, J
∂u

∂s
+XH ◦ u

)
dsdt = −E(u) < 0.

Gde smo koristili da je
∫∫
D

x̂−]u] − x̂−∗ω = 0. Odnosno dobijamo da za sve elemente

x̃+ u sumi

∂H x̃− =
∑

dimM̂(x̃−,x̃+,H,J)=0

]2M̂(x̃−, x̃+, H, J) x̃+

va�i da je AH(x̃+) < AH(x̃−) < a, to jest ∂H x̃− ∈ CF∗(L;H, J)a.

Napomena 5.1. U simplektiqkoj topologiji su zastup	ene razliqite konvencije

xto se tiqe znakova. Za standardnu simplektiqku formu na R2 mo�e se uzeti dp∧dq
i dq ∧ dp. Analogno se i u definiciji Hamiltonovog vektorskog po	a iXHω = dH i

iXHω = −dH. Iako smo u uvodu koristili izbor znakova motivisani fizikom, sada
smo u dokazu koristili drugu definiciju Hamiltonovog vektorskog po	a iXHω =

−dH. Taj izbor znaka je standardan u Florovoj teoriji.

Prirodna inkluzija ia : CF a
∗ (L;H, J) → CF∗(L;H, J) indukuje homomorfizam na

nivou homologije

ia∗ : HF a
∗ (L;H, J)→ HF∗(L;H, J). (8)

Sada smo u poziciji da pomo�u PSS∗ izomorfizma i filtracije definixemo bro-

jeve - spektralne invarijante.

Definicija 5.1. Neka je PSSH,J∗ : QH∗(L) → HF∗(L;H; J) izomorfizam iz (5.1),

gde je H ∈ C+∞(M × [0, 1]), i ia∗ homomorfizam (8). Definixemo za α 6= 0 ∈ QH∗(L)

l(α;H, J) := inf{a | PSSH,J∗ (α) ∈ Im(ia∗)}. (9)
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i l(0;H, J) = −∞. Ukoliko je α = [L] definixemo l+(H, J) := l([L];H, J)

Ispostav	a se da su spektralne invarijante C0 neprekidne odnosno va�i

Tvr�e�e 5.2. [43][31][32] Neka su H,K ∈ C+∞(M × [0, 1]) i JH , JK ∈ J , tada va�i∫ 1

0

min
M

(Ht −Kt)dt ≤ l(α;H, JH)− l(α;K, JK) ≤
∫ 1

0

max
M

(Ht −Kt)dt.

Dokaz. Dokaz pogledati u [32].

Primetimo da iz Tvr�e�a 5.2 sledi da spektralna invarijanta ne zavisi od regu-

larne skoro kompleksne strukture J te pixemo l(α;H). Uoqimo sada H ∈ C0(M ×
[0, 1]) i niz Hn ∈ C+∞(M × [0, 1]) takav da Hn

t
C0

→ Ht, odnosno tako�e iz (5.2) mo�emo

definisati spektralne invarijante za neprekidne funkcije

l(α;H) := lim
n→+∞

l(α;Hn).

Zaista, limes postoji jer je niz l(α;Hn) Koxijev u R, a nije texko videti da ne

limes ne zavisi od izbora niza Hn.

5.4 Kvantna valuacija

Uvedimo jednu pomo�nu invarijantu u Kvantnoj homologijiQH∗(L). Neka je ω(π2(M,L)) =

AZ i C =
∑

y,B cy,Bt
µ(B)/NL ∈ QC∗(f ; g; J). Definixemo valuaciju od C kao:

ν(C) :=
1

A
max{−ω(A) | cy,A 6= 0 ∈ Z2},

a potom i valuaciju za α ∈ QH∗(L)

ν(α) := inf{ν(C) | [C] = α ∈ QH∗(L)}.

Interesantno je da u definicije valuacije koristimo neku konkretnu funkciju

f : L→ R a sama veliqina ne zavisi od izbora. Dokaz invarijantnosti definicije

u odnosu na izbor funkcije f je sliqan dokazu invarijantnosti Florove homologije

u odnosnu na Hamiltonove deformacije, stoga ga zbog tehniqke slo�enosti izosta-

v	amo, dokaz pogledati u [32]. U duhu sekcije (5.3) valuaciju mo�emo intuitivno

shvatiti kao spektralnu invarijantu za Hamiltonijan H = 0 i funkcional

A0 : {(y, A) | y ∈ Crit(f), A ∈ π2(M,L)} → R, A0((y, A)) = −ω(A).
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Definixemo filtrirani kvantni kompleks QCa
∗ (f ; g; J) kao modul generisan sa

generatorima iz x ∈ QC∗(f ; g; J) takvim da je A0(x) < a i onda je

ν(α) =
1

A
inf{a | α ∈ Im(ia∗ : QHa

∗ (L)→ QH∗(L))}.

Tvr�e�e 5.3. [32] Neka je H ∈ C∞(M × [0, 1]) i α ∈ QH∗(L), tada va�i∫ 1

0

min
M

Htdt ≤ l(α;H)− ν(α)A ≤
∫ 1

0

max
M

Htdt.

specijalno l(α; 0) = ν(α)A.

Dokaz. Neka je (H, J) regularni par za Florovu homologiju od L i (f ; g; J ′) regu-

larna trojka za Kvantnu homologiju. Ako poka�emo da za proizvo	no ε > 0 postoji

perturbacija (Hs, Js) tako da se preslikava�e PSS : QC∗((f ; g; J ′))→ CF∗(L;H, J),

restrikuje za svako a ∈ R na

PSSa : QCa
∗ ((f ; g; J ′))→ CF a+b

∗ (L;H, J)

gde je b =
∫ 1

0
maxM Htdt+ ε dokaz sledi iz komutativnosti dijagrama

QHa
∗ (f ; g; J ′) HF a+b

∗ (L;H, J)

QH∗(f ; g; J ′) HF∗(L;H, J)

PSS∗

ia∗ ia+b∗

PSS∗

Jer iz definicije spektralnih invarijanti i valuacije vidimo da va�i

l(α;H) ≤ ν(α)A + b = ν(α)A +

∫ 1

0

max
M

Htdt+ ε.

Poxto nejednakost va�i za proizvo	no ε dobijamo tra�enu nejednakost. Potrebno je

jox dokazati da PSS ,,pove�ava"filtraciju za b. Neka su q ∈ Crit(f), A ∈ π2(M,L).

PSS(q, A) =
∑

#2M(q, x̃, A)[x̃, x̂],

te je potrebno dokazati da je AH([x̃, x̂]) < −ω(A) + b za sve elemente [x̃, x̂] za koje je

#2M(q, x̃, A) 6= 0. Drugim reqima za takve [x̃, x̂] postoje J-holomorfna preslikava�a

ui : (D, ∂D) → (M,L), 1 ≤ i ≤ k i traka koja zadovo	ava Florovu jednaqinu

u : R×[0, 1]→M sa perturbacijom (Hs, Js). Oni su spojeni negativnim gradijentnim

trajektorijama funkcije f i va�i [A#u1# · · ·#uk#u(−x̂)] = 0 ∈ π2(M,L). Odatle
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dobijamo

AH([x̃, x̂]) =

∫ 1

0

H(x(t), t)dt−
∫
D

x̂∗ω

= AH([x, x̂]) =

∫ 1

0

H(x(t), t)dt− ω(A)−
k∑
i=1

∫
D

u∗kω −
∫
u∗ω

≤ −ω(A) +

∫ 1

0

H(x(t), t)dt−
∫
u∗ω.

Perturbacija (Hs, Js) je takva da za s ≤ 0 va�i (Hs, Js) = (0, J0), a za s ≥ 1 je

(Hs, Js) = (H, J). I vixe, postoji neopadaju�a funkcija β : R → [0, 1] takva da je

β(s) = 0 za s ≤ 0 i β(s) = 1 za s ≥ 1. Tako�e je

max
(x,t)

(
∂Hs(x, t)

∂s
− β′(s)H(x, t)

)
< ε i

∫ +∞

−∞
β′(s)ds ≤ 1.

Primetimo da je∫ 1

0

H(x(t), t)dt−
∫
u∗ω = AH([x̃, u])−A0([u(−∞), u(−∞)])

=

∫ +∞

−∞

d

ds
AHs(u(s))ds = −

∫ +∞

−∞
||∇AHs(u(s))||ds+

∫∫
R×[0,1]

∂Hs

∂s
(u(s, t), t)dsdt

=

∫∫
R×[0,1]

∂Hs

∂s
(u(s, t), t)dsdt.

Preslikava�e u ujedno shvatamo kao i krivu u prostoru puteva koja zadovo	ava

negativnu gradijentnu jednaqinu perturbovanog funkcionala dejstva, i kao rexe�e

perturbovane Florove jednaqine. Kako je∫∫
R×[0,1]

∂Hs

∂s
(u(s, t), t)dsdt <

∫∫
R×[0,1]

β′(s)H(u(x, t), t)dsdt+ ε

≤
∫ 1

0

max
x∈M

H(x, t)dt+ ε,

to va�i

AH([x̃, x̂]) ≤ −ω(A) +

∫ 1

0

H(x(t), t)dt−
∫
u∗ω

< −ω(A) +

∫ 1

0

max
x∈M

H(x, t)dt+ ε = −ω(A) + b.
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Teorema 5.3. [43][31][32][Zapolski - Leklerk 2015] Neka je L zatvorena monotona

Lagran�eva u (M,ω) sa minimalnim Maslov	evim brojem NL ≥ 2. Funkcija

l : QH∗(L)× C0(M × [0, 1])→ R ∪ {−∞}

ima slede�e osobine

Konaqnost - l(α;H) = −∞ ako i samo ako je α = 0.

Spektralnost - Ako je H ∈ C∞(M × [0, 1]) i α 6= 0, l(α;H) ∈ Spec(H : L), gde je

Spec(H : L) = AH(Crit(AH)).

Simplektiqka invarijantnost - Neka je ψ ∈ Symp(M,ω), L′ = ψ(L) i l′ : QH∗(L
′)×

C0(M × [0, 1])→ R ∪ {−∞} tada je

l(α;H) = l′(ψ∗(α);H ◦ ψ−1).

Normalizacija - Neka je c funkcija vremena tada va�i

l(α;H + c) = l(α;H) +

∫ 1

0

c(t)dt.

specijalno l(α; 0) = ν(α)NL i l+(0) = 0.

Neprekidnost - Za svako H,K i α 6= 0∫ 1

0

min
M

(Ht −Kt)dt ≤ l(α;H, JH)− l(α;K, JK) ≤
∫ 1

0

max
M

(Ht −Kt)dt.

Monotonost - Ako je H ≤ K tada je l(α;H) ≤ l(α;K).

Nejednakost trougla - Za svako α, β va�i l(α ? β;H]K) ≤ l(α;H) + l(β;K).

Kontrola - Ako je Ht

∣∣
L
≤ c(t) (≥) tada

l(α;H) =

∫ 1

0

c(t)dt− ν(α)A (≥),

tako da za svako H va�i∫ 1

0

min
L
Htdt ≤ l(α;H)− ν(α)A ≤

∫ 1

0

max
L

Htdt,

specijalno je l+(H) =
∫ 1

0
c(t)dt.

Nenegativnost l+(H) + l+(H) ≥ 0,

Maksimum l(α;H) ≤ l+(H) + ν(α)A.
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Dokaz. Dokaz mo�ete pogledati u [32].

Nije texko uvideti i da va�i slede�a lema

Lema 5.2. [32] Neka je [L] ∈ QHn(L) jediniqni element u odnosu na kvantni proi-

zvod, tada je ν([L]) = 0.

Dokaz. U teoremi 5.2 smo videli da je [L] reprezentovana jedinstvenim maksimum x

Morsove funkcije f : L→ R. Kako je A0(x, 0) = 0 to imamo da je

ν([L]) = inf{a ∈ R | [L] ∈ Im(ia∗)} ≤ 0.

Poxto va�i da je [L] ? [L] = [L] dobijamo iz nejednakosti trougla da va�i

l([L] ? [L]; 0) ≤ l([0]; 0) + l([0]; 0),

a kako je iz svojstva Lagran�eve kontrole l([L]; 0) = ν([L])A dobijamo da je ν([L]) ≥ 0

pa va�i ν([L]) = 0.
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6 Metriqke invarijante Lagran�evih podmnogo-

strukosti

6.1 Kobordizam metrika

U simplektiqkoj topologiji je od velikog znaqaja razumeti i razlikovati Lagran-

�eve podmnogostrukosti, i �ihove me�usobne polo�aju ambijentnoj simplektiqkoj

mnogostrukosti. Svaki pomak u vidu konstrukcije invarijanti Lagran�evih pod-

mnogostrukosti je od velikog znaqaja za razvoj oblasti. Na prostoru Hamiltonovih

difeomorfizama je uvedena Hoferova norma kojom je motivisano uvo�e�e metrike

na orbiti LL0 = {φ(L0) | φ ∈ Ham(M,ω)}

dH(L,L′) = inf
φ∈Ham(M,ω)
φ(L)=L′

∫ 1

0

( max
x∈φtH(L)

H(x, t)− min
x∈φtH(L)

H(x, t))dt.

Kornea i Xelukin su u radu [19] motivisani Hoferovom metrikom za Lagran�eve

podmnogostrukosti definisali pseudometrike na prostorima Lagran�evih podmno-

gostrukosti koje su u odre�enim sluqajevima nedegenerisana.

Definicija 6.1. Neka je V : L  L′ prost Lagran�ev kobordizam. Kontura

kobordizma ou(V ) ⊂ C je komplement neogreaniqenih komponenti povezanosti iz

komplementa π(V ), gde je π : C×M → C projekcija. Odnosno

ou(V ) =

 ⋃
x∈π(V )c,

diamCx=+∞

(Cx)


c

.

U sluqaju suspenzije (primer 3.1) primetimeo da je

ou(VH) = {(t, s) ∈ C | − max
x∈φtH(L)

H(x, t) ≤ s ≤ − min
x∈φtH(L)

H(x, t)}∪(−∞, 0]×{0}∪[1,+∞)×{0}.

Zaista, kako je

VH = {(t,−H(φtH(x), t), φtH) | x ∈ L, t ∈ [0, 1]}

za fiksirano t, s koordinata varira izme�u − max
x∈φtH(L)

H(x, t) i − min
x∈φtH(L)

H(x, t)}.

Ostatak x-ose potiqe od proxire�a VH do nekompaktne mnogostrukosti bez granice.
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Kako je kontura kobordizma unija kompaktnog skupa koji, osim u sluqaju trivijalnog

kobordizma, nije nigde gust mo�emo posmatrati �enu meru odnosno povrxinu.

Definicija 6.2. Senka Lagran�evog kobordizma V : L L′ je povrxina konture

ou(V ):

S(V ) = Area(ou(V )).

Primetimo da je

inf
H∈ham(M,ω),
φ1H(L)=L′

S(VH) = d(L,L′),

otuda potiqe i definicija pseudometrike iz [19].

Definicija 6.3. Preslikava�e dc : L∗ × L∗ → [0,+∞] je dato sa:

dc(L,L
′) = inf

V :L L′,V ∈L∗c(C×M)
S(V ).

Teorema 6.1. [19][Kornea - Xelukin 2015]

1.) Preslikava�e dc : L∗ × L∗ → [0,+∞] je metrika ukoliko je L∗ skup slabo-

monotonih, monotonih ili taqnih zatvorenih Lagran�evih podmnogostrukosti.

2.) Na skupu LL0 svih Hamiltonovih deformacija L0 dc je jednaka Hoferovoj me-

trici za Lagran�eve podmnogostrukosti.

3.) Ukoliko nema restrikcija na Lagran�eve podmnogostrukosti dc je pseudo me-

trika, i vixe:

dc(L,L
′) = 0⇔ (∃V : L L′).

4.) Postoji M i L,L′ monotone tako da je dmc (L,L′) = +∞, a dw−mc (L,L′) < +∞.

Primetimo da u svakom sluqaju se infimum u metrici dc uzima po svim kobordi-

zmima koji su iste klase kao i same mnogostrukosti. Kako je Hoferova metrika

za Lagran�eve mnogostrukosti nedegenerisana imamo da je dLc (L, φH(L)) > 0 ako je

L 6= φH(L), ali ipak va�i da je dc(L, φH(L)) = 0. Taj fenomen se dexava jer �e

postojati Lagran�ev kobordizam V : φH(L)  L proizvo	no male senke koji nije

suspenzija ni za jedan Hamiltonijan G koji generixe mnogostrukost φH(L)!

Za dokaz teoreme potrebne su nam dve metriqke invarijante koje �e nam slu�iti

kao do�a ocena za senku kobordizma. Prva je Gromov	eva relativna xirina od L i

L′ koju su definisali Baro i Kornea u radu [11]
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ρ(L,L′) = sup

{
πr2

2

∣∣∣∣∣ ∃ er : B2n(0, r)→ (M,ω), e−1
r (L) = Rn ∩B2n(0, r),

er(B
2n(0, r)) ∩ L′ = ∅

}
.

Ova invarijanta nam daje koliko veliku loptu mo�emo simplektiqki da ulo�imo

tako da ne seqe L′ a realni deo (uz identifikaciju sa Cn) se slika u L. Za naxe

potrebe je dovo	no primetiti da je ovaj broj strogo pozitivan kad god su L i L′

razliqite. Sliqnu brojevnu invarijantu je koristio Leklerk u radu [31] za dokaz

ocene odozdo Hoferove metrike za Lagran�eve preseke.

Druga je minimalna energija J-holomorfnih diskova i sfera, odnosno mogu�a vred-

nost energije mehurova (koji su opstrukcija za kompaktnost modulskih prostora).

δ(L, J) = inf

{
ω(u)

∣∣∣∣∣ u : (D2,S1)→ (M,L) ili u : S2 →M i du ◦ i = J ◦ du

}
Ova invarijanta se mo�e definisati i za Lagran�eve kobordizme uz pa�	ivi izbor

skoro-kompleksne strukture koja je kontrolisana u beskonaqnosti.

Tvr�e�e 6.1. [19] Neka je V : L  L′ prost Lagran�ev kobordizam. Tada za svako

ε > 0 postoji skoro kompleksna struktura J ∈ J (C×M) trivijalna u beskonaqnosti

takva da va�i

S(V ) ≥ min{ρ(L,L′)− ε, δ(V, J)}.

Dokaz. Ideja je konstruisati odre�enu J-holomorfnu trake pomo�u dejstva Mor-

sove homologije na Florovu. �ena energija �e biti ograniqena u terminina senke

kobordizma, a iz izoperimetrijskih nejednakosti �e slediti nejednakosti sa inva-

rijantama ρ i δ. Zbog tehniqke slo�enosti ne izla�emo deta	e. Kompletan dokaz

tvr�e�a se mo�e prona�i u radu [19].

Dokaz Teoreme. 2.) Kao xto smo ve� komentarisali, jasno je da va�i

S(VH) =

∫ 1

0

( max
x∈φtH(L)

H(x, t)− min
x∈φtH(L)

H(x, t))dt

te je

dL0
c (L,L′) = dH(L,L′).

1.) Ako je (V, ω) slabo monoton kobordizam sa koeficijentom monotonosti ρ onda
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je

δ(V, J) ≥ min{|ρ|, |τ |}

gde je τ koeficijent monotonosti mnogostrukosti M (slabo monotone Lagran-

�eve mnogostrukosti postoje samo u slabo monotonim simplektiqkim mnogo-

strukostima). Zaista, ako je u J-holomorfni disk, onda je

ωst ⊕ ω(u) = ρµ(u)

kako je µ ∈ Z i ωst⊕ω(u) > 0 to je i ωst⊕ω(u) >= ρ, analogno i za J-holomorfne

sfere. Da	e, ako uopxte nema nekonstantnih J-holomorfnih diskova i sfera

onda je δ(V, J) = +∞ te svakako va�i δ(V, J) ≥ min{|ρ|, |τ |}.
Primenom tvr�e�a i qi�enice da je V slabo-monotona sa koeficijentom mo-

notonosti ρ dobijamo

S(V ) ≥ min{ρ(L,L′)− ε, δ(V, J)} ≥ min{ρ(L,L′)− ε, |ρ|, |τ |} > 0

odnosno dobijamo procenu nezavisnu od V , uzimaju�i infimum dobijamo da za

L 6= L′ va�i

dc(L,L
′) ≥ min{ρ(L,L′)− ε, |ρ|, |τ |} > 0

te je metrika nedegenerisana. Simetriqnost i nejednakost trougla se lako

pokazuju. Dokaz za monoton sluqaj je identiqan. Ukoliko je L slabo taqna ili

taqna ne postoje nekonstantne J-holomorfne sfere i diskovi zbog formule

Energije i Stoksove teoreme. Ako je L slabo taqna, odnosno ako je ω
∣∣
π2(M,L)

= 0

imamo da je i ω
∣∣
π2(M)

= 0 a kako va�i

E(u) =

∫
Σ

u∗ω =
1

2

∫
Σ

||du||2dΣ

vidimo da ako je ω(u) = 0 onda je u konstantno te je δ(V, J) = +∞ pa va�i

S(V ) ≥ ρ(L,L′)− ε.

3.) Ako postoji kobordizam V : L  L′, mo�emo da ga posmatramo i kao ulaga�e

e : V → C×M . Uoqimo preslikava�e
∼
e : C×M → C×M

∼
e(x+ iy, p) = (x+ iεy, p).

Kompozicija eε =
∼
e ◦ e nije Lagran�eva podmnogostrukost od C×M , ali ima
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smisla posmatrati �enu senku. Odnosno va�i

S(eε(V )) = εS(V ).

Ako uspemo da na�emo distribuciju Lagran�evih potprostora u
∼
e
∗
T (C ×M)

prema Gromov	evom h-principu znamo da je eε C
0 limes Lagran�evih imerzija.

Drugim reqima postoji niz enε takav da

sup
x∈V

d(enε (x), eε(x))
n→+∞→ 0,

gde je d metrika na C ×M indukovana Rimanovom metrikom ω(·, J ·). Odatle
mo�emo da zak	uqimo da postoji N ∈ N takvo da je

S(eNε (V )) ≤ S(eε(V )) + ε

Da bismo doxli do Lagran�evog kobordizma potrebno je da perturbujemo La-

gran�evu imerziju tako da su taqke samopreseka dvostruke i da je presek trans-

verzalan, nakon qega mo�emo primeniti Lagran�evu hirurgiju. U hirurgiji

mo�emo dodavati proizvo	no male ruqke tako da se senka promeni najvixe za

unapred zadato δ > 0. Odnosno dobili smo Lagran�ev kobordizam
∼
V : L L′

takav da je

S(
∼
V ) ≤ S(eNε (V )) + ε.

Kada spojimo dobijene nejednakosti, dobijamo da va�i

S(
∼
V ) ≤ S(eNε (V )) + ε ≤ S(eε(V )) + 2ε = εS(V ) + 2ε.

Puxtaju�i ε→ 0 vidimo da je dgc(L,L
′) = 0.

4.) Posmatrajmo M = C \ {−2/3, 0, 2/3} sa standardnom simplektiqkom formom.

Neka su L = {z ∈ C | |z−1/2| = 1} i L′ = {z ∈ C | |z+1/2| = 1} dva kruga uM .

Svaka orijentabilna mnogostrukost dimenzije 2 je simplektiqka i svaka kriva

u �oj je Lagran�eva podmnogostrukost zbog antisimetriqnosti simplektiqke

2-forme. Drugim reqima L i L′ su Lagran�eve, i �ihov minimalan maslov	ev

broj je 2.

Hirurgijom dobijamo dve razliqite monotone Lagran�eve podmnogostrukosti,

koje su Lagran�evo kobordantne. Za dokaz da je taj kobordizam slabo-monoton

pogledati [27].

Pomenuti kobordizam ne mo�e biti monoton. Ako uoqimo Lagran�evu podmno-
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L L′

Slika 9: Hirurgija Lagran�evih mnogostrukosti

gostrukost N = {(0, y) | y > 0}, kako su L]L′ i L′]L monotone to su definisane

Florove homologije para HF∗(N,L]L
′) i HF∗(N,L

′]L). Kada bi postojao mo-

notoni kobordizam V : L]L′  L]L′ prema rezultatu iz [12]

HF∗(N,L]L
′) ∼= HF∗(N,L

′]L).

To je nemogu�e jer je L]L′ ∩ N = ∅. Poxto svak hamiltonova deformacija od

L′]L mora se�i N va�i

0 = HF∗(N,L]L
′) ∼= HF∗(N,L

′]L) 6= 0,

xto je kontradikcija.

Kako ne postoji monoton kobordizam izme�u L]L′ i L′]L to je dmc (L]L′, L′]L) =

∞. Poxto je trag hirurgije slabo-monoton kobordizam, zbog nedegenerisanosti

dw−mc imamo

0 < dw−mc (L]L′, L′]L) <∞.
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6.2 Spektralne invarijante i kobordizmi

Ako je L′ Hamiltonova deformacija od L oqigledno va�i

dc(L,L
′) ≤ dH(L,L′).

Definiximo spektralnu metriku za monotone Lagran�eve podmnogostrukosti L i

L′ kao veliqinu

ds(L,L
′) = sup{|lL+(φ)− lL′+ (φ)| | φ ∈ H̃am(M,ω)}.

Tvr�e�e 6.2 (O 1997, Xvarc 2000, Bizgo 2017 [43] [17]). Spektralna metrika ds je

nedegenerisana metrika na skupu monotonih Lagran�evih podmnogostrukosti.

Koriste�i spektralne invarijante izvedene iz Florove homologije za kotangentna

rasloje�a O je u [43] uveo spektralnu normu za Hamiltonove difeomorfizme sa kom-

paktnim nosaqem i dokazao da je nedegenerisana. Dokaz da je spektralna metrika

za monotone Lagran�eve podmnogostrukosti tako�e nedegenrisana mo�e se izvesti

sliqnim metodama kao u [43], mi pratimo izlaga�e iz [17]. Pored nedegenerisanosti

spektralne norme Bizgo dokazuje nejednakosti izme�u spektralne norme i kobordi-

zam metrike. Preciznije va�i slede�a teorema.

Teorema 6.2 (Bizgo 2017 [17]). Neka su L i L′ monotone Lagran�eve podmnogostru-

kosti od (M,ω) i neka je V : L′  L monoton Lagran�ev kobordizam. Tada va�i

|lL(α, φ)− lL′(ΦV (α), φ)| ≤ S(V ),

za svako α ∈ QH∗(L) \ {0} i φ ∈ H̃am(M,ω). Izomorfizam ΦV je iz 5.2.

Dokaz. Pogledati [17].

U teoremi 5.2 deo 4.) nam govori da je ΦV ([L]) = [L′], time kao direktnu posledicu

dobijamo

Tvr�e�e 6.3 ([17]). Neka su L i L′ monotone Lagran�eve podmnogostrukosti koje

su monotono kobordantne, tada je

ds(L,L
′) ≤ dc(L,L

′).

Tvr�e�e 6.2 nam zajedno sa 6.3 nam daje jox jedan dokaz nedegenerisanosti kobordi-

zam metrike za sluqaj monotonih podmnogostrukosti.
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Videli smo da je prirodno posmatrati Lagran�eve podmnogostrukosti do na kobor-

dizam, jer kobordizmi quvaju razne invarijante relevantne u Simplektiqkoj topo-

logiji. Iz tih razloga va�no je imati neki opip	iv alat za detekciju kada su

dve Lagran�eve podmnogostrukosti monotono kobordantne ili ne. u radu [17] au-

tor pokazuje da kobordizam quva asimptotsku spektralnu invarijantu, a ona je

"lakxe"izraqun	iva od ostalih poznatih invarijanti.

Definicija 6.4. Neka je L monotona Lagran�eva podmnogostrukosti. Asimptot-

ska spektralna invarijanta je preslikava�e σL : H̃am(M,ω)→ R dato sa

σL(φ) = lim
n→∞

lL+(φn)

n
.

Teorema 6.3. [17] Neka su L i L′ monotono kobordantne mnogostrukosti tada je

σL = σ′L.

Dokaz.

|σL(φ)− σL′(φ)| = lim
n→∞

|lL+(φn)− lL′+ (φn)|
n

≤ lim
n→∞

dc(L,L
′)

n
= 0.

Ukoliko posmatramo dve disjkunktne monotne Lagran�eve podmnogostrukosti L i

L′ i ako je H : M → R normalizovan Hamiltonijan takav da je H
∣∣
L

= c i H
∣∣
L′

= c′

tada je

σL(φH) = c 6= c′ = σL′(φH).

Zaista, iz svojstva kontrole iz 5.3 ako je H normalizovan i jednak konstanti c na

L tada je lL+(φH) = c. Nije texko proveriti da je normalizovan Hamiltonijan koji

generixe φnH konstantan du� L i jednak je nc. Sada mo�emo zak	uqiti da va�i

σL(φH) = lim
n→∞

lL+(φnH)

n
= lim

n→∞
nc
n

= c. Kao posledicu dobijamo slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e 6.4. Neka su L i L′ monotone Lagran�eve podmnogostrukosti od (M,ω).

Ako je L ∩ L′ = ∅ tada ne postoji monoton Lagran�ev kobordizam V : L L′.

Za dokaz tvr�e�a 6.2 koristi�emo slede�u lemu.

Lema 6.1. [17] Neka je L monotona Lagran�eva podmnogostrukost sa koeficijentom

monotonosti ρ takva da je QH∗(L) 6= 0. Neka je U Vajnxtajnova okolina i b : U → L

preslikava�e indukovano projekcijom π : T ∗L → L. Ako je h Morsova funkcija

takva da je maxh < ρNL
2

takva da je dh sadr�ana u zvezdolikom skupu Y unutar

Vajnxtajnove okoline od T ∗L. Definiximo Hamiltonijan H := ϕb ∗ h gde je ϕ
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odsecajuqa funkcija sa kompaktnim nosaqem i φ
∣∣
Y

= 1. Tada postoji q ∈ Critn(h)

takva da je

l+(H) = h(q)

Dokaz. Ideja se zasniva na paz	ivom odabiru kritiqne taqke koja generixe [L] i qi-

�enice da su spektralne kritiqne vrednosti funkcionala dejstva.Dokaz pogledati

u [17].

Dokaz tvre�e�a 6.2. Neka su L i L′ razliqite i neka je b : U → L indukovano

projekcijom. Izaberimo x ∈ L \ L′ i Morsovu funkciju f : L → R takvu da je

Critn(f) = {x}. Neka je B ⊂ L \ L′ Morsova karta u x i neka je h : B → R funkcija

sa kompaktnim nosaqem i jedinstvenim maksimumom u q takva da je 0 < h(q) < ρNL
2
.

Mogu�e je izabrati h takvo da je dh
∣∣
B
∩ (U ∩ L′) = ∅. Neka je ϕ : U → R odsecaju�a

funkcija takva da je ϕ
∣∣
b−1(B)∩L′ = 0. Posmatrajmo Hamiltonijan

Hε = φb∗(h+ εf) ∈ C∞c (M).

Kako je H0
∣∣
L′

= 0 iz teoreme 5.3, preciznije svojstva kontrole spektralnih inva-

rijanti, sledi da je lL
′

+ (H0) = 0. Iz leme, za svako ε > 0 dovo	no malo imamo da

je

lL+(Hε) = h(q) + εf(q).

Kako Hε C
0

→ H0 to je iz neprekidnosti spektralnih invarijanti

lL+(H0) = h(q).

Sada mo�emo da zak	uqimo

ds(L,L
′) ≥ |lL+(φH0)− lL′+ (φH0)| = |lL+(H0)− lL′+ (H0)| = h(q) > 0,

qime smo dokazali nedegenerisanost spektralne metrike.
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[33] D. Milinković - Geodesics on the space of lagrangian submanifolds in cotangent

bundles. PAMS, 129(6), 2001.

[34] J. Milnor, J.D Stasheff - Characteristic classes. PUP, Princeton, 1974.

[35] J. Milnor - Morse theory. AMS, Princeton, 1960.

[36] D. McDuff, D. Salamon - Introduction to Symplectic Topology. OUP, third edition,

Oxford, 2017.

[37] D. McDuff, D. Salamon - J-holomorphic Curves and Symplectic Topology. AMS,

second edition, 2012.

[38] Y.G. Oh - Floer cohomology of Lagrangian intersections and pseudo-holomorphic

discs I. CPAM, 46(7):949-993, 1993.

[39] Y.G. Oh - Floer cohomology of Lagrangian intersections and pseudo-holomorphic

discs II. CPAM, 46(7):995-1012, 1993.

[40] Y.G. Oh - Floer homology and its continuity for non-compact Lagrangian submani-

folds. TJM, 25:103-124, 2001.

[41] Y.G. Oh - Symplectic topology and Floer homology. Vol. 1. CUP, Cambridge, 2015

[42] Y.G. Oh - Symplectic topology and Floer homology. Vol. 2. CUP, Cambridge, 2015

[43] Y.G. Oh - Symplectic topology as the geometry of action functional. I., JDG,

46(3):499-577, 1997.

[44] S. Piunikhin, D. Salamon, M. Schwartz - Symplectic Floer-Donaldson theory and

quantum cohomology. PNI, 8:171-200, Cambridge, 1996.

[45] L. Polterovich - The surgery of Lagrange submanifolds. GFA, 1(2):198-210, 1991.

[46] M. Schwarz - On the action spectrum for closed symplectically aspherical manifolds.

PJoM, 2000.

[47] C. Viterbo - Symplectic topology as the geometry of generating functions. MA,

292:685-710, 1992.

[48] F. Zapolsky - The Lagrangian Floer-quantum-PSS package and canonical orientati-

ons in Floer theory., arxiv.org/pdf/1507.02253, 2015.

58

arxiv.org/pdf/1507.02253

	Uvod
	Simplektichka i kontaktna geometrija
	Lagranzheve i Lezhandrove podmnogostrukosti
	Vajnshtajnove mnogostrukosti

	Lagranzhevi i Lezhandrovi kobordizmi
	Lagranzhevi kobordizmi
	Lezhandrovi kobordizmi

	Florova homologija za Lagranzheve preseke
	Monotone Lagranzheve podmnogostrukosti
	Invarijantnost za nekompaktne Hamiltonove deformacije
	Invarijantnost za monotone Lagranzheve kobordizme

	Kvantna homologija i spektralne invarijante
	Kvantna homologija za monotone Lagranzheve podmnogostrukosti
	Kvantni proizvod
	Spektralne invarijante za monotone Lagranzheve podmnogostrukosti
	Kvantna valuacija

	Metrichke invarijante Lagranzhevih podmnogostrukosti
	Kobordizam metrika
	Spektralne invarijante i kobordizmi

	Literatura

