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YBOT,

Mopcosa Teopuja je jejaH 0 CTaHAAPJAHUX aJiaTa TEOPHje KPUTHYHUX TadakKa.
Heno 6eckonadno auMeH3MOHO yorinTemne, PropoBa Teoprja JaHaC je TOTOBO HEU30-
CTaBHU JIe0 CUMIIJIETKAYIKe Tonosioruje. [1usb oBor pasa je 1a Kpo3 npuMepe (pyHKITH-
oHa,j1a eHepruje u (PyHKIMOHAJIA JIe]CTBA MOKYIIIAMO Jia IPEJICTABUMO IIPUMEHY OBUX

TeopHuja U y HEKOj Mepu 00jacHUMO TJie ce OHe Pa3uiase.

Y [pBOj 1/IaBU je HAIPAB/HLEH Mperje/] KIACHIHUX TBphema Teopuje KPUTHIHUX
Tadaka, mpe csera, Mopcose u teopuje Jbycrepuuk - Illuupessmana. Taxkobhe, gar
je OoCcBPT Ha NpobdJeMe KOju HACTAjy IPH HMOKYIIAjy VOIIITaBamba OBUX TEOPHja Ha
OECKOHAYHOUMEH3UOHE TTPOCTOPE, KA0 U HAYUHY HA KOJU C€ OHU Yy HEKUM CHTYallH-

jama Mory mnpepa3uhu.

Y npyroj riaBu ce OABUMO H3yvaBameM (DYHKITHOHAJTIA €HEPrHje Y KOHKPETHOM
npobJjieMy Be3aHOM 3a IMUTAE €I3UCTEHIINje 3aTBOPEHUX TEOAE3MjCKUX JIMHHUjA Ha
KOMTIAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH. ¥ OBOj IVIaBM U3JIOYKEHA je MPpUMeHa KIaCuIHe Teopuje
Mopca na {pyHKIHOHAT €Hepruje u JUCKYTOBAHO je 0 HEKUM YOIIITEIhUMa U Pe3y-
JITaTUMa KOje OHAa Jlaje Y CTYAUjU T'e0/Ie3WjCKUX JNHHja U MPOCTOPa CJI000THUX

1HeT/bu.

Y Tpehoj rimasu nmocmaTpamo pyHKIIMOHA JIejCTBa Y HEIrOBOM IIPUPOIHOM aMOu-
jenry, XaMmWITOHOBO] jauHaMuiii. Kpo3 MOTuB Tpazkema Opoja NepuojuIHuX perie-
Bha XaMIJITOHOBOT CHCTeMa, H3HEJN CMO OTNICTPYKIIHje 38 TUPeKTHY mpuMeHy Mopco-
Be TEOpHje Y OBOM CJIYYajy, KA0 M HAYUH KAKO Ce JAaTh MpobJeMu MOTY MpeBa3suhu

KpO3 KOHCTPYKIH]jy, onmiruje, Oiopose Teopuje.

JomaTak ciyxKm Kao yBOJA V CHMILUIEKTHUYKY TOIOJOTH]Y. Y OBOM JIely CMO
M3HEN HeKe KJIacudHe AeduHAI]je U TBphema n3 oBe 00J1acTH, KOja Cy HaM MoTpedHa

3a npaheme ocTaTka MaTepujaJa.

Kenmum ja ce 3axBajnM CBOM MeHTOPY, npodecopy lapky Munnakopuhy, Ha
MHOTHM CYT€CTHjaMa, YIIyTCTBIMA U CaBETUMa KOje MU je JlaBa0 TOKOM HM3Pajie OBOT
pama. OH je cBOjJUM 3HAHEM, HCKYCTBOM W €HTY3Wja3MOM BeOMa JIONPUHEO W3PaJIu
OBE Te3e W HEHOM KpajieM u3rieay. Takohe yKeJquM Jia ce 3aXBajiuM npodecopku
Jenenn Karmh ma auckycmjama Koje ¢cMO BOIMJIM W CABETHMa BE3aHUM 3a IHCAHE
caMor pama. 3axBaJbyjeM ce W wiaHy komwucuje n1p Mubany KrexkeBuhy Ha cyre-

cTHjaMa.



1 EjgemeHTapHa Teopuja KPUTUYHUX Tadaka

ln/b Teopuje KPUTUIHUX TAYaKa je Ja KPUTUIHE TadyKe HEKOT (DYHKITMOHAJA,
carjesa MOMONY TOMOJIOIMKAX METO/IA U JIOBeJe Y BE3Yy €a TOMOJOTHJOM MHOTOCTDY-
KOCTH Ha K0joj je 3a7aH. Moh u jemora oBe Teopuje yIpaBo ce OTJIeIajy Y TO] Be3n
u3Mely TONOJIOMKUX W aHAJIUTHYKUX IojMoBa. IlpBe pesyarare y oBoj obacTu
pa3BUJIA Cy y IPBOj MOJOBUHU JIBAJIECTOr BeKa, He3aBuCHO, Jbycrepuuk u [lnupe-
Jbman, 1 Mapcron Mopce u y HactaBky oBe rjiase jaheMo nperjieli lbUXOBUX Pe3y-
arara. Takobe, nahemo u mperJie/; IbUXOBHX YOIIIITEIHA HA CIy4Yaj OECKOHAYHO JHUMe-
H3WOHWX MHOTOCTPYKOCTH, Koje cy paszsuian [lame nu Cmejsr 60-ux roguHa MpPOILIOT

BCKa.

1.1 MopcoBa Teopuja

Hedburumnuja 1.1. T'tarky MHOTOCTPYKOCT 30BEMO 3GMEOPEHOM YKOJINUKO j& KOMITa-

KTHA 1 0€3 IrpaHuiie.

Heka je mara rnarka ¢dpyukmuja f : M — R, #a 3arBopenoj muoroctpykoctu M.

Hedbunumnuja 1.2. Tauky p € M HazuBaMo KpumuuHom aKo je OHA HYyJa Hpec-
mikasamba df 1 TM — R, 1j. ako saxu df (p) = 0. Bpennocr f(p) € R wasusamo
KpuTuIHOM Bpeauonthy dyukiuje f.

Ckyn cBux KpuTnuHux tadaka dbyuknuje f osnauasahemo ca Crit(f). 3a gato

a € R oznagasahemo:
M=*={pe M: f(p) <a}

M=*={pe M: f(p) <a}
M*={peM: f(p) = a}.

JeslHO o7 KJbYYHUX TBphema Koje HaM Jfiaje TOMOJIONIKY ONCTPYKITH]Y 3a IIOCTO-

jame kpuTudHe Tauke ¢pyuxnuje [ je caemehe:

JIema 1.1. (O medopmaruju) Axko He mocroju KpurndaHa Tadka Gbyakumje fy
obnactu {p € M :a < f(p) < b}, tama je MS* = M=,

Jloka3 oBor TBphema mgahemMo Majo KacHHje y ONINITHjO] CHUTYAIUjH, 33 CJIydUaj
OECKOHATHO JUMEH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH.

JlakTe, BUINMO Ja HAM CBaKa IIPOMeHa XOMOTOICKOT ThIa HuBoa M=% C M<b
rapaHTryje TOCTOjalbe HeKe KpUTHIHE Taduke P, 3a Kojy Baxku a < f(p) < b. Meljyrum,

MOYKE Ce JIECUTH Ja MOCTOjU BUIe KPUTHYHUX Tavyaka Ha ucroM HuBoy M€ c € R,



na HaM [PEeTXOJHa JieMa He Jaje KBaJIUTaTuBHY uH(OpMaIujy o 6pojy KPpUTUIHUX
Tavaka dpyuknuje f.

Y MopcoBoj Teopuju 0Baj HeJIOCTATaK Ce pellaBa IocMaTpameM IpobJjeMa 3a
,,yemepudke’ dyukiuje Ha M, HAKOH 4Yera yoIIITABAMO HA CBE CJaydajeBe HEKUM
rpanuIHuM 1poiecoMm. Koje cy To ,,renepuuke” yHKIuje?

[TocmaTpajmo Kputuany Tadky p dyuknuje f ma M. Taga y okoJmHE Tadke p
nMamo 1o06po medunncany ouauneapny dopmy H,(f) : T,M x T,M — R, 3anary
ca:

H,(f)(Xp, V) = Xp(Y ),

U3 wyumenurne ma je p € Crit(f) crean

Xp(Y ) = V(X)) = [X, Y], (f) = df (p)([X, Y]p) =0,

na je X, (Y f) = Y,(Xf) u oba uzpasa 3aBuce camo ox Bpensocta X, u Y, a He
O/ BPEJIHOCTH BEKTOPCKUX mosba X u Y BaH Tadke p. AKO Cy X1, Za, ..., T, JOKATHE
koopaunarte na )M y okoaumu Taduke p, Taga Omauneapuy dopmy Hy(f) mozkemo
BUJIETH M KA0 MATPHUILY JIPYI'HX M3BOJIA,

82
() = 504 (p)

1 HazuBaMo je jour u Xecujanom dyrruyuje f.

Xecujan CBAKAKO 3aBUCH OJT TOKAJTHIX KOOPAMHATA, a/ld (berOB PaHT u OpOj Hera-
THBHUX COICTBEHHX BPEIHOCTH He 3aBHCE O M300pa KapTe Y OKOJHHU KPUTHYIHE
TavKe, I1a Cy KOPeKTHO Jedunucanu ciaejgehn mojMoBu:

- dezenepucanocm mauke p: v(p) = dimM — rankH, f

- underc mauke p: A\(p) = 6p0j HETATUBHUX COICTBEHUX BpeaHoctu ox H,f.
Hedbununuja 1.3. Kpuruuna rauka p je nedezenepucana axo je v(p) = 0.

Hedbunumuja 1.4. Oyukmuja f je Mopcosa nim nedezenepucana ako cy joj cBe
KpUTHUYHE Ta4dKe HedeT'¢HEpHuCaHe.

MopcoBe dbyHKIIHje Cy TeHEepHUIKe Y CMUCTY JIa Ce Y ITPOM3BOHHO] OKOJIUHH CBaKe
dbyukmuje mozxe nahu Mopcosa dyukmnuja. O ocoburnama Mopcosux byHKITja BUIIe
ce moxke nahnm y [10].

CBakoj MopcoBoj dyHKIIjU [ MOXKEMO TPUAPYZKATH TTOTUHOM

Mpty= > 0.

peCrit(f)



[Ipumerumo sa je cyma y ropmeM u3pa3y KOHAYHA, jep HAM HeJ/IereHepHCAHOCT
dyHKIHje TOBIaYN AUCKPETHOCT CKYIa leHUX KPUTHIHUX Tadaka, 1ma he Ha 3aTBO-
PEHOj MHOTOCTPYKOCTH MOCTOjaTH HajBUIe KOHAYHO MHOTO WIaHOBa y cyMu. /Jlartm
notuHOM Hasupamo jornr u Mopcoe noaurom pynrkuuje f. Kaksa je Besa MopcoBor

MOJTMHOMA, €& TOIOJIOTHjOM MHOTOCTpYKocTn M ToBOpH HaMm ciaenehe Teopema.

Teopema 1.1. (Mopcose Hejeguaakoctu) 3a csaky MopcoBy dbyukimjy f mocroju

nosmuoM Q(f) = qo + ¢1t + ... ca HeHeraTUBHUM KOeDUIUjEHTHMA TAaKaB /1
M (t) = Pu(t) = (1+1)Q(1),

rae je Pu(t) = ZtkdimHk(M; 7).
keZ

[Tostunom Py maszusamo jornr u [loenkxapeos nosurom. Hecto ymecTo ropmmer
u3pasa numemo 1 My (t) > Py(t). Ounrienno HaMm oBa HejeIHAKOCT MOBJIAYH H TO
na nomuHoM M f(t) majopupa Py (t) xoedbunujent mo KoedHIIjeHT, OfaKIe CIean
aa dbysknmja f uma Hajmame Ppy(l) KpurHaHIX Tadaka. 3ampaBo MMaMoO W BHIIIE,
HMaMO JIOIbY TPAHHIY 3a Opoj KPUTHUHUX Tadaka oapeheHOr HMHIEKCA, TUMe je U
ompaBIaH Ha3uB TeopeMme. Kao jemna jgemMoHCTpanyja IpUMeHe TeopeMe MOXKe Ja
HaM IOCIYXKH cjaeaehn nmpumep.

n
IIpumep 1.1. Tlocmarpajmo jemunmany cepy S*H, zamary ca Z |z:]* = 1y
i=0

C"*! u na woj 3anary dyunxuujy f(z) = Z)‘i|zi‘2’ rae je \og < A\ < ... < \, HuU3
i=0

PA3JIMYATHX PEATHUX Opojena.

Kaxko je f unsapujanTHO y ojHOcy Ha S' nejcTso, ciaemu ja je f no6po 3ajaTa
dyuknuja va npojekruBHOoM 1poctopy CP". Kpuruune tauke oBe dyHkimje he
OJIrOBapaTH KOOPJAMHATHUM ocaMa (0OBO ce MOKe BHJETH IPUMEHOM Jlarpamkesux
MHOZKHOIIA), a ToKazKe ce ja fie concrBene BpenHocTn Xecujana of f Iy i-Te oce

OuTn Gar

)\O - )\ia )\1 - )\i7 LS )\n - >\i7

0e3 i-Tor wiana. Haj mospeM peasiHux OpojeBa mUXOBa BHUIECTPYKOCT Ouhe 2, mma je

WHJEKC i-Te KPUTUUIHe Tadke jeqHak 2¢. Jlakme,
M) =1+ + ..+t

Cala, U3 IpeTxojHe TeopeMe, KakKo IoJUHIOM My HeMa y3acTOIHUX 4/IaHOBA, 38~

K/Bydyjemo ga je Mg(t) = Pu(t), uMe ¢MO H3pAdIyHAIH U IETYy KOXOMOJIOTH]Y



npocropa CP™. m
[TocToju BuIlle pa3TMINTUX HAYWHA ja ce JoKaxky Mopcose HejenqnakocTu. Cro-
MeHylieMO 7iBa pa3/mduTa TPUCTYyIa OBOM Ipo0JIeMy, Koja HaM y3TDes U Jajy BPJIO

jacHy CJIHMKY O OBOM TIPOOJIEMY.

Ipeu npucmyn - aenmere heauja: Tlocmarpajmo MopcoBy dbyuKIH]y f Ha 3aTBOPEHO]
MHOTOCTPYKOCTH M ¥ BeHy KPUTHYHY TAYKy p. 3a Caja MpPeTnocTaBuhemMo ja je
TO jeJMHa KpUTHYHA Tauka Ha muoy M7, 13 Mopcose neme (Bumern mmp. [10])
3HAMO Ja MOCTOjU KapTa y OKOJUHHU Tadke P TaKBa Jia y IbEHUM KOOpHHATaMA

(1, o, ..., ) UM OBIUK

2 2 2 2 2
flx)=fp) -2 —25— ... — Txp) T Thp)+1 T - T Tops
re je A(p) WHIEKC TadKe p.
Kopuctehn ce snokanmnum 3anucom dbyHKIHje [ MoxKe ce gokasaru ciaeaeha Teo-

peMa.

Teopema 1.2. Heka je f : M — R riarka byHKIHja U HEeKa je p IbeHa KPUTHIHA,
Tavyka wHgekca . Heka cy a u b peannu Gpojesu Takpu jna je a < f(p) < b m
na dysknuja f HEMa APYTUX KPUTHIHUX TAYAKA, PA3IUIATHX O] P, YHYTap CKyIa
f~Ya,b]. Taga auBo M =P nMa HCTH XOMOTOICKH THI Kao HUBO M=% ca HaIeIl/beHOM
A - henmjom.

Jlokas (cxuya): Heka je f(p) = c. Tlo aemm o medopmaruju, T0BOBHO je na
TOKazKeMo 1a je MSeHe v« MSe=¢Ue?, 3a moBo/bHO Masio € > 0. M3abepmvo MopcoBy
KapTy y okoqunu tauke p : f(z,y) = ¢ — x> + |y|?, (z,y) € R* x R*A. Jlomamo

A-hemjy Kao Ha J0W0] caniu (O3HAYEHO ca coTe).

S
> core

k-handle




Banpaso ,,je3rpy” (core) Ha couIum OJroBapa CKYyI:
{(1],0) : f(ZL’,O) =Cc— |ZL”2 > C_‘g} =

={(z,0) : |2 <},

mTo je ympaso jemna \-hemmja. Cama mako suammo 1a je M=t pedopmarmonn

perpakt ox M~ U e Tako mro cBe npojekryjeMo Kao Ha ciesehoj counm.

Heraman noka3 osor TBphema Mozxke ce nahu y [31]. O

Hanomena: Ananoran JO0Ka3 IPpOJIa3nu U KaJa UMaMO BHUIITE KPUTUIHUX TaYaKa Ha

ucrtoM HEUBOY. Taja ,JienumMo” OHOJMUKO hejinja KOJIMKO MMaMO KPUTUYHHUX Tavaka.

Ilocnenuma 1.1. Heka je M 3arBopeHa MHOroCcTpykKocT m Heka je f : M — R
MopcoBa dyukmnuja. Tama M uma crpykrypy C'W-komiekca, ca mo jeJHOM A-

henujom 3a cBaky KpUTHYIHY Ta4uKy WHaeKca A dyHkIimje f.

ITocmaTpajmo Kako HaM ce Merbajy nosunomu M r 1 Py posackoM Kpo3 KpUTHUHY
TauKky p, wagerca A. Ouurmenno ce MopcoB mOJMHOM TPOMEHH CAMO TAKO IIITO My
ce nofa wiad t |, 10K ce [loeHKapeoB TOIMHOM MOYKe IIPOMEHHTH Ha ciaefeha apa
HAYMHA!

(1) nomaje My ce dnan tA

(2) nonaje my ce wian —tA L
Kana oBo 3naMo0, JJaKO ce MOXKe 3aK/bYyYUTH JIa je pa3jIuKa Koja ce npaBu u3mely oBa
JBa TIOJIMHOMa, ojlaBameM Hore \-hemmje jemmaka 0 min 21 (¢ +1). Cana Mopcose
HEje/IHAKOCTU JUPEKTHO CJIEJIE U3 OBE OIacKe.

Kipygan kopak y oBoM J10Ka3y MopcoBrX HejeTHAKOCTH je YOUUTH KaKO ce Merba

[loenkapeoB moJMHOM JI0jaBameM HOBe hesmje, IITO je IMOCIEIUIA CTAHIAPIHUX



TOIOJIOIIKNX aprymenara. Hamwme, ako nogamo \-hemnjy e, mena rpannna e’ je
cdepa S*!, xoja npencrasiba jeqan muka y MS¢¢. Taj nmukg MoxKe OGHTH TPAHHUIIA
HeKkor mamma w3 MS°T® mam me. Y mpsoM ciyuajy henmja e Ham Kpempa HOBY
HeTPUBHjaJIHy XOMOJIOIIKY Kjaacy y M=¢T ro ogrosapa npomenu (1) y TToenkape-

A

OBOM TIOJIMHOMY, 0K y IPYToM caydajy hemmja e} mma merpupujaany rpanumy S

y M=% mro oxrosapa npomenu (2) y [loeHKapeoBoM HOJMHOMY.

pyeu npucmyn - dunamuuky cucmemu: Ilocmarpajmo cienehy jepnadnny

%@) =—=V/(p:p), »olp)=p.

Heka je z € M\ Crit(f). Opbura tauke x je uyr y M, duje je 3arBOpeme CerMeHT
KOju cItaja jiBe KpuTH4He Tadke. [Ipmmerom Mopcose jieme, Mo¥Ke ce ToKa3aTH Ja
CKYII CBUX opOuTa (periema ropme jeHadnHe) Koje ,, 09y’ Y KPUTHUHO] TauKK
p, uma crpykrypy hesauje W (p) qumensuje A(p), Kao u Ja CKyI CBUX 0pOuTa Koje ce
3aBpmiaBajy y tauku p, W*(p) uma crpykrypy hemuje, kogumensuje A(p). Llrasurmre,
oBe aBe hesmje ce ceKy TpaHcBep3aaHO (3a Joka3e oBux TBphema Bumeru [2]). Ha
OBaj HAYUH CMO JO0OWIN JiBa paszbujama MHOrOCTpykocTu M Ha TaKO3BaHE HECMa-

buane u cmabuane hennje:

M= |J Wp), dimW"(p)=A\p)
peCrit(f)

M = U We(p), dimW?*(p) =dimM — X(p).
peCrit(f)

OBa JeKoMIIO3UIHja je eKBUBaJeHTHa NeslnjcKoj JeKOMIO3UIII)U KOjy T00mjamMo
JIeT/beheM heJirja mpoJackoM Kpo3 KpuTudny Ta4uky. [Ipobsem je miTo oHa He 3ajaje
yBek crpykrypy C'W-komiuiekca (Hup. dbyHKImja Bucuae Ha Topycy, Bugeru [10]).
Cwmejn je OTKPHUO HEONXOJAH YCJIOB Jla 6W TO BaxKWI0, Tako3Banu Mopc - Cmejaos

VCJIOB TPAHCBEP3AJHOCTH KOJU TJIACH:
W*(p) h W*(q),

3a CBaKe JBe KpUTUUHe TauKe p u ¢ u Tajga byuknujy f nasusamo Mopc - Cmejrosom.
Osgaj ycsioB Moxe ce 06es3bennTu ca ckopo cBaky PumanoBy merpuky Ha M (nokas
oBor TBphema m gmerasbuuje 0 Mopc-CMejioBOM yCJIOBY M FHETOBUM TOCTETUIIAMA

Mozke ce nponafin y [28]). 13 mator ycaoBa TPAHCBEP3aTHOCTH HMAMO:

dim(W*(p) h W*(q)) = dimW*(p) + dimW?*(q) — dimM = X(p) — A(q),



OJlaKJIe BHINMO 73 ce opOuTe IpaJujeHTHOr TOKa Kpehy o1 KPUTHYHHUX Tadaka Ca
BehuM HMHIEKCOM Ka KPUTHYHHM TadKaMa ca MarbUM HHJIEKCOM.

Oznauumo ca M®*) k-ckesner mmorocrpykocru M, 3agar onucanom CW gexo-
Mro3uiijoM. M3 ayror TadHOr HU3a TPOjKE 3a M*=2) Cc ME=D C M®*) yoxemo
3aKJbYIUTH:

Bk(M(k), ]\/[("“2)) < ﬁk(M(k),M(kfl)) + ﬁk(M(kfl)’ M(k*Q)),

a o7laTIe Jabe WHAYKIIHJOM A BayKM’:

dimM

=0

rie je B (M) = dimHy (M) k-tu Berujes 6poj muorocrpykoctu M, ogaocuo S (M, N) =
dimHy (M, N) k-tu Berujes 6poj mapa (M, N), rue je N noamuOrocTpykoct o M.

Kaxko je:

opoj [-hennja, 3a l =k
dzmHk(M(l), M(l—l)) _ PoJ ] ’
0, maa"e

caenu Sp(M) < Cy, tme je Cy 6poj k-heamja (mro je jeanako 6pojy KpUTHIHHX
Tavyaka nHAeKca k), aume cMo gokazaan MopcoBe HejeHAKOCTH.

[IpeTxoaHu TPUCTYN MPEKO NUHAMUYKUX CHCTEMa je TOTOJaH U3 pasjora IITo
Jlaje M3BeCHO yommTeme MopcoBUX HejeTHAKOCTH Ha MTPOM3BOJbHE TOKOBE, Tj. Ha
TOKOBE KOju 3a10B0sbaBajy Mopc - Cwmejaos yeiaos. Takobe, mamom moamdukaim-
joMm mperxojHe jauckycuje Moxke ce jgobutu u Jbycrepuuk - [ITaupespmanoBa oneHa
3a Opoj KpUTHYHUX Tadaka Heke ¢pyHkmnuje f na muorocrpykoctu M, kKojoj hemo

nocBeTuTH caejaehu naparpad.

1.2 Jbycrepuuk - IITaupesbMmaHoBa Teopuja

Heka je f : M — R rnarka dyuknumja, rjae je M 3aTBOpeHa MHOTOCTPYKOCT. ¥
MPETXOHOM TOTJIABJ/bY JIAJIM CMO jeJIHY OlleHYy 3a OpPOj KPUTHYIHUX Tavaka (pyHKIIHje
f - Mopcose mejennakoctu. Y 0BOM ey /b he HAM OUTH 2 TPUKAYKEMO jOTIIT
jelaH IPUCTYI OBOM HpoOJIeMY M JaMO JOII jeJTHY TOY OIeHY 3a 0P0j KPUTHIHUX
Tavaka, Koja e 3aBUCHTHU O] TOIOJIOrHje MHOrocTpykoctu M.

N3 ycnoBa 3aTBOPEHOCTH, MOXKEMO JAaTH TPUBHjaIHY MOy OomeHy. Hamwme, Kako
je M xomnakTha, 6uhe komnakTan u ckyn f(M), na fie cBe Tauke Koje ce CIUKAjy y

MaKCUMyM M MUHEMYM OUTH KpuTu4He Tauke pyuknuje f. Jlakie, 6poj KpUTHIHUX



Tayaka nuje mamn oj 2. Ha npumep y cayuajy dyskiuje Bucune na cdepu, oBa
olleHa je W Hajoo/ba Moryha, mehyTum, y OpojHEM CHTyalujaMa MOXKEMO JATH jOIT

jaay omeny. 3a To he Ham TpebaTtu ciemehn mojam.

Hedbununmja 1.5. /bycmeprur - Hlnupewsmanosa xamezopuja Cat(S) nodckyna
S muorocTpykoctu M, je HajMamu npupogaH Opoj n TakaB Ja MOCTOJH OTBOPEHO
nokpusame, Uy, Uy, ..., U,, ckyna S, rae cy ckynosu U; TakBu j1a ce MOTY KOHTPaK-
TOBaTH y Tauky y M.

Hanomena: OrtBopenn ckynosu U; y TpeTXomHO] AedUHUNUjE HE MOpajy OuUTH
noBe3aHu, MoK roj je MHorocrpykoct M (myTHO) moBesana. Tajga cBaky Kommo-
HEHTY MOBE3aHOCTH JATOT CKyNa KOHTPAKTYjeMO MOHAOCOD Y TAdKy, a OHJA CBAaKY

TAdKy CIIOJUMO IyTeM Ca HCTAKHYTOM Ta9KOM MHOTOCTpyKocTH M.

ITpumep 1.2. Cat(S") = 2.
Heka cy p,q € S™ paznauuure tauke. Ckymou S™ \ p u S" \ ¢ cy orBopenu,
KOHTPaKTHOMIHE CKyNmoBH, Koju nokpusajy S". axie, Cat(S") < 2. Kako cdepa

HHje KOHTpaKTuOmman ckym, saxu Cat(S") = 2. O
ITpumep 1.3. 3a Pumanosy nospur X, poga g # 0, Baxku ja je Cat(X,) = 3.

Teopema 1.3. (Jbycrepuuk - IITaupessman) Tnarka dbyaknuja f: M — R na

KOMIIAKTHOj MHOrocTpyKoctu M uma najmamwe Cat(M) KpuruaHuX Tavaka.

3a moka3 oBe Teopeme OGmhe Ham moTpeOHa caegeha sema:

Jlema 1.2. 3a mpoussosban ckyn A C M mocrtoju orsopen ckyn U DO A takas ja
je Cat(A) = Cat(U).

Jlokas: Hexa je Cat(A) = k. Tama mocTtoje 0TBOpeHH, KOHTPAKTHOWIHU CKYTIOBU
Uy, Us, ..., Uy xoju okpusajy A. Ykosuxko je Cat(U; UUs U ... UUy) = k onua je 3a
U =U,JUyU...UU ucnymeno tepheme. [IpermnocTaBuMo 3aTo Ja 3a CBAKO OBAKBO
nokpusame: Uy, Us, ..., Uy Baku Cat(Uy UUy U ... UUy) < k. Taga je u Cat(A) < k

mTo je Hemoryhe. O

Zloxaz meopeme: Heka je ¢, : M — M pelterbe HeraTuBHE T'pajujeHTHE jeIHAUTHE

W) = V). @) =p.

Heka cy x1, ..., r;, kputnune tauke pyukuje f. Tana, Beh momenyTu, ckynosu

We(z;)={y € M: lim ¢ (y)=x;}, j=12,..,k
t——+o00



cy KouTpaktubuanu u nokpusajy M. V3 mperxojne jieme, MoCToje lUXOBE OTBOPEHE
OKoJInHE Koje 00e36el)yjy OTBOpEeHO MOKPHUBaIhe KOHTPAKTUOMIHUM CKYIOBUMA, MHO-

rocrpykoctu M. O]

IIpumep 1.4. Oynknmja f: T? = R?/Z? — R,
f(x,y) = sin(mx) - sin(wy) - sin(7x + 7y)

UMa TaYHO 3 KPUTHYHE TAdKe.
Jokas: Koanunuuko npeciukasame T2 — R? /Z? je noxkanuu audeomopduzam, ma
je moBo/bHO Hahm KpuTmune Tadke gpynkmuje f #a R? m BHAeTn KOIMKO Kjaca Ha

Topycy oHe onpehyjy. Cranmonapue Tauke oBe (DYHKIMje 33 0BO/bABAjY YCIOBE:

g—i(x, y) = mwsin(my) - (cos(mzx) sin(mx + my) + sin(wz) cos(mx + 7y)) = 0,
g—ch(x, y) = msin(mx) - (cos(my) sin(mzx + my) + sin(my) cos(rz + 7y)) = 0.

Pemasamem oBor cucrema jobuja ce ja cy jeaune kpuruane tadke y [0,1) x [0, 1):

o (53 (29)

& BHJIMMO JIa Ce y CJIydajy TOpyca OIleHa U3 T'OPHbe TeopeMe JTOCTHIKE.
[Tpumernmo na je Xecujan dynkuumje f y tauku (0,0) merenepucan, ma GyHKIHja
f Huje Mopcosa, mTO MOYKeMO 3aK/bYYUTH U U3 TOTa MTO ¢Baka Mopcosa dhyHKIHTja

na Topycy T? umMa 6ap 4eTHPH KPUTHUHE TadKe. O

Jbycrepruxk - [IlanpesbMaHOBY TeopeMy MOzKeMO DOPMYJIHCATH U Y HETIITO OMIITH-

jOj cuTyanuju.

Hedbunrnmnuja 1.6. Toxom na muoroctpykoctu M HazuBaMo (paMmInjy HeIpeKu-

JHUX TpecankaBama ¢ 1 R X M — M : (t,x) — ¢(z) Koja 3am0BospaBa:

oi(ps()) = pres()

wo(z) =
3a cBako s,t € R.

Hedbunanmnuja 1.7. Tauka v € M je duxcna maura Toka ¢ : R X M — M ako

BakM @y(x) = x, 3a cBako t € R.
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ITpumep 1.5. Pemema rpagujentre jennadnne pyukmuje f : M — R uaune jenan
Tok Ha M, a kputwune Tauke ¢ynknuje f cy dbukcae tauke Tor Toka. Crenu-
jauTHO, CBAKHW TPAJIMjeHTHH TOK HA 3aTBOPEHO] MHOrOCTpyKOocTH M uma Gap Cat(M)

dpUKCHUX Tavyaxa. [

Hedbunumuja 1.8. Tok ¢ : R x M — M uazuBamMo ckopo - 2padujenmmu aKo

noctoju Henpekuana gpynkmuja V @ M — R TakBa j1a BaxKu:

t>s=V(p(x)) < Vips()),

3a cBako S,t € R u cBako x € M.

Oyuknujy V : M — R mazuBamo jorr u gyrryujom Jbanynosa.

Teopema 1.4. (/bycreprauk - ITTaupessman) CBaku CKOPO - IPAHjeHTHU TOK

Ha KOMIAKTHO] MHOrOCTpyKocTu M mMma majmame Cat(M) dpukcHux Tadaka.
Jokas je ujeHTHYAH JOKA3y 3a IPAUjeHTH TOK. 3a Jera/be mnoregara [29].
Hapemmmo Heka ocHoBHA cBojcTBa (pyukmuje Cat.

CraB 1.1. Heka je X 3amartu npocrop n Heka je A C X. Tana Baxku:

(1) Cat(A) =0 <= A =2.

(2) Cat(A) = 1 <= A je KORTPaKTHOWTAH.

(3) Cat(A) = Cat(A).

(4) AC B = Cat(A) < Cat(B)

(5) Cat(AU B) < Cat(A) + Cat(B)

(6) Axo je h: X — X xomeomopduzam onga je Cat(A) = Cat(h(A)). O

Bugenu cmo ga nam Jbycrepuuk - [luupesmanosa kareropuja Cat(M) naje momy
rpaHuIy 3a O6poj KPUTHYHUX Tadaka HekKe (DYHKIHje HA 337aT0j MHOTOCTPYKOCTH
M. Melhyrum, decro je Temko uspadynatu no gedbununuju Cat(M). Vsemumo
3aTO jOII jeqaH mojaM Koju he mam omoryhutum ma omenumo 010310 Jbycrepuuk -

[MTanpe/sMaHOBY KaTeropwujy.

Hedbununmja 1.9. Kozomorowra dyscuna cl(M; A) muoroctpykoctu M y ogHOCy
Ha KoMyTaTuBaH npcreH A je HajBehm mpupogan 0poj k 3a Koju mocToju k KOXO-

MOJIOIIIKHX KJiaca crernena 6ap 1 4uju je npous3Boj HETPUBUjaTIAH.

CrasB 1.2. 3a npou3Bo/hbaH KOMyTaTUBHE HpcTeH A m MHOrocrpykoct M BaxKm

Cat(M) > cl(M;A).
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Jloxas: Heka je Cat(M) = k. Taga nocroje orBoOpeHH, KOHTPAKTUOWIHU CKYIOBH
Uy, Us, ..., Ug koju nokpuBajy M. /1oBo/bHO je ToKa3aTu Ja je MpOU3BOJI MPOU3BOJHHIX
k koxomosomkux KJjaaca o; € H* deg a; > 0 TpuBmjasan. [locmarpajmo nyru tadan

HU3,

ey {0V Uy T gesas () Ly fdeses () .

npu demy cy jF U — M u ¢ : M — (M,U;) uakaysuje. [lomro je Uj;
KOHTpakTuOmIaH y M, xomomopduzam j; je 0 y numensujama sehum ox 0. Cnenn,
j¥(e;) = 0, na uz Taunocru nocroju a; € H™9 (M, U;) rakso na je ¢ (Q;) = a.

Caza tBpheme caean u3 TOMOJIONIKE YNIHEHUIIE 1A
H'(X,A) x H(X,B) — H" (X, AU B),

3a oTBOpeHe mojicKymose A u B 3agaror npocropa X (Bumern [32]).

Y Hamiem ciydajy,
ap € H (M, Uy),

al ~— a2 E H*(M,Ul UUQ),

al\/agv\/akEH*(M,UlLJUQUUUk)

Kako je Uy U U U...UU, = M, 10 je Q1 — Qg — -+ -— a; =0, 1a je n

= g — o= = g1 (an) — g (02) — o= g (@)
= q*(Oél — Qg . Oék)

= 07
rjae ¢MO ca ¢ o3HaumMau WHKAY3ujy ¢ : M — (M, Uy UUy U ... U Uy). O

ITpumep 1.6. Cat(T") =n+1
Jokas: Kako nocroju n enemenara uz H'(T"; Z) = Z™, 4uju je mpou3Boj, HeTPUBU-
jaman (Bugern [32]) To je mo mperxomuoMm ctaBy Cat(T") > n + 1.

OG6pHyTO, MOXKe ce KOHCTPYHCATH IMOKPUBAIbE N-TOpyca €a n + 1 OTBOPEHHX,

KOHTPAKTUOMIHUX CKynoBa. Hawmme, o3naunmo ca
. PN n 2mit 2mit 2mit
p:R" = T"  (ty,tg, ..., t,) — (e, ™2 . ™™,
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CTAHJAP/IHO HATKPUBAILE N-TOPYCA U HEKA CY dg, A1, ..., G, PA3IUYUTU peajHu Opo-
jesu m3 maTepsasta [0,1), Tj. TakBu ga ¢y zx = ape?™* € S! pazmuuurn. Ilocma-
tpajmo ckymose Wy = {(t1,te,....,t,) @ ar < t; < ar, +1, i = 1,2,...,n} C R
k=0,1,2,...,n u vexa cy ckynosu Uy ciuke ckynosa Wy npu narkpunamy p. [lo
KOHCTPYKIMju cKynoBa Uy BUIM ce J1a Cy OHM KOHTPAKTHOWIHH U oTBOpeHu. Tpeda
joc JIoKa3aTH Jia OBM CKYIIOBH YHHE jeJIHO HOKpHUBambe ox T".

Tauka (t1,ts,...,t,) € T" he mpunmagaru cxkymy T" \ Uy ako joj je 6ap jeana
KOOp/MHATa jejHaka zg. [Ipecek cBux ckynosa T™\ Uy cacrojahe ce oy cBux rauaka
(t1,%2,...,t,) € T", TakBux na 3a csako 0 < k < n, mMOCTOjU KOOpAMHATA {; TAKBA
Ja je 2z, = t;. Kako uma n + 1 BpeHoCTH 2, 1 KaKO Cy OHE Pa3/juyuuTe, a CaMo 1

KoopauHatTa t;, oBo je memoryhe. 3aro je ﬂ(']T” \ Ux) = @, ua je U U,=T". O
k=0 k=0

IIpumep 1.7. IlocMaTpajMo TPOU3BOBHY CHMILIEKTHIKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) n
neka je dim M = 2n. Kako je ycjioB HeJlereHepHCAHOCTH CHMILIEKTHYKE dhopme w
eKBHBaJEHTaH ycjaoBy na je w ™ # 0 (Bugern Jomarax A), cienn na je cl(M) > n.
Camum tuMm, u3 Jbycrepuuk - [IlaupesbmManoBe TeopeMe MOYKEMO 3aK/bYUUTH 1
cBaka Iyarka ¢pyHnkmnuja Ha M uma 6ap n + 1 KpUTHYHY TadKy. O

Ha kpajy, naBeumo 6e3 jgoka3sa, jorr jeany omneny Jbycrepuuk - [IIaupessmanose

KaTeropuje.

Teopema 1.5. 3a komnakriy muorocrpykocr M Baxu Cat(M) < dimM +1. O

ITpumep 1.8. Ha ocunoBy mperxomane teopeme Cat(RP™) < n + 1. Heka je a €
HY(RP™ Zy) dyusamentanna xiaca. Taga je o € H'(RP™ Zy) = 7, reneparop
(Bumernu [30]). Cuaemu, cl/(RP" Zy) = n, na Ha OCHOBY HPETXOIHOI CTaBa CJIEIH
Cat(RP™) = n + 1. O

1.3 Teopuja KpUTUYHNUX TaYaKa HA 0€CKOHAYHOAUMEH3MOHIM

MMpocTopuMa

Y mperxonHa nBa maparpada ommcasm cMO OCHOBHE NPHHIIHIE TeOpHhje KPUTHU-
YHUX Tavaka mocMarpajyhm peasine dpyHKIHje 3ajaTe HA 3aTBOPEHO] MHOTOCTPY-
koctu. Ilurame koje ce JjiormaHo Hamehe je Jjila Jin ce W KakKoO JlaTe TeOpuje Mory
VOIIITUTH Ha CJIy4Yaj OECKOHAYHO JTUMEH3HOHHUX IpocTOpa’

Teopujy Mopca MoxkeMO CXBaTUTH Ka0 U3BECHO yOIIITemhe Bajepiirpacose Teo-
peMe, Koja Kake Jia peajiHa HerpekuiHa (hyHKIUja Ha KOMIAKTHOM CKYILY JOCTUZKE
MaKCUMyM ¥ MUHEMYM. Kao M y MHOTHM JOKa3uMMa €r3UCTEHIIHje, H OBJE, KOMIIa-

KTHOCT Urpa npecynny yiaory. llosaatm cy mpumepn orpanndeHunx (YHKIHja Koje
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He JOCTHKY MakcuMyM u MuaumyM (amp. f: R — R, f(z) = %ﬂl) i PYyHKIHIjaA
3a/IATUX Ha OTPAHWYEHOM CKYIIY KOje He JOCTHXKY CBOj MAKCUMYM WM MUHUMYM
(amp. f:(—1,1) = R, f(z)= \/1%7) Konrent KOMIAKTHOCTH Ce MOYKe KOPEKTHO
VONIITATH HA BEIUKY TPYNy OECKOHAYHO IUMEH3MOHUX MPOCTOPA, ajau IeHa TOra
je na Hajuernhe orpaHuYeHW W 3aTBOPEHH CKYIOBH HUCY KOMIIAKTHE (CIEIUjATHO,
cepe HECY KOMIAKTHY CKYTOBH). [lakie, BUINMO JIa je YCJIOB KOMIAKTHOCTH BPJIO
pUTrOpO3aH 3axXTeB Ha HECKOHAYHO JUMEH3MOHUM MPOCTOPUMA. JeJaH O HAUWHA /1
npesasuheMo oBaj Hpod/IEeM je Jia IMPOIIMPUMO TOLOJOIH]Yy HPOCTOPA, Ak TUME U
CMakbyjeMo CKYyTOBe HempeKHIHUX (caMuM TUM W riaaTkux) dbyHkmuja. Uy oBom
caydajy, Kao U y MHOTUM JIPYT'MM CHUTyallijamMa y MaTeMaTuiy, morpeban HaMm je
JiejinkaTal Oajianc Koju Ou HaMm rapaHToBao 3uHadvajue pedysarare. U name he mam
aMbujeHT OUTH MHOTOCTPYKOCT, Tj. HeHO OECKOHAYHO JUMEH3HOHO youITeme. Heka
je X Banaxos (Xun6epros) npocrop u Heka je M XaycaopdhoB TOMOIOUIKH TIPOCTOD

KOjU 3a70BOJbaBa JIPYTY aKCHOMY HPeOpPOjuBOCTH.

Hedbunnnuja 1.10. Kapma wa M je nap (U,p), tne je U C M u ¢ : U — U
bujexmnmja Ha OTBOpeH cKynm Banaxosor mpoctopa X. Amaac na M je mokpuBambe
ckyma M xaprama (Uj, ;) Taksum aa npeciukasamwe ;o ¢ : op(Up N U;) —
©;(UxNU;) kiace C™ 3a cBaku nap unjiekca k, j 3a koju je ckyu (U, NU;) nenpasas.
Cxkyn M cuabaeBeH OBAKBOM CTPYKTYpPOM HaszuBa ce banaxosom mmnozocmpyrowhy.

Anagnorsao ce pedbununmie u nojam Xuabepmose MHO20CMPYKOCU.

Heka je mara XuaGeproBa MHOTOCTpyKocT M (KOHAYHO MM OECKOHAYHO JIH-
MEH3MOHA) U Heka je jgara riuarka dyskmuja f : M — R. Jla 6u HajgokHamm
Hegoctatak KommakTHoct P. C. Ilane uw C. Cwmejn cy 1964. romuwse, y cBoM pajy
([23]), yBesn crenmjaman ycaoB KOMIAKTHOCTH CTPOro Be3aH 3a byHKIHjy f KoOjy
nocmarpamo, Takossaru Yciaos (C) (wnu joun Iane - Cmejnos yeaos wiu PS ycaos).

Hanasme, npernocraBuhemo ja Baxke ciaeiaeha Tpu yciosa:

(A) (Komnaemuocm) M je komiuieTHa PUMaHOBA MHOTOCTPYKOCT.

(B) (Oepanunernocm 0dozdo) @yuxrnuja f je orpammdena omoszno Ha M. O3-
Haunhemo ca B HajBehy nomy rpanuiy dbyHKIHje f, Ia je HAIIa IPETIOCTAaBKa 1A
je B > —oo0.

(C) (Veaos C) 3a cBakn vHu3 {x, }ney 13 M 3a xoju je |f(x,)| orpanndeno u 3a
koju ||df (z,,)|| — 0, crenn na {x, }neny UMa KOHBEPreHTAH LHOLHUS T, — P.
(Crerujaano, n3 Henpekuanocta Baxu jaa je ||df (p)|| = 0, 1j. p je Kpuruuna tadka
Bymagie f)

[Tpumerumo ja YKOAUKO je MHOrocTrpykocr M KOMHIAKTHA Ja Cy HaM YCJIOBH
(A), (B) u (C) TpuBHjaIHO 33/I0BO/FEHH, [a HAM JIATe MPETIOCTABKE YOIIITABA]Y

panujy Teopujy. ¥ HacTaBKy heMo JaTu mpersej OCHOBHUX TBphemba Teopuje KPpUTH-
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YHUX Ta4aka y3 HaBejeHe npermnoctaBke. Crernujaano, mokaszahemo yommreme Teo-
peMe o jedopMalfji, Kao MeHTpaIHe TeopeMe OBe Teopuje.
Osnaxe: Hamampe hemo ckyn kputuunux tadaka dyaknuje f oznadasaru ca C, a

CKYIl KPUTHYHHUX Tadaka Ha ,,HuBOYy ¢’ ca C., 1j. C. = {z € Crit(f) | f(z) = c}.

Jlema 1.3. Pecrpuknmja f wa C' je cBojcTBeHO mpeciankaBame. Cnerujasno, 3a

cBako ¢ € R, ckyn C. je KOMIaKTaH.

Joxas: Mopamo nokazaru jga je f~1([a, b]) NC' kommakTan Ky, Tj. ako je {x,} nu3
KPUTHYHHUX Tadaka, Takas ga a < f(z,) < b, raga {x,} nma KoHBepreHTaH MOTHN3,

amun kako || Vf(z,) ||= 0 oBo memocpenno caemn u3 yemosa (C). O
Kaxo cy cBojcTBeHA IpEC/IMKABaba U 3aTBOPEHA IMAMO:

ITocaenuma 1.2. Ckyn f(C) KpuTHYHUX BPEAHOCTH f je 3aTBOPEH MOACKYI O
R. O

OsnaunMo ca (; MaKCHMaJHU TOK T€HEPUCAH BEKTOPCKUM mojbeM —V f. 3a
cBako © € M, ¢i(x) je medbunucano Ha HekoM mHTepBaty a(xr) < t < f(x) u
t — @y(x) je MAKCHMAJIHO pelllethe HeraTHBHE TPAUjeHTHE jeTHAYNHEe KOje MPOJIa3H
kpo3 z. Ilpema tome Loy(z) = —Vf(py(x)), onaxne cuenn ma je 4 f(p(z)) =
—VIi(f(pi(x))) = —||Vf(pe(x))|]?, maje f(pi(z)) Mmororono omamajyhie no t. Kako
je f orpanmdeno onozao ca B ciaenu na f(p(x)) Kouseprupa, kag t — [(x) (younmo
Ja HaM OBJle KJbY4YHY yJory urpa ycaos (B), Koju Ham rapanTyje ga he ce Hu3

f(pi(x)) ,,ykKounTu” y KOHAYHO] BPEIHOCTH).

Cana hemo mokazaru BaykKHY YHE-EHUILY J1a je ¢ ,,[IO3UTHBHA ToJy-Tpyma”. Ta-
JH@je ma 3a cBako r € M Baxu ga je [f(x) = oo, Tj. Aa je ¢i(x) nedbununcano 3a
cBako t > 0. 3a jokas oBor TBphema he Ham TpedaTu cieiehux HEKOJIUKO TeXHUIKUX

JleTasba.
Jlema 1.4. C! kpusa o : (a,b) — M konadne Jy:KuHe, UMa DEJATHBHO KOMIAKTHY
CJIUKY.

Zoxas: Kako je M xommieTaH, JOBOJbHO je TOKa3aTH JIa je CJWKA O 0 TOTAJTHO

lo' (t)||dt < oo, 3a mato € > 0 mocToju tg = a < t; < ... <

orpanmdena. Kaxo je fab
tn < tpy1 = b Tako ma f;j“ o' (t)||dt < e. Tama mo nedmmmmmjn pacTojama mna M,
jacHo je ma je x; = o(t;) e-rycT y CIMIM O 0. [
CraB 1.3. Heka je X rmarko BekTopcko mosbe nHa M u ueka je o : (a,b) — M
MaKCHUMaJTHO Pelliehe jeHATNHe 33/1aTe BeKTOPCKUM mojbeM X . Ako je b < 400
raga je [) || X (a(t))]|dt = +oc.

Jlokas: Kako je o Makcumasno pememe, ako je b < +o0o Taga o(t) HeMa Tauky

HATOMUJIABaKa Kaja ¢ — 400, a mpeMa mperxoaHoj Jjemu, o : [0,b) — M wmopa
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uMarn Konauny ayxuny. Kako je o (t) = X(o(t)), cuemn fob | X (a(t))||dt = 4o0.
[

ITocnemuna 1.3. I'yrarko BekTOpCcKO nosbe X Ha M orpanudHe jyzKuHE, F€HEPUIIe
jeIHomapaMeTapcKy rpyny audeomopduzama Ha M.

oxas: Ilpernocrasumo 1a je | X|| < K < co. Ako je b < oo Taga fob | X (a(t))||dt <
bK < 00, mITO je y KOHTPAJAUKIMJH €A TPETXOTHOM TOCTIeIUIIOM. AHAJIOTHO ce

HOKazke Jia cjiydaj a > —o0 Takohe Huje moryh. O]

Teopema 1.6. Tok {;} renepucan ca —V f je nosuTuBHA HOTY-IPyNa, Tj. 3a CBAKO
t >0, ¢; je nedbunucano 3a ceako x € M. IllTasume, 3a nponsBobro = € M, pi(x)
KOHBEpPrupa Ka KpUTUYHO] Tauku dynkuuje f, Kaj t — oo.

Jlokas: Heka je g(t) = f(¢i(x)). Mpumernmo ga je B < g(T') = ¢g(0) + fOT g (t)dt =
g(0) — fOT IV f(pe(x))||*dt. Kako oo Baxu 3a cBako T < [(r), npema Komu -

[MIBaprioBo] HEjeTHAKOCTH BayKh

1
2

B(x) B(x)
/0 IV F (o))t < /B (@) (/ Hw«ot(x»n?dt),

IITO je Marbe MU jeJHAKO O] \/M(g(O)—B)%, u crora he 6uTn KOHAYHO aKo je ()
konaudno. V3 mperxomne npumenbe ciaenn ga [(x) Mopa 6uTr GeCKOHAYAH, CTOTA HH3
IV f(e(2))|| Mopa na komseprupa ka 0, kaj t — oo, unade 6u [~ ||V f(¢i(2))|dt
om0 GeckoHadHo, a 3HaMoO na je mame ox ¢(0) — B. Konauno, kaxo je f(p(z))
orpaHuveHo, caga ciaeau u3 yeiaosa (C) na ¢ (r) KoHBeprupa Ka KPUTHYHO] TAUKH
dyukumje f, kagt — oo.

Amnanorno ce gokasyje, na kant — a(z) raga f(p(r)) — +00, WK y CynpoTHOM
a(z) mopa 6uru —oo U () KOHBEprupa Ka KpUTUYHO] Tauku pyHkimje f Ka

t — —o0. O

IMTocaemuua 1.4. Axo r u3 M Huje KpUTHUYHA Tadka pyHKIHje [ Taga MOCTOjH

KpuTniHa Tadka p ox f Tako ma f(p) < f(z).

Jlokas. U3abepumo Gmito Kojy KpuTuuHy Tadky dbyHKimje f, Tako aa @q(x) KoHBep-

rupa Ka m\oj KaJ t — 00. [

Hanomena: V Behunu j0Ka3a KOPUCTUIU CMO Cé TPUKOM Ja KOHCTPYHIIIEMO HU3
Koju 3azoBosbaBa Yeiaos (C), u onga Ham je Yeaos (C') rapaHTOBaO KOHBEPreH-
IUjy TOr HU3a, Tj. HOCTOjare KpuTudHe Tauke dyukiuje f. W ymnpaBo ce cHara

PS ycnosa orsesia y TOMe MITO HAM OH TapaHTyje er3UCTEHIIN]Y KPUTHIHUX TadaKa

oarosapajyhe dpynkiuje.
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Jakie, 1o caga cMo Bugenn ysory csakor on ycaosa (A), (B) u (C) n xaxo
HAM OHM HaJOMeIINyjy HeIoCTaK KOMIIAKTHOCTH, KOjU je OMO KJ/by4aH 3a IIOCTOjarhe
I'Pa/INjeHTHOT TOKA, & CAMUM TUM U MPUCTYHA TEOPUjH KPUTUIHUX TadaKa U3 yIJja
nuHaMuIKnx cucrema. Jlasbe hemo mckopuctuTn TOK 4, reHepucan momohy —V f,
Ja 1eopMUIIIeMO TOJACKYIIOBe MHOTOCTPYKOCTH M, M BHAMMO KaKO OBO BOJIN Ka

OIIIITEM METO/Y 3a JIOHUpPalbhe KPDUTUYIHHUX TadaKa - MUHUMAKC NIPUHUUNY.

Jlema 1.5. Ako je O orBopena okosnna ckyna C., Taja nocroju € > (0 Tako ja na
ckyny f71(c—¢e,c+¢)\O Baxu |Vf|| > 6, 3a neko § > 0.

Jloxas. TIpernocraBumo cynporuo. Taja, 3a cBakd TMO3WTHBAH NPUPOAAH OPOj n
Mozkemo m3abparn @, n3 f1(c — L ¢+ 2)N\O rako pa |Vf(z,)|| < +. Ipema
Yeaosy (C) nomaus Husza {x,} KOHBeprupa Ka KpUTHIHO] Tauyku p dbyHKIUje f u
Baxku f(p) = ¢, na je p € C, u moguu3 mopa ynacru yayrap okoante O ckyna C.,

MMTO je KOHTPAJIUKIHja €A MTPETIOCTABKOM. O

Kako je C. xoMmakTaH cjaemn:

JIema 1.6. Buso xoja okonmua ckyna C. caap:xku mogokonuny obiauka Ng(C.) =
{r € M :p(z,C.) <} 3a 0 TOBOBHO MaJIO. O

Cana, meka je U nmpousBo/bHa OKonHA, ckyna C., y M, n m3abepumo o, > 0 Tako
na je N, (C.) CU. Kako je [[Vf(p)|| = 0 na C., Takole MOKeMO HPETIIOCTABATH J1a
je IVf(p)ll <13ape N (Co).

AKo je € J0BOJ/BHO MAaJIO, OHJA Ipema Jemu 1.5, 3a O0mio Koje 0y > 0 MOKeMO
uzabparu 1 > 0 tako na |V f(p)|| > usape f~Hc—¢e,c+e]) up(p, C.) > b2 (1j.
p & Ns,(C.)). YerBapu, MOXKEMO TIPETIOCTABUTH Ja je 0y < d1, Tako ga N, (C.) C
N5, (Ce) CU.

Cajia *MaMO JTOBOJBHO YHMIHCHUITA /1A JTOKAYKEMO OIIITH]Y BEP3Ujy TeopeMe O Jie-

dopmanuju u3 naparpada 1.1.

Teopema 1.7. (Teopema o necdopmanmju) Heka je U Heka okosmua ckymna C,
uz M. Taza, 3a € > 0 10Bo/bHO Ma0 @1 (M=t \ U) C MS¢e.

oras: Hexa e = min(342, $p2(01—02)), nae cy 01, 6> u 1 m3abpann kao rope. Heka je
p € f[c—¢,c+e])\U. Mopawmo noxazaru ja je f(p1(p)) < c—e, u xaxo je f(p:(p))
MoHOTOHO onajajyhie moxkemo npernocrasuru 1a f(oi(p)) € f~([c —e,c+ €]) 3a
0 <t < 1. Jdakre, npema jgeduHANHIjH Jy, TaKohe MOZKEMO IIPETIIOCTABUTH Jla aKO
je pleu(p), Ce) = ba, Taga je |V f(eu(p))l| = p-

Kaxo je wo(p) =p u 5 f(:(p)) = =V f(:(p))|* murano:

() + / IV £ o)) Pt
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1a je JOBOJHHO MOKA3aTH JIa

gAHVﬂ%@DWﬁ22e=mmw%M®r—%»

Ocrarax moxaza hemo mogenurn Ha aBa Cayvaja.
Cayuaj 1. p(pi(t),Ce) > 2 3a cBe t € [0, 1].

Tana ||V f(p:(p))]] > p3a0<t<1ucrora
Jo INF(ou(p)) [Pt > p? > min(pe?, (51 = 65)).

Cayuaj 2. p(ei(t), C.) < g 3a nexo t € [0, 1].

Heka je t mpBo Takso t. Kakop ¢ U, tum ipe p ¢ Nj, (C.), 1j. p(@o(p), Ce) > 01.
Osmaunmo oBy BpeJocT t ca ty, Tako ga 0 < t1 < to < 1, my unreppany [tq,ts] nmamo
61 > plee(p), Cc) > 02 TIpmmermmo a2 p(py, (p), Ce) > 01, 10K je p(pr, (), Ce) < 021
cTora, 10 HejeJHAKOCTH TPOYTa, p(¢r, (D), ¢, (p)) = 01 — d2. Citenin 7a cBaka KpHBa
Koja craja ¢y, (p) ca @, (p) uma nyxuny sehy win jeHaky 01— ds, CHEIHjaJTHO HMAMO

na 080 Baxkn 3a € > ¢y(p), t <t < to. Kako je So,(p) = =V f(p1(p)), Bau:
t2
| 1wt = 6 - 6
t1

[Tpema omabupy 601, ||V f(eu(p))l < 13at € [t1,ts], kako je p(pi(p),Ce) < 07 3a

cBako t. [Ipema Tome,
to to
t-ti= [tz [V it 5 b
t1 t1

Ca apyre crpate, mpema onabupy ds, 3a t € [t1, ta] Takohe umanmo ||V f(oi(p))]] > w,
jep je p(pi(p), Ce) > g 3a t € [t1,ts]. Takme

| 1sawPac< [T 19w

t1

to
S/ prdt = p?(ty —t1)
t1

<p* (81 — b5)
<min(p?, 4* (81 — b2)).

]

ITocaeguua 1.5. Axo je ¢ perynapsa BpeanocT ¢yHKIuje [ Tamga, 3a HeKO £ > 0,
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SOl(MSC—HS) g Mgc—e.
Aoxasz: Kako je C. = &, noBosbHO je y3etn U = . O]

Hedunrnmnuja 1.11. Heka je nata pamunuja F, Hellpa3Hux IMOJICKYIIOBAa MHOT'OCTPY-
koctu M. edunnnreMo MEHEMAKC BpeaHocT (byHKuje f y omHOCY Ha daMUInjy

JF Ha ciaejgehn Havuo:

mintmax(f, F) = inf sup f(x).
(£,7) = jnf sup f(z)

Kako moxemo pazymeru minimazx(f, F)? Cyupemym dyukimje f Ha HeKOM
ckymy F je majmama BpegaocT ¢ € R Takpa nma je F' C M=¢. Kama oBako mocma-
rpamo, minimaz(f,F) je 3anpaBo HajMamba BpeaHocT ¢ € R TakBa ja 3a CBaKo
e > 0 moxkemo nahu F € F Takso ga je F' C M=cTe,

Hedbunaumnuja 1.12. 3a damuanjy F KazkeMo Ja je no3umusHo UHBAPUJAHMHA Y
OHJIOCY Ha TOK y, t € R, ako 3a cBako F' € F u 3a cBako t > 0, BaxKu jJa je

Hoxkaxkumo ciaenehe onmre TBpheme.

Teopema 1.8. (Munumakc npuamumn): Hexa dyukuuja f € CH(M,R) u damu-
JiMja TMOACKyToBa JF 3a/10Bo/baBajy ciemaehe yciaose:

(1) f 3amoBomasa PS ycios

(77) TOK @y BekTOpCKOT TIosba —V f je nedunucan 3a cBako t € R

(791) damusmja F je HO3MTUBHO UHBAPUJAHTHA Y OHJOCY HA TOK (©f

(1v) —oo < ¢ = minimax(f, F) < +0o0.
Taga je ¢ € R kpurnuna Bpennocr dbyukmmje f, vj. nocroju tauka p € Crit(f),
raksa jga je f(p) = c.
oxas: Younmo ma cmo Beh mokaszasnum fa ako cy ucnymenu yeaosu (A), (B) u (C)
3a dynknujy f m mHOrocrpykocr M, ma cy Tana umcnymenn yciaosu (i) u (ii) u3
TeopeMe.

Hoxazahemo na 3a cBako € > 0 mocroju x € M Tako aa:
c—e<f(r)<c+e u ||[Vf(2)|l>e

Tana ysumamem 3a €, = %, HaJIa3UMO HU3 X, KOjU 3aJ10Bo/baBa P.S yciios, ogakie he

CJICJTUTH J1a je TIOCTOJU HeroB TOJIHI3 KOJU KOHBEPrupa Ka KPUTUYIHO) Tauku p € M,

f(p)=c

[TpermocTaBumo cympoTHo, Tj. ma moctoju € > 0 Takso ma je ||V f(x)|| > € xan

rof je c —e < f(z) < c+e. To nedununuju MUHIMAKC BpeAHOCTH, nocToju F' € F
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TakBo jga sup f(z) < c+e.
zeF

Heka je © € F. Tanma je f(x) < ¢+ ¢ u mBpaumo na he f(pp) < ¢ — € 3a
t* = % Axo je f(¢r) < ¢ — e 3a meko 0 < ¢t < t*, onja TBpheme TPUBUjATHO
Bakd, jep (yHKIHja omaga JIyxK IpajujeHTor Toka. IIpermocraBumo 3aTo ja je
flpt) > c—e3acse 0 <t <t* Tana uz upernocraske ma je ||V f(z)|| > €, umamo
[V f(pe(x))]| > e,3a 0 < t* <t naje floi(z)) < fz) — €% ame, umamo ja je

f(pf(x)) < c+e—e%* =c—e. Axo yamemo ma je F* = . (F), mokazamm cmo:

sup f(z) <c—e.

xeF*
Kako je damunuja F MO3UTHBHO WHBAPHjAHTHA Y OJHOCY Ha TOK oy, 3HAMO 714 je
F* € F, aume nobujaMo KOHTPAJIUKIIA]Y. O

Hapagno, damuiuja F mHBapHjaHTHA Y OJIHOCY HA XOMOTOIHK]Y, Ouhe mo3uTuBHO
WHBAapHUjaHTHA U y OJHOCY HA TOK reHepucan ca —V f. HaBenumo HeKOJIMKO OUTHUX
npuMepa:

e AKO je o HEKA XOMOTOIICKA KJIaCa MPECINKABaha W3 HEKOT KOMIAKTHOT MPO-
cropa X y M, 3a dbavuiujy moxemo yzetu F = {im(f)|f € a}.

e Ako je a xomoJI01IKa Kytaca MEOTocTpyKocTr M, Taja 3a dbaMuaujy F MOKeMO
y3€TH CKYI CBUX KOMIAKTHUX MOJACKYIIOBa [’ ox M TakBuUX ja ce v HaJla3u y CJAUIHN
npecankasama i, : H,(F) — H.(M) (uanykoBanor unkiaysujom F < M).

e AKoO je o HeKa KOXOMOJIOIIKA MHOTrocTpyKocTu M, Tajia 3a haMuinjy F MOKEMO
Y3€TH CKYII CBUX KOMIAKTHHUX MOACKynoBa F' o M TakBuX Jia je HOCAY OJ1 (v YHYTap
F (1j. a ce anynupa na M\ F).

[TocToje pa3He mpuMeHe MUHWUMAKC HpHHIHUIMA. JeaHa O HUX je TaKO3BaHA
., Mountain pass” meopema, Koja mMma pas3He MPUMEHE Y TEOPHUju MapuujaJHuX u

nupepeHnujagHux je JHaAInHA.

Hedbunumuja 1.13. Heka je M mosesana muorocrpykoct. Ilomckyn R C M
30BEMO NAGHUHUHOM Y 00HOCY Ha mpecaurasare f, ako M \ R uma jBe KOMIIO-
HEHTe MOBE3aHOCTH W HA CBAKO] OJ] THX KOMIIOHEHTH (DYHKIHja f ITOCTUXKe BPETHOCT

CTPUKTHO MAamby O] 1n7fzf(x)
Te

Teopema 1.9. (,,Mountain pass”): Ako je M mnoBe3aHa MHOIOCTPYKOCT U AKO
je R mnanuna y omHocy Ha f, oHma yHKIHja f H0CTHZKE KPUTHYHY BPEIHOCT C >

inf f(x).

z€R

Jlokas: Heka je a = in7fzf(x) n wHeka cy M? n M' xoMToHEHTe MOBE3aHOCTH O
xe

M\ R. Hebwnaumumo M) = {z € M" | f(z) < a}, 3ai € {1,2} u younmo na cy

ckynoeu M! menpasuu. Takobe, kako je M moseszana, nocroju myt v : [0,1] — M,
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rakas jga v(0) € M° u (1) € M. Osmaunmo ca I' ckyn cBUX OBaKBUX HyTeBa
u younmo dbamuwmujy F = {im(y)|y € '}, koja je ouurnenno menpasua. Kako ce
7(0) m v(1) manaze y pasauauruM KoMIoHeHTaMa mose3anocT o1 M \ R, noctoju
to € [0, 1], TaxBo na je f(y(to)) > «, na je u minimax(f, F) > a.

Caza je, 10 MUHUMAKC TPHUHIUIY, JTOBOJLHO JOKa3aTu ja ako je y € 'mt > 0
na je tama @ oy € I | rre je ¢ TOK reHepucan ca —V f, a 3a TO HaM je JOBOJHHO
nokazatu ja ako je v € M. na je ougma u @i(x) rakohe npunana M. Kaxko je
flpo(z)) = f(z) < a u kako je f(pi(z)) onagajyhe no t, ciaeau ga je f(e(z)) < a
1j. flpi(x)) € M\ R, na x u ¢ (r) Mopajy GUTH y HCTOj KOMIIOHEHTH 32 CBAKO
t>0. O

Jlahemo jomr jejgHy mpuMeHy MHUHUMAKC HPUHIUIIA, Be3aHy 3a JbycrepHuk -
[[TaupebMaHOBY KaTeropujy. 3a KpaTkKo heMo MpeTnoCTaBUTH /13 jeé MHOTOCTPYKOCT
M xommakrna. 3a m < Cat(M) nedumumunmo F,, Kao KOJEKIHjy CBUX KOMIIA-
kTHUX cKynoBa F' om M rtakeux na Cat(F) > m. Youumo ga je M € F,,, ua je

damvunuja F,, Henpasuna. ledunummumo jorrn
cm(f) =inf{a € R | cat(M=") < m}.

Cras 1.4. 3a ceako m € {0, 1, ..., cat(M)}, ¢,,(f) je xpuTHIHA BpemHOCT DYHKIUjE

f:M—=R.

Jokas: Kako je pamuiuja F,,, XOMOTOIICKY HHBAPUjAHTHA, TBPHEHE IUPEKTHO CJIe/IH

U3 MUHHMAKC TPUHIAIIA. O
Jacuo je na je Fpyq1 C Fpn, ma caMuM TH BaKHU U Cp(f) < 1 (f). YV HekuM

cJydajeBuMa ce jeJIHAKOCT U J0cThzKe (Hup. 3a KoHcranTHy dyHKujy f). Creneha

TeopeMa HaM TOBOPH JIa Cé OBO KOMITEH3Yyje THMe IITO fie HaM II0jaBUTH BUIIE KPUTH-

YHUX TadadKa Ha UCTOM HHBOY.

Teopema 1.10. (Jbycrepuuk - IITHupe/sMaHa O BUIIECTPYKOcTm): AKo je
Cni1(f) = enaa(f) = ... = cork(f) = ¢, Taga nocroju HajMame k KDUTHIHAX Tadaka
na wusoy c. Cuemu, ako je 1 < m < Cat(M) rana dynkuuja f nma HajMame m
KpUTHUHEX Tadaka Ha M =°=(f)  Cnenmjanmo, cBaka rirarka dbynxmuja f: M — R

nMa najmambe Cat(M) KpUTHIHEX Tadaka.

Joxas: IlpernocraBuMoO jia MOCTOjU HAJBUINE 7 KPUTUYHHMX TadaKa T, To, ..., Tp,
dyuknuje f ma HUBOY c. Heka cy O; okonmHe Tavaka x; Udja Cy 3aTBOpPEHA TUC-
jYHKTHA YHHja 3aTBOPEHUX JINCKOBA (CIeNujaano, KoHTpaktubmina). 3a O = O U
Oy U ...UO,, Baxku na je Cat(O) < r u mo Teopemu o jgedopMarmju 3a Hexo € > 0
ckyn M=°T¢ hie mohu na ce medopmuie Ha ckyn M=¢"¢, Kako je ¢ — € < ¢ = Cpy1,
Cat(M=t¢\ O) < n+ 1, ma je u Cat(M=7¢) < n. Jlame, u3 cyGaJuTUBHOCTH U
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MonoroHoctu Jbycrepuuk - [IInupesbmanoBe KaTeropuje cJjeiu:
Cat(M=t%) < Cat(M=“T¢\ O) + Cat(0) < n +r,
na uMamMo
c<cte<inf{aeR | Cat(M=*>n+r+1)} = copri1(f).

Ca mpyre crpane, ¢ = Cpx(f), majen+r+1>n+k, vj. r > k. ]

1.4 MwuHumakc Teopuja 3a CTpOro 6ecKoHadHe (pyHKITMOHAJIE

Yoummo Ja cMO Y TPeTXOTHOM Iaparpady ¢Bya IpeTnocTaB/baau 1a je pyHKImja
f orpanndena onosmno (ycios (B)) u BHegH CMO 1A je Taj YCJI0B Urpao OUTHY yJiory
y pa3Bujamy Hallle Teopuje. HapaBHO. mocTaB/ha ce MUTaMme Ja JU MOYXKEMO Ja
HU30CTABUMO OBaj yCJIOB H pa3BHjeMO TeOpHjy 3a (byHKIHje KOje HUCY OrpaHHuYeHe
HH 0103710 HE 0710310 (oBakBe dyHKIHje - QYHKIMOHATE HA3UBAMO jOIT U CMPO20
beckonaunum). Tlom ompeheHuM ycjaoBUMA, OATOBOD je TMOTBpJaH, MehyTuMm, oBaj
cJydaj je TeOPU]CKU CJIOKEHWJU W 3aXTeBa CYNTHIHHje TOIOJOIIKE W aHAJUTHIKE
Merose. 3a cajga heMo jJaTw camo JATH Hejy Kako ce OBaj mpobjieM MOYKe Ipe-
Ba3uhu, a jera/pbHuje hemo 06jaCHUTH CHEeIUja/IHy CUTYalHjy 3a Cay4aj PyHKIMoHAIa
JiejcTBa , 3a Koju fie ce menoctaBuTH Ja je crporo Geckonadan (tpelia riasa). 3a
Jerasbe 1 JI0OKa3e Be3aHe 3a MUHUMAKC TEeOPHUjy CTPOro 6eCKOHAYHMX (DYHKIIMOHAJIA
norsegaru [35].

3a moveTak yBeIUMO OMINTY JedWHUNN]Y MUHUMAKC Teopuje. Ilocmarpajmo

XuibeproBy MHOrocTpykoct M u npousBosban (pyHkmuonaa ¢ na mwoj.

Hedbunnmuja 1.14. Munumarc meopuja 3a dynkuuonan ® € C1(M,R) je ypehena
tpojka t(®) = (D, S, ¢), Taksa 1a:

(D) D je damunnja xomeomopduzama o : M — M, takBa na 3a cBako d € R,
Koje Huje KpuTHuHA Bpeanoct o ®, nocroju € > 0 u o € D tako ja je o(PS4Te) C
p=d—e,

(S) S je dammanja mogckynosa maOrocrpykoctu M raksa ma je D(S) C S, 1j.
o(&) € S,3acBako 0 € D n cBako £ € S.

(¢) ¢ =supinf ®(z).
ces zel
Hapasno, y omiiroj cutyaruju HUje MO3HATO JIa JIK TOCTOjU MUHMMAKC TEOPH)ja

3a jgaru pyHkinuonas . YKOJIUKO IOCTOjU, JUMPEKTHA LOC/e/uIla JeduHuiuje je
caenehe TBpheme, Koje cMO JTOKa3aau y cay4ajy (DyHKIHOHAIA KOJH Cy OIPAHHYCHHU

0J103/10, & JIOKa3 je aHaJIOraH.
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Teopema 1.11. (Muanmakc npuamun): Heka je ® € C'(M,R) u neka je t(®) =

(D, S, c) munumakc Teopuja 3a ®. Tama je ¢ kpurnuna Bpegnoct byuxuonasa .

HaxJe, ja OucMo HalLIM KPUTUYHY Tauky pyHkinuonasa ® j1oBo/bHO je j1a KOHCTPY-
UIIEMO MUHUMAKC TEOPHJY 3a Hera.

[IpBo, pazmorpumo erzucrentujy pamvuiuje D.

Hedbunnnmuja 1.15. Oynkmuonan ® € C1(M,R) zanosomasa caabu Ilase - Cme-
JA06 YCA06 aKO BAYKU:
(WPS) Axo 3a neku vu3 {x, fney € M Baxkn ga ¢ (z,) - 0u &(x,) — d € R,

Tajga je d KpuTuaHa BpegHocT (pynknuonasa P.

Bunnmo na je (WPS) jenna Bapujanta (PS) ycjaoBa u Kao IMITO My HUMe Kazke,
caenu ga (PS) yenos umimmurupa (WPS) (06pHYTO He BayKu, KOHTpampuMmep je
dbyukmuja f(x) =sinx u d=1).

Yeqos (W PS) mam rapanryje nmocrojame damuanje D. [Trasuie, damvuminja D
ce MOKe u3abparTu Tako Jla Cy IpecjukaBamba 0 € [ XOMOTOIHA MJIEHTUTETY KPO3
xomorormjy 7 : M x [0, 1] — R koja 3amoBosbaBa cieehe yeaose:

() 3a cBako t € [0, 1], npecaukapawme 1, = 1n(t,-) : M — M je xomeomopdunzam

(71) npeciukaBame t — P(n(z)) je mepacryhe 1o t, 3a cBako x € M.

Cirenehe, pa3sMOTPUMO €r3UCTEHIN]Y daMuIrje S.

[IpermoctaBuMo ja moctoju davuauja [ Koja 3ajJ0BO/baBa JIOJATHA CBOjCTBA
KOja CMO HaBeJu W JOJATHO jOIT 3a/10BoJhaBa yciaoB [D o D C D, Tj. 3a cBaka jBa
npecuKaBama 0,01 € D Baxkn ocooy € D. IlpernocTaBumMo J1a MocToje MOACKYITOBI

&u & on M xoju 3a10BObaBaAjy

inE(ID(x) > —00, sup ®(z) < oo u o(§)NE" # @, 3a cBako 0 € D.
xE TEE*

Y oBoMm cayuajy moxkemo gedunucatun S = {o({)|oc € D} u ¢ = sup ing O (z).
ces xTe
Yoummo ga je D(S) C S, 36or ycioa D o D C D. BurnHa crBap y TOPHAM

npermnocTaBkama je yeaos jga o(£) NE* # & 3a ceako o € D. Y mpakcu, Ja GHCMO
yCcuen Ja JIOKa*kKeMo OBO CBOJCTBO, BpJIO je OuTHO na damuianja [ 3a10Bo haBa
HaBE/IeHe JI0/IATHE YCJIOBE, Ma Ce Jla/be TOHOJIONIKUM apryMeHTHMa (Teopuja cre-
neHa) J0Kasyje HempasHOCT mpeceka. YIPaBo OBJe HacTaje moremkoha y paspu-
jamy MUHHUMaKC TeopHje 3a cTporo deckonaune (pyHKIHOHAJE, jep €y CKynoBu &
n & majuenthe OECKOHAYHO JIMMEH3WOHM, I1a WX CTAHJIAP/HH TOIOJIONIKU AJaTh
IOy T XOMOJIOTHje He pa3asHajy (CIUYHO Kao 1ITo je GeCKOHAYHO TUMeH3noHa cdhepa

KoHTpakTuGmIHa). Takolje, HEPETKO Cy M HHIEKCH KPUTHYHHX TA4aKa OBAKBHX
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dyHknuonasia 6eCKOHAYHHM, 11a HAM HE anapar cranjgapjae Mopcose Teopuje He jaje
KBAJUTATUBHE PE3yATaTe Y Be3W ca TOMOJOTHjOM MHOTOCTPYKOCTH.

Kao mro je Beh namoMenyTo, y oBoM pajy ce HehiemMo OaBUTH OIIIITOM TEOPH-
jOM KpHTHYHMX Ta4daka 3a Oeckonaune yHkrnuonase, Beh hemMo Kpo3 KOHKpeTHe
npumepe, byHKIMOHATA eHepruje (Koju je orpanude 0710370) u dbyHKIHOHATA Jie-
jerBa (Koju je cTporo GeCKOHAYAH Y OIIINTEM CJYdajy), BUAETH pasauke usMely npu-
cryna Mopcose n MUHHMAaKC Teopuje 3a OBe jiBe BPCTe (PYHKIIMOHAIA. 33 OIMIITH]e

pesyarare yuyhyjemo unraona na [35], [34], [33].
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2 @yHKIIUOHAJ €Hepruje

ITurame nocrojarma 3aTBOPEHUX TI'e0Ae3MjCKUX JUHHUja Ha PuUMaHOBO] MHOTOCTPY-
KOCTH je OMJIO T10Jbe HHTEH3UBHOT UCTPAXKUBAILA, JOIII O] HAcTajamba JudepeHInjaaHe
reomerpuje. HajjemnoctaBHUju ciiydaj je caydaj MHOTOCTPYKOCTH KOja HHUje TPOCTO
MmoBe3aHa, M Tajla Y CBAKO] HETPUBUjaJHOj XOMOTOIICKO] KJIaCH MeT/hi MOKeMO Hahu
3aTBOPEHY T'e0/Ie3NjCKY JUHAJY. eTuKaTHmje THTame je MUTambe MOCTOjamha HeTPUB-
HjasTHe 3aTBOpEHe Teo/le3njCcKe JUHUje Ha IIPOCTO MOBe3aH0j MHOrOCTpyKocTH. Oaro-
BOP y OBOM CJIy4ajy MoxkeMo go0utu npumenom Mopcose u Jbycrepuuk - [Inupe-
JbMaHOBe Teopuje u oBjie he Ham (DYHKIMOHAJ €HEPruje UIPATU BaxKHY YJIOTY, jep
CY WeroBe KpUTHUYHe TadKe, Ka0 MTO heMo BUJETH, YIIPABO TeoJie3njcKe JTUHUje.

V oBoj rmasn gedunucahemo Xuabeprosy muoroctpykoct AM, ceux H! mpe-
cauKaBama 13 S' y xommaktay Pumanosy mmoroctpykocr M m goxasahemo ga je
Ha 150j 700po Jedunucan HyHKIUOHAI eHepruje Koju je audepennujabuial u Koju
jour mpu Tome 3am0BosbaBa u Ilase - Cmejinos Yeaos (C). To hie nam omoryhuru na

npuMeHuMo yormiree Mopcose Teopuje, 0 KoMe je OUJI0 peyun y IPeTXO[IHO] IJIaBy.

2.1 T'eone3mjcke JuHUje M PYHKIMOHAJT €HEPTHje

Heka je nara Pumanosa muoroctpykoct M. Osmaunmo ca x (M) := I'(T'M) mpoctop
IIATKAX BEKTOPCKHX nosba Ha M. 3a nary PumanoBy merpuky g = (-, -) na M, Jlesu
- Yusumuna xonexcuja V : x(M) x x(M) — x(M) je jernHcTBeHA KOHEKCHja KOja
3aj10BoJbaBa ciaejgelia jasa yeaosa:

VxY = VyX =[X,Y] (V je 6es mopsuje),

XY, 2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (V je komnamubusna ca g),
3ace X,Y,Z € x(M).
Bpemnoct VxY y Tauku p € M, 3aBucu camo ox X, u 01 BPeJHOCTH BEKTOPCKOT
no/ba Y myx Heke kpuse tanrentae na X,. Cuenujanno, 3a gary xpusy 7 : [0, 1] —
R, n3pa3 V7 (o3Ha1aBamMo ra jour u ca %7 win V) nedunuine jelHo BEKTOPCKO

MoJbe y2K KpuBe 7.

Hedununuja 2.1. Kpusa v : [0, 1] = R je zeodesujcka ako Baxu V5 = 0.

13 uaenturera £ £ |9> = (V,4,7) BuguMo na reosesujcke JTunmje nMajy KOHCTa-

utay Op3uny |y|. Takobe, nBe reomesmjcke JuHHje UMAjy UCTY CJIUKY aKO U CAMO
aKo je jeana jobujeHa apuHOM pernapaMeTpusaIujoM Jpyre.
Jennadyuna %"y = 0 je qudepeHnujaana jeJHAYNHA JPYTOT PeJia, I1a U3 TeopeMe O

JeIMHCTBEHOCTH U eT3UCTEHIN]H pellerba, 3ajeIHO ¢a IJIATKOM 3aBUCHOIINY pelreha,
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y OJIHOCY Ha TO4YeTHE YCJIOBE, UMaMO J00pO Je(PUHUCAHO eKCNOHEHUUIAAHO NPECAU-
KaBar6e

exp, : U CT,M — M, 3a cBaxo p € M,

rae je U nexa okosuna on 0 € T,M. Ilo nedununuju, xpusa t — expp(tX) je
JeIMHCTBEHA TeOAe3MjcKa, JIMHW]ja Koja MpoJa3u Kpo3 Tadyky p y TpeHyTky t = 0
op3unom X. KEKCHOHEHIMjaJIHO IIpPecJUKaBaibe je u JIOKaJHu Judeomopduszam y
OKOJIMHH Tauke p, jep je d exp,(0) = Id, omaxme caeqn ja Ha TOj OKOJHHHE MOZKEMO
CIIOJUTH TE€OJIe3UjCKOM JIMHUJOM TadKy p ca Oua0 KojoM jgpyrom. IllTaBuiie, BaxkKu
Jla 3a CBaKy Tadyky p € M mnocroju meHa KoneekcHa okosuna U, Tj. OKOJIMHA Y KOjO]
CBaKe JIBe TaYKe MOYKEMO CIOJUTH Te0Ie3NjCKOM JUHUJOM CaIPKAHOM Y HH0j.

Cnomenyhemo jorr jeman BakaH nojaM y PumanoBoj reomerpuju.

Hedbunnnuja 2.2. Pumanos men3op xpusune je npecaukasame R : T,M X T,M —
End(T,M) nedunucano ca

R(X, Y)Z =VyVxZ - VxVyZ + V[X’y}Z, 3a cBe X, Y, Z € TpM

Pumanos Ten3op kpusune je jegna oj pyHaMeHTaJIHIX THBapUjanTu Pumanose
MeTpuke. HamomeHumo jorr caMo J1a OH y3UMa BPeTHOCTH Y TPOCTOPY AHTU-CUMETPH-
qHEX eHgoMopdusama ox T, M. 3a nerape u3 Pumanose reomerpuje normegarn [45).

Heka cy p,q € M. TlocmaTpajMo mpocTop IVIATKAX KPUBHUX KOj€ CIajajy Tadke p
uq.
P(p,q) = {v € C>([0,1], M) | 7(0) =p,7(1) = q}.

ITpoctop P(p, q) nedunmuie jenny OpenieoBy MHOTOCTPYKOCT (MHOTOCTPYKOCT MOJI-

esoBaHa Ha DPeIeoBOM MPOCTOPY) U HEH TAHTEHTHH [IPOCTOD Y TAYKH 7 je
T,P(p,q) ={£ e T(v"TM) | £(0) = £(1) = 0}.
Taunuje, £ € T,P(p, q) nedunnnte Kpusy
¢ U(0) SR = P(p,q), ce(s)(t) = expyp(sE(t)),

Koja 3atoBobasa ce(0) =y 1 4o ce(s)(t) = £(t), t €[0,1].

Hedbunnmmja 2.3. Qynryuonan enepeuje je mpecamkaBame E : P(p,q) — R

neduHHCAHO Ca

B(y) = / S0t
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Cneneha TeopemMa HaM JIOBOJIM y Be3y Teo/ie3ujcKe JUHWje W (DYHKITMOHAT €H-

epruje.

Teopema 2.1. Kputnune Tauke (pyHKIuonasa enepruje E cy reojpe3ujcke JUHH]e.
Jlokas: Heka je v : [0,1] — M xpuma koja cnaja tauke p u ¢ u3 M. Heka je
vs 1 (—g,e) = Pl(p, ) Bapujalnja KpuBe 7y TaKBa Ja je d%‘szo% =T, P(p,q).
Tana je dE(7)(€) = 4 (_oE(vs). Hasme, umamo:

1D 0ys 07 . 0

) 0E(ys) =2 [ (2% S| gt =2 [[(D%s Sy gt =
dé ds 0vs D Ovs

_Qf d’L’th S=0dt—2fo<avs>§az>s=0dt'

U3 Hoyth - Jlajorunose dopmyre ciaeaun ga je npBu WHTErpas jeasax uyau (jep cy
Kpajesu p u q bukcupann). Jlakie, v je Kpurndna tadka (DyHKIHOHAIA €HEPIHUje

aKO W caMO aKo je W APYyTd WHTerpaJsl jeJHaK HYJIH, Tj. aKO BayKW:

Doy _,
otot

Tj. aKO je 7y Teo/e3MjCKa. O

Jlakste, U3 MpeTXoaHe TeopeMe BHANMO J1a je MMUTame er3UCTeHIje HeTPUBH]jaI-
HUX 3aTBOPEHUX T'€OJI€3UjCKUX €KBUBAJECHTHO MOCTOjaby HETPUBHUjAJTHUX KPUTUIHUX
ravaka PYHKIUOHAIA EHEPruje, Tj. OHUX KPUTHUYHHUX Tadaka 7y 3a Koje je E(vy) > 0.

Ja 6ucmo morm jia npuMeHuMo Metoje Mopcose u Jbycrepuuk - [laupess-
MaHOBe Teopuje 3a (pYHKIMOHA €HeprHje, HEONXO[IHO HaM je Ja ra mocMaTpaMo Ha
XuibeproBoj MHOrOCTPYKOCTH, 1ITO NPOcTop riaarkux nerbu C(S! M) nuje. Kou-
CTPYKIIHja IIOrOIHOT aMOMjeHTa U YOIIITeme Jedununyje (pyHKIHOHAIa eHepruje Ha,

memy ouhe Ham TeMma ciejeher nmaparpada.

Hanomena: (Besa usmely dynryuonania dyscune u Gynkyuonaia enepauje )
Jomr jenaH YHKIHOHAJ KOjU WI'Da BaykKHy yJaory y PuMaHOBOj reomerpuju je

dyHKIMOHA Ty KUHE

L:Plpg) >R, Ly /w Vldt.

Kputnune Tauke dpyukimonaa L ¢y y yCKO] BE3U Ca I'e0/Ie3UjCKUM JuHHjama. Ta-
aHHuje, Baxu na je kpupa 7y : [0, 1] — R reomesnjcka ako u caMo ako je OHa KDUTHIHA
Tavyka (DYHKIMOHATA JYKUHE W IPH TOM je MapaMeTpU30BaHA TYKUHOM JyKa (Tj.
MMa KOHCTaHTHY Op3uHy). Pasmor 36or kora (dbyHKIHOHAI JyKUHE HEje HOTOJAH

3a CTYIHU]y TeOJIe3WjCKUX JWHWja TPUMEHOM BapHjaIMOHOT padyHa je Taj IMTO je
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MHBAPUjAHTAH y OJHOCY Ha penapamerpusanmjy. O3Ha4MMO ca
G={r:[0,1] —[0,1] | »(0) = 0,7(1) =1,7(t) > 0, 3a t € [0,1]}

I'PYIly CBUX penapamMerpu3aliyja Koje dyBajy opujertanujy. Taga G nejcryje ciio-
Gomno Ha ckym mnyreBa P(p,q) u GYyHKIHOHAI [TyKUHE je WHBAPUjAHTAH Y OTHOCY
Ha OBO JiejcTBO, Tj. Baxu L(y) = L(o -7), 3a cBako v € P(p,q) u cBako 0 € G, na
KpUTUYHE Tauke PyHKIMOHa A L 1071a3¢e y OECKOHAYHO AUMEH3UOHUM (haMuInjaMa.
Hamwme, axo je v € Crit(L) ouna je u yoo € Crit(L), 3a cBako o € G.

[locTtoju map mauymna ja ce npeBasubhe oBaj npobsaem. IlocmarpajMo onmry
cuTyanujy, HeKa je 3amara MHOrocrpykoct M u ¢yuknmonan f Ha H0Oj, KOju je
WHBAapHUjaHTaH y OAHOCY Ha Ipyiy §. Taja kpurudne tauke GpyHKImonaaa f jgoaase
v ,,G -damusrujama’. [da OumcMo MOTJIHM J1a KOPHCTHMO MeToje Mopcose Teopwuje,
HEONXOIHO je Ja je 3a10BosbeH yciaoB (C'), MITO MOBIAYM Ja je CBAKW KPUTHYHU
HUBO KommakTaH (jgema 1.3), a Hajuemthe rpyna G To Huje (Kao y mpumepy 3a
byHKIMOHA JIyKWHE W TPYIY TIATKAX pelapaMerpusarnyja). JIOrnmyaH MOKYINa]
Oou Omo Ja mocMaTpaMo pecTpuknujy pyHKIuoHaga f Ha opdUTe jejcTBa Ipyle
G, 1j. pecrpukimjy dyuknuje f wa npocrop M/G. Mehyrum, npocrop M/G He
MOpa OUTH MHOTOCTPYKOCT. /Jlpyrm HaumH je aa mocmarpamo (byHKIHoOHAT f caMo
Ha HEKOM CKYIy Y KOjU cede cBe opOuTe JejcTBa TavHO jemHoM. CmenujasHo, y
npuMepy (OyHKIMOHA A Ty KUHE, MOYKEMO y3€TH /a je Y CKyI CBUX IyTeBa KOju
cy lapaMerpu30BaHu JyKUHOM Jiyka. Mehyrum, xpuruune tauke (yHKIUOHAJA
eHepruje he ynpaBo HpHIAJATH OBOM CKYIy, IIa je IPUPOJHHUje KOPUCTH Ibera 3a
JIOIUPAIhe reo/Ie3njCKuX JuHuja. Takohe, mpumeTnmo jia he QyHKIMOHAT JIyKUHE
L 6urn nudepennujabuian camo y taukama vy € P(p, q), 3a koje je 4 # 0, mro je
jour jemaH HejgocTaTak (byHKIHMOHAIA JIy:KHHE Y OJHOCY Ha (PYHKIIMOHAT €HEPTHje

3a orpebe Teopuje KPUTUIHUX TAYaKa U BaPUjAlHOHOT padyHA.

2.2 Mmuorocrpykoct AM = H'(S', M)

Y mperxofanoM naparpady jgedunucanu cmo mpocrop C mersbn (myreBa) u
BUJICJTH CMO TIITA je FHeroB TaHTeHTH MPOoCTOop. Kao mrTo cMo Beh npuMeTu/iv, oBaj
CKYII HHje XHa0epToBa MHOTOCTPYKOCT, I1a YMECTO Hhera MOpaMo MoCMaTpaTi HeK’
IIAPU MIPOCTOP Npec/JnKaBamba Koju he mmaTu oBy cTpyKTYpy. Maeja je ma ca mpo-
cropa C* (S, M) upebhemo na npocrop H (S, M) u na memy nedunumremo qudepe-
HIMjaJHy CTPYKTYpy. laeja KOHCTpyKIje je jia OBOM CKYILy HMPBO 3aJaMO TaHIe-
HTHE IPOCTOPE Y CBAKOj TAYKH, TI0 YTJIeLy Ha TaHTeHTHe pocTope ckyna C (St M),

a 3aTUM KOHCTPYHIIEMO KapTe€ KaO CJIHKY IIPpHU eKCHOHeHHI/IjaﬂHOM IIpec/IMKaBalby,
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oarosapajyher orsopenor ckyia tanreHTHoOr npocropa. Ocrarak osor maparpada

nocBeTHheMo JeTa/biMa OBe KOHCTPYKIIHJE.

Hexka je nara 3arBopena PumamnoBa muorocTpykocT M m Heka je g Pmmamosa

MeTpHKa Ha 0] (Heka fiemo je o3mavaBaru u ca (-, -)).

Hanomena: Behuna kounctpyknuja he BaxKuTn 1 38 HEKOMIIAKTHE MHOTOCTPYKOCTH,

as 3007 Jlasbe JUCKYCHje MU heMo ce 3a/IpKaTh Ha KOMIIAKTHOM CJIVYajy.

Kopuctuhemo cienehe cranmapame o3Hake:
C°(S', M) := ckyn cux C° npeciukabama u3 S''y M
C>=(S!, M) := ckyn ceux C™ upeciukasama uz S''y M

HY (S, M) := ckyn ceux H' npeciuxasama uz Sty M.

Hedununuja 2.4. [pecinkasame v : S' — M je knace H! ako je amcomyTHo
HEIIPeKUIHO U aKO MY je H3BOJ KBaJIPATHO MHTErPAOUIAH y OTHOCY HA 337aTy Pu-

MaHOBY MeTpuky Ha M, Tj.

JRGIORIOINY S

3a mare CKymoBe Mpec/nKaBamba IMaMo cieehy pemamnmjy:
C>(S', M) € HY(S', M) C C°(S*, M).

Buynmo j1a je ckyn H (S, M) jeano npomupeme ckyna raarkux dyukiuja C (St M)
u Jjia cBaku ejieMent npocropa H1(S!, M) uma upejpcrasuuka y CO(S!, M), na je
OMPABIAHO MPUYATH O TOJMY TeT/bi Y BeMy (jep mehe 6uru mpekuma). Tokaszahemo
na npocrop H(SY, M) uma crpykrypy XujibepToBe MHOIOCTPYKOCTH.

[Tocmarpajmo paciojeme v*T' M uan St unpykosano npecinkasamem v € C(S!, M)
u ozuaunmo ca H"(y*T'M) ckyn cBux cedema Kiaace H” maror paciojema.

IIpoctop HO(y*T'M) je jenan XuabepToB NpOCTOp ca CKAJAPHAM IPOU3BOIOM

geduHUCAaHUM Ha cjegehn HauWH

(€€ = [ (€0.60) dr, sa cuaxo § € H(3"TM),
kao u H(v*TM) cxajapHuM IPOU3BOJIOM
(6,601 = (€, E)0 + (VIE, VIE)o, 50 cxaxo € € H'(y*TM)
e je VI = 4*V kosapujantuu uzsos (konekcuja) na H'(y*TM) ungyxkosaun cram-
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npapanom Jlesu - HuBurunom Konekcujom Ha paciojemwy T'M. N namem Tekcry hemo
CBe KOHEKCHje 03HauaBaT ca V (0cuM KaJi je TOTpeGHO HarIacuTu pas3iuky ). Hopme
MH/YKOBaHe CKaJapHUM Ipou3BonoM Ha H' osHauasahemo ca || - ||,

Ha cKylly cBUX HenpekujHux cederba paciojema CO(y*T'M), umamo cTpykTypy

HOPMUPAHOT BEKTOPCKOT MPOCTOPA Ca CTAHJIAP/ITHOM HOPMOM
[1€]loo = sup&(t)l, 32 & € C°(y'TM).

Cnenehn ctas je Bep3uja CobobeB/bEBUX TeOPEMa O YIaramy.

Cras 2.1. Uukiysuje
H'(v*TM) < C°(y*TM) < H°(v*TM)
cy HenpekuaHe. lllTaBurie, BaxKu :

(i) axo je £ € C°, tana |[¢]]o < [€]]o

(i1) axo je £ € H', rama ||€][3, < 2[[¢][F. -

Caenehe crangapano Tepheme momohu he HaM 18 KOHCTPYHUIIIEMO KapTe Ha IPOC-
topy H'(S!, M).

Jlema 2.1. Heka je M xommakTHa PuMaHOBa MHOTOCTPYKOCT. 3a £ > () O3HAYUMO
ca O. = {& € TM | |{| < €} okonmmy HyJITOr - Ccedera paciojema m : T'M — M.

Tana mocroju € > 0 TakBO Ja je HpecmKaBarhe
(m,exp) : O = M x M

§ = (m(§), exp(§))

aundeomopduszam Ha OTOBOPeHY OKOIMHY aujaronase M x M. O
Ba ckyn O C T'M kao u3 mpeTxomme jeMe U Hpeciamkasame v @ S' — M kiace
C> o3HaYUMO:

O, =70 CyTM,

na he mam O, 6uTu jenHa oTBOpeHa OKOJHMHA HYJITOI cederba paciojemba v 1T M.

JlecpbuHUTITIMO JOIIT TTPECTNKABATHE
exp,, HY(O,) — H'(S', M)

§ = &(t) = exp,y (E(¥(1))).

Cras 2.2. /laTo nmpec/imkaBaibe je HHjeKTHBHO H
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Im exp, = {a € H'(S", M) | a(t) € exp(O, N Ty M)}.
Osmaummo ca U, := exp, (H'(S', M)).

Jlema 2.2. Hexka cy ap,ap € C®(S!, M). Tana je
eXp,, 0€XPy, : exXPy, (Uay N Un,) = expy (Uny N Uny)

nudeomopduzam. O

Cajia MoxKeMo J1a JepUHIIIEMO CTPYKTYDY MHOTOCTPYKocTH Ha ipoctopy H (ST, M).

Teopema 2.2. H'(S!, M) je Xun6eprosa muorocrpykocr. Tudepenuujaina crpy-
KTypa je 3agaTa artacom (exp)',U,), 3a v € C=(S', M). O

Tanzenmmno pacaojerve muozocmpyrkocmu AM : Tlocmarpajmo paciojeme

T € H(S\ M), €= | H(YTM),

YEH! (S, M)

rae je dubpa mam v € H'(S', M) ckyn cBUX BEKTOPCKHX MOJba YK KPHBE Y H

TpUBHUjaJTH3AIAja JaTa ca:
Vs exp, (U,) x H'(S', M) — &,

rae je Vaexp, § -1 W3BOJA MO ApYroj mpomenbusoj § € U,, mpecimkaBamba exp,
y npasuy sekropa n € H'(S',M). Cuenmjanno, kako je T,AM = H'(v*TM),
pacaojeme (m, E, HY(S', M)) hie 6utn n30M0opdHO ¢a TAHTCHTHUM PACTOjEHeM Tajf :
TAM — AM.

- Pumanosa cmpyxmypa na AM : PuMaHOBY METPUKY § MOXKEMO 3aJ1aTH TaKO J1a Ce,
3a 7 € AM, na ranrearaom npocropy T,AM = H(y*T'M) merpuka § nokjaana ca
METPHKOM WHJ/LyKOBAHOM CKAJADHUM TPOU3BOAOM (-,-)1. ¥ dabem Tekcty Hehemo

HpaBUTHU Pas3/iuKy u3Mel)y oBe jiBe meTpuke.

- Konexcuja na TAM: Konexcuja V ma pacaojemsy TM nuaykyje xorexcujy V Ha

T, AM. Taunnje V je onpebena na cieaelin nauun:

Vy X(9)(1) = Vyaap X (3(1)),

3ay € AM, v:[0,1] 2t~ ~(t) € M, u Bekropcka nosa X,Y € T,AM. Tope
Hape/ieHo mpecmkaparbe exp, : H'(O,) — H'(S', M) fie ynpaBo oarosapatu excro-

HEHIIUjaTHOM IPeCTHKABAbY 3a OBY KOHEKCH]y (KOja je cHMeTpHYHa, ajii ce He MOK-
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nana ca Jlesn - Yusnrunom kouekcujom ma AM, Bumeru [37]). Hazame hemo u

KoHekcrjy V o3HavaBaTw ca V, moJapa3yMeBajyhin Ha KOjy KOHEKCHU]Y MUCTHMO.

3a Kpaj, HaBeUMO jeHO OUTHO CBOjCTBO mpocrtopa AM.

Teopema 2.3. (ITase): Mukysuja
HY(S', M) — C°(S', M)
je XOMOTOTICKa eKBUBAJIEHIIH]A. O

JleTasbHuje 0 KOHCTPYKIMjI JudpepeHnujaane CTpyKType Ha npoctopy H (St M),
Ka0 ¥ JIOKA3W rope HaBeJeHUX TBphema, Mory ce wahum y [37].

Cana moxkemo nipormupuTH jiepuHUIH]y HYHKIIMOHAIA eHepruje Ha mpoctop AM.

Hedbunumnuja 2.5. Oynkuuonas enepzuje je npecaukapame F : AM — R maro ca:

Cras 2.3. Qynknuonana enepruje F je T/1aTKO IpecauKaBaibe.
Jlokasz: JIoBO/bHO je JOKa3aTw 1a je IpecjauKaBameMm o : v — ¥, 7 € AM 3amaro
[JIATKO Cederbe TaHMeHTHOT paciaojema T'AM. Kako je rIaTKocT JOKAJIHO CBOjCTBO,
JIOBOJHHO je JTOKa3aTh TJIATKOCT y KapTaMa.

Heka je v € AM. Tana nocroje ¢ € O, n & € H'(O,), taksu ga je xapra
y okounu tauke v jara ca (exp.(U.),exp;!') u v = exp.&. Heka je Vjexp,.&
U3BOJ] KpUBe exp, & 10 MPBOj MPOMEH/bUBO] € U aHAJOTHO Vg exp, & U3BOJ, 1O JAPYTOj

npomen/puBOj €. Taza je

d
%echg = vl echf ¢+ VQ expc€ ’ th

Vmajyhn y By u JIOKaIHY TpUBHjagu3anujy Vaexp.{ , cedeme 0 UMa JOKATHY

perpe3eHTaIu]y:
Oloc Hl(Uv) C H'(y*TM) — H' (y*TM)

Oloc = (VQ €Xp, g)_l O 0 O €XDPy,

cJIeIn

Oroc = Vi€ + (Vaexp. &) (Vyexp, & - ¢),
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0/IaKJIe BUJUMO JIa je 0, TJIATKO Ipec/nKaBarme. Jlakjie, o je IaTko cederbe TaHre-
HTHOI pacjojerba, Ia je (hYHKIHOHA €HeprHje IVIATKO IIPEeCTHKABAIbe, Ka0 KOMIIO-

3UTMHUja TATKHAX. O

NsBox dyukimonasia F je upecjiiukaBarmbe
dE(v) : T,AM — R,

na nomohy Pumanose merpuke Ha AM moxkemo gedunucaru rpagujent QyHKIu-

OHaJIa eHeprHje Ha Kao jeMHCTBEHO BEKTOPCKO moJbe Ha AM Koje 3a710Bo/baBa:

(VE(v),&)1 = dE(v)€,

3a cBako & € T,AM.

Teopema 2.4. Tauka v € AM je reojesujcka JMHAJA AKO U CAMO aKO je KDUTHYHA

Tavka HYHKIIMOHAIA eHepruje.

Jlokas: Ako je v kputnuaHa tadka dbyHknmonana enepruje. Tana je dE(7) = 0, 3a
cBako & € T, AM, Tj.

dE(7)§ = (1, V&) = — <%w,g>0.

D s . . .
Haxne, 29 = 0, Tj). 7 je KpuTHIHA TauKa PYHKIMOHAIA €HEPIHje aKO H CAMO aKo
. . D s .
je v cnabo pememe jeanaunne 5y = 0, ma M0 TEOPEMHU O ETUNTHIKO] PEryJIapHOCTH

(Bumern [29]) mvmamo na je v riarka KpHBa, Tj. Y je reojesnjcka. ]

2.3 PS - ycaoB 3a (pyHKIIMOHAJ €HEpruje

N3 nedpununmje pyHkmonasa eHeprimje BUAUMO Jjia 3a cBako v € AM Baxku na je
E(y) > 0, 1j. dyukuuonas enepruje 3aj0Bo/baBa ycjios (B) u3 naparpada 1.3.
Y nacraBky hemo m3netn Hu3 TBphema Koja he Ham omoryhutu npumeny Mopcose
teopuje Ha dyHKmuoHas F u muorocrpykoct AM. Cuemumjasno, mokaszahemo ma
oBako fedunncan dyakiunonas enepruje Ha AM 3agopospasa [lase - CmejsioB yeaon
(C) m nma je mpu tome muoroctpykoct AM xommterna (yeaos (A)) y ommocy Ha

MeTPHUKY MHJYKOBaHY PUMaHOBOM CTPYKTYPOM.

Oznaummo ca dy; u dy merpuke Ha M u AM penom, nHaykoBaHe PumanoBUM

CTPYKTypaMa Ha mhUMa U 03HAYUMO ca dy, yHudopmuy merpuxy na CO(Sh M).
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CraB 2.4. Heka je v € AM. Tana

A3, (v(t0), v (t)) < |t1 — to] - 2E(v),

3a cBaKo to,t; € St
Jowas: By(r(to)1(0) < ([ 1Blde)? < | [ 1% - [ o) P 0

Cras 2.5. Heka cy v,v € AM. Tazna

A2 (v,71) < 2d7 (v, m),

IV2E(y) = V2E(M)| < da(y, ).

loxas: Bugern [37]. O

Caeneha BaxkHa JeMa, Koja je crenujaana mocaeanna Cobo/beB/BEBUX TEOPEMa O

yralamwy, rapairopahe HaM KOMILIETHOCT MHOrocrpykoctu AM.

Jlema 2.3. Nukiysuja
AM = HY(S', M) — C°(S', M)

je HempekmaHA W KOMIAKTHA, Tj. CJWKA CBAKOT orpaHmdeHor moackymna w3 AM je

penarusro Kommaktaa y CO(S!, M).

Joxasz: 3namMo 1a je gaTa WHKJIy3Wja HEMpeKHIHaA, Ma Tpeba JOKa3aTH jOI CaMo
KOMITAKTHOCT, KOja he cioeaurtu n3 Aprnena - AckosujeBe Teopeme ako JOKAZKEMO
craenehe nBe cTBapu 3a orpanuded u mose3aH ckyn K C AM :

(1) makaysuja K < AM je eKBUHENIpEKUIHA

(i) 3a to € S', ckyn K(tg) = {v(to)|y € K} je penarusno xkomuakran y M.
Caza, TBpheme (1) cienn U3 MPeTXOAHOT CTaBa, JTOK TBpheme (ii) caean n3 KOMIAK-

THOCTH MHOTOCTpyKocTH M. O

Teopema 2.5. AM je KoMILIeTaH METPUIKHI IIPOCTOP ¥ OTHOCY HA METPHUKY dy.

Joxas: Hexka je {7V, }neny Komujes nuz y AM. Nukaysuja y npocrop CO(S!, M) nam
rapanTyje ja he Taja mocTojaTu KOHBEPreHTaH IMOJHA3 OBOT HHU3a, KOJU e Te:KUTHU
Ka Hekoj Tauku g € CO(S!, M). Kako ce vy Moze allpOKCUMUPATH HEKOM IJIaTKOM
(DYHKIMJOM 7y, MOKEMO MPETIOCTABUTH, 0€3 YMabhemha ONIITOCTH, JIa CBU €JIeMEHTH

{Vn}nen mpunanajy kapru U,. Oszmaunmo & = exp;l. Kako je uuz ¢ Kommujes y
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merpuiu dy 6uhe u y merpunu (-, -)1, na kako je npocrop H'(y*TM) xomiieran

oBaj Hu3 he KoHBeprupaTu, a TuM fie KoHBeprupatu u Hu3 {7, hnen- O

Teopema 2.6. Oyukiumonas exepruje E 3amoBosbasa PS ycinos na AM. Taunwuje,
aKo 3a HU3 {7V, fneny 13 AM Baxn:

(7) uu3 E(7,) je orpannuen

(17) w3 ||VE(y,)||1 Texn mym,
Taga Hu3 {7V, }neny MMa KOHBepreHnTan mogau3 y AM.
Jlokas (cxuya): U3 crasa 2.4 umamo j1a je Hu3 pyHKIH]ja 7, €KBUHETPEKUIAH, a KAKO
je u ckyn {v,(to)} peraruBHO KoMmakTaH, u3 Aprena - AckojmjeBe Teopeme CJieTu
na 113 {7, hneny uMa konseprentan nopuuz y CO(S!, M). Kao y nperxoanoj reopemu,
MOZKEMO TIPETIOCTABUTH JIa CY CBU €JIEMEHTH TOT KOHBEPIeHTHOT MOAHI3a (03HATNMO
ra u jiajbe ca 7y,) riatke GpYHKIUje U Ja KOHBEPIUpajy Ka rIaTkoj pyHKIWMjU 7y Y
CO(S', M) kao n na cse mpunanajy xkapru U,. Taxa je {7, tnen jenan Kommujes nu3
y (C%S', M),ds) . Heka cy &, = exp*(n) exementn n3 XuabeproBor npocropa
H'(0O,) xoju nupencrassbajy dbyukuuje v, y AM. [10BobHO je J0KA3ATH JIa eJIeMeHTH
&, € HY(O,) unne Kommnjes uu3 y Merpunu dy, ClelujagHo, 10BO/BHO je J1a IpeJCTa-
BJbajy Kommjes HU3 y METPHIH HH/YKOBAHO] CKAJADHUM HIPO3BOIOM (-, -)1. Jlakie,
tpeba nokazaru 1a ||&, — Enlli = |6 — Emllo + | V€ — VEnllo — 0.

Ilpsu wran Texku wyan jep ||&n —Emllo < |1&n — &mlloe — 0, 0K oriemy 32 Apyru

wiaH gobujamo momohy crasa 2.5. [lerasbn qokasza mory ce Hahwm y [37], [33]. O

Jlaxjte, noka3aju cmo jga mam muorocrpykocr AM u dyuknuonan enepruje F
3aj0Bo/baBajy yeiose (A), (B) u (C), na Baxke cBa TBphema Koja CMO JIOKa3aJIH y

npBoj riapu (Bugern naparpad 1.3).

Teopema 2.7. [TocmarpajmMo HeraTUBHU IPAJIMJEHTHHE TOK % = —VE(y;) byuakuuonaa
enepruje. Tama BayKu:

(i) Crit(E) N AMS® je KOMIAKTHO 3a ¢Bako a > ()

(77) ToK p; je mecdbunucan 3a cBako t > 0

(791) 3a matu wHTEpBaAT [a,b] KOjU HE CAMPKU KPUTHIHE Tadke, mocToju to > 0
TakBo Ja o, (AM=) C AM= 3a cBaxo t > t,

(iv) A = M C AM=® je crpora jedopmaluona perpakiuja Iy, TOKa @; 3a

J0BOJBbHO MaJio € > 0. ]

2.4 Er3ucreHnuja 3aTBOPEHUX Te€0de3UjCKUX JIMHUja

Y oBoM maparpady jgokazahemo j1a Ha CBaKoj 3aTBOPEHOj MHOTOCTPYKOCTH M moc-

TOjH 3aTBOpEHA I'eojie3ujcKa Junuja. Kibydan anapar Koju heMo KOpUCTHTH y JOKa3-

35



nMa 6mhe MuHEMake npuHnun (ornexaru 1.3).

Bungemu cMo na ce muTame er3UCTeHIHje 3aTBOPEeHe HeTPUBHjaTHE Te0JIe3MjCKe
JuHUje Ha MHOTOCTpyKOocTH M CBOJM Ha ersucTeHIujy Kpurudne tadke 7 € AM
dbyukmmonana enepruje 3a kojy Baxku FE(y) > 0. HajjennocraBauju npumep rie
MOZKEMO Ja TapaHTyjeMO MOCTOjalbeé OBaKBe KpUTHUHE Taduke Omhe y caydajy Kaja
HaM MHOTOCTPYKOCT N HUje mpocTO MOoBe3aHa W 0Baj pe3y/TaT je MO3HAT JOIT U Kao

Kapranosa teopema.

Teopema 2.8. (Kapran): Heka je M 3arBopeHa MHOTOCTpYKOCT TakBa jga 7y (M)
HUje TpUBHjaHa. Taja MOCTOjU 3aTBOPEHA T'€OE3UjCKa JUHUja Y CBAKO] HETPUBH-
jaJIHO] XOMOTOTICKO] KJIacH MHOTOCTpyKocTn M.

Zokas: llocMaTpajMo HeraTMBHH I'PaJIUjeHTHH TOK (PYHKIIMOHAIA €HEpruje

dipe

QukcupajMo HEKY HETPUBHJATHY XOMOTOICKY KJIACY (v. YOUUMO Jla HAM XOMOTOIICKE
KJIace MHOTOCTpYKOcTH M oiroBapajy KOMIIOHEHTaMa HOBE3aHOCTH MHOTOCTPYKOCTH
AM wu ozmaunmo ca A, xkommonenTy moBesanoctu o AM koja oarosapa KJjacw q.
Tanma je xkommonenTa A, WHBapWjaHTHA y OHJOCY HA TOK (o, ma he MO0 MHUHUMAKC
IPUHITAIY BPEIHOCT

me =inf{E(7) | v € A}

OUTH KpUTHYIHA BpeIHOCT (PYHKIIMOHAJIA eHepruje, Tj. mocrojahe vg € A,, TakBa 1a
je E(y) = ma. Ykomko 61 m, = 0, u3 nejesmaxoctu L(yo) < 1/E(70) 6u cireamio
J1a je Yo KOHTpaKTHOWJIHA TeT/ba, ImTo je HeMoryhe no omadbupy kiace a. /[laxiie,
E(v0) = my > 0, ma je 7o TpazKeHa 3aTBOPEHA HETPUBHjAJTHA TEOME3NJCKA JTHHH]A, Y

KOMIIOHEHTH IOBE3aHOCTH A,. O

Hamnomewna: Ilo3urusHoct BpeHOCTH M, je Ou/ia K/bydHa y MPETXO/[HOM JIOKa3y, a
OHa je OWJIa MOCJIeUIa HETPUBHJAJTHOCTH Kiaace . CTora cjIydaj mpocTo TOBe3aHe
MHOTOCTPYKOCTH 3axTeBa JAPYyravduju JI0Ka3, jep OM U3 MpeTxoHe JTUCKYCHUje MOTJIN
J1a 3aKJbYy YMMO CaMO TIOCTOjarbe TPUBUJAJHUX T'€0/I€3WjCKUX JIMHI)A, Tj. KOHCTAHTHUX
nyTeBa.
[Ipehumo cama Ha caygaj kaga je m(M) = 0. Ilocmarpajmo dubpanujy e

AM — M pary ca AM > v — ~v(0) = (1) € M, rne je dubpa Ham TavKOM
p € M 3ampaBo npoctop cBux Iner/bu {1,M, Koje HOUHILY W 3aBpIIaBajy ce y p.

Baxku cinenehe tBpheme:
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Jlema 2.4. Jlyru tauan uu3 dubdbpamuje e : AM — M ce nena
coo — QM) — m(AM) — (M) — 11 (QM) — - - -
Cuenujasno, 3a k > 1 Baxkn

7Tk<AM) = Wk(M) D 7Tk+1<M).

Zoxas: Younmo npecankaBame ¢ : M — AM xoje Tauky p € M cimKa y KOHCTAHTHY
nersby v € AM, y(t) = p, 3a t € [0,1]. Tana je ioe = idy u Baxu i, 0 e, = idy, (nr),
3a cBako k € Ny, ma ce ayrum tauan Hu3 ¢ubpamuje QM — AM — M pacnaga Ha

KpaTKe TavyHe HU30BE
0 — m(QM) — 1 (AM) — (M) — 0.
JaxkJie, nocroju uzomopduszam
T(AM) = 1 (QM) @ 7 (M).

Haswe, n3 kanoncke dubpanuje QM — PM — M (rae je PM upocrop nyresa y M
KOJU MOYHEGY Y TAYKH P), KAKO je mpoctop PM KOHTpaKTUOWIAH, W3 IYrOr TAYHOT

HI33a 3a OBY ubpaImjy mMmamo
T(QM) = (M), 3a cBako k € Ny,

onakje kKoHadHo caean m(AM) = (M) @ w1 (M). O

Teopema 2.9. (/bycrepuuk - ®er): Ha cBakoj mpocTto TOBe3aHO] 3aTBOPEHO]

MHOrocTpykoctu M mocTojun 3arBopeHa HeTPUBHjAHA I'e0/I€3UjCKA JIMHU]A.

Zokas: 13 XypesuheBe Teopeme u lloenkapeoBe IyaJHOCTH CJIeId Ja HE MOTY CBe
XOMOTOIICKE IpyIie MHOTOCTpYKocTu M OnTH TpUBHjaIHE, TIa MOYKEMO Jjia n3adbepemMo
najmame k € N rakso ga je mpi1 (M) = Hy1(M,7Z) # 0. THocmarpajvo damui-
ujy HOJCKyIoBa J KOjy UHHe cIuKe npeciukabama f : S¥ — AM u3 HeTpupu-
jautae xomororicke kirace u3 m(AM). Tokazaliemo na je MHHHMAKC BPEJIHOCT Cx OBe
dbamuauje (Koja je MO3UTUBHO WHBAPUjAHTHA y OJHOCY HA HETATHBHU T'DAJMjeHTHH
Tok yHKIMOHANA eHepruje) crporo Beha ox Hysie. VY CYNPOTHOM, MOCTOjasio Gu
npecrukasambe [ Taxpo jga f(S¥) € AM=SF 3a cako ¢ > 0, a Kako je AM® = M

nedopmannonn perpakT of AMSF 3a ¢ > 0 70BO/BHO MaJo0, CIEIUI0 OU 12 Mpec-
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JMKaBawe [ MHJIYKYje HeTpuBHjasHy Kjaacy y mg(M), mTo je KoHTpajuKimja ca
omabupoM k. OBuMe je J0Ka3 3aBpIIeH, jep U3 MUHUMAKC IPUHIIAIIA 3HAMO JIa je Cr
KPUTHYHA BPETHOCT CTPOro Beha of1 HyJe, na he mocTojaTn HETPUBHUjATHA 3aTBOPEHA

reojie3ujcka na M. O]

WNneja y npeTxoHUM JOKa3WMa MOYKe e JTUHAMWIKNA BUIETH U Ha caeaehn HauanH.
Y Teopemn 2.8 cMO KpeHYJIH O IPOM3BOJAHE TauKe M3 HETPHUBHjaJHe Kjace A,
CIYIITAIN je AyK TPaJujeHTHOT TOKA W UCIIOCTAaBUJIO ce Ja je OHAa KOHBepTrupasa Ka
MUHUMYMY €Hepruje y KJach «. 1aj] MUHEMYM je yIIpaBo O/II0Bapao HETPUBHU]ATHO]
reojie3njckoj quauju. CAndHO, y J0Ka3y TeopeMe 2.9 ¢MO KpeHy/au o oarosapajyhe
HerpuBHjaaHe kiaace vy AM u nyctunu je 1a ce Kpehe n1y:K rpaJaujeHTHOT TOKA, JTOK
ce Ha Kpajy Huje ,,3arjapujia’ y HEKO] KDHTUYHO] TAYKH, IIITO MOpA Jia ce JeCH, jep
Ou y CynpoOTHOM JlaTa KJaca JIONLIa 0J1 HeKe XOMOJIOIKe Kjaace u3 M, Koje cy jocta
,,CHpOMaIHuje” y OgHOCY Ha XOMOJIommKe Kjaace n3 AM.

[Iperxoanu jgoKa3w HAM HUCY JIaBajIu JeTa/bHUjy HHMOpMaIujy o 6pojy 3aTBo-
PEHUX reo/ie3njcKuX. Jeanna nndopmaiyja u3 Koje MOKeMO Jia JIaMO HEKY OIeHY 3a
Opoj 3aTBOPEHUX T'€OJE3UJCKHUX j€ YUIHEHUIA JIa C€ Y CBAKO] HETPUBUjAJTHO] XOMOTO-
IICKO] KJacH HaJia3u Oap jelHa 3aTBOpeHa reoje3djcka juHuja. Mehyrum, ciauke
OBHUX I'€0JI€3UjCKUX JIMHKUjA HEe MOpajy OUTH pa3JuduTe Kao CKYIOBHU, IIa MOXKe UCIa-
CTH JIa OBUM METOJIOM HEKEe I'e0/Ie3UjcKe OPOjUMO BHIIE MyTa. DBOJbU MPUCTYI OBOM
npobJieMy je KOHCTPYHUCATH 3aTBOPEHe TeoIe3hjcKe JTNHIje KOpHcTehn XOMOJIOIIKe, a
He XOMOTOICKe KJlace, Kao ¥ JI0Ka3uMa Koje CMO JI0 CaJla U3J0KUIN. JeTaH pe3yaTar

KOjU KOpHCTH OBaj mpucryt je ciaenaehu (Bugern [37]).

Teopema 2.10. (Jbycrepunk - [TTaupessman): Ha chepu S? ca npoussosbHoM
PuManoBOM MeTPUKOM TOCTOje HajMarmhe TPU Pa3JudnTe MPOCTe 3aTBOPEHe HeTPUB-

njaJTHe TeoJle3njcKe JTUHH]e. O

Hedbunrumnuja 2.6. IIpocTom reonesnjckoM JUHAjOM, HA3UBAMO Ie€0I€3U]CKY KPUBY

KOja CBOJy CJUKY OIHUIIE caMO jeTaHITyT.

OBge HeheMo gaTu g0Ka3 oBe TeopeMe, Beh heMo caMo 00jacHUTH MeTox nodpe-
hernux xaaca xkoju cy yBean Jbycrepauk u lllHupessMan, a KOju cy CYIITHHCKT KOPH-
CTHJIN ¥ JIOKa3y MpeTxo/He Teopeme. Konnent nogapehenunx Kiaca nam omoryhasa jia
JIETEKTY]eMO pa3/IMuuTe MUHUMAKC BPEIHOCTH KopucTehu npousBo/ y KOXOMOJIOruju
JlaTe MHOTOCTPYKOCTH.

Heka je M Xuabeprosa mmoroctpykoct n f : M — R dbyrxnmja xrace CO2,
KOja je orpaHmdeHa 003710 W Koja 3agoBosbasa llase - Cwmejnos yciaos (C) Ha
muorocrpykoctd M. Ozmauumo HHKIy3ujy HEBoa M=% y MHOrocrpykocr M ca

ja:M§a<—>M.
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Hedbunrumnuja 2.7. Cnexkmpanna epednocm gpynkuuje [ y odnocy na damy xaiacy
a € H*(M)\ {0} je Bpexmoct

c(a, f) :=inf {a € R | jraw # 0}.

Teopema 2.11. (Jbycrepuuk - IITuupessman): Heka dbyuxmuja f : M — R
3aJ10B0JbABA TOPE HAaBEJEHA CBOjCTBA M Heka cy jare kiace o, € H*(M) \ {0} 3a

KOje BayKm

04:5U77

3a HeKko v € H*(M), degy > 1. Tama je ¢(8, f) < c(a, f) u Hejeqnaxocr je crpora
ako (yHknuja f MMa U30/0BaHE KPUTUUIHE TAYKE.
Jlokas: Hejennaxocr ¢(f3, f) < ¢(«, f) tpuBujaano ciaenu u3 neduHuImje, jep ako je
« HeTpuBmjasIHa Kaaca y M=%, onga je To u Kiaaca [3.

[IpermocTtaBuMo cana ga dyHKIuja [ mMa H30J0BaHe KPUTHUUIHE Tadyke. Taja
CY ¥ KPUTHYHE BPEIHOCTH W30JIOBAHE W HA CBAKOM KPUTUYHOM HHBOY MMa HAjBUIIIE
KOHAYHO MHOIO KPUTHYHHX Tadaka. Heka je ¢ > 0 takBo ma je ¢ = c(a, f) je-
JIMHA KPUTHYHA BPEJHOCT y uMHTEpBasy [c — &,¢ + ¢]. lokaxumo ja je kiaaca [3
HeTpuBujaaHa y MSC7¢,

[IpeTmocTaBIMO CYIPOTHO, Tj. fa je (3 TpuBmjasina Kaaca y M=¢"¢. Taga kaaca
S uma upegcrasuuka y H*(M, M=¢7¢). Oznauumo ca W yHH]y cBUX HeCTaOUIHMX
MHOTOCTPYKOCTH KPUTHYHHX Tadaka p; Ha HuBoy f '(c). Tama je W komauna
YHUja KOHTPAKTUOWJIHHX CKYIOBa (HecTabWIHEe MHOTOCTPYKOCTH he OUTH JUCKOBH
y caydajy Mopcose dyukiuje, agu he cBakako ONTH KOHTPAKTUOWIHYU CKYIIOBU U
y ommreM ciayuajy). Kako je degy > 1, umamo ga je v = 0y H*(W), na uma
npejacrapauka 'y H*(M, W), onakie ciequ ga o = [ Uy uMa NpeJCTaBHAKA Y
H*(M, M==*UW). Kako je M=~ UW naedopmainuonn perpakr oi M=t cienn
jaje a =0y H*(M=°¢) mro je KoHTpauKIuja. O

3a kpaj comenyhemo pesyarar I'pomosia u Mejepa (Bugern [37]), Koju rapanry-
je BeCKOHAYHO MHOI'O Pa3/JIMYUTUX I'eOJIe3UjCKUX JIMHUja 38 POU3BO/bHY PuManoBy

METPHUKY.

Hedbununuja 2.8. Hudexc zeodesujere aunuje v, A(7y) AedUHUIIEMO KAO JIUMEH3-
Hjy HeraTHBHOI' IIOTIIpocTopa Xecujana d>E padyHaTOM JaToj TAuKH.
Jlezenepucarocm zeodesujeke aunuje v, v(7y) neduHUITEMO Kao AUMEH3H]Y je3rpa

Xecnjana d?F padyHATOM 1aTOj TAUKH.
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Teopema 2.12. (I'pomos - Mejep): Heka je M upocro moBesana 3aTBOpeHa
MHOTOCTpyKOCT. AKo je Hum3 Bernmjesux Opojesa {by(AM,F,)}ren HEOrpannden 3a
HEKHU IpocT Opoj p, Taja 3a cBaky PumanoBy Mmerpuky Ha M mocroju 6€CKOHAYHO

MHOTO PAa3JUYATAX IPOCTUX 3aTBOPEHUX T'€0/I€3WjCKUX JIMHTJA.

[nasEu TpobaeM y JoKa3y OBe TeopeMe je OIeHHTH KaKo uTeparmje v, : St — M,
Yn(t) = y(nt), nare reomesujcke JUHHUje 7y, TOMPHHOCE XOMOJIOTHjU mpocTopa AM.
Kmyuny ynory y joka3y I'pomona u Mejepa umasie cy 138. Bomose umepayuone

dopmyae 3a NHIEKC U JIEPEHEPHCAHOCT T'€OAE3UjCKUX JTNHH]A.

Jlema 2.5. (Mrepamnuja uaaekca): au je A\(7,) = 0 3a cBe n > 1 uin nocroje

e>0u C >0 TakBu ja 3a cBe n, k > 1 BaxKu

Antk) = A(vn) = ek = C.

Jlema 2.6. (Mrepanmja nerenepucanocru): Vnu je v(7,) = 03a cee n > 1 win
IIOCTOJM KOHAYHO MHOT'O UTEPAIU]A Vny , Yngs -5 Vns» T€0/I€3U]CKE JTUHHU]E 7Y, TAKBUX J1a
3a cBe n > 1 mocroje i u k TakBu fa je n = kn; u v(7,) = v(Vy,). Cnenujanto, Hu3

V(yn) y3uMa caMO KOHAYHO MHOIO BPEHOCTH.

Herapnuje o BoroBum ureparmonuM gpopMmyiama u gokasy ['pomost - Mejepose
Teopeme Mozke ce Hahu y [37], [22] n [38].
Nunekcy u gerenepucanocTy reoe3njCKUX JIMHIja BUIIE MaZKie NeMO MOCBeTUTH

y ciaenehem naparpady.

2.5 MopcoBa Teopuja 3a PYHKIIMOHAJ €HEpPTruje

Y oBom naparpady objacuuhiemo Heke ocHoBe MopcoBe Teopuje v KOHKPETHOM HPH-
Mepy GYHKIMOHAJA eHepruje F medHHHCAHOr HA MPOCTOPY CaA000aHuX meT/bu AM.
Y mperxomHoM naparpady BHAEIU CMO jeJHy Oa3wvHy NPUMEHY OBe Teopuje 3a
JIOKa3UBarhe €r3UCTEHINje 3aTBOPEHUX TeO/Ie3WjCKUX JUHUja, TJe CMO y CYIITHHA
caMO KODUCTHJIM 4HEbeHUIy Ja (miarku) HyHKIWOHAT F J10cTHZKE MUHAMYM Ha
KOMIAKTHOM cKymy. ¥ maparpady 2.3. cmo mokasaau na nap (AM, E) 3agoBospaba
yeaose (A), (B) u (C) miro vam saje 1o6py nocrasky 3a nupumeny Mopcose Teopuje
Yy OBOM KOHKPETHOM CJIYYajy.

Jla 6ucmo n3padyHaJu NHIEKC KpUTHYHE Tauke (pyHKInoHa a enepruje buhe nam
noTpeOHO 1a 3HAMO JADPYIH M3BOJ - XecHjaH (DYyHKIMOHAJIA €Hepruje. 3a KPaTKo,
nocMarpaliemo gyukuuonan E na npocropy H' myresa (me mersbu) P(p,q), Koju

HOYNEY Y HEKOj TAUKH P U 3aBPINaBajy ce y TadKu ¢, rae ¢y p,q € M.
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Teopema 2.13. (Ipyra Bapujamuja enepruje): Xecujan dynknuonasa E y
tauku v € Crit(F) je gar caemehiom dopmystom:

PE(M)(En) = —2 / (6, D2+ R(3.m)) .

/loxas: llocmarpajMo Bapujanujy myTa v,

Yu,s (—€,¢) X (—¢,¢) = P(p, q),

8 u,Ss
u:O,szO(t) - g(t>7 gd

TaKBY M2 j€ YVsu|u=0,s=0(t) = (1), 851;’5 u=0,s=0(t) = n(t).

Tana je
0’FE
&*E = ———| u=0.s5=0-
(P)/) (57 77) 8u85 ‘ 0,5=0
3 Teopeme 2.1 nmamo 12 je % 5= = —2 f;(azjs’“, %az;tﬂ s—o dt, ma je

0’F
Oouds

5=0,u=0 dt.

o [ (22 DO (s DD
u=0,s=0 = 0 Ju 0s 'Ot Ot ds T Oudt ot

IIpBu naTerpasn je jennax Hysn, jep je Yoo = Y I'eO/e3MjCKa JINHUja, 11a BayKH J1a je

Q 8’}/3,u
ot ot

s=0,u=0 = 0. Kopucrehu uspas

22% _ 228’75@ . R(a’)/s,u a%,u)ﬁ%,u
ou ot Ot otou ot ot Ou’ ot

Jobujamo aa je

aQE —_9 /1<875,u anfysm R(avs,u a%,u>a’75,u> dt
uds| """ o Os Otdu Ot ot~ ou ’ ot |00
Jlape Kopuctehn jeHakocT %agzu = 8%878% 1 3aMeHOM BpesiHocTH s = 0 m u = 0,

Jiobujamo m3pa3 3a Xecujan (pyHKIIHOHATIA €HEPruje. O]

Hedbnrunnja 2.9. Pememe n € T,AM jennaunne

2
Eﬂ+Rde=&

HaszuBamo Jakobujesum sekmopckum novem. Jlaty jerHavanny HazuwBaMo jorur u Jako-

bujeB0OM JEOHAUUHOM.

JakobujeBa jeHAUMHA je jeHA JUHeapHa, JudepeHINnjalHa jeTHATNHA JAPYTor

peJia, na je ceako JakobujeBo BEKTOPCKO 10Jbe J jeIMHCTBEHO OjipeheHo MOYeTHUM

41



yeaosnma J(0), B2(0) € Ty o) M.

Hedununnmja 2.10. 3a Tauke p = y(ty) u v(0) xKaxkemo 1a ¢y xonjyzosane dysc y
aKoO TOCTOju HeHyJa JakobujeBo mosbe J Jy»K KpHUBe 7y KOje ce aHyJIupa y TadKaMa
t=0mut=ty. Buwecmpyrxocm KOHjyroBaHe Tadke je JUMeH3Hja IIPOCTOPA OBAKBUX

JakobujeBux mospa.

ITpumep 2.1. 3a gary reomesujeky JwHujy v, Ji(t) = (1) u Jo(t) = ty(t) cy
JakoOnjea mosba 1y kpuse 7. 3a nppo Baxu 2 = 0 n Ji(t) # 0 3a cBako
t € [0,1], nok 3a apyro saxu 22(0) = 4(0) u Jo(t) = 0 camo 3a ¢t = 0. [lakJe,
BHINIECTPYKOCT KOHjYTrOBaHe TadyKe HA MHOTOCTPYKOCTH He MoxKe Jia Oyie Behe o
n — 1, jep Ha O] HEe MOXKe Jjia OyJe BUIIe OJ n JUHEAPHO He3aBUCHWX JakobujeBux
10Jba KOja Ce aHylIupajy y JBe Tadke (CJean U3 jeJMHCTBEHOCTH pelierba Jakobujene

jenHaunne), jep ce Jo aHYJIHpPA CAMO Y jeJIHOj TAYKH.

Baxuoct JakobujeBux nosba orjiesa ce y caejehem TBphemby.

Teopema 2.14. Bekropcko nome X € T,P(p, q) upunaja jesrpy Xecujara pyHKIU-
onaja etepruje d>FE ako u camo axo je X Jakobujeso mobe my:K Kpuse 7. Ceru-
jammo, dopma d’E je meremepmcaHa aKo W caMoO Cy Tadyke P M ¢ KOHjyTOBaHe H
JquMensuja jesrpa Xecujana dpyuknuonanta E (1ereHepucaHocT KpuTHYHE TadKe )

jeTHAKA je BUIIECTPYKOCTH TadKe ¢ Kao KOHJYTrOBaHe TadKe TAdKHU P.

Jokasz: Cnemu nupekTHO U3 dopMysie Apyre Bapujalije eHepruje. O]

13 nperxoauor Tephema BUANMO Ja quMeH3Hja jesrpa Xecujana d?E (umu je-
regepucanoct v(7y), KaKO CMO 3BaJHM y IIPBOj IVIABH) yBEK KOHa4YHA. Buuenn cmo
na Baxn 0 < v(y) < n—1, a ga je oBo u Haj0OBA OMEHA KOjy MOZKEMO /I JTAMO

rapanTyjy Ham cjejehu mpumepu.

IIpumep 2.2. Heka je M paBHa MHOTOCTPYKOCT, Tj. HEKa JOj je KpUBHHA CBYJA

D2%J
dt2

OBY jeJIHAYMHY V JIOKAJHUM OPTOHOPMHUPAaHUM KoopauHaTama X1, X, ..., X,, TJ€e Cy

jennaka mysm. Tama ce JakobujeBa jeqHAYWHA CBOJIHM HA = (0. Ilocmarpajmo

JaTa BEKTOPCKa [0/ba Tapasenna nyx v. Tanaje J(t) = Z fi(t)X;(t), a Jakobujesa
i=1

d2fi
dtz

noJbe JIy2K Y HEe MOXKEe MMaTHu BUIIE OJI JeJiHe HyJIe, jep Cy pellema OBe jeHauYnHe

jeaHaumHa ce CBOJIM HA CUCTEM jeTHAYNHA 0, ma oxas/e BUANMO J1a JakoOujeBo

JuHeapue ¢yuknuje. /lakie, He mocroje KOHjyropaHe Tadke YK 7, Ha je CAMUM

M u Xecujau d? E(y) menerenepucad, Tj. v(7y) = 0. O

IIpumep 2.3. Heka cy p u ¢ anTunogaine tTauke Ha cpepu S U HEKa je 7 BEJHUKHU

KpYyT KOjHu UX cnaja. Taja cy p u ¢ KoHjyrosame ca puinecrpykomhy n — 1.
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Jla 6ucmo j1oka3asin 0BO TBpheme Ouhe nam norpebdbua ciejgeha jema koja HaM y

HNOTIYHOCTH KapakTepule JakoOujeBa moba.

JIema 2.7. CBako JakoOujeBo nojbe jyxK reojesujcke jimuuje v € P(p, q) Koje uma
HOYETHE YCJIOBE

je mosbe BapHjaluje reojie3njCKuX JUHUja U OOPHYTO, Tj. CBAKO II0/be Bapujallyje
reoJIe3njCKUX JIMHUja je jeaHo JakobujeBo BEKTOPCKO IOJbe.
Joxas: JakobujeBo nospe J MOXKe ce BUJETH Kao Bapujallnja reoie3njcKux Ha caegehn

Ha4YH

J(t) = (D epr)t,Y/(O)tYI-,.

O6puyTO, HEKa je
U(Sa t) = epr(tXp(S)>7

Bapujanuja reogesujckux gaunnja, rae je X,(s) myr y T,M rakas ma je X,(0) = 7,
maKo ce mokazxe na je ca J(t) = Zu(s,t)s—o 2aTo JakoOujeBo BEKTOPCKO OB, KOje
DJ

3a/10B0/baba noderHe yeaose J(0) = 0 n 37(0) = X, (0). O

Mocnemuna 2.1. Heka je v(t) = exp,(tX,) mara reomesmjcka munuja. Tama je
tadka ¢ = (tp) xoujyrosama tauku p = y(0) ako u camo je toX, KpuTHIHA TadKa

NPECTAKABATHA €XD,,. 0

Jlakjie, KaKO je eKCIIOHEHIHjaJTHO MPecanKaBathe JoKaJ Hu Judeomopduzam, 3a
CBaKy Ta4Ky ca reojie3njcKe JIUHUje 7 mocTojalie OKOJMHA Y KOjOj Ta TauKa HEMa, Th0j
KOHJYTOBaHUX, Tj. KOH]JYTOBaHe TadKe Cy U30JOBaHE.

Bparumo ce Ha nperxoaHu npuMep ca chepoM n aHTUTIOAAJTHUM TaYyKaMa Ha o).
Porupajyhu cdepy, Tako ja tauke p u g ocrany pukcHe, 1001jaMo 10/be Bapujaliuje
reofIe3MjCKUX JIMHW)A, Koje Nie o mpeTxoHoj JeMu Outn JakobujeBo mMosbe Koje ce
aHyJaupa y Tadukama p u ¢. Porupajyhm y n — 1 pasamumtux cmepoBa (0K TOJ
cy p u q dbukcue) gobujamo n — 1 juHEapHO He3aBUCHUX JakoOHjeBUX IOJha KOja
ce aHyIupajy y TadkamMa p W ¢, Ta je BUIIECTPYKOCT KOHJYTOBAHMX TadakKa p H ¢

jemaaxa n — 1. O

Panuje cmo gedpunucann uHIeKC reoje3ujcke gunuje. Yemy je oH jeJHAK TOBOPH

HaM Cﬂegeha IIO03HaTa TeopeMa.

Teopema 2.15. (Mopcosa o ungekcy): Uuaeke reonesujcke aunuje v € P(p, q)
je jeanak 6pojy Tavaka y(t), 3a 0 < t < 1, xoje cy kKoHjyrosate ca Taukom p = y(0),

IJIe ceé CBaKa TayKa PadyHa ca IheHOM BHINECTPYKOIhy.
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Jlokazy TeopemMe MOXKEMO MPHCTYHNUTH Ha BHIIE HAaUYMHA. JejgaH HaAuYMH je Jia
nocMaTpaMo ocobute (pyHKIuoHada d°E U la OHJA 3aK/by9HMO BHIIE O HEIOBOM
CIIEKTPY W CONCTBeHUM Bpeanoctuma (Bumeru [37]). Apyru Hagus, koju fiemo oBe
U3JI0KUTH, je BUIIIE TEOMETPU]CKH U Jlaje jJaCHU]y CJIMKY O caMoM mpobsemy. Hawnwme,
YMECTO Jla [JIeJIaMo €0 TAHTeHTHHU MPOCTOP ¥ HEKO] Tauku ¥ € P(p,q), pecTpuko-
BaheMo (pyHKIHOHAT HAa Malbl, KOHAYHO JUMEH3MOHHU IOTIPOCTOP, 3a Koju he ce
HCIIOCTAaBUTH 2 CaAp:KN CBe HaMma morpebne madopMmanuje. OBaj NPUCTYI je 4ecT
y TEOpUjU KPUTUYHUX TayaKa Ha OECKOHAYHO JIMMEH3UOHUM IIPOCTOPUMA, IJie HOKY-
[aBaMo Ja IpodjeM ca 0eCKOHAYHO JMMEH3HOHOI IIPOCTOPA CBeJIeMO Ha HEKH Ipod-
JeM Ha jeJHOCTaBHUjeM (KOMIAKTHOM HJIM KOHAYHO JUMEH3MOHOM) HOTIPOCTOPY
0e3 rybuTka KBaJMTATUBHUX MHEOpPMaIuja. Y HalleM KOHKPETHOM MPUMEDY Pa3ji-
Bojuhemo Tanrentnu npocrop 1.,P(p,q) Ha nBa MelycobHO OpTOrOHAIHA HOTIPOC-
TOpa, TAKBHX JIa je HA jeJIHOM O IbUX XecHjaH (PyHKIHOHAJA €HEepruje IMO3UTUBHO
JeduHuTaH.

Caaka Tauka y(t) je cajipKaHa y HEKOM 0TOBOPeHOM cKyIy U (KOHBEKCHA OKOJIMHA),
TaKBOM JIa Ce CBake JiBe TauKe U3 U MOT'Y CIOJUTH je/INHCTBEHOM T'€0J€31jCKOM JINH-
njom. Omabepumo mogeny 0 = tp < t1 < ... < t;, = 1 TakBy Ja CBaKH CEIMEHT
Y([ti—1,t;]) mexn y HEKOj KOHBEKCHOj OKOJIMHU.

ITocmarpajmo mpocrop T, P(tg, t1, ..., ;) KOjE ce cacToOju Ol CBHX BEKTOPCKHX
nosba X JIy’K KpPUBE Y TAKBUX JIa:

(1) X|t,_1,4) Je Jaxobujeso mosme jayx y

(1) X(0)=X(1)=0.

Ounrnenno je T, P(to, t1, ..., tx) jelaH KOHAYHO AMMEH3UOHN BEKTOPCKH MPOCTOP,

[tio1,t:], 3@ cBako 0 <@ < k,

KOJH Ce CaCTOjJu OJ U3J0M/beHUX JaKoOMjeBUX 10Jba Iy K 7.
Heka je 7" C T’P(p, q¢) BEKTOPCKH IPOCTOP KOjU CAIAPIKU CBA BEKTOPCKA MOJbA

X nmyx kpuse 7 takba ga X (o) = X (t1) = ... = X(tx) = 0.

Jlema 2.8. Tanrentnu npocrop 7, P(p,q) ce pasbuja Ha AUPEKTHY CYyMy LIPOCTOPA
T, P(to,t1,....,ts) m T". Takobe, oBa gBa mpoctopa cy Mehycobno oproromanHa y
onnocy Ha dopmy d?E n pecrpukimmja ose ¢opme Ha mpocrop 17 je MO3NTHBHO
neduHUTHA.

Hoxas: Tlocmarpajmo npomssossan Bektop X € T,P(p,q). Hexa je X; jenuncreeno
JakobujeBo nosbe TaxBo ga je Xi(t;) = X(t;), 3a cBako 0 < i < k (Jlema 2.5).
Younmo ga taga X' = X — X; npunana npocropy 17, na npocropu 1, P (to, t1, ..., ty)
u T’ reHepuIny 1eo TAHPEHTHHU TTOCTOP ¥ TAYKHU Y U UMajy TPUBHjAJaH TTPECEK, MITO
ciaeim u3 ojgabupa rmojele.

U3 dopmyste npyre Bapujamnuje enepruje qobujamo aa axo je Xy € T P(to, t1, ..., tx)
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u X' € T' onpa Baxku
PE(y)(X;, X') = 0.

[Mocmarpajmo X' € T u Heka je ug, 3a § € (—¢,€), Bapujanuja KpuBe 7y TAKBa J1a
je g—g(o, t) =(t). Kako je X’ u3 T" M0KkeMO IPETHOCTABUTH Ja Tauke y(t;) ocrajy

¢dukcHe pu Bapujanyju u. Tajga BayKu:

_donu

PE)(X' X'
(MX'X) = —3

s=0-
3a cBako s € (—¢,¢), u(s) je jeana aeo-mo-aeo Kpusa Koja crnaja tauky v(0) ca y(t)
na fasbe ca y(ty) u Tako 10 (fx), na Kako je 7y reoJe3mjcka Koja craja MucTe Tadke

BazKH:

E(u(s)) = E(7),

na Mopa ja Baxu ja je d*E(y)(X', X') > 0. Ako 6u d*E(y)(X',X') = 0, us
teopeMe 2.13 6u caenuno na je X' JakobujeBo mosbe, mma OU IPHIALAIO HPECEKY
T'NT,P(to, t1, ..., t), Tj. X' =0, unme cMO mOKa3aaM J1a je peCTPUKIIja XecHjaHa

Ha 1pocTop 1’ mo3uTHBHO JeDUHUTHA. O

Iocaequua 2.2. Ungexe (meremepucanoct) Xecujana d’FE y reofesmjckoj JUH-
Hju 7y jeliHAKA je WHIEKCY (JereHepucaHocTu) oBe (opMe PecTPHKOBAHO] HA MPOC-
top T, P(to, t1, ..., t) n3aommpennx JakobujeBux mosba. CrenmjagHo, HHIEKC CBaKe

KPUTHYHE TAYKe je KOHAYaH. [

Jlokas meopeme: O3HAUUMO ca 7y, PeCTPUKIH]y KpuBe <y Ha mHTepBasa [0,t] n 03-
nauumo ca A(t) unjexc Xecujana d> Ey Koju ojrosapa reojie3ujckoj Junuju v;. Jakie,
A(1) je maeKC KOju MU MOKYIIABaMo Ja u3padaynamo. Jlokas iemo mogennTu y nexo-
JINKO KOPaKa.
(1) dyuxnuja A(t) je mororona u A(t) = 0 3a t 1OBO/EHO MAJIO

doxas: TlocmarpajMo HEKO BEKTOPCKO MoJbe X JIVK 7y KOje IPUIaIa HeIraTUBHOM
nornpocropy ox d?E;. Taja ce To BEKTOPCKO HOJbe MOKe IIPOLYZKHTH J0 BEKTOPCKOT
nosba Xy AYy:K KpHUBe 7y, 3a t; > t, TaKO MTO Ta A0AeMUHUIITIEMO HYJIOM Ha HHTEP-
Bany [t,t1]. Huje temko yBeputu ce ma he tako mpommpeHo BEKTPOCKO TMObe X
IIPUIIAJIAaTH HEraTHBHOM HMOTIPOCTOPY 0 d? Ky, .

AKo je t 1OBO/BHO MaJIO, OHJIA je 7y MHHUMAJIHA reojie3ujcka, crora je A(t) = 0.
(i7) 3a moBospno masio € > 0 Baxu A(t — &) = A(t).

doxas: Be3 ymamerma OMIITOCTH MOYKEMO MPETIIOCTABUTH JIa je To/ie/1a n3abpaHa
Tako Ja je t; < t < t;y1,3amHek0o 0 <1 < k. Tama je 0 =1tg <t < ... <t; <t
nojena uarepsaia [0, t] u uagexc A(t) je jeanak uujgexcy dpopme H; Koja mpejicTaBiba

pectpuKnnjy dopme d?E, Ha TPOCTOP U3I0MIbEHIX JaKoOHjeBUX N0Jba Ha HHTEPBATY
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[0,t] ca ropmom nmoxenom. Kako je ¢cBako JakobujeBo mosbe jeuHCTBEHO OnpeheHo

ca BpeJHOCTHMa y Tadkama 7(t;), 0Baj BEKTOPCKHU IPOCTOp je u3oMopdaH ca
X =TyeyM & TyayM @ ... ® Ty M,

na "e 3apucu o t. [laxie, Bpeanoct dopme H; Ha npocTopy > he ce HEIpPeKHIHO
MEIbATH Y 3aBUCHOCTHU O] apaMeTpa t.

Heka je dopma H; meratuBHO JedUHUTHA HA HEKOM MOTHPOCTOPY 2o C X u
Heka joj je unzaekc jeanax A(t). Tama 3a ¢’ moBosbHo Gsucko ¢, hie u dpopma Hy 6utn
HeraTusHO JebuHUTHA HA Yo, Tj. A(t') > A(t), a Kako 3HaMO jga je A(t) MOHOTOHA,
3a t' =t — ¢ Baxuhe \(t — ) = A(1).

(i71) Heka je meremepucanoct Xecuwjana d°F; jemnaka v. Taga 3a J0BOBHO MaJIo
e >0 Baxu A\t +¢) = A\(t) +v.

dokas: N J0Ka3y NperxojHe Tadke Bujaean cMo jga dopma H; HempekuHO
3aBUCH O t, aKO je OHa IO3UTUBHO JedUHHTHA HA HoTHpocTopy > C X, onma he
3a t' Koje je JO0BOJBHO OJIMCKO t BazkKuTH Ja je u (popma Hy mo3uTuBHO nedpUHHTHA
Ha pocropy X1. Kako je dimX = ni, ciaenu ga je dimdy = ni — A(t) — v, na Baxu
At") < dim¥ — dim¥, = A(t) +v.

Hokazkumo u npyry nejennakoct. Heka je X1, Xy, ..., X)) 6a3a HeraTupHOr IOT-
npocropa ¢gopme d?E, n nexa cy Ji, Js, ..., J, neo-mo-neo Jakobujesa momba Iy
6a3a jesrpa ucre dpopme. V3abepumo BekTOpCKa 110/ba Y1, Yo, ..., Y, YK KPUBE Vi,

KOja ce aHyJIMpajy y KpajlbuM TadKaMa OBe KpHBe, TaKBa Jla je MaTpPHIla
DJ;
((5ro.xm))
1<i,j<v

[Ipoaykumo BeKTOpCKa 1o/ba X; JI0 BEKTOPCKUX I0Jba Ay’ KPUBE Yiie, TAKO

HIEHTHYIKa V X V MaTpuia.

IITO UM HA WHTEPBAIY [t,t + £] momenumo BpegHOCT Hysta. V3 Ipyre BapujalnoHe

dopMmye enepruje caega jaa je

d2Et+€<Ji7Xj> =0
d?Eyye(Ji, Vi) = Oige.

Hexka je ¢ € R 1oBo/AHO MaJI0, TaJIa BEKTOPCKA MOJba
-1 -1
Xl,XQ,...,X)\,C le,...,C YV

pas3aluiby BEKTOPCKH IPOCTOP JUMeH3Hje A+, Ha KojeM je dopMa d2E, . HeraTuBHO

nedunnroa. OBa UNHEHNTA CASIN U3 3a0uca MaTpuie d>Fy, . y 0Boj 6a3n
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(@B (X5, X)) 1<ij<r) cA
cAT —41 + B

rie cy A m B KOHCTaHTHe MaTpHIle, TIa aKo je ¢ JOBO/BHO MAaJIo TOPHha MaTpHUIa je
HeraTusHO AedunuTHA, O1aKIe caenn u HejeaHakocT () > A(t) + v.

Cajia J0Ka3 TeopeMe TUPEKTHO cienn u3 TBphema (i), (ii) u (di7). O

Kipyuna nocieanna MopcoBe Teopeme 0 HHAEKCY je Ta Jia CBe KPUTHYHE TAYKe
dyHIIKMOHAJIA €HEPrUje UMajy KOHAYHE MHJIEKCe, a TeopeMa HaM Jiaje jour u uugop-
Mallijy KOJWKO OHW W3HOCe, MTO (PYHKIHOHAJ €Hepruje W MPOCTOp MyTeBa YWHU
ujeasHuM ambujerTom 3a npumeny Mopcose Teopuje. [Ipumenom ose Teopuje mory
ce noburn nHdOpMaIUje O TOHOJOTHjH MPOCTOpa IMyTeBa (3a MPOCTOpP MET/hH je
norpebHa HEIITO JeJUKATHHja Teophja, o demy he GUTH pedd y Ja/beM TEeKCTY).
Jenan ox pesy/itara Koju je AupeKTHa mocaeaniia MopcoBe Teopeme O MHJIEKCY je

caegeha Teopema (Bugern [31]).

Teopema 2.16. (®Pynmamenrtanua teopema Mopcose teopuje): Heka je M
KOMILJIeTHa PruManoBa MHOTOCTPYKOCT M HEeKa cy p, ¢ € M Tadke KOje HUCY KOHjyTO-
BaHe JIV2K HUje/IHe Treoje3ujcke quHAje. Taga mpocTop myTeBa KOJH Cllaja OBe TadKe
P(p, q) nma crpykrypy CW —KoMIuteKca KOju cajgpKu 1o jenny hennjy aumensuje

A, 33 CBaKy I'€0/Ie3MjCKY JMHU]Y MHIEKCA A KOja cIaja p u (. O

IMpumep 2.4. IIpocmop nymesa na S™: Heka cy p u ¢ JiBe HEKOHjyTOBaHe TadKe
Ha cdepu S" u Heka cy p’ M ¢’ BUXOBe aHTHIOAATHE Tauke. Taja mocroju mpebpo-
JUBO MHOTO TeOJIe3UjCKuX JUHU]A Yo, V1, ... KOje CcIajajy Tauke p W ¢, TJe CMO ca Y
o3HaUMIN Kpahu JIyK BeJMKOT Kpyra KOjU Cliaja p uq, Ca 7y TeOJe3ujCKy pqp'pq, ca
o Teose3ujeky auHujy pgp' pqp’pq wra. (kpusa vy, he k myra npohu kpo3 Tauky p').
Kaxo je jeauna tauka KOHjyropaHa ca p Tadka p’ M TO ca BUllecTpyKomrhy n — 1, To

he BaxxkuTn

ma je mpocTop IIyTeBa Koju cmajajy p um g Ha chepn jeman C'W —KOMILIEKC ca 1O

jemnom hemujom y aumemnsujama 0, (n — 1),2(n — 1), ... . O

o cama cmo Bugenn rHeke mpumene Mopcose Teopuje Ha (GYHKIIMOHA €HEPTHje
JgeduHrCcaH HA IPOCTOPY IYyTeBa U BUJEIN CMO Y KOJUM CUTyalrjama je (pyHKITHOHAJT
enepruje MopcoBa ¢dbyuknuja. Mehytum, ako mocmarpamo ucTu (PYHKIIHOHAJ HA
HPOCTOPY IeT/hH OBO HHKaja Hehe Outu ciaydaj. Pazjor jie:ku y 4umbeHUIu ja je

y TOM cayuajy (pyHKIHOHAJ eHepruje MHBAPUjaHTaH y OJHOCY Ha [ejcTBo Tpyme St,
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1a heroBe KpUTUYHE TavyKe JI0J1a3€e y HajMambe 1-IuMeH3uoHuM (haMuinjama, Kao u
TO Jla KOHCTAaHTHE TeT/hbe YUHe IeJy MHOTOCTPYKOCT M, 1ma cTora KpUTHYHE TadKe
dyHKIIMOHATIA eHepruje Yy OBOM CJIydYajy He MOTY OUTH W30J0BaHe, a CAMHUM THUM U
dyukimona enepruje He mozke outu Mopcosa dyuknuja. Youumo jga he reopema
0 WHIEKCY BaKUTH W Yy OBOM CJYYajy, Kao W Ja HUjeJlaH OJ] OBUX MpobieMa He
HacTaje y CJIydajy IpocTopa IMyTeBa KOjU CIajajy JBe pasjumdure Tadke. Mehyrum,
Ha QYHKIHOHA €HEepPrHje Ha MPOCTOPY HET/bH Ce MOYKE YCIEITHO ITPUMEHUTH j€/THO

oJ1, yorunrema Mopcose Teopuje, 138. Mopc - Bomosa meopuja.

Hedununnmja 2.11. Heka je M Pumanosa muorocrpykoct. @Oyuknuja f € C°(M,R)
je Mopc - Bomosa axo cy 3aJ10BOJbeHa cjejieha JiBa ycJioBa:

(1) Crit(f) je nucjyHKTHA yHHja 3aTBOPEHHX M TOBE3AHUX IOMHOIOCTDYKOCTH
MHOTOCTpyKOocTH M,

(1) Ba cBaxo p € Crit(f) Baxu ga je T,Crit(f) = ker Hg(p), rae ce 3a T,Crit(f)

oIpa3yMeBa TAaHTeHTHH TPOCTOD oAroBapajyhe kommonente nosesanoctu o1 Crit(f).

Hedbunrumnuja 2.12. Mopc - Bomos undexc xpumuune nodmuozocmpyrocmu C' C
Crit(f) je aumeHsuja HeraTmBHOI moOTHpocTOpa Xecujana Hy padynaror y Omio

K0jo] KpuTu4uHo] Tauku p € C.

Mopc - Borose ¢dbyukiuje cy yommmrema MopcoBux (byHknuja, jep ¢y KpuTUIHE
tauke MopcoBux dyHKNHja W30/103BaHe W HeJereHEepUCcaHe, ITa CAMHUM THM 3370-
BOJ/bABAJy YCJIOBE M3 HpeTXojHe JAeduHUIUje, jep jeé Taja CKyl KPUTHIHUX Tavaka
JMUCjYHKTHA YHUja 0- TMMEH3MOHUX MHOTOCTPYKOCTH, & XeCHjaH uMa TPUBHU]ATHO je-
3rpo.

[TocToju Butre npucryna Mopc - Borosoj Teopuju. Jenan ox wux ga gary Mopc
- Borosy dyukiujy neprypbyjemo 1o neke Mopcose dbyukimje (3a Koje 3HaMO J1a Cy
CByJla TYCTe y CKYIy TJaTKuX (DYHKIHja) Koja 3a10BosbaBa Mopce - CMejsioB ycio
u npumennMo Beh nosmnare pesyarare. leraspnuje o Mope - Bororoj Teopuju un
pa3HUM MPHUCTYIIMa OBOM mpobsiemy Moze ce Hahu y [39].

VY cay4ajy dyuknuonana enepruje F : AM — R, ucrocrasiba ce jia je KpUTHIHA
MHOTOCTPYKOCT KOja Ce€ CacTOju O/l KOHCTAHTHUX IeT/bU yBeK HeJlereHepUCcaHa y
Mopc - Borosom cmucsy. IlITaBuiie, 3a reaepuydku n360p METPUKE MOYKE €€ IOCTHNHT
Ja cy W ocTajde KPHTHUHE MOoAMHOrocTpykoctn (Tj. Kpyxkumme S! xoje momase
Kao perapaMerpusaliije Teo/Ie3njCKuX JUHUja) Hejerenepucane y Mopce - BoroBom
cvucny. Camdno, Kao y MopcoBom ciy4ajy, nmahemo ga ¢gpyHKmumonan F 3a10B0-

JbaBa CBE BazkKHE 0COOHMHE.

Teopema 2.17. Heka je M 3aTBOopena PuManoBa MHOMOCTPYKOCT TaKBa, 1a je (DyHKIIH-

onan enepruje E Mopc - Borosa dyukmnuja Ha AM. Tama Bakn:
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(1) Kpurnuane Bpegnoctu byHKIoHaMa £ ¢y M3010BaHe U HA CBAKOM KPUTHIHOM
HUBOY TOCTOjJH KOHAYHO MHOTO KOMIOHeHTH moBe3anoctu of Crit(E).

(1) Nnmeke u pereneprcanocT ¢Bake oJf KOMIOHeHTH nose3anoctu o Crit(E) je
KOHAYaH.

(791) Axo uHTEpBAT [a, b| HE CAAPKHU HUjeTHY KPUTHIHY BPEIHOCT (DYHKIHOHATA
E Ttana je AM=* mudeomopdno ca AM=9,

(1v) Heka je a < ¢ < b u mpeTmocTaBuMO Jia je ¢ jelnHa KPUTHIHA BPEIHOCT Yy
unrepsaiy |a,b]. Heka cy Ny, No, ..., N, komnonenre nosezanocru oj Crit(F) ua
HUBOY € U O3HAUUMO €& A1, Ao, ..., A\, IbUXOBE HHJICKCE.

e Tana je ma cBakoj moamuorocrpykoctn N;, 1 < ¢ < r, mobpo meduHucaHo
paciojeme v~ N; panra A; ca ¢pubpom jejHaKOM HEraTUBHOM HMOTIIPOCTOPY (ropme
d*E|y;,.

o ITonameo AM=Y je xomeomopdan yuuju mogausoa AMS® u QHuCK pacJojermba
Dv~N;. ]

W3 mperxomHe TeopeMe MOXKEMO 3aK/byUMTH na je dyHkimmonan FE : AM —
R npurarohen 3a npumeny Mopc - Borose Teopuje. Ilpumene oBor npucrtymna cy
Opojue, Kao Ha mpuMep padyHame xomojoruje mpocropa AM. 3a Bumie aerasba
yiyhyjemo ma [37], [38], [22].
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3 @yHKIMOHAJ /I€jCTBA

3.1 XaMuJTOHOBU CUCTEMU

Heka je (M,w) 3aTBOpEHa CUMILUIEKTHYKA MHOIOCTPYKOCT U HEKA je Ha 0] Jara
dbyukiuja H : M — R. @yuknujy H nazuBamo jour u Xamuamonogom Pyrruujom
it X aMUATOHUJGHOM.

Kako je cummiektuuka popMa Hejlerenepucana, CBAKOM XaMuaTonujany H mMozxkeMo

NPUIAPYKUTH jeIMHCTBEHO BEKTOPCKO TOJ/be Xy KOje 3aJ0BOhaBa
z'XHw =dH.

Hedunanmnuja 3.1. Bektopcko nome Xy HazuBaMo XaMusmonosum 6EKmopCrum

nosem MPUAPYKeHnM XaMuIToHnjany H.

Hedbunumuja 3.2. Tox ¢; : M — M,t € R, renepucan XaMUJITOHOBUM BeK-

TOPCKHUM T10JbEM
dipr
dt

HazuBaMoO Xamuamonosum moxom, a mudeomopdusme ¢y, t € R Hazupamo Xamuasmornosum

(p) = Xu(e(p)), wolp) =p,

dugpeomoppusmuma.

[Tocmatpajmo XaMHITOHOBO BEKTOPCKO TOJbe Y JOKAJIHUM, /[apOyoBUM KOOpIHU-
HaTAMA (L1, %2, .., Tn, Y1, Y2,y --s Yn), ¥ KOjuMaA dopMa w uMa 00JMuK w = dxy A dy; +

oo 4 dx, A dy,, 10b6UjaMoO KOOpAMHATE CHMILIEKTHYKOD rpaaujeHTa (paan Kpaher

OH __ (0H o0H OH __ (0H OH
3alliCa yBeAUMO O3HaKe o (0_331’ ceey m) By (d_y1’ ey %))
X ( oH 8H)
H=\""7 3.
oy’ Oz’

a CaMUM THM U je,ILHa‘II/IHe LeMy IpUApYy2KeHor XaMHIJITOHOBOI TOKa,

de  OH
dt oy
dy OH
dt oz

Oge jennaunne ce 30By XaMuAmonose jednayuHe U HAMUPOKO CY TMO3HATE y TEOPH-

JCKO] MeXaHHUIIN.

HpI/IMeTI/IMO Aa Cy KOOpAuHaTe CUMIIJICKTUYKOI rpag:u/lj €HTa CJINYHE KOOpANHaTaMa

obuaHOr rpajujenta y Eykiujackum koopaunarama VH = (%—I;, %—I;). [Tperusnuje,
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Baxku cjieaehu cras:

Cras 3.1. Heka je (M,w) cUMIUIEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT €a KOMILIEKCHOM CTDYK-
rypom J Koja je carjiacHa ca w, Tj Baxu ja je g = w(-,J-) Pumanosa merpuka Ha

M. Tana 3a mponsBo/baH XaMHUITOHHjaH H BaxKn
Xy =JVH, (3.1)

npu Yemy je rpaaujert V H nedwrncan npeko g. CrenujaasHo, OBO BayKU Y CUMILIEK-
THIKOM BEKTOPCKOM TipocTopy R?*", ca cTamgapIHOM KOMILIEKCHOM CTPYKTYpoM .J

n EyKJIMJICKOM METPUKOM.

Jlokas: Caemu nupekTHO u3 jgeduHunuje (CUMILIEKTHYKOT) TPaJHjeHTa U YCJIOBA

CarJIaCHOCTH. [l

HaBenene XaMwWITOHWjaHe V CHUMILIEKTHYKO] T€OMETPHjU HA3WUBAMO GYMOHOM-
num Xamusmorujaruma. OCUM TaKBUX, OJ CYIITHHCKOT 3HAYaja Cy W T3B He-
aymornomuu Xamusmonujoru, tj pyakmuje H : R x M — R, rne R-koopaunara
npejacTaB/ha BpeMe. Tama je 3a pecTpuknmjy XamMuaToHujaHa H; y BpeMeHCKOM
TPeHYTKY ¢ 100po medUHUCAHO BEKTOPCKO Mosbe Xy, KOje 3aBUCH O BpeMeHa. /Jla
O6u 0BO MOJbe MMaJO0 JO0pPO jneduHUCAH TOK, IIpeMa Teopuju obmdaHux judepenim-
jamHuX jeIHAYWHA, JTOBOJHHO je y3eTH Ja XaMUJITOHHjaH H mMa KOMIaKTaH HOcad,

na hemMo TO MpeTHocTaB/baTH ¥ HAPEIHOM TEKCTY, CeM aKO ce HATJacH JIpyradmje.

Hapenmo cajia HeKa BakKHA CBOJCTBA XaMHJITOHOBUX TOKOBA.

CraB 3.2. XaMUITOHOB TOK IeHEPHIle jeJHOTapaMeTapCcKy IpyIy CHMILIEKTOMOP-
dbuzama va (M, w).

Zokas: 3 Kapranose ¢opmysie uMaMo
LXHW = dz’XHw + iXHdw = 07

jep je ix,w = dH u jep je w 3aTBOpeHa dopMa, oJaKie ciaeIu TBpheme. O

Cras 3.3. XaMUITOHH]aH je KOHCTAHTAH JIyK TOKa KOjU F'€HEpHIIIE.

/loxasz: Kako je

d
EHOQDt = dH(XH) :(.U(XH,XH) = 07

caeau na je H o oy = const. ]
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3.2 XaMuJITOHOBHU M I'€0€3UjCKU TOKOBU

[Tocmarpajmo TanrenTHno pacJojetbe m : T'M — M mnorocrpykoctu M u nperiio-
CTABHUMO JIa KMaMO 33aJaTy KoHekcHjy Ha T'M u mwome JepUHUCAHO XOPU30HTAJIHO
nogmsame h : T'M — TTM. Heka je X, € T,M. Tana je y TaHreHTHOM NPOCTOPY

Tx, T'M nedbunucan jeJIMHCTBEHH BEKTOD

Hedbunnumnuja 3.3. Bekropcko mosme
G:TM —TTM, Gx, = hy(X,)

HA3UBa ce zeodesujckum sexmopckum nomvem ua T'M. Hoerose marerpasne Kpuse,

Tj. peliema TudepeHIjaane jeJHadnHe

c:(=6,0) = TM, 2—; = G(c(?)),

HA3WBAjy Ce 2e00e3UjCKUM MOKOM.

Kpuse reosmesmjckor Toka ¢ ¢y kpuBe Ha T'M, a mUXOBe IpojekImje m o ¢ Ha M
Cy TeoJle3njcKe JUHH]e.

YV nactraBky osor naparpada pugehemo Kako ce reoie3ujcKu TOKOBH MOTY BUJIETH
Kao cIenujagad TpuMep XaMHJITOHOBUX TOKOBA.

3a moverak KoHcTpyucaheMo KoHekcujy Ha paciojewmy 11T M.

ITocmarpajmo sepmukasty ducmpubyyujy V wamx TM, Tj. pacaojeme dnja je
Pudpa nax u € T,M nara ca

V. = ker(dm,),

rae je 7w : TTM — TM.
3HaMo Jia je 3ajiaBarmbe KOHEKCHje €KBHUBAJEHTHO 3aJ/IaBalby XOPU3OHTAJIHE JIHC-

tpudbynuje H na T'T'M, takse ja je
H, &V, =TTM.

Onmabpahemo xopusoHTaaHy auCTpuOyIHjy H Tako ma Ham oHa Oyae OPTOrOHAJIHA
HA BePTHKAJHY JAuCTpuOynujy V' y CBAKOj TAuku, y OJHOCY HA HEKY MeTpuky (Kojy
fiemo kacHuje neduHECATH).

[IpernocraBumo 1a je na M 3amara Pumanosa merpuka. Heka je &€ € T, TM u

Heka je KpuBa z : (—¢,e) — TM rakBa ga je 2(0) = u u 2(0) = £. Taga xpusa z
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jenuncrseno ojpehyje kpuBy oo = m o z Ha M u BEKTOPCKO 1OJbe Z JIyzK KpHUBE « ,

3a KOje BaxKu

Hedbunutmumo npeciaukasamwe K : TTM — T M tako na

Ku(§) = (Va2)(0).

Caia XOpU30HTAIHY AUCTPHOYIH]Y MOKeMO 3a1atn Tako ja je H(u) := ker K.
Jpyru naunn ja ce jgedunuine konekcruja Ha 1T'T'M je nomohy xopuzoHTaJHOT
0/IN3aHa
hy : T,M — T, T M,

Koje je gedunucano na ciexehn naunn. 3a paro X, € T,M, neka je a: (—¢,e) —

M xpusa taxsa na je a(0) = p u %©(0) = X,. Osnaaumo ca Z(t) napasennu

TpaHCIoOpT BeKTopa X, Ay KpuBe « U Heka je o : (—e,¢) — T'M kpusa jara ca
o(t) = (a(t), Z(t)). dedunnmenmo

U3 nedunnuuje napasesnor Tpancuopra gupektHo caeaun ga je K, (h,(X,)) =0,

3a cBako X, € T,M. Baxu ciegehe tepheme.

Jlema 3.1. XopuzoHraJiHo moju3ame h, 3aJ0BoJbaBa cjejeha cBojcTBa
() h, je nuueapuo
(77) ker(K,) = Im(h,)
(ii1) dmy o hy = Idp,m
(iv) npecimkasamwa dmy,|pg, : H, — T,M n K|y, : V, — T,M cy nuneapun

uzomopusmu. O

N3 nperxomue jieme 3akbyuyjemo na je 1T, TM = H, ®V, n 1a je npecinkapame
Ju : T,ITM — T,M x T,M nato ca

Ju(§) = (dmu(§), Ku(§)),

JIMHeapHU n3omopduszam.
Hamomena: Y npamem Tekcry fiemo 3a j,(£) mompasymenatu oznaky & = (&, &),
rie cy &, = dmy,(§) n &, = K, (&), Xopu30oHTaIHA ¥ BepTHKAJIHA KOMIIOHEHTA BEKTOPA
EeT,TM.

[Tomohy mekommozunuje 1, TM = H, & V, Mmoxemo mebunucatu PumanoBy

MeTpuKY ¢ (o3Hadasaliemo je jorr u ca (-,-)) Ha T'M tako ma cy upocropu H, u
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V., oproronajinu y cBakoj Tauku u € T'M.

Hedbunumuja 3.4. Merpuka g nasusa ce Cacarujesom mempurom aa T'M u Barkn

(€ mu = (dmu(§), dﬂu(n»ﬂ(u) + (Ku(§), KU(W»W(U)'

Younumo Ja je caja reoJe3njcko BeKTopcko mnobe G T'M — TTM 3anaro ca

Gy = | etwy =T (u(e) 30,

e je 7y, jeIMHCTBEeHA Te0/Ie3njcKa JIMHIja Koja 3a/10B0/baBa MoueTHe yeaoBe 7, (0) =
p u 3,(0) = X,. Baucra, xaxo je ca t — *,(f) zaro mapasesHo HOMeparbe BEKTOPaA
X, 1yXK Yy, caeqn ga je G(u) = h,(X,), na je G jeHo Teoqe3mnjcKo BEKTOPCKO HOJbE.

Ha T, TM = H, &V, umamo jedunucany u CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYPY Jy :
T, TM — T,/ TM, rakBy na je

Ju(ghv fv) = (_€v> gh)

Hedbunumuja 3.5. Ha T'M moxemo nedurucatu cumniekmuury gopmy 2 momohy

CacakujeBe METPUKE U CKOPO KOMILJIEKCHE CTPyKType J, Ha ciaegehu naumn

,(8,m) = (Ju§m) = (dmu(§), Ku(n)) — (Ku(§), dmu(n)).

Teopema 3.1. Heka je G reone3njcko nosbe Kao y ropmo] auckycujuu H : TM — R
Xammrronnjan 3amar ca H(§) = %(5 ,€). Tama je XaMHITOHOBO BEKTOPCKO TIOJbE
Xy jeTHaKO Teo/ie3njcKoM BeKTopckoM mosby G, Tj. Baxku dH = ig{). Cuenmjasno,

reo/e31jCKN TOKOBH 4dyBajy dopmy ).
Joras: Hexa je & € T,TM un z : (—e,¢) — TM xpupa Taksa na je z(0) = u u

2(0) = £ m ozmaunmo z(t) = (a(t), Z(t)) kao na nouerky naparpada. Tama je

9, 0 1

A = o HE0) = =] (20, 20t = (Ta2)(0), Z(0)) = (Kul€), v).

Ca apyre cTpaHe HMamo

Qu(G(u), &) = {dmu(G(u)), Ku(§)) = {dmu(hu(v)), Ku(€)) = (v, Ku(£)),

quMe CMO J0Kas3aau TBpheme. O
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N3 nperxojne TeopeMe BHIUMO J1a XaMUJITOHOBE TOKOBE MOYKEMO CXBATHTU KO
U3BECHO VOTIITEHe re0Ie3WjCKIX JUHIja. Y3 MOTUBAIU]y Be3aHy 3a Mpo0JIeM er3u-
CTeHIHje 1 OPoja 3aTBOPEHUX I'e0JIe3NjCKUX U3 IIPEeTXO/IHE IVIaBe, HaMmehe ce aHajaorHo
NUTAe 33 er3UCTEeHIH]y U OpOj MepuojuIHnx XaMujJATOHOBUX opOuTa. /lerasbuuje

0 OBOM IIpoDJIEMY U pelllelby y HeKUM caydajeBuMa GaBuheMo ce y HACTAaBKY TEKCTa.

3.3 ApHoamoBa Xurores3a

[le3mecernx roauna mpouwior Beka B. 1. ApHoJa je mocTaBHO HEKOJHUKO XHIIOTe3a
y cUMILTEKTHYKO] Tomosornju. Onaj maparpad moceTnheMo jeHOj Of BUX, KOja
ce Tnde Opoja (PUKCHUX Tavaka CHUMILIEKTHUYKHUX ITpecIuKaBamba, Tj. KOja TOBOPU O
HajMameM Opojy HMepHOJTUIHUX OpOUTa BPEMEHCKH 3aBUCHOI XaMHUJITOHOBOI BEKTO-
PCKOT TOJha HA 3aTBOPEHO] CUMIIJIEKTUYIKO] MHOTOCTPYKOCTH.

Pemtema ApnojiioBe xumnorese jaja Cy MHOIITBO HOBUX HJ€ja U TEXHUKA HA
N0JbYy BapHjalliOHOT padyHa. JedHa Of BUX je W KOHCTPYKIWja OeCKOHAYHO ITH-
MEH3MOHOT yorTema MopcoBe xomosoruje, Kojy je y cBojuM pagoBuma 80-ux ro-
JuHa TporLior Beka m3neo Angepac Puop, momMohy koje je mokasao jemaH Ccuaydaj

ApHou10Be Xunorese.

OcBpHEMO Ce HA UCTOPHUjCKHU 3HAYA] 1 HAcTaHAK ApHosaoBe xunorese. [loenkape

je 1912. ronune dpopmyaucao TBpheme, Koje je KacHuje jpokaszao bupxod.

Teopema 3.2. (IToenkape - Bupxod): Csaxu xomeomopdusam nperena S x [a, b]
KOjU YyBa MOBPIUHY W OPUjeHTAIN]y, & TPAHNYHE KPYKHATE POTHPA Yy CYTPOTHOM

cMepy, uMa HajMarbe jiBe (PUKCHE TadKe.

B. Apnonx je yBugeo ma ce Iloenkape - BupxodoB pesyarar Moxke JOKa3aTH
npumenom onena Jbycrepuuk - [ITaupesbmana u Mopca 3a Opoj KpUTHYHUX Tavyaka
rratke byHKIMje Ha qBOAMMEH3MOHOM Topycy T2 = R?/Z? (Bunern [7]), nobujernm
JIET/bEEHEM JIBA WJIEHTUYHA MPCTEHA JAY’K HUXOBUX rpanuna. Mehyrum, Ha Topycy
T? nocroje mudpeoMopdu3Mu KOju 4IyBajy HOBPHINHY, a HeMajy (PUKCHUX TadaKa,
Kao Ha mpumep poranmje. Jla 6m m3berao opaj mpobsem, APHOJI je IOCMATPao
nudeomopduszme ¥ : (z,y) — (X,Y) na T? koju 3an0B0sbaBajy cienehe ycaose:

(1) 1 ce HATMA3M y KOMIOHEHTH IMyTHe MOBE3AHOCTH TpecianKapama Id, y
IIPOCTOPY CBHX CHMILIEKTOMOpdgu3aMa Ha Topycy T2

(1) ¢ dayBa TOBPHIKHY

(7i1) v ayBa meHTap mace

Cuenujaino, opaksu judeomopdusmu cy na R? zajgaru xkao v : (x,y) — (X, Y):

X=z+p(xy), Y=y+q(zvy),
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rie ¢y p u ¢ nepuonnane dyukiuje (Bugeru [7]). Taga je yciaos (iii) ekBuBaaneTan

T2 T2

Hedbunrumnuja 3.6. PukcHa Ttauka p audeomopdusma 1 je nedezenepucara ako 1

YCIIOBY

HHUje COICTBeHa BPeJHOCT mpeciankasama di(p) : T,M — T,M.

Cras 3.4. [Iudeomopduszam ¢ na T? xoju 3amoBosbasa cBojcTBa (1) — (i11) nMa
HajMarbe TpU (DUKCHE TauKe, [0/1 YCI0BOM Jia ce Hajlasu J1oBosbHo 6au3y (C - 6usy)
UJEHTHIKOT IpecjnkaBarmba. AKO cy cBe (DUKCHE TadKe HeJereHepucane, Taja | nma

bap deTupu (pUKCHE TaUKe.

Jlokas: 3a npecaukapama ¥ : (z,y) — (X,Y) Koja ¢y 10BO/bHO GIM3Y WIACHTHTETY,
U3 TeopeMe O UMIUIMIUTHO] (PYyHKIUju ciaead Aa mocroju gynkmuja F @ R? — R

TaKBa Jia je

X=z+%%(Y)
y=Y +%(zY).

Kako 1) 4yBa IeHTap Mace, caeu fa je F nepumoaumdHo npecankasame Ha R?
Ia caMHM THM je u Jo6po jedpunnuctano Ha T2. 113 TopmUX jeJHAKOCTH 3aKJbydy-
jeMo jia cy dukcHe Tauke audeomMopdusMa v y jegaH - jejlaH KOPECHOACHIUjU ca
KPUTHYHUM TadkaMma Ipeciaukasama F wa T2, na tepheme caemu us Jbycreprux -
[[TaupesmanoBe Teopeme u MopcoBe olieHe 3a OPOj HeJlereHepHCAHUX KPUTHIHUX

TaYaKa. O

Hanomena: Ucnocrasmba ce aa cy 3a jaudpeomopduszam 1 na T? yceaosu (i) — (iit)
eKBUBAJICHTHHU YCJIOBY Ja 1) IPUANALA TOKY BPEMEHCKH 3aBHCHOI XaMHIJITOHOBOT Be-
kropckor nosba Xy Ha T? (Bumeru [40]). Takobe, Taga nam Jbycrepnuk - [luupe-
JbMaHOBa TeOpHja TapaHTyje HajMame TpH, a MopcoBa Teopuja HajMame YeTHPHU

duKcHe TavuKe MTO je mapanaeTHo cTaBy 3.4.
Cana ce nmpupoano namehe ciaegeha xumoresa.

Apuonmosa xumore3a: Cpaku XaMHITOHOB aueomopdusam 1) Ha KOMIIAKTHO]
CUMILUTEKTHYKO] MHOTOCTpYKOCTH (M, w) uMa HajMame (PUKCHHX TaIaKa KOJUKO 1

bynkuuja F € CY(M,R) kpurnunux Tavaka.

Cuenujasino, nomohy Jbycrepuuk Iluupessmanose u Mopcose Teopuje MOKeMO

pedopmyaucaT ApHOIIOBY XUIOTE3Y Y HEIITO CAa0Uju OOIHK:
# { dbukcne Tauke on Y} > cl(M) +1
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1, YKOJIUKO Cy CBe (PHKCHE Ta4dKe 0J1 ¢ HeJereHepuCcaHe:

dimM

# { duxrcue Tauke ox Y} > Z Br(M).
i=0

Xunoresy MoxkeMo pedOPMYIUCATH U HA Je3UKY JMHAMUIKHEX CHCTeMa Ha ciaegehn
HAYWH.

Heka je par meayronomun Xamuiaronujan H : R x M — R, rakas ga je H(t +
1,x) = H(t,z). Xamurronos gudeomopdusam ¢ 1ebUHAIIEMO KO PEITerhe XaMUITOHOBE

jeTHAYMHE

dpy
() = X ()

y TpeHyTKy 1, Tj. ¥ = ;. Cuemnumjamno, tauka p € M he 6utn durcHa Tagka
Xamuaronopor audeomopduzma 1 ako u camo ako je p = xz(0) modernu ycsios 1-
IEPHOJAMIHOT pellierha XaMUITOHOBe jefHaquHe x(t). YMecTo Ja TpaKnMo (DUKCHe
TavuKe MpecanKaBama 1, MOXKEMO TPayKUTHU 1-MepHOINYIHA pellerha XaMIITOHOBOT
BEKTOPCKOTL 110/ba X gy,, Ia APHOJIJIOBY XHUIIOTE3Y MOYKEMO CXBATUTH U KAO TPAKEHe
JIOEe TpaHuile 3a 0poj 1-nmepuogndaux XaMUJITOHOBHX OpOUTA.

Youumo ja he ykosuko je Xamusrouujan H JIOBO/bHO MaJid, CBa mherona 1-
HEePUOJINYHA pellerba OUTH U KOHTpakTuOuaIna. OBo ciaeau u3 dopmyie 3a IyKUHY

M@=AMMW=AL&@®Wu

3a HeKy yHalpen ogabpany PumanoBy merpuky na M. [lakie, ma 6ucMo jgokasain
ApPHOIIOBY XHIIOTE3y MTOBOJHHO j€ J1a JIOKAZKeMO JIa BarKu

dimM
# { konrpaxrHGuIHEe 1-MepHonune metme } > cl(M)+1 (> Z Br(M)),
=0

c 003UpOM Jla Yy HEKHM CJIydajeBUMa HEeKOHTPAKTUOWIHA 1-TlepHOAWYHA Dellema
nehe uHm mocrojaru. Ilpumernmo 1a je OBO y CTPOroj CynpoOTHOCTH Ca ITPOOJIEMOM
3aTBOPEHUX T'€OJ/IE3N|CKUX JUHUja Y PUManoBoj reoMeTpHju, TAe CMO y CBAKO] XOMO-
TOIICKOj KJIACH MOV HaliM 3aTBOpEHY I'e€0Ie3UjCKY JIHHH]Y.

3a kpaj oBor maparpada, IoCMaTpPajMo CIelnjaJaH CIydaj ay TOHOMHOT XaMUJITO-
uujana H(t,z) = H(z) xoju je nupu tome C*-masn. Tasa hie csako l-nepuopnuno
perierse ouTn cajgpzxkano y lapbyoBoj kapru, na he moparu OUTH ¥ KOHCTAHTHO,
1j. z(t) = x(0) (Bumeru [29]). Crerujanno, 1-nepuoudHa periema Cy 3apaBo
kpuruune Tauke ¢pyukiuje H : M — R, na kao nocaeauiy Mopcose u Jbycrepauk
- [IIampe/pMaHOBe TeopHje BHAMMO Ja ApPHOIIOBA XHIIOTE33a Yy OBOM CJIYYa]y HMa

IIO3UTHUBAaH OJATIOBOP .
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Y nacraBky oBe rviase BujehemMo Kakse Bese nMa QyHKIIMOHA JejcTBa ca ApHo-
JIZIOBOM XHIIOTE30M H HOKyIaheMo 1a 00jaCHUMO IIPUCTYIIE U Ipob/ieMe KOju HACTa]y

y JOKa3uMa OBe XUIIOTe3e Y HEKUM CJIydajeBUMA.

3.4 XaMuJITOHOBe OpOUTE Ka0 KPUTUYHE TadKe (PYyHKITMOHAJIA
JejcTBa

[ToemaTpajmMo cuMILIEKTHIKY MHOTOCTPYKOCT (M, w), TakBy 1a je mo(M) = 0. O3na-

anmo ca P(M) ckyn ¢BUX KOHTPAKTHOUIHUX l-epuoandux met/pu Ha M.

Hedununuja 3.7. 3a gatn Xayvmaronujan H : S'x M — R nedunnmemo @yrxyu-

onan dejemea Ay : P(M) — R na caeaehu naqun

Ap(z) = —/Du*w - /OlH(t,z(t))dt, 2iSt o M,

riejeu : D = {2z € C| |2/ <1} - M riarko mpecinkaBame TaKBO Ja je
u(e?™) = 2(t).

Younmo ga je 360r yeaosa mo(M) = 0 dyuknuonan nejcrsa m006po neduHuCcaH,
jep Taja BPEeTHOCT fD u*w He 3aBucu oj w3bopa mpomupewma u : D — M (koje
CBaKaKO MOCTOjH, jep MOCMATPAMO CaMO KOHTPAKTHOUIHE [eT/he).

Besy ¢dyuknmonana jejcrBa Ay W mepuoamdHuX XaMUJITOHOBHX OpOHTa Jjaje

HaM cJjiejiehe TBphebe.

CraB 3.5. Kpurnune tauke dyHknmonana mgejcrsa Ay cy l-mepuommane opbure
XaMHIJITOHOBOI' BEKTOPCKOT 110Jba X f.

Jokas: Heka je z : S! — M ner/ba n neka je jgara mwena sapujanuja zs € P(M), s €
(—¢,¢), TakBa ga ug = z u 24(0,t) = £ € T.P(M). Tana je

0

AANE) = | An(z) = 0s( - /D W /0 H(t, =())dt)

*
:—/ Osusw
D

DsH(, zs(t))dtL = dH (1)) (0.2)

- /1 OsH (t, z5(t))dt

s=0 0

s=0

) = (X (:(0),€0))

Ot = ul (d(iyw) + iydw) = du}(iyw),

e je Y BEKTOPCKO 1oJbe JeMUHUCAHO ca

Y(ur(p)) = 5
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Caenn,
A (2)(€) = — /D du iy ) — / (X, (2(8)), £(8))dt.

na HakoH npumeHe CTOKCOBe TeopeMe Ha MPBH WHTErpas J00mjaMo

0A(2)(€) = / W), Y (=(0))) dt / W), E(1))dt,

a KakKo yBeK MozkeMo omabparn damuinjy us Tako na je Y (z(t)) = £(t) caeau

0 A (2)(€) = / W) = Xun £(0))dt.

Crnenu na je z € P kpuTu4dnHa Tadka (PYHKIINOHAIA JIEJCTBA aKO W CAMO aKO BaXKN
Ja je
1
/ w(z(t) — Xpm,,&(t))dt =0, 3a cBako £ € T, P(M),
0
mro je moryhe jeauno y cayuajy kaz je 2(t) = Xpg,(2(t)), na ¢y KpuTHIHE TAdKe
dyuknuonana Ay l-nepuoaudne KOHTpAKTUOMIHE XaMUITOHOBE OpOHTE. O
[TocMaTpajMo Kako usriejia gpyHkiuonal jgejcrsa na upocropy (R wy), rie je
n
wop = —dXg (Ao = Zyidari) CTaHIApAHA CHUMILIEKTHIKA dopMa Ha npocTopy R

i=1
[Mocmarpajmo 3amuc y koopaunatama, z(t) = (x(t),y(t)), tme cy z(t),y(t) € R™

Taja je )
Ap(z) = —/ 2* Ao —/ H(t, 2(t))dt.
st 0

[Ipumenom napiyjajane uarerpamuje J10oujamo

/S1 2* o :/O y(t)z'(t)dt = %/0 y(t)x’(t)dt—%/o y’(t)x(t)dt:—%/o JoZ'(t)z(t)dt,
mna je L X
Ap(z) = 5/0 Joz'(t)z(t)dt—i—/o H(t,z(t))dt.

Hcnocrasiba ce ga je oBako gedunncat (pyHKIIMOHA J1ejCTBa CTPOTO OECKOHAYAH.

Nzabepumo metsby
T (t) = ™ty = (cos 2nkt)v + (sin 27kt) Jv,

rie je [v] = 1 u k € Z. Tana je Ag(zy) = k7, na Buaumo jga dyaknunonan Ay

nehe 6wt orpaHwYeH HU 070370 HU 0J03T0. Buammo ja je 0BO y CYIPOTHOCTH Ca
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HpUMEPOM IPUMEHe BapHujallMOHOr padyHa Ha (DYHKIHOHAJ eHepruje Koju je 6uo
OTpaHWYeH O/I03]I0 M Kao TaKaB IOrojiaH 3a npuMeny Mopcose u JbycrepHuk -
[[TaupespManoBe Teopuje, 3a pasyuKy oj (pyHKIHOHAIA jejcTBa. Takohe, (pyHKIIH-
OHAJl €HEpPruje je WMa0 W CBOJCTBO Jia CY MYy CBe KPHUTHYHE TadyKe WMaJie KOHadHe
uHJeKce (IITO HAM je JaBajo MOTYNHOCT j1a JeTeKTyjeMo CBe KDUTHYIHE TAuKe, yOua-
BameM IpoMeHa y MopCcoBOM MOJWHOMY, a caMHM THM u y MoOpcOBUM HejeHA-
KOCTHMa, BHJETH IJIaBy 2), KA0 W CBOJCTBO Jla MY je IDaJIUjeHTHH TOK jeduHHCHAH
Ha II03UTUBHOM JieJ1y peaJine oce. Hacyupor gpyHKimonasy enepruje, pu HOKyIajy
JupekTHe npuMene Mopcose Teopuje Ha (DYHIKHOHAJ JI€jCTBA HAMIA3UMO HA JIBA
CYIITUHCKA TpobJieMa:

— UHOEKCU U KOUHIEKCU KPUMUYHUL MaYakd GyHKkyuonasa Ay cy beckonawhu,

— epadujernmny mox YHKUUOHaAa dejemea, Y onwmem CAY4agy, wuje 006po
depurucan, mj. jednavura

£(t) = =V Au(=(1)),

nugje dobpo nocmaemer Kowujes npobaem na npocmopy P(M).
YBepuMo ce y oBa JBa TBphema Kpo3 KOHKpPETHE IIPUMepe.

13 npeTxoHOT cTaB UMaMo Ja je u3Bos hbyHKInoHa a Ay y 1paBIyy BeKTOPCKOT
nosba & € T,P(R*™) nar ca

QA (2)(€) = / (o (1)2(1) + VH,(2(1))) - €(t)dt.

CimaraO ce MOKe m3padyHaTH 1a je ¢opma apyror m3Boga dyHKImoHama Ay, v

KpuTH4HOj Tauku z € P(R?™), cumerpuuna Gumunepna gopma jgara ca

dQAH(Z)(&n)Z/O Jog’(t)-n(t)dt+/0 VE2H, (=(t))€(t) - n(t)dt,

za &,n € T,P(R™).
Bamemyjyhu &, € R?", & = n, = 2™Nly v € R*™, |v| = 1, y uspas 3a apyru

u3BOJ, (PyHKIIMOHAIA JIejcTBa, J0OHjaMO JIa je

1
| n®) mityde = ~2mb, ke z.
0

o/laKkJjIe BUJIMMO Jia ¢y HeraTUBHH 1 IO3UTUBHU HOTIpocTopu popMe d? Ag GecKoHadHO
JNUMEH3MOHH, a CAMAM THM he ¥ MHIEKCH 1 KOMHICKCH KPUTHYHUX Tadaka (PyHKIIH-
onaja aejcrsa Ay Ourn OecKOHAYHH.

Y 1mpBOj TJIaBH CMO TOKa3aJu Kako ce MopcoBa Teopuja MOzKe YONIITUTH Ha
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Xuabeprope mpocTope, MehyTum oHa JieTeKTyje camMO KPUTHYIHE TadKe KOHAYIHOI
uHJekca. Bumenum cMmo f1a je cBaku MpoJsia3ak Kpo3 KPUTHIHY TaYKy MHIEKCA \ eKBU-
BaJIEHTAH JIeIJberby jeHe \-hemje. YKOIUKO je Taj nHIeKC becKOHAYaH, OH/1a henmja
KOjy JiennuMo Mopa 6uTn 6eCKOHAYHO JUMEH3MOHA, a1 KaKO ce CBaKa OeCKOHAYHO -
MeH3noHa fiemja (ucK) MozKe HEeIPeKUIHO 1eOopMUCATH HA CBOjY TPaHUILY (BHIETH
[42]), nemwmbere GeckoHauHO AuMen3uoHe hesnje Helie MEATH TOTOJOTH]Y MOIHIBOA
Ha Koju ce jienn. Cnerujaaao, nehemo nob6utn HUKaKBY mpomeny Mopcosor mosu-
HOMa, 1a HaM MopcoBa Teopuja HpuMemeHa Ha CTOpPo OeckoHavyHe (PYyHKIMOHAJIE
He Jaje KBAJUTATUBHE pe3ysTare, ¢ OO3UPOM Jla He JIeTeKTYje KPUTUIHE TadKe
beckonaunor uujekca. Mehyrum, nocroje curyanuje kajga ce Mopcosa Teopuja Mozxke
YOIIITATH U 38 CTPOrO DecKOHa4YaH (PYHKIUOHAI f 4uju je JOMeH HeKr XmI0epToB
npocrtop E.

Y MHOrUM cUTyalfjamMa, nako 6€CKOHAYHO JTUMEH3UOHHU, HETATUBHU IIOTIPOCTOP
dbopume d? f(z) (v je Hexa KpUTHYHA TaYKa) MMa KOHAYAH PeJaTHBAH HHJEKC Y OJHOCY
HA HEKHU MOTIPOCTOp XuaoepToBor npocropa E. [Ipenusnuje, mocToju OpTOroHAJIHO
pasbujame npocropa F = ET@FE™ Takpo 1a je 3a ¢cBaKy KPUTHUHY TAYKY T , IIO3UTH-
Ban norupocrop V.7 nponopyuonasan npocropy ET, 10K je HerarusHE HOTIIPOCTOD
V.. nponopyuonanan npocropy £~. Ilpenusnmje, 3a aBa 3aTBopeHa IHOTIPOCTOPA
VW C E xaxXeMo Ja Cy nponopuyuoxasxa ako je omneparop Py — Py KoMmMIakTaH,
riecy P : E=V®Vt > VuPy:E=W&W — W oproronaine npojexmje.
Y oBoM ciiyuajy mozxkemo jgedunucatu peasmusarn Mopcos undeke xpumuste mavke
T Kao peJaTHBHY JUMEH3H]y npoctopa V. (wiu apyraduje ET nquMenH3ujy y o3HAIM

E* — dim) na crenelin HauwH
Et —dimV, =dimV, NET —dimV,f NE",

a oBaj Opoj he, Kao mocJjeuIA IPOMOPIUOHAJHOCTH, OUTH KOHAa4YaH. Kopuiihemem
penarusaor Mopcosor ungekca (ET MopcoBor nniekca) Moxe ce KOHCTDYHCATH
oarosapajyha yommrena koxomosomka Teopuja, E1-xozomonrozuja, xoja he 3am080.1-
jaBatu AjstenOepr - CTHHPOIOBE aKCHOME, OCUM aKCHOMe JUMeH3uje U Koja he jaere-
KTOBaTH DECKOHAYHO JuMeH3noHe hesumje. Jlera/bHHUje 0 OBOM MPUCTYIy U KOHCTPY-

KIIUjU OBe KOXOMOJIOIIKe TeopHje Moxe ce Halu y [41].

Bparumo ce cajia mpobsieMy Be3aHOM 3a I'Pa/ujeHTHH TOK (PYHKITHOHAJIA JIEjCTBA.
Jla Gucmo yorrnTe nocMaTpaJii rpajnjeHT yHKIMOHAJJA JIejCTBa U HeroB TOK,
MopaMmo ja 3amamo PumanoBy merpuky wa mpoctopy P(M). [ocmarpajmo ckopo

KOMILIEKCHY CTPYKTYPY J KOMOATUOUJIHY €& CHMILIEKTUIKOM (DOPMOM Ha IPOCTOPY
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P(M) u nedpununuvo PumanoBy merpuky Ha ciaenehn naumm:

@mzlwwwmmww,

3a &,ne T P(M).

JIema 3.2. I'paaujent dyukuuonana nejersa VAg(z) € T,P(M), y onHocy Ha rope

3ajaTy PuMaHoOBY MeTpuKy je

VAu(2)(t) = Ji(2()) - 2(t) = VH,(2(1)).

/loxaz: Ha ocHOBY meduHunmje rpajnjeHra 3HaMO J1a BazKu
(VA (2),€) = dAgx(2)(€), 3acBako & € T,P(M).

PacnucuBamem ropmer n3pasa g001jaMo:

téwmwwmwwzlwwwamﬁmw,

na u3 JedpuHAIRje MeTPpUKe J00ujaMO eKBUBAJIEHTAaH U3pa3

1
[ w0 = X (a(0) + ST Au(z)0),€)t .
0
Kako nocnenma jenmakoct Baxku 3a csako & € T,P(M), crneau
2(t) — X, (2(t)) + JtIVAg(2)(t) = 0,

na kaxo je J2 = —Id u Xy, = J;VH;, nobujamo TpaxkeHH H3pa3 3a IPaujeHT

dbyHKIMOHAJIA JejCTBA. O

Hakie, jennonapaverapcka dbamumiuja metbn u : § — ugy € P(M) je pememe

rpajijenTHe jegHadnie (pyHKIHOHAIA J€jCTBA aKKO BaXKH:

ou Ju

Hamomena: V ciayuajy ja J; ve 3aBucu o t u jga je H, = 0, oBa jejpHaduHa je
jemnaumnaa J-xonoMmopduux Kpuux. C JApyre cTpaHe, v cayd4ajy da H; m u He

3aBuce of t, jeqnadynna jgedpunuine rpajgaujenTHn ToK dyuknuje H = H,.
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[TokazkKuMO y KOHKPETHOM IIPUMEPY Jla TOPIba je/IHAYUHA He JedUHUIIE TOK Ha

MPOCTOPY TETIHU.

ITpumep 3.1. ([25]) Heka je M = C u J; cKOPO KOMILIEKCHA KOja Ce MOKJAIa ¢a
CTaHIAPTHOM KOMILTEKCHOM cTpyKTypoM Ha C (younmo ma tamga J; He 3aBucu of t)
u jom mpernocTtasumo aa je H = 0. Caza naum je Tox v : R x S — C jemuncrseno

oapeben Kormujeum mpobiemom
Osu = —i0wu, u(0,t) = z(t).
[Tocmarpajymo @ypujeos passoj o u(s,t) y oaAHOCY HA MPOMEHBUBY t,

u(s,t) = Z ar(s)e*™ i+

keZ

¥ IpeTnocTaBuMo 1a 3a Pypujeose koedbunujente moderue tauke u(0,t) = z(t) Baxu
b1€—27r|k:|5 < ’ak(0)| < b2€_2ﬂ|kla,

3a HeKe KoHcTanTe by > by > 0 u e > 0. ['opme orpanuderse 3a Pypujeose Koedum-
jenTe HaMm rapantyje jga he nouernu yciaos z(t) 6urn rmarka dyakuuja. [Iperusuanje,

Baxku cJjejiehe TBpheme:

Jlema 3.3. Hexa je (ap)neny € [? u uexa je b, = na,. Axo je taxkohe (b,)neny €
I, Tama pen f(t) = Zane%mt yuudopMHo KoHBeprupa. IllTasuie, ako pes
neL
g(t) = an62mm rakohe yHndOpMHO KoHBeprupa, raga je f audepenmujadbuana
neEL
dbyukmuja u Baxu f'(t) = g(t).

Joxas: Ao je (by)nen € 12, n3 Komm-IIIBaprnoBe HejeTHAKOCTH UMAMO:

S loal = 2 bl < (2 ) H (B < oe

neL neL neEL neZ
Tama pen f(t) = E a,e’™™ KoHBeprupa y HOPMH, Ia CJEIM 4 KOHBEPTHpa I
nez

yaudopmuo. Axo pey g(t) = ane%mt rakohe yHU(pOPMHO KOHBEprupa, Taja
nez
je onpaBiaHo JudepeHIupame WIAH-TI0-UIaH, OJAK/e JUPEKTHO CJAEJU JIPYTH JE0

TBphema. [

Jame, rpaarjeHTHA jeJHAYMHA HAM Ce CBOIU Ha cuUcTeM IudepeHIrjaJTHHX je-

63



naHaumHa dy = 2rkay, quja cy pemema ag(s) = e, (0), na nmamo
()] 2 by e

na BUUMO Ja 33 § > &, ypujeoBn koedunujenTn a(s) rexke 6GECKOHATHOCTH, Kaia
k — +o00. Cuenmjaano, Tok Hehe 6utu neduwHUCaH y TPEHYTKY s = £. Kako € > 0
MOZKEMO Ja H3abepeMo IPOU3BOHHO MaJI0, 3aK/bydyjeMo Jia I'paJidjeHTHa jeTHAYNHA,
dyHKIMOHAIA JIe]CTBA, Yy OBOM CJAy4ajy He JedWHUIIEe TOK Ha IPOCTOpPY neT/bu. [

Jlaxje, BUAETH CMO KOjH MMPOOJEeMI MOTY HACTATH IPHU MOKYIIAjy Ja ce TUPEKTHO
npuMeHe TexarKe MopcoBa Teopuje i BAPUjaIMOHOT paYyHA Y KOHKPETHOM ITPUMeEpPY
cTporo 6eckoHavHOr (DYHKIMOHAJIA JIejJCTBA. & HEKUM CHUTYyallljaMa, MOXKEMO e
cuahu Tako mTo hemo Hamr npod/em ca OECKOHAYHO JIUMEH3UOHOT [IPOCTOPA CBECTH
Ha MpobJeM Y KOHAYHO JUMEH3HOHOM aMOHjeHTY.

[Ipmvep 3a To je mpocrop R?" ca cTammapIHOM CHMIUIEKTHYKOM (hOPMOM Wy.
Oprosapajyhun XmibeproB mpocTop, KOjH je MOroJaH 3a aHaJu3y OBOT IIPodJeMa,
MOZKEMO HACIYTUTH TMOCMATpameM MPBOT cabupKa y 3amucy (byHKIHOHAJIA JIejCTBa

y KoopJuHaTaMa, Tj. rieaajyhu kBajapaTHy ¢popmy
1
R / o2 (1) - =(8)dt.
0

Pazsujajyhu ety z y men @ypujeos pen, z(t) = Z 2™ 1re je z, € R, oBa
kEZ
dopma 1ocraje

z+— =271 Z k|zi|?,
keZ

na BUIUMO 13 he oHa 6uTu HenmpekuaHa Ha npoctopy CobosbeBa

H2(S',R*) = {z = sze%ikt | 2z € R™", Z klzi|? < +oo},

keZ keZ
JIOK TO Hehe BazKMTH Ha IPOCTOPHUMA Maibe PeryJaapHoOCTH, Tj. Ha mnpocropuma H?,
. 1
rae je s < ;.
Y mapejnom naparpady jauckyroBahemo Buille 0 0BOj HOCTaBIM U BUIETH KAKO

ce TeXHUKe Teoprje KPUTHIHUX TadaKa ca KOjUMa CMO ce JI0 cajla YIO3HaJIu, MOTY

JIMPEKTHO IIPEMEHUTH Ha (PYyHKIHOHAJ JejerBa Ha mpocTopy (R wp).

3.5 Cuyuaj Topyca (T?",wy)

Hup oBor morsas/ba Omhe ma mpukarkemo HIejy moKa3a APHOIIOBE XUIIOTE3e 3a

caydaj Topyca T?" ca cTaHjapIHOM CHMILIEKTHYKOM CTYPKTYpPOM HaciaehenoM u3
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R2". Kao mrto cmo Beh gucxyToBasim y pannjuM naparpadnma, J0BOBHO je 12 JaMo
JIOIbY OIleHYy 3a Op0j KOHTPAKTUOMIHUX 1-TIePHOJUYHUX pellerba XaMUJITOHOBE je-
guadnne. Ta pemrema he ymnpaBo 6uTu KpuTudHe Tadke (pyHKIMOHAIA JIEjCTBA, 1A
hemo joka3y npuctynntu momohy Teopuje Kpuruaanx tadaka. Oarosapajyhu ambu-
JEHT 3a NpUMEHYy OBe TeopHje je, Kao mTo cMo Beh mamomenysu, npoctop CobosbeBa
H3 (SY,R?"), u dynkiuonas jejcTBa Ha 0BOM IpocTopy he 3am0BosbaBaTu oapehena
cBojcTBa KoOja he mHaMm oMmoryhuTy ja mpuMeHnMo Beh mo3nare pesy/rare u3 riase 1

(Bugern naparpad 1.4).

ITocmarpajmo npoctop (T?", wy), rae je T?" = R?"/Z?" u rye je dbopma wy pe-
CTPHUKIIHja CTaHIapAHe CUMILIeKTHUKe popMe wy = —d\g Ha R?". Heka je mar Heay-
tonomun Xamunronnjan H : R x R*™ — R, (t,z) — H(t,r) Koju je nepuogmvan mo

o0e IMPOMEHJbUBE, Tj. BaxKH
H(t+1,2) = H(t,x) = H(t,z + j), 3a cBe j € R*.

Tana je XaMHITOHOBO BEKTOPCKO MoJbe 1aTo ca Xy = JVH, a memy nmpupyxked

XaMUJITOHOB CUCTEM je Tajia,
&= JVH(t,x), v€R™

[Tepuonnuno penieme ropmer cucrema t — x(t) = z(t + 1) € R* upejcrasiba
IIePUOJMYHO pellierbe ucror cucrema na T2", 10K pemema obsuka x(t) = jt + £(1),
rae je 7 # 0 € Z*" u £(t) = £(t + 1) npexncrapibajy pemrema Ha T2 Koja HECY

koHTpakTuOuana. /lokazahemo jia Baxku ciejehe TBpheme.

Teopema 3.3. (Konmau, Ilengep): CBako niaTko u meprOIHYHO XaMUITOHOBO
BeKTOPCKO nosbe Ha (T", wy) nMa HajMarbe 2n+ 1 KOHTPaKTHOMTHAX 1-TIeprOINIHIY

opbuTa (HajMame 22" aKko cy cBe HejlereHepucane).

Hanomena: Youumo jia y TeopeMu HUCY YBeJ€HE HUKAKBE JIOJATHE HMPETIIOCTABKE

Be3aHe 3a caM XaMUJITOHHU]aH.

Anasumuyra nocmaeka: Jla 6MCMO KOPUCTHIM W3JI0KEHY MUHUMAKC TEOPU]Y W3
naparpada 1.4, norpedbuno je dpyukuuonan Ay ca upocropa riarkux nerjbu ) =
C>(S', R*") npommuput Ha XUI6EPTOB TPOCTOP, Ha KoMe fie HaM OHJIa MEHEMAKC
JleMa JaTh MePUOIUYIHO Pelerbe, 3a Koje oHJa Tpeba J0Ka3aTh Jia MPUIafa mpBo-
ourHOM HpocTOpy (rIaTkux nersbh). CBH JIOKA3W M TEXHUYKH JIETAJ/bU BE3aHU 32
nporrupene GyHKIHOHAIA JIejCTBa Ha XUI0epToB mpoctop H > ce mory Hahu y [29],

ma uX HeheMo cBe HaBOIUTH.
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Hajupe, caka nepuoauuna nerba uz C° (St R?™) ce moxe upejcrasutu Oypu-
JEOBUM peJIOM

w(t) = ey, x), € RO (3.2)
kEZ

KOjM KOHBEPrupa 3ajejiHo Ca CBOjJUM M3BOJAUMA y cyupemym Hopmu. O3HAYUMO Ca

1

1

a(z) :/ 5 < —Ji,x > dt.
0

b(z) = /0 H(x(t), t)dt.

npBu 1 ApyrH aeo dynknnonana aejcrsa, Ay (x) = a(x) —b(z). Kaga ce ybanu (3.2)
y a(x), umajyhn y Buny na je

1
/ < 632th%7€1¢2th% > dt = 05, < 5, x) >,
0

J1001jamMo
a(z) = WZj <, T >
JEL

::/FZE:’j’<:1U>xj:> —WTEE:‘j‘<:$j,$j:>.

Jj>0 j<0

(3.3)

Hedbununmuja 3.8. [Ipocrop H* := H*(S', R?") je 3a s > 0 nedunucan ca

(8" R = {o € (8" R™) | Y |jf¥ a2 < oo},
JEZ
re je

x(t) = Zer”thj, z; € R*™
keZ

®ypujeosa TpancdopMalmja o T Koja Konseprupa y L2 := L*(S!, R?*").
IIpocropu H* cy XuabepToBu IPOCTOPH ¢ CKATAPHAM IIPOU3BOIOM 1 IPUIPY KEHOM

Hopmom CobosbeBa 1aTom ca

<x,y >,=< Xo, Yo > +27rz k|* < 2,y >
kEZ

Hm||§ =<, T >,

3a cBe z,y € H*® Ilpumernvo na je Hy = L? kao n na je nopma ||z||o exBuBanenTHa

L?-nopmu. Hama je ox1 moceGHOr 3na4aja mpoctop H'/? Koju je Tpaskenn Xuabepros
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POCTOP Ha KOju npomupyjemo Ham (yuknuonan Ag. 3aro hemo o3nagaBaTu ca
E =02

ITpocTop E ce oproroHa/iHO pa3jiBaja Ha
E=FE ®oE'®FE"

TpHu npocTopa Koju umajy camo Pypujeose koeduimjente 3a j < 0,5 =0wu 5 > 0,
pexom. Ibuma oxrosapajy oproronanne npojekuuje P~, P° u Pt. Jlakie, cBako

r € E nma jeauucrseny gexomnosunmjy v = x- + x2° + ', Ilpema (3.3) Baxu
a(z) = lla*|* - I

npormupyje Ha F, tako jga gobujamo dpynknuonan a : ' — R, uuju je rpagujent

1 _ .
3llz 3a cBe x € (), Te ce oBaj 1e0 (DYHKIMOHAIA IIPHPOIHO

Va(z) = (Pt — P )(z) =2 — 2™, (3.4)

y cBakoj Tauku r € F. Jlasme, npumernmo Heka OuTHa cBOjcTBa nipocTopa H?® koja he
HaM KacHuje outn o Kopuctu. [Ipurtom hemo KopucTuTH Heka cTaHIap HA TBphema
u3 (bYHKIMOHAHE aHAIM3e, 3a jJoKase ucruxX Bujgeru [?]. JacHo je ma ce mpocropu
CMamwyjy

H'c H® c H°,

3at>s >0, 10K HOpME PACTy
|z]le > []s > [|z[lo, 32 2 € H".

Cnennjanno, unkaysuje [ : Ht — H® 3a t > s cy Heupexume.

Cras 3.6. IIpernocrasumo ¢t > s > 0. Tazga je unkaysuja [ : H' — H® koMmakTHHI

o1epaTop. ]

IIpocTop ©Q = C>(S',R?") je ryct y H®, 3a ceako s > 0. Mehyrum, nucy csu
estementn u3 H2 y KJjacama Hermpekuuux ¢dynknuja. Mehyrum, Baxkun ciaenehu

cTaB.

Cras 3.7. [Ipernocrasumo ga je s > 1. Axo je z € H®, ranajex € C := C(S', R™).

[MITaBumre, MocTOju KOHCTAHTA ¢ = ¢, TaKBa Ja je

sup < c||z|ls, z € H®.
0< t<1
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]
Ilpema craBy 3.6 mnkaysuja j : H'/?2 — L? je komnakran omneparop. CaMum

THM, U BeroB aJjyHrosanu omneparop j* : L? — HY?, nedunncan yobudajeno ca

<j<x>7y>L2:< I?j*<y> >, (35)
je KOMITaKTaH.

Jlo cama cMo BHAeNN HeKa BaykHa CBOjcTBa mpocTopa CobosbeBa H® koja he mHam
ouTu morpebHa 3a Hamu pad. Jla OucMo ycmesu yCHenrHo ga TpomupuMo JaedpuHu-
1ujy HyHKIHOHAIA JIe]CTBA HA OBaj MIUPH IIPOCTOP, 300 HEKOMIIAKTHOCTH IIPOCTOPA,
R?"_ Guhe nam norpebna npernocraska ja ce Xamuironujan H y Geckonaunoctu (Tj.

BaH JIOBOJPHO BEJHMKOI KOMIIAKTA) MOHAIIA Kao Kajaparna dynkinuja. lokazahemo
HHU3 cBOjcTaBa Koja hie HaM rapanToBaTh J00pY JeduHHCAHOCT IIPOoMupemha (hYyHKITHOHAIA

JejctBa Ha XujabeptoB npoctop H 2,

Cras 3.8. Ilocroju koucranra M raksa ja saxu |[H(z)| < Mz?, [VH(z)| < M|z
u |H,.(2)] < M, 3acse z € R*.
Jloxasz: Tlocrojame KoHnctanTe M he ciaeauTH JAUPEKTHO M3 IMIPETIIOCTABKE /4 je

Xamunronujan H kBajgparan y 6€CKOHATHOCTH. O

Ha ocHOBY IIpBOTI CBOjCTBa MPETXOJHOT cTaBa, pyHkmonas b(x(t)) = fol H(x(t))dt

je nedunncan 3a ceako ¥ € L?, a cammm THM U 3a cBako ¢ € E C L?. Jlakne, ycnean

cMo i npomupumo ¢yukuuonan Ay Ha E,
Loovne 1 o '
Anl@) = S| = S - [ H@)ar, x e B
0

Te ra HaJasbe pazmarpamo (3ajegno ca a u b) Ha ToM mpocropy. Jlokaxkumo ja je
Ay € CY(E,R).

Osuauumo ca b npommperse b na L2, Takue, saxu b(x) = b(j(z)),z € E, e je
j: B — L? unknysuja. Baxu na je QpyHKmmoHan B,ZLI/ICbepeHL[I/IjaﬁI/LHaH.

VBenuMo je/IHY BayKHY KJacy IpecanKaBama udMely baHaxoBux, ma crenujajTno

u XujJI0epTOBUX IIPOCTOPA, Ca KOJUMA PAJIHMO.

Hedbunumuja 3.9. Ilpecsimkasame K : X — Y umsmel)y Bamaxosux mpocropa

30BEMO KOMNAKMHUM aKO OI'PaHUYeHE CKYIIOBE CJIMKa Y peJIaTUBHO KOMIIaKTHE.

Jlema 3.4. Ilpecnukasame b : F — R je mudepennujadbuino. Hberos rpajujent

Vb: E — FE je neupekugan u kommnakrtan. 1lraBumie, Baxku
IVb(z) = Vb(y)|| < M [|lz —y]|.
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Joxas: CimaHo cBojeTBEMA cTaBa 3.8, MOXKe ce JoKazaTu ga nmocroju M > 0 rako ga
je [VH(z)—VH(y)| < M|x—yl, 3a cBe z,y € R*". Camum Tum mobujamo na je x —
V H () rnobamuo Jlummmmoso ca xKoncrautoM M Ha L? m crora ciuka orpaHuveHe
y orpanmyene ckynose. lIpBu jeo TBphema cjaeam U3 yBeJIeHUX ITPETIOCTABKU 3a

XaMUITOHUjaH W YAIH-eHHIE Ja je 7 KoMImakTHO. /lame, nMamo

IVb(z) = Vb(y)ll, = 7 (VH(z) = VH(y))l,

(3.6)
<|VH(x) = VHY)ll - < M llz =yl < Mllz =yl

oJIaKJIe JI00MjaMo U JIPYTH 1e0 TBPhema. O

Jlakse, nobunn cmo npomupenu gpyukiuonaa Ay : F — R, koju je y3 1o u

C!'— mudepennujabuian u rpaIujenT My je IaT ca

VAy(z) =2t — 2~ — Vb(z).
Creneha yiema, Koja cieau U3 cTaBa 3.7, HAM rapaHTyje IIaTKOCT TParXKeHOT pPeIerha
KOje J100MjaMO U3 MHHHMAKC TEeOpPHje.

JIema 3.5. (JIema perynapuoctu) IIpernocraBumo 1a je © € F KpuTudHa Tadka
dbyukumonana Ay, 1j VAy(x) = 0. Taga je ona y €2, 1j rnarka nerspa. ogarHo,

OHa 33JI0BOJbaBa XaMUJITOHOBY je/IHATNHY
#(t) = JVH(z(t)), 0 <t <1,
Te je l-nmepuoauydna XaMUJITOHOBA OpOUTA. ]

Caenehe 6utno TBpherse, omoryhu hie Ham IpUMeHy TeXHHKA T€OPHUje KPUTUIHHUX

Tavaka ¥ BapHUjAIMOHOr padyHa Ha (PYHKITMOHAJ JEjCTBA.

Jlema 3.6. (PS ycuoB 3a Ay) Cpaku nu3 x; € E koju 3ag0Bo/baBa V.Ay(z;) — 0

caJp:Ku KoHBeprenTas nonan3. Cuemumjaano, Ay 3amgoBosbaBa PS ycioB.

Jokaz: Bugern [29)].

Hanomena: PS ycnos mehe BaxkuTu y mpocropuMa Belie perynaproctn (BujgeTu
[41]), 10K y mpocTopuMa Makse peryaapHocTu byHKIIMOHA jiejeTBa Helie GuTu Herpe-
KuJaH, na Buammo jga je mpoctop Cobomea H 2 ONTHMAIAH n300p 3a MpUMEHy

Teopuje KPUTUYHUX Tavaka 3a PYHKIMOHAJ JEjCTBA.

Caenehe tBpheme rapanrosahe nam ga he rpaaujeHTn ToK hYHKIHOHAJIA JI€jCTBA

ouTn JepUHUCAH Ha I1eJ10] peaHoj IpaBoj.
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Teopema 3.4. Heka je Bekropcko nosbe X Jlunmmumoo na mnejgom R™. Tana je

BEeroB TOK jaedUHUCAH Ha megaoM R.

Joxas: Tlocmarpajmo naty audepeHIujaany jeHaqIuHy

di

dt (z) = X(¥()), to=1d.

Kaxko je BEeKTOPCKO MoJbe U JOKAJHO J[UIIUIIoBO, caean J1a e TOpHha je THAaYnHA,
IMaTH JIOKAJHO pellele y OKOJUHU Tadke T, JedUHHCAHO HA HEKOM HHTepPBAJY
(o, B). Tana Baku

t t
) = dofa)| < [ X(n(o)ds < [ (X(0ula)) = XCbola)| + X (Gola)) s,
0 0
3a ceako 0 < t < . IlpermocraBum cynpoTHo fa je [ < +oo. IlpBu cabupax y

TOPE-EM M3PA3y ce MOKe orpanuunTy nomohy (rodanue) Jlunmunose Koncranre L,

IIa BazKN

|e(x) — o(2)] < BIX (Yol2))] + L/O () — to()|ds,

o no ['porseosoj mejenaxocTn mvmumupa fa je |1y (z)—o(x)| < B X (vo(x))|e™,
onakye caean na pememe Y (z), 0 < t < [ npunaga xkommakrty {y € R" | |y —
Yo(z)] < B|X (Wo(x))|e"?}, omaxme 6u ciequmo ma ce pemmerme MOKe TPOLYZKUTH Ha
unTepBad (o, []. Jlakie, 5 #e Mozke 6utn KoHadan 6poj. CamdaH apryMeHT ce MOKe

HPUMEHHUTH JIa Ce JIOKazKe /1a, HU (v He MOKe OMTH KOHAYHa BPEHOCT. L]

paaujentHa jegnaduna & = —V. Ay (z), je mpema nemu 3.4 riobasuo Jlummmmr-
HEeIpeKNIHa, CTOTAa W3 MPETXO/HEe TeopeMe 3HAMO Ja JedUHAIIe je JMHCTBEHN 2400-
aAHU TOK

V:RxE— E, (t,r) = ¢ (x)=x-t

KOjU TIpW TOMeE JOIIT UMa CBOJCTBO JIa CJWKA OTpaHWYeHe CKYIOBe Y OrpaHUYIeHe.

Tok ' = x -t Takohe UMa CBOjCTBO KOMIAKTHOCTH Koje he 6mTm om mpecymne

BazKHOCTH TOIIOJIOHIKOM HaCTaBKY JOKa3a.

JIema 3.7. Tok & = —VAg(x) uma penpeseHraiujy
v-t=cao +2°+e et + K(t ), (3.7)

rie je K : R X ' — F HenpekuHO KOMIIAKTHO MPEC/THKABAIHE.
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Hoxka3z. Nmajyhu 3.7 y Buay, jedununumMo npecinkapame K ca
1
K(t,z):= —/ (5P~ + P" + e " P)Vb(x - 5)ds.
0

Jlokazkumo J1a OHO mMa HaBejeHa cBojcrBa. Heka je y(t) JgecHa crpaHa jenHadnue

3.7. Jlako 3akspydyjemMo J1a BaxKu
y(t) = (P~ = PM)y(t) — Vb(z - 1).
O6s3upom 1a je y(0) = z, byukuuja £(t) = y(t) — z - t pemasa JuHEAPHY jeTHATHHY
£(t) = (P~ — PH)E(L), ca mouernnm yeaosomé (0) = 0.

[Tpema jemumcrBenoctu Kommjesor pemremsa Baxku £ = 0, Te je y(t) = x - t, mTo je
rpazxeno. Octaje ja ce jokazxe xKomnaktHoer K. Kako je Vb(z) = j*Vb(j(z)) =

J*VH(x), MOKeMO HAIHCATH
1
K(t,x) — ]*{ _/ (et—sP— + PO + €_t+SP+)VH(j(I . S))dS}
0

AKO 03HAYMMO TIpecnKaBame yHyTap 3arpaja kao k(t,z), tana je k : R x B — L2
HEIPEKHUIHO TPEecIuKaBamhe U CJIMKA OIpaHHmdeHe CKYNoBe Yy OrpaHudeHe, a j* je
KOMIIAKTaH omeparop, ma je K(t,r) Kao KOMIIO3HWIHja OBa JBA KOMIIAKTHO IPeC-

JINKABaIbe. ]

Cajia KaJa IMaMO KOPeKTHY JeduHUIN]y DYyHKIHOHAIA JejCTBAa U KaJa HMAaMO
noTpebHA CBOjCTBA HHErOBOT I'PA/INjeHTHOT TOKa, MOXKeMO mpehn Ha ToKa3 ApHOJII0Be

XHUIoTe3e.

Cruua doxasa Aproadose zunomese 3a (T?", wy): KoHTpakTHOMIHA IET/ba HA TOPYCY
T2" je mpojeknmja riaatke metbe = : ST — R?", koja je mara csojum PypujeoBmM
pas3BojeM

x(t) = kae%k‘]t, ), € R*™.
keZ

e opakpbe neT/be © 1 y Ha R*® uniykyjy ucry net/by Ha T2 ako U caMo aKo BaxKn
naje x(t) —y(t) = j € Z*", 3a craxo t € R. Taunuje ako u camo ako BazKu Ty = Yp,
3a cBako k € Z u xg — yg = j. CuenujajiHo, npocTOp KOHTPAKTHOMIHAX HET/bU HA

TQH MOZKEeMO I/I,HeHTI/I(bI/IKOBaTI/I Ca IIpoOCTOPOM
2n 0o
T x E*,
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e je B = {x € C{>(S!, RQ”)‘ fol x(t)dt = 0}. OBaj mpocTop ce 106uja Kao KOJMI-
HUYKH TPOCTOp mpocTopa R?" x E* = C°°(S! R?") npu nejcrey Z*". Kopucrehn
aHAJUTUYKY IIOCTABKY OJI MaJollpe, 0Baj HPOCTOp MozKeMo Ipomuputa j1o Cobos-

JEBIHEBOT TIPOCTOPA
) 1
E={zecH:(S"R*™")| / z(t)dt = 0},
0

KOjU UMa OpTOroHa/no pasbujame F = E~ @ ET koje oarosapa JIeKOMIIO3ULU]H

.T(t) — E xke%rth — E xke%rk]t + § xke%rth -+ er‘

k#0 k<0 k>0

Osmaummo cxyn netsbu Ha npoctopy R?” ca ) = R*" x F u 1pocTop HeT/bu Ha TOPYCY
T?" ca Q = T?" x E. Taga GyHKIEOHA A€jCTBA MOKEMO BIJIETH KAO HPECIHKABAILE

Ay = ¢ : Q — R gedurncano ca

raoe 1 1
— M2 o et
a(w) = —5lle P+ Sl

0J/IFOBAapPa CUMILIEKTHIKOM ey (PYHKIMOHAJA JIejCTBA U TIe je

b(z) = /0 H(t,2(t))dt

J1e0 KOjU 3aBHUCH OJI XaMHIJITOHHjaHA.

Ounrsie o je GpyHKIMOHA Q HHBAPUjaHTAH y OAHOCY Ha Z2"-51ejcTBo, Ha je cTora
106po Jedunucan u Ha npoctopy ) = T?" x E.

Kao mro cmo Beh nokazanm, kpurtndna Tauka x QyHKIHoHAMA ( he 6uTn riarke
HeT/be, 1a Cy KPUTHIHE TAYKe 01 0 YIIPABO TPaykeHe 1-1epnoinane KOHTPAKTHOMTHE

net/be. I'pajujenT pyHKIIMOHAIA JIejcTBa HaA mpocTtopy H > Guhie JIaT ca
Vo =—z"+z" —b(z),

rie je b rpagujent dpyHkimje b Ha npocropy H 3 [locmaTpajMo rpajujeHTHY jel-

HaunHY (DyHKIHOHATA JIejCTBA

d ~
8= —Vo(x), x €.

Pemiemwa x(s) = - s oBe gudepennyjajine jejpnadune hie 6urn gedunucana 3a cBako
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s € R, ka0 mTO CMO paHUje TOKA3AIH.
Hedunumumo orpanndere opobuTe rpaaujeHTor ToKa (pyHKIHOHAIA IejCTBA KAO

opbure x - s Koje 3aJI0BO/baBa]y yCJIOB

sup |p(x - s)| < +oo.
seR
3a orpanudene opbure (yOunmMO Ja HAM y OBaj CKYI CHaJajy W KPUTHIHE TadKe,

KOje ¢y KOHCTaHTHA perierba) umahemo na 3a csako T > 0 Baxu

T
oo T) = pla (1)) = - [ |Vola-9)Pas.
-7
Kaxko je s — ¢(x - s) MoHOTOHO onajajylie Mo s, cieju Jga MOCTOJU JIUMEC TOPHET

n3paza Kaja 1T — 400, na Baxku

o0
/ V(- 5)|*ds < +oc.
—o00
Jlaxjie, KaKo TOPIbY MHTErpasl KOHBEPrupa, CJaeu /1a Mopa MoCTOjaTH HU3 S, — +00
takaB 1a Vp(zr - s,) = 0u p(x-s,) — d € R. Kako dbyHKInonan ¢ 3am10BospaBa
PS-ycioB mocrojalie KOHBepreHTaH MOIHAS T - S, ¥ £, Koji ie KoHBeprupaTH yIpaso
Ka HEKOj KPUTUYHO] TayKu ¥y (PpyHKIHMOHATA JjejcTBa . [llTaBuiine, Kako je cKym

kpurnanux Tadaka Cr(p) Komnaxkran (Bugern 1.3) Baxuhe
z-s— Cr(p), ®ags— Foo,

3a CBaKy orpanuueny opoury z - s. /lakjie, cBaka orpanudena opoura he ussuparu

1 3aBpIIaBaTH ce Yy HEKO] KPUTUIHO] TATKH.

IIpumep 3.2. llocmarpajmo ciyuaj kaj je H = 0. Taja Tok dpyukiuonasa ¢ Ha
T?" x F 3aBHCH MCKJ/byYHBO OJI CAMILUICKTHYKE CTPYKTYpe H eKCILUIMIUTHO je 3aJaT
ca

r-s=er +2+e Szt zar=0"+2"4+2" € Q.

Orpanmdene opbuTe ce Taja MOKJAANA]y ca CKyIOM KPHTHYHHX Tadaka x° € T2,

KOje Cy 3allpaBO KOHCTAHTHE OpOuTe.
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Onmrru caydaj je camMmo KOMIAKTHA TepTypbanuja caydaja kaga je H = 0.

Cxym orpanndenux opouTa je gocrta MaJju, jep je Behuna periema HeOTpAHUIEHA
y oba cmepa. OBO je Takohe joImn jegaH KOHTPACT Y OJIHOCY Ha CJIy4aj (DYHKIHOHAIA
eHepruje u3 IyiaBe 2, KOju je OMO OrpaHudeH 003710, Ia Cy My U opOure Ouje

orpaHmYeHe H6ap ca je/iHe CTpaHe.

Caza mos1a3uMo 10 KBy UHE Hieje y Z0Ka3y APHOII0BE XUIIOTe3e Y HallleM KOHKpe-

THOM caydajy Topyca T?". Jlaba cTpaTermja je Ja ce HOCMATpa CTPYKTYpa CKyIa
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X CBHX OI'paHMYeHUX OpOMTa I'Pa/InjeHTHOT TOKa (PYHKIIMOHAJIA J€jCTBa, 338 KOju he
ce UCIIOCTABUTH JIa CAJIPXKK CBe MOTpedHe mH(OopMallije Be3aHe 3a mpodIeM Tpas3eha,
l-nepuoimaHuxX KOHTpakTubMIHIX opouTa. Crenujasno, Bazxkuhe cienehe ocobume.

[TocmaTpajMo npecaIunKaBarmbe
p:C®R, T x E) — T*",

koje Tauku u € C°(R, T?" x E) nonemyje cpeamwy speanoct nerbe u(0) € Q, 1j.

o) = /0 w(0)(H)dt € T2,

Teopema 3.5. Ckyn X, je KomIakTan cKyl, ca ronosorajom Haciehernom uz C°° (R, T?" x

E), koju caapku Tomosorujy npocropa T2, Taununje, npecauKaBabe
(plx.)™ : HY(T*") = H*(Xo0)
je UHJeKTUBHO, TJe je H* Anekcamnnep-Crenneposa KOXOMOJIOTH]a. O]

Hanomena: VY osom pajy HelieMo M3JI0XKUTH JOKA3 OBe TeopeMe (KOju je Kpajibe
TexHMuK®), a on ce moxe mahm y [29]. 3Ba merame o Asexcammep-Crnenneposoj

KOXOMOJIOTHju BugeTn Taxohe [29] u [44].

Ha ckyny X je nedunucan ckopo-rpajmjeHTHu TOK nomohy nejcrsa rpyne R

TpancaanujoM. IlocmarpajMo oBo JejcTBo, Aedunucano Ha ciaegehn HAYMH

R X Xoo = Xooy, (Tyu) = Txu
(T*xu)(s) =u(s+ 7).

Tok koju ono remepuiiie he 6wt ckopo-rpajujenTHr TOK. Iberosa dyunknuja

Jbanyunosa (Bujeru maparpad 1.2) je
V:Xe 2R, V(u)=o(u(0)).

3ancta, ako je T > 0 HMaMO:

V(rsu)—V(oc*u) :go(u(T)) — (u(a))

" d
:/0 o (u(t))dt
__/ [V (u(t))]dt.
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Bunumo na je 7 — V(7 % u) monorono onazgajyha dbynkuumja, 10K HaM TeopeMa o
JeIMHCTBEHOCTH pelerba AudepeHIiujaane jeanadnne rapantyje aa he pukcae tauke
dyuknuje V 6utn 6am KoHCTaHTHe opbuTe, ma je dyHKImja V 3amcta GyHKITja
JbamnyHoBa jgaror Toka.

Konauno, mokas teopeme 3.3 ciaeanm u3 Jbycrepuuk-IIIaupe/sManoBe Teopeme

HpUMerbeHe Ha JATH CKOPO-TPAJIMjeHTHH Ha IIPOCTOPY OTpaHudYeHHX opouTa X of.

Bapujanmnone merojie Koje cMoO KOpucTu/an y ooMm naparpady nehe mohu na ce
VOMIIITEe HA TTPO3UBOJBHY 3aTBOPEHY CUMILIEKTHYKY MHOTOCTPYKOCT. Cneruduanoct
npocropa T?" nam je mo3Bo/MIIa 14 peayKyjeMo npobieM Ha KOHAYHO JUMEeH3HOHH
npocrop T?" x RN, 3a noBospHO Besinko N, 11a CMO MOIVIH JIa IPUMEHHMO Pe3yJiTaTe
KOjH Bayke y KOHAYHO AuMeH3WMOHOM caydajy. Cuenehu maparpad mocsetmhemo
npoOIeMuMa KOjU Ce jaB/bajy v MOKYIIajuMa J0Ka3a ApPHOII0BE XUIOTE3€e y OIMIITEM

cJIydajy.

3.6 ®gopoBa xoMoJIOTHja

Y oBoMm naparpady umsaehemo naejy @aoposor gokasa ApHOIIOBE XUIOTE3E 33, HEle-
reHEePUCAH CIy4aj, TJie TPeTIocTaB/haMo Ja cy cBe l-nepuojanyne opbure XaMUITO-
HOBOI' cucTeMa Ha acepUyuHO] CUMILIEKTHYKO] MHOrocTpyKocTu (M, w) Hejerene-
pucane. Haume, @jop je y cBojoj cepuju pajoBa 80-uxX roJuHa IIPOILIOT BeKa, obje-
auHIo ['poMOBIbeBY TeXHUKY mceymo-xoaomopduux kpusux ([17]) n merozae Bapuja-
HUOHOT padyHa Koju cy kopuctuin Kommm u Henaep 3a jgoka3 ApHOJI0BE XUAMOTE3E
3a cJydaj TOpyca W KOHCTPYHCAO jeJIHO yomuImTeme MopcoBe XomoJiormje, Koje ce
janac Hazusa PJopoBa XOMOJIOTH]Y.

3a moderak, (pUKCHPA]MO CKOPO-KOMILIEKCHY CTPYKTYPY J KOMmaTuOWiIHYy ca
CUMILUTEKTHYKOM GopMoM w u Heka je (-,-) = w(-, J-) omrosapajyha Pumanosa
MeTrpuka Ha M. Kao mTo cMo BUIeIH, ycaoB acepuIHOCTH MHOTOCTPYKOCTH
M uam rapanryje na je dyHkumonas aejcrsa Apg m06po geduHHCAH HA IPOCTOPY
P(M), 1-neproanIHAX KOHTPAKTHOWTHUX TET/HH, KAO U 1A je FHeroB W3BOI AT

U3pa3soM
dAn(2)(€) = / W) = Xun, £(0))dt.

Kpurnane tauke dyukiuonana Ay cy ynpaso 1-iepuoudie KOHTpaKTHOMTHE XaMu-
JToHOBe opbuTe. V3 mpernocTaBke ja Ccy KpUTWdHE Tadke (pyHKImonata Ay Heme-
reHepucane, cjie/inhe Jia cy OHe 1 130/I0BaHe, 1a he X Ha KOMIAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH

ouTH KoHauHo MHOro. ®JopoBa nieja je 6uiaa 1a mocMarpa L2 rpajnjent pyHKIH-
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onaJjia jiejcrBa. [Ipenusnuje, rpajiujeHT y OHJIOCY HA METPUKY

(€0m)ie = / (E).n()dt,

rae cy &,n € T,P(M), 3a nexy mewwby z € P(M), u Kao mTO CMO MOKA3aIH Y

naparpady 3.4 taj rpagujent (byHKIHOHATA JIJCTBA) je JIaT U3Pa3oM
gradi: Ag(2)(t) = J(2(t)) - 2'(t) + VH(2(t)).

Taxobje, y maparpady 3.4 cmo Bugean ga gradr: Ay He neduHune rpaInjeHTHE TOK
Ha npoctopy P(M) (mrrasuiie BuguMo jga Huje 106po JedbUuHUCAH 3a TEeT/he 2 Koje

nucy audepennujabuine). Jpyrum pednma, jeHaqInHA

d
U= —gradzAg(u), u:R—P(M),

uHuje n00po nocraB/beHn KommujeB npodsem. MehyTtum, narta jeanadnmna ce Mozke

mocMaTpaTd U Kao naprujajana gudepeHIjaana jeiHa nHa:
u+ J(u)ou+ VHy(u) =0, u:RxS"— M, (3.8)

e je (s,t) € R x S'. Osa jenuaunna je nosuara jom u kao @aoposa jednaruna.

Amnasorao kao y nokasy Konnnja u Ilemmepa 3a ciyuaj Topyca, @uop je youno aa
Huje rnorpeban ryiodaaHo JedpuHrcal IpajJujeHTHH TOK, Beh je JoBo/bHO Ja ce Jierno
MOHAIIA TTPOCTOP TPAJIMjEHTHIX TOKOBA KOJU CIajajy JBe KPUTUYHE TauKe. Y HalleM
ciyudajy 1o cy peniema Djiopose jeanauune u(s,t) taksa ja u(s, ) KOHBEprupa Ka
HEePUOIUIHIM XaMHUJITOHOBUM opbutamMa, Kaj s — £00.

Jloxasz ApHoJiioBe XUTIOTE3€ Ce CBON HA KOHCTPYKITN]Y XOMOJIOTHje dnju he reHe-
paropu Outn 1-mepuojmde KOHTPAKTUOWIIHE XaMUJITOHOBE opOuTe. 3a KOHCTPY-
kiujy Oiopose XOMOJOTHje, HEONXOIHO je Mpohn Kpo3 HeKOoJIuKo dasa:

(1) moKazaTH Ja 3a TeHepUIKd u300p CKOPO-KOMILIEKCHE CTPYKType J, pelierba
KOja cIrajajy JBe nmepmuojntdne XaMuJITOHOBE OpOUTE YrMHEe KOHATHO JTUMEH3U0HY MHO-
rOCTPYKOCT,

(7i) koMnakTH(hUKATINjA TAKO 33/1aT€ MHOTOCTPYKOCTH,

(731) momohy (7) m (i) meduHUCATH TPAHHYIHU OMEPATOP HA CIOOOTHOM MOJLYILY
KOjU TeHEepHIIy MepHoandHe XaMUITOHOBE OpOUTE, TIOTOIHO UHIEKCHPAHE.

[IpokoMeHTapUIIEMO CBaKy O] HaBeleHnX dha3a KOHCTPYKIHje. 3a JeTasbe yyhy-
jemo umraona na [3], [8].

O0jexkTn o1 KpyIlujaaHe BayKHOCTH Ha Jasbe he Ham OuTu pernera Piopose jeaHa-
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4YuHEe KOja cuajajy nepuopudne Xamumironoe opbure. PjiopoBa jejHaunHA je yCT-

Bapu neprypbanuja Komu - Pumanose jegnavunne
Osu + J(u)ou = 0.

Hedbunanmuja 3.10. Pemema Komu - Pumanose jegHadmbe Ha3HBA]y ce X0A0-

mopgre Kpuse.

XosioMopdHE KpUBE 33/10B0JbaBajy yCJI0B

1
/ uw = 3 ]Vu|2
S2

na mpernocraBka ga je mo(M) = 0 umck/byUyje MOCTOjarbe HEKOHCTAHTHUX XOJIO-

mopduux kpusux Ha M (Buxern [3]).

Kao u y ciyuajy topyca, nehe nam cBa peierma Pjiopose jejHaunne outu peJie-

BaHTHa, Bell ieMo ce orpaHHYIUTH caMO Ha o0zpaHu4eHe opobume.

Hedbununmja 3.11. Heka je u = u(s,t) pememe Daopose jemnaumne. Ernepauja

:%/01/_:0(\12? ) dids.

Pemema koja he ynasuru y koucrpyknujy PaopoBe XOMOJOTH]je CYy OHA U CaMO

peutera u je

[~ xut

OHa Koja mMajy KoHa4Hy eHeprujy. O tome Ham rosopu ciegeha Teopema (Bumern

[8])-

Teopema 3.6. Heka je u pememe Popose jeanaunue. Tanga cy ciepehun yciioBu
eKBHUBAJICHTH.
(1) E(u) < 4o0.

(77) Iocroje XamuaTonose 1-nepuoamdne opouTe T U Y TAKBE 4

lIm wu(t,s) =xz(s), lim u(t,s) =y(s),

t——o0 t——+o0

kKao u lim a = 0, 1pu 4eMy Cy CBHU JIMMECU PaBHOMEPHU IIO S.
t—+oo
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(7i1) Tocroje koucanre 6 > 0 u ¢ > 0 Takse na je

H@u

S (6] < e,

3a CBe S U t. O

3a oBakBa pelllema KaxkKeMo J1a clajajy netvbe x u y. Vcnocrasu ce fa 3a perreme
Dopose jegHadnHe U (Koje joIl Ha3HBAMO NepmypbosaHo TOAOMOPHUM UUAUHOPOM)
Koje cmaja opbure x u y Baxu E(u) = Ap(x) — Ag(y) (3a mokas suzeru [3)).
Kako je enepruja yBeKk MO3UTUBHA U3 OBE YHILEHHIIE CAeIU J1a (DYHKIHMOHAT J1ejCTBa
omaja nyzk xomomopduux nuimagapa. Cana 3a XaMUITOHOBe TeT/he T U Y MOZKEMO

nedburncaT npocrop M(z,y) xonoMopdHIX MUANHIADA KOJU UX CIajajy Kao
M(z,y) ={u:RxS" = M| (3.8), E(u) < +00, u(—00,-) = z,u(+00,-) =y}.

Jla dbucMo Buaesim Ja je OBaj MPOCTOP MHOIOCTPYKOCT W Jia OMCMO W3BPIITIIN
ErOBY KOMIAKTHMUKAIHA]Y (JOJABABEM USAOMDEHUT TOAOMOPPHHUT Yururdapa)
KopucTuMo ce DpeaxoJMOBOM TEOPHJOM W TeopeMaMa O MapaMeTapcKo] TpaHCBe-
p3asnoctu. Kibydua cTBap je jga moKaykeMo Jia ce 0Baj MPOCTOP JI00Hja KAao WHBe-
p3Ha cJuKa peryiapHe BpegHocTu Hekor OpexoMOBOT TPEC/INKABAKA. 34 J1eTAIHE

ynyhyjemo Ha [8].

ITurame komnakTHOCTH Yy PJIOPOBO] TEOPHjU je HETPHBHUjAJIHO M 32 KOHTPOJY
KOMIIAKTHOCTH KOPHUCTHMO ['DOMOBJ/BEBY Teopemy O KommakTHoctd (Bumeru [17],
[8], [3]) kojy je I'pomoB mokazao (mopea MHOIHX APYTUX CTBAPH) Y CBOM Dajy
([17]) m3 1985. roauue. Hammve, KoHBepreHimja XomoMOpMHAX KPHBUX MOYKe J0CTa
HEMPaBUJIHO JIa Ce MOHaIa, Tj. MOKe Johu 10 Tako3BaHe 1ojaBe mexryposa. Meby-
THM, HUCIOCTAaBJba ce ja fie nam ycaoB mo(M) = 0 rapanToBaTH Ja J0 OBe MOjaBe
Hehe gohm. Crora, ckperyheMmo maxKmy Ja je 0Baj yCJI0B KJbydaH W 300T' OBOT pa-
3Ji0ra, a He caMo 360r j100pe jJeduHncanocTn GyHKIMOHAIA jdejcTBa. [Ipe Hero mro
nedunutremMo OIOPOB KOMILIEKC, HATOMEHUMO J1a WHACKCUPATHhe KPUTHIHUX TadaKa
dyHKIHOHAIA JIejcTBa BpIIHMO moMohy Kownau - [lendeposoe undekca 3a nemsme oy
(Bumern [8]), xKoju urpa yiaory MopcoBor HHEKCA ¥ OBOM CIyUajy.

Caza cMo cupemun ga jgedununiemo @uoposy xomosorujy. Heka je C'Fy(H, J)
7y BEKTOPCKHU TIPOCTOD TEHEPHCAH €A KPUTHYHUM TadykaMa (GyHKIHOHAIA JejCTBA
koje umajy Komnu-Ilenaepor nnjekc jepuak k. I'panudnu orneparop jeduHUITIEMO
Ha caegehn HavuH

Or = >, n(z,y)y,

pez(y)=ncz(x)—1
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rae je n(x,y) 6poj Tauaka Muorocrpyxocti M(x,y) = M(z,y)/R, 3a Kojy ce ucmo-
CTaB/ba J1a je KoMHnakTHa 0-TnMeH3nOHa MHOTOCTPYKOCT. DI0OPOBY XOMOJIOTH]Y €aJ1a

JedbuHAITEMO Ka0 XOMoJsorujy Jandactor kommiekca C'F,(H,J) u o3HadaBaMo je

HF,(H,J).

W3 KoHCTPYKIIEje BHAUMO 12 je Opoj KPUTUUHUX TadakKa (PpYHKIIMOHAJA JIejCTBA

He Marbu oJ cyme jauMensuja OopoBUX XOMOJIOMKHAX T'PYTa, Tj. BaYKH:
#{1-nepuonnvne KOHTPAKTHOMTHEe XAMUITOHOBE OpoOuTe} > Z dim HFy(H, J),

OJIaKJIe CJaeu 0Ka3 ApHOJIIOBe XUIIOTE3e, jep je 3a ayTOHOMHU XaMujiToHujan H,
koju je mpu tome nu Mope-CmejnoBa dbyskimja, n (ayTOHOMHY) CKOPO-KOMILIEKCHY

cTpyKTypy J, ®aopoBa xoMomoruja n30MOpdHA CHHTYIAPHO] XOMOJIOTHH.

Jeraspauje o KoHCTPYKIHju PIOpoBe XOMOJIOTHje, JOKa3uMa M ANCKYCHjaMa Ha

KOje Ce HUCMO OCBPHYJIM y 0BOM paJjy yuyhyjemo duraona na [8].
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A  OcHOBU CHUMILIEKTUYKE r€eOMeTpHje

CuMILIeKTHIKa reOMeTPHja ce 6aBH TJIATKUM MHOTOCTPYKOCTHMA Ca TOJMATHOM, CHM-
INJIEKTUYKOM CTPYKTYPOM KOja je 3aJaTa aHTUCUMETPUYHOM HeJereHepHCAHOM 2-
dopmoMm. Kao TtakBa oHa je mamjgan PuMaHOBOj reoMerpuju, y KOjoj je Jdo/aTHA
CTPYKTYpa Aara cHMeTpHIHOM (mo3utuBHO AedurntHOM) dopmom. Mehyrum, cu-
MEeTpUYHE W aHTHCUMeTpUYHe (popMe MPOoU3BOjIe PA3TUIUTE MeOMETPHje MPOCTOPA.
Tako je PumaHoBa IyHa JOKAJHWX WHBApPUJaHTHU, JOK CHMILIEKTHIKA TeOMeTpHja
oburyje ryiobaTHUM WHBapUjaHTaMa, a JOKAJTHUX WHBAPUjaHTH HEMa. Y OBOM IOTJIaBJbY

HABOJIMMO OCHOBHA TBphema u jiepuHUIMje CUMILIEKTUYKE I'eOMeTpuje.

Hedbunnunmuja A.1. Cumnaiexmuyku eexmopcry npocmop (V,w) je KoHAYHO Tu-
MEH3MOHAJTHU PEeaJHH BEeKTOPCKH mpocTop V' cHabaeBeH OmanmHeapHOM (hOpMOM w

KOja je aHTHCHUMEeTPUYHA U HeJlerepucaHa, Tj. BayKh
w(u,v) = —w(v,u), u,veV

1 3a cBako u u3 V mocroju v Tako ja je w(u,v) # 0.
Heka je cama M riaarka maOrocrpykoct. CuMmiiekTndka (popMa Ha 0] je yoI-

HITemhe IPeTxo/iHe jJedunuiiuje.

Hedbunnumnuja A.2. Henerenepucana, 3aTBopena, audepeniyjaana 2-popma w Ha
M ce mazuBa cumniexmuukom @popmom ua M. Muoroctpykoct M ca cumILIek-

THYKOM (DOPMOM W Ce HA3UBa cumniexmuyka muozocmpyrocm (M, w).

[Ipumernmo Jla je TAHMEHTHU IIPOCTOP HA OBAKBO] MHOI'OCTPYKOCTH CUMILIEK-
twaku. [locTojame anTUCUMETpUYHE HelereHepucane 2-opMe Ha BEKTOPCKOM TPOC-
Topy je moryhe camo ako je Taj mpocTop mapHe juMeHsuje (0BO je cTBap JIHHeApHe

asrebpe W JIaKO Ce JI0Ka3yje), Te cCaMUM THM BarKu

CraB A.1. CBaku CHUMILUIEKTHIKU BEKTOPCKH MPOCTOP, & CAMHUM THUM W CBAKa CHM-

MJIEKTHIKAa MHOTOCTPYKOCT je IMapHe AuMeH3Hje. O

IMpumep A.1. Crangapau npuMep CUMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH j€ BEKTOPCKH

npoctop R?™ 3ajeano ca hopMOM wy 33aTOM ca
wo(u,v) = (Ju,v), u,v € R*™

e je (-, ) crangapaHu ckajgapiu npoussos y R?" a 2nx 2n marpuna J jaedunucana

ca
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0 E,
J = ,
—-FE, O
nupu demy je F, jerunmuna marpuna auMmensuje n X n. Kaxo je det #0mn JI = —J

dopMma wy je HeJereHepucana U AaHTUCUMETPUYHA, JTAKJIe CAMILICKTHYIKA.

YV oBoMm npumepy Takohe zakmydyjemo jaa Baxku J2 = —FE, kao u wo(u, Jv) =

(u,v). Nmajyhim oBo y BuIy HABEIUMO jOII jeHY JebUHUIIN]Y

Hedbunanmuja A.3. KoMmiekcHa cTpyKTypa Ha BEKTOPCKOM Ipoctopy V' je JiuH-

eapHn ayToMopduszaM J Ha HeMy Takas f1a Baxkn J2 = —F.

BuauMo 1a m KOMILIEKCHA CTPYKTYpa 3axTeBa HapHY JIMUMEH3HU]y BEKTOPCKOT
npocropa Ha KoMme je 3azara. IllTaBuiie, oHa ra YMHU KOMILIEKCHUM BEKTOPCKUM

HpOCTOPOM, jiebunuiyhn MHOZKEIE CKAJIapoOM Ca
(a+if)v=av+ pJv, a,fERveEV.

V mpumepy rope, KOMILIEKCHA cTpyKTypa J Ha R?™ gaje ynmpaBo MHOXKeme ca
i koje mocroju y R?" = C". Ospa jeduHuNEja ce INPUPOLHO YOIIITABA HA MHO-

IOCTPYKOCTHU:

Hedbunaumnuja A.4. Crkopo komnaekcHa cmpykmypa Ha MHOTOCTPYKOCTH je TJIaTKa
damMunja KOMILIEKCHUX CTYKTYPa HA HEHUM TAHIJIEHTHUM npoctopuma. (OBaksa

MHOT'OCTPYKOCT C€ Ha3uBa CKOPO KOMNAECKCHOM.

Hedbunrnmuja A.5. Kaxemo j1a je cKOpo KOMILIEKCHA CTPYKTypa J Ha CHUMILIEK-
THIKOj MHOrOCTpykKocTh (M, w) cazaacna ca CUMIUIEKTHIKOM (DOPMOM W ako je

w(-, J-) PumanoBa merpuka na M.

13 mpeTXoaHor 3aK/bydyjemMo aa cy wo u J carmacae ma R?™. OBo je camo jegan

npuMep ONIINTHje TeopeMe:

Teopema A.1. CBaka CHMILIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT (M, w) mocemyje cKOpo KOM-
IJIEKCHY CTPYKTYpPY J Koja je carsiacHa ca meHoM dopMoMm. [llTapuire, cKym TaKBUX
CKOPO KOMILJIEKCHUX CTPYKTypa je KOHTpaKTuOWIHA OeCKOHAYIHOAMMEH3MOHA MHO-

TOCTPYKOCT.

oxas: Ilormenaru [20] O

Kao mTo ¢cMo mipe HAITOMeHY/IM, CAMILIEKTHIKA TeOMeTPHja HeMa JIOKaJIHe NHBap-

ujanTe. Ipyrum pedumMma, cBake JIBe CUMILIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH UCTE JTUMEH3-
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uje cy JIOKaJIHO U30MOpQHe, 11a CAMUM TUM U30MOPQHE OTBOPEHOM HOJICKYILY CTaH-
JApIHe CAMILIEKTHYKe MHOTOCTpyKocTH (R?™ wp). leduHnummmo Hajupe U30MOp-

¢du3aM y 0BOj KaTeropuju.

Hedbunuaunuja A.6. Heka cy (M,w) u (N, Q) cummiektnake MHOTOCTpyKOcTH. Tndeo-
Mopduzam ¢ : M—N ce Ha3uBa CUMNAECKMOMOPPHU3AM AKO UyBa CHUMILIEKTHUIKY
dopmy, 1) ¢*Q) = w. AKO je ¢ ynarame, OHIA Ce OHO 30BE CUMNAECKMUYKO YAG2AHE

aKO 1yBa CUMILIEKTHIKY POopMy.

QopMyIHIIIMO Cajia TeOpeMy Koja OLPaB/aBa IPETXOHO HAIIMCAHO:

Teopema A.2. (Japby): Heka je (M,w) cummiekTHIKa MHOTOCTPYKOCT JTIHMEH3-
uje 2n. Tama oko mpousBosbHe Tauke p € M nocroju okonuua U u kapra ¢ : (U, w) —

(R?*" wy) Koja je cumiLieKToMopdu3aM Ha CJIHUKY.

Jlokas: Bugeru [29]. O

JIokajHe KoopjauHaTe Koje J00HjaMo U3 IIPEeTXojHe TeopeMe ce HazuBajy Jlap-
byose Koopduname. Y OBUM KOOPAWHATAMA CHMILIEKTHUIKA (POPMa w Ce 3aIUCyje ca
w = dryAdy;+- - -+dr, N\dy,, jep je To 3amuc Ghopme Wy, Kaua cy (L1, ..., Tn, Yny vy Yn)

KoopauHare na R?".

JlokakKumMo cajia crenujajial cJaydaj IpeTXo/He TeopeMe Koja je CUMILICKTHIKI

anayoron ['pam-IIIMuTOBOT TTOCTYMKA:

Hedunanmuja A.7. Heka je V' CUMIUIEKTHYKH BEKTOPCKH IpocTop, U W meros

nornpocrop. Cumnaexmuuky opmozonas ox W je mornpoctop
Whe ={veV|wlw) =0, 3acsewec W}

Jlema A.l. (JapGyoBa 6a3a) Heka je V cuMIIEKTHYKE BEKTOPCKH MPOCTOP,
aumvensuje 2n, ca dopmom w. Taga mocroju 6aza (1, X, .., Tn, Y1, Y2, -y Yn) TAKBA

Ja je w aedunucana ca:
w(zi,y;) = —w(y;, Ti) = b

rae je 0;; Kponekepos cumboi.
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Jloxasz: Tepheme ce nokasdyje unaykmnujoM. Heka je v npon3Bo/baH He-HYyJIa BEKTOD
u3 V. Tama mocroju BekTOp w Takas ga je w(v,w) # 0 jep je dopma w mHeme-
rerepucana. CkanupameM BeKTOpa w MoxKe ce moctuhu aa je w(v,w) = 1. Tazxa je
POCTOP

W =<wv,w>

CHMILICKTHYKH IIOTIPOCTOp, 1 Baxku V = W OW L. Baucra, ako 61 10CT0jao BEKTOP
z € W ® W+, tana 6 noctojann o m [ TakBH Ja je z = av + Bw, u IpuTOM 61
BaYKIJIO

w(z,v) =w(z,w) =0,

mTo y3 anTHcuMerprudHOCcT (opme w u yeiaoB w(v, w) # 0 maje a = f = 0. Jake
cyma W + W+ je mupexrna. Ca apyre crpane, Baxku (1 HEje TEIIKO JOKA3aTH) KAo

y caydajy cKaJapHOT MPOW3BOIA, 13 je
dimW + dimW+* = 2n, (A.1)

3a cBaku normopocrop W. CamMuM THM OpeTXOJHA IUPEKTHA CYMa Pa3alHibe I1e0
npoctop. Tume mmamo 12 je mw W' CHMIUIEKTHYKH BEKTOPCKH IIPOCTOP, Ca pe-
CTPUKITUJOM W HA IHEMY, U MOYKEMO NIPUMEHUTH WHIYKTHBHH KOPaK Ha Ibera. 1ume
mobujamo 6a3y (1, T2, .., Tn_1,Y1, Y2, -, Yn—1) 38 KOJy BaKU YCJIOB TBphjera, KOjoj

JIOZIAMO BEKTOPE T, = U U Y, = W, U TUMe JoOujaMo TparkeHy 0a3y. O]

ba3y cuMILIeKTHYKOT BEKTOPCKOT TPOCTOPa KOHCTPYUCAHY V MPETXOIHO] JIeMH,

aHAJOTHO KOOpAMHATaMa 13 Teopeme A.2, 30Bemo Jlapbyosom 6a3om.

CraB A.2. Heka je M muoroctpykoct. Tama ja 2-dopma w Ha M HenereHepucana

aKko je w"" # 0.

/loxaz: Kako cy oba cBojcrBa u3 TBphema jgeduHUCcaHa HA TAHIEHTHOM HPOCTOPY
y TaduKd, CBOJAWMO TBpheme Ha BeKTOpcku mpocTop ca 2-bopmom (V w). Hexka
je w HemereHepmcaHa. Taja je oHa CHUMILIEKTHYKa, 1a noctoju Jlapbyosa 6a3za,
y Kojoj ce dopma w 3amucyje ca w = dxr; Ndy; + --- + dx, N\ dy,, mTo maje
w' = nl(dzy ANdyy A -+ Adx, A dy,) # 0. Cynpotso, ako je dopma w Jierenep-
HcaHa, OHJIA MocToju BeKTop X Takas Ja je w(X,-) = 0. [omyHuMO 0Baj BEKTOD
npou3ssosbHO 10 6aze (X, Y, ..., Ys, 1). Baxku w""(X, Y, ..., Y5, 1) =0, jep ce upu
pauyHamy w’" cByJa mojaBbyjy cabupnu ca uunnonnma w(X,Y;) Koju cy jejHaku
nysu. Ilpurom, ako je (popMma auMen3uje mpocTopa Ha KoMe je jrepuHucana jenaka

HYJIM Ha HeKoj 6a3u, oHja je oHa Hysla-dopma, Tj w’" = 0. O
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Ilocaenuma A.1. Ha cBakoj cuMILIEKTUYKO] MHOTOCTPYKOCTH UMAMO KAHOHCKU 3a-

damy dbopwmy opujentanmje ) = w"/nl. O

Kao jomr jenny paznnky PumanoBe W CUMILIEKTHIKE FeOMeTPHje HABEIUMO U TO
J1a PuManoBa cTpyKTypa 10CTOju HAa CBAKO] MHOI'OCTPYKOCTH, JIOK j€ CUMILIEKTUYKA
U3PA3UTO CeJeKTUBHA - Bell ¢MO BHIEIN Ja je IpBa ONCTPYKIMja JUMEH3Uja MHO-
FOCTPYKOCTH KOja Mopa jia Oyzae mapHa. JoI jejiHa ONnCTPYKINja 38 MOCTOjahe CHM-
IJIEKTUYKE CTPYKTYpe HA 3aTBOPEHOj MHOrOCTpyKOocTH M aumMensuje 2n je TpuBujasi-
HOCT Heke o mapaux [e-Pamoux koxomomoruja, HAb(M) = 0, 3a mHexko 0 < i < n

(moremaTu [1]).

ITpumep A.2. (CummuiekTuuke cdepe) I[Ipema nperxomnom, jemuna cdepa S™,
KO0ja €BEHTYaJIHO JIOMyIIa CHMILIEKTHYKY CTPYKTYpPy je S?, jep TaxBa Mopa OuTH
napHOJMMeH3noHa 1 jga Baxku Hip(M) # 0, te je o jeauno moryhe 3a n = 2.

Ca gapyre crpane, chepa S?, uMma (opMy opHujeHTanuje w Koja je Haciaehena us
R3 kao w = in(dz A dy A dz), rae je m BeKTOPCKoO mojbe HopMasia Ha cdepu. Popma
opHujeHTaIje 3a JABOAMMEH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH jeé CHUMILIeTHYKa (hopMma, jep je
3aTBOpeHa 300r NMMEH3Hje, a HemereHepucana u3 crapa A.2. I3 mcror pasmora cy

cBe OpI/IjeHTI/ICaHe IIOBpIIH CUMIIJIEKTHUYKE.

ITpumep A.3. (KoranrenTHOo paciojeme) PaHuje ¢MO HAIACHIN Ja, 33 pas-
auky of PumaHOBe, He JOIMyIITa cBAKa MHOTOCTPYKOCT CHUMILIEKTHYKY CTPYKTYDY.
Mebhyrum, naj cBakoj muorocrpykoctu M ce Hasia3u NIPUPOTHU CUMILIEKTHYKHA 00-

jekar. Hamme, KOTAHTEHTHO pacjojerbe

"M = JT;M

peEM

KOje je MpUupoJHO pacjojeme Haa M je cuMIiLieKTH4Ka MHOrocTpykoct. Heka je

m: T*"M — M upojekiija KOHTAaHTE€HTHOT pacojema. laga je ca

Ap) = Tr) (D)

nedunncana Juysurosa popma X € QY(T*M). Younmo kapry U ma M, mokamme

koopauHare (qi,...,q¢,) Yy TOj KAPTH, U KOBEKTOPE (P1, ..., Py) KOJU Cy JYATHH OBHM

KOOpAWHATAMa Y CMUCITY pi(aiq) = 0;;. Tana ce u3 nedununuje Jlnysuaose dpopme
J

MOKe [0Ka3aTu J1a je mbeH 3anuc Ha U y 0BUM KOOpJuHaTaMa

A =pidgqr + ... + ppdg,.
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Taga dpopma w = —d\ y uctum KoopjauHaTaMa UMa 3aIuc
A =dq Ndpy + ... + dg, N\ dp,,

MITO je 3aIliC CTaHaapAHe cuMIIeKTHaKe dhopme wy Ha R?™, ma je mpema Tome dbopma
W CUMILIEKTHYKA. 3alpaBo, BUAMMO Ja cy oBo [lapbyoBe Koopmuaate okoaune U
na T*M. OpaBie ciaeqn jia je w KaHOHCKH 3aJiaTa CHMILIEKTHYKa (opma, a T*M
cuMILTeKTHYKa MHOTOCTpYKOoCcT. Heka je Oy @ M — T* M nynarTo cedeme pac/iojera

7. Tana Baxku ciaenehn cras.

CraB A.3. ®opma w na T*M ce amynupa na 0y (M).

Jlokas: Cieau TPUBUjATHO U3 KOOPAMHATHOD 3amuca w. Haume, Ha 0y (M) cy Ko-
opauHaTe p; CBe oipena jenHake Hysn, Te je u A = 0 wa 0p/(M), ma camum UM U
w. 0
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