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IIpenrosop

T'omuue 1956. Ilom MunHop je mpoHamao HEOUEKUBAH IPUMED [JIaTKEe MHO-
rOCTPYKOCTH KOja je XxomeoMop¢Ha chepu S7, anu He mocemyje cTangapIay IATKY
cTpykTypy. To je oTBOpMIIO MHOTa IUTaMkma O T3B. €M30TUYHUM CTPYKTypaMa,
Tj. OHMMa KOje HUCY M30MOp(GHE CTaHmAPIHOj. 3a n > 4, rpyna pasiuduTUx
[JIATKAX CTPYKTypa Ha chepu S” (ca omepamnujoM mose3aHe cyMme) je y Be3u ca
IPYIOM KOMIIAKTHO CaAP:KAHAX IudeoMoppumzaMa O Ha TJIATKY H30TOHHjY (Ta
I'PyIIa ce Ha3WBa I'PYIa KJIaca IPecHrKaBama) eyKInackux npoctopa R" . Cpaxn
TakaB audeoMopduzaM KOju HUje y KJIaCu IpeciInkaBama id Ha3mBa ce er3oTuy-
muM. [Ipupomamo nurame Koje ce masbe Hamehe je mra ce memaBa Y CUMIIEKTUYKO)]
KaTeropuju.

Ilo3maTo je ma je rpyma KOMIAKTHO CAAPKAHUX CUMIIIEKTUYKUX IOU(PEOMOp-
¢uszama MO0 HA CUMINUIEKTUYKY M30TONUjy (Ta Ipyna ce 30Be U Irpyla KIaca CUM-
IIEKTUYRNX Tpecamkasama) on (R?? wg) Tpusujanma 3a n € {1,2}. Beh 3a n =2
OBa UMHEHUIIA 3aXTeBa TEKAK MOKa3 Koju je mao ['poMOB y CBOM YyBEHOM pany
u3 1985. romgune. 3a n > 2 taj mpobiem ocrtaje orBopeH. HemaBuu pesysaratu cy
Oaau OONPUHOC MEeIUMUYHOM OATrOBApAmy HA NUTAHE O HETPUBUjAJIHOCTU I'DYIeE
KJIaCca CUMIIEKTMYKUX IIPECIMKaBama y CIydajy HEKUX CIENUjalHUX Kjlaca CUM-
IJIEKTUYKUX MHOTOCTPYKOCTH.

Pan je momemen ma tpu nmormassma. [IpBo morsaBibe ThYe ce KaTeropuje riiar-
KX MHOTOCTPYKOCTU U TJIATKUX €r30TUYHUX CTPYKTypa y ®0j. Onucanu cy moj-
MOBM €r30TUYHUX qudeoMopdr3aMa M er30TUYHUX IIIATKUX chepa (ca moceGHUM
akneHToM Ha MUIHOPOB JOKa3 O MOCTOjamy €r30TUYHUX 7-cdepa), Kao U HUXOBa
Mmebycobna Be3a. [Ipyro morigaBie TUYE ce YBOIHUX MOjMOBA CUMIIIEKTUYKE U KOH-
TaKTHe TeOMeTPHje, KA0 U OIMCAa I'JIABHOT IIOjMa OBO Pala — €r30TUYHUX CHUMIIIEK-
ToMOp(U3Ma, Y3 HBUXOBY HapaJielly ca ersoTudauM audeomopdumamuma. Tpehe
norsnasibe ce 6aBu IleHOBUM yBpTamuMa, KOja Cy YECTU KAHAUIATHU 33 €r30TUIHE
CUMILIEKTOMOP (hu3Me Ha oapeheHnM CUMIIEKTUUYKUM MHOTOCTPYKOCTUMA.

sKemneo bux ma ce 3axBaaum cBOM MeHTOpPY, ap Uropy ¥ mapesuhy, ma mpen-
JIO}KEHO] TEMU 3a Paj, CABETUMAa U OATOBOPUMA Ha CBa MOja MUTaka. 3aXBaJbyjeM
Ce 1 OCTaJIMM YJIAaHOBMMA KOMUCHje 3a ondpaHy pana, upod. np Jemenn Karuh u
npod. ap Hapxy MununkoBuhy, Ha KOPHCHUM CyrecTrjaMa y TOKY M3page pajna
I HAKOH 4YHTalma TEKCTa.

Takxobe, 3axBamyjem ce Auu fKerapan ma nmompmmu y pany 1 OpOjHUM KOPUC-
HUM IUCKyCHjaMa, Kao U Ha moMONuM OKO nprama cauka y Inkscape-y. 3axBaiaHOCT
nyryjem m Mapry Kysmamosuhy 3a momoh y pany y mporpamy Wolfram Mathe-
matica.



1 Er3zortuuyHe CTPyKType Yy IVIATKOj KaTeropuju

1.1 TI'garka lIloemkapeoBa xumore3a

JenHo 3aHMMJIBPMBO IUTaKkE KOje Ce MOKE IOCTABUTH j€:

La au je ceaxa mrozocmpyxocm xoja je xomomonna chepu S™
yjeono u uzomopgra chepu S™ (y nexoj usabpanoj xamezopuju)?

Kareropuje MHOroCcTpykKoCcTH Ha KOje ce oBae mucau cy tomnosomke (Top), meo mo
neo nmuueapue (PL) uau rnarke (Diff). OBo nurame je ¢popmynucano y Bumy TBp-
bema koje je mosnaTo rao yonwmena Iloenrxapeosa runomesa, a HETOBa IPEIM3HA
dopmyrnamnuja je ciaeneha.

Tepbeme 1.1. Ako je M 3arBopena Cat n-MHOrOCTPYKOCT 3a KOjy Basku M ~ S",
onma je M = S™ (y Cat).

OBne je ca Cat o3mauena Ekareropumja MHOTOCTPYKOCTH, Tj. KOHKPETHO
Cat € {Top, PL,Diff}. 3a mmorocrpyroctu y rareropuju Top moapasymeBamo na
cy XaycmopdoBu mpocTopu ca npedbpojuBoM 06a30M TOIOJIOTHWje, KOJjU JIOKAJHO
M3rienajy Kao eyKJIUACKA NPOCTOP (ukcupaHe (KOHAUHE) AuMeH3uje. Y KaTe-
ropuju Diff Mucammo Ha rnaTke MHOTOCTPYKOCTH, OOHOCHO HA TOIOJIOIIKE
MHOTOCTPYKOCTH Ca aTJIacOM 4duje cy (YHKIMje Impejlacka IaTKe. Y I[eJOM paLy
he ce mox mojmoM raarko mMuciauTu Ha kiaacy C°°, ocuM ako ce Apyradwuje He Ha-
3aayu. MuorocTtpykoctu y kareropuju PL cy Tomosomke MHOTOCTPYKOCTU Ca
aTiacoM uuje cy (QYHKIUje IMpejlacka Aeo mo neo nmHeapHe. VM3omopouzam y Top
je xomeomop¢duzam, y Diff je To mudeomopduzam, mox ce 3a PL medwurume
aHAJOrHO (3axTeBajyhm na je mpeciauraBame OMjEeKTUBHO TAKO Ha Cy OHO CaMO U
HBErOB MHBEP3 €0 MO [e0 JMHeapHa MpeCIuKaBama, rienajyin ux Ha Kaprama)
u HaszuBa PL xomeomopduzam.

['maBHO muTame je y KOjuUM OUMeEH3WjaMa Basku OBO TBpDeme 3a CBakKy O Tpu
kaTeropuje. 3a caydajese n € {1,2} ce 3ma ma TBpheme Bakm y CBaKoj ox TpuU
KaTeropuje, mMTO je MO3HATA YMWILEHUIA KOja CIeOU U3 TeoPeMe O KIACU(DUKAII]U
MHOTOCTPYKOCTU y OBUM maumensujama. Y kareropuju PL je Cmejun 1962. ronume
nokazao [35] ma je xumoresa rtauna 3a n > 5. Y auMmeHsuju n = 4 cy xumorese
y rareropujama PL u Diff ekBuBamenTHEe M jomr yBek HUMje MO3HATO HA JU Baike.
ITo ce mumensuje n = 3 Tude, AYyro ce 3HAJO 1a je TPODLIIEM EKBUBAJIEHTAH y CBE
tpu kareropuje. Tek mouerroMm oBor Beka I[lepesnman je y tpu pama [29, 30, 31]
a0 TMOTBPJAH OArOBOP Ha MUTAWKE XUIMOTE3€ y OBOM CJiaydajy. ¥ kareropuju Top
MO3HATO je ma OHa Basku 3a cBe n € N — xumoTesy je 3a cayuajeBe n > 5 mOKa3ao
Hyman 1966. romume [20], mok je cayuaj n = 4 Ppunman [I1] morazao 1982.
roause u 3a TO je nobwmo PuanacoBy memasmsy 1986. romune.

Taamka Ioewkapeosa zunomesa (Bepsuja Tepbhewa 1.1 y Diff kareropuju) ce
mMOKa3ajia TeXOM on Apyre nBe. Hawmme, Tek 3a MOHEKY OWMEH3Ujy Ce 3HA Oa je
oBa xumoTesa TauHa (Ha mpumep, n € {1,2,3,5,6,12,61}). Mebyrum, y mMaOrMM
OUMeH3UjaMa Ce 3Ha Oa XUIoTe3a Huje TavyHa. lIpBu mo3HaTu KOHTpAIpuMep je
3a n = 7 uz 1956. romuue, koju je MuaHOop koHCTpymcao y cBoM paxy [23].
Ox je mamao mpumep Tomosomke chepe S’ kao S3 pacnojeme manm S, koja mema
CTaHIApIHY TJIATKY CTPYKTYDY U THMe HUje mudeoMopdHa cranmapaHoj chepu S7.



W3 nmpunoskeHOr 3akpbydyjeMoO Oa MOCTOje TOMOJIOHmKe chepe kKoje cy mebhy-
cobro xomeomopdue, asum Hucy Mebhycobno mupeomopdre. I'marka cTpykTypa
crapgapaae chepe S” je mo3HATA M CTOTa Cy HAM 3aHUMJLMBE OHE cdepe Koje joj
aucy audeomopdue. Hbux m3nsajamo ciaenehom medpumuMLIIjOM.

Hepunaunmja 1.2. ['naTky MHOTOCTPYKOCT KOja je xomeoMopdua chepu S™ 30BeMO
enamka cpepa. I'marra chepa S™ koja Huje mupeomMopdHA CTAHIAPAHO) TIIATKO]
coepu S™ HazuBa ce ezzomuyna chepa.

1.2 Er3ormunu mudpeomopodusmMu

Heka je M raartka muorocrpykoct. Ca Diff (M) hemo o3maumTy ckyn cBux
nudpeomopduzama oxn M, onqHOCHO cBa OujekTMBHA npeciukaBama us M y M Taxsa
Ia Ccy OHa caMa U HWXOBU WHBEP3U TJIATKA IpeciukaBama. HajouTtHuje on mux,
UOEHTUYKO IpeciaukaBaimbe, o3HadaBahemo ca id : M — M. Takobe, y cayuajy na
je M opwujerrabumnna, ca Diff T (M) ozmauasamo ome mupeomopdusme us Diff (M)
kKoju uyBajy (Heky m3abpany) opujenramujy. Ilom HOCauem mudpeomopdusma ¢
MUCJIVMO Ha CKYII

supp(p) = {z € M | p(x) # z}.

Iedpmnuannuja 1.3. 3a riaTtky MHOTOCTPYKOCT M mepuHUIIEMO CKYyII
Diff (M) = {¢ € Diff(M) | ckyn supp(y) je romnarran y int(M)}

u 30BeMO Ta CKyn mudpeomopdusama on M ca roMmakTHUM HOcadeMm. llog
yHyTpammomhy ce opre nogpasymena ckyn int(M) = M\ OM.

Hanomena. Axo je muorocrpyroct M 3arBopena, ouma cy rpyme Diff (M) u
Diff (M) nnmentuune. Y cayuajy ma M wuma rpasury, oHma mupeoMopduzam u3
Diff.(M) mopa 6uru jemuak id y HEKO] OKOJMHU T'DAHUIE.

Hanomena. Y cayuajy ma je M opujenrabunna, y medpuuunuju Diff (M) hemo
raenatu camo one mudeomoppuzme wu3z Diff (M) koju uysajy opujenrauujy u
omrosapajyhy rpymy hemo osmauasaru ca Diff "(M). Y ommrem caydajy, 6uio
Ia ce roBOPU O OPUjeHTAOUIHO] WJAM HEOPUjeHTAOMIHO] MHOTOCTpykKOocTH M,
sanpskahemo ce na osnauu Diff.(M) na ve 6ucmo onrepehimBanu HOTAIWM]Y.

Hepumanumja 1.4. Heka je M ruartka muorocrpykoct u f,g € Diff ((M). 3a f u
g KasKeMO 1a Cy TJIATKO M30TONHU (KPO3 KOMIAKTHO caap:kaHe AudeoMopusme)
aKO IOCTOjU TIaTKo mpecaukaBame F @ M x [0,1] — M rakBo na je:

(1) F(z,0) = f(x) m F(z,1) = g(x), 3a cBaro = € M.
(i7) fi = F(-,t) € Diff (M), 3a cBako t € [0, 1].
Yecto hemo mucaru f At g.

Penanuja raatke m3oromuocTu je pernanuja exkBuBajiennuje. Hboeme kmace cy
komnonenTe nose3anoctu rpymne Diff.(M). Hawnwme, nyt y Diff (M) usmeby f u g
je yopaso t — f; u3 mepumuunIUje raaTre nzoronuje. AKO O3HAUMMO Ca

Diff)(M) = {¢ € Diff(M) | ¢ %' id}



CKyn oHUX mupeomMopdr3daMa KOju Cy moBesanu ca id, MokeMO mmcaTu
moDiff (M) = Diffe(M) / Diftd(ar) = Diffe(M) /- &

Hanomena. T'pyna Diff (M) je moragHO KOHTPAKTUOMIHA U CBaKa HEIPEKUIHA
oyTama MOKe ce medopMucaTé OO TJIaTKe, dyBajyhm kpajme Tadyke (UKCHUMA
(mornematu ysom y [32]). Tako ma ako 3a Heke mupeoMopduaMe @y U 1 BaKU
[po] = [p1] v moDiffe(M), omma je TO eKBUBAJIEHTHO Ca UMHEHUIOM O& Cy OHU
[JIATKO U30TOIHMU.

Basxu ma je Diff’(M) mopmanma moarpyma y Diffo(M), a to mam omoryhasa
na wa moDiff (M) mamernemo crpykrypy rpyne. Hby nobujamo xao maciaebheny ox
Diff.(M) rommyHMKOM.

Hedurunmja 1.5. T'pymy mDiff.(M) masusamo epyna xaaca npecauxagama' raaTie

MHOTOCTpyKOCTH M.

Hanomena. TepMun zpyna xaaca npecaukagana ce HEKAL y JUTEPATYPU OMHOCHU HA
xoMeoMop¢usme, a He qudpeomopusme. MebhyTum, oBae paguMo ca riaaTKUM MHO-
FOCTPYKOCTUMA, 1Ia je m3abpaHo Oa ce TaKO Ha30Be oarosapajyha rpymna u3BeneHa
on rpyne mudpeoMopduzama. Y HaACTABKY HAC YeKa U AHAJOTHA Ne(MUHUN]ja 38 CUM-
IIIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH M Buxose cumerpuje (ledpuuunmja 2.21). Hapasuo,
Moryhe je mepumHmcaru cBe OBe MOjMOBE W y ONIITHjOj CUTyaIUju ca rpymoM Aut
cBux ayromop¢uzama (y oxpebenoj rareropujn), anu je oBme mzabpaH HPUCTYII
ca IOjeqVHAYHUM Oe(PUHUCAIEM 33 KATErOPUjy TJIATKUX U KATETOPU]y CUMIIIEK-
TUYKUX MHOTOCTPYKOCTH, jep Cy OHE peJIeBAHTHE 3a OBaj Pal.

Ilocebny maxkmy hemo mocBetwTu OHUM AU(PEOMOPPU3MUMA KOjU HUCY U30-
TOIHU IPEeCAuKaBamy id.

Iedpunuannuja 1.6. dudpeomopdpuzam ¢ riaarke MHOrOCTpykocTu M 3a KOjU Basku
¢ € Diff (M) \ Diff’(M) 30Bemo ezzomunmnu dufeomopduszam. Ipyrum pednma, er-
30TMYHU A(eoMOpPU3MU Cy OHU KOju HUCY m3oTonHuU id.

I[Inrame er3ucreHnuje er3oTWUHOr audeoMopdusMa je 3aIpaBO IUTAHE O
HerpusujasHoctu rpyue moDiffo(M).

1.3 MwuaaopoBe coepe

Y oBom meny hemo omucaru cBe Moryhie ToTajiHe IpOCTOpE paciojema Ham S4
ca ¢pubpom S* u crpykryproM rpymom SO(4). Heku om TMX TOTAJHUX IPOCTOPA
6uhe xomeoMopdHU TOmoMOmEKOj cdhepn S7, a HEKH MamU HOACKYI HuX Hehe Guru
mdpeoMOpPOHU CTAHIAPAHO] IVIATKOj chepu S7. Ilom MumHOpD je OBO OpPUTMHAJIHO
omrcao y CBOM pany [23]. Y morasuma ce KOpUCTMO MeTomama aJsrebapcke u
o epeHIrjaiHe TOMOJIOTHje, MONYT KAPAKTEPUCTUYHUX Kiaaca u PuboBe Teopeme
o ciepu.

OcuM mOMeHyTOT IJIABHOT paza, OBaj OJejbak Ce Ociama Ha [22] u mpenaBame
kKoje je Mumuop oapskao moBoxom monene Abenose marpane 2011. romune [24].

'Ha enraeckom: mapping class group



1.3.1 Cdepna paciojema

Jepununuja 1.7. Pacaojewe je ypebena wersopra (F,E,B,p), rme cy F,E,B
TOIMOJIOMEKN IIPOCTOPH, & IpeciauKaBame p @ F — B TakBO ma Baku

(i) 3a cBaky Tauky b € B mocrtoju okosuHa U C B ox b u xomeomopduszam

h:Ux F = p 1 (U), koju ce Ha31Ba JOKAJHOM TPUBUjAJIU3AINjOM.

(7i) Xomeomop¢puszam h ce ciaske ca p U NPOJEKIMjOM HA HPBY KOODAMHATY ]
kao po h =m. Hpyrum peuynMma, HapeIHU AUjarpaM KOMYTHUPA.

UxF—"— p=}(U)

[

U

IMpoctop B ce nasusa 6a3uu npocrop, F Toranuu npoctop, F ¢ubpa (Brakuo) u
P IpOjekIrja OBOT paciojema. Paciojeme ce decTto obeseskaBa ca

F——FE

l»

B.

Baxu na je pubpa F xomeomopdua ckymy p~ 1 ({b}), 3a cBako b € B. Y ciyuajy
Ia je TOMOJIOMKY IpocTop F muckperaH, paciojeme ce Ha3uBa HaTkpuBame. CKymn
{(Us, hi) }ic; 7MOKANHUX TpUBUjanM3anuja Ca JOKAJHUM CKYHOBUMA U3 IPETXOIHE
NePUHUNIje HA3UBA, CE AMAGC PACAOJEDA, & HETOBU €JIEMEHTU KAPME PACAOJERnA.

Y cnyuajy ma cy F u B riaTke MHOTOCTPYKOCTU U TIPECIUKABAE P CypPjek-
TUBHO, OHAa je m F riaTka MHOTOCTPYKOCT uUHMja je AuMeH3uja 30up auMeH3uja
F u B. T'natky cTpykrypy Ha E umHe mpeciamkaBama obmuka (o op, T omyoh™ )
nepUHICAHA Ha HEKOM OTBOPEHOM moackymy on p ' (U;), rae je o Heka kapTa ox B
nedumHUCAHA Ha OTBOPEHOM monckymy on U; m T Heka kaprta Ha F' nedumHmcana Ha
oTBOpeHoM Tmoackymy ox w2 o h L (p~H(U;)) C F (ca my je o3mavena mpojernuja Ha
APYTY KOODIVHATY ).

[IpermocraBuMO ma CMO y TIATKOM OKPYKEHBY U 1a uMaMo jour u JlujeBy rpymy
G koja mejcrByje Ha Gubpu F. Hera je To mejctBo eheKTMBHO (TO 3HAUM Ha AKO
Bazku g+ f = f, 3a cBe f € F muHero g € G, OHIA BayKK 1A je g JeqUHUYHU €JIEMEHT).
Y TOM ciaydyajy BaskuM ma je rpyna mudeomopduzama npocrtopa F mzomopdua ca G.
Y3mnmo gse xapre, (Ug, hi) u (Up, hy), 1 nedpunnmmmo npeciaukasame h; , = hi(x, ),
3a ¢ € I, TakBo nma ce 3a cBako x € Up N U; xomeomopduszam hl_i ohpy: FF = F
ciaske ca mejctBoM ejeMmeHTa n3 G (OBaKaB €JIEMEHT je jem/IHCTBéH, jep je mejcTBO
epexrusno). Tarobe, 3axTeBaMo U ma je mpecaukasame hj, Koje je mepunucaso
ca hy(z) = hl_ml o hj z, HEIPEKUIHO.

Axo cy CBU OBU YCIIOBU UCTyHeHu, rpyny G 30BEMO CMPYKMypHoM 2pynom
paciojema.

IIpumep 1.8. IlpBu npumep paciiojema je TPUBUjAJIHO paciojeme, Koje nobujamo
kana je B = B x F. IlpecnukaBame p: B x F' — B je mpBa npojeknuja p = 7.



IIpumep 1.9. Jenan naycrpaTuBaH IpuUMep HETPUBUjAJTHOT PACIOjeHha MOKE OUTH
yeujena mpaBa y 3aBOJHHUIY HM3HAL Kpyra S' (Cmuka 1). Toramau mpocTop je
E = R, a 6aza je kpyr B = S'. IIpojexrmja p : R — S! je mara ca p(t) =
(cost,sint) € S' C R?. ®ubpa je Geckomauna muckperHa rpyna F = Z.

D
Cumuxka 1: Ilpumep markpuBama R — St

ITpumep 1.10. (Cdepna pacaojema) Oszne hemo chepra pacinojema nedprHUCATH
Kao OHa paciojema KOI Kojux cy csa Tpu npocrtopa (F, E,B) neke cpepe S™, 3a
n € Np, y3 HaIlOMeHy Ia Ceé TEPMUHOJOTUja MOKE PAa3JMKOBATU Y 3aBUCHOCTHU O
aureparype. Ilokasyje ce ma cy oBa paciojema y OMjeKTUBHO] KOPECIOHICHIN]U
ca KOHAYHOAMMEH3UOHUM aJTEePHUpAjynhuM HOpMUpAHUM ajaredpama ca aesbemeM
Han R [27]. OsakBux anrebpu mMa deTupu U IOMONY BUX ce AeQUHUILY dYe-
trpu chepra paciojema. Aro je A jemna taksa auaredpa, chpepy {r € A | [|z| = 1}
MOKEMO OTIPEMUTU CTPYKTYPOM I'pyTe u Ta chepa hie mpencrasmaru ¢pubpy paciao-
jema. IlomenyTe ueTupu ajaredbpe cy:

e Peannu 6pojesu R.
Coepa v R je cryn SO = {—1,41} u om mpencrasma Tpymy y OITHOCY HA

MHO:Keme peasqHux OpojeBa. Pacimojeme je

S0 —— gt

l”

St
rae je mpecamkasame p nato ca p(z) = 2. Hbera MoxeMO BU3yaIM30BATH
Kao ma ce ToranHu mpocrop S' mBociojuo yBuja m3man Gaze S'. dubpa je
3aTO JIBOEJEMEHTHU CKYI KOju oarosapa rpymua S°.

e Kommnuekcuu 6pojesu C.

Coepa y C je ckyn S' = {2 € C | |z| = 1} u on npexncTasma rpymy y oaHOCY

Ha MHOKEH€ KOMIIEKCHUX OpojeBa. Pacnojeme je

Sl SS

[

S2



u gecto ce maszusa Xongoeo pacaojewe. Chepy S° 3a Tpemyrak mocmaTpajmo
kao moackyn C? ca xoopmmuaTama (21, 22) 3a Koje je |z1]? +|22|?> = 1, a chepy
S? kao kommrekcHU npojextusru nmpoctop CP ca xoMoremmv koopauHaTama
[21 : 20]. TIpeciukaBame h: S® — CP! maro ca h(z1,22) = [21 : 23] 3anaje oBo
pacaojeme. MuBep3na camka Tauke [u: v] € CP! mpu mpeciukasamy h je
—100, o1y 2 2 2 _
h™([u:v]) = {(Au, \v) € C* | [Au|* + |\v|* =1}
= {(Au, o) € C* [ |A? = 1} (1)
~{AeC||\*=1}=5.

Ksarepuuonu H.
Anrebpa KBaTepHUOHA ce MehUHUIIE KAO CKYI ejieMeHaTa OOJInKa

u=a-+bi+cj+dk, 3a a,b,c,d € R.

Cabupame ce BpmM MO KOMIOHEHTAMa, & MHOMKEHE y3 MpaBuiia i? = j2 =

k? = ijk = —1 u Huje xomyTarusro. OIepamuja KOHjyroBama je maTa ca,
u=a—bi—cj—dk, a peanau neo KBaTepHUOHa HeduHUIIEMO Kao Re (u) =
3 (u+7u) = a. Hopmy usBomumo u3 xomjyrosama xao |lul| = vuu. Ksarep-

HUOHCKY IIDOjEKTUBHY IPaBY Ae(PUHUIIEMO KaO
1 2
HP! = H / »
rIe je peianuja p 3amaTa ca
xpy < nocroju ¢ € H\ {0} rako ma Bazku = = cy. (2)

Ipoctop HP! onmpemmmo xomoreHnM KoopaumHATAMA [ : Up] HA CTAHIADIAH
HaYUH.

Jlema 1.11. KpaTepuuoncka npojextusua npasa HP! je xomeomopdua chepu
S

Joxaz. TIpoctop HP! ce moxe nobutn u kao koamaruk cdhepe S’ y mpocTopy
H? ~ R® no penanuju m3BeIeHO] U3 p — ABA €JIEMEHTA Cy Y PEJAlUjU, aKoO
nocroju masemeno ¢ € H \ {0} y (2) koje je jemunnune mopme. DBynyhu
na je chepa S7 wommakTHa, ciemu ma je mpoctop HP! kommakram. Cxym
HP'\ {[1:0]} je jemmax cxymy {[zy~!:1] |z € H,y € H\ {0}}. Homro n3pa3s
ry~ ! mponasu nemo H, onzna ce HP! Ge3 jemme Tauke MOMke MICHTU(GUKOBATH
ca H~ R* Ysumajyhu koMmaxTuduUEamije jeIHOM TAUKOM OBUX IPOCTOPA,
3akmydyjemo na mMopa 6utu HP' ~ S%. [

Ipecmukasame f : S7 — HP! nato ca f(u1,u2) = [u1 : ug] hie 6Gutu npojexnuja
pacmojema y oBoMm cayuajy. Cryn f~1([1: 0]) ce cimuno xao y (1) mobuje
na je

FH0) = A eHAI? =1} = S°.



Pacnojeme y oBoMm cayuajy je

S3 S?

s

54

u oHO he OWUTH KBYUYHO y HACTABKY mpude 0 MUIHOPOBO] KOHCTPYKIUjU
ersoruunux cdepa S'.

o Oxranuonu Q.

Osge ce nehemo 3anp:xaBaTu, y3 HAIOMEHY & Cy CBe Ne(pUHUIVje HAJIUK HA
oHe KonI kBaTepHmoHa. OKTaHMOHCKA aarebpa HeMa JYak HU OCOOMHY ACOIU-
jaTUBHOCTHU, TAKO Ma je Mame MHTYWTUBHA O MPETXONHUX. Paciojeme Koje
oBze mobujamo je

S? Sl5

%

58
Ileramuuje o chepHUM paciojemuma ce Moske sumetu y |14, 36, 10].

Pacnojema cy cnenumjanan caydaj ¢ubpanuja. Kon ¢ubpamuja, ¢pubpa ce on
TayKe [0 TadyKe MO:Ke Pa3jIMKOBaTH (HUje HEONXOTHO Ia TU IPOCTOPU OyIy XoMe-
omop¢duu, Behi camo xomoronHu). 3a Hac jeman 6urtan tun ¢pubpamuja cy Cepose
¢ubpanuje, Koje mznajamo ciaenehom nedpurHUIjOM.

Hebpmaumuja 1.12. Ceposa ¢ubpayuja je HeIpeknmHO Ipecaukasame p : I — B
u3Mmely Tomoaomkux nmpoctopa E u B K0Oje uMa CBOjCTBO MOaU3ama XOMOTOMUjE V
omuocy Ha muckoBe D", 3a cBako n € N.

Y xwateropuju CW —kommiekca, MTO je HAjUemNU TOCMATPAHU CIAydYa] Y
npakcu, CepoBa ¢ubpamuja kKoja je JOKAJHO TPUBUjaJHA je paciojeme. 3a
dubpy ce moxe yzeru F = p~1(b), 3a mexo b € B (moapasymeBaMo ImyTHY HOBe3a-
HocT mpocropa B). Mosxkna majournuje anrebapcko csojctso Cepose ¢pubpanuje
je IeHO CMemTalme y OyTrY TavyaH HU3 XOMOTOIICKUAX TI'DYIA.

Teopema 1.13. [11, Teopema 4.41] Heka je p : E — B CepoBa ¢ubpamuja u
bo € B, 9 € F = p~!(by) ucrakmyre Tauke. OHIA je TpeCIUKABAE

st T (E, F,x0) — (B, by)

n3oMopdusam 3a csaxko n € N. Y ciyuajy na je npoctop B myTHO noBe3aH, UMaMO
OyTYd Ta4yaH HU3 XOMOTOICKUX I'PyIa

o= (Fxo) = mu(E, x0) 25 (B, bo) = mne1(F,20) = ... = mo(E, z9) — 0.

Cea momenyta cdepra paciojema y I[Ipumepy 1.10 cy u Cepose ¢ubpanuje.



1.3.2 Koucrpyknuja ¢paMmimje TomoJomkux chepa S’

Kao kammuumare 3a ceaMoaMMEH3UOHE er3oTudHe cdhepe hemo mocmarparu TO-
TaJIHe TIPOCTOPE paciojema ca 6azoM S* u pubpom S3, koju umajy SO(4) 3a cTpyk-
Typry rpymy. Crneneha Teopema HaMm maje mpencTaBy O CBUM TAKBUM PACIIOjEHU-
Ma.

Teopema 1.14. [36, Teopema 18.5] Heka je G mose3zana rpyna. Ilocroju Gujerunja
(mo ma uzomopduzam) usmeby cBux pacnojema man chepom S™ ca CTPYKTYpPHOM
rpynom G u esnemenara rpyue m,_1(G).

W3 Teopeme ciemm na Cy CBa pa3MaTpaHa Paciojema MHICKCUPAaHa TPYIOM
73(SO(4)) = Z2?. Y nokasy oBe TeopeMme je OaTa eKCIUIUIATHA KOHCTPYKIW]a
n3oMopduama y ommreMm cayuajy. Mzomopduszam koju enxementy uz m3(SO(4))
none/byje paciaojeme ce 3amaje Ha caenehw maumn. Heka je f : Z2 — w3(SO(4))
nzomopousam tako ma je f(k,l) = [fr] € m3(SO(4)) rnaca nmpeciuraBama

fri: 8% = S0(4),  fri(u)(v) = uFvul,

OBo mpecnmkaBame Tpeba cxBaTuTu Tako ga eneMmeHt fi;(u) € SO(4) menyje Ha
BexTOp v € R* Kao omrosapajyha porammja. Ha mecHoj crpamm ce mompasyMeBa
MHOKEH€ KBATEDHUOHA, Ca OAroBapajynuM nIeHTUGUKALN]aMa.

Heka cy U; u Uy mBe crammapaEe Kapre Koje mokpuBajy chepy S*. Osmaummo
ca Uy coepy S* 6e3 cesepror nosa (koju oarosapa tauku [1:0]), a ca Uz chepy
S* 6es3 jysmor mosa (koju omrosapa Taukw [0 : 1]). Cxymosu U; u U momase ca
npecauraBamumMa ¢1 1 Uy — H u ¢9 : Us — H marum ca

Pl 1)) =z, ¢o[l:y]) =y
dynrmuja npenacka ma ckymy HP\ {[1:0],[0: 1]} je 3anara xao
poopt iz [z:1] = [1:i] r—>§

Vneja je ma ToTadHe HPOCTOPE KOHCTPYHIIEMO Kao paciojeme Han S* ca
IIOMEHYTUM KapTaMa, ajd TaKO Oa y CBakoj ¢ubpu M3BPIIMMO DPOTAIMjy KOja
oaroBapa ejemenTy cTpykrypHe rpyme SO(4). MHokeme KBAaTEPHUOHMMA Ce
MOMK€ MHTEPIPETUPATU KaO pOTalyrja, TaKo Ja Cy OHU 3TOJaH ajaT y OBOM 3a-
mucy. ®amMuiujy TorasHuUX mpocropa mHAekcupany ca (k,l) € Z? medunmmemo Ha
cnenmehu maumn. Heka je ca

frp t 01(U1 NUs) x S® — ¢o(Uy NU3) x S?

O3HaUEHO IpeciInKaBame y3 nomoh kora hemo jenutu HaBeneHe cKymnoBe. 10 mpec-

1 zZkuz!
fk,l(z7u) = <7 k’l) .
2 |2[7F
Zk’U,Zl

Ileo | mormde ox pymKmmMje mpenacka y Gasu, IOK je NPECIUKABARE U — fl211***

JINKaBalm e je JaTOo Ca

eneMeHT cTpykrypHe rpyne SO(4). To ciaenu u3 werose JIMHEAPHOCTU U UNH,€HUIE
na je
2Rzt

(Elas

k l k+1
_ P Hul =P T ]

[Elas (Bl

Jull =1 =
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Kao mocmenumna Teopeme 1.14 ciemu ma cy cBa paciojema S3 man S% ca CTPYK-
typaoM rpymom SO(4) 3amara pamunujom ¢yuEmmja fi;. ToTamrum mpocTop TOT
paciojema je

My = (61(00) x 5%) Uy, (€2(U2) x 5°). (3)
a IeJIo paciojeme O3HAYUMO ca & .
Capnma hemo mokaszatu na je 3a | = —k — 1 Toramam npocrop My, = My 11

xoMeoMop(paH chepu S7. Wpeja je uckopucruru PuboBy Teopemy o chepu. O3-
HaunMO Hagame My = My 1 n § = § _—1, mogpasymMmeBajyhu na je k € Z.

Teopema 1.15. [3, IMTocaemuua 3.22] Herka je M" ruiarka KOMIAKTHA MHO-
rocrpyroct u f : M — R raatka (QyHKIZja ca TAYHO OBE€ KPUTUYHE TAYKE, KOje
cy obe memerenepucane. Tana je muorocTpyroct M xomeomopdua chepu S™.

Cruya doxasa. Muorocrpyroct M je KOMOAKTHA, a f UMa MUHUMYM U MAKCUMYM,
U OHU Ce NOCTIKY y KPUTUYHUM Taukama. Heka ¢yHrumja f y Tadykym p HOCTILKE
MunuMyM, f(p) = m, a y tauku ¢ makcumyM, f(q) = M. $yurumja f je Mopcosa,
ma heMo ce KOPHUCTUTM NMO3HATUM TBpDHemuma Be3aHUM 3a OBy KJacy (QyHKOUja.
Kpurnuna tauka p je mnnerca n, na no Mopcosoj aemu [3, Jlema 3.11] mocroju
orBopena okosuHa U, Tauke p ca koopauHaraMa (Ui, ...,U,) TAKO Oa BayKU

f@)=m+(ud+...+u2), 3a 2 €U,
To 3Haun ma je 3a HeKo a > m (usabpano tako na f~1([m,a]) C U,) Basknu na je

fYm,a)) = {(u,...,up) ER™ | m+ (ud +... +u?) < a}
= {(u1,...,up) ER" |3 + ... +u2 <a—m}~ D"

Ha amamoran maumn Mo:xeMo uzadpartu okonuny U, Tauke g u b < M Taxo na Baxu

F7H([b, M)

{(u1, ... up) ER™ | M — (uf+ ... +u2) > b}
= {(u1,...,uy) ER™ |0 + ... +u> <M —b} ~ D"

Y wnrepsary [a,b] Hema kKpuTwunMx Tauvaka, na saxu f1([a,b]) =~ ST x [0,1] [3,
Mocnenuua 3.21]. Jom je morpebHO mOKa3aTy ga ce oAroBapajyhiuMm JemnsbemeM
nobuja cpepa S™ (Caura 2).

I'pamny 0D" mucka D" =~ U, xoju oaroBapa KPUTWUYHO] TAUKU ¢ JIEIUMO IO
KOMIOHeHT Trpanune muiuaapa [~ H({b}) ~ "1 x {1}. I'pamumy apyror mucka
D™ ~ U, nenumo 1o apyroj komnomernTn rpanute mumuaapa fH({a}) ~ S~ x {0}.
OBo nenmemne 3a1aje xoMoMopdpuzam nouerae MEOTOCTPYKOCTH M 1 cdhepe S”. Omn
ce MO:K€ M EKCIIMIUTHO KOHCTPYUCATH, & Ta KOHCTPYKIMja W TEXHUYKU NEeTaJbU
he oBme GuTU TpECcKOUEHN. (]

Jlema 1.16. Torasmuu mpoctop M je xomeomopoan chepu S7.

Zloxas. Toramuu npocropu M} Cy riiaTke KOMIAKTHE MHOTOCTPYKOCTU U BayKU

dim(My,) = dim(S*) + dim(S®) = 7.
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Crnuka 2: Ilpukas memmema ckymosa D™, S"1 x [0,1] u D" y chepy S™.

Crora je moBomuo mahwm ¢ymrumjy u3 ycaoBa Pubose Teopeme. Iledmrumumo
¢yHKIMjY g HA cBakoj KapTu nmocebno. Hera je

g(z,u) = g1(z,u) = Rei(u)j 3a (z,u) € ¢1(U1) x S® u
L+ 2]
-1
g(Z,U) = QQ(Z,U) = Ma 3a (Z,U) € ¢2(U2) x 5%,
1+ qu—1H2

3a moueTak 6u TpebaIo IPOBEPUTH Aa je GyHKUUja g 10Opo meduHMCAHA, Tj. Ja Ce
BPEIOHOCTU ] U ¢ IOKJANajy Ha npeceky kaptu. Oarosapajyhu ckymoBu ce jene
y3 noMoh mpecnukaBama fj, _p—1 4 TOTPeOHO je IPOBEPUTHU Ha je g2 0 fr _r—1 = g1.
Pauymamo

1 (zkuz_k_1>1 1 (zkuz—k_1> 1 zogRmrht g lgr (D
2 2

-1 —1 =
|| 2] || 2]

9

2 Z et 12|

a OHIA U

z(k+1)gz—(k+1)

2hyz=k1 Re|=———

92 (fr—k—1(z,u)) = g2 (i, T ) _ \/ ( I[=]] )
1+

ﬁRe () Re (u)

= 2: 2:91
¢1+ V14l

Kopumhiena je ocobuna ksarepuunona Re (y) = Re (xy:fl).
dyHEIMjEe g1 U go UMA]y CEOAMOIUMEH3NOHY MHOTOCTPYKOCT KaO HOMEH U MOTY
ce JIOKAJIHO M3PAa3UTU MOMONYy cemaM MpoMeH/pUBUX. Ha mpumep, Ha CKyIy

z(k+1) gz —(k+1)

2
1=l ‘

(z,u).

u
z

R* x {(a,b,¢,d) € S | a > 0},
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ca KOOpAMHATAMAa TakBUM ma je a = /1 — b? — ¢2 — d? ce m3paskasa

VI -2 — &2
VIta?+p52+42+62
aV1—b2 —c2 —d?+bB+cy+dd

Vita2+ 52492452

g1(z,u) = g1(a+ Bi+vj + dk,a+ bi +cj + dk) =

g2(z,u) = ga(a+ Bi +vj + 0k,a+ bi + cj + dk) =
I'panujentu ¢pyHEIMja g1 U g2 Y OBOj KapTu Cy

1 /aK BK ~vK 6K b ¢ d
Vo=l B R R

1 /[ Ka+bB+cy+do
v.gQ(Zvu):0‘< o2 . (_a’_ﬂa_’%_é)_‘_(Kabvcad)a
—ba —co —do
a —I—/B,iK e +5).

rae je o = \/1+a2+52+’}/2—|—62 nu K=+v1-02—¢c2—d2.

Pemasajyhu nojemunaune jemuauune Vgi(z,u) = 0 u Vga(z,u) = 0 momazumo
[0 3akbydKa na QyHKOUja g1 uMa kputuuHy Tadky (z,u) = (0,1), a ga ¢yHruuja
go HEMA KPUTUYHUX Tavyaka y oBOj kaptu. Ilocmarpajyhu xapry

R* x {(a,b,¢,d) € S? | a < 0},

¥ HA UCTU HA4YWH pavyHajyhu, nobujamo kputmuny taury (z,u) = (0,—1). Moxke
ce mposeputy a2 Ha Kaprama R* x T, rae je T Heku o IPEOCTAINUX IIECT CKYIOBA
KOjU Y YHWjU ca TpEeTXOJHa ABA HaBeIeHa HOKpuBajy chepy S° (y mmramy cy
crymosu {b > 0}, {b < 0}, {c > 0}, {¢c < 0}, {d > 0}, {d < 0}), melie Guru HOBUX
KPUTUYHUX Tadaka. HemereHepucaHoCT KPUTUUHE TadyKe MO AeHUHUINMjU 3HAYU 14
je Xecujan y T0j Tauku Hemerenepucana marpuna. To je Tauno 3a obe KpUTUUIHE
Tauke, a pauyH he oBae OUTU M30CTAaBJ/bEH. 3a CaB PAYyH KOjU HUj€ €KCILIUIUTHO
HaBeneH kopumhen je copreep Wolfram Mathematica.
Capma mokas seme ciaenu m3 npumene Pubose Teopeme HA QYHKIU]Y ¢.

O

1.3.3 Ersoruune cdepe

3a mpousBobHy MEHOTOCTPYKOCT M™ ca py, € H* (M) osnauvaahemo k—ry Ion-
TPjarMHOBY KJACy TaHMEHTHOI paciojema MHoroctpykoctu M u ca [M] € H,(M)
¢yrnamentasny kaacy onm M. IlomrpjarunoBe riace ce mMory mobutu m3 Yep-
HOBuX — Bakn na je pp = (—1)¥cor, roe je cor € H* (M) omrosapajyha Yepwuosa
kiaaca (3a gerame noraenaru [25, Onemar 15]). Ilomro ce oBne GaBumo camo
OCMOAVMEH3UOHUM MHOTOCTPYKOCTUMA, jequHe HmuxoBe (Moxkaa) Hemyna [lonTpja-
runoBe kaace cy p1 € HY(M) u py € H3(M). 3a mame pasmaTpame moTpebHA HaM
je medbumHUIMja MHIAEKCA MHOT'OCTPYKOCTU.

Heduaunuja 1.17. Hera je M** 3arBopena opujenTucana riartka MEOTOCTPYKOCT.
O3zuauumo ca
HE (M) = H*(M) [(zopamja) 2L ... x L.

tor
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ITocmaTpajmo cumerpuuny OunuaeapHy GOpPMY KOja je mara Kall MPOU3BOIOM

q: Hig (M) x Higy(M) — Z

(z,y) = (z —y) ([M]) .

HujaronanusyjmMo MaTpuily KBaaparHe (opMe ¢ HAL peaJHuM OpojeBuMa U HEKA
nobujeHa MaTpuna UMa p HO3UTWBHUX U N HETATWBHUX COICTBEHUX BPETHOCTU.
Hnoexce muoroctpykoctu M, y osuamu 7(M), nedpurumenmo xao 7(M) =p —n.

Kmyuan wopax npu tpaskerry MwuiaHopoBux er3orwdHux cdepa je Xwupie-
OpyxoBa TeopeMa, KOja MOBe3yje MHAEKC MHOrOCTpykrocTu ca lloHTpjarmuoBmM
OpojeBuma.

Teopema 1.18. [15, Teopema 8.2.2] Heka je M raartka opujeHTHUCAHA KOMIIAKTHA
MHOrOCTpyKOCT mumensuje 4k. IlonrpjarunoBu 6pojeBu cy 6pojeBu oOIMKA

rme cy pk; llonrpjarunose kuace. Vunekc 7(M) je nmuueapua romOGunanuja [Ton-
TpjarunoBux OpojeBa. Cuenujanno, 3a k = 2 Baku

7 1

(M) = —zp2 (IM]) = - (= p) (IM)) )

Canma hemo dopmysucaru TeopeMy Koja Kapakrepuine ersorudse chepe S7.

Teopema 1.19. Axo je mpoctop M), madpeomopdan crammapamoj chepu S7, onma
Baskm (2k + 1)% =7 1.

Jokxasz. YoumMo OUCK paciojeme Koje onrosapa cpepHoM paciojemy & . Pubpa
TOr paciojema je guck D, a ToTaaHE IPOCTOP je MHOTOCTPYKOCT AUMEH3U]e OCAM.
Hazosumo Taj ToTramuu npoctop By. Jacuo je ma Basku 0By = M. MuorocTpykoCT
M. je opujenrabuina u Heka opujeHramujy 3amaje kixaca pu € Hy(Myg). Opwm-
jemramujy By 3anmaje knaca v € Hg(By, M) 3a kojy Basku Ov = L.

I'panuna cragmapasor raatkor mucka D® je crammapama raartka chepa ST &
M. Konctpyummumo muorocrpykoct Ny = DB Un,, Br Tako mMTO MHOTOCTPYKOCTH
By, n D® 3anenumo mo rpamumu oxrosapajyhum mudeomopdusmom. Pesynryjyha
MHOrOCTPYKOCT Ni je 3arBopena u muMmensuje 8. Hby moskeMo opujenTHCaTH TAKO
Ia ce OpUjeHTaIja cilaske ca opujeHTanujom B.

MuorocTpykoct By, je xoMoTonckn exBuBaenTHa chepu S*. Xomoromncka exsu-
BaJIEHIIUja je Tpojekrnuja paciojema p: By — S%. Omarne cremu nma je

HY(By) = HY(S*) = Z.
Hexka je « € H*(B},) exu remepaTop ose rpyme. Basxu na je
p1(Ng) = p1(By) = £2(2k + 1),

norsnenatu [23, Jlema 3|, a 3a meramuo ussobemwe u [22, Omemar 6.2]. IIpema
Teopemu 1.18, Baxu

H(N;) = 415;92 (V) — 4% (01— p1) ([NK]) =7 —5(4k +2)2 =7 (2k + 1% (5)
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Kako je H*(Bi) = 7, xBampaTtHa (opma MHOTOCTPYKOCTH Bjp u3 Iedunu-
muje 1.17 je jemHomumeHsnoHa, 1a je meH uHiekc jennak 7(By) = £1. uck D8 je
KOHTpakTUOUIaH 1 3a mera saswm 7(D8) = 0. Uz [23, Jlema 1] ciemn na je

7(Ny) = 7(By) — 7(D®) = 7(By,) = £1.

Wspa3 (5) mocraje (2k +1)? =; £1. Kako —1 HUje KBaApaTHM OCTATAK MO MOMIYIY
7, ocraje camo (2k +1)2 =7 1, mro je u Tpebaso mokazaTw. [

Bpenno je mamomene na ce koepunujeHty y guHeapHoj komOunanuju (4) mobu-
jajy u3 pa3Boja CTEMEHUX PeNoBa HEKMX reHepuiny Nux QyHKIMja 1 IOBE3AHU CY Ca
BepuynujesuMm O6pojeBuma. Komrperno, 6poj 7 Koju ce jaBiba Kao KOE(UIUjEHT U
KOjU je 3acCiy:kKaH 3a MOCMATpalme NEebUBOCTU Ca 7, HEMa HUKAKBE NVUPEKTHE Be3e
ca TUM IITO Ce MOCMAaTpajy cdepe nuMeHsuje 7.

ITocnemuma 1.20. ITocToju MHOrOCTPYKOCT KOja je XoMeOoMOp(dHA, ajau HUje u
madeomopua chepu S7.

Joxas. Ilocmarpajmo cBe rtotanue mpocrope My xoju cy nedpuuucann y (3). Y
cayuajy rama je k+1 = —1, y Jlemu 1.16 cM0O mokasanau ma Cy TA TPOCTOPU
xomeomopduu chepu S7. ITo Teopemu 1.19, ako mamersemo u ycios (k —1)2 #7 1,
ouna My, HEje mudeoMOPOHO CTaHAAPAHO) chepu S7. Jemam mpuMmep ersoTudHe
ceIMOIMMEH3MOHe cepe Obuma Ou MHOTOCTPYKOCT M 3. [

Ha merkm mauwmu je moryhe maTu cTPpyKTypy CKyNy CBUX TJIATKUX CTPYKTypa
CBUX MHOTOCTPYKOCTU JATE€ AUMEH3WUje, UJIN APYTUM PEUMMa, CKYIy CBUX IIATKUX
MHOTOCTPYKOCTU JOaTe AUMEH3UWje. 3a MABe IJIATKe OPUjeHTUCAHE TOBE3aHE MHO-
rocrpykoctu M{* u M3, MoxeMO nepuHHCATH OIepalujy moBe3aHe cyMe MeDy
wuMma. Heka cy D; — M; u Dy — My TIaTKO yIOKEHU CTAHIAPIHUA TIATKA
muckoBu muMensuje n. lloBesamy cymy Mi#Ms mobujamMo Tako IMTO CKYIOBE
My \int(D1) u M \ int(D3) memmvo mudeomopdusmom 1o ckymy 0D ~ 0Dg ~ S™~1
(3a mupeomopduzam ce mMoxke yszeru id mocsie HOMEHyTe MIACHTUPUKALM]E), TAKO
ma Ipyroj MHOrOCTpykocTu ob6pHemo opwujentanujy. OBa omeparuja je mo6po me-
¢uHMICaHa, M0 Ha audpeomopdmzaM Koju uyBa opujeHTanujy. Jlako ce Bumm ma je
OHAa KOMYTATWBHA M aCOIUjaTUBHA U Ja je jeIUHWYHU eJIEMEHT cdepa, jep BakU
M"#S™ ~ M"™. Ilakie, CKyI Kiaca IJIATKAX MHOTOCTPYKOCTU AWMeH3uje n (1o Ha
opujeHTUCAH AU(eoMOpPU3aM) ca OIEePALN)OM MOBE3AaHE CyMe UMHU KOMY TATUBHU
MOHOUI, Koju hemo o3HauuTy ca Sy.

IIpumep 1.21. Y aumeH3uju OBa HAM je MO3HATO Aa CY TOIOJIOIIKE OPUjEHTUCAHE
3aTBOPEHE MOBPIIX YOIIITEHU TOPYCU NPou3BOBHOT poaa g € Ng. IloBesana cyma
TOpyCca poaa g U TOpyca poda go Jaje TOPyC pona g1 + gz, Ia OHU YUHE MOHOUI
Ny. Zakmxe, monoun Sz uMma noamMoHOUI m3oMopdan ca Ny.

Beh y mumensumju nBa BuamMoO ma HEMa CMUCIA OMMAaX TOBOPUTHU O CTPYKTYPU
rpyne. Hamwve, uz T?#U ~ S? 6u ciaemuio

I

2%« m(U) = 7 (T?) » m(U) = m (T?#U) =2 m(S?) = 1,
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Ima MHBEP3 KJIace TOpyca He Moxke na moctoju. MeDhyTum, MOKEMO ce OrpaHuYuTU
Ha Mamy KJIaCy MHOTOCTPYKOCTHU KOje MOCMATPaMO W youuTu moaMmonoun O, C S,
oaT ca

©,, = {rnatke muOrocrpyroctu M" | M je xomeomop¢uo ca S"}.

Wcnocrasma ce na je ©, rpyna 3a n € N\ {4}. ¥ mumensuju uerupu Huje mo3HaTo
HUIITA O CTPYKTYPU MOHOMIA Oy.

Jomr y 19. Beky ce 3maso ma cy ©1 m O rtpuBmjasne rpyme. Baxku u ma
je rpyma O3 TpuBMjadHA, ajJU Taj Pe3yaTaTr je uekao llepeaMana u paspelneme
rnatre [loenkapeoBe xumoresze mouyeTkoM oBor Beka. IllTo ce mumensuje cemam
TUYe, M3 pa3MarTpama y OBOM OIEJLKY 3akbydyjeMo ma rpyma Oy HUje TpuBU-
jamua. Munsop je y mamem pany, a y capanmu ca Kepsepowm [17] mao 6omu omuc
rpyna O,. HajourHuju raobGaHy 3ak/bydak KOjU Cy OOHENU je na cy O, KoHaudHe
AGenose rpyme 3a n > 4. [lomro cy nmpBe Tpu rpylie TPUBUjaJHE, OBAj PE3YITAT
MPaAKTUYHO BaxKu 3a 1 # 4. Y MCTOM pany OHU Cy Haju u Opoj egeMeHaTra rpymna
O, 3a majge n, a KACHUje Cy UX U KOHKpPeTHO m3pauyHaiau. llpermen rpyma O, 3a
n < 13 mar je y Tabeau 1 ucmom.

On 27 ersoTuynux chepa y IUMEH3UjU CenaM, OCTOje U OHE KOoje ce He nobujajy
HOCTYIIKOM KOji je oBae ommcan. OHEUX Koje ce 3amcTa nobujajy kao S° paciojema
man S? mva 15 m mux cy omcamu Wac u Kumep [16].

O monouny ©4 ce mano 3ua. Huje yak mo3HaTo HU Aa JIU MOCTOjU €r30TUUHA
cdepa S*, 1j. Huje pemeno muTame (He)TpUBUjaTHOCTH OBOT MOoHOMTA. MebyTmm,
IIO3HATO je & WJM He IMOCTOjU HUjeqHA TaKBa UJIU UX MMa OECKOHAUHO MHOTO.

n|1]2|3[4]5]6] 7 [ 8|9 ]10] 11 [12]13
O,[0[0[0[?2[0]0|Zas|Z2]|73]| %6 | Zoga | 0 | Zs

Tabena 1: I'pyne ©,, 3a n < 13.

Heka je a = (ap,a1,...,a,) HU3 ox n + 1 npuponuux 6pojesa. lepunumemo
BpuckopHoBe BapujereTe Kao

W2 a) = {z° + 2 + ...+ 20n =0y N {[z0* + ...+ |z =1} cC*". (6)

To cy raaTke MHOTOCTPYKOCTH AuMeH3uje 2n—1 (IpBU CKYyI 3a,1aj€ MHOTOCTPYKOCT
KOIUMeH3uje 2, a APYTW CKyID MHOTOCTPYKOCT KOAMMEH3Wje 1), rje ce TIiaTka
cTpykTypa Haciebyje uakay3sujom. Muore erzormyne cpepe je moryhe KOHCTDY-
ucartu Ha oBaj HaumH. Ha mpumep, cBe riaTtke chepe u3 Oy ce MOry BUIETHU KO
BpuckopuoBu Bapujeretu

W7(2,2,2,3,6k—1), ke{1,2,...,28},

BugeTu [5].

1.4 Besa usamebhy mudeomopdmsama mucka u rjiaTeux chepa

Y mmiby omucuBama HaBeleHe Be3e Ouhe moTpeOHO pa3pamuTu IPUUy HOBUM
MOjMOBUMA. 3a MOYETaK, TO je MojaM raaTKe ICeyI0N30TONNj€e, KOjU JINUM Ha, [T0jaM
rJIaTKEe U30TONNjeE.
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Hepuuannuja 1.22. Heka je M ranarka muorocrpyrkoct u f,g € Diffo(M). 3a
f m g raeMo ma cy 2aaamko nceydou3omonHu axo MOCToju mupeomopduzam F o
M x [0,1] = M x [0,1] Tako na je:

(1) F(z,0) = (f(x),0) u F(z,1) = (g9(z),1), 3a cBaro x € M.

(i) Floprxpo, = id.

Pyurknujy F' m3 medurumje HazmpaMmo nceygounzoronujoM. CKyI CBUX ICEYAOU30-
ronuja rae je f =id u g npousBomuo o3uauyasamo ca C(M).

Basxku ma je pemamnumja mceymouwzoTomuje ciaduja on pejainudje M30TONUje, Tj.
CBaka M30TONHja je yjemuo u mceymom3oronuja. OHO mTO HeTOCTAje IMCEyI0U30-
TONUjU 1a MOCTaHE M30TOMUja je ITO He BaKU na je my = mg o F') Tj. HEe ompskaBa
ce [07 1] KOOpIWHATA W3 OPUTUHAJA Yy CIUNU. JemHO OJ NMUTama KOoja Cce MOTy
IIOCTABUTHU j€ Kaa Bayku OOPHYTO, OMHOCHO KaAa Ce M30TOMUja U IICEYI0U30TOINja
noksamnajy. lenmvuuan onrosop Ha TO nuraime nao je llepd.

Teopema 1.23. [7, Teopema 0] Heka je M™ riarka KOMHIaKTHA MHOIOCTDPYKOCT
AUMeH3uje n > 5 Koja je IPOCTO moBe3aHa, Tj. Koja je moBe3ana u Basku 71 (M) = 0.
Onna Basu mo(C(M)) = 0, ogaocHO rpyna nceynousoronuja ox M je mosesana.

IMocnemuma 1.24. |18, [Tocaenuna 23.1.6.] Ako je M™ riaTka KOMIIAKTHA IIPOCTO
IIoBe3aHa MHOTOCTPYKOCT OMMEH3Uje 1 > 5, OHIA Ce PeJlallije ICeynON30TONNje U
M30TONNj€e MOKJIAIA]y.

Zoxasz. CBaka m30TONMja je YjeAHO W ICEYAOM30TONUja, Ma OCTAaje M8 MOKAKEMO
npyru cmep. Heka je F': M x [0,1] — M x [0, 1] nceynousoronuja ox f no g. Onna
je

G = (f_l X id[oJ}) ol
nceynonszoromja ox id mo f~1og. Crnemn na G € C(M), ma npema Teopemu 1.23
G je myTno moBe3ano ca idysy(o- To smaum ma mmamo myT Gy : [0,1] — C(M)

TakaB na je Go = idyrx[0,1) ¥ G1 = G. Pectpusnujom npeciukasama Gy ma M x {1}
nobujamo uzoronujy uzmehy

Golprxqiy = idarxo =idy m
Gilyxqiy = Gluxpy = f1og.
Komnauno, fo Gt‘Mx{l} he 6uru uszoronuja on f mo g. [

Penanuja nceymousoronuje je pesanuja exkBusBasienuuje Ha ckrymmy Diffo(M).
HapaBro, TO ce onmp:kaBa M Kama Cy y OUTamy IUPEOMOPOUIMU KOJjU UyBajy
OpUjeHTaI]jy, Ha OPUjeHTabuIHO] MHOTOCTpYKOCTU. CKyN KJaca eKBUBAJIEHIU]Ee
mudeoMoppuzaMa KOjU UyBajy OPHUjEHTAIN)Y IPU TJIIATKO] IICEYIOU30TONUjU HA
opujerTucanoj Maoroctpykoctu M hemo ozmauasatu ca puDifft(M).

IIpecnukaBame

Diff*(D") — Diff*(S" 1),  f s flga
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ATO Kao PECTPUKIMja Ha TpaHumy je ¢ubpamuja. Pubpa msman id je Diffl (D"),
ma Tako no Teopemm 1.13 mMmamMo Oyr TavyaH HU3 y XOMOTOIUjU KOjU C€ 3aBPIIABA
ca

... = mDiff T (§") — 7Diff T (D") — meDiff T (D) — moDiff T (S 1).

Ilocnenmy xomMoMopdm3aM HUje CYpjeKTHMBaH, alal Ce HU3 MOKE IPOILYKUTH IO
TAYHOI KOjU Ce 3aBpIlaBa HYJOM Ha cielnelin HaywmH:

... = moDiff T (D™) — meDiff " (D") — mDiff T (S"71) — uDiff T (S™7) — 0. (7)

Cana hemo ce mozabasutu mojmom yepnymuz cepa’. Tobumo on mudeomop-
dusma f: S — S"! koju uysa opujemrarujy. IIBe kommje mucka D" MOEeMO
3aJIeTIUTH TI0 TPpaHuM mudeomMopdusmom f u nobutu pesynrar Xy = D"Up D", Ilo-
OujeHa MHOTOCTPYKOCT je XoMeoMOp(dHA, aau He Mopa butu audeoMopdra chepu
S™. Opmarie mmaMo HOOpPO MePUHUCAHO TPECIUKABANE

%(y : Diff (5771 — O, (8)

Huje temko Bumetm ma je ¥ xomomopduzam MoHOMmZa. Y ciaydajy n # 4, kana
Cy ¥ JOOMEH M KOJOMEH rpyle, Y je XomMoMmopdusam rpyma. Y BpHyTa chepa X
je ompebena wmacoMm mceymomsoromnuje npeciaukaBama f. Jpyrum peumma, ako
Cy TpeciukaBama f 1 g ICeyIOM30TONHA, OHIA cy chepe Xy u X, mapeoMopdHe.
3ato MokeMO xoMoMopdusam (8) ma 3anumemMo Kao

Sy« pDifft(S"7h) = O, (9)

Cwmejn je mokazao (moruemartu moka3 |18, Teopema 17.3.7.]) ma je 3a n >
6 moryhe cBaky rumatky n—cdepy (emement rpyme ©,) mobutum sembemeM ABa
mucka D™ mo rparunu ny:x nudeoMmopdusMa chepe S~ koju uyBa opujenranujy.
Ipyrum peunMa, cBaka rjiaTka cpepa ce MOKe PeaiM30BaTU Kao YBPHYyTa cdepa.
AnreGapcku, To HaM ToBopu Aa je xomomopduzam (9) cypjekTuBaH.

ITocmarpajmo roatky wmHEKAY3Ujy D" < gm HedunnumeMo TpecIuKaBame U3
Difff (D") y Diff *(S") ca

r3 r3 f l‘), TE Z(Dn )

fe o Fay =4 (D7)

x, x ¢ i(D").

Omno 3amaje xomomopusam moDiff T (D") — mDiff t(S™), koju je sampaso uzomop-
¢uzam [18, Hocaemuna 17.3.10.]. 3a n > 5, npema [locaemuuu 1.24, Taj xomo-
MOp(U3aM ce IMOKJIana ca XoMoMop¢uamoM (9).

Cuenehu Kopak je mokazaTu na je npeciaukaBame (9) UMH]jEKTUBHO.

Jlema 1.25. [138, IIponosumuja 23.2.3.] 3a f € Diff 7 (S" 1), chpepa ¥ je mudeo-
Mmopdua chepu S™ ako m camo ako je f mceymom3zoTomHO id.

Zoxas. <: Ozmaummo ca F mceymomszoronujy on id mo f. ¥Y3 momoh Te mcey-
mousoTonuje hemo kKoHCTpyucaTu audeomopouszam usmeby Xy u S™, Tako mTo Ha
onpebenom mojacy MemaMo npeciankaBame id 1o npeciaukaBama f KOjUM Ce JIEIU.

’Ha enrmeckom: twisted spheres
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Oszuaunvo D) = {z € D" | ||lz]| < p}. Hedumummmo madeomopduzam g usmeby
Yy=D"Up D" n S" ca

x, aKo ¥ € D?/2, Kao0 MOMCKYI mpBOr aucka D™,
g(x) = F(2||z|| — 1,¢), ako x mpumama mpsom mucky D" u ||z| > 1/2,
x, aKo x mpumana Apyrom aucky D™

=: IIpernocraBumo na mMamo mupeomopdusam g : My — S™. Des ymamema oI-
MTOCTHU, HEKA ¢ YyBa opujeHTanu]y (MHAYE ra MOKEMO YKOMIIOHOBATHU Ca AUPEOo-
MOP(U3MOM KOju Mewma opujeHTanujy). JloBosmHO je moraszaru ma ce nudeomMop-
duzam f om S = OD"™ mome mpomysuTH 10 mudeoMopusMa mesor mucka D,
Hawnwme, n3 gyror tausor Husa (7) Baskuiao 6u

/) € I (moDif* (D") — moDiff* (5"~ ) = ker (mDiff* (§"~") = uDiff*(5"7))

a omarie je 0 = [f] € uDiff 7 (S"~!), mro mam je u morpeGHO.

Teopema o mucky on llamauca [ ] TBPAY Ma Cy IBA WUCTO OPUjEeHTUCAHA yJa-
rama aucka D" y n—IUMEH3WOHY TJIATKY MOBE3aHy OPUjeHTAOWIIHY MHOTOCTPY-
koct Mebhycobuo m3zoromna. OBa Teopema he Ham OUTM KbYyUYHA Y KOHCTDYKIMjU
TOTpEeOHOT TPOIYKEhA.

O3zsaunmo ca

iliDn‘%DnUfDn:Zf I/IZ'QZDnL)DnUfDn:Zf
penoM ynarama aucka D" Kao IpBHU, OMHOCHO Kao Apyru auck D™ y Y. Ilo Teo-
pemu o mucky, Moxkemo Hahu mudpeomopdusam h : S™ — S” TakaB ma KOMIIO3UIN]A
DS DUy D =%, 2 8 2t gn

Oynme cranmapaHO ynarame aucka D" kao ropme xemuchepe ox S”. Onmarne ciaenu
Ia je CIVKA IPECIVNKABAHa

jiD" A DU, D =w, e gn by gn

noma xemuceepa onx S". Tarobe, Baxky Oa je pecTpPUKIUja IPECIUKABAImA
Ha D" = S"! jenmaka Gam mpeciukaBamy f (y KOMIIO3UIOWJW Ca CTAHIAPIHOM
unKIy3ujoM S” ! < S™ kao exkBaropa on S™). Umentudukyjyhn nomy xemuchepy
on S"™ ca muckom D", mpeciuKaBame j Jaje TPAKEHO MPOLYKeme.

[
Teopema 1.26. [18, Teopema 23.2.4.] 3a n > 6, CypjeKTUBHO IpeCIUKaBaAH€e
moDiffH (D" 1) — O,
je m unjexrusro. OnHocHo, Bawku mDIff (D" 1) = ©,,.

Zloxas. IloBOMBHO je ma DOKaKeMO na je je3arpo OBOT NIPECIVKAaBama TPUBUjAJTHO.
Axo je [f] € mDiffT (D" 1) = 7o(Diff 7 (S™71)) y jesrpy, omma je mo Jlemm 1.25
npeciaukaBame f mceymousoTonuo unenturetu. asme, mo [locaenumu 1.24 je mpec-

JUKaBame f M30TOIHO MICHTUTETH, a TO 3HAUM Ia je Kiaaca [f] HeyTpaaHu egeMeHT
y rpyma moDiff T (S"1) = mDiff (D). [
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Ha ocuoBy oBe Teopeme u raemajyhu Tabeny 1 MokeMO ma maMo 3aK/bydak O
I'PYIN KIaca IpEeCcIuKaBama HEKUX Auckosa. Ha mpumep, muck DS mma 27 erso-
TUYHUX JudeoMopdrzama (IO HA M30TONU]Y), HOK MX DPENUMO IVCK D YOTIIITE
mema. Ocraje murame mTa ce AelaBa y MajJuM IAMEH3UjaMa, OJHOCHO 3a n < 4.

Y mumensuju n = 4 (kao mro je 1o caxa To 06MUHO GUBAJIO) HUIITA CE He 3HA O
rpynu Diff (D"). Muoru maremaTtuuapu He &eje HU Ja TOCTaBe WKAKBE XUTIOTE3e.
Y mpBUM TpUMa AUMEH3WjaMa je CUTyaluja nocta jacauja u ommc rpyme Diff T (D")
je mar caemehom TeopemoM. 3a n = 1 curyanuja je on HaBHUHA [TO3HATA, 38 1 = 2
ce nmpunucyje Cmejay, a 3a n = 3 Xauepy.

Teopema 1.27. 3a n € {1,2,3}, cBe xomoroncke rpyme mpoctopa Diffl (D) cy
TpuBujamHe (Kaske ce ma je mpoctop Difff (D") cmabo komrpakTuburan).

~ ~Y

Usmeby ocrasor, oBa Teopema kame ma sazu moDiffl (D) & mDifff(D?) =
moDiff ! (D3) 22 0, 1j. T npocTopu cy nosesanu. M3 osora Bummo na Teopema 1.26
Moske Ia ce popmysumte 3a cse n € N\ {3,4}.

3akbydKe 3a AUCK MOYKEMO JIAKO & NPEBENEMO Ha 3aK/byUKEe 38 €YKJIUACKA
npoctop R”.

Jlema 1.28. Baxu Diff (R") = Difff (D).

Joxas. Heka je ¢ @ int(D"™) — R™ meku mudeomopduszam oBux crymosa. Ako je
Y € Difff (R") npoussoman mapeoMopdusam ca KOMIAKTHIM HOCAUEM, OHIA KOH-
jyroBamem ¢! 0 o ¢ nobujamo mudeomopdusam mucka D™ KOju MMa KOMIAKTAH
Hocau y int(D™). Moskemo ypamuTtu u o6pHYTO, ako kperemo ox v € Difff (D7),
uMaMo ma Basku @ o 1 o ot € Difff (R"). Osa mBa mpuapysusama cy mebyco6HO
UHBEP3HA U OMjEeKTUBHOCT je YCIOCTABJLEHA. l
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2 Er3oruunHe CTPYKType€ y CUMIIJIEKTUUYKOj KAaTeropujn

2.1 CuMinjaeKTUYKA M KOHTAKTHA reoMeTpuja

Osne e buty DaT yBOI y CUMILUIEKTUUKY UM KOHTAKTHY M€OMETPHU]Y Ca CBUM II0j-
MOBUMA KOjU Cy TOTPEOHU 3a majhe padymeBame Tekcta. OBe obaacTu Cy mumpe o1
HEKOJIMKO PEUYEHUIla Koje Ne OuTu OBIe M3JIO:KEHE, Ia Ce 3aMHTEPECOBAH YMTAJIAIL

ynyhyje ma [9, 12, 21, 40].

Hebpuaunuja 2.1. Cumnaexmuura mrozocmpykocm je ypeben map (M,w), rae je
M riaTka MHOTOCTDYKOCT U W HeNeTeHepHCaHa 3aTBOPEHa AudepeHIyjaHa 2-
¢opma va M. OBpne, mojaMm HemZEreHEPUCAHOCTU MOAPAa3yMeBa ma 3a cBako p € M
AHTUCUMeTPUYHO OunnueapHo mpeciukaBame (X,Y) — wy(X,Y) Oyne memerene-
pucaHO, Tj. BaiEM Jda 3a cBako HeHyna X € T,M ysex mocroju Y € T,M Taxo na
je wp(X,Y) # 0. BarBopenoct popme w moxpasymena ga je dw = 0.

Jenan onm mpBUX 3akbydaka KOJU Ce MOXKE HAIPABUTU O CUMIIIEKTUYKAM MHO-
TOCTPYKOCTHMA j€ jenHa PEeCTPUKNNja Ha HUXOBY AUMEH3U]jY.

JIema 2.2. Cummiuerktuuka MuOrocrpykroct (M"™ w) je napue nuMensuje.

Loxas. IlocmarpajMo Hekm TanreHTHn npocrop 1,M. Ha memy je w, anTuCuU-
MeTpuyHa OumnmHeapHa (Gopma, mITO 3HAYMU Ja CEe y HEKOj 0as3um IpencTaB/ba Kao
wp(X,Y) = XTAY | 3a Bexrope X,Y m3 Bexropckor mpoctopa T,M, rae je A an-
TucuMeTpudHa MaTpuna. To 3maunm na Bawu A = —AT| a mspauynaBame merep-
MUHAHTE Jaje

det(A) = det (—AT) — (—1)" det (AT) — (—1)" det(A).

W3 HemereHepucaHoCT (GOPME MMaMO HeIereHePUCAHOCT MATPUIE, a U3 TOTa 3a-
kmyuyjemo (—1)" =1, 1j. 2| n. l

OBuMe cMO mobuim [Oa HETapPHOAUMEH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH HE MOTY OuUTH
cumnierTuure. Ca apyre cTpaHe, HU CBe MapHOauMeH3uoHe Hehe OuTu cuMmIiek-
tuuke. IlosuaTo je ma chepa S*, mako je mapre auMeH3Uje, He MOCELyje CUMILICK-
Tuury cTpykrypy. Ciaemeha snema mHam maje joIr HEKe TOMOJOIIKE PECTPUKIH]E.
Oszmaumvo ca QF(M) cryn madepermujamanx k-dpopmu va M u ca Hy (M) o3-
HauymMo n-Ty ne PaMoBy koxoMmousomky rpymy ox M.

Jlema 2.3. 3a 3aTBOpPEHY CUMILIEKTUYKY MHOTOoCcTpykocT (M2™ w) je HC%R(M) £ 0.

Joxas. Ipernoctasumo cynpotso. Omnma [w] € H3z (M) = 0 mopa 6utu myna. To
3HauM ma je w TauHa (opMa, ma mocToju Heko 1 € Q(M) Tako ma je w = dn.
W3 menmerenepucanoctu popme w ciaemu na je w” ¢opma 3ampemuue zHa M. Ilo
CTOKCOBOj TEOpeMU OHIA UMaMO

O#/w”:/d(n/\w”1):/77Aw”1:/77Aw”1:O,
M M 1]

oM

IMTO je KOHTPAAWKIN]a Ca TPETIOCTABKOM. ]
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Cnenu HEKOTUKO TPUMEPA CUMILIEKTUYKAX MHOTOCTPYKOCTU Ca KOjuMa hemo
ce CpecTu KacHUjeE.

IMpumep 2.4. (R?",wy). Axo cy koopauuare Ha R?" nate ca (T1,...,Zn, Y1, - Yn)s
OHIIa je
wet = dzy Ady; +dzs Adys + ... + dxy, Adys,

CMar0apoOra CUMNAEKMUYKG OopMa HA R?". TIpuMeTuMo ma je oBa (popMa U TadHA,
Jep ce MoOske IpeNCTaBUTU Kao DudepeHNuUjaa Gopme

Ast = x1dyr + zodys + ... + x,dy,.

Osae je sromuo momenytu u (C" wg), rme C" mosmasu ca koopamHATAMA
(21,22, -, 2n). MoOKeEMO yCHOCTABUTH KOPECIOHICHIN]Y

~

(T1y ey Ty YLy e ooy Yn) — (T1 + Y1, -, Tn + 1Yn) = (21,-- ., 2n)

msmeby R?" u C". Crammapaay cuMminiekTuuky ¢popmy Ha C" mobujaMo m3 cras-
napaHe CUMILIEKTUYKe opMe Ha R?" nosnavemeMm u jenmHaka je

wst:—%(dzl/\dzﬁ—i—...—i—dzn/\d%),

roe cy dzp = doyg + idy, u dzg = dxp — idyy.

IIpumep 2.5. (T*M,wcan). O3saummo ca T*M KOTAHTEHTHO PACIOjeHE€ MHOIO-
crpykoctu M™ u ca 7w : T*M — M xaHOHCKY npojernujy. KoranrenTHo pacio-
jeme je BaskaH ODjeKaT y CUMIIIEKTUYKO] TEOMETPUjU, jep Cy AudepeHnujaaHe
1-popme Ha MHOTOCTpyKOCTHM M HeEroBa riaTka cedema. be3 3amaBama MKAKBE
najbe CTYKType, MOskeMo mebuHUCATH Kanowcky I-gopmy A € QY(T*M) ma mmoro-
crpykoctu T*M ca

Ap(€) = p(dmp(E)),

rae p € T"M u § € T,7*M. KanoHCKY CUMIIEKTHYKY (OPMY cala MOKEMO Jdedu-
HUCATU Kao

Wean = —dA.

Heka cy (qi,...,qn) 10KamHe KoopauHate y kaptu U C M u Heka cy (pi,...,Dn)
nyasnHe koopauHare Ha 17U, Tj. TakBe ma p € T*U 3anucyjemMo Kao p = > Pr€k,

e BaKU €; (%) = 0;j. 3amuc GopMe A y OBUM JIOKAJTHUM KOODIMHATAMA, je
A =pdq = p1dq1 + ... + pndan,
JIOK j€ JIOKAJIHU 3aIUC CUMILIEKTUYKE (opMe
Wean = dg Adp =dqi Adpy + ... +dg, Adp,.

IIpumep 2.6. Opujenrabunne nospmmu. Csaka opujeHTabuiana TOBPI (MHO-
FOCTPYKOCT AVMEH3Uje 2) je CUMIUIEKTUYKA, & 38 CUMIUIEKTUYKY (OPMY MOKEMO
y3etu ¢opmy mnospmmue. Cnermmjanno, u cdepa S? je CUMILIEKTUYKA MHO-
roctpykoct. Moskemo ce 3amuratm kKoje ce cBe coepe S MOry ompeMuTu
CUMIIIEKTUYKOM cTpykTypoM. Omrosop mam maje Jlema 2.3, jep camo 3a n = 2

Basku H3p (S™) = H2(S™;R) # 0.
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ITpumep 2.7. (CP", wrg). KoMmmiekcHN IPOjEKTUBHI IPOCTOP MOCMATPAMO KAO
cP" = (C\{0}) /(e {o})

u ca 7 : C"1\ {0} — CP" osmaumvo nmpupomany mpojexnujy. Heka je i wHETy3mja

{(20,21, -, 2n) € C" | 202 4 |22 + .. + |z0]? = 1} = §20FL & Y

u T = 7 o4 pecrpukmmja npojexnuje ma SZ"H. Mome ce morazarm ma mocroju
jemuaCTBeHA mudpepennujanna 2-popma wrg Ha CP™ Tako na je

- ~ %
1 Wst = T WFS,

rue je wg m3 llpumepa 2.4. Y Bume ox Tora, BasKy J1a je wps CUMIIEKTUYKA GOpMa
n 30Be ce Pybounu-Cmydujesa gopma.

Ako mmaMmo IBe CUMILTEKTUYKEe MHOrocTpykoctu, (Mi,wi) u (Ma,ws), MokeMO
HApaBUTU HOBY (Taunuje, 6eCKOHAUHO MHOTO Bux). [Ipousson My X My ca cum-
IJIEKTUYKOM (OPMOM A17jwi + Aemswa, 3a A1, A2 € R\ {0} je cummiaerTnyka MHOrO-
CTPYKOCT.

WM3zomopduzaM nBe CUMIIEKTUUYKE MHOTOCTPYKOCTH, IIOPEM TOTa IITO je augeo-
MOp(U3aM U UyBa IJIATKY CTPYKTYDPY, MOpPa YyBaTU CUMILICKTUUYKY (OPMY.

Hebuannuja 2.8. lare cy mase cuMmiekTuuke MHOTOCTpykoctu (Mij,wi) m
(M3, ws). CummiekTuuky m3oMoOpu3saM, Tj. cumnaexkmomoppusam uameby mux je
MIPECIUKABAILE

¢ (My,wi) = (M, ws)

Koje je mueomopduzaM riIaTKUX MHOTOCTPpykKocTu Mi u Mo m p*ws = wy.

3a CUMIUIEKTUUKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) MOM¥KEMO OCMATPATHA CUMILIEKTOMOD-
¢usme ¢ @ (M,w) — (M,w). Crkyn cBUX OBAKBUX CUMILIEKTOMOp(u3aMa hemo
osnauntu ca Symp(M,w) nan camo Symp(M) ako ce CUMIJIEKTUYKA CTPYKTypa
noapa3ymeBa. CuMOOIMUKYA TUIIEMO

Symp(M,w) = {p € Diff (M) | p*w = w}.

Jenno on ocuoBrux tBphema o crymy Symp(M,w) je ma je oH HoArpyma rpyue
Diff(M). To ciaenu u3 yumeHnne na 3a @i, p2 € Symp(M,w) Baxknu

(p2 007w = (o7 ) *(phw) = (o7 ) w = w.

Cumnerrnurka MHOrocrpykocr (M,w) je kaHoHCKEM opujeHTHcana. Hawmwme, 3a
dopmy 3ampemmue ce Moxke yzetu w” # 0. Crmemu ma je CBAKM CUMIIEKTOMOD-
¢uzam onm M yjemmo m mudeomopdumzaM Koju UuyBa opujeHTanujy. Tomomoruja
K0ojy mocmarpamo Ha rpymu Symp(M) je macaebena onm Diff (M), ommocuno C™
ronosioruja. Baxu ma je rpyma Symp(M) 3arBopena y rpynu Diff (M). Mebyrum,
nomasio n3nenabhyjyhu pesynrar Enujambepra u I'pomoBa TBpAu Majio jauy Bep-
3ujy oBe ummenwute. ako npuyamo o mupeomopdmaMmma, Ouhe moBOJbHA CAMO
TOIOJIOTUja PABHOMEDHE HENpPeKuIHOCTH Ha noarpynu Symp(M) ma ce s3akmydn
HeHa 3aTBOPEHOCT.
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Teopema 2.9. [21, Teopema 12.2.1] Heka je M cHUMNIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT.
Tana je rpyma Symp(M) 3arsopena y C° romosoruju y rpymu Diff (M).

[lo yraeny ma Hedunumujy 1.3 rae je nedpmuucaun ckyn Diff,, moxemo medumu-
CaTy U CKyI Symp..

Heduannuja 2.10. 3a CUMIUIEKTUUKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) meduHUIEMO CKYII
Symp,(M,w) = {p € Symp(M,w) | supp(yp) je komnakran y int(M)}

1 30BEMO I'a CKyIl cuUMILIeKToMopdu3ama on M ca xommakTHUM HOocadeM. Ilon
yHyTpammomhy ce oBre noapasymesa ckym int(M) = M \ OM.

Hanomerna. AKoO je cUMIIEKTUYKA MHOTOCTpPyYkOoCT M 3aTBOopeHa, OHIOA Cy TpyIe
Symp.(M) u Symp(M) npearuyne. Y ciaydajy ga M umMa rpasuiyy, OHIa CUMIIJIEK-
romopduzam u3 Symp. (M) mopa Gutu jenHak id y HEKOj OKOJIMHM IDAHUIE.

Hedpmuannuja 2.11. 3a nato BeKTOpPCKO nmosbe X Ha MHOrocTpykoctu M nedunum-
IIIeMO H-er'0B Mok Kao haMmumiujy nudeomopduzama ¢¢, ¢ € R koja pemana ciaenehy
mudepeHnjaIHy je ITHAUNHY ca IOYETHUM YCJIOBOM

%% =Xog, o=id (10)

Hedbmaunuja 2.12. 3a raatky MEHOTOCTPYKOCT M 1 BekTOpcKko mosme X Ha M mpec-
mmkaBame ix @ QTN (M) — Q*(M), koje je medpuHMCAHO KAO KOHTPaKmuja (GopMme o
BEKTOPCKUM TOJbeM X :

iXa(Xl,Xg, N ,X*) == a(X, Xl, ey X*),
HA3UBAMO YHYymMpawmnum oupepenyupanwem. Yecta o3Haka je u ixa = X .

Hebuannuja 2.13. Heka je (M,w) cummiextuura mMuOrocrpykocr m H @ M —
R rumarka ¢yHkuuja Ha ®0j (KOja MOKe M HE MOpa OUTU BPEMEHCKU 3aBUCHA).
BexkTopcko nome X kKoje je CUMIIEKTUYKU IpanujeHt 3a H, Tj. nedunucaHo ca

z'XHw =dH

Has3uBa ce XaMuamonoeo eexmopcko nose 3a Xamusmonujan H. Owno yBek moc-
TOjU, jep je w HemereHepucaHa ¢opMma. Tok BeKTOpCKOr mosba Xpg OePUHUCAH Ca
(10) cacroju ce ox mupeomoppusama Koje 30BeMO Xamuaimonosu dugeomoppusmu.

OcuoBHO TBpheme 0 XaMUATOHOBUM Iu(PeOMOPPU3MUMA CYMUPAHO je Cieme-
howm snemom.

Jlema 2.14. Cpaky XaMuITOHOB Ou(eoMOPPU3aM je U CUMIIJIEKTOMOPPU3aM.

Zoxasz. Hexa je ¢; ¢pammnmja XaMMITOHOBUX audeoMopdusaMa KOja IOTUYE OJ
Xamunronujana H. Vmamo

i =l (ix,dw + dix,w) = ¢} (d(dH)) = 0.

N3 pjw = id*w = w, caequ na je pjw = w. [
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Cnemeha mnema, kKoja ce decto Ha3mBa Mo3epoBOM TeOpeMOM CTaOMIIHOCTH,
FOBOPM a Ce€ CUMIUIEKTUYKE OcoOmHe Hehe 3HAUajHO IPOMEHUTH aKO (POPMY Iep-
TypbOyjemMo yHyTap KOXOMOJIOIIKE KJIACE.

Jlema 2.15. [9, Teopema 7.3] Heka je M koMmakTaHa MHOIOCTPYKOCT U wy, t € R
raaTka GaMuiInja CUMIIIEKTUYKNX Gopmu Ha M Koje Ccy CBe Y UCTOj KOXOMOJOIIKO)]
rkimacu. Onma moctoju msoronuja Yy va M Tako ma

Yiwg =wo 1 Yo = id.

Loxasz. Popme wy — wp Cy TauHe, ma Cy 3aTO U Gopme

. . Wiph — Wt
W = —wp = lim ———
dt h—0 h
TauyHe. 3aTo mocroju damvmmuja or € QY(M) Tako ma je Wy = doy. W3zabepumo
(BPEMEHCKM 3aBUCHO) BEKTOPCKO IOJe X; Tako na Baxku ix,w: = —o¢. OBO je
yBek Moryhe ypamuru jep cy w; HemereHepucane. Koucrpyucahemo 1y Kao TOK
BEKTOPCKOT OJba Xy, Tj. K0 peneme nuepeHIrjaiHe jeTHaurnHe

d .
alﬁt = Xy oy, o =id.

Ila je ¥jw; KOHCTAHTHO HOKa3zalleMoO cTaEmapIHUM IOCTYIKOM IU(EpPEHIVPAha
d , L d . , *
&wt wp = Py ET +ix,dws + dix,w; | = ¢ (doy +0 —doy) = 0.

3at =0 je Yjwo = id*wy = wp, ma 3armydyjemo ma je Y;w; = wp. [

Hedbumaunuja 2.16. Jlazpanxcesa nodMH0zocmpyrocm CUMILIEKTAYKE MHOTOCTPY-
koctu (M?",w) je mommuorocTpykoct L™ 3a kojy Bamu w|; = 0.

IIpumep 2.17. I'matka mHOrOCTpykKOocT M je JlarpamxeBa MOAMHOTOCTPYKOCT Yy
(T*M,wecan), y3 unenrudurauujy M ca myntum cedemem Oy on T*M:

M~ Oy = {(¢,0) € T*M}  {(¢,p) € T*M} = T*M.

To cnemnn u3 jeoHOCTaBHE YMILEHUIE 08 j€ Wean = » dgj Adp; ¥ JTOKaIHIM KOODIU-

HataMma, u dpj‘TOM =0.

CuMmiekTruyka reOMeTpuja ce AelaBa Ha MHOTOCTPYKOCTUMA MTapHe JUMEH3Hje
(JTema 2.2). Ca gpyre cTpaHe, KOHTAKTHA F€OMETPUja je€ HeH HeMaPHO JUMEH3MOHN
KOMIIJIEMEHT.

Hedpunuaunuja 2.18. Hera je M rmatra maOrocrpykoct mumensuje 2n + 1. Iloc-
MaTpajMo TJATKY aucTpubyrnujy xuneppasau £ C TM, Tj. riaTko moapaciojeme
on T'M xomnmensuje 1. Jlokanuo je £ = ker o, 3a Hery 1l-popmy a. Mu hemo ce
3aap:KaTy Ha OHUM & KOJjU OBAKBY (OPMY DOLyUITAjy ryiobanHo. Y ciaydajy ma je

aA (da)” #0

¢popma 3anpemure Ha M, MHOrOCTPYKOCT 3ajeqHo ca auctpubymujom (M, £) 30Bemo
Kowmaxmua mHozocmpykocm. VI360p KOHTakTHE (GopMe (v HUje jeAMHCTBEH U 3aTO
ce y nepUHUINjU WHCUCTUPA Ha AUCTpubyrmju &.
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O korTakTHE MHOrOCTPpYKOCTHU (M, §) MOKEMO mohim MO CUMIIEKTAUKE TOCTYII-
KOM cumnaexmusayuje. Y oumMo MHOrocTpykocT M X R u nedpunrumumo w = d(ela),

rae je t koopauaaTa Ha R. OBa ¢opma 3amcra jecTe CUMILIEKTAYKA, jeP MMAMO

Ww" = (eldt Ao+ e'da)" = Z <Z> (eldt A a)* A (efda)" % = ne™dt A a A (da)” L £ 0.
k=0

Moryhe je mepunrMCaTH CUMIIEKTU3AIMU]y ¥ Kada HEMAMO TJI00aJHO 3aIaTy
dopmy «, 3a merasme noraemaru [0, Onemar 4.3.].

Hebunannuja 2.19. [12, Jlema/lepuuunmja 1.1.9] Ha KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKO-
CTU Ca KOHTAKTHOM (POPMOM «, IIOCTOjV je IMHCTBEHO BEKTOPCKO IoJbe R, 3a Koje
Baske ciaemehu ycioBu:

(i1) da(Ra,-) = 0.

Takso R, 30BeMo Pubogo sexmopcko nome.

2.2 ErszormyHU cuMIJeKTOMOP(OU3IMHA

Hacrasmajyhu ananorujy ca rpymoMm mudeomopduszama, n oBme he HAC 3aHU-
MaTH IITa je ca KoMIoHeHTaMa (myTHe) moseszaHoctu rpyme Symp.(M). Heduan-
caheMo cama mMOjMOBe KOjU Ce MOjaBJbyjy Y HACIOBY, KOju he UMHUTHU IMEeHTpPaJIHe
objexkTe y OBOM pamy.

Hebuannuja 2.20. 3a qsa cummiekroMopdusMa g, p1 € Symp. (M) hemo pehin
& CY CUMNAEKMUYKY U30MONKA aKO IOCTOjU ryiaTKa m3oronuja (¢¢)o<i<i Ca KOM-
HAKTHUM HOcadeM udMeDy BuX, TakBa ma Cy ¢y CUMILIEKTOMOPGu3Mu u3 Symp, (M),
3a cBako t € [0,1].

Kao mro je 6una curyaunmja ca Diff (M), u npocrop Symp.(M) je tarobe
JIOKAJTHO KOHTPAKTUOMIIAH U CBaKa HENPEKUIHA IIyTama MOKe ce ne(pOPMUCATH 10
raaTtke, dyyBajyhu kpajme tauke ¢urcHuma (moraematu ysox y [32]). Tako ma
AKO 3a HEeKe CUMILIEKTOMOD(U3Me o U p1 Baku [po] = [¢1] v moSymp.(M), To je
€KBUBAJICHTHO Ca UYWHEHUIIOM [& CY OHU CUMIUIEKTUYKY M30TOIHMU.

Hedpunuannuja 2.21. Heka je M moBesana CUMIIIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT. | pyma
moSymp, (M) rommnonenara (myTHe) moseszanoctu ox Symp.(M) ce HasuBa epyna
Kaaca cumnaexmudkuz npecauxagana’. Cummaekromopousam ¢ € Symp, (M) koju
HUje y KOMIOHEHTM IIyTHE IOBE3aHOCTU IpECInKaBama id Ha3UBaMO e230MmutHu
CUMNAEKMOMOP PU3AM.

Hanomena. Herme y mureparypu (#a upumep, [32]) ce moske mahum tepMmun
ECEHUUJANNY CUMNAEKMOMOPPUZAM YMECTO €M30TUUHN CUMILIEKTOMOD PU3aM.

3Ha emrmeckom: symplectic mapping class group
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3a pa3yiuKy OX riIaTKe KaTeropuje, 0 TPYIU KJIACa CUMIIJIEKTUUYKAX TPECTIUKA-
Bama Ce JaKO MaJio 3Ha. Yak u 3a HEKe jeTHOCTABHE KOHKPETHE CUMIIEKTUYKE
muorocTpykocty, momyT (R?", wy) m3s [puMepa 2.4, MHOT'M OATOBOPU O CTPYKTYpPH
Te Tpyle HUCY MO3HATU. 3a T€ UCTE MPOCTOPE CMO PaHUje JAJIU TOTOBO MOTILYH
ONMC TPyIle KJIACA TMPECIuKaBama. | JIaBHO NUTAMmE KOjUM NEeMO ce y HACTABKY
f6aBuTK je ympaBo murame omnucusBame rpymne moSymp.(M) 3a oapebene Tumose
CUAMIIJIEKTUYKUX MHOTOCTPYKOCTU M

Kao y cayuajy madeomopdusama, u oae he omrosapajyhe rpyme 3a D?" u
R?" 6utu jemmaxe. MebyTum, ucTu mocTynak kao panmje Helie GUTH IPUMEHILUB
(nako mpocTopu int(D?") u R?" jecy mudeoMop¢HM, OHM HUCY CUMILTIEKTOMOD(HNM).

Jlema 2.22. Bamxu mpSymp,(D?") = mpSymp, (R*?).

OsBa sema je cmenujasan cayuaj Jleme 3.18, koja he kacHuje 6uty M3I0KEHA
u mokaszana. Mmeja je mokazatu ma je mmkaysmja Symp.(D?") < Symp,.(R?") xo-
MOTOIICKa €KBUBAaJIeHIIU]a. HbeH mHBep3 je KOHjyroBame TOKOM PaaujaJHOT BEK-
ropckor mosba (Ciuka 3).

Cumura 3: Ilpukas mupema Iy PaiujaJHOr BEKTOPCKOT mosa v R2™.

Hema mHOrO mpmMmepa CHUMIIEKTUYKAX MHOTOCTPYKOCTU 3& KOj€ je IO3HATO
Ouso mrTa O TPyNM Kjaaca CUMIJIEKTUYKAX NOpeciukaBama. Heran je moryhe
M3pavyHATU HEH XOMOTOICKMA THUII U YeCTO pe3yiTar HUje BeJrka rpyna (Kao
mwTo je To Symp,). Y HACTaBKy Cy HABEIEHU HEKU IIO3HATU PEe3yJITaTH.

e Kommakrue opujeHTAOMIHE TOBPIIH.

Jlema 2.23. Heka je M xoMmnaxTHa opujeHTaOMIHA IOBPUI U W IIPOU3BOJHHA
cuMIIeKTYKa popma Ha H0j. Tana je mpocrop Symp.(M,w) mepopmannonn
perpakT mpoctopa Difff (M).

Joxaz. (Ilparehu [19]) Hocmarpajmo npuapyxusame u3z Diff T (M) x [0,1] y
O%(M,w) maro ca
(p,t) = w =te*w+ (1 —t)w.

Kako je M moBpm m ¢ uyBa opujeHTanujy, Baku na je ¢'w = fw, 3a HEKY
mo3utuBHy ¢yuruujy f: M — R. Bakmyuyjemo ma je cBaka om GpopMu

w=f+(1-t)w
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wenerenepucana. Kaxo je H?(M;R) = R, dopMe w; MOKEMO peCKaJIupaTH
KOHCTAHTOM TaKO Oa Cy Yy MCTOj KOXOMOJIOIMKO] kiaacu. IIpema Jlemm 2.15
clleu na 33 CBAaKO ( IOCTOJU je IMHCTBEHA M30TOIMja 1y TaKO na je Yfwy = w
u Y9 = id. Y HEKO] OKOJWHU TpaHuIle BaKU Ha je ¢ = id, a omarie m wy = w.
W3 koHCTpYKIMje ¢ 3aKbYyUyjeMO 18 Y UCTO] OKOJIMHY Basku ¥y = id. 3at =1
Baskl Y] p*w = w, ma je oy € Symp,(M,w). Ilpunpyxusame (p,t) — @ oy
je meopManroHu PETPAKT. ]

U3 neme caema ma je xomoronckn tun Symp.(M,w) uctu xao Diff! (M), na
ce M3yuaBame TOIOJIOTHje jemHe Moxke cBectu Ha apyry. CrnemujasHo, u3
Teopeme 1.27 u Jleme 2.22 mpuMmemeHe Ha IUCK D? cnemu na je mpocTop
Symp,(R?) (ca TPOM3BOLHOM CUMILTEKTUYKOM (GOPMOM) KOHTPAKTUOUITAH.

Eykmuacku mpoctop (RY wgt).

Cnnuno kao y mmMensmju mBa, m rpyna Symp.(R%) je komrpaxrmbmima.
Mebytum, 3a pas3aury on IBOAMMEH3UOHOT CIydYaja KOjU je OMO MO3HAT Of
paHuje, YeTBOPOANMEH3UOHN j€é MOPAO [a CadeKa NPYTy MOJOBUHY OBAIECE-
tor Beka. OBaj pesyarar je mao I'pomos y cBom pamy [13] m3 1985.
roauHe, KOju Ce CMaTpa 3a4eTKOM MOJEPHE CUMIUIEKTUYKE TOIOJIOTHje. 3a
nperyendsy (GopMyJanujy ¥ IOKa3 OBe UWECHWUIE MOke ce morsematu [20),
Teopema 9.5.2] u [, Teopema 1.9 u Hanomena 1.10].

Bunmumo ma 3a pasnuky on riaTke KaTeropuje, rie HHUje MO3HATO HU 14
In je rpyna Diﬁ‘g‘(Rﬂ IIOBE3aHa, V CUMIJIEKTUYKO] KATETOPUJU je XOMOTOII-
CKU TUII TPYIIE SympC(R4) TPUBYjaJIaH U TUME je I'Pyla TOIMOJOIKA ITOT-
OyHO omucaHa. Pa3ziyior 3a OBy OpPacTUYHY DPAa3JIUKY je HEeTOCTATAaK aJjlaTa
Y YeTBOPOJIUMEH3MOHO] MU(ePEHINjalHOj TONOJIOT MU, NOK je CUMIIEKTUYKA
TOMOJIOTUja OMpEMJLEHA jaKUM AJATUMa MO KOJEKTUBHUM WMEHOM nceydo-
rosomopPre Kpuee, Koje je ynpaso I'pomoB yBeo.

Ipoussox chepa S? x S2.

Ipomos [13, Omemax 0.3.C.] je mocmarpao mpoussoxn S? x S? ca cummiek-
THUYIKOM (POPMOM W = TjWp + MW, T je wy CUMIIEKTUYKa GopMa Ha chepu
S2. I'pyna Symp.(S? x S%,w) je XOMOTOICKM €KBUBAJICHTHA, IIOJIY IAPEKTHOM
npoussoxy rpyna (SO(3) x SO(3)) x,Zs, rae je p nejcrBo rpyne Zg Ha CKyILy
SO(3) x SO(3) zamaro 3amenom ¢parropa ua SO(3) x SO(3). Crora je

7TOSyHlpc(SQ X SQ’(’J) = Z2>
a er30TUYHU CUMILIEKTOMOp¢u3Mu cy y kaacu [p(1,-)].

Kowmmiekcuu npojexrusau mpocrop CP2.

WNcrum rexnurama ce I'pomos [13, Ogmemar 0.3.C.] u oBme mociy:kuo Kao y
cnyudajy S? x S2. Pesynrar je ma je Tpyla CHMILIEKTOMOP(®HU3aMa IPOCTOPA,
(CP?,wrg) u3 Ilpumepa 2.7 xoMoTOnCKN exBuBaienTHa rpynu PU(3). Crenu
Ia je TpyTa KIaca CUMIUIEKTUUKUX IpecaukaBama npocropa CP? tpusujasna
u crora CP? me momymTa er3oTwdHe CUMILIEKTOMOP(hU3ME.
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Bpenuo je manomeHe na 3alaBarme TOIOJIOTHje HA IPOCTOPY Symp, MOKe KBa-
JUTATUBHO YyTUIATU Ha U3HEeTe pesynrare. Ha mpumep, mosnara je uumenuna |2 1]
na je rpyma Symp, (R?") xorTpaktubumaa y C° Tomosoruju, 3a ceako n € N. To ce
(jom yBek) me 3ua y cayuajy C* rononoruje. Illrasume, 3a n > 2 ce o rpynama
Symp, (R?") mumTa we 3Ha.

Jom jeman orBopenu npobieM je ma Iy ce HEKW er30TUYHU JudeoMop(hu3amM o
R?" moske BUmETH Kao cuMmILiekToMop¢u3am onx R?". MebhyTum, ako ce ompexHeMO
cTaEmapIHe CUMILUICKTHuUkKe GopMe Ha R2" curyamuja ce mema. IloTBpIaH 0ArOBOD
Ha TO muUTame 3a ckopo cse n € N mat je y [0], a riaBHU pe3yaTar cyMupaH je
caemehoMm TeopemMoM.

Teopema 2.24. Hexa je 0 € mDiff} (R*) = ©4,,1 xnaca Kepsepose cpepe LHF1,
Taza MOCTOjU HeCTAHAAPIHA CUMILUICKTHUKA CTPYKTYPa wWor € Q2(R**) u cummmex-
Tomopduzam ¢ € Symp, (R*, wy) Tako ma je [¢] = 0 € mDiff ! (R*).

Ipyrum peunma, 3abopaBHo npeciukasame (Buzeru Ognemar 3)
L ﬂoSympC(R4k,wot) — WODiffgL(R4k)

vMa HeTpuBujauHy cauky 3a k ¢ {1,3,7,15,31}, mok y octanuMm ciydajeBuMa BayKu
na je KepsepoBa cdepa mupeomopora crapmapaHoj. Kepseposa cpepa y aumen-
3uju 4k + 1 ce MoOke BUIETH KAO MPECEK

S = 3 2 b+ s =0 N P+ |zakge? = 1) € CHF2

y cmucay Bpuckoprosor Bapujerera u3 (6). Ilomenyra HecTanmapIHa CUMILIEK-
TUYKA CTPYKTYDPA Woi j€ CUMILUIEKTH3AIM]a 3aBPHYTEe KOHTAKTHE bopMe apt, Tj.
Wot = d(etaot), rae je t momataa R KoOpanHaATa HA CUMILIEKTU3ANUjU. 3a AePUHU-
IUjy 3aBpHyTE€ KOHTAKTHE (OpMe y NPOU3BOJLHO] MUMEH3UjUu Toriaenatud |,
Hepuaunuja 3.5.]. Y aumensuju 3 je nepuHUIMja UHTYUTUBHUjA U MOMKE C€
noraenaru y [12, Hepunnnuja 4.5.1].

4 .
Ha enrmeckom: overtwisted
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3 IlenoBa yBpTama
3a CUMINIEKTUUKY MHOTOCTPYKOCT (M, w) yOUuMO MpECIUKABAH€
i : Symp,.(M,w) — DiffF (M)
Koje 3abopaBsma cTpyKTypy. llocMarpaMo MHIYKOBAHO MPECIUKABAHE
L =iy : ToSymp, (M, w) — meDiffl (M)

Ha HUBOY HYJTE XOMOTOICKe rpyme. M OHO je mHKIY3Wja y CMUCIY Oa Ce Kjaca
[f] € moSympo(M,w) cmsa y xracy 1([f]) = [f] € moDiff! (M).

AKTYeJHO TUTAKE Y CUMINIEKTUYKO] TOMOJOTUJU je T3B. CUMINIEKTUUKA MPOO-
JIeM M30TOoNuje:

Ja au Ha damoj cumnaexmuywkoj mrozocmpyrocmu (M, w) nocmaoje
CUMNAEKOMOPPUIMU o U P1 KOJU CY 2AGMKO USOMONKU, QAU HUCY CUMNAEKMUYKY
u3omonHu?

ITutame ocraje CymTUHCKA UCTO ako ce y3Mme g = id. OBo nurame nMa jacHe Be3e
ca mpecJKaBameM ¢ onucaHuMm rope. Hawmwme,

ker ¢ = {[f] € moSymp.(M,w) | c([f]) = [id] € moDiffS (M)},

a HETPUBUjAJHOCT OBOI je3rpa Ou momapa3yMeBaja MOCTOjalhe CUMIIIIEKTOMOP-
¢u3ma f KOju je rIaaTKO M3OTONAH WUIAEHTUTETU, AJU KOjU HUje CUMIIJIEKTUUKU
M30TONAaH mAeHTUTEeTU. HapaBHO, HEMa OUMIJIEAHE TapaHIUje Ma TOTBPIAH OIArO-
BOD 3a& CHUMIUIEKTUYKM [OPOOJIEM U30TONUjE IOCTOjU. 3ajmen je y CBOjOj
MOKTOPCKO] Te3u [32] KOHCTpyMCao IPBU MO3HAT HOTBpIaH oArosop. Tume je mo-
Ka3a0 A3 Cy €r30TUYHU CUMIIJIEKTOMOD(PU3MU CUMIIEKTUYKU (EHOMEH U na Ce He
MOTY YOuUWTH MOcMarpajyhm caMo TiaTkKy kKarteropujy. Hberosa KoHCpyKIUja
TUYE CE€ YETBOPOIMMEH3MOHUX MHOTOCTPYKOCTH ca oapebeHuM reoMerpujckum u
anrebapCKUM peCTPUKNMjaMa U CIENUjaJHUX CHMILJIEKTOMOp(U3aMa KOjU CIALAjy
y Belly Kiacy mpeciamkaBama HOJ KOJEKTUBHUM mMeHOM /Jenosa yepmana’ .

3.1 lemoBa yBpTama Ha IIOBPIIIMA

ITpumep 3.1. [2, IIpumep 1.9.] (Crannmapnao IleHoBo yBprame npcrena) Iloc-
matpajmo mperer P = St x [0,2] u mera je ¢ = St x {1}. Jledumummamo ca

D, (ew,t) _ (ei(e-&-ﬂt)’t)

mupeomopduzam npcrena (Bumetu Cuwmky 4). Ilomro je D.|pp = id m D, uysa
opujerTanmjy, sakmydyjemo xa je D, € Diff7 (P). lpecmurasame D, 30Bemo IleH-
OBUM YBpPTameM IIPCTEHa My:K KpuBe ¢. Hamomenumo ma je moryhe medunucatu u
IleHOBO yBpTame KOje Tauke MpPCTEHA pOTUpa y CynpoTHy crpany. OHO ce HEeKan
HA3WBa HETATUBHUM, HACYIIPOT OBOM OIMCAHOM KOj€ C€ YeCTO HA3WBA IMO3UTUBHIUM.
Mucaunhemo yBek na nosurusua leHoBa yBpTama, M30CTaB/bajyiu Taj enurer.
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Cnuka 4: Cranmapaao lleHoBO yBpTame IpCTEHA.

WcnocraBima ce na IleHoBo yBpTame NPCTEHA UMa Be3e ca IPYIOM KJIaca Ipec-
JIMKaBama MPCTEHA.

Jlema 3.2. [2, [Iponosunuja 1.10.] Hexa je P = S* x [0,2]. IocToju nzomopdusam
moDiff T (P) = Hy(P,0P) = Z
koju je mat ca [h] — [h(a)], rme je a ckym a = {1} x [0,2] € St x [0, 2].

I[Ipumep 3.1, nako nenyje HAaUBHO, KJbYYaH je u nocpenyje y nepuuunuju len-
OBOI' YBPTama 34 IPOU3BOJLHY MOBPII. 3a IMPOCTY 3aTBOPEHY KPUBY 7Y HA MOBPIIU,
nocroju mena okoaumna N(v) Koja je mapeomopdua mpcreny P, a TakBa na ce
KpUBa ¢ CIVKa Ha KpuUBY . 10 cilenu u3 TeopeMe O MEBACTO] OKOJIUHU, HA MPUMED
[10, Teopema 18.]. ¥ Ty cBpXy, npcTeH P MOKEMO 3aMUCIUTU KaO MUINHIAD KOjU
yIIaKeMO Ha TOBPII.

Hepumannmja 3.3. Heka je ¥ rommaktHa mospm u 7y C int(X) mpocra 3aTBOpeHa
kpuBa. [lemoBo ysBprame ny:x v je mupeomopdusam D, : X — X nepuHUCAH Ha
crnenehu wauun. 3a P, cu D, kao y llpumepy 3.1, meka je

i:(Pyc) = (N(y),y) CX

yaarame Koje uyBa opujentanujy okosunre N (v) om v Tako na je i(c) = 7.
Iepuuumenmo Jlenoso yepmamne dyxc ¥ Ha TOBPILIA X Ca

Dw<x>={i°Dcoz'1<x>, v e N ()

x, x & N(v).

dynnamenTanaH pe3yarar Koju ce Tuye JleHOBUX yBpTama YKBYUYje TPYIY
KJaca mpecaukaBama. 1o je cymupano cienehom teopemom llena u Jlukopwuma.

Teopema 3.4. [2] I'pyma rmaca npeciukasama ToDiff! (¥) xommakTae opujenta-
Ounne moBpmu X je reHepucana JleHOBUM yBpTamuMa.

Onu cy moka3zayii U BUIIE — Ia je TPYyHa Kiaca MPeCcInKaBama Yy OBOM CIYYa]y
KOHAUHO TeHepucana. Aro je ¥ pona ¢ uuja rpanuna 0 UMa 7 KOMIOHEHTU
noseszanocTu, ouga je rpyma moDifff (3) pena majsume 3g + 7.

5 .
°Ha enraeckom: Dehn twists
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Cunura 5: IlenoBo yBpTame Ha nospumm u3 lepmuaunuje 3.3.

3.2 Yomnmrena JlenoBa yBpTama

Crannapnuao lemoBo yBpTame CMO mepuHHCANN YV OWMEH3UjU ABA& U OHO he
HaM MOCJYKUTU KA0 MOTUBAIXja M M00pa BU3yam3alujd 3a EIMABALE Y BUIIUM
ouMeH3ujaMa. YommreHa JleHoBa yBpTama Ce OOHOCE Ha Bulle auMmeHsuje. KoH-
cTpyknujy hemMo cmpoBecTH y AUMEH3WjU UeTUPU, Ca HAIIOMEHOM A4 je 3a BUIIe
OMMeH3Uje aHaJorHa. Kao u panuje, mouehemo om JIOKaJHOr MOIEJA.

Y3 nomoh yommrerux JleHOBUX yBpTama, 3ajIeil je ¥ CBOjOj DOKTOPCKO] Te3n
[32] pemmo cuMmIEKTUYKM TPOGIEM M30TONHKje 3a MUPOKY KIACY YeTBOPOAUMEH-
3UOHUX CUMIIJIEKTUYKUX MHOTOCTPYKOCTU. BpenHo je HAmOMEHe na je OBO UCTO-
PUjCKM TPBU MO3UTUBAH OATOBOD Ha oBaj mpobsem. OBa mpecamkaBarma ce JAaHAC
uyecto 30By len-3ajmenoBa yBpTama.

Heka je T*S? KOTaHreHTHO paciojeme 01 S U Wean HETOBA KAHOHCKA CAMILIEK-
truka popma u3 IIpumepa 2.5. Y KOOpAMHATHOM 3amluCy je

T°8% = {(u,v) € R® x R’ | [Ju]| = 1 m (u,v) = 0}.
Hynro ceueme je chepa
§2 = {(u,v) € T*S | v =0},

u ona je Jlarpamsxesa mommuOrocTpyroct o T%S%. ®opma je y IOKAIHEM KOOP-
IVMHATaMAa 330aTa C& Wean = Zj duj Advj. 3a € > 0 o3HAYMMO OUCK PacCiojeme

TS% = {(u,v) € T*S? | ||v|| < €}

[Mocmarpajmo XammatoroBy ¢yeknujy u(u,v) = |[v|| ma T*S%\ S?. Tosmara je
YUHEHUIA 1A %,uQ naje reone3njcku TOK Ha Pumanosoj muOrocrpykoctu |12, Teo-
pema 1.5.2]. Opatie ce MOKe 3aK/bYYUTU & TOK OX [i CBAKU KOBEKTOD TPAHC-
nopTyje my# reomesmjcke on S? KOja MOUUIE U3 HEra Ca jeIUHUYHOM OP3UHOM.
IlomTo cy cBe reome3ujcke Ha S 3aTBOpeHEe U ca IepUOIOM 27, XaMUITOHU-
jam u 3amaje mejecrBo kpyra S! ~ R /o 7. ¥ wmammm koopmumartama, mejcTBoO
o: St x T*S?\ 5% — T*S5%\ S? ce MOme EKCIUIMIUTHO M3PA3UTH Ca,

o(e)(u,v) = (ucost + HZ—H sint,vcost — u ||v|| sint) :
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[pecmurasame o(—1)(u,v) = (—u, —v) Mome ma ce mpomy#xu Ha mexo T*S? u To
AHTUIIOJAJIHO IIPEeCcInKaBame obeesxaBaMo ca A.

Hexka je Tok koju motuue on XammaTorumjana p jemnak ¢f (r) = o(e)(z). Tana
3a raaTky ¢yHENUjy 7 : R — R Bakm ma je TOk Koju moTmde o1 XaMUJITOHU]aHA
r(u) jennak

¢Z(M)($) -0 (a’tr’(u(a:))) (x)

Jlema 3.5. [32, Jlema 2.1.] Heka je v:R — R raartka ¢yHEuuja 3a Kojy Basku
r(t)=03at> % u r(—t) =r(t) —t 3a cse t. (11)

(a)

(6)

IIpecruraBame 7 : T*S? — T*S? maro ca

o (x), ¢ S,

S DT

(12)

je cummmertomopdusam n3 Symp, (T7S?, wean)-

CumniekToMoppusMu 1OOUjeHN PA3IUYUTUM OJAOUPOM T Cy y UCTO] KIacCu
y 7T(JS}’Hll)c(T:SQ7 Wean)-

Noxas. (a) Hepumaummmo R(t) = r(t) —t/2. W3 mpyror ycaosa y (11) Buammo

na je R mapma u Baskm R'(0) = 0. W3 tora sakmyuyjemo nma je (yHKImja
R(u(u,v)) = R(||v||) rnarka wa memom T*S? m ma je caka Tauka ca S2
kputnyna. Cuemu na ce Tok Xamunronujana R(u) MOske OPOMUPUTH HA
neno T*S? Tako ma Tadke HYJITOr CeUCHa OCTaBJ/bA (UKCHE. PaduyHamo oBaj
TOK IIOCJIEe BpEMeHa 27:

¢§7£M) - (€2i7rR’(u(x))> (.%') -0 (eZiﬂr’(u(a:))e—iTr> (x)
_ (eZi“Tl(“(x))> (a(e*”)(x)) — 10 A(z) = AoT().
Kaxko je qng”) cuMmiiekroMopduszam (Jlema 2.14), crenu na To mopa 6utu u
7. ITo mpsom ycaoBy y (11) cnemm nma 3a (u,v) & T:/QS2 mmamo ' (Jjv]]) =0

(Bunern Ciury 6), na omarne u 7(x) = o(1)(x) = . Cnean na je cuMmIek-
TOMOD(U3aM KOMIAKTHO caapskan y T¥S2.

Heka cy r1 m ry mBe ¢yHEmuje kKoje 3amoBosmanajy (11), a 71 u 79 oxaro-
Bapajyhu cummiekromopdusmu nedunaucanu kao y (12). IMocmarpajmo pa-
3muKy p = 11 —7r9. YcuaoBu y (11) majy ma je p mapha ¢yHKRuMja u ma je
supp(p(p)) C TFS?. Xamunronos Tok 3a Xamuntorujan p(u) je

" W(z) = o (eitr1<u<x>>> o0 (e—itrgw(z))) (z) = &7 0 7209 ()
u oH me¢wuHuine ndoronujy mamebhy id u 1 o 7'2_1 yaytap Symp,(T*S?, wean)-

O
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Cnura 6: Ilpumep dyurmumje r Koja 3amoBosbaBa ycaose Jleme 3.5.

OBy KOHCTPYKIMjY HA JIOKAJHOM MOIENY Cana MOKeMO na yommTuMo. Heka
je mawe (M,w) 4YeTBOPOMUMEH3MOHA CUMILIEKTAUYKA MHOTOCTpykocT u L C M
ynosxkena JlarpamxeBa cdepa, Tj. L je JlarpamxeBa monMHOTOCTpyKocT on M
Koja je mudpeomopdua chepu. Bajuctunosa teopema [39] o okomuun Jlarpamkese
MTOAMHOTOCTPYKOCTU HaM OMOryhyje ma cuTyarujy mpeHeceMoO Ha OMINTU CIydaj.

Teopema 3.6. [32, Jlema 2.2.]
(a) Mocroju ¢ > 0 u ymarame i: T7S? — M rtako na je i(S?) = L.

(6) Heka cy 141,72 nBa ynarama Kao y medy (&) M OPETIOCTABMMO Aa je Kiaca
(i1 Y oig)|s2] TpuBHjamHa y mDiff$ (S2). Omma mocroju § < & Taxo ma ce itlrys2
MOKe Te(OpMHUCATHI IO i2|T552 yHyTap npocrtopa JlarpamkeBux yiarama Koja
cnukajy S% y L.

Teopema 3.7. [32, IIponosunmja 2.3.] Heka je ¢ > 0 u ynarame i kao y Teo-
pemu 3.6 m cummiekromopduszam 7 kao y Jlemu 3.5. Onma je ca

ioroi t(z), x€lImi(i),
To(z) = :
x, x ¢ Im (7)
nepuHUCcaH cuMmiekToMopduzam ong M koju ciauka L y cebe, aau my obphe opu-
jenramujy. Hberopa kiaca cuUMIJIEKTUYKE M30TONNje je He3aBWHA o1 u3bopa (yH-
KIAje T U yJjlarama 9.

Iedpuuaunuja 3.8. [IpecniukaBame 77, U3 IPETXOMHE TEOPEME CE€ HA3ZUBA YONULMENO
Jlenoso yepmame dyxnc L°.

OBa mpeciukaBama Cy IPUPOIHA YOUIITEHa [leHOBUX yBpTama Moy:K IPOCTE
3aTBOpeHe kpuBe Ha moBpuu u3 Omemka 3.1 u OTyna U HUXOB HA3UB.

Hanomena. Yonmrena /lenoBa yBprama ce MOTY Ne(PUHUCATA W Yy BUIIUM IVUMEH-
sujama. Jlososmuo je 3amenmru T*S? ca T*S* y nmorammom momerny. MebyTum,
MIpecJInKaBame 72 koje he mam O6uTu on mHTEpeca he OUTU TIIATKO M30TOMHO U IOEH-
TuTeT! caMo 3a k = 2 uau k = 6. 3a ocrajie mapHe OUMEH3Uje je MOKa3aHO Ia 72

HI/Ije HY XOMOTOIIHO MAOCHTUTETU KPO3 KOMIIAKTHO CadpiKaHy XOMOTOHI/ij, aJin ce

SHa emrmeckom: generalized Dehn twist along L
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y3uMamheM HEKOI' CTeIleHa T2T MOke HalhlM KOMIIAKTHO capyKaHa TI'JIaTEKa I/I3OTOHI/Ija

mo id ([34, Omemax 5]). 3a k =1, koucTpykuuja ce ceoau Ha ony Beh omnucany 3a
OB PIIHN.
Jlema 3.9. [32, IIponosumuja 2.6.] IIpecaukaBame KOje je KBaAPAT YOIIITEHOT

IlenoBor YBpTama Tg = T[OTL je TJIATKO M30TOIIHO MOCHTUTETU.

3ajmes OBO HOKa3yje 3a MPOU3BOJLHY KOMIAKTHY YETBOPOIVMMEH3UOHY MHO-
roctpykoct (M, w) koja cagpsku Jlarpamkesy cdepy L. Texu neo konx pemasama
CBAKOT CUMILIEKTUYKOr mpobiieMa M30TONMje je moKa3aTu Aa oAaroBapajyhu cum-
IJIEKTOMOD(U3aM HUje CUMIIEKTUYKM M30TONAH UICHTUTETU. 3a TO je OOUYHO
noTpebHO KOHCTpyucaTu Heke ainrebapcke naBapujante. Cumnierrtuura Pioposa
XOMOJIOIIKA Teopuja je mobap rKaHAUIAT 3a TO, jep je, uameDhy ocraJsor, uHBapu-
jaHTHA y OMHOCY Ha CUMIIJIEKTUYKY m30TOomnujy. Mako ce Te XOMOJoOmKe rpyme y
OIIITEM CJIyYajy HE MOTY U3padyHaTH, UCIOCTAaBJbAa Ce Ia je To Moryhe 3a yommre-
na JlemoBa yBprama. ['nmaBuu pesynrar 3ajmenoBe Te3e je HANAKEHE KOHKPETHUX
npuMepa 3a M m L Tako ma mpeciIvKaBame 7']% HUj€e CUMIIEKTUYKYM M30TOIHO UIEH-
TUTETH.

Teopema 3.10. [32, Teopema 1.3] Heka je (M,w) KOMIAKTHA CUMIIIEKTUYKA MHO-
rocTpykKoCT mumensuje uerupu ca [51(M) = rang Hi (M) = 0, Koja canp:Ku yIoKeHy
JlarpamxeBy coepy S2. IIpermocrasumo na je (M,w) MUHEMAJIHA 1 UPAMOHAJHA,
kao u na je dim Ho(M;Zo) > 3. Tanma ma (M,w) mOCTOjU €r30TUYHM CHUMILIEKTO-
Mop¢u3aM KOjU je I'JIaTKO M30TONAaH MIAEHTUTETH.

3a onmtujy popmysnanujy Ha jesury auarebpe noraenaru [32, [locaenuna 3.6.].
Nako HAa OBOM HUBOY O0jalllaBarme NMOjMOBA MUHUMAJHE U (U)pPAIMOHATIHE MHO-
TOCTPYKOCTU MAJIO 3HAUM, UMAK CYy OaTU HUKE PAIA KOMIJIETHOCTH.

Hepurnnmja 3.11. Cummiuerktudra 4-MHOTOCTPYKOCT M je MUHUMAAHG AKO He
Cap:KU CUMILIEKTUYKY YIOXKeHYy chepy S umju je uHmekc camonpeceka S-S5 = —1,
Tj. TAaKBYy na je

S-S= [ PD(S) =1,
/

rae je ca PD(S) € H3z(M) oznauen Iloenkapeos myas ox S.

Hedpnuannuja 3.12. Jlara je cummiaekrmnuka 4-maorocrpykoct M. Kaskemo na je
OHA PAUUOHAAHG AKO Ce MO¥ke NObuTH mpuMeHoM curma mpomneca’ ma CP? wmmu
S? x S?, a upayuonasna axko HUje PAIMOHAJHA.

3ajmesn je UMao 3aHUMJLUBE PE3YJITATE BE3aHE 3a IPYILY KJIaca CUMILIEKTAYKAX
npecaukaBama ox 1*S5%, a y ceerny npecaukaBama (3).

Teopema 3.13. [33, Teopema 1. u Hocaemuma 2.] Oupemumo T*S? crammapmaom
CUMIIIEKTUYKOM PopmoM u3 Ilpumepa 2.5.

(a) Basmu moSymp,(T*S?) = Z u cBe Bume xomoTtomncke rpyme onx Symp.(T*S?) cy
TPUBUjaJIHE.

"Y enrueckoj mureparypu je yemhu TepMus blow-up, KOju HeMa yCBOjEeH CPICKM IPEBOJ
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(6) 3a mpecimkaBame ¢ : ToSymp, (T*S5?) — meDiff ! (T*S?) Basu Im (1) = Zo.

Baku u BuIIe HETo MTO TBPAW OBa TeopeMa. lemepartop rpyme Symp,(T*S?)
(roja je u3 mena mox (a) ciaabo XOMOTOIHO €KBUBAJIEHTHA ca Z) je ympaBO yOI-
mrero JleHOBO yBpTame T. 3aHUMILUBO je ma je kiaca [1] y moDiffd (T%S?) camo
pena mBa.

3.3 IlenmoBa yBpTama no ¢pubdbpama

Bunenu cvo ma yommreno /lemHoBo yBpTame mocpenyje y pelaBamy CUMILIEK-
TUYKOr mpobJieMa mM30Tomuje Ha onpehHeHnM YeTBOPOAMMEH3MOHUM MHOTOCTPYKO-
ctuma. MebyTtuM, ocuM pecTpukIUje Ha AUMEH3HUjy, 3aXTEBAHO je na Te MHO-
roctpykoctu uMajy JlarpamieBy cdepy m 3aBomoBiraBajy onpebene amarebapcke
ycaoBe. OBAe yBOAMMO HOBY KJIaCy YBPTama KOja ce ACPUHUILY 38 HEKe KOMIIAKTHE
CUMIIJIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTU Ca I'PAHUIIOM IIPOMU3BOJbHE AUMEH3Uje. Y KIOHmeHa
je OMMEeH3MOHAa PECTPUKINja, &N CE 3aXTEBa HEKA APYravmja CTPYKTYpA.

Hepumuunuja 3.14. Jluysunos domen je KOMOAKTHA MHOrOCTpykocT W ca dopmom
A € QYW), xoja ce masusa Jluyeunrosom Fopmom, TakBa ma 3amoBosmbasa caenehe
ycioBe:

(i) ®opma dA je cummierTmura gopma Ha W.

(ii) Berropcko mome X) ayamaHo ¢gopmum A, koje ce HazuBa JIuysuaosum eek-
mopckum nomem, nepumHHCaHO ca ix,d\ = A moka3dyje TpaHCBep3aJHO Ka
croJba Ha rpaxunu OW.

Kao mocaemuna CrokcoBe Teopeme ciaemn na JIuyBuiaoBu DOMEHHU, KAO TAYHE
CUMIUIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH, MOPAjy MMAaTW HempasHy rpanuny. Wuaue, y
cayuajy OW = () 6u BaxkuIa KOHTPAIUKII]A

o;ﬁ/wnz/d(mw”l): /Mwnlzo.
w w ow

Jlema 3.15. I'panuna JIuyBumIOBOT JOMEHA je KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT Ca KOH-
TAKTHOM (OPMOM & = A|gpy .

Jloxas. 3a mouerar MMaMoO
1
AN (AN = (ix,dA) A (AN = ~ix, (dA)™.

Kako je (d\)" = w" ¢popma 3anpemune na W u JIuyBuioBo BEKTOPCKO mosme Xy
TpaHCBep3aJHO Ha IPaHULy, clemu na je ix, (da)" = (ix, (d\)")|sw mEIzyKOBaHA
¢opma zanpemune Ha OW. Omarie je

1. n
= 77’X>\ (dO[) ;é 07

a A (da)™ ! = ()\ A (dA)”*l)
ow T

U ciaemu na je o KOHTakTHa Gopma uHa OW. O]
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Crawurka 7: Komnnerupame JluyBumoBor momena.

IIpernocraBmahemo pamu jemHocraBHoCcTU na cy cBu JluyBuaoBm momeHu
noBe3zane mMHOroctpykoctu. Cpakum JluyBuiaoB momen mma cBOjy oarosapajyhy
OTBOpeHy (Tj. HEKOMIIAKTHY 1 6e3 rpaHulle) MHOTOCTPYKOCT. IHby MOKeMO KOH-
CTpyHUCaAT KAHOHCKM y3 mnoMoh JIuyBmIOBOr BEKTOPCKOT II0JbA, JIEMJbEEHEM
omrosapajyher nena cummierrusanuje on OW (Cauka 7).

Heka je ¢, TOk BekTOpCKOr mosba X)y. 3a € > 0 JOBOJLHO MaJio, MPECIUKABAME

¢ OW x (—¢,0] = W, (x,r) = @p(x)

je ynarame [%, Onemaxr 11.1.]. Jluysumnosa ¢popma A\ Ha ¢(OW x (—¢,0]) omrosapa
popmu e"a ma OW x (—e,0]. ¥3 A(X)) = 0, popMupamo mudpepeHnujaany jeHaunHy

d k k - . k *

SO A =¢" (ix,dA+dix, ) = 6" (A+d (MXR)) ) = ¢,
quje je pememe

p*A=¢€"N,_,=€"a.
IIpony:xeme JluyBumoBor moMeHa ne(UHUIIEMO CA
W =W Uy (AW x (—&,00)) .

IIpony:xeme JluyBunose popme je onna

X:{)\, wa W,

e'a, ma W X (—¢,00),

a BEKTOPCKOT TOJba
X}\ _J X\, ma W,
%, Ha OW X (—¢&,00).

Toxr BekTOpCKOr moJ/ba X)) je Ha IPOoLy:Kemy KomieTaH, ma ce W 30Be u xomnae-
mupawe nomera W. Cumniaextuura gpopma Ha W ce mobuja rao

~ ~ dA, Ha W,
w=d\=
e'(drANa+da), ma OW X (—¢,00).
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Ipumep 3.16. Huckosu D?" ca JinysumoBoM (GopMOM
1 n
A= Z (zjdy; — yjda;) .
7j=1
JIuyBUIIOBO BEKTOPCKO IIOJbE j€ PaaujaiHO BEKTOPCKO MOJLE
1 d %)
Xy== Ti— + Y
2 ]; ( 8a:j 8yj
Koje je oumriemHo TpaHcBep3adHo Ha 0D?". Cummiexrtuura dopma za D" je

d\ = wg. Kommnerupame mucka je D27 = R?".

IIpumep 3.17. Ilpyru Oburan npuMep ce TUUe KOTAHT€HTHOT PACJIOjema Ca KAHOH-
cxkoM popmoM, u3 IIpumepa 2.5. Iuck KOTaHMEHTHO PacCiojeme

D*M ={(q,p) e T"M | ||p| <1} cT*M

TOCMATPAMO Ka0 CUMINIEKTUUYKY MHOTOCTPYKOCT KOja je OmpPEeMJbeHA PECTPUKIU-
joMm dopMe wean ca T*M. JluyBusoBa ¢opma je ynpaBo —A m3 Tor npumepa. Jlu-
VBUJIOBO BEKTOPCKO MoOJhe je X_) = Zj pj%, KOje je TpaHcBep3aauno Ha 0D*M =
S*M. Komnnerupame on D*M je mesno koranreHTHO paciojeme 1T M.

Jlema 3.18. Heka je W JluyBunos momen u W meroBo kommierupame. Tana cy

—

upocropu Symp. (W) u Symp. (W) c1abo XOMOTOIHO €KBUBAJICHTHU.

Joxas. (Ilparehn [10, IIponosunuja 2.1.])
Hexka je ¢ kao y medmaunuju W. 3a p > —e, mocMaTpajMo KOMIAKTHE CKYIIOBE

W, = W\ (OW x (p,0)) .
[Ipumerumo na je Wy =W. 3a — < r < R, n1euHUMUMO TPECINKABANEC
Lp—r : Symp(Wg) = Symp, (W), ¢+ or—rOY 0 PR,
rae je ¢y JImyBunos Tok. Waknysuja i, g : W, — Wg uanyKyje uHKIy3HUjy
i g + Symp,(W;) — Symp, (Wr).

IIpecaukaBame Lr_, je XOMOTOIICKA WHBEP3 34 ifR. XomoTonuja
b

.S '
iR © Li—r = idsymp (W)

. S .
je maTa ca ip_yp . R © L.t(R,r), & CIMIEO je ¥ 38 APYTY CTPaHy.
um je mokazartu na je MHKIY3Uja

v+ Symp, (W) < Symp, (W)

cnaba xoMoTOICKa ekBuBajsiennuja. Ipyrum peunma, morpebHO je moKazaTtu aa cy
XOMOMOD (pu3MU

—

Lt T Symp. (W) — 1, Symp, (W)

37



3ampaBo uzoMopousmu. Purcupajmo n € N.

I[IpBo morasyjemo cypjexktuBHOCT. l[locMarpajMo TpOU3BOJHLHO MPECIUKABARE
f:8"— SympC(W). Kaxko je cpepa S™ rommnakrra, npema [10, Jlema 2.4.] crenn
na Im (f) npumana Symp,(Wk), 3a meko K > 0. U3 mperxomsHor pasmarpama
cilemm na je

ig 5+ Symp,(W) = Symp(Wk)

XOMOTOIICKa €KBUBAJIEHIIMja, IITO NOKa3yje CypjeKTUBHOCT.

3a MHjeKTUBHOCT IOCMATPaMO ABa IpeciaukaBama f1, fo 1 S™ — Symp. (W) koja
Cy XOMOTOIIHA KPO3 MPECIUKaBamha 13 SympC(W), OMHOCHO TaKBa Ha j€ UCIyHe-
HO Li(f1) = t(f2). Xomorommja H mamebhy mux je mpeciaukasBame ca IOMEHOM
S™ % [0,1], koju je kommakran, na npema [10, Jlema 2.4.] cnean na caura Im (H)
npunaga Symp.(Wg), 3a sexko K > 0. Vcro Kao Kox CypjeKTUBHOCTH, HPECIUKA-
Bame ig’K je xomoroncka ekpuBasenuuja namehy Symp, (W) u Symp,(Wg). Cuenn
na je H xomoromuo xomoromuju fi ~ fo yayrap Symp. (W), mro mnokasyje u uH-
JEKTUBHOCT.

[]

Hedbuannuja 3.19. Heka je (W, \) Jluysunos nomen takas na je Pubos Tok oy o1
A]aw Ha rpaHunu l-nepuoaunyad. Heka je v : R — R rumaTtka ¢yHKIUMja TaksBa na je

v(t) =03at <0, v(t)=—13at>0,95.

Tana je ca

—

<av(T)(m),7’> , 3ap=(z,r)€dW x (0,00) C W,

D, uHaUe,

7(p) =

nedurmcano (mosurusHO) Jenoeo yepmame no gubpama’.

Cmmuno kao y Jlemu 3.5, 7 je emement Symp.(W,d\) u merosa kmxaca uso-
ronje y moSymp,(W,d\) He 3aBucu onx muzbopa ¢yuruuje v. JleHoBa yBprama mo
¢pubpama cy y ciaenehem cmmcay Hanckyn yonmrenux JlenoBux yBprama 3a Jlu-
yBuJIOB momen D*S™.

Jlema 3.20. [33, Hamomena 3.10.] Kpanpat yonmrenor JleHOBOT yBpTama T2, Ly
chepe S C T*S™ je cumminerTuuky uzoTonan JleHOBOM yBpTamy IO pubpama Ha

D*S™ 3a neN.

Ila OucMO M3I0KUIM TJIABHE PE3yJiTaTe KOjU Ce TUUY I'PYIe KIaca CUMIIICK-
TUYKUX TpecaukaBama JIuyBuioBor momeHa, moTpebHO je ma onumeMo PaopoBy
Teopujy kKojy je ¥YmapeBuh KOHCTpymCao y CBOjoj HOKTOpCKOj Te3u [37]. Opue he
OuTu naT KpaTak mperien, 6e3 yiaaskema y HeTa/be KOHCTPYKIHjeE.

dnopose xomousomke rpyne HF nedpunumy ce 3a Jluysunos momen (W, ) ca
moBe3aHoM TpanunoM OW u KoMmiaeTupameM W. Ysex he ce OAPa3yMeBaTU KO-
epurmjenTu Zg kon PIopoBUX XOMOJIOMKUX Tpyna. TepMun 61u3y beckorauHocmu

he osmauasaru ckyn OW X (rg,00) C W, 3a m0BOBHO Benukro rg > 0.

8Ha emrseckom: fibered Dehn twist
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Kaxemo ma je ¢ mavan cumnaexmomopdusam ako je
P*N—X=dFy (13)

rayra ¢opma. Osmaummo ca Symp.(W,\/d) ckyn cBUX TauyHMX CHMIIIEKTOMOD-
¢uszama on W koju nmajy rommakran Hocad y int(W).

Ysmumo ¢ € Symp (W, \/d) n usabepumo Fy u3 (13) rako ma je Fylow = 0.
Hera je 6poj a € R raras na Huje nepuon mmjenne PuGose opOure Ha rpannnu
(OW, Maw ). Tarse 6pojese hemo 3Batu donycmusu. Hera je Hy : W — R pamunuja
XaMUATOHMjaHa KOjU Cy YBPHYTH ca ¢, Tj. 3a Koje Baxku Hiy1 = Hi o ¢ u TakBu

na cy JguHeapHU ca Harubom a 6ausy Geckomaunoctu, 1j. Hy(z,r) = ar. OBo
HaM je 3a cajla JOBOJLHO 3a OaJbe M3jarame, a 3a HOTIYHY Ne(pUHWUNIN]Y ITOYEeTHUX
nomaraka noraenatu (37, Hepuaunuje 2.2.3. u 2.2.5.].

JlaHuacTy KOMIIJIEKC C€ TPaaAu HA NPOCMopy YePpHYMUT nemou

Qp={v:R—=W|o((t+1) =)},

3a ¢purcupany raacy 0 € mo(£y).

XaMuUITOHMjaHN KOju MMajy ucTu Harub, 6e3 003upa Ha BPEOHOCTH HA KOM-
naktHoMm nexy W, mahie ucre xomosomke rpyne [37, Ilocnemuua 2.7.4.]. Haxie,
XOMOJIOIIKe T'pyIe 3aBuce ox ¢, a, § u oznauasahiemo ux HF,(¢,a,d) nonpasyme-
Bajyhu MHOTOCTPYKOCT Ha KOjOj paguMo kao ¢ukcHy. ledurumemo

HF,(¢,a) = @ HF,(¢,a,0).

0671'0(Q¢)

ITomro ce ®mopoBa xomosoruja 3a mase XaMuiITOHUjaHe cBOOu HAa Mopcosy,
oHIa 3a € > (0 IOBOJLHO MaJIO BaykKU

HF,(id,€) 22 Hy (W, 0W; Z3) u HF,(id, —¢) 2 Hy (W Zo). (14)
Takobe, Baku
HF,(id,e,0) = 0, 3a |¢| mano u HerpuBnjanny kiaacy 0 € mo(y), (15)

Bunetu [37, IIpumep 2.7.7.].

Cana hemo ommcary Kako ce M€majy XOMOJOIIKE T'PYyIe IPU HPOMEHU Hapa-
Merapa ¢ u a. [IpermocraBuMo na cy peannu OpojeBU a] M ap TAKBU na CY CBU
6pojeBu uHTEpBasa [a1,as] momyctusu. Tana sawu HFy(d,a1) = HF(p,a2) [37,
Mpomnosunuja 3.2.1.]. Ipyrum peuyuma, Haru® XaMUITOHUjAHA MOKEMO MEHATU
0e3 yTumaja Ha XOMOJOIIKE I'PyIe, CBe NOK He MPOJJa3uMO MPEKO HEeKOT Opoja Koju
je mepuon Pubose opbute Ha IpaHUIU.

Heka cy ¢1 m ¢o mBa Tauna cummiekromopdusma u3z Symp.(W, A/d) roja cy
M30TOIIHA KPO3 KOMIIAKTHO CaJp:KaHe TadHe cuMiiIekToMmopduaMe. Tana Baxknm

HE(¢1,0) = HF\(¢2,a), (16)

3a cBe gpomycruse a. I'pyme Symp, (W, \/d) u Symp.(W,d)\) cy xomoToncku exksu-
BasenTHe [37, Jlema 5.1.2.], na mzomopdusam (16) Baku u xazna je [¢1] = [¢2] v
Symp. (W, d\).
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Teopema 3.21. [38, Teopema 1.1.] Heka je (W, \) JluyBunos qoMen ca moBe3anoM
rpaHUIOM TakaB ga Pubos Tok popme \|gy uma nepuon jeman. Heka je a € R
6poj koju mHuje mepmon Pubosor Toka. Axko je IlemoBo yBprame mo ¢ubpama
npencraBHuk kiaace pena | € Ny moSymp.(W,d\), ouna je

HF(id,a) = HF(id,a + 1).

Cruya doxasa. O3naunmo lleHoBO yBpTame mo ¢pmubpama ca T 1 HEKa je (QYHKIUIja
v kao y Hedpununmju 3.19. Ilocroju jemmucrBena ¢yurumja V : R — R koje je
npuMuTUBHA 3a v u jenHaka 0 y Guwmsumm 0. Ilo [38, Hamomena 3.2.], Ilenoso
yBpTame no ¢ubpama je Tok mocyue BpeMmena 1 on Xamwmaronujana K : W - R
[aTOr Ca

0, uHaye.

K(z,r) = {—V(T)a sa (x,1) € OW x (0,00),

Bawnsy 6eckonaunocTu je

1
K(m,r)—r—/v(t)dt—l.
0

Cuenu na je 7 Tok mocie Bpemena 1 ox Xammaronujana K; : W — R koju je jenmax

Ir 6au3y 6eckonaunoctu. Ouma u3 (16) u npuponsoctu Popose xOMoIOTHje KOja
je npuapyskena Xamuaronujany K [37, IIponosunuja 3.3.4.] caemm HM3 M30MOD-
¢uszama:

HF(id,a) = HF(7',a) = HF(id,a +1).
[

Teopema 3.22. [38, [Tocaenuua 1.4.] Heka je (W, \) JluyBuinos nomMeHn quMeH3uje
2n ca MOBe3aHOM I'DAHUIIOM TakaB na PuboB TOK popme Mgy mHAYKYje ca1060mHO
nejecrBo kpyra Ha OW um mma mepuon jeman. Axo je ¢i(W) = 0 m xomozoruja
H.(W;Zs) uuje cumerpuuna, onna je IlemoBo yBprame mo ¢pubpama ersoTudHU
cummiexroMopduzam oxn (W, dA).

Ca ¢1(W) je osmauena npsa Yepuosa kiaca muHorocrpykoctu W. Osne, cu-
merpuunocTt xomousoruje H,(W;Zsz) monpasymesa mocrojame k € 7Z Tako na je
Hy,_;(W;Zy) = Hj(W;Zs), 3a cBe j € Z. Hexkn npumepn CUMeTPUYHUX JTaHANA OU
ouma ... =0 = Zog = Zog —0— ...wmm ... > 0 = 722 — Zo - Z3 -0 — ...
CuMeTpUYHOCT XOMOJIOTHj€ je UMCTO aJjrebapCku yCJaoB. Y JbapeBull je 3ampaBo
[IOKA3a0 ONINTH]y BEp3ujy OBe TeopeMme kKoja He 3axreBa na je c1(W) = 0, annm
ce OHIA yCJOB O CHUMETPUYHOCTU XOMOJIOTHje MOpa MOIU(YUKOBATU A& yKILYUYje
onpebeny nepuonnunocr. To je cymumpano y [38, [Tocnenuna 3.6.].

Jloxas. Heka je 0 < ¢ < 1. IlpermocraBumo cymnpoTHO — JleHOBO yBpTame IO
¢udpamMa je CUMIIEKTUYKY U30TOMHO naeHTuTeTn. lana mo Teopemu 3.21, mmamo
u3oMopdusam

HF(id,—e) = HF(id,1 — ¢),
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koju He uyyBa rpanamujy. On, mehyrtum, dyyBa pesaTuBHY T'pajainujy W CTOTa
OCTOju ¢ € Z TakKo 1a je

HF,(id, —¢) & HF,,.(id, 1 — ¢). (17)

3ampaBo, IOMEHyTH u30Mopdu3aM He dyBa HU Kjiacy u3 mo(q), amu ce uz (15)
MOsKe 3aKJbYYUTH 18 OHA MOpa ocTaTu TpuBujasaHa. Ilomro Hujenan 6poj u3 ckymna
(—=1,0)U(0,1) auje nepuox Pubosor toka, a Baku —¢ € (—1,0),1—¢ € (0,1), caean
[a ce € MO)Ke MpOom3BoJbHO cMamuTu Ka 0 mnu noseharu ka 1 6e3 yrunaja Ha rpyime
HF,. Crora je nmo (14):

HF,(id, —¢) & H, ,(W:Zy) u HF,(id,1 — ) & H, (W, 0W;Z5).  (18)

N3 (17) m (18) je
H. (W;Zs) = Huyo(W,0W; Zs). (19)

OsBume je curyanuja CBeIeHA HA CUHTYJIAPHY XOMOJOTHU]Y, IITO je AJaTKA AJre-
bapcre Tomosoruje. Ocrarak OOKa3a je Urpa MHAEKCUMA.

N3 Ioenkapeose gyannoctu |11, Teopema 3.43.] Baxu
H (W,0W;Zy) = H* ™ (W; Zy). (20)
Koepuuujenru cy u3 nmoma Zg, na no [141, crpana 198] Baxu
H*™*(W; Zs) = Hom(Hap«(W; Zs), Zo) = Hop«(W; Zs). (21)

KomGunyjyhu (19), (20) n (21) mobujamo na je XOMOJIOTMja CAUMETPUYHA:
Ho(W;Z) = Hoy o(W,0W; Zo) &= H*" (W Za) = Hapou(W; Zo),

mITO je KOHTpaguknuja. TuMe je mIOKa3 3aBPIIEH. O
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