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IIpearosop

Hudepennujantna jennaunna ce neduHUITe y CTAHIAPIHAM KypceBuMa (BUIETH
[8]) ka0 mpobiem Hamaxkema baMUIMja KPUBHX KOje Cy TAHTEHTHE HA JIaTO Be-
KTOPCKO moJbe. Jlyanam mpuctyn je ciaegehu. YMecTo BEKTOPCKOI 1O/ba JlaTa je
nudepennujatna ¢gpopMma, a mpobaeM ce CacToju Vv HaJaXKemy (paMIInje KPUBHX
Ygje TaHIeHTHe BEKTOpe MOHHUINTaBa JaTta audepeninujaina dopma. Omumrruje, Ha
0Baj HAYWH Ce MOTY TIOCMATpPaTH | Mapiujasne qudepeHiujaine jegaadnne. ok je
IPBY HAYUH BUIIE '€OMETPHUJCKOI TUIIA, OBA] IPUCTYII BUIIIE HAlJIAIIABA aJ1redapcky

CTPaHy TeopHuje.

Y 1pBOj 1IaBuU je M3J0KeHa MOTUBAIMja 33 YBOheme MeTo/a CIOJballbiX Jiude-
PEHIIHjaJHIX CHUCTEeMa KpOo3 IO3HATe HpUMepe U3 OOMYHUX JudepeHIrjaTHux je-

JIHAYMHA KA0 U MapIujaJHuX JudepeHIujaJ HuX je/ITHaYnHA.

Y npyroj riaaBu AeTasbHO YBOIUMO aiarebapcKu amaparT moTpebaH 3a pal ca CIio-
JballibUM JiudepennujagnuM cucremMuma. /[ledunucahemo crospanrmbe gudepennm-
jaame cucreMme W HaBelrheMo HEKOJMKO 3Hauyajuux npumepa. Jlokazom Dpobenu-
jycose Teopeme Jiakiie heMo pasymeru Hajje IHOCTaBHU]e IPUMePE CIOJballlbux Jude-

peHnujaHuX cucreMa. [aBHa jmreparypa je Kiura P.BpajanTa [10].

Y tpehoj ritaBu jgokazahemo /lapbyoBy u IldadoBy Teopemy. V3 10, HABOAUMO

HEKOJINKO TIpUMepa.

Y 4erBpTOj IIaBH YBOJAMMO HOBE HpUMeEpe TMOMONY yBeJIeHHX TeXHHWKa. Kopu-
CTUMO TpuUMepe U3 Jeknuja bpajanTa, kKao W W3 ApYruxX KHUTA U PaJioBa KOjU Cy

HaBeJICHU y CIUCKY JILTepaType.

JlomaTak cIyKHM Kao yBOI y KOHTAKTHY W CHMILIEKTHUKY reomerpujy. Jlare cy
JeduHHIje 1 OCHOBHA TBpherba Koja cy HoTpedbHa 3a pa3dyMeBalbe, IIpe cBera, MpBOT

IorJyiaBJ/ba OBOI' paJda, KaO0 U HEKHUX IIpUMeEpa.



1 MoTtuBanuja - ayaJlHu IPUCTYT pernaBamy aude-
PEHINjAJTHUX U MaPIUjaJTHUX AudepeHInjaJTHIX
jeaHaYmHa

Y npBoMm morjaaB/by ieMo ofpaHuje o3HaTe YHIH-EHUIIE U METO/Ie PelllaBaha OOMIHHUX
JuepeHnujaHuX jeITHAYNHA Kao U MapIujaJHuX AudepeHIujaaiux je JHaYnHa yO-
nmruty U gonyHutu. Harra Hamepa je j1a ojpehene oduune jgudpepeHiujasine jeiHa-
YHHE WIN TapuujatHe gudepeHInjaane jeIHAUYNHe HEKaKO I0jeITHOCTaBUMO, CBOhe-

IbeM Ha HeKe jeITHOCTaBHHje jeJHaYuHe WU CMEIITajyhiu uxX y HeKd APYTH MPOCTOP.

['maBra ujeja oBOr pajia je Kako jla reOMeTPUjCKU HPodJIeM, IITO jecTe pelliaBathe
O00OMYHHX JupepeHnrjaTHuX U NapIujaJHux jeJJHAYHHA, IPETBOPUMO V ajarebapcku

npobJieM, Tj. MpeBeeMo Ha je3uk JaudepeHIuja nunx GopMHu.

[IpBu meo oBor morsapsba mocsehen je odbnaHuUM JudepeHInjaTHIM je THATHHAMA,
a JIpPYru Jieo MapliyjajHuM JudepeHiujaJ nuM jeinaunnamMa. [1aBHa Jureparypa

kopumhena y osom norsassvy je [9],[3]u[1].

1.1 JemgmaumHa KOoja pa3/Baja MpPOMEHJbUBE

Ha ocroBHOM Kypcy anmdepeHInjaJHuX jeJHaINHa CYCPeJn CMO Ce Ca TaKO3BAHOM

jeIHAYMHOM KOja pas3deaja npomeHHpUGE:
Yy = —. (1.1)

Oyuknuje f u g cy peajiHe m HENPEKUHE, Ca THM J& ¢ He MOZXKe OWTH HYyJIa HA Y

je/THO] TaYKH CBOT JIOMEHa.

OBa jegHaunHa jecTe jaTa HA je3UKY BEKTOPCKUX IM0Jha, MEDYTUM MU YKEJTHIMO

JIa je mpeBeJieMo Ha je3uK gudepeniujaanux ¢popmu. To pagumo Ha ciiegehn HaUHH.

Jennauuny 1y = Z—g = % noMHOKUMO audepentmjaaaom 1-bopmom g(y)dr €

OYR?). Hobmjamo ciemehy jemHaKkocT:

9(y)dy = f(zx)dz. (1.2)

by cmemo ma mHTerpasmMo m ca JieBe U ca jecHe crpaHe. IIpema Tome, mosa-



3uMo0 J10 pemiema. Ha jesuky audepennujajinux (popmMu, TaHI'€HTHH ITPOCTOP HA

HHTETrPaJIHy KPHUBY je je3rpo dopme g dy — f dzx.

1.2 JemnaumHa ca TOTAJHUM JUQEPEHINjaJIOM

[IperxomHa jemHaumHa, KOja pa3aBaja MPOMEHJbUBE, CIENHUjaJaH je cayvaj HapegHe

jeTHAYMHE:

, flo,y)
YT gy

[IpernocraBumo ga cy dyuknuje f u g HenpekuaHe u jJepUHUCAHE Y TPOCTO-

(1.3)

nosesanoj obnactu D y papan R?. AKo yIoTpe6UMo HCTH TPHK Kao U 32 jeHAYHHY

(1.1) rana je:

fz,y)dx — g(x,y)dy = 0. (1.4)

[TpumeTnMo Ja €y TAHTeHTHU HPOCTOPH WHTerpanuoHe Kpube jenHaunse (1.3)
jesrpa mudepeniujanue dopme fdr — gdy, 1j. jennaumnme (1.4). Tobuwiu cmo
JuepeHnujaIny jeIHAYUHY ca TOTAJTHUM dudepenimjaaom. Ja 6ucMo MOrm Tako

Jla je permmMO HeOTXOJaH W J0BOJbAH YCJOB je:

Of(x,y) N dg(z,y)
dy ox

[Iperxonan ycon je mpousamniao u3 [IIBaprose jgeme.

= 0. (1.5)

Axo TmpeTxXomHU YCIOB HHUje 3aJ0BOJBEH TPAKUMO (hyHKUH]Y pu(T,y) Tako aa
dopma
w(x,y) f(x,y)de — p(r,y)g(z,y)dy = 0

OyJie TavHa, OMHOCHO Jia HOBOHAcTasle GQYHKIHje 3a710B0sbaBajy yciaos (1.5). Ilpume-
THMO Jia MHOKemeM dopme (1.4) ca dyurmujom p(z,y) HECMO H3aMLIN U3 HIeaTa
rerepucanor ¢popmom (1.4). Buno 6u jeno kajga GHCMO MOIJIM HEKAKO OpIKe, CaMo
U3 ujeaJa, J1a BIHIUMO Pelllei-e OBe jeTHAUHHE.

I'maBra mMoTmBaIMja OBOI' U IIPETXOHOT MOTIONIaB/ha JeCTe YIIPaBO TO, Jia MPO-
0J1eM y BEKTOPCKOM 00JIMKY 1pedanumo y ajiredapcku o0Juk, rje hemo mohu 6obe

Jla ra pazyMeMo.

1.3 Heku nmpumMmepu m HBUX0BaA ,,TO3HATA” perIema

Y oBOM 1HOTIOIIAB/bY NeMO pa3paJiuTu LPBO HapejiHe npumMepe JudepeHiujajiHux

jelHaYMHa Ha KJACHYaH HAYWH, Ja OMCMO Yy HAPEIHOM OBE HAHM3IJIEJ PA3IUIUTE



puMepe, Periuin eJieraHTHrje:
D ()=
2) () =w;
3) Knepoosa jemmaunua y = xy’ + f(v').

ITpumep 1.1. [locmaTpajMo UPBY jeHAYUHY:

() ==

Omna cynTuino jaje ape pazauante audepennujagne jeHadnne, a To ¢y §' = /T u
y' = —y/x. TlocTynkoMm ,pa3aBajama NPOMEHBUBAX’ K0 Ha MOYETKY J0OMjaMo JIa
OHE 33/10BOJbaBajy oaHoce dy = \/rdr u dy = —+/z d.

NMurerparnujom npeTxoaHux pesaiyuja U KBaJIpupambeM J00HjaMo Jla Cy peliermha

MovYeTHE jeTHAYNHE JaTa ca

I(y +c)* =42, c € R.

ITpumep 1.2. Caga nmocMaTpamMo JAPYTY jeTHAUWHY:
(v)* =y

Kao m Kom mpBe jeqHadynHe OBJe €y CYNTWJIHO 3ajlaTe JBe jeIHAUWHE Y

/

Yy = —/y. llpenackom mHa qudepennujaine dopme n00mjamMo 0OIHK

_dy _
\/g—dx.

UnTerpanujom Kao u Majonpe gooujamo 2,/y =z + C,C € R.

:\/gﬂ
= dxr u

/
dy
NG}

ITpumep 1.3. /lomnuiu cmo u g0 Kiepoose jegnadunne:

y=zxy + f(y).

[TomTo je 0oBO MoYeTak u 3aHMMA HAC CAMO Kao MOoTHBaIuja, ysehemo jenan npumep

3a Gyukuujy f, vup. f(p) = —%2. JakJie, pemaBamMo jeHauYnHY

()’
o

y=uay —



Kao u y nperxojna aBa npuMepa, pelaBambeM KBajpaTHe jeHaduHe 1mno Yy’ 10-

omjaMo JiBa ,peliema’ oBe jeJHavduHe.

, 2x+VD

5 D = 4(z* — 2y).

Y

1.4 OO6jenumbeme MPETXOJHUX MNPUMEepPpa U HUXOBO 30HPHO

pas3peliemne

Y OBOM MOTJIaB/BY MOCMATPAMO OIIITY jeJHAYNHY, Tj. jeHAYNHE O0JIUKA

F(z,y,y") =0, (1.6)

3a m1arky gynkmujy F: R? — R
VBeIHMO CMeHy p = 4 = g—g. TpoauMeH3HOHN TPOCTOP ca KoopAuHaTaMa (z, Y, p)
je 1-reT mpocrop dyHKHje y (BugeTn NpBU HoAaTak 3a neduHUIH]y €T TPOCTOPA)
Cxyn
2:={(z,y,p) | Fz,y,p) =0} (1.7)

y R? jecte mosprr. MozkeMo je cMaTpaTi IIaTKOM, jep MaJaoM HepTypOaIujoM J101a-

3UMO JIO IVIaTKe IIOBPIIH.

ZKemnMo J1a KOHCTPYHUIIIEMO BEKTOPCKO MOJbe Ha MOBPIIN Y unje he nHTerpaine
KpuBe y mpoctopy (x,y,p) Ha HeKH HaduH gatu wHpopMarujy o pememy (1.6).
[Morpazkuhemo ra kao npecek T (jep mHTEerpasHe Kpube Tpeba jna Jjieke Ha X) U
pasuu 114 = ker(£4), tae je £ = dy — pdr konrakraa dhopma (BEIETH IPBU J0ATAK
3a nedununmjy KontakTHe dpopme) v R3 (jep xemmmo na p = %).

AKko ce TanreHTHa paBaH 14X He TMOKJaa ca KOHTAaKTHOM paBHH Il y mpeceky
Te JiBe paBHu he OuTH mpaBa.

IIpema ToMe, ompeauin CMO BEKTOPCKO IoJbe X.

ITocmarpajmo caj npojekuujy: m: ¥+ R? w(z,y,p) = (x,y) y BepTHKaIHOM

npasity.

Hedbununmuja 1.1. Tauka A € ¥ je peeysapna ako HUje KPUTHYHA TAYKa Mpec-
JUKaBaba 7.
JlpyruMm pedrma, TAHTeHTHA paBaH y TauKd A Ha MOBPIINHU Y HHUje OPTOTOHAJIHA,

Ha (z,y) paBaH.



CKyn KPUTHYHHX BPEIHOCTH IPEC/IUKABAKHA T HABUBAMO OUCKPUMUHGHIHOM
KPUBOM.

ITo Teopemu 0 EMILTUIUTHO] (DYHKIMjH OKOJIHHA peryaapHe Tadke A jecte rpadpuk

rinarke pyurnuje p = v(x,y).

Teopema 1.1. Ilpojexuyuja ™ cauka unmezpaste Kpuse Ha X 6eKmopcko2 nowa X

Y OKOAUHU PE2YAAPHE MAYKE Y UHMELPANHE KPUBE JedHavuHe

dy

Y OKOAUHU NPOJERUUIE UCTE MAYKE.

Joxas:

[lo pedununuju, npojexiuja KOHTAKTHE PABHA HA (T,y) PaBaH jecTe IpaBa JUHUjA.
IIpema Tome, momito je 7w joKaaHu audeoMopduszam, BEKTOPCKO MM0Jbe JIudepeHnm-
jasne jennaunne (1.6) y okosmHN perynapae Tadke A € ¥ mpojekTyje ce y BEKTOPCKO

nosbe qudepeniujaine jeqaaunte (1.8). CaMuM TUM ce U HHTETPATHE KPUBE CJIUKAJY

jeHe y IpyTe. O

Hanomena 1.1. Y ommreMm ciydajy, TpojeKIldje WHTeTPATHAX KPUBUX HUCY YBEK

HUHTET'paJiHEe KPpHUBE.

(1) (v)* = x; Tospm ¥ : p* — z = 0. je napaboauuku uumuugap. JIuckpumu-

HaHTHa KpHUBa je y-oca.

p’ =2 (jermaumna mospmm X)),
2pdp = dxr (TaHreHTHA paBaH HA MOBPII ),

dy = pdx (jenHaYMHA KOHTAKTHE DABHH).

Jlake je ma Bunumo 1mra ce moralja y koopaunartama (p, y), vHTErpaaHe Kpuse

cy oapebene jemmaunnom dy = 2p’dp. llpema ToMe, WHTerpajHe Kpube Ha X

cy nare cay = 3p* +C, x=p’

(2) (v)? = y; Ilospm ¥ : p?> —y = 0. je napaboauuku nuaaugap. Juckpumu-

HAHTHA KpPUBa je T-0ca.

p* =y (jennaunna noppum X),
2pdp = dy (TaHreHTHA paBaH HA MOBPII ),

dy = pdr (jejHaunHA KOHTAKTHE PABHU).



Pajumo y cramgapaaum Koopauaarama (1, y), HHTerpajte Kpuse cy ojpeheHe
jemnauunom p(2dp — dz) = 0. [Ipema Tome, wHTETpaTHE KPUBE HA X MOTY OHTH

r=2+C, y=p’ump=0, y=0.

(3) (Knepoosa jennavuHa)
y=ay + f(y); Hospm X :px+ f(p) =y.

pr+ f(p) =y (jeanaunna nospum ),
pdz + xzdp+ f dp = dy (TaHreHTHA paBaH HA TOBPII ),

dy = pdx (jenHaYnHA KOHTAKTHE DABHH).

s apyre u Tpehe jemmaumme ciaemn (x + f)dp = 0. Tauxe 3a xoje Baxm
z+ f = 0 jecy KpuTHUHE Tadke (%—Z; = —(x + f'(p)) = 0), a Tauke 3a Koje

Baku dp = 0, OJTHOCHO p = const = ¢ Cy peryJapue.

[Tpema Towme, pertemba jecy y = cx + f(c). Ha mpeceky ca aucKpuMIHAHTHOM

KPUBOM pelliebe Huje AehUHUCAHO jep ¢y TAHMeHTHA M KOHTAKTHA paBaH IO-

JyJapHe.

1.5 MHcnpaB/bUBOCT BEKTOPCKOT T0OJba

[Ipe Hero 1MITO OMUITIEMO OMINTY METO/LY KapaKTepucThKa, HapenheMo Heka TBphema
Koja he HaMm OuTH 1oTpedHA 3a Jla/bl Pal.

Hexka je X BekTOpcKO mosbe HA M,

X:M—=TM, X(z)eT,M. (1.9)

Y mHTEpecy HAM je Jia PaJIMMO Ca MITO je JHOCTABHUjUM BEKTOPCKUM Io/beM. [lo-

cMaTpaMo JIOKAJHY BapujaHTy:
M=UcCR" X:U—R". (1.10)

Cueneha nedpunuiyja he nam 6uru o1 KOpucTu y j10Kka3y Teopeme 0 UCIIPaB/HUBO-
CTH BEKTOPCKOT TOJbA.
Heka je ¢ : M — N, rinarko npeciaukaBame. Bekropcko nobe Y = ¢, X Ha

Muorocrpykoctu N ce gedunuiie Kao:

(0 X)(p(2)) := dip(2)(X () € Ty N. (1.11)



Kana npeciiukaBame (p HHje CypjeKTUBHO, HAPABHO Jla BEKTOPCKO MOJbe Y Huje
nedbunmncano. Mehytum, mu hemo mocmarpaTu ciaydaj Kajm je ¢ mudeomopdusam.

Tana je:

Y = (¢.X)(y) = do(y) X (¢~ (v)). (1.12)

Bekropcko noswe X na M 3aiaje pudepennujajiny jeHauny

D)= X)), po=1d (1.13)

BekTopcko nosbe Y na N 3ajaje pudpepeHnuja ny je THaTHHY

dox

L) =Y (i), b0 =1 (114

Cuiesiehu craB Ham jiaje OJHOC TOKOBA ¢y U (py.
Cras 1.1. ¢, =pop,op !, teR
Joxa3:

Heka je ¢, = o prop.

KemmMo 1a goKazkeMo Ja je ¥y = ¢.

[IpBo mpoBepaBaMO MOYETHHU YCJIOB: Uy = ¢ O g O <p—1 =po gp_l =1d

3aTuM pavdyHaMo BEKTOPCKO TOJbe KOje 3ajaje TOK Uy

%(y) = %(s@ o0 (y))

= dp(pi 0 w‘l(y))%(% oo (y)) = de(e™" o thu(y) X (pr o™ (y))

=do(p~ oty (1)) X (¢ o t(y)) = (0 X)(Wu(y)) =Y (u(y)).

[Ipema tome, u3 Teopeme 0 jeIMHCTBEHOCTH pellerba, CJIAeTH JIa je 1y = ¢y.

Y ckJjiajly ca IpeTxXoJHUM O3HaKaMa je u cjiejaeha Teopema:

Teopema 1.2. (0 uCHpaB/BUBOCTH BEKTOPCKHUX moJba) Heka je X eexmopcko
nome na mmozocmpykocmu M. Arxo X(zo) # 0 3a mexo xg € M onda nocmoju

oxonuna Uy, u dueomoppusam ¢ = Uyy — Vi, yo = @(z0) maro da je:
QO*X =€) = (1,0, ,O)

Loxaa:



[Toznato je

0y = Xala), go=1d (1.15)

Onpeanvo xuneppasan E, ti. xg € Eu L(X(xg), E) = R™.
Hedunumemo npecaukaamwe ¢ : (t, T2, ...,x,) — ©i(0, 29, ..., 2,). Ipecanka-
Bame 1 je nudeomopduzam (okanm) jep je di(rg) HelereHepuCaHa MATPUIIA.
_ oy _

yO‘II/IMO Ha je 'lp*(%) = ot — %got((LIQJ 7xn) = X

[TocTaBuMoO © := 1~ 1 TO je yIpaBo TPAXKEHO HPECINKABAILE. O

Cazma MOXKeMO [1a PaauMO MHOTO JAKIIe ¢a BEeKTOPCKUM mmosbuMa. Hamme, je-

JIHAYAHA,
dyp
() = X(pula) (1.16)
ce TpaHcHOpMHIIe y
o _ (1.17)
dt
rie je
or(r) = + tey (1.18)

ITO je 3HAYAJHO jeJTHOCTABHUje 3a PaJl.

Hanomena 1.2. Ananorno tBpheme He Baxkn 3a audepeHnujaane popMme.
Bauncra, HeKa je gara npou3BospbHa 1—dopma « na muorocrpykoctu M. TTuramo ce
JIa i je Moryhe 1a mocToju HeKa KapTa OKO IMPOU3BOJbHE TAUKe TAKO J1a je o = dxy.

Axko 6u TO OMJIO TAYHO, TaIA:

d(f*e) = f*(de) = f*(d(dz1)) = f*(0) = 0, (1.19)

OJIaKJIe CJIeJiM JIa je 3aTBOpeHocT JudepeHiujaine (popMe HEOlXOJaH yCJOB 3a

EBeHY HCIPaBHUBOCT. Y Tpehem moriassby, TokazaheMo Ja je 0Baj yCJOB JOBOJbAH.

1.6 Omnmorra meToga KapakKTepPUCTUKA

ITpo6iem 1.1. 3a Bekropcko nosbe F' Ha muorocrpykoctu M (U C R™) norpebuo
je ompemuTu uaTerpanny noaMmuorocrpykoct N C M tn. (Vx € N) F(x) € T, N.
OBo je ommre mocraBsbeH mpobsieM. KacHuje hemo ce Buiie 6aBUTH HEKUM CIIEIH-

GpUIHUM CTy4dajeBUMA.



ITpumep 1.4. Heka je jara juHeapHa XOMOT'€Ha HapIUjaaHa jeHAYHHA

n
E ajug, = 0.
j=1

Pememe ope jeqnaunne, Kao rpacdbuk dyHKIH]e, ce Hatasu y npoctopy Rl Be-
KTOPCKO HOJbe Koje oJropapa HamreM npobiemy je F = (ai(x), ..., a,(x),0) € R™ML,
Jacunoje naje ' € TT, rme je 'y, = {(z1, ..., xp, u(xq, ..., x,)) }, 3210 1170 DYHKIH]Y U
MOZKEMO JIa BUIAMO K0 Tpy1 = U(T1, ..., T,). 3aTum: [y = {zp01 = u(zy, ..., 2,)}-
={f=0}3a f=u—x,41rueje Vf = (uy, u,,—1) L Fnasuamo ga F € TT,.

Hedbunrumnuja 1.2. Kowujes npobaem BEKTOPCKOT 1oJba F' ca modyerHoMm k— 1uMeH3H-
oHoMm wmuorocTpykomihiy ' je mpobsem mponataxkema (k + 1)—anMeH3none uHTe-
rpaJjiHe MOJAMHOIOCTPYKOCTH BEKTOPCKOT 1I0/ba F' Koja capKu moueTHy MHOTOCTPY-

koct [

Hedbunanmnuja 1.3. Tauky x € ' HazsuBaAMO KapaxmepucmuuHoMm maukom aKo
F,eT,T.

Teopema 1.3. Axo mauka x € I' nuje xapaxmepucmusta mada nocmoju 0KONUHG

U, C T u jeduncmeeno pewerwe Kowujesoz npobaema nwa U, C N.

Jokas:
[IpeTmocTaBka je JTOKAJTHOT TUIA ¥ HHBAPU]JAHTHA Y OJHOCY Ha Au(MeoMOpdI3aM.

3aT0 MOXKEMO JIa KCIIPABUMO BEKTOPCKO IoJbe. Jlakjie, JJOBOJHHO je Jia IoCMaTpaMo:
F=e =(1,0,..,0) (1.20)

Caza J1ako BHANMO Ja je jeIMHCTBEHO JIOKAJIHO Pellehe 1aTo Ca,
N={x+tey |z el, teR}. (1.21)
O]

ITpobaem 1.2. Caxa nocmaTpamo Apyravujn 33/1aTakK, HEKA je JaTa MHOTOCTPYKOCT
M u dbavmunuja xuneppasuu E"' C T, M tne je dim M = n. [utame je ja ju

nocroju N C M Tako Ja
T,N =E'""' 3a (VzeN). (1.22)

Ako mocroju, Kazkemo ga je E"! unrerpabuina auctpubynuja.

Oamuujy E" 1z € M mozxkeMo jJa oape Mo 6ap Ha JiBa pasjinuuTa HauuHa. [Ipsu
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je npeko jaudepeniuja g HuX GopMu
E" ' =kera,, o€ QYM)

IToO MOXKe 6ap JIOKaJIHO Jda Ce CXBaTH.

Jpyru HaYWH je MpeKO BEKTOPCKOT MO ba
(VreM) V, LEM. (1.23)

Hajmosnaruju npumep nenntrerpadbmiane 1—dopme 30Be ce KOHTaKTHa dhopma H
nat je v R®. HapasHo, 3a ¢opMy o KazkeMo Ja je HHTerpabmiHa ako ker o 3amaje

UHTETPAdUIHY JUCTPUOYIU]Y.

Teopema 1.4. Popma o = dz — ydx y R3 nuje unmeepabuana.

Zlokas:

Heka je II, = kerca,, v C II, npoussospbHa Kpusa, C, je TUIHHIAP, OJHOCHO
YHHUja WHTErPaJHUX KPUBHX BEKTOPCKOL MOJba V, KPO3 7.

[IpeTnocTaBuMo 11a je ov UHTErpabUIHA, B O3HAYUMO ca [N HeHy HHTeIPAJIHY TOBPIIT
KpPO3 KOOPJIMHATHH ITOYETAK.

Heka je F, := T,C, NII, BexTOpCKO nosbe U 7y mHTerpajgna Kpusa 3a [,. Tana
jey=C,NN.

3a v hemo m3abparu MaIu mapaJejorpamM y OKOJUHU KOOPIUHATHOI HOYETKA Y
R? 1j. 3a nap BekTopa (£,7) y XOpPU30HTAJIHO] PABHH TIOCMATPajMO Tapa/ieorpam
oapebhen ca Taukom O um wBunama & u 1. Muorocrpykoct N je jokajHO rpaduk
dbyuknmje z = p(z,y) jep ¢y y 6ausunu (0,0,0) dr u dy JuHEapHO HE3ABHCHH HA
TN. 3ato je ¥ = p(7y) y 6;au3unn HyJe.

IToctoje mBe myrame KOjEMa MOXKEMO Ja CTHUTHEMO JI0 CYNPOTHOI' TEMEeHa, Ia-
pajenorpamMa y paBuu. Kajga moauramemo Te aBe myTarhe Ha N, JI0Ja3HMO 0 HCTE
tauke A¢ u A,, jep u y pasun O, norasumo 1o ucrte Tadke, a N je rpabuk (oBo
CBe BasKW TI0J| TIpeTnocTaBkoM da N mocrtoju). 3aTo, ako MOoKazkeMo Ja (DbyHKIja

f I, — R nedunucana ca:
AW

f@m%z/a, (1.24)

Ag
HHUje jeJIHAKa HYJIH, JOKA3aJHM CMO JIa ¢ HUje MHTerpadu/IHA HUA Y jeIHO) OKOJIMHHU

ayne. CHWdHO ce MOZXKe MOKA3aTH /1 (v HUje WHTErpPabu/IHa HU y jeTHOj OKOJIMHE

IIpOU3BOJ/bHE TaYKe.
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[

An
Mepu xoauuuHy

/)
}HenHTerpaﬁnnHOCTH

) LA
0 :::>,

3

[Mocmarpamo Tejsiopos passoj dyukuuje fy rauxu (0,0):

F(&m) = £(0,0) + £(0,0)¢ + £,(0,0)n + w(&,n) + o(&,m)°
= w(&n) +0o(&n)*

Tepaumo 1a je w = da. Mopamo j1a padyHamo:

A

mam:fmm+a@mf:/a+dam?

Ae

KenmMo 1a m3padyHaMo HHTETPaJT:

An
Ag M V2

rIe je y; 3aTBOpeHa KpHUBa, a Yo YHHja 4 WHTerpajHe KpuBe BEKTOPCKOT ToJba F.

Jpyrn wHTErpaJI je OuurJIeHO HyJia, OCTaje J1a W3padyHamMo caMo TPBH.

/a = // do = // do + (4 maTerpana mo 6OIHEM cTpaHama),
Y1 D I

rie je 3 = 0D.

Buamo 12 je da = dx N dy, ma HaM je OJIaKIIaH pPadyH:
//da = //dx/\dy:doz(f,n).
I 1
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Nurerpanu [[ do mo 6ounnm crpanama cy peja sendanse &2,

Tume cmo gokasanu Ja je w(§,n) = da(£,n), 0ITO MO U TBDPIHUIH.
[Torro je oo KoHTakTHA bOpMa, 3HAMO N1a je d |ier o7 0 TITO HAM jacHO Jaje na

dyuknuja f wHuje mysa, ma Gopma o HEuje nHTErpadUIHA. O]

Hamomena 1.3. Ilocroju jomr jeman, Jlakmm HaYWH, Ja JOKaxkeMo Jja (opma «
HUje nHTerpaduina, ojanocHo ja uuje da = 0 kajx roj je o = 0. IIperxoana npuya
je eKBUBaJIEHTa ca THM J1a je

aANda=0

mro je Ppobenujycos yeiaos (Bugern 2.7).

Y Harem npuMepy uMaMo

a Ado = dx A dy A dz ITo HEje MIEHTHYKH jeJHAKO HY/IN Y 1IeJoM mpoctopy R,

[Iperxoana mpobeMaTnKa caMo je chenmjajan caydaj caeaeher mpobaema. 3a-
nata je nmucrpudynuja pasau E, € T, M y TaHT€HTHOM TPOCTOPY MHOTOCTPYKOCTHU

M. Tpaxumo N Tako ja je N mospir u 3a cBe © € N Baxu 1, N = FE,.

Hedunnunuja 1.4. Heka je M?***! KonTakTHa MHOIOCTPYKOCT, a (v KOHTaKTHA
dbopma. II, = ker o, je xumeppasan, JoK je £?" rmarka xumepnospm y M. 3a E
KazKeMO 4 je HeKapaxmepucmuyta ako ¢y TanreaTaa pasan 1, E*" u [I, Tpancsepsa-

nHe y cBako] Tauku v € E (ozmaka I, h E*").

Hedunrnmnuja 1.5. [Ipecek Tanrerne paBHE HEKapaKTEPUCTUUIHE XUIIEPIOBPIIN €A
KOHTAKTHOM PaBHW y KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH HA3WBAMO KAPAKMEPUCTIUNHOM
PAGHU Y TAIKU:

P, =T,FNIL,.

Hedbunrumnuja 1.6. Kapaxmepucmuuar npasay l, y HEKaApaKTEPUCTHIHO] TAUKH
2 XHUMEPHOBPIIH Y KOHTAKTHOM HPOCTOPY jeCTe CUMILIEKTUYIKH KOMILIEMEHT Kapa-

KTePUCTUYHE PABHH Y KOHTAKTHO] PaBHH; [, je CUMILIEKTUYKHA KOMILIEMEHT OJI:

Pt = T B A2y 12,

13



Hedbunumnuja 1.7. Narerpanne kpuse mo/ba KAPAKTEPUCTHIHIX MPABATA HA HEKA-
PAKEPUCTUYHO] XUNEPHOBPIIH F y KOHTAKTHO] MHOTOCTPYKOCTH M HA3UBAMO Kapa-
Kmepucmurama runepnospuy E.

Hexka je N¥ C E?™ k—mMen3nona WHTeTpaJHa MHOTOCTPYKOCT I0/ba KOHTAKT-

HUX DaBHU.

Heduanmmuja 1.8. Tauka € N* HazuBa ce HexapaxmepuCMUYHOM AKO TAHTEHTHA

paBan T, N He caJip:Ku KaPAKTEPUCTUIAH HPABAIL [,.

Hedunumuja 1.9. Kowujes npobaem 3a xumepnospm E?" y KOHTAKTHOj MHO-
roctpykoct M?*" ! ca mouernom muoroctpykomthy N™! jecte onpehusame nnte-

IpajHe MHOTOCTPYKOCTH Y 1M0Jha KOHTAKTHHX PAaBHE, Tako na N1 C Y™ C E?".
b)

Komujes mpobsem je permus 1o ogpeheHuM yCcJIOBHMA.

Teopema 1.5. Heka je x Hexapaxmepucmusta mauka noYemme MHo20Cmpyrocmu
N"=1. Tada nocmoju oxoauna U mauke x, mako da nocmoju pewerwe E*"NU Kowu-
jesoz npobaema ca novemnum yeaosom N 1NU xoje je aokaano jeduncmeeno. Mno-
2ocmpykocm Y™ cacmoju ce 00 Kapaxmepucmuka kKoje nposaie Kpos mawke novemme

mrozocmpyrocmu N1,

Cruya dokasa meopeme:

Jlokaz Mozkemo rpybo nojenntn y 4 Kopaka:

1) Y™ je riarka MHOTOCTPYKOCT JMMEH3H]E 7;
2) Y™ C E*
3) T,N C Il;

4) JeMHCTBEHOCT KOHCTPYHCAHE MHOTOCTPYKocTH Y.

Jlokas ce jocra ocjiamba Ha cjejehy jieMy, Koja je MHTepecaHTHa caMa 3a cebe.

Jlema 1.1. Hexa je V sexmopcko nowe, a o € QY (R™) maxo da jeV € ker . Tada

cy caedehiu Yeao6u eKeUCANECHIIHL
(A) £ € kera = da(V,€) =0;

(B) Tox eexmopckoe nowa V wyea jezepo 1-gopme .
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Jloxaz aeme:

[MIta 3Ha4YM 1a TOK BEKTOPCKOT MOJbA ,,9yBa je3rpo o7

Eekera = P& € kera.

(1.25)

[To TeopeMu 0 HCITPAB/BUBOCTH BEKTOPCKOT T0Jba (1.2), BEKTOPCKO 10/be V' MOoKe-

n

> aj(x)dz;. Bamenom mobujamo:  a(V) =a;(z) =0 = a(z) = Y a;(z)dx;.
j=1 j=2
(A) = (B):
V= €1
d
o =a

Py(x) =z + tey
D (§)(Py(2)) = d®y(z)(&(x)) = &()
Eekera = Dy (§) € kerav

62(517"‘a§n)

n

6 =2 ai(@); = (V1) dy(2)(B) = D as(w +ter)§;

d
pr aj(z+te)&; =0
j=2
- da;
—e¢ =0,
= 8:61 5]

a oBo mocree je ynpaso da(V,€) (Bumern moka3 apyror cmepa).
(B) = (A):

a(€) =0 = da(V,€) =07

d&—Zdaj /\d:cj

dx; N dx;(V,€) = det

dr; (V) dz;(§)
Z Z ggi day, A da; (V, €).

=2 k=1

da;(V) d:ci(ﬁ)]

MO J1a BUIUMO y 00Ky V' = e1. @opMy v MOZKEMO Jia 3aluiieMo y 00JuKy a(x) =
n

=0
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BaV =¢ = 6%1 AMaMO
9
dey A da; (V. €) = det [d“”’f(agl) d””’f@] (1.26)
drj(5.)  dri(§)
na je
da(V, &) = 8—dxk/\dxj(v £)
=2 k=1
:i ~0a; [dmk(a% dary( 5] Z aa]gj = 0.
=2 Oy, 0 dz;(§) Jxq

1.7 Jlarpanxk-IllapnujeB meTos,

Bparuhemo ce caja Ha HeJMHeapHy HaplujaJHy TUdepeHInjaany jeJHaYnHY ITPBOr
pena dpyukmnmje v : R™ — R,
T 0. (1.27)

Leny jennaunny hemo BueTn Kao xunepnospu £2" y MHorocTpyKocT M2 =
J(R™ R) 1-mteToBa ca CTAaHIAPIHOM KOHTAKTHOM CTPYKTYPOM (BHAETH TPBU J0-
) P PYKTYD p
garak). Ca (xq,...,Zn, U, p1, ..., Pp) O3HAUMNEMO JIOKAJIHE KOOPJUHATE y HPOCTOPY

l-eroBa. Cana jennaunny (1.27) MOKeMO 1a BHIUMO Y OOJIUKY:
F(z,u,p) =0. (1.28)

Pemaame jeanaunte (1.28) cBomm ce Ha ojpeljuBame WHTErpATHUX MOBPITH
110/, KOHTAKTHUX paBHE y E?" Koje cy l-rpadosu ¢ynkmmja. [Ipobaem ce cpoan
Ha oJipehBame KapaKTEPUCTHKA, & TOTOM Ha PeIlaBabe OOMIHIX e PEHIINjaTHIX

jeTHAYMHA.

Cras 1.2. Obuune dudepenyujarne jednavune xojuma cy odpehene rkapaxmepu-

cmuke jednavwune (1.28) cy:

r= I,

p: —F; pFu;
u= pF,.

16



Jokas:

[TocMaTpajMo MHOTOCTPYKOCT 3anaty ca F'(z, u, p) = 0y R*"*1. Heka je (X, U, P)
BEKTOP KOjU MPHIAJA jeJHOj OJf TAHTeHTHUX pPaBHU MHOTOCTpyKocTu F'(z,u,p) = 0.
Tana

F, X+ F,U+ F,P=0. (1.29)

Bekrop (X, U, P) jie:ku y KOHTAKTHOj paBHH aKO I'a KOHTaKTHa hopma o = du—p dx
anyaupa (o(X,U, P) = 0) na je U = pX. Tlomro je Bekrop (X,U, P) y mpeceky

TaHI'€¢HTHE M KOHTaKTHE paBHH MOpPa 6I/ITI/II
(F, + F.p)X + F,P = 0. (1.30)

Cajia KeJIUMO J1a OJPeUMO KapaKTePUCTUYAH IPaBall, OJJHOCHO TPAXKUMO CH-

mitekTHaku Kommutement (1.30) (Bumern npyru momarak). Tpeba Ham jegHadnna
do = d(du — pd x) = dx A dp. (1.31)
Onabpahemo apa Bextopa, (Z, U= p &,P) u (X, U, P) n3 KapakTepucTuaHe PaBHH.
do((z,p z,p),(X,U,P)) =2 P—p X =0, (1.32)

Ymopenuwmo jennauaune (1.30) u (1.32). Beh je mosmaro na je (u= p ). Usje-

JHaYaBaI-eM M3pasa J1001jaMo:

i=F,
p: _Fz - pFua
u= pk,.

]

o ucror pesyJrrara, ajgu JApyradujoM MeTo/loM, hemMo jiohu u y Jpyrom morJjiaBjby.
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2 AJarebapcke TexHuUKe m AeUHUIIjA

CIIOJbANTHUX AN(EPEHIINjATHIX CHUCTEeMAa

Y oBoM moryiaBby yBenihemo geUHUTIA]Y Cnopauirbes Judeperyujartoe cucmema.
Ha nmoyerky yBojuMo cBe anarebapcke cTpyKType Koje cy Ham norpedbue. Hakon Tora
JeUHHANITIEMO CIIoJballbn dudepeniujaand cucteM. [lotrom mokazyjemo @pobenu-
jycoBy Teopemy. CTpyKTypa HOIJIaB/ba 3aCHOBaHa je Ha Kibu3u P. Bpajanta [10],
anrebapcke cTpykrype Ha Kibusu K. Janra[7]. CBu HaBeneHH ayTopH ce MO3UBAjy

na kury E. Kaprana [6].

2.1 CooJspamame ajaredope - ocCHOBHe JeduHUIje 1 TBPphema

AKo je peajiHEm BEKTODPCKH TPOCTOP V NHMEH3Hje 1 U HeroB JAyaJHu npoctop V™,

eqeMenTe r € V 30BeMO BEKTOpPHMA, a eaeMeHTe w € V¥ KOBeKTOpuMa.

Mozxkemo nedunncarn npeciaukapame (-, -) : V x V* — R, gureapHo mo oba
apryMeHTa:
(r,w)=w(z), z€V, welV™"

Koncrpyucaliemo nBa HOBa mpoctopa, npoctop MyaTu-BekTopa A(V) u mpoctop
myarra-popmu A(V*). Hamepa HaM je Ja IPOIIHPUMO MTPETXOHO MPECTUKABAHE Ha
npocrop A(V) x A(V*).

Hexka je S, cumerpuuna rpyna pega pl. Axko je gara nepmyranuja o € S, MOXKeMO

J1a JiepUHUIIEMO p—/IMHeapHO IpecJauKaBaibe
fo :VX.xV—0V®..QV, fg(vl, ...,’Up) = Ug(1) @ «.. @ Ug(p)-

ITo yHUBEp3aJTHOM CBOJCTBY MpeCIUKaBaha TEH30PCKOr MPOM3BOAa (BuIeTd Tpehiu

JIOJIATAK) TIOCTOjU JIMHEAPHO MPECINKABAE
0 V®.0V V.0V (2.1)
Tako ga je 0 (V1 ® ... @ vy) = fo(v1, ..., v,). Jedbununremo muHeapHa TPeCTHKABAHA
Sp Ay V.0V —=V®..QV, S)(z)= %Za/(x),
p!
Aa) = =5 S (@),

IJe ce CyMupa IO CBUM IepMyTanujama o € Sy,.
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ITocmaTpajmo jesrpa npeciukasama [, = Ker A, u J, = Ker S,,.

Cajta MozKeMO JepUHUCATH HAII ITPOCTOP
ANPV)=V®.eV/L
[Ipema nperxoaHoM, O6p30 ce J0Ka3syje ja je:

AP(V)=0, p>mn; dimAp(V):<n>, 0<p<n.
p

Hedbunrumnuja 2.1. Cnovawrva areebpa Ha BEKTOPCKAM IPOCTOPOM V' je INpPEeKTHA
cyma
A(V) = @A (V),

IITO je rpaayucana aarebpa naa R aumensuje 2".

Hedbununmja 2.2. Xomozenu udean nupocropa A(V) je muean I rakas ja je
T=ar o, I,=InA(V).

Jpyraanje pedeno, Kaj rof je a = » af € [ rue cy a? € AP(V) cBako af ucro

Tpeba j1a npunajga ugeaty I.

Ako je ¥ C A(V) ckyn Koju cagpzku XOMOTeHe ejieMeHTe ([PUIaiajy camo jeTHOM
on AP(V)), ca I(X) o3naunliemo Hajmamu umean koju caapxu Y. OBaj umean je

xoMmoren u HaszBahemo ra asazebapckum udeasom zenepucarum ca Y. Vmamo:
I(X) = {2" Ao; xomaune cyme : 0; € X, 1' € A(V)},
HeKa je
I,(3) = I(X)NAP(V) = {z' Ao s 0; € 3, deg(0i) = pi, 2* € A(V), deg(a') = p—pi}.
Anasiorao ¢gpopMupamo crosbalnmy aaredpy u Ham V™.
A(VF) = A2(V*) + AN (VF) + .+ A"V,

rie je
A(VH =R, AY(V*)=V*

Hedbunnunnuja 2.3. Exement ckyna AP(V*), nasusamo p— gopmama ua V'; MozKeMO
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Jla UX BUJUMO Kao ajarepuupajyhe p—auneapue dyuknuonasise na V x ... X V| 1ok

eqement ckyna AP(V') p—eexmop ua V.

Hexka je (e;) 6a3a BexkTopckor npocropa V, a jayanna 6asa (e'). Taga ce p—BekTOp

T MOYKEe HPEJICTABUTH Yy ODJIUKY:

r = Ha“”"'lpeil AACA (2.2)

J0K ce p—dopMma a Ha V' MoxKe TpeJIcTaBUTH Kao

1 4 .
€Tr = Ha’ilizmipe“ VANRAN €’Lp; (23)

rjie cy KoedulujeHTu anTucuMeTpudnu. Cajia MOXKeMO Ja ITPOIIHPUMO ITPECIUKa-

Bambe Ca MOYeTKa MOrIaB/ba. ¥ JyXY MPETXOJHUX 3aIMCa BEKTOpPa U (POPMH UMaMO:

(0,2) = afz) =~ gy (2.4)

P!
Jacno je ga je 3a o € AP(V*) m o € AYV) npu ycaoBy p # ¢, {(a,z) = 0 1o
nebununuju. 13 agurusnocru ((«a + 5, 2) = (o, x) + (B, 2) u (o, x +y) = (o, x) +

(v, y)) caeaun ma je m06po medbUHUCAHO TPECTUKABAHE
(Y AV x A(V) = R, (2.5)

Hanomena 2.1. llperxogno nedunucano npecinkaBame je JUHeaApHO, TAKO Ja je
OMI0 JOBOJBHO JIa TTOCMATPAMO MOHOME M 3a P-BEKTOpE U 3a p-hopMe.

3a p—Bektop = € AP(V) KaxKeMo 112 je pacmassus ako je obJuKa
r=v1 ANva A ... Ny

3a Heke BekTope v; € V. Ilpumerumo 1a je © # 0 ako u camo ako cy Bekropu (v;)
JINHeapHO He3aBHCHU. Ha OCHOBY Tora, HeHyJla pacTaB/bUB P—BEKTOD T AepUHUIIE
p—nauMmeHsnonn nornpocrop E C V' (p—paBaH) Koju je He3aBHCAH y OIHOCY HAa
perpe3eHTalnjy BeKTopa r y obJIMKy MOHOMa. 1aj npocrop, OJHOCHO paBaH, hemo
3alMCHBATH KO

E = span{vy, ..., v, }.

Heka je G(n,p) 'pacManoBa MHOTOCTpYKOCT p—paBHu y R™ u Heka je F €

G(n,p). Kao mamonpe, murremo

T =01 ANva A ... Ay,
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. ’ ’ / .
Heka je vy, v, ..., v, npyra 6a3a BexTopckor npocropa F. Tana je:

/

/ ! ’
T =V AU A LAY,

HEHYJIa YMHOXKaK ol Tp. Mwu hemo HaszBatu xg, AeduHUCcaH 10 HA peasaH HEHYyJIa

dakrop, I'pacmarnosum xoopdurnamuum sexmopom ox E u ozHagapahemo:
[:CE] = E7

rjae yrjacTa 3arpaja O3Ha4daBa KJIaCy BEKTOPa J0 Ha PeaJIHy KOHCTaHTY pPa3JIUuInuTy

0J1 HYyJIE.

Hedbununuja 2.4. Exnomopdusam f agurushe crpykrype A(V') ce nasusa depusa-

Yujom aKO 33/10BObaBa ciejehe ycose:
(a) f((=1)Pz) = (=1)1f(z), xeA*(V), [flz)eA(V);
0) flzny) = flx)Ay+ (=P A fly), =eA (V)

Eunomopdusam f amgutusne crpykrype A(V) 3Baliemo anmudepusayujom axo 3a0-

BoJbaBa (6) u
(@) f((=DFz) = (1) f(z), xeA(V), flx)eA(V).

3a MpeTXo/IHO MpecauKaBame f KaykeMo Ja je cTelnena d ako 3a CBAKO p BayKM
FAP(V)) C APH(V).

Bav €V up—dopmy a Ha V jgedunHumieMo YHyTpallmbu IPOU3Boa (popMme « ca

BEKTOPOM v, Y O3HAIH i,q, mTo je (p — 1)—dopma Ha V gara ca:
Gy (V1, ey Vpo1) = (0, V1, .o, Vp_1),0; € V.

Ounrenno je o € V*, iya = a(v) € R.

Cras 2.1. Axo je v € V, onda je i, anmu-depusayuja.

Joxas:
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Ba cBe §' € V* umamo

iy (0N A AOP) (V1 ey vy 1) = (OF A AOP) (0,01, Uy )

0 (v) 0 (vy) O'(va) -+ O (vp_1)
~ det 0 ?v) 7 ('vl) 0 (.UQ) 0 (U'p—l)
0P (v) 0P(vy) 0P(vy) ... OP(vp_)

=D (=)W A AT AT A AP (0, vp).
Kana pacnumeMo npeTxo/iHy jeiHauYuHy, 1001jaMo:

B0 A A7) =) ()T )0 AL AT AT A LA
= i, 0 (P A AOP) — i 02 (O AP A LAY+ (1PN (0P A A GP)

O
YHyTpalmbi TPOU3BOT,
iy A(V) — A(VT)
MOYKEMO J1a BUJIUMO Ka0 adjyH208aHU OTIEPATOP CROMAUIbE2 TIPOU3BOIA
ey : A(V) — A(V), ey(z)=vAx,
OJTHOCHO Y JIPYTadujeM 3amucy
<iyp,xr>=<p,oAz> xANV),pe AV (2.6)

VY ga/beM TekcTy Kopuctuhemo HeKajl JApyradujy 0O3HAKY 3a YHY TPAIlibH IIPOU3BO/L
vap =iy vEV, e ANVT).

Cras 2.2. Henyaa p—gopma o € AP(V*) je pacmasmusa ako u camo ako je dyan

NPUOPYHCEHO2 NPOCNOPG UMEHIUTE P.

lokas:

[Tpermoctasmvo na je o = 01 A ... A OGP, 0" € V*. JacHo je 1a je
A(a)t = span{#*, ..., 07},

O6patHo, mpeTnocTaBuMo J1a je « jeana p—dopma u jaa je dim A(a)t = p. Hexka

n

je 01, ..., 07 6aza npocropa A(a)t n mpommpumo je go Gasze 01, ..., 0" mpocropa V*.
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Taxkobe, Heka je ey, ..., e, 6a3a npocropa V ayanna 6asu (67). Heka je

1 . )
a = Hah...ipe“ VANPURIAN HZP, 1 < ij <n.

Tepaumo aa je a;,..q, = 0 axo je HeKo i; > p.

[TocmaTpajMo YHYTpaIImHU TPOU3BO/T

1

au},,ipei"’ AN Qip.
Caenn na je

: _ i 1
ey ey O = aj,..j,.i0" € Ala)™,

u aj . i = 03a1>paume je 10Ka3 MOTIYH.
[

W3 nperxoaHor crasa cieau Ja ako je o pacraB/buBa p—dopma Ha V Taj je 3a

HEKH HeHyJa peaJHu Opoj ¢ € R
a=c NN NP,
e je 61,02, ..., 0P Gasa upocropa A(a)t.

Heka je I C A(V*) xomorenn uiean. Jedburumemo Kowujes kapaxmepucmusny

npocmop uaeana I Kao HOTHPOCTOP BEKTOPCKOr 1pocropa V ca
Al)={veV iiael Yacel}.

Jyasun npuapyzkenu npoctop ujeasia [ je pedpunucan jga Oy/ie aHUXUIATOP O/1
A(I), omHocHO:
At ={peV* o) =0 Yove A()}.

Fbera fiemo Hekasr Ha3UBaTH pemparyuonu npocmop u o3nadapahemo ra ca C(1).
Pajan nmpumene 3HavajHO HaM je J1a OJApeAMMO TeHepaTope XOMOoreHor mjaeasia I,
KOje Ha HEKW HAYUH KeuMo jia muaumasmsyjemo. Cieneha treopema he nam momohu

y TOMe.

Teopema 2.1. Hexa je I xomozenu udear y A(V*). On uma ckyn eenepamopa xoju
cy enemenmu A(A(1)L).

ITpBo hemo pmokazaru cienehy gemy.
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Jlema 2.1. Heka je g—¢popma o 3adama ca

1 . . .
a = aailizmiqe“ A 0" VANPYRAN 0.

Dopma o ne yrwyuyje 0 axo u camo axo o0 = 0.

Jloxaz neme:

SHaMo 712 je
1

Loy = iy in_1-
et (q — 1)| ti1...0qg—1
Caga je jacHo ma o He yKJbydyje 0' ako m camo aKo:

aiy..i, = 0,  Kamrox je Hexko 1; =1
O0BO BayKH aKO M CaMO aKo je:

Aty .ig1 — 0 Vil, ...,iq_l
q

Jloxaz meopeme:

Heka je eq, ...e, 6a3a BeKTOpCKOr npocTopa u3abpaHa Tako Ja je:
A(I) = spanf{ey 1, ...,en}, A(I)T =span{d', .., 0"},
rie dbopme F uune pyamny 6asy u p = dim A(I)t. Hexa je {aa} ckyn remepa-
Topa mieana [. MoxkeMo ja IPeTIoCcTaBUMO Ja je CBaKO (ry XOMOTE€HO H Jia HeMa
0—dopmu, 1j. dyHKIHEja, y cKyny remeparopa. Ha4ge 6ucMo Moryn jia reHepHuIemMo

neo poctop A(V*) u to 6u 6o Kpaj A0Ka3a.

Ako je a; 1—dopma TakBa aa:
a; =af', 1<i<n,
OHJIa IIpeMa IIPeTIOCTaBIM, 3a cBe p+ 1 < k < n,
le, 01 = ay, € 1.

IIpema tome, ar, = 0 m a; = 10" + ... + a,07 € A(I)*. Jdokasaam MO a CBH TeHe-

paTopu crenena jegan mpunamajy A(l)*.

I[IpeTmnocTaBuMoO caJia a CBUH PeHepaTopy cTelleHa HajsuIe ¢ upuiaiajy A(A(1)1)
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u Heka je « rereparop crernena g + 1. Heka je

B=a—0PA (i, ).

epta
Dopma 0P A (i, ,, ) ce nanasn y uneany I jep e, € A(I), a I je unean. Casa je

iepﬂﬁ ="t A (ngﬂa) =0

3001 dmWmeHHIle Ja je ¢ aHTHAepuBaruja. llpema mokazanoj jemu dopma [ He
cajgpxu 0Pl Tlonapmajyhn oBaj mocTynak KOHAYHO MHOTO IIyTa MOYKEMO Jia 3a-
MEHIMO (¢ eJIEMEHTOM KOju He caapzku dopme 0P . 0" Tume cMo TOKa3aIl TeO-

peMy MHJIYKTHBHUM IOCTYIIKOM.
O
3a gar uaean I C A(V*) xeaumo ja oxpeauMo HajMambu nornpocrop W* C V*
TakaB ja je I reHepucaH, Kao uaeas, ckymoMm S exemenara u3z A(WW*). Camum tum,
ejiemenT wieasta I je cyma ejemenara obiuka o A B,0 € S,6 € A(V*). Ako je

x € W = (W*)+, umamo, ¢ 0631upoM Ha TO Ja je o1 aHTH-IepHuBallyja,
rao =0,

& CAMHM THUM BAaYKH
zi(oc AB)=F0 A (xip) € 1.

2.2 CucreMm coo/paliikbuUX jeJHAUYNHA HA BEKTOPCKOM IIPO-

CTOpPY

Heka je G(V,q) I'pacManoBa MHOTOCTPYKOCT ¢—pPaBHU Ha BEKTOPCKOM MPOCTODY
V. Kana ¢dukcupamo 6a3y npocropa V, mozxemo npocrop V uiaentudukoBatu ca
R u G(V,q) = G(R",q). Heka je & p— dopma Ha BeKTOpCKOM mpocTopy V., a
E € G(V,q) jenna g—pasan y V. Tana je pecrpukinuja ® wa F, y 3amucy O|g,

3anpaBo jejHa p—dopma Ha F jara ca
(V1,0 Up) > @(v1,...,0,), v € E.

Kaxkemo sa je g—paBan F perieme jennaqnne ¢ = 0 ako je ®|p = 0. IIpumernmo

Ja je 3a g < p rpusujaino ¢l = 0.
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Hedbunrumnuja 2.5. Cucmem cnovawrux jedHauura Ha BEKTOPCKOM mpocTopy V je

KOHAYaH CKYN jeIHATMHA

I7le je CBAKO (; XOMOTeHa cmospalma dopma Ha V. Cremen cucreMa X je cTeleH
dopme HajBuIIer cTenena y cucteMy . Perema cuctema Y cy ¢g—paBHu E y V' axo

jesa cBako a; € ¥ oyl = 0.

Heka je Y cucreM crnospanraux AudepeHInjaTHuX jeTHAYNHA Ha V' U Heka je
I(X) Cc A(V)

XOMOI'€HHU Hujieas reHepucan dpopmMama u3 . JacHo je Ja ce ¢BaKO pellerhe CHCTeMa
Y anynaupa esementuma u3 (X). Mehyrum, moryhe je ma mocroje dopme koje an-

YJAUPajy CBAKO Pellere cucreMa Y, ajim Hucy y ujeany I(X).

Hedbunrumnuja 2.6. Cucrem X je komnaemar ako cBaka hopma Koja NOHUUWMABA

CBAKO DeEIerhe MPHUIaIa XoMorenom uieany ().

Cras 2.3. Hexa je cucmem Y dam ca X = {01, ..., 0°}, 2de cy 6% auneapro nesacucne

1-popme. Onda je X womnaeman cucmem.

Jokas:

[IpermocTtaBuMo ja Henyaa dopma ® moHumrTaBa MpPOU3BOBHO perieie F cu-
crema Y. IIpomupumo cuctem X 10 6aze 01, ..., 0™ npocropa V*. ®opmy ® MozKkemo

JIa 3aIUITEMO Y OOJIMKY:

b = i l' Zail‘..ipeil VANV Qip.
p=0 P

OBOJBHO je mocMaTparn cay4daj rie je £ = [esi 1 A...Ae,| Tae je 07 nyanan exement
J p y4aj J + J y y

e;. Taga je

b = i]% Z al-lmipeil VANPYVAN Qip.

p=0 """ s+1<i;<n

[Tpou3Bo/bHO perieme cucTeMa Y. je motmpocTop ox E. Taga

aKO U CaMO aKO

a;,..i, =0 XKamgcycsu i; > s.
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To 3naum ga y csaxoMm monomy y ® mocroju Gap jexmo 6% 3a meko i < s, U3 dera
CJIeIN PE3YJITAT.

]

Hedbunumnuja 2.7. /Isa cucrema Cro/palllibux jeTHAYNHA HA BEKTOPCKOM MTPOCTOPY
V, ¥y u Yo ¢y anzebapcku exsusarenmua ako je I(X1) = I(X,).

JacHo je ma agredapcKy eKBUBAJEHTHU CUCTEMHU UMAjy MCTH CKYI pelllerha, ajn
obpaTtHo TBpheme je TauyHO caMO 3a KOMILJIETHE CHCTEME.

Heka je Y cucrem criospalllibux jeIHAYNHA Ha BEKTOPCKOM mpoctopy V. [Ipumapy-
KuMo cuctemy Y cuctem AL(Y), medunncan Kao gyan OpHAPYZKEHOT IPOCTOPA

ueana I(X),
Jlpykuuje 3ammucaHo,

A ={v eV iiaacI(¥),Vac I}t cVv.

CraB 2.4. Aszebapcku eK6USAAECHIMHU CUCTNEMU UMGTY UCTE NPUIPYHCEHE NPOC-

mope.

Jlokas:

[Tpumerumo na je
AIX)={veV iiaelX) VaeX}.

Jla 6mcMo 0BO OKA3AIH TPETIIOCTABUMO /I3 je ¥ BEKTOD Takap Ja je i,a € (%)

3a cBe a € X. buro koje f € 1(X) Moxke a ce 3amuiine y o0JIuKy
62901/\041—1—...—1—@’“/\0%
3a meke @) € A(V*) u oy, € X. Taga je
ivB = (o' Aay) £ 0" A (iyay) + ... € I(D).

[]

Teopema 2.2. Hexa je X cucmem cnopaurbux jednavuna Ha V, rwemy npudpyscen

npocmop A+(X) dumensuje s, sa xoju easicu

A+(X) = span{f*, ..., 0°} C V*.
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Tada nocmoju cucmem X' Koju je anzebapcku exkeusasenman ca X mako da dopme
y X yrayuyjy camo 0%, odnocno, ¥ C A(AL(X)).
Joxas:

Hoka3 je anasoran jokady nperxogae teopeme. (Buupern Teopemy na crp.14 y

[7)
O

Teopema 2.3. (o perpakmuju) Hexa je I udean y A(V*). Hheeos pemparyuonu
nomnpocmop C(I) je najmarou nomnpocmop 0d V* maxae da A(C(I)) cadporcu cryn
S eaemenama koju 2enepuwy udean I. Cryn S maxohe zenepuwe udean J y A(C (1)),

K026 306EMO peEMPaKyuorum udearom 0d 1. Iocmoju npecaukasarse
A AV — AC(D))

epadyucarur aseebpu mako da je A(I) = J.

loxas:

[Ipernocrasumo ga je W* C V* nornpocrop takas ga A(W*) caapxu ckyn S
eqeMeHara Koju remepuiny ugean I. Ilpema mperxomnum pasmarpamuma 3a T €
W = (W*)* snamo na 2ol C I. Ciequ ga je W C A(I), a camum tuM u ja je
C(I)=A(I)* cw~.

Caza omabepumo upocrop B, xomiiementapan ca C(I) y V* omnocuo V* =

C(I) + B. Heka je w', 1 < i < n, 6a3a npocropa V* Tako na:
wh oWt e B, WML wh e ).

Ba woj ayanny 6asy e;, 1 < i < n, Baxu ga je A(I) = {ey,...,e,}. YBegumo

IpecInKaBama IpaJlyucanux aaredbpu
h s AV = A(V7), 1<j <k,

Jara ca
hi(a) = a —w! A (ejua), o€ A(VH).

Kao u npecinkasame

A AV — AV,

JIaTO Ca
A =hio..oh;.
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Kaxo je e; € A(I),1 < j < k, 3mamo ga je h;(I) C I, ma je u A(L) C I. 3a
pecTpuKIHje mpecinkasama A Baxkn ga cy A [p=0u A |o(= Id. llpumernmo na
Kako je A mpecimkaBame Trpajyucanux anarebpu, taga je A(C(I)) 3ampaso cimka
npecanKaBama A.

[Tpeoctaje nam ma mampasumo ckym S yuytap A(C(])) xoju renepurre [. Hbera
JobujaMo HHIYKIHUjoM 1o creneny esemenara y I. Heka je I, ckyn enemenara [
crenena p. JTa 6ucmo uckspyauan Tpubnjaian ciaydaj [ = A(C(I)), npernocraBumo
aa je Iy upasan ckyu. Ilpema ocobunama A(I) 3namo ga je 3a x € A(I),a € I; 1o
npasuity zoo = 0, na je A(I) C I, tae je I, € C(I).

Ja dmcMo mpuMeHnan WHIYKTHBHNA KOPakK IPETHOCTaBuMoO aa cy Ii, ..., I, reme-
pucamnu esementuMa A(C([1)), u neka je J,_; remepucan muma. Pannje gedunucana
npecjuKaBamba h; ocras/bajy J,—1 unBapujantouM. llo gedununuju smamo ga je
hi(a) —a € Jp—1. Y3acTONHOM IPUMEHOM hag, ..., by, mobujamo na je A(a) —a € J,1.
Bamernom « ca A(q) kao rermepaTopom o I je JOBPIIeHA MHIYKIH]ja.

O

Paszmorpumo jeany npumeny jnokazane Teopeme. [logcerumo ce na je I'pacmaros
Koopdunamuu eexmop (o] mornpocropa W* C V* nuMmensuje p pacTaB/bUB p-KOBEKTOD
TakaB Ja je

W'={weV"|wAa=0}

OBaj mojam MozKe Jia ce IPOMUPH Ha OmJIo Kojy p—@OpMy «v, pacTaB/bUBY WU

ne. /ledounummmo
Ly={weV"|wAa=0}.

3ahemo ra npocmop auHeapHuT dususopa dopme o, 360r ciaegeher crasa:

Cras 2.5. /lama je p-popma o u 6asa w',...,w? 3a L,. Tada ce o mooice npeo-

cmasumu Y 06AuKyY:
a=w'A L AWIAT, T ATV

Joxas:

OBo TBpheme heMo jgoKazaTu MaTeMaTHIKOM HHIYKIHjoM 10 ¢. [lpermocraBumo
npso Ja je ¢ = 1 m ma je w! Gasmm exement ox V*. MoxkeMmo 12 HamHIIEMO o y
KAHOHCKOM ODJIMKY:

a:wl/\ﬂ—i-ozl,

29



OIIHOCHO 71 «vp He 3aBucu o1 w'. Tana je
O=w'ha=uw'AWAT+a) =w' Aa; =0.

Crenu na je ay = 0, yume cMo jgokazau 6a3y wHaAyknuje. HIYKTHBHE KOpak je

aHaJIOTaH TPETXOJHOM MOCTYIKY. O]

Teopema 2.4. Jlam je udean I zemepucar AUHEAPHO HE3AGUCHUM EACMEHTUMA
whw? o w® € V* u 2-hopmom L € A*(V*). Hexa je p najmaru yeo 6poj marae
da je

QPP AW A L AW =0

Pemparyuornu npocmop C(I) je dumensuje 2p + s u uma I'pacmaros sexmop

QP AW A LA WS

Aoxasz:

[locmaTpajmo mpBo caydaj s = 0. ¥V TOM cay4ajy je CBakm ejieMeHT ujeana [
mmHeapna Kombunammja gopmu , Q% ... QP #£ 0. Tlpema TeopemMu 0 peTpaKIuju
smamo ma je € A(C(I)), a QP € A*(C(I)). Obo name 3Ha4m 12 je

dim C(I) > 2p.

Heka je
f: Vv

JINHEAPHO ITIPec/THKaBame 1e(UHUCAHO Ca
flz)=2.Q, zeV.
Kako [ #e cagpzku quHeapHy (opMy 3HaAMO Ja je
10=0 < € A(l)=C)".

[Ipema Tome je

Ker f = A(I),

mna je

dimKer f = dim A(I) < n — 2p.
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Ca apyre crpane, 3amenoMm s = 0 y yCI0B Teopeme:
2P = (p+ 1) (220Q) A QP = 0.

Camum TuM npoctop guHeapHux ausm3opa (P cagpxku cauky dyakmuje f. Kako je
QP crerneHa 2p 3HaMO J1a je
dim Im f < 2p.

36up AuMeH3Hje je3rpa W CJAWKe JUHEAPHOT MPeCJIHKaBama je JTHUMeH3H]a MeIor
npocropa ma u3 nBa Beh gokazaHa orpaxwdersa npousuaazu dimC(I) = 2p u

A?P(C(I)) je numensuje jepan, ca 6aszuum ejiemenTom P,

Y ommrem ciydajy Heka je W* mpocrop pasamer ca {w?, ...,w®}. Heka je Taxobe
W = (W*)+ C V u xomwanmakn npocrop V*/W*, te je w : V* — W* omrosapajyhe

KOJMYHIYKO TMPECTKaBarme. 3HAMO Ja je
0# QAW A AW € APTS(C(D)),

TaKo J1a je
dim C(I) > 2p + s.

[lo y30py Ha npBH cay4aj, HepUHUALIIEMO ITPECTUKABAE
flz) =20, zeW.

Caza mocMaTpaMo mpecinkasame [ = 7o f. Omer u3 36upa ANMeH37ja 3HAMO 12
je:
dimKer "+ dimIm f =n — s.

Normireme TOPHUX U JOHUX OrPpaHNYeHba JUMEH3H]je je:

dimKer f <n—2p—s

dimIm f* < 2p

na u3 30upa JUMeH3Mja 3HAMO /13 jeTHAKOCT BaykK! CBY/A 1a U TBPheme Teopeme.

[]

Cras 2.6. Hexa cy w', ..., w*, T auneapro nezasucnu eaemenmu y V* u Q € A2(V*)
mada u3
PADNA LA AT=0
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caedu
PHAWIA L AW =0.

Jlokas:

Heka je {7} jennommveH3nonn mpocTop pasamer ca m W Heka W* o3HagaBa KOM-
maement ox {7}y V*, koju caapxu w', ..., w®. Taga mocroju o € A2(W*) u 3 € W*,

jenuHCcTBEeHO OJipehenu, Tako Ja je
Q=a+pAm.

Chenn na je
QP =a’ +paP P ABAT

U IpeTIoCTaBKa HAM Jlaje
A’ Nw' A AW AT =0,
Kako je a? Aw' A ... Aw® € A(W*), nobujamo
AP AW A AW =0.

3akspydak ciaeu u3
P ="+ (p+Da? AB AT

Teopema 2.5. Hexa je 2 € A2(V*) ur najmaru yeo 6poj maxas da je

O+t =0.

Tada nocmoje 2r auneapro Hesasucka esemenma w', ..., w*" maxo da je

T
Q= E WA W
i=1

lokas:

Teopema ce J0Ka3yje y3acTOmHUM mpuMeHaMa TeopeMe (2.4). U3 mpermocraBke
caeqn ga je Q7 pacrasbuba popMa Ta je JUHeapHH auBmH30p of w'. TocMarpajmo

uneas (1) = {w!, Q} koju je renepucan dpopmama w' u Q. Heka je ry najmarmu 1eo
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Opoj TakaB ja je
Qi At =0.

Jacno je gaje ri +1 < r. Taga je Q" Aw! I'pacManoB KOOPMHATHHA HEHYJI BEKTOD
perpakiuonor npocropa C'(I(1)) xoju je pacrasmus. Heka je w? smmeapan dgpaxTop

dbopme Q" A w!, kojn je aureapHo HesaBucaH o1 w'. Tama je
QAW Aw? =0.

Hexka je ro Hajmamu 11e0 6poj Tako ja je:
Q2 AWt Aw? =0,

Tako Ja je ro < ri. [lonasmajyhu mperxoanu mocrynax jgodoujamo onajiajyhu nus
HpupoHUX OpojeBa r > 1y > r9 > ... KOju ce 3aBpliaBa HyJoM. 10 3Ha4m Jia

OCTOje JTHHeapHo He3aBucHe (opMe, Koje 3a10BO/baBa]jy:
QAW AW Aw? = 0.

Caza mobujamo ma je

Q= Z ni A w',

1<i<q

e cy 1; juaeapue dopme. 36or unmenure aa je )" # 0 caeqm ¢ = r u ga cy

dbopme 7;, w', 1 < i < r mHeapHO He3aBucHe. JI0Ka3 3aBpIIaBAMO IIOCTAB/HALEM

r4+i __

2.3 CnoJspaniwmu gudepeHinjajaHu CuCTeMu

Hexka je M rtysaTka MHOTOCTPYKOCT AuMen3uje n. [beHo KOTaHTeTHTHO pacJjojerhe
hemo o3nauntu ca T*M. On KOTAHTEHTHOT pacjojerba heMo carpaguTH Pac/ojerbe
AT*M, auja cy BIaKHA
n
AT>M = E NPT M,
p=0

IITO je jaCHO rpajayucana ajareopa. CAndHO paJuMO ca TAHPeTHTHM pac/iojemem T M.
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Hedbunrumnuja 2.8. Cederme paciojema

NPT M = | J NT;M — M

zeM

HA3HBAMO CNODAUWHOM OUPBEPEHUUIAAHOM HOPMOM cENEHA P.

V noxamanm KoopauHaTaMa T, ..., " Ha M, crnosmanmmba andepenujaaia hopma

crerneHa p je obJimka:
1 i in i - -
a=— g @iy i, indx™ AN dz™ Ao Ndx™, 1 <,y <,
p!
rje ¢y KoedHIUjeHTn TyiaTke PyHKIKje, aHTUCUMETPUYHE 110 TAPOBUMA, HHIEKCA.

Hampasurhemo npecsimkapame Koje rpajyncany ajaredpy HaJ MPCTEHOM TJIATKUX

dyukimja va M aunun gudepentjaanom. Mmamo:
A (M) = @A (M),

riae hemo ca AP(M) o3HAYUTH MPOCTOD CHOJBAITEBUX JH(EPeHITHjaTHIX pP—hOPMH.
Hapagno, npocrop A°(M) je npcren rnarknx dpynknmja na M. Caga, TBpAuMO 12

MOCTOJH jJeJINHCTBEHO MPEeCINKaBaHhe
d: N (M) — A*(M), d(AP(M)) C APTH(M),

KOje 3aJi0BoJhaBa cjejieha cBojcTBa:
a) ma A°(M) d je Torannu mudepennujan u d o d = 0;
6) dla+ ) = da+ dp;
B) Ako je o p—dopma, Baxu d(a A f) =da A+ (—1)Pa AdfS.

[TpumeTnMo J1a U3 MPETXOAHUX CTABKU CJIEJIH Ja aKo je ¢ = Zaldazl , OHJA je
do =Y " da; A dz!, na je d jenuncreeno oapeheno na nenom A*(M).

JupekTHa mocseuna MpeTXoIHuX CTaBKH je na je d o d csyrae myna ma A*(M).

Heka je F' : M — N r/aTKO IpecjuKaBambe IJIATKUX MHOTOCTpyKocTu. lude-

peHmujas npecaukasame Fy Taukun x € M je 3aaar ca:

dF, = Fp : T,M — Tpy N, (Fuuv)f =v(f o F),v € My, f € A°(N).
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bemy ajijyHroBano mpecmkaBambe
Fy:TpyN — T, M
naszuBamo pull-back npeciukasamwa y Taukn x. lakie
(F7(9),v) = (¢, Fua(v), ¢ € TN, v € M.
OBo npecsimKaBame HHIYKYje IPeCInKaBamba
AP(ThyN) — AP(T; M), 0<p<n.
ca

(F* )z (v1,v2, ..., 0p) = @p() (dF(v1), . . ., dFy(vp)),
rie jev; € T, M, ap € AP(Ty,)N).

IIperxonna mpecinkaBama o3Hauasahemo Takobe, ca F)r.

[Ipema tome, umamo pullback npeciukasame,

F* A(N) — A (M), (F'w)y = F (wr)).

xT

Cras 2.7. 3a npoussonno npecaukasare F': M — N,
F*(a+ )= F*(a)+ F*(B), F*(aNp)=F"(a) A\ F*(B),

ede cy o u B uz A*(N).

Joxa3:

Hapenna aBa craBa ce u3BOje AUPEKTHOM ITPOBEPOM M3 jiebuHUIM]E. ]

Cras 2.8. 3a npoussonto npecaurasare F: M — N,
F*od=doF~,

ede je F* : N*(N) — A*(M) undyrosano pullback npecaurasarve.
lokas:

Jloka3 HHAYKIIUjOM 10 cTeleHy judepennujatie (popme.
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Hedbunrumnuja 2.9. Cnovawru dupepenyujartu cucmem va M je cucreM je THATHHA
Y={pa=0, 1<A<s},

IJIe je CBaKa (4 XOMOIeHA CIoJballliba Judepennujaina dpopma na M. Hecro ne
pasaukyjeMo caMe popMe p4 U jeTHaunHe JeduHncane mUMa, Ma TOBOPUMO JIa ce
Y cactoju o1 audpepeHnujag Hux hopMu.

Heka je nar jesan cuospalimu gudepennujasian cucreM Y. [1aBHu 3a1aTax je jia
nponaheMo urmezpasre mrozocmpyrocmu cucreMa. VHTerpajna MHOrOCTPYKOCT je
noaMHOTOCTPYKOCT S 3amarta umepsujom f : S — M, taksa 1a je f*o4 = 0 3a cBe
A. Jloaymre, 3anumahe HAC caMo JIOKAJIHU TpobieMu. 3aTO HAM je JT03BOJHEHO J1a

riiegaMo yJjaozkeHe nHTerpaJine nmoaMHOTOCTPYKOCTH.

O oBOME MOZKEMO [Ia MUCJIUMO B Ka0 O PEIehIMa CUCTEeMa e THATHHA
YA = 0.

MebhyTuMm, Kaja ce oBe jeHaUYNMHE TPUKAXKY Y JOKAJTHUM KOOpHMHATAMA, J00UjaMO
CHCTeM TaplujaIHuX JudepeHInjaTnux jeJHaunHa. 10 Huje YBEK JAKO PeIIuBo,

HaIIPOTHB.

[IperioctaBumo 1a je f: S — M uHTerpagHa MHOTOCTPYKOCT CHCTEMa Y. TAaKO
Ja je
f*QDA:O, 1§ASS.

[Tpema mpeTxoHOM CTaBy, 3HAMO jOIII Ja BaZKHU:
ffdps=do ffps, 1< A<s.

Mozkemo na 3ak/bydaumo jga cMemo ja jgomamo u dopme dpys, 1 < A < s,y
CHCTEM Y U Ja He IIPOMEHUMO CKYITI HHTErPAJTHIX MHOTOCTPYKOCTH KOje CMO JTIOOHIH.
Taxobhe, He Mema ce CKyll MHTErPAJTHUX MHOMOCTPYKOCTH HHU Kaja OHUCMO J0JaJIu
dopme Koje cy y ujieasy reHepucaHoMm (popmama us Xo.

Hapasuo, 1o cienn u3z guwenune ja je f*(BAwa) = f*(B) A f*(pa) =0, kKao u
maje fr(a+B) = f(a) + F(8).

[IpeTxoaHOM TPUYOM CMO JIaJIM MOTHBAIIM]Y 3a HAPEJIHY JIe(ODUHUTIH]Y.

Hedbununmja 2.10. Xomorenu uiean I C A*(M) 3oBemo dugpepenyujarny uaeas
WIM 3aMeEopeny BAeal aKo je 3aTBOPEH Yy OMHOCY Ha CHOJballbe NU(epeHIpPAme

(dI C I).

36



ITpema Tome, Mmoxkemo caejgehum cTaBoM J1a ojpenMo i epeHITnja i uieall.

Cras 2.9. [Tomnpcmen I C AN*(M) je dudepenyujantu udear axo u camo axo cy

3a00680meHY caedehu yeaosu:
a) Uz a € I caedu da je BAa €1 3a cse f € N*(M);

6) Us o € I caedu da je ceaxa komnonenma 0d o y AP(M) y I 3a 6uso xoje p

(wmo caedu u3 xomozenocmu udeana);
6) Uz a €I caedu da je da € 1.

[Ipema mpeTXoJHO] AUCKYCHjA jacHO je Ja MOXKeMO Ja 3aMeHUMO CIOJballlhi
aupepeHnujaHu cucteM X ca JudepeHujanuM uieajaoM FeHepucanuM ca > 0e3
IPOMEHEe HHTEeTPATHUX MHOTOCTPYKOCTH. Y CYIITUHU, TudePEeHIINjaTHN UIeaJ TeHe-
pHCaH ca X je jeTHaK XOMOTE€HOM HeaJdy TeHEePHUCAHOM Ca 2 W €A CIIOJhAlllEUM

nudepennujagnma popmu u3 Y. O3raYNMO caJjia Taj AndepeHInjaaTHu uaea ca
() = I[(XUdy),

rje je ca jJiecHe cTpaHe jeaHavynbe aaredapckd 3aJaT uaeaj ca reHepaTopuMa y
Y Ud.

JBa cnospalma JuepeHInja Ha CACTeMa X1 B Yo Ha M cy ajrebapcKu eKBUBa-
neHTHa ako je I(3;) = I(3,). [Ipema Tome, ako ¢y jaBa cucreMa Y1 U Y airebapcKu

eKBUBAJIEHTHA 3HAMO U J1a ¢y audepeniujannn uaeann (1) = S(Xq) jeanakm.

Teopema 2.6. Hexa je X cnomawrnu dugpepenyujornu cucmem na M. Onda noc-

mOj’U; aﬂ266apc7ﬂu exeusaneHMaH CUcCmem Z/ maxo ﬂa 30 C6AKO T &€ M BAMNCU
Yz € A(AL(](EDI))

3a cee p € Y.

okaz oBe Teopeme ciiequ u3 Teopeme 2.2.

2.4 ®pobenujycoBa Teopema n KoilnjeBe KapaKTepuCTUKE

HajjeanocraBuuju npumep crojbalimer JudepeHnujajgnor cucreMa cy ujeauu 1,
KOju cy aJsirebapcKu renepucanu ¢gpopmaMa crenena jegan. Heka cy marm remepa-

TOpH
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3a KOje MPEeTNOCTaB/haMO JIa Cy JIMHEAPHO HEe3aBHUCHU. 3aTBOPEHOCT ujeasa | Ham

J1aje yceJIoB
(F) do'!=0 mod o, ...a"", 1<i<n-—r.

OBaj yciaoB HazuBamo Dpoberujycosum ycaosom. udepeHnnjaanun cucreMm

KOju 33/10B0/baBa (F') 30BEMO KOMNAEMHO UHMEZPAOUAHUM.
[eomerpujcku riegano, mpeTxojHe HaBejeHe dopMme « y CBAKO] TAUKH T €
M pazanumy mornpocrop W, mumensuje n — r KoTaHTeTHOT npoctopa 1M mmm
j Wt j T.M. H
JIpyKunje pedeHo notmpoctop W~ nuMensmje r TanrenTHor npocropa 1, M. Herme
ce 0BO 30Be U ducmpubyuyuja. I'maBHa TeopeMa 0 KOMILIETHUM HHTETPAOUIHUM CH-

CTeMUMa je:

Teopema 2.7. (®pobennjyc) Hexa je I dudepenyujaran udean koju je eenepucar

n—r

AUHEAPHO He3asuchum 1-gopmama o, ..., ™", maxo da je 3adocomen ycaos (F). V

0060610 MAA0] OKONUNU NOCTOJU KOOPOUHAMKY cucmem YL, ...,y maxo da je udean

I zenepucan ca dy™, ..., dy".

Zlokas:
Jlokas uzpoaumo umayKmmjom 1o r. Heka je r = 1. Taga je Wt € T,M,x € M,

aumvensuje 1. Kajga zanumimniemMo To y JIOKAJHUM KOOpJAWHaATaMa A00HjaMo rje HUCY

o)
Ox?

koje remepuie WL, ITo TeopeMu 0 HCIPAB/HAIBOCTH BEKTOPCKOT 0Jba (1.2) MoxKeMO
X

_0_
oyl

Taga je W, remepucan ca dy?,...,dy". Camum Tum mmamo mnorpeban miaecaa I u

cee dyuknuje X' (2!, ..., 2™) nyna-pynxuuje n ekTopeko mome X =y o X' (x)
Ja ofabepemo JiokaHe Koopaunare yl, 4%, ... y" Takse jga je W remepucan ca

TBpAmy 3a r = 1. Yeaos (F) je TpUBHjATHO 3310BOJBEH.
Hexka je caga r > 2 m mpernocTaBuMoO J1a je TeopeMa TadHa 3a r — 1. Takobe,

Heka cy Jiokasne koopauHare ', 1 < i < n, Takse ja cy dhopme
at,o?, .o da”

JINHEAPHO HEe3ABUCHE.
Hudepenmnujannn cucreM jgedunucan ca oBux n — r + 1 ¢opmu 3a10B0/baBA U

yenos (F). Ilo MHAYKTHBHO] XHIIOTE3H MOCTOjé KOOPAWHATE ' TaKBe Jia je:
dy",dy™", ... dy"
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CKyn reHepaTopa oarosapajyher maeana. Caemnu na je dx” jmHeapHa KoMOHWHAIM]ja,

oBux (opmu. Be3 ymamerma onmTocT HeKa je

ox”
oy”

£ 0.

Saxpaspyjyhu

axr r+1
yr+i dy

0

ox" —
dz" = —dy" +
oy" ;

r+1 n

MOZKeMO 13 permumMo dy” 1o dx”, dy" 1, ..., dy". Tlomro cy ot ..., ™ " auneapne Ko-

Mounamuje dpopmu dy”, ..., dy", oHIa OHE caJ MOTY Ja ce m3pa3e y OOJIHKY:

(1) ol = Za?dy”“ +bide”, 1<i,j<n-—r
J

i .
") HIje CHHTyJIapHa.

Caza, MHOKemeM jenHaunse (1) ca (aj-)_1 npejcrauhemMo [ mMpeko Jpyrux reHepa-

I3 uneaphe HezaBuCHOCTH o 1 dz” 3HAMO Ja Marpuna (a
TOpa:
o =dy" 4 pldx”, 1<i<n-—r,

a ycaos (F') ocTaje 3a10BOJbEH.

Cropamsmum gudepeHtmpamenM 1001njamo:

Zi ) A apz A f— z Zn—
do® =dp' Ndx" = Z 6_y)‘dy Adz" =0 mod o, .. o™ .
1<A<r—1
Crhenn na je '
op' .
—=0. 1<i<n—r, 1<AX<r-—1,
oy?

OIHOCHO P cy (PYHKIMje ¥ 3aBUCHOCTH Of ", ..., y". CaMuM THM y y—KOOPIMHATAMA,
periaBaMo cucreMm n—r GpopMu crenena 1 Koje 3aBuce camo o1 n— 1+ 1 KoopjuHara
y", .., y". OBUM IOCTYIIKOM CMO JOIILIH JIO ITOYETHOI CJIy4Yaja U JOKA3AJIU TeopeMy
WHTYKITAjOM.

]

IIpumep 2.1. NuTerpanmmonu MHOXKHUTe/pU. [IpBa HerpuBHjajiHa 11OC/IEAUIA
teopeMe DpobeHujyca jara je CHCTEMOM TI'eHEPUCAHUM jeTHOM (OPMOM YV TPOJIH-

MeH3noHOM TtpocTopy. Heka je
I = {Pdz + Qdy + Rdz}.
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Yeaos (F') naje HEONXOMAH U JIOBO/bAH YCJIOB JIa MOCTOjH HHTErpanuoHn (hakTop 3a
1—dopmy w = Pdz + Qdy + Rdz. Ipyrum peunma, mocToju pyHKITja [ TAKO Ja je

[w TadHa (opma.

Zlokas:
(= ) : Heka nocroju dopma p Tako aa je popma pw tadra. IIpBo, BuauMo 1a

je ycaoB (F') exkBuBasentan ca dw = w A (adzx + fdy + vdz). dpyro, u3 aumbeHure

— U

Ja je dopMa fiw TadHa y MPOCTO MOBE3aHO] OOJIACTH MOXKEMO Ja OHPaMo o e

B=trmy ="t

= b,
(<=) : Haro je I = {Pdz+Qdy+ Rdz} = (X)*. Tamaje X = P45 +Q3. + Ry
13 Teopeme ®@pobenujyca (2.7) 3HaMO Ja 1MOCTOje, 6ap JIOKATHO, KOOPJHHATE () =
(Z,7,2) Tako na je I = {dz}.
[Tocmarpajmo Tauny dopmy o = ¢*dz. Ham ugean I = () = (Y1) ce nuje npome-
uno, na nomro je (Y1) = (X)), cneqn ma Y = fX, (f # 0). llpema Tome, u3
%a = Pdz+ Qdy+ Rdz caenn na je dbopma f(Pdx+ Qdy+ Rdz) tauna, ma MOKeMO
onabparu uaTerpanuonn GpakrTop pu = f.
O
Ha ocuoBuum crymujama cMo PpobeHH]yCcOBOj TEOPEMH IPUIA3UIN U3 JIPYTOT
yrja, IPeKo BEKTOPCKUX I10/ba. HamMme, TO je eKBUBAJEHTHO MPETXOIHO] TEOPEMH,

mro hemo BugeTH y ciaejaeheM craBy:

Cras 2.10. (Ppobeuujyc) Hexka je M ducmpubyyuja dedpurucara nomnpocmopom
WL T, dim W =r. Yeaos (F) waosice da, 3a ceaxa dsa sexmopera nona X,Y

maxo da je za cee X,,Y, € W Jlujesa zaepada [X,Y], € Wi.

Joxas:

n—r+1

Homnynumo dopme ol ..., a" " ca dpopmama o ,.ery @ TAKO JIA CY JIMHEAPHO

Hezapucue. OHa 3HAMO 12 je:

1 o . . ,
da’zézchﬂ/\a, 1<i,j,k<n, cjy+c,;=0. (2.7)
j7k
Yenos (F) omga MoxkeMo 1a n3pa3uMo Kao
Gy =0,1<a<n-r, n—r+1<pqg<n
Heka je caga f riarka dynknuja. Taga je jepHadunHOM

df = (Xif)a'

40



3a/1aTO N BEKTOPCKHX mosba X; Koja dopMupajy ayanany 6asy 3za o'. IIperxonny

jenHauuny audepeHImpamMo u 1061jaMo:

% Z(Xi(Xj(f)) — X;(Xi(f)a" Aa? + ZXi(f)do/ =0.

J

Kana jennaunny (2.7) 3aMeHEMO y TOCTEIBY T00HjAMO:
(X, X1 = (XiXj = X;X0)f = =) ey Xf.
[Ipema Tome, yeaos (F) moxkemo ga 3anuimeMo u y o6IuKy
(X, X ) f = —Zc;quf, n—r+1<pqs<n.

BekTopcka nosba X, _,41, ..., X, ¥ cBakoj Tauku x € M pasamumby W Ilpema Tome,
JIOKA3aJm CMO CTaB.

]

Hedbunumuja 2.11. KommujeBa kapakrepuctuka Heka je I nudepennujaann
uiean na M. Cmarpamo na je I = (X)) 3a nexn crno/bammu AudepeHInjaTHl CH-
crem 2. Heka je I, C A(T M) uneasn xoju aune popme u3 [y tauxu x. [Tpuapyxenn

npoctop uieasia I y Tauku r je Beh 1mo3HAT TPUAPYKEHH POCTOP ujeasta [,:
A, ={& € T.M | &.ul, C 1, }.

Bekropcko nosbe € Ha M naszsuBamo Kowujesum KapaxmepucmuiHum 6eKMopCKuM
nomem ako je &, € A(l,) 3a cee x € M.

Heka je ¢ : M — M nudeomopduzam. Tana je u3Bor
P - TIM — Tw(x)M

JInHeapaH m3oMopduszaMm 3a cBako r € M. Taj uzomopduszam ojrosapa Hu30MO-

pdusMy TeH30pCKUX anredpn
T(T,M) — T (T M).

KOjU dyBa THUIl ejleMeHTa U KOMYTHpPa ca KOHTPaKIHjaMa.

Kao nocjeauny, jodujamo ja  unjykyje ayromopduszam ajaredbpu

o:T(M)— T(M),
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rie je T (M) jenna R—ajirebpa TeH30pcKkux 10/ba Ha M.

Heka je £ BekTOpcko mosbe Ha M, a ¢; jeHOTapamMeTapcka rpymna JudeoMo-
pduzama renepucana ca . Cajga hemo gedunucaru JlujeB u3Boj TEH30PCKOT 1M0Jba
T Y OIHOCY Ha BEKTOPCKO noJbe &. [IpernocraBumo ja je ¢; ryiodajino jgedunucano.

JIujeB u3Boa meduHUCAH je ca

1
Ler = lim ;(7’ — ©T).

t—0
CraB 2.11.  a) L¢f = £f 3a 6uno xojy gynryugy f;
6) Len = [€, 1] 3a 6uno Koje sekmopcko noswe 1);
8) Le =igod+ doig na A*(M) (Kapmanosa gopmyaa);
2) Lgoiy—iyo Le = ifgy na A"(M).
lokas:

a) Heka je % = &(¢Py) u ¢ = Id. Tlozuaro je na dammauja audeomopduszama

¢ : M — M moctoju, 6ap JoKkaaHo, o Ilukaposoj Teopemu. Taa je:

d
Le(f) = =, (f o é1) lio
d Of dul
= %(f(u () le=o = i i =0
_of _Of
= Sy |t=0 = i §(f),

re ¢y u' JIOKAJIHe KOOpAWHATE.
6) Buneru [14] 3a nokas;
B) Bumeru [2] 3a mokas;
r) Bujern napejnu craB 3a goKas.
[

CraB 2.12. Axo cy & u n Kowujesa kapaxmepucmuyha 6eKMopcKa nomwa dugepe-
nuyujanroe udeana I, mada je u Jlujesa sazpada [€,n] maxohe Kowujeso xapaxme-

PUCNUNHO 8exmMopcko nome 00 1.

Joxas:

Hexka je L¢ JIujes nssog nedpunucan ca §. Ilo Kapranosoj dopmynn

Le = d(£2) + (£0)d.
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Kako je I sarsopen, 3Hamo ga je dI C I. Ako je & KapaKTepPUCTHIHO BEKTOPCKO
nosbe, Taga je il C 1. I3 Kapranose dopmyiie Taga 3HaMo 1a je Lel C 1. Caga

TBpheme caeau u3 je THAKOCTH

[Le,na] = Lena —naLe = (€, 1],

IITO je TaYHO 3a OMJIO KOja JIBa BEKTOPCKA IOJba & U 7).
[IpBu unan Ha JiIeBOj CTpaHU je jepuBaluja cremnerHa —1, ma je J0BOJHFHO TPOBeE-
putu TBpheme 3a dyuknujy f u men audepentujan df. Kaga nanagaemo GbyHKIH]y

f obe cTpane ce anyaupajy, a KaJi HanaJHemMo df mmMamo

[Le,naldf = Le(nf) —nad(Ef) = [€,m 1f = &, n]df,

IITO je U TpebaJio TOKa3aTH.

]

Teopema 2.8. Heka je I konauno zenepucan dugepenvyujornu udear wuju je pe-
mpaxyuony npocmop C(I) konemanmue dumensuge s = n—r. Ilocmoju oxoauna u y

Lyt %) makse da I uma zenepuwyhu cryn

woj dedpurucare koopduname (x
koju wune dudepenyujaru dy',..dy° ca xoeduyujernmuma Ko 3a6UCE UCKMDYUUBO
0d yb, ... y° .

Hoeja doxasa:

[Tpema mperxojHOM cTaBy jacHO je ga je aucrpubynuja sazara ca A(l) xo-
miieTHo uHTerpabuiHa. I[lpema Teopemu @pobGenujyca (2.7) 3HAMO Ja mOCTOje
nokamHe KoopauHate (1% y") Tako na je I remepucan ca dy’.

[TorpebHo je jorr camo jia IpOBEPUMO J1a Cy UM Koedurnujentn GyHKIUje Koje 3aBuce
camo of1 4°, mro opae nehemo pagurn (Bugern [10] win [7]). O
Buno koju cucreM napiyjaanux JudepeHnujaTHux je JHaTnHa MOKEMO J1a U3pa3-

MMO KaoO CIOJballlihbi AU(EePEeHIIHjaJHI CUCTEM.

IIpumep 2.2. [locmarpajmo naprujajiny jeJlHa4YUHy LIPBOL PeJa:

. 0z
Fla'z,— ) =0.
( 396’)
By moxkemo 1a BUIMMO Kao CHOJbAIIbU JAHMEPEeHIH]aJTHIE CHCTEM Y KOJU je 3aJaT

ca
F(2',2,p;) = 0, (Fy + F.p;)da' + F,.dp; = 0, dz — p;dx’ = 0, dz* Adp; =0 (2.8)
Ha (2n + 1)—mumensuonom npoctopy {x’, z, p; }. IIpobaem je Kako Halin mHTETpaIHy
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MHOTOCTpYKOCT qmMensuje n ua R* ! tako na 2 ocrany mezasncue. /Indepennmjaann
wiean (X) je y cymruru anrebapcku umeasn I(X) 36or Tora mTo je dX C 1(X).

Mebhytum cucrem auje Ppobenujycos jep cajipku pyuknuje u 2-popme.

ZKenumo na oapeaumo npuapyzxenu npocrop A(I(X)). 3a Bekrop v = vi(aii) +

vo(L) + vi(a%i), 3HaMO 4 je i,I(X) C I(X) ako u camo ako je
vg — piv' =0, (Fyi + Fup;)v' + Fyv; = 0,0'dp; — vida' = 0.
N3 mocnenme Be jeHATNHE MOXKEMO J1a 3aK/byIUMO Ja je
v =N, vi = —A(Fy + F.pi), N € R.
Cama, n3 npse jeanadunne g1001jaMo

Vo = A szFpl

[Ipema Tome, ojipeu/im ¢MO IIPOCTOP

sy s {1, (2) e (2) v o (2) )

Humensuja npocropa A(1(X)) je jenan. Kowwujese kapaxmepucmusme Kpuse Cu-

crema X y R*"*! cy maTerpanne xpuse cucrema,

dx’ ~ —dp;  dz
Fpi a Foi + F.pi _pini'

OBo cy uysene Jlarpanxk-Illapnujese jeqnaunne.

Jla 6ucMo KOHCTpyHcaad MHTErpaJHy MHOTOCTPYKOCT JIWMEH3Hje 1 JTOBOJHHO je
Ja y3meMo (n — 1) JAMMEH3HOHY WHTErDAJHY MHOTOCTPYKOCT TPAHCBED3AJIHY Ha
KommjeBo KapaKTepncTUYHO BEKTOPCKO TMOJbe W J1a HAPABAMO KApPaKTePUCTUIHE

KpHuBe KPO3 Te Ta4dKe.

IIpumep 2.3. Heka je maprnumjaiHa jeJHAYNHA 3a/aTa Kao

2
Z(gj) —1, 1<i<n.

Ako je z = z2(z', ..., 2™) pememe npeTxoaHe jeIHAYMHE Y N—IAMEH3HOHOM €YKJIH-

JcKOM TipocTopy E", ouna je z nuneapHa GyHKIHja M0 2, OJHOCHO

z:Zaixi—kb,
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rjie ¢y a;,b KOHCTaHTHe Koje 3a/0Bo/baBajy jepnaunny » . a? = 1.

lokas:

[Tocmarpajmo npocrop E™ = {(xy,...,2,,2) | (71,...,2,) € E™} tue npocrop
E™ Bujaumo kao xureppasan z = 0.
Pememe Hallle maplujagne MoOzKeMo Ja BHIUMO Kao rpaduk ¢ynkmuje I'' y E7FL
JeHocraBuuM padyyHoMm jgobujamo ja je . = F, = 0 na no Jlarpamx-ITlapnujeBum
jesHaYMHaMa 3HaMoO J1a je p; = const. Jlarpanxxk-II1lapnujese jenaunne MOXKeMO U J1a
HHTerpajJnuMo Ia Jobujamo Ja cy npojeknuje Komujesnx kapakrepucruka Ha £
npase

o' =ah +pit, 2=z +t,

rjie ¢y Th, pi, 2o peasine koucrante. [Ipema Tome, rpaduk I je renepucan Kowujecum
npasama quje npojexiuje va E™ aune dosmjanujy ox K.

Kana zanumemMo mpeTxoany jeHaduHy Y HOBHM KOOpAMHATaMa JI0OHjaMo

Zt
ort’

¥ =12+

e je z = z(z!,..,2") pememe nouerne jegnauune. 3a jgaro t € R oBo MoxeMo Ja

BUIUMO Kao audeomopduzam f; : B — E™ nedbunucan Kao
filz) =2* = (2" ,....2""), =z 2" € E"

[IpeTxoano mpecaukaBame TauKy © € E™ cnuka y Tauky z* Ha pacTojamy t 1yK

Kommjese mpaBe kpo3 x. JakoOujaH oBOT IpecIuKaBama je

; 0z
J(t) = det <5j + Er t) :

IMTO HUje HYyJa.
JIema 2.2. Hexa je J(t) = det(E +tA) peaana pynryuja koja nurad nuje 0, 2de je
A peasna cumempuuna mompuua. Tada je A nyaa mampuuya.

Jloxaz aeme:
Peanna cumerpuuna marpuna A je aujaroHaan3adbuina. 3aTo UMaMo Ja je

A = P 'DP rue je D aujaronajna MaTpHIa ca COTICTBEHNM BPEIHOCTIMA MATPHILE
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A(koje cy Takolje peanru 6pojesu jep je marpura A cumerpuuana). Cazna 3HaMO:

J(t) = det(E + tA) = det(E +tP'DP) = det(P'EP + tP"'DP) =
=det(P"Y(E +tD)P) = det(E +tD) =
= (1+1tA)...(1+1tA) £0, (Vt € R).

Cremnw na cy cse conctsene Bpegnoct \;j = 0, ma je D = 0 mTo nam jgaje

A=P'DP=P 0P =0. (2.9)

Caza, nomohy Jleme (2.2) 3akibydyjemo na je

0%z
o =0, (2.10)

na je z jmHeapHa (pyHKIH]a.
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3 Jlapb6yosa m lldadoBa Teopema

Jejlan 0J1 Hajje THOCTABHUJUX CHOJbAIILUX JUEPEHITUjaTHUX CUCTEMA Y Je OHaj KOjU
CaJIPKH JeJIHY jeTHAINHY
a=0, (3.1)

rie je a 1—dopwma.
hemy onrosapajyhn mudepennnjanan ngean (X) je renepucan ca a u da.

Panr r ¢opme je nedunucan ycioBuma
aA(da)” #0, aA (da)tt =0.

Hapasno, paur 3aBucu oy Tauke r € M v mHBapujanTaH je y OJIHOCY Ha JUHEAPHY
Tpancdopmaiujy dpopme a.

Kao u xoj cBakor croJpalimer JqudepennujajgHor cucreMa, Hall IJIABHU Wb je
J1a, OJIpeIMMO HHTerpajIHe IoAMHOrocTpyKocTn cucrema Y. Cieneha Teopema he Ham

nomohu y Tome.

Teopema 3.1. (Ildbad).Hexra y oxosunu U jednauwuna o = 0 uma pane r. Tada

1

nocmoju oxoauna V. C U u koopdunammu cucmem w', ...,w"™ y okosunu V maxo da

jednavuna o = 0 moorce da ce z3anuwe Yy 0bAUKY

dw' + W2dw® + ...+ V¥ dw? T = 0.

Jokas:

Teopemy nokaszyjeMo NPHUHIIMIIOM MaTeMaTHYKe UHIYKIHje 10 PaHry dopme .
8a 0a3y mHayKnuje ysumamo ciaydaj kaj je r = 0. Taga je mamra Teopema 3ampaBo
nocsieauna Ppobennjycose Teopeme.

Heka je mudepennujanaum ugean I = {«,da} renepucan emementuma o u dov.
ITo Teopemu (2.4.) perpakmuonu npoctop C(I) je mumensuje 2r + 1 u mocroju
I'pacmanos BekTop (da)” A a.

ITo Teopemu (2.8) mocroje gokamne koopauuare (z', ..., z") Tako ma je mean I

renepucan ca dpopmama y (zt, ..., 2% 1), To name 3na4n jga je o dopMa obIHKa

a=f(z',... 2")3, (3.2)

rie je 3 resepucano ca dpopmama o b, ... 22 a f #£0.

Panr dopme [ uctu je kao panr ¢popme a.
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Kesmumo ja nopmasuzyjemo opmy 3. Paguhemo y upocropy W = (2!, ..., 2% +1).

Iocmarpajmo uean I = (df3). Ilomro je (df) # 0, 3HaMo0 1a je uaean I rerepucan

2-dbopmowm I, anu y koopmunarama (y', y%, ..., y?"). Cana 3namMo:

g =g(y',...,v"" )T, gly',....,y*") #0.

(3.3)
(dﬁ)/\r — grl-\r’ rie je " = hdyl A /\der
dopwma df je 3aTBOpEHA, 1A, UMAMO:
dh Ady' A -+ Ndy* = 0. (3.4)

[Tpema Tome, GyHKImja h, OJHOCHO ¢ 3aBucH camo o (y').
Omner, ¢popma df je 3aTBOpeHa, 1a je Jokaano tadna. Ciean ga nocroju 1-dpopma
n # 0 Tako ma je dn = df. llomro je dopma 1y 2r — AUMEH3UOHOM HPOCTOPY, HEH

panr we moxke outu r. /lakje, panr ¢opm n je r — 1.

Cana, mo WHIYKTUBHO] XUTOTE3W 3HAMO 71 je:
n=Ndz"+ 22dz> + -+ 2722, ANy, #£0. (3.5)

[TomTo je dfS = dn, Mmoxe ce 3akbyuuTu 5 = dp + 7, vae je p GYHKIH]A.

Cana camo mmenyjemo yHKIHje
wl — f’ w2 — )\’ w?z — )\221—2’ w2z+1 — 221—1’ 2<i<r

]

Cras 3.1. (Cumerpuuna mopmanaua dopma).lIlpemnocmasumo da jednauuna
(3.1) uma xoncmanman panz r. Onda nocmoje nesasucne Pynrxyuje z,y*, ..., y" 't

..., 2" maxo da jednauuna nocmaje

1 i i i i
dz+§;(ydsc—xdy):0.

Joxas:

JToBO/BHO je jia ce U3BPIIN CMEHa MPOMEH/HbHBUX

w? :z—%Z:ﬁiyi,
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Teopema 3.2. (dapby). Heka je Q sameopena 2-gopma 3a xkojy easrcu:

Q" 40, Q™=0, r=const.

ITocmoje nokanne xwoopduname wl, ..., w?" maxee da je

QO =dw' Adw? + ... + dw? ' A dw*

Joxas:
[IpernocraBumo 1a je 2 = da rae je o 1—dopma. Teopema Ildada mam 3a a gaje

J1a Mopa Ja Oymae obJIuKa
a=u(dz' + 22d2® + .+ 22,
UM TI0CTIe IPOMEHe HOTAIInje

a=wdw?® + ... + W dw?.

Opume je mata dopma Q. Ilomro je Q7 # 0, dbyskuuje w!,...,w? cy mureapno

He3aBHCHE U YHHE JIOKAJTHU KOOPpAMHATHH CHUCTEM. ]

[TocmaTpajmo 1—dopmy a. Panr r ose dhopme je panuje geduHmcaH yCIOBUMA
aA(da)” #0, aA (da) !t =0.
Heka je caja s 1ieo 6poj Tako jia je:
(da)®* #0, (da)*™ =0.

OuuryieiHo je ga cy moryha jBa ciydaja:
(1) s=r;
(2) s=r+1.

Teopema 3.3. Hexa je o 1-hopma. Y nexoj okosunu weka cy r u S KOHCMAHME.

Tada o uma nopmasny Gopmy:
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1) a=ydy' + ...+ y*dy* !, axojer+1=s;
2) a=dy* +y*dy® + ... + y*dy* T, axo jer =s.

dynxmje y* y ropmsuM H3pasnuMa cy HesaBHCHe QYHKIHje Ta CAMAM THM THHE

JIOKaJIHA KOOPpJAWHATHU CHCTEeM.

Jokas:

ITo IldadoBoj Teopemu 1ocToje JoKa He KoopauHate yb, y?, ..., y™ Tako ja je
o = u(dy' + g2dy® + ... + g2 dy?),
IITO MOXKEMO Ja 3alUIIeMO U y OOJIHKY
a = dyt + 2dy + ..+ 22 dy*
Tana je

(da) ™ = cd2® Ndy' Nd22 Ady? A ... NdZPT A dy*™T, e = const, ¢ #0.

2r+1 0 .2 2r

V cayuajy s = r+1, nperxonnu u3pas je # 0 u byuxmuje yb, y3, ...,y AN

cy He3aBucHe. OBUM CMO JIOKA3aJIH MPBU CJIYUA].

Cana, Heka je v = s. Onga je da 2—dopma panra 2r. [lo teopemu lapdya

MOZKEMO JIa je 3aIUIIeMO Y OOJIHKY:
da = dw' A dw? + ... + dw” 1 A dw® .

CamuM TUM je:
do = d(w'dw? + ... + w1 dw?).

Caga 3namo Ja je dbopma a — (wldw? + ... +w?* ~1dw?") 3aTBOpeHa 1 JoKaIHO jejiHaKa
dv. TIpomenom o3Haka cMO JIONLIH 70 TBpherba.
]

IIpumep 3.1. V Hanomenu 1.2. Ha crp. 9 cMO 3aK/by4dmiu Jia je 3aTBOpeHocT 1-
dopMe « HEoNxXoIaH YCI0B Ja OMCMO MOIJIH Jia je uciapasuMo. llocieguna Teopeme
(3.3) jecte ma je 3arBopenocT 1-hopme v JOBOBAH YCJIOB Ja OMCMO MOLIH Ja je
ucnpasumo. Hawmme, dpopma « 3agoBosbaBa yciose s = r = (. IIpema Teopemu
(3.3.6) 3mamo 1a je:

a=dy',
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O/IHOCHO, UCIIpABUIU cMO 1-hopmy .

Hedbunrumnuja 3.1. Jeanaunna o = 0 uMa CBOjCTBO A0KAAHO2 NPUCMYNG AKO CBAKA
tauka * € M unma okomwnay U TakBy Ja cBaka Tauka y € U Moxke OWTH MOBe3aHa

HHTET'PpaJTHOM KPpUBOM Ca X.

Teopema 3.4. (Kapareomopmu).Hexka je pane Ilfagose jednanune
a=0
koncmanmar. OHOG OHG UM CBOJCMBO ,, AOKAAHO2 NPUCTYNG” AKO U CAMO aKO

aANda #0.

Joxas:
Tepbheme je eKkBUBaJIeHTHO ca TUM J1a je panr a = 0 Behu ox myse. 3aucra, ako
je panr jemnaunne o = 0 jennax 0 ouga je 3a70BosbeH PpobeHUjycOB YCJIOB, Ta je

Moryhe jeqHadnny 3anucaTu y obJIMKY:
dz =0,

O/IHOCHO MHTETI'PAJIHE KPUBE CY Z = const.

Heka je panr jepnauune o« = 0 Behu o 0. Kopucrumo o3nake u3 uperxo/Hor
CTaBa.

Jlokanme koopaunare ¢y z, o', ... x", yt Ly ,ut, . uf e je 2r +s+1=n =
dim M. Be3 ymamera OIIToCTH Y3MUMO JIa je T KOOPJAMHATHU [M0YeTaK, a /1a § uMa
KOODIHHATE (20, Td, ey Thy Yoy ooy Uy Uy oy ud). Y (2%, y") pasam, 1 < i < r, kpusa C;

je xpusa (z'(t),y'(t)), 0<t<1,3amata ca

2'(0) =y'(0) =0, a'(1) =xp, y'(1) =uyp
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Kpuse C; ogpeanmo ca joIn jeHUM yCJIOBOM
z(1) = zo.
Cana 3namo n1a je kpusa v Ha M nedunncana ca
(z(t), 2 (), ..., 2" (), Y (), .o, Y (1)t .., t),

3alpaBO MHTerpajiHa KpUBa Koja MoBe3yje T u .

0<t<1,
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4 Heke npuMeHe 1 IpUMepU COOJbaIIBUX Audep-

€HIINjaJTHUX CUCTEeMAa

IIpumep 4.1. [locmaTpajMo jegHocTaBaH CHCTEM MaplUjaJHUX JudepeHInjaTHuX

jennaunna dyukimje z(x,y):

Re = F(m7yv Z(xay))a

4.1
Zy:G(I7y,Z($,y)), ( )

rie ¢y dyukupje F u G raatke. Y cBakoj Tauku p = (z,y,2) € R3 onpebena
je TanrenTHa paBaH Ha rpaduk dyHkuuje z(z,y) (pelreme MTPETXOIHOI CHCTEMA),
HApaBHO aKO MOCTOjH. Y Teopuju obuIHuX JudepeHiujaanux jegnaunna, [lukaposa
TeopeMa HaM Jiaje OJr0BOP Ha IHUTahe OCTOjaiba Pellletba je/[HaYuHe, JI0K Y CIydajy
napiujaanux AudepeHIjaaiux jelHauuia TaKBo TBpherbe He IMOCTOjH.

MebhyTtum, ma O6u nperxojaH cUCTeM MMAao cMmuciaa, npema IlIBaprosoj Jjemu,

MEIIOBUTH U3BOAU (2,), U (2,), Mopajy Ourn jennaku. To mam gaje ga cy

(22)y = F(z,y,2(z,y))y = Fy + F.zy = F, + F,G (4.2)

jemnake dyukmuje. Cmemn, na 6ucmo cucrem (4.1) yommrre pasmaTpaim Mopa Ja

BaXKW jeTHAKOCT:

F,+ F.G =G, +G.F (4.4)

Ako 6ucemo cucreM (4.1) pemasasu nemaukn y okoaunu (0,0) momohy obmamux
aupepeHnujaHuX je JHAYNHA PelaBail ONCMO jeJHAYNHY 110 je/IHAYNHY.

IIpBo, pemaBamo jeTHAINHY:
Zy = F(x,0,2), tae je Z2(x) = z(x,0) m 2(0) = 2(0,0). (4.5)

OBa jemHaunna nMa JOKAJIHO jeTMHCTBEHO perreme 1o [ImkapoBoj Teopemn.

Jame, puckupaMo x U pelraBaMo CJIMYHY jeJHAYUHY 110 TPOMEH/bHBO] Y:
zy = G(z,y, 2(x,y)), tae je z(x,0) = Z(z). (4.6)

Jom jemnom, mo Teopemm Ilukapa oBa jeqHadnHa uMa peliema, Ia CMO HEKaKo
gonun 10 dyuknuje z(z,y). Mehyrum, ona He mMopa Ja 3a/10B0/baBa HAIl CHCTEM

jennaumma (4.1).
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Cana hiemo momohy @pobenujycoBe TeopeMe mokasatu jaa je ycios (4.4) u jgo-
BOJbAH Jla HaM 00e30e/u IOoCTOojame pelllelha Haller cucreMa jeanaduna. Cucrem
naprujaanux JudepeHimnjaaTnux jeJHaunHa heMo MOJIeIOBATH Kao CIOJballlhbu gude-
peHnujaInu cucteM y R3.

Hudepennujanau unearn hie vam 6utn [ = (o = dz — F(z,y, 2)dx — G(x, y, z)dy).

Jla 6ucmo umann 3a10BosbeHe yeiaoBe PpobennjycoBe Teopeme Tpeda jia Oyie
I= <d2’ - F(Z’, Y, Z)dy - G(:E7 Y, z)dy>algy (47)

OJITHOCHO
aNda=(F,+ F.G—- G, — G, F)dx ANdy N dz. (4.8)

Kao mro Buaumo, ycaos (4.8) ce nokiaana ca (4.4) ma je HEOIXOJAH U JOBOJbAH
Jla Halre permerse mocToju. 110 @pobenujycoBoj TeopeMu 3a ¢Bako (g, Yo, 29) € R?

nocroju dyuknuja z(x,y) neduHuCaHa Y OKOJUHE (Tg, Yo) JaTa ca

Z(x07yo) = Zo,
By = F(:L‘,y, z(:c,y)),
zy = G(x,y, 2(x,y)).

To cMo u xTeu ga nokazxkemo, 6e3 PpodbeHujycoBe TeopeMe OU OIIO TOCTa TeKe.

IIpumep 4.2. (Komm-Pumanose jenumaumne). Heka je M = C? u mexa cy
KoopJawHaTe 2 = x + 1y U w = u + tw. Muorocrpykoctu M joae/byjeMo MOes

ciosbarmber audepentujannor cucrtema (M, ) wa crnegehn vavwm:
I = (p1,pa), e cy o1 = Re(dz A dv) 1 o2 = Im(dz A dw). (4.9)
Jacuno je ja je:
w1 =dx ANdu —dy A dv, py =dx A\dv+dy A du. (4.10)

Peasna nospir N je uHTerpajina MHOTOCTPYKOCT ujeaja [ ako U caMoO ako je
komiLiekcHa kpusa y C2 Ako cy dr um dy uneapno HesaucHu Ha N, onga N
MOYKEMO JIa MPeJICTaBIMO JIOKaIHO Kao rpaduk (z,y, u(z,y),v(z,y)) rue dyHknuje

u u v 3aj10BosbaBajy Kommu-Pumanose jepnauunne:

Uy — Uy = Uy + vy = 0. (4.11)
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[Ipema Tome, mMaMo je/ian cHo/balllbu udepenijaann cucreM 3a Komu-Pumanose

jeTHATMHE.

ITpumep 4.3. (ITapuujanue jemuauwse BuIter pena). Y JIPYroM MONJIABIBY,
ragnmrje (2.8) cMo geduHAICATN CHOBAITBA AU ePeHITHjaJHI CHCTEM 3a MapIijaTHe
jennauune nppor pega. To je moryhe u 3a napuujagHe gudepeHIujaaHe jeJHadInHe
Buirer peja. llorpebHO je 7a M3BOJEe KOjU HUCY HAjBUIIEr peja 3aMEHHMO HOBHM
MPOMEH/bUBAM TaKO Jia 3a70BOJbaBajy ojrosapajyhe naprujasne jeqnaunbe. Ilo-

cMaTpajMo TMaplujaIHy jeTHAYNHy IPYToT peja:
F<xay7u7ux7uy7umy;uwwyuyy) = 0. (412)

3ameHoM J100mjamo:
0= F(:an?uap? q,T, Svt)
0 = du — pdx — qdy
(4.13)
0=dp—rdr— sdy
0 =dq — sdx — tdy
MTO HaM Jaje TyaTKy xunepnospin F' = 0, HazoBumo je M y ceIMOIUMEH3MOHOM

npocropy (z,y,p,q,7,s,t). Y3 T0o, uMamo u audepeHIujagsHu uaean
I = (du — pdx — qdy, dp — rdz — sdy, dq — sdx — tdy). (4.14)

Tume cvo g06uan criosbaiimu audepeHnujaann cucreM 3a jennaunny (4.13).
Hapagpno, cucrem mma cmuc/a ako je 6ap jemuna ox F., Fyu pazjmdanra o HyJie y

CBAaKOj TauKW xunepropru M.

ITpumep 4.4. (Mou>k-AmnepoBa jegHauyusa). Crernujajan ciaydaj napiyjaiHe
je/lHaYnHe JPYTor pejia ce MOzKe joil 00Jbe MPeJICTaBUTH Kao CHOJballitbu jiudepe-

nnujagnu cucreM. [locMarpajmo jegHadnnay obJInKa:

Az, y,u,p, Q)r + 2B(z,y,u,p, q)s + C(z,y,u,p, q)t
+ D(x7y7u7p7 Q)(T’t - 52) + E<x7y7u7p7 Q) = 0

OBy jemnaunny je moryhe mpeJcTaBUTH KO CIObAIIHU AUMDEPEHIINJATHA CUCTEM Y

IEeTOAMMEH3UOHOM IPOCTOpY (T, Yy, u,p, q) = R> = M y3 nomoh maeana

I = (du—pdx—qdy, ¥V = AdpAdy+ B(dgNdy—dpAdx)—CdgNdx+DdpNdg+EdzAdy).
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[Tperxonnu cucrem je mocta 6osbu ox ommrer (4.13). Mame je quvensuje u Marbe
nudepennujanaux gopmu durypuire y uiaeany. o 2-bopme ¥ ce mosazu merpu-

sujasanoMm npumenoM lldadose Teopeme (3.1)(Buaern [13]).
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A OcHoBe KOHTAKTHE TreoMeTpHje U IIeT Pacio-
jema

Hedbunumuja A.1. JQudepennujaany 1-dpopMmy «, Koja HHje HyJa HH Y j€IHO]
TavyKu, Ha MHOTOCTpyKOcTH M HasuBa ce konmaxmmom HOPMOM aKO je CHOJbAIll-
U 13Box da bopMme «r Hejerenepucana 2-cpopMma y cBakoj paBuu o = 0.

n
IIpumep A.1l. Ilocmarpajmo 1-dopmy a = du — Y p;dz; v mpocropy R* ! ca

Jj=1
JIOKATTHUM KOOpAMHATAMA (1, ..., Ty, U, P1, - - -, Pp). OHA HEUje HyJAa HATH Y jeJTHO]

taukn R?" | a do jecre menerenepucana y o = 0 ma o jecte konTakTHa hOpPMA.

Cras A.1. Hexa je o wonmarxma gdopma u f : M — RT aaamwa dynxyuje. Tada

je fa ucmo xonmaxmma popma.

Joxas:

d(fa)=df Na = fda.
Dopma d(fa) |a=o= f do | fa—o jecTe Henmerenepucana, jep je To u dov |o—o. O

Hedbunrumnuja A.2. Konmaxmna cmpyxmypa Ha MHOTOCTPYKOocTH M je 1mojbe TaHre-
HTHUX XHIIEPPABHU KOje Cy JIOKaIHO oapeljene Kao Hyse KoHTakTHe popMme. Xumep-

PaBHH Ha3UBaAMO KOHMAGKMHUM TUNEPPLGEHUMA.

Hedunrunmnuja A.3. Muorocrpykoct M ca jeduHACAHOM KOHTAKTHOM CTPYKTYPOM

HA3UBAMO KOHMAKMHOM MHo20cmpyrowhy.

Hedbunumnuja A.4. [TogMHOrOCTPYKOCT KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH HA3UBAMO UH-
ME2PAAHOM MHO20CTPYKOWNY NO0bA KOHMAGKMHUT PA6HY AKO Ce TAaHT'eHTHA DaBaH

MOJIMHOTOCTPYKOCTHU HAaJIa3U Y KOHTAKTHO] PABHU y CBAKO] TAYKH.

Henerenepucane 2-cpopme mory outu jgepuHHCAHE CAMO y MPOCTOPY HapHe -
mersuje. CXOMHO TOME, KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH Cy HelapHe JuMeH3uje (BUgIeTH
cuMIIekTHaKe hbopMme y IpyroM Iogarky B).

Heka je M n—pumenzuona muorocrpykocr. Jledpununcahemo muorocrpykoct
JYM,R) 1-nerosa dbynknuja na M.

Y mutamy je 2n + 1—anMeH3moHa MHoOrocTpykoct. l1—ier dynknuje f Ha M
je medunucan raukom x € M, speanomthy dbyrkumje v = f(z) y Tauku , Kao u
npBuM judepennujagiom QyHKImje f y TauKu T.

Axo cy (z1,...,7,) JOKaJIHE KOOpJAHHATEe MHOTOCTpYKocTH M, omga je l—ier

JebUHHCAH Y KOOPAMHATAMA (L1, ..., Ty U; P1y -y P ), THE CY D; = %(9{:).
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Muorocrpykoct J! (M, R) je norojna jep Ha H0j MOKEeMO IPUPOJHO JepUuHICATH

KOHTAKTHY CTPYKTYDPY.

Hedbunumuja A.5. Cmandapona xonmaxmmua gopma na muorocrpyxocru J1 (M, R)
je 1—dopma
a=du—pidry — ... — ppdr,. (A.1)

Hedbunanmuja A.6. Heka je M muoroctpykoct u f : M +— R rnarka ¢yHkmuja.
WHTerpaany moaMHOIOCTPYKOCT Koja ce cacToju oj l-meroBa (dyHKuje f y cBEM

Taukama MHOrocrpykoctu M nasuBamo 1-epagurxom dyakimje f.

Teopema A.1. Cmandapona xonmaxmmua gopma na muozocmpyrocmu J'(M,R)
AHYAUPA CE HA CBUM MAHEHMHUM Pashuma 1-2pagosa dynryuja. Sameoperse ynuje

Mar2eHmHuL pashu 36 cee 1-epadure pyrruujia nodydapa ce ca jezepom cmandapore

dopme.

Hedbunanmuja A.7. Cmandapdna xonmaxmma cmpyxmypa Ha MHOTOCTPYKOCTH

JYM,R) jecre mosbe xuneppaBHH Koje Cy YHUja TaHTEHTHUX DaBHU Ha rpaduke

dyukiyje.
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B OcHoBe cuMILIEKTUYKE TeOMeTpHje

Y oBom siofaTky hemo jgaTu mperjiei OCHOBHUX IIOjMOBa U3 CUMILIEKTUYKE TeOMeTpHje.
Mebhycoban oaHOC CUMILIEKTHYKE M KOHTAKTHE I'eOMeTpHhje je CJIMYaH OIHOCY ey-

KJILJCKEe U TIPOjeKTUBHE TeOMeTPH]je.

CuMmIeKTnIKa reoMerpuja ce 0DaBW TJIATKAM MHOTOCTPYKOCTHMA Ca JIOJTATHOM,
CUMILTIEKTUYKOM CTPYKTYPOM KOja je 3a/laTa aHTHCUMETPUIHOM HeJleTeHePHUCAHOM 2-
dopmom. Kao Taksa, ona je nmanjgan Pumanosoj reomerpuju. Mehyrum y Pumanosoj
reoOMeTpUju Ta JIOJAaTHA CTPYKTypa je 3ajaara cumerpudnoMm gopmom. lloszuaro je
Ja y PuMaHOBOj TeOMeTpHju UMa MHOTO JIOKAJHUX WHBapUjaHTH. lcmocTaBiba ce na
Yy CUMILIEKTUYIKO] T€OMETPHjH HEMa JOKAJTHUX WHBAPUJAHTH, MMITO jecTe TMOCJIeTuIa

Teopeme Tapbya (3.2), kojy cmo Beh mokazaiim.

Hedbunnunuja B.1. Cumnsexmuuku eexmoperu npocmop (V,w) je KOHAYHO Tu-
MEH3MOHAJHU peasinu BeKTopcku mnpoctop V' cuabjesen OGusmneapHoM (GopMoMm w

KOja je aHTHCHUMeTPUYHA U HeJlerepucaHa, Tj. BayKh:
1) Vu,v € V) w(u,v) = —w(v,u) (anrucnmerpuanoct dopme);
2) Vue V\{0})(FveV)w(u,v) #0 (zegerenepcanocr popme).

IToctoje onpehena orpanndera 3a MOCTOjarbe CUMILIEKTUYKE CTPYKTYpe Ha Be-
kTopckom npocropy V. Ha npumep, u3 ycjioBa Hejerenepucanoctu popme w Caein,

y3 nomoh JimHeapHe ajrebpe, jia BEKTOPCKH IPocTop V' Mopa OUTH ITapHe THUMeH3Hje.

Hamomena B.1. Ako je a xorTakTHa dopMa, Tama je pecTpukimja ¢gpopme da Ha
CBAKOM TIPOCTOPY & = () cCUMILTeKTUYKa popma.
Heka je M muoroctpykoct, mumensuje 2n. zKequmo Jia joj A0JeJIUMO CUMILIe-

KTUYKY CTPYKTYDY.

Hedbunaumnuja B.2. Hexerenepucana, 3arBopena, jgudepennujasia 2-popma w Ha
M, HazuBa ce cumnaexmuukom opmom ua M. Muorocrpykoct M Ha K0joj je 3aj1arTa

cuMIIeKTHYKa (hopMa Ha3uBa ce cumnaekmuukom muozocmpykouwhy (M, w).

Cras B.1. Jugepenvyujarna gopma w € Q*(M) na mnozocmpyrocmu M dumensuge

2n je nedezenepucana axo u camo axo je w" # 0.

Zlokas:
Bugeru ([15]) 3a gokas (cTp. 40, mocaemuma (2.5.)).
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Hedbunumuja B.3. Heka je V cumimiektudaku BekTOpcku upoctop, u W meron

noTnpocTop. Cumnaekmusky xomnaemernm ox W je moTnpocTop

W ={veV|ww) =0, 3acsewec W}

CraB B.2. Csaka npasa sunuje Yy cumMniekmuykom 6eKMOPCKOM NPOCMOPY NpPu-

nada c6oM CUMNACKIMUNKOM KOMNAEMEHTIY.

Jokas:

w(v,v) = —w(v,v) = w(v,v) =0. (B.1)
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B YHuBep3asIHO CBOjCTBO TEH30PCKOT ITPOM3BOaA

Hedbunumnuja B.1. Jlatu cy sekropcku npocropu V,.W u X. Ilpeciukasame p :

V x W +— X HazuBamo OusureapHum ako 3aI0Bo/baBa ciegeha Tpu ycaoBa:
(1) (Vur,v2 € V)(Yw € W) p(v1 + vz, w) = p(v1, w) + p(va, w),
(2) Vwy,we € W)(Vv € V) p(v,wy + wsy) = p(v,wy) + p(v, ws),
(3) (Vv e V)(Yw € W)(VA € R) p(Av,w) = p(v, Aw) = Ap(v, w),

axkamajeV =W n X = R taga npeciukaBame p HA3UBAMO OUAUHEAPHOM HOPMOM.

Busmneapna, a caMuM THUM W MYyJATHINHEAPHA ITPECAWKaBaha HUCY JIMHEapHa,
npecjaukasama. MehyTum, y HeKUM cjydajy MOZKEMO Ja r'a HPOIIMPUMO JO JIMH-
eapHor. 1o je TJIaBHO CBOJCTBO TEH30PCKOT TPOU3BOJIA U 30BEMO Ta YHUBEP3GAHO

ceojcmeo. Hapenrhemo ra y ciegehem craBy Koju HaBOoAHMO 0e3 JI0Ka3a.

Cras B.1. Hexa je V @ W mensopcku npoussod sexmopcrux npocmopa V- u W,
ap: VW= VRW busuneapro npecaukasarse. 3a npouseosto npeciurasarbe
q:V xW = X, 2de je X npouseomnu 6eKmMopcKru npocmop, nocmoju jedurcmeeHo

Auneapro npecaurasare ¢ @V Q W — X maxo da je pop = q.

VHEBEP3aJHO CBOJCTBO TEH30PCKOI IIPOU3BOIA MOYKEMO HpOImUpHTH U Ha V&

. . ’
OJTHOCHO TOCTOjH jeTHHCTBEHO JTHHEAPHO Ipec/InKaBame o u3 (2.1).
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