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Predgovor

Diferencijalna jednaqina se definixe u standardnim kursevima (videti

[8]) kao problem nala�e�a familija krivih koje su tangentne na dato ve-

ktorsko po	e. Dualan pristup je slede�i. Umesto vektorskog po	a data je

diferencijalna forma, a problem se sastoji u nala�e�u familije krivih

qije tangentne vektore ponixtava data diferencijalna forma. Opxtije, na

ovaj naqin se mogu posmatrati i parcijalne diferencijalne jednaqine. Dok je

prvi naqin vixe geometrijskog tipa, ovaj pristup vixe naglaxava algebarsku

stranu teorije.

U prvoj glavi je izlo�ena motivacija za uvo�e�e metoda spo	ax�ih dife-

rencijalnih sistema kroz poznate primere iz obiqnih diferencijalnih je-

dnaqina kao i parcijalnih diferencijalnih jednaqina.

U drugoj glavi deta	no uvodimo algebarski aparat potreban za rad sa spo-

	ax�im diferencijalnim sistemima. Definisa�emo spo	ax�e diferenci-

jalne sisteme i navex�emo nekoliko znaqajnih primera. Dokazom Frobeni-

jusove teoreme lakxe �emo razumeti najjednostavnije primere spo	ax�ih dife-

rencijalnih sistema. Glavna literatura je k�iga R.Brajanta [10].

U tre�oj glavi dokaza�emo Darbuovu i Pfafovu teoremu. Uz to, navodimo

nekoliko primera.

U qetvrtoj glavi uvodimo nove primere pomo�u uvedenih tehnika. Kori-

stimo primere iz lekcija Brajanta, kao i iz drugih k�iga i radova koji su

navedeni u spisku literature.

Dodatak slu�i kao uvod u kontaktnu i simplektiqku geometriju. Date su

definicije i osnovna tvr�e�a koja su potrebna za razumeva�e, pre svega, prvog

poglav	a ovog rada, kao i nekih primera.
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1 Motivacija - dualni pristup rexava�u dife-

rencijalnih i parcijalnih diferencijalnih

jednaqina

U prvom poglav	u �emo odranije poznate qi�enice i metode rexava�a obiqnih

diferencijalnih jednaqina kao i parcijalnih diferencijalnih jednaqina uo-

pxtiti i dopuniti. Naxa namera je da odre�ene obiqne diferencijalne jedna-

qine ili parcijalne diferencijalne jednaqine nekako pojednostavimo, svo�e-

�em na neke jednostavnije jednaqine ili smextaju�i ih u neki drugi prostor.

Glavna ideja ovog rada je kako da geometrijski problem, xto jeste rexava�e

obiqnih diferencijalnih i parcijalnih jednaqina, pretvorimo u algebarski

problem, tj. prevedemo na jezik diferencijalnih formi.

Prvi deo ovog poglav	a posve�en je obiqnim diferencijalnim jednaqinama,

a drugi deo parcijalnim diferencijalnim jednaqinama. Glavna literatura

korix�ena u ovom poglav	u je [9],[3]i[1].

1.1 Jednaqina koja razdvaja promen	ive

Na osnovnom kursu diferencijalnih jednaqina susreli smo se sa takozvanom

jednaqinom koja razdvaja promen	ive:

y′ =
f(x)

g(y)
. (1.1)

Funkcije f i g su realne i neprekidne, sa tim da g ne mo�e biti nula ni u

jednoj taqki svog domena.

Ova jednaqina jeste data na jeziku vektorskih po	a, me�utim mi �elimo

da je prevedemo na jezik diferencijalnih formi. To radimo na slede�i naqin.

Jednaqinu y′ = dy
dx

= f(x)
g(y)

pomno�imo diferencijalnom 1-formom g(y)dx ∈
Ω1(R2). Dobijamo slede�u jednakost:

g(y)dy = f(x)dx. (1.2)

�u smemo da integralimo i sa leve i sa desne strane. Prema tome, dola-
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zimo do rexe�a. Na jeziku diferencijalnih formi, tangentni prostor na

integralnu krivu je jezgro forme g dy − f dx.

1.2 Jednaqina sa totalnim diferencijalom

Prethodna jednaqina, koja razdvaja promen	ive, specijalan je sluqaj naredne

jednaqine:

y′ =
f(x, y)

g(x, y)
. (1.3)

Pretpostavimo da su funkcije f i g neprekidne i definisane u prosto-

povezanoj oblasti D u ravni R2. Ako upotrebimo isti trik kao i za jednaqinu

(1.1) tada je:

f(x, y)dx− g(x, y)dy = 0. (1.4)

Primetimo da su tangentni prostori integracione krive jednaqine (1.3)

jezgra diferencijalne forme f dx − g dy, tj. jednaqine (1.4). Dobili smo

diferencijalnu jednaqinu sa totalnim diferencijalom. Da bismo mogli tako

da je reximo neophodan i dovo	an uslov je:

∂f(x, y)

∂y
+
∂g(x, y)

∂x
= 0. (1.5)

Prethodan uslov je proizaxao iz Xvarcove leme.

Ako prethodni uslov nije zadovo	en tra�imo funkciju µ(x, y) tako da

forma

µ(x, y)f(x, y)dx− µ(x, y)g(x, y)dy = 0

bude taqna, odnosno da novonastale funkcije zadovo	avaju uslov (1.5). Prime-

timo da mno�e�em forme (1.4) sa funkcijom µ(x, y) nismo izaxli iz ideala

generisanog formom (1.4). Bilo bi lepo kada bismo mogli nekako br�e, samo

iz ideala, da vidimo rexe�e ove jednaqine.

Glavna motivacija ovog i prethodnog potpoglav	a jeste upravo to, da pro-

blem u vektorskom obliku prebacimo u algebarski oblik, gde �emo mo�i bo	e

da ga razumemo.

1.3 Neki primeri i �ihova ,,poznata" rexe�a

U ovom potpoglav	u �emo razraditi prvo naredne primere diferencijalnih

jednaqina na klasiqan naqin, da bismo u narednom ove naizgled razliqite
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primere, rexili elegantnije:

1) (y′)2 = x;

2) (y′)2 = y;

3) Kleroova jednaqina y = xy′ + f(y′).

Primer 1.1. Posmatrajmo prvu jednaqinu:

(y′)2 = x.

Ona suptilno daje dve razliqite diferencijalne jednaqine, a to su y′ =
√
x i

y′ = −
√
x. Postupkom ,,razdvaja�a promen	ivih" kao na poqetku dobijamo da

one zadovo	avaju odnose dy =
√
x dx i dy = −

√
x dx.

Integracijom prethodnih relacija i kvadrira�em dobijamo da su rexe�a

poqetne jednaqine data sa

9(y + c)2 = 4x3, c ∈ R.

Primer 1.2. Sada posmatramo drugu jednaqinu:

(y′)2 = y.

Kao i kod prve jednaqine ovde su suptilno zadate dve jednaqine y′ =
√
y i

y′ = −√y. Prelaskom na diferencijalne forme dobijamo oblik dy√
y

= dx i

− dy√
y

= dx.

Integracijom kao i malopre dobijamo 2
√
y = x+ C,C ∈ R.

Primer 1.3. Doxli smo i do Kleroove jednaqine:

y = xy′ + f(y′).

Poxto je ovo poqetak i zanima nas samo kao motivacija, uze�emo jedan primer

za funkciju f , npr. f(p) = −p2

2
. Dakle, rexavamo jednaqinu

y = xy′ − (y′)2

2
.
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Kao i u prethodna dva primera, rexava�em kvadratne jednaqine po y′ do-

bijamo dva ,,rexe�a" ove jednaqine.

y′ =
2x±

√
D

2
, D = 4(x2 − 2y).

1.4 Objedi�e�e prethodnih primera i �ihovo zbirno

razrexe�e

U ovom poglav	u posmatramo opxtu jednaqinu, tj. jednaqine oblika

F (x, y, y′) = 0, (1.6)

za glatku funkciju F : R3 7→ R
Uvedimo smenu p = y

′
= dy

dx
. Trodimenzioni prostor sa koordinatama (x, y, p)

je 1-
et prostor funkcije y (videti prvi dodatak za definiciju 
et prostora)

Skup

Σ := {(x, y, p) | F (x, y, p) = 0} (1.7)

u R3 jeste povrx. Mo�emo je smatrati glatkom, jer malom perturbacijom dola-

zimo do glatke povrxi.

�elimo da konstruixemo vektorsko po	e na povrxi Σ qije �e integralne

krive u prostoru (x, y, p) na neki naqin dati informaciju o rexe�u (1.6).

Potra�i�emo ga kao presek TΣ (jer integralne krive treba da le�e na Σ) i

ravni ΠA = ker(ξA), gde je ξ = dy− pdx kontaktna forma (videti prvi dodatak
za definiciju kontaktne forme) u R3 (jer �elimo da p = dy

dx
).

Ako se tangentna ravan TAΣ ne poklapa sa kontaktnom ravni ΠA u preseku

te dve ravni �e biti prava.

Prema tome, odredili smo vektorsko po	e X.

Posmatrajmo sad projekciju: π : Σ 7→ R2, π(x, y, p) = (x, y) u vertikalnom

pravcu.

Definicija 1.1. Taqka A ∈ Σ je regularna ako nije kritiqna taqka pres-

likava�a π.

Drugim reqima, tangentna ravan u taqki A na povrxi Σ nije ortogonalna

na (x, y) ravan.
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Skup kritiqnih vrednosti preslikava�a π nazivamo diskriminantnom

krivom.

Po Teoremi o implicitnoj funkciji okolina regularne taqkeA jeste grafik

glatke funkcije p = v(x, y).

Teorema 1.1. Projekcija π slika integralne krive na Σ vektorskog po	a X

u okolini regularne taqke u integralne krive jednaqine

dy

dx
= v(x, y) (1.8)

u okolini projekcije iste taqke.

Dokaz:

Po definiciji, projekcija kontaktne ravni na (x, y) ravan jeste prava linija.

Prema tome, poxto je π lokalni difeomorfizam, vektorsko po	e diferenci-

jalne jednaqine (1.6) u okolini regularne taqke A ∈ Σ projektuje se u vektorsko

po	e diferencijalne jednaqine (1.8). Samim tim se i integralne krive slikaju

jedne u druge.

Napomena 1.1. U opxtem sluqaju, projekcije integralnih krivih nisu uvek

integralne krive.

(1) (y′)2 = x; Povrx Σ : p2 − x = 0. je paraboliqki cilindar. Diskrimi-

nantna kriva je y-osa.

p2 = x (jednaqina povrxi Σ),

2pdp = dx (tangentna ravan na povrx Σ),

dy = pdx (jednaqina kontaktne ravni).

Lakxe je da vidimo xta se doga�a u koordinatama (p, y), integralne krive

su odre�ene jednaqinom dy = 2p2dp. Prema tome, integralne krive na Σ

su date sa y = 2
3
p3 + C, x = p2

(2) (y′)2 = y; Povrx Σ : p2 − y = 0. je paraboliqki cilindar. Diskrimi-

nantna kriva je x-osa.

p2 = y (jednaqina povrxi Σ),

2pdp = dy (tangentna ravan na povrx Σ),

dy = pdx (jednaqina kontaktne ravni).
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Radimo u standardnim koordinatama (x, y), integralne krive su odre�ene

jednaqinom p(2dp−dx) = 0. Prema tome, integralne krive na Σ mogu biti

x = 2p+ C, y = p2 ili p = 0, y = 0.

(3) (Kleroova jednaqina)

y = xy′ + f(y′); Povrx Σ : px+ f(p) = y.

px+ f(p) = y (jednaqina povrxi Σ),

pdx+ xdp+ f
′
dp = dy (tangentna ravan na povrx Σ),

dy = pdx (jednaqina kontaktne ravni).

Iz druge i tre�e jednaqine sledi (x + f
′
)dp = 0. Taqke za koje va�i

x + f
′

= 0 jesu kritiqne taqke (∂F
∂p

= −(x + f ′(p)) = 0), a taqke za koje

va�i dp = 0, odnosno p = const = c su regularne.

Prema tome, rexe�a jesu y = cx + f(c). Na preseku sa diskriminantnom

krivom rexe�e nije definisano jer su tangentna i kontaktna ravan po-

dudarne.

1.5 Isprav	ivost vektorskog po	a

Pre nego xto opixemo opxtu metodu karakteristika, navex�emo neka tvr�e�a

koja �e nam biti potrebna za da	i rad.

Neka je X vektorsko po	e na M ,

X : M → TM, X(x) ∈ TxM. (1.9)

U interesu nam je da radimo sa xto jednostavnijim vektorskim po	em. Po-

smatramo lokalnu varijantu:

M = U ⊂ Rn X : U → Rn. (1.10)

Slede�a definicija �e nam biti od koristi u dokazu Teoreme o isprav	ivo-

sti vektorskog po	a.

Neka je ϕ : M → N, glatko preslikava�e. Vektorsko po	e Y = ϕ∗X na

mnogostrukosti N se definixe kao:

(ϕ∗X)(ϕ(x)) := dϕ(x)(X(x)) ∈ Tϕ(x)N. (1.11)
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Kada preslikava�e ϕ nije surjektivno, naravno da vektorsko po	e Y nije

definisano. Me�utim, mi �emo posmatrati sluqaj kad je ϕ difeomorfizam.

Tada je:

Y = (ϕ∗X)(y) := dϕ(y)X(ϕ−1(y)). (1.12)

Vektorsko po	e X na M zadaje diferencijalnu jednaqinu

dϕt
dt

(x) = X(ϕt(x)), ϕ0 = Id. (1.13)

Vektorsko po	e Y na N zadaje diferencijalnu jednaqinu

dφt
dt

(y) = Y (φt(y)), φ0 = Id. (1.14)

Slede�i stav nam daje odnos tokova φt i ϕt.

Stav 1.1. φt = ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1, t ∈ R

Dokaz:

Neka je ψt = ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1.

�elimo da doka�emo da je ψt = φt.

Prvo proveravamo poqetni uslov: ψ0 = ϕ ◦ ϕ0 ◦ ϕ−1 = ϕ ◦ ϕ−1 = Id

Zatim raqunamo vektorsko po	e koje zadaje tok ψt:

dψt
dt

(y) =
d

dt
(ϕ ◦ ϕt ◦ ϕ−1(y))

= dϕ(ϕt ◦ ϕ−1(y))
d

dt
(ϕt ◦ ϕ−1(y)) = dϕ(ϕ−1 ◦ ψt(y))X(ϕt ◦ ϕ−1(y))

= dϕ(ϕ−1 ◦ ψt(y))X(ϕ−1 ◦ ψt(y)) = (ϕ∗X)(ψt(y)) = Y (ψt(y)).

Prema tome, iz Teoreme o jedinstvenosti rexe�a, sledi da je ψt = φt.

U skladu sa prethodnim oznakama je i slede�a teorema:

Teorema 1.2. (o isprav	ivosti vektorskih po	a) Neka je X vektorsko

po	e na mnogostrukosti M. Ako X(x0) 6= 0 za neko x0 ∈ M onda postoji

okolina Ux0 i difeomorfizam ϕ : Ux0 → Vy0 , y0 = ϕ(x0) tako da je:

ϕ∗X = e1 = (1, 0, ..., 0).

Dokaz:
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Poznato je
dϕt
dt

(x) = X(ϕt(x)), ϕ0 = Id. (1.15)

Odredimo hiperravan E, td. x0 ∈ E i L(X(x0), E) = Rn.

Definixemo preslikava�e ψ : (t, x2, ..., xn) → ϕt(0, x2, ..., xn). Preslika-

va�e ψ je difeomorfizam (lokalni) jer je dψ(x0) nedegenerisana matrica.

Uoqimo da je ψ∗(
∂
∂t

) = ∂ψ
∂t

= ∂
∂t
ϕt(0, x2, ..., xn) = X.

Postavimo ϕ := ψ−1 i to je upravo tra�eno preslikava�e.

Sada mo�emo da radimo mnogo lakxe sa vektorskim po	ima. Naime, je-

dnaqina
dϕt
dt

(x) = X(ϕt(x)) (1.16)

se transformixe u
dφt
dt

= e1 (1.17)

gde je

φt(x) = x+ te1 (1.18)

xto je znaqajno jednostavnije za rad.

Napomena 1.2. Analogno tvr�e�e ne va�i za diferencijalne forme.

Zaista, neka je data proizvo	na 1−forma α na mnogostrukosti M. Pitamo se

da li je mogu�e da postoji neka karta oko proizvo	ne taqke tako da je α = dx1.

Ako bi to bilo taqno, tada:

d(f ∗α) = f ∗(dα) = f ∗(d(dx1)) = f ∗(0) = 0, (1.19)

odakle sledi da je zatvorenost diferencijalne forme neophodan uslov za

�enu isprav	ivost. U tre�em poglav	u, dokaza�emo da je ovaj uslov dovo	an.

1.6 Opxta metoda karakteristika

Problem 1.1. Za vektorsko po	e F na mnogostrukosti M (U ⊂ Rn) potrebno

je odrediti integralnu podmnogostrukost N ⊂ M td. (∀x ∈ N) F (x) ∈ TxN.
Ovo je opxte postav	en problem. Kasnije �emo se vixe baviti nekim speci-

fiqnim sluqajevima.
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Primer 1.4. Neka je data linearna homogena parcijalna jednaqina

n∑
j=1

ajuxj = 0.

Rexe�e ove jednaqine, kao grafik funkcije, se nalazi u prostoru Rn+1. Ve-

ktorsko po	e koje odgovara naxem problemu je F = (a1(x), ..., an(x), 0) ∈ Rn+1.

Jasno je da je F ∈ TΓu gde je Γu = {(x1, ..., xn, u(x1, ..., xn))}, zato xto funkciju u
mo�emo da vidimo kao xn+1 = u(x1, . . . , xn). Zatim: Γu = {xn+1 = u(x1, . . . , xn)}-
= {f = 0} za f = u− xn+1 gde je ∇f = (ux1,...,uxn ,−1) ⊥ F pa znamo da F ∈ TΓu.

Definicija 1.2. Koxijev problem vektorskog po	a F sa poqetnom k−dimenzi-
onom mnogostrukox�u Γ je problem pronala�e�a (k + 1)−dimenzione inte-

gralne podmnogostrukosti vektorskog po	a F koja sadr�i poqetnu mnogostru-

kost Γ.

Definicija 1.3. Taqku x ∈ Γ nazivamo karakteristiqnom taqkom ako

Fx ∈ TxΓ.

Teorema 1.3. Ako taqka x ∈ Γ nije karakteristiqna tada postoji okolina

Ux ⊂ Γ i jedinstveno rexe�e Koxijevog problema na Ux ⊂ N.

Dokaz:

Pretpostavka je lokalnog tipa i invarijantna u odnosu na difeomorfizam.

Zato mo�emo da ispravimo vektorsko po	e. Dakle, dovo	no je da posmatramo:

F = e1 = (1, 0, ..., 0) (1.20)

Sada lako vidimo da je jedinstveno lokalno rexe�e dato sa

N = {x+ te1 | x ∈ Γ, t ∈ R}. (1.21)

Problem 1.2. Sada posmatramo drugaqiji zadatak, neka je data mnogostrukost

M i familija hiperravni En−1
x ⊂ TxM gde je dimM = n. Pita�e je da li

postoji N ⊂M tako da

TxN = En−1
x za (∀x ∈ N). (1.22)

Ako postoji, ka�emo da je En−1
x integrabilna distribucija.

Familiju En−1
x , x ∈M mo�emo da odredimo bar na dva razliqita naqina. Prvi
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je preko diferencijalnih formi

En−1
x = kerαx, α ∈ Ω1(M)

xto mo�e bar lokalno da se shvati.

Drugi naqin je preko vektorskog po	a

(∀x ∈M) Vx ⊥ En−1
x . (1.23)

Najpoznatiji primer neintegrabilne 1−forme zove se kontaktna forma i
dat je u R3. Naravno, za formu α ka�emo da je integrabilna ako kerα zadaje

integrabilnu distribuciju.

Teorema 1.4. Forma α = dz − ydx u R3 nije integrabilna.

Dokaz:

Neka je Πx = kerαx, γ ⊂ Πx proizvo	na kriva, Cγ je cilindar, odnosno

unija integralnih krivih vektorskog po	a Vx kroz γ.

Pretpostavimo da je α integrabilna, i oznaqimo sa N �enu integralnu povrx

kroz koordinatni poqetak.

Neka je Fx := TxCγ ∩ Πx vektorsko po	e i γ̃ integralna kriva za Fx. Tada

je γ̃ = Cγ ∩N.
Za γ �emo izabrati mali paralelogram u okolini koordinatnog poqetka u

R2, tj. za par vektora (ξ, η) u horizontalnoj ravni posmatrajmo paralelogram

odre�en sa taqkom O i ivicama ξ i η. Mnogostrukost N je lokalno grafik

funkcije z = ϕ(x, y) jer su u blizini (0, 0, 0) dx i dy linearno nezavisni na

TN. Zato je γ̃ = ϕ(γ) u blizini nule.

Postoje dve puta�e kojima mo�emo da stignemo do suprotnog temena pa-

ralelograma u ravni. Kada podignemo te dve puta�e na N , dolazimo do iste

taqke Aξ i Aη, jer i u ravni Oxy dolazimo do iste taqke, a N je grafik (ovo

sve va�i pod pretpostavkom da N postoji). Zato, ako poka�emo da funkcija

f : Πx 7→ R definisana sa:

f(ξ, η) :=

Aη∫
Aξ

α, (1.24)

nije jednaka nuli, dokazali smo da α nije integrabilna ni u jednoj okolini

nule. Sliqno se mo�e pokazati da α nije integrabilna ni u jednoj okolini

proizvo	ne taqke.
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Posmatramo Tejlorov razvoj funkcije f u taqki (0, 0):

f(ξ, η) = f(0, 0) + f
′

ξ(0, 0)ξ + f
′

η(0, 0)η + ω(ξ, η) + σ(ξ, η)2

= ω(ξ, η) + σ(ξ, η)2.

Tvrdimo da je ω = dα. Moramo da raqunamo:

ω(ξ, η) = f(ξ, η) + σ(ξ, η)2 =

Aη∫
Aξ

α + σ(ξ, η)2.

�elimo da izraqunamo integral:

Aη∫
Aξ

α =

∫
γ1

α−
∫
γ2

α

gde je γ1 zatvorena kriva, a γ2 unija 4 integralne krive vektorskog po	a Fx.

Drugi integral je oqigledno nula, ostaje da izraqunamo samo prvi.∫
γ1

α =

∫∫
D

dα =

∫∫
Π

dα + (4 integrala po boqnim stranama),

gde je γ1 = ∂D.

Znamo da je dα = dx ∧ dy, pa nam je olakxan raqun:∫∫
Π

dα =

∫∫
Π

dx ∧ dy = dα(ξ, η).
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Integrali
∫∫

dα po boqnim stranama su reda veliqine ξ3.

Time smo dokazali da je ω(ξ, η) = dα(ξ, η), xto smo i tvrdili.

Poxto je α kontaktna forma, znamo da je dα |kerα 6= 0 xto nam jasno daje da

funkcija f nije nula, pa forma α nije integrabilna.

Napomena 1.3. Postoji jox jedan, lakxi naqin, da doka�emo da forma α

nije integrabilna, odnosno da nije dα = 0 kad god je α = 0. Prethodna priqa

je ekvivalenta sa tim da je

α ∧ dα ≡ 0

xto je Frobenijusov uslov (videti 2.7).

U naxem primeru imamo

α ∧ dα = dx ∧ dy ∧ dz xto nije identiqki jednako nuli u celom prostoru R3.

Prethodna problematika samo je specijalan sluqaj slede�eg problema. Za-

data je distribucija ravni Ex ∈ TxM u tangentnom prostoru mnogostrukosti

M . Tra�imo N tako da je N povrx i za sve x ∈ N va�i TxN = Ex.

Definicija 1.4. Neka je M2n+1 kontaktna mnogostrukost, a α kontaktna

forma. Πx = kerαx je hiperravan, dok je E2n glatka hiperpovrx u M . Za E

ka�emo da je nekarakteristiqna ako su tangentna ravan TxE
2n i Πx transverza-

lne u svakoj taqki x ∈ E (oznaka Πx t E2n).

Definicija 1.5. Presek tangetne ravni nekarakteristiqne hiperpovrxi sa

kontaktnom ravni u kontaktnoj mnogostrukosti nazivamo karakteristiqnom

ravni u taqki:

Px = TxE ∩ Πx.

Definicija 1.6. Karakteristiqan pravac lx u nekarakteristiqnoj taqki

x hiperpovrxi u kontaktnom prostoru jeste simplektiqki komplement kara-

kteristiqne ravni u kontaktnoj ravni; lx je simplektiqki komplement od:

P 2n−1
x = TxE

2n ∩ Π2n
x u Π2n

x .
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Definicija 1.7. Integralne krive po	a karakteristiqnih pravaca na neka-

rakeristiqnoj hiperpovrxi E u kontaktnoj mnogostrukosti M nazivamo kara-

kteristikama hiperpovrxi E.

Neka je Nk ⊂ E2n k−dimenziona integralna mnogostrukost po	a kontakt-
nih ravni.

Definicija 1.8. Taqka x ∈ Nk naziva se nekarakteristiqnom ako tangentna

ravan TxN ne sadr�i karakteristiqan pravac lx.

Definicija 1.9. Koxijev problem za hiperpovrx E2n u kontaktnoj mno-

gostrukosti M2n+1 sa poqetnom mnogostrukox�u Nn−1 jeste odre�iva�e inte-

gralne mnogostrukosti Y n po	a kontaktnih ravni, tako da Nn−1 ⊂ Y n ⊂ E2n.

Koxijev problem je rexiv pod odre�enim uslovima.

Teorema 1.5. Neka je x nekarakteristiqna taqka poqetne mnogostrukosti

Nn−1. Tada postoji okolina U taqke x, tako da postoji rexe�e E2n∩U Koxi-

jevog problema sa poqetnim uslovom Nn−1∩U koje je lokalno jedinstveno. Mno-

gostrukost Y n sastoji se od karakteristika koje prolaze kroz taqke poqetne

mnogostrukosti Nn−1.

Skica dokaza teoreme:

Dokaz mo�emo grubo podeliti u 4 koraka:

1) Y n je glatka mnogostrukost dimenzije n;

2) Y n ⊂ E2n;

3) TxN ⊂ Πx;

4) Jedinstvenost konstruisane mnogostrukosti Y n.

Dokaz se dosta osla�a na slede�u lemu, koja je interesantna sama za sebe.

Lema 1.1. Neka je V vektorsko po	e, a α ∈ Ω1(Rn) tako da je V ∈ kerα. Tada

su slede�i uslovi ekvivalentni:

(A) ξ ∈ kerα =⇒ dα(V, ξ) = 0;

(B) Tok vektorskog po	a V quva jezgro 1-forme α.
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Dokaz leme:

Xta znaqi da tok vektorskog po	a ,,quva jezgro α"?

ξ ∈ kerα =⇒ Φt∗ξ ∈ kerα. (1.25)

Po Teoremi o isprav	ivosti vektorskog po	a (1.2), vektorsko po	e V mo�e-

mo da vidimo u obliku V = e1. Formu α mo�emo da zapixemo u obliku α(x) =
n∑
j=1

aj(x)dxj. Zamenom dobijamo: α(V ) = a1(x) = 0 =⇒ α(x) =
n∑
j=2

aj(x)dxj.

(A) =⇒ (B):

V = e1

dΦt

dt
(x) = e1

Φt(x) = x+ te1

Φt∗(ξ)(Φt(x)) = dΦt(x)(ξ(x)) = ξ(x)

ξ ∈ kerα =⇒ Φt∗(ξ) ∈ kerα

ξ = (ξ1, . . . , ξn)

0 = αx(ξ) =
n∑
j=2

aj(x)ξj
?

=⇒ (∀t) dΦt(x)(Φt∗) =
n∑
j=2

aj(x+ te1)ξj = 0

m

d

dt

n∑
j=2

aj(x+ te1)ξj = 0

n∑
j=2

∂aj
∂x1

ξj = 0,

a ovo posled�e je upravo dα(V, ξ) (videti dokaz drugog smera).

(B) =⇒ (A):

α(ξ) = 0 =⇒ dα(V, ξ) = 0?

dα =
n∑
j=2

d(aj(x)) ∧ dxj

dxi ∧ dxj(V, ξ) = det

[
dxi(V ) dxi(ξ)

dxj(V ) dxj(ξ)

]

dα(V, ξ) =
n∑
j=2

n∑
k=1

∂aj
∂xk

dxk ∧ dxj(V, ξ).
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Za V = e1 = ∂
∂x1

imamo

dxk ∧ dxj(V, ξ) = det

[
dxk(

∂
∂x1

) dxk(ξ)

dxj(
∂
∂x1

) dxj(ξ)

]
(1.26)

pa je

dα(V, ξ) =
n∑
j=2

n∑
k=1

∂aj
∂xk

dxk ∧ dxj(V, ξ)

=
n∑
j=2

n∑
k=1

∂aj
∂xk

det

[
dxk(

∂
∂x1

) dxk(ξ)

0 dxj(ξ)

]
=

n∑
j=2

∂aj
∂x1

ξj = 0.

1.7 Lagran�-Xarpijev metod

Vrati�emo se sada na nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednaqinu prvog

reda funkcije u : Rn 7→ R,
F (x, u,

∂u

∂x
) = 0. (1.27)

Celu jednaqinu �emo videti kao hiperpovrx E2n u mnogostrukostiM2n+1 =

J(Rn,R) 1-
etova sa standardnom kontaktnom strukturom (videti prvi do-

datak). Sa (x1, ..., xn, u, p1, ..., pn) oznaqi�emo lokalne koordinate u prostoru

1-
etova. Sada jednaqinu (1.27) mo�emo da vidimo u obliku:

F (x, u, p) = 0. (1.28)

Rexava�e jednaqine (1.28) svodi se na odre�iva�e integralnih povrxi

po	a kontaktnih ravni u E2n koje su 1-grafovi funkcija. Problem se svodi

na odre�iva�e karakteristika, a potom na rexava�e obiqnih diferencijalnih

jednaqina.

Stav 1.2. Obiqne diferencijalne jednaqine kojima su odre�ene karakteri-

stike jednaqine (1.28) su:

.
x= Fp,

.
p= −Fx − pFu,

.
u= pFp.

16



Dokaz:

Posmatrajmo mnogostrukost zadatu sa F (x, u, p) = 0 u R2n+1.Neka je (X,U, P )

vektor koji pripada jednoj od tangentnih ravni mnogostrukosti F (x, u, p) = 0.

Tada

FxX + FuU + FpP = 0. (1.29)

Vektor (X,U, P ) le�i u kontaktnoj ravni ako ga kontaktna forma α = du−p dx
anulira (α(X,U, P ) = 0) pa je U = pX. Poxto je vektor (X,U, P ) u preseku

tangentne i kontaktne ravni mora biti:

(Fx + Fup)X + FpP = 0. (1.30)

Sada �elimo da odredimo karakteristiqan pravac, odnosno tra�imo si-

mplektiqki komplement (1.30) (videti drugi dodatak). Treba nam jednaqina

dα = d(du− pd x) = dx ∧ dp. (1.31)

Odabra�emo dva vektora, (
.
x,

.
u= p

.
x,

.
p) i (X,U, P ) iz karakteristiqne ravni.

dα((
.
x, p

.
x,

.
p), (X,U, P )) =

.
x P−

.
p X = 0. (1.32)

Uporedimo jednaqine (1.30) i (1.32). Ve� je poznato da je (
.
u= p

.
x). Izje-

dnaqava�em izraza dobijamo:

.
x= Fp,

.
p= −Fx − pFu,

.
u= pFp.

Do istog rezultata, ali drugaqijom metodom, �emo do�i i u drugom poglav	u.
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2 Algebarske tehnike i definicija

spo	ax�ih diferencijalnih sistema

U ovom poglav	u uvex�emo definiciju spo	ax�eg diferencijalnog sistema.

Na poqetku uvodimo sve algebarske strukture koje su nam potrebne. Nakon toga

definixemo spo	ax�i diferencijalni sistem. Potom dokazujemo Frobeni-

jusovu teoremu. Struktura poglav	a zasnovana je na k�izi R. Brajanta [10],

algebarske strukture na k�izi K. Janga[7]. Svi navedeni autori se pozivaju

na k�igu E. Kartana [6].

2.1 Spo	ax�e algebre - osnovne definicije i tvr�e�a

Ako je realni vektorski prostor V dimenzije n i �egov dualni prostor V ∗,

elemente x ∈ V zovemo vektorima, a elemente ω ∈ V ∗ kovektorima.

Mo�emo definisati preslikava�e 〈·, ·〉 : V × V ∗ → R, linearno po oba

argumenta:

〈x, ω〉 = ω(x), x ∈ V, ω ∈ V ∗.

Konstruisa�emo dva nova prostora, prostor multi-vektora Λ(V ) i prostor

multi-formi Λ(V ∗). Namera nam je da proxirimo prethodno preslikava�e na

prostor Λ(V )× Λ(V ∗).

Neka je Sp simetriqna grupa reda p!. Ako je data permutacija σ ∈ Sp mo�emo
da definixemo p−linearno preslikava�e

fσ : V × ...× V −→ V ⊗ ...⊗ V, fσ(v1, ..., vp) = vσ(1) ⊗ ...⊗ vσ(p).

Po univerzalnom svojstvu preslikava�a tenzorskog proizvoda (videti tre�i

dodatak) postoji linearno preslikava�e

σ
′
: V ⊗ ...⊗ V −→ V ⊗ ...⊗ V (2.1)

tako da je σ
′
(v1 ⊗ ...⊗ vp) = fσ(v1, ..., vp). Definixemo linearna preslikava�a

Sp, Ap : V ⊗ ...⊗ V −→ V ⊗ ...⊗ V, Sp(x) =
1

p!

∑
σ
′
(x),

Ap(x) =
1

p!

∑
(−1)sgn(σ)σ

′
(x),

gde se sumira po svim permutacijama σ ∈ Sp.
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Posmatrajmo jezgra preslikava�a Ip = KerAp i Jp = KerSp.

Sada mo�emo definisati nax prostor

Λp(V ) = V ⊗ ...⊗ V/Ip.

Prema prethodnom, brzo se dokazuje da je:

Λp(V ) = 0, p ≥ n; dim Λp(V ) =

(
n

p

)
, 0 ≤ p ≤ n.

Definicija 2.1. Spo	ax�a algebra nad vektorskim prostorom V je direktna

suma

Λ(V ) = ⊕np=0Λp(V ),

xto je graduisana algebra nad R dimenzije 2n.

Definicija 2.2. Homogeni ideal prostora Λ(V ) je ideal I takav da je

I = ⊕np=0Ip, Ip = I ∩ Λp(V ).

Drugaqije reqeno, kad god je α =
∑
αp ∈ I gde su αp ∈ Λp(V ) svako αp isto

treba da pripada idealu I.

Ako je Σ ⊂ Λ(V ) skup koji sadr�i homogene elemente (pripadaju samo jednom

od Λp(V )), sa I(Σ) oznaqi�emo najma�i ideal koji sadr�i Σ. Ovaj ideal je

homogen i nazva�emo ga algebarskim idealom generisanim sa Σ. Imamo:

I(Σ) = {xi ∧ σi konaqne sume : σi ∈ Σ, xi ∈ Λ(V )},

neka je

Ip(Σ) = I(Σ)∩Λp(V ) = {xi∧σi : σi ∈ Σ, deg(σi) = pi, x
i ∈ Λ(V ), deg(xi) = p−pi}.

Analogno formiramo spo	ax�u algebru i nad V ∗.

Λ(V ∗) = Λ0(V ∗) + Λ1(V ∗) + ...+ Λn(V ∗),

gde je

Λ0(V ∗) = R, Λ1(V ∗) = V ∗.

Definicija 2.3. Element skupa Λp(V ∗), nazivamo p−formama na V ; mo�emo
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da ih vidimo kao alterniraju�e p−linearne funkcionale na V × ... × V, dok
element skupa Λp(V ) p−vektor na V.

Neka je (ei) baza vektorskog prostora V , a dualna baza (ei). Tada se p−vektor
x mo�e predstaviti u obliku:

x =
1

p!
ai1i2...ipei1 ∧ ... ∧ eip ; (2.2)

dok se p−forma α na V mo�e predstaviti kao

x =
1

p!
ai1i2...ipe

i1 ∧ ... ∧ eip ; (2.3)

gde su koeficijenti antisimetriqni. Sada mo�emo da proxirimo preslika-

va�e sa poqetka poglav	a. U duhu prethodnih zapisa vektora i formi imamo:

〈α, x〉 = α(x) =
1

p!
ai1i2...ipai1i2...ip . (2.4)

Jasno je da je za α ∈ Λp(V ∗) i x ∈ Λq(V ) pri uslovu p 6= q, 〈α, x〉 = 0 po

definiciji. Iz aditivnosti (〈α + β, x〉 = 〈α, x〉 + 〈β, x〉 i 〈α, x + y〉 = 〈α, x〉 +

〈α, y〉) sledi da je dobro definisano preslikava�e

〈·〉 : Λ(V ∗)× Λ(V ) 7→ R. (2.5)

Napomena 2.1. Prethodno definisano preslikava�e je linearno, tako da je

bilo dovo	no da posmatramo monome i za p-vektore i za p-forme.

Za p−vektor x ∈ Λp(V ) ka�emo da je rastav	iv ako je oblika

x = v1 ∧ v2 ∧ ... ∧ vp

za neke vektore vi ∈ V. Primetimo da je x 6= 0 ako i samo ako su vektori (vi)

linearno nezavisni. Na osnovu toga, nenula rastav	iv p−vektor x definixe

p−dimenzioni potprostor E ⊂ V (p−ravan) koji je nezavisan u odnosu na

reprezentaciju vektora x u obliku monoma. Taj prostor, odnosno ravan, �emo

zapisivati kao

E = span{v1, ..., vp}.

Neka je G(n, p) Grasmanova mnogostrukost p−ravni u Rn i neka je E ∈
G(n, p). Kao malopre, pixemo

xE = v1 ∧ v2 ∧ ... ∧ vp.
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Neka je v
′
1, v

′
2, ..., v

′
p druga baza vektorskog prostora E. Tada je:

x
′

E′
= v

′

1 ∧ v
′

2 ∧ ... ∧ v
′

p

nenula umno�ak od xE. Mi �emo nazvati xE, definisan do na realan nenula

faktor, Grasmanovim koordinatnim vektorom od E i oznaqava�emo:

[xE] = E,

gde uglasta zagrada oznaqava klasu vektora do na realnu konstantu razliqitu

od nule.

Definicija 2.4. Endomorfizam f aditivne strukture Λ(V ) se naziva deriva-

cijom ako zadovo	ava slede�e uslove:

(a) f((−1)px) = (−1)qf(x), x ∈ Λp(V ), f(x) ∈ Λq(V );

(b) f(x ∧ y) = f(x) ∧ y + (−1)px ∧ f(y), x ∈ Λp(V ).

Endomorfizam f aditivne strukture Λ(V ) zva�emo antiderivacijom ako zado-

vo	ava (b) i

(a') f((−1)px) = (−1)q+1f(x), x ∈ Λp(V ), f(x) ∈ Λq(V ).

Za prethodno preslikava�e f ka�emo da je stepena d ako za svako p va�i

f(Λp(V )) ⊂ Λp+d(V ).

Za v ∈ V i p−formu α na V definixemo unutrax�i proizvod forme α sa

vektorom v, u oznaci ivα, xto je (p− 1)−forma na V data sa:

ivα(v1, ..., vp−1) = α(v, v1, ..., vp−1), vi ∈ V.

Oqigledno je α ∈ V ∗, ivα = α(v) ∈ R.

Stav 2.1. Ako je v ∈ V , onda je iv anti-derivacija.

Dokaz:
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Za sve θi ∈ V ∗ imamo

iv(θ
1 ∧ · · · ∧ θp)(v1, ..., vp−1) = (θ1 ∧ · · · ∧ θp)(v, v1, ..., vp−1)

= det


θ1(v) θ1(v1) θ1(v2) · · · θ1(vp−1)

θ2(v) θ2(v1) θ2(v2) · · · θ2(vp−1)
...

...
...

. . .
...

θp(v) θp(v1) θp(v2) . . . θp(vp−1)


=
∑

(−1)i+1θi(v)θ1 ∧ · · · ∧ θi−1 ∧ θi+1 ∧ · · · ∧ θp(v1, . . . , vp−1).

Kada raspixemo prethodnu jednaqinu, dobijamo:

iv(θ
1 ∧ ... ∧ θp) =

∑
(−1)i+1θi(v)θ1 ∧ ... ∧ θi−1 ∧ θi+1 ∧ ... ∧ θp

= ivθ
1(θ2 ∧ ... ∧ θp)− ivθ2(θ1 ∧ θ3 ∧ ... ∧ θp) + ...+ (−1)p−1ivθ

1(θ2 ∧ ... ∧ θp)

Unutrax�i proizvod

iv : Λ(V ∗) −→ Λ(V ∗)

mo�emo da vidimo kao adjungovani operator spo	ax�eg proizvoda

ev : Λ(V ) −→ Λ(V ), ev(x) = v ∧ x,

odnosno u drugaqijem zapisu

< ivϕ, x >=< ϕ, v ∧ x >, x ∈ Λ(V ), ϕ ∈ Λ(V ∗). (2.6)

U da	em tekstu koristi�emo nekad drugaqiju oznaku za unutrax�i proizvod

vyϕ := ivϕ v ∈ V, ϕ ∈ Λ(V ∗).

Stav 2.2. Nenula p−forma α ∈ Λp(V ∗) je rastav	iva ako i samo ako je dual

pridru�enog prostora dimenzije p.

Dokaz:

Pretpostavimo da je α = θ1 ∧ ... ∧ θp, θi ∈ V ∗. Jasno je da je

A(α)⊥ = span{θ1, ..., θp}.

Obratno, pretpostavimo da je α jedna p−forma i da je dimA(α)⊥ = p. Neka

je θ1, ..., θp baza prostora A(α)⊥ i proxirimo je do baze θ1, ..., θn prostora V ∗.
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Tako�e, neka je e1, ..., en baza prostora V dualna bazi (θj). Neka je

α =
1

p!
ai1...ipθ

i1 ∧ ... ∧ θip , 1 ≤ ij ≤ n.

Tvrdimo da je ai1...ip = 0 ako je neko ij > p.

Posmatrajmo unutrax�i proizvod

ie1α =
1

(p− 1)!
a1i2...ipθ

i2 ∧ ... ∧ θip .

Sledi da je

iejp−1
...ej1

α = aj1...jp−1iθ
i ∈ A(α)⊥,

i aj1...jp−1i = 0 za i > p qime je dokaz potpun.

Iz prethodnog stava sledi da ako je α rastav	iva p−forma na V tad je za

neki nenula realni broj c ∈ R

α = c θ1 ∧ θ2 ∧ ... ∧ θp,

gde je θ1, θ2, ..., θp baza prostora A(α)⊥.

Neka je I ⊂ Λ(V ∗) homogeni ideal. Definixemo Koxijev karakteristiqni

prostor ideala I kao potprostor vektorskog prostora V sa

A(I) = {v ∈ V : ivα ∈ I ∀α ∈ I}.

Dualni pridru�eni prostor ideala I je definisan da bude anihilator od

A(I), odnosno:

A(I)⊥ = {ϕ ∈ V ∗ : ϕ(v) = 0 ∀v ∈ A(I)}.

�ega �emo nekad nazivati retrakcioni prostor i oznaqava�emo ga sa C(I).

Radi primene znaqajno nam je da odredimo generatore homogenog ideala I,

koje na neki naqin �elimo da minimalizujemo. Slede�a teorema �e nam pomo�i

u tome.

Teorema 2.1. Neka je I homogeni ideal u Λ(V ∗). On ima skup generatora koji

su elementi Λ(A(I)⊥).

Prvo �emo dokazati slede�u lemu.
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Lema 2.1. Neka je q−forma α zadata sa

α =
1

q!
ai1i2...iqθ

i1 ∧ θi2 ∧ ... ∧ θiq .

Forma α ne uk	uquje θt ako i samo ako ietα = 0.

Dokaz leme:

Znamo da je

ietα =
1

(q − 1)!
ati1...iq−1 .

Sada je jasno da α ne uk	uquje θt ako i samo ako:

ai1...iq = 0, kad god je neko ij = t;

ovo va�i ako i samo ako je:

ati1...iq−1 = 0 ∀i1, ..., iq−1

Dokaz teoreme:

Neka je e1, ...en baza vektorskog prostora izabrana tako da je:

A(I) = span{ep+1, ..., en}, A(I)⊥ = span{θ1, .., θp},

gde forme θi qine dualnu bazu i p = dimA(I)⊥. Neka je {αA} skup genera-

tora ideala I. Mo�emo da pretpostavimo da je svako αA homogeno i da nema

0−formi, tj. funkcija, u skupu generatora. Inaqe bismo mogli da generixemo
ceo prostor Λ(V ∗) i to bi bio kraj dokaza.

Ako je α1 1−forma takva da:

α1 = aiθ
i, 1 ≤ i ≤ n,

onda prema pretpostavci, za sve p+ 1 ≤ k ≤ n,

iekα1 = ak ∈ I.

Prema tome, ak = 0 i α1 = a1θ
1 + ... + apθ

p ∈ A(I)⊥. Dokazali smo da svi gene-

ratori stepena jedan pripadaju A(I)⊥.

Pretpostavimo sada da svi generatori stepena najvixe q pripadaju Λ(A(I)⊥)
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i neka je α generator stepena q + 1. Neka je

β = α− θp+1 ∧ (iep+1α).

Forma θp+1 ∧ (iep+1α) se nalazi u idealu I jer ep+1 ∈ A(I), a I je ideal. Sada je

iep+1β = θp+1 ∧ (i2ep+1
α) = 0

zbog qi�enice da je i antiderivacija. Prema dokazanoj lemi forma β ne

sadr�i θp+1. Ponav	aju�i ovaj postupak konaqno mnogo puta mo�emo da za-

menimo α elementom koji ne sadr�i forme θp+1, ..., θn. Time smo dokazali teo-

remu induktivnim postupkom.

Za dat ideal I ⊂ Λ(V ∗) �elimo da odredimo najma�i potprostor W ∗ ⊂ V ∗

takav da je I generisan, kao ideal, skupom S elemenata iz Λ(W ∗). Samim tim,

element ideala I je suma elemenata oblika σ ∧ β, σ ∈ S, β ∈ Λ(V ∗). Ako je

x ∈ W = (W ∗)⊥, imamo, s obzirom na to da je xy anti-derivacija,

xyσ = 0,

pa samim tim va�i

xy(σ ∧ β) = ±σ ∧ (xyβ) ∈ I.

2.2 Sistem spo	ax�ih jednaqina na vektorskom pro-

storu

Neka je G(V, q) Grasmanova mnogostrukost q−ravni na vektorskom prostoru

V. Kada fiksiramo bazu prostora V, mo�emo prostor V identifikovati sa

Rn i G(V, q) = G(Rn, q). Neka je Φ p− forma na vektorskom prostoru V , a

E ∈ G(V, q) jedna q−ravan u V. Tada je restrikcija Φ na E, u zapisu Φ|E,
zapravo jedna p−forma na E data sa

(v1, ..., vp) 7→ Φ(v1, ..., vp), vi ∈ E.

Ka�emo da je q−ravan E rexe�e jednaqine Φ = 0 ako je Φ|E = 0. Primetimo

da je za q < p trivijalno Φ|E = 0.
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Definicija 2.5. Sistem spo	ax�ih jednaqina na vektorskom prostoru V je

konaqan skup jednaqina

Σ = {αi = 0, 1 ≤ i ≤ s},

gde je svako αi homogena spo	ax�a forma na V. Stepen sistema Σ je stepen

forme najvixeg stepena u sistemu Σ. Rexe�a sistema Σ su q−ravni E u V ako

je za svako αi ∈ Σ αi|E = 0.

Neka je Σ sistem spo	axnih diferencijalnih jednaqina na V i neka je

I(Σ) ⊂ Λ(V ∗)

homogeni ideal generisan formama iz Σ. Jasno je da se svako rexe�e sistema

Σ anulira elementima iz I(Σ). Me�utim, mogu�e je da postoje forme koje an-

uliraju svako rexe�e sistema Σ, ali nisu u idealu I(Σ).

Definicija 2.6. Sistem Σ je kompletan ako svaka forma koja ponixtava

svako rexe�e pripada homogenom idealu I(Σ).

Stav 2.3. Neka je sistem Σ dat sa Σ = {θ1, ..., θs}, gde su θk linearno nezavisne
1-forme. Onda je Σ kompletan sistem.

Dokaz:

Pretpostavimo da nenula forma Φ ponixtava proizvo	no rexe�e E si-

stema Σ. Proxirimo sistem Σ do baze θ1, ..., θn prostora V ∗. Formu Φ mo�emo

da zapixemo u obliku:

Φ =
n∑
p=0

1

p!

∑
ai1...ipθ

i1 ∧ ... ∧ θip .

Dovo	no je posmatrati sluqaj gde je E = [es+1∧ ...∧en] gde je θi dualan elementu

ei. Tada je

Φ =
n∑
p=0

1

p!

∑
s+1≤ij≤n

ai1...ipθ
i1 ∧ ... ∧ θip .

Proizvo	no rexe�e sistema Σ je potprostor od E. Tada

Φ|E = 0

ako i samo ako

ai1...ip = 0 kad su svi ij > s.
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To znaqi da u svakom monomu u Φ postoji bar jedno θi za neko i ≤ s, iz qega

sledi rezultat.

Definicija 2.7. Dva sistema spo	ax�ih jednaqina na vektorskom prostoru

V , Σ1 i Σ2 su algebarski ekvivalentna ako je I(Σ1) = I(Σ2).

Jasno je da algebarski ekvivalentni sistemi imaju isti skup rexe�a, ali

obratno tvr�e�e je taqno samo za kompletne sisteme.

Neka je Σ sistem spo	ax�ih jednaqina na vektorskom prostoru V. Pridru-

�imo sistemu Σ sistem A⊥(Σ), definisan kao dual pridru�enog prostora

ideala I(Σ),

A⊥(Σ) = A(I(Σ))⊥.

Drukqije zapisano,

A⊥(Σ) = {v ∈ V : ivα ∈ I(Σ),∀α ∈ I(Σ)}⊥ ⊂ V ∗.

Stav 2.4. Algebarski ekvivalentni sistemi imaju iste pridru�ene pros-

tore.

Dokaz:

Primetimo da je

A(I(Σ)) = {v ∈ V : ivα ∈ I(Σ) ∀α ∈ Σ}.

Da bismo ovo dokazali pretpostavimo da je v vektor takav da je ivα ∈ I(Σ)

za sve α ∈ Σ. Bilo koje β ∈ I(Σ) mo�e da se zapixe u obliku

β = ϕ1 ∧ α1 + ...+ ϕk ∧ αk

za neke ϕj ∈ Λ(V ∗) i αk ∈ Σ. Tada je

ivβ = (ivϕ
1 ∧ α1)± ϕ1 ∧ (ivα1) + ... ∈ I(Σ).

Teorema 2.2. Neka je Σ sistem spo	ax�ih jednaqina na V , �emu pridru�en

prostor A⊥(Σ) dimenzije s, za koji va�i

A⊥(Σ) = span{θ1, ..., θs} ⊂ V ∗.
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Tada postoji sistem Σ′ koji je algebarski ekvivalentan sa Σ tako da forme

u Σ′ uk	uquju samo θk, odnosno, Σ′ ⊂ Λ(A⊥(Σ)).

Dokaz:

Dokaz je analogan dokazu prethodne teoreme. (Videti Teoremu na str.14 u

[7])

Teorema 2.3. (o retrakciji) Neka je I ideal u Λ(V ∗). �egov retrakcioni

potprostor C(I) je najma�i potprostor od V ∗ takav da Λ(C(I)) sadr�i skup

S elemenata koji generixu ideal I. Skup S tako�e generixe ideal J u Λ(C(I)),

koga zovemo retrakcionim idealom od I. Postoji preslikava�e

∆ : Λ(V ∗)→ Λ(C(I))

graduisanih algebri tako da je ∆(I) = J .

Dokaz:

Pretpostavimo da je W ∗ ⊂ V ∗ potprostor takav da Λ(W ∗) sadr�i skup S

elemenata koji generixu ideal I. Prema prethodnim razmatra�ima za x ∈
W = (W ∗)⊥ znamo da xyI ⊂ I. Sledi da je W ⊂ A(I), a samim tim i da je

C(I) = A(I)⊥ ⊂ W ∗.

Sada odaberimo prostor B, komplementaran sa C(I) u V ∗, odnosno V ∗ =

C(I) +B. Neka je ωi, 1 ≤ i ≤ n, baza prostora V ∗ tako da:

ω1, ..., ωk ∈ B, ωk+1, ..., ωn ∈ C(I).

Za �oj dualnu bazu ei, 1 ≤ i ≤ n, va�i da je A(I) = {e1, ..., en}. Uvedimo
preslikava�a graduisanih algebri

hj : Λ(V ∗)→ Λ(V ∗), 1 ≤ j ≤ k,

data sa

hj(α) = α− ωj ∧ (ejyα), α ∈ Λ(V ∗).

Kao i preslikava�e

∆ : Λ(V ∗)→ Λ(V ∗),

dato sa

∆ = hk ◦ ... ◦ h1.
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Kako je ej ∈ A(I), 1 ≤ j ≤ k, znamo da je hj(I) ⊂ I, pa je i ∆(I) ⊂ I. Za

restrikcije preslikava�a ∆ va�i da su ∆ |B= 0 i ∆ |C(I)= Id. Primetimo da

kako je ∆ preslikava�e graduisanih algebri, tada je Λ(C(I)) zapravo slika

preslikava�a ∆.

Preostaje nam da napravimo skup S unutar Λ(C(I)) koji generixe I. �ega

dobijamo indukcijom po stepenu elemenata u I. Neka je Ip skup elemenata I

stepena p. Da bismo isk	uqili trivijalan sluqaj I = Λ(C(I)), pretpostavimo

da je I0 prazan skup. Prema osobinama A(I) znamo da je za x ∈ A(I), α ∈ I1 po

pravilu xyα = 0, pa je A(I) ⊂ I⊥1 , gde je I1 ⊂ C(I).

Da bismo primenili induktivni korak pretpostavimo da su I1, ..., Ip gene-

risani elementima Λ(C(I)), i neka je Jp−1 generisan �ima. Ranije definisana

preslikava�a hj ostav	aju Jp−1 invarijantnim. Po definiciji znamo da je

h1(α)−α ∈ Jp−1. Uzastopnom primenom h2, ..., hk dobijamo da je ∆(α)−α ∈ Jp−1.

Zamenom α sa ∆(α) kao generatorom od I je dovrxena indukcija.

Razmotrimo jednu primenu dokazane teoreme. Podsetimo se da je Grasmanov

koordinatni vektor [α] potprostoraW ∗ ⊂ V ∗ dimenzije p rastav	iv p-kovektor

takav da je

W ∗ = {ω ∈ V ∗ | ω ∧ α = 0}.

Ovaj pojam mo�e da se proxiri na bilo koju p−formu α, rastav	ivu ili

ne. Definiximo

Lα = {ω ∈ V ∗ | ω ∧ α = 0}.

Zva�emo ga prostor linearnih divizora forme α, zbog slede�eg stava:

Stav 2.5. Data je p-forma α i baza ω1, ..., ωq za Lα. Tada se α mo�e pred-

staviti u obliku:

α = ω1 ∧ ... ∧ ωq ∧ π, π ∈ Λp−q(V ∗).

Dokaz:

Ovo tvr�e�e �emo dokazati matematiqkom indukcijom po q. Pretpostavimo

prvo da je q = 1 i da je ω1 bazni element od V ∗. Mo�emo da napixemo α u

kanonskom obliku:

α = ω1 ∧ π + α1,
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odnosno da α1 ne zavisi od ω
1. Tada je

0 = ω1 ∧ α = ω1 ∧ (ω1 ∧ π + α1) = ω1 ∧ α1 = 0.

Sledi da je α1 = 0, qime smo dokazali bazu indukcije. Induktivni korak je

analogan prethodnom postupku.

Teorema 2.4. Dat je ideal I generisan linearno nezavisnim elementima

ω1, ω2, . . . , ωs ∈ V ∗ i 2-formom Ω ∈ Λ2(V ∗). Neka je p najma�i ceo broj takav

da je

Ωp+1 ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs = 0.

Retrakcioni prostor C(I) je dimenzije 2p+ s i ima Grasmanov vektor

Ωp ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs.

Dokaz:

Posmatrajmo prvo sluqaj s = 0. U tom sluqaju je svaki element ideala I

linearna kombinacija formi Ω,Ω2, . . . ,Ωp 6= 0. Prema teoremi o retrakciji

znamo da je Ω ∈ Λ(C(I)), a Ωp ∈ Λ2p(C(I)). Ovo da	e znaqi da je

dimC(I) ≥ 2p.

Neka je

f : V → V ∗

linearno preslikava�e definisano sa

f(x) = xyΩ, x ∈ V.

Kako I ne sadr�i linearnu formu znamo da je

xyΩ = 0 ⇐⇒ x ∈ A(I) = C(I)⊥.

Prema tome je

Ker f = A(I),

pa je

dim Ker f = dimA(I) ≤ n− 2p.
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Sa druge strane, zamenom s = 0 u uslov teoreme:

xyΩp+1 = (p+ 1)(xyΩ) ∧ Ωp = 0.

Samim tim prostor linearnih divizora Ωp sadr�i sliku funkcije f. Kako je

Ωp stepena 2p znamo da je

dim Im f ≤ 2p.

Zbir dimenzije jezgra i slike linearnog preslikava�a je dimenzija celog

prostora pa iz dva ve� dokazana ograniqe�a proizilazi dimC(I) = 2p i

Λ2p(C(I)) je dimenzije jedan, sa baznim elementom Ωp.

U opxtem sluqaju neka je W ∗ prostor razapet sa {ω1, ..., ωs}. Neka je tako�e
W = (W ∗)⊥ ⊂ V i koliqniqki prostor V ∗/W ∗, gde je π : V ∗ → W ∗ odgovaraju�e

koliqniqko preslikava�e. Znamo da je

0 6= Ωp ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs ∈ Λ2p+s(C(I)),

tako da je

dimC(I) ≥ 2p+ s.

Po uzoru na prvi sluqaj, definixemo preslikava�e

f(x) = xyΩ, x ∈ W.

Sada posmatramo preslikava�e f
′

= π ◦ f. Opet iz zbira dimenzija znamo da
je:

dim Ker f
′
+ dim Im f

′
= n− s.

Uopxte�e gor�ih i do�ih ograniqe�a dimenzije je:

dim Ker f
′ ≤ n− 2p− s

dim Im f
′ ≤ 2p

pa iz zbira dimenzija znamo da jednakost va�i svuda pa i tvr�e�e teoreme.

Stav 2.6. Neka su ω1, ..., ωs, π linearno nezavisni elementi u V ∗ i Ω ∈ Λ2(V ∗)

tada iz

Ωp ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs ∧ π = 0
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sledi

Ωp+1 ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs = 0.

Dokaz:

Neka je {π} jednodimenzioni prostor razapet sa π i neka W ∗ oznaqava kom-

plement od {π} u V ∗, koji sadr�i ω1, ..., ωs. Tada postoji α ∈ Λ2(W ∗) i β ∈ W ∗,

jedinstveno odre�eni, tako da je

Ω = α + β ∧ π.

Sledi da je

Ωp = αp + pαp−1 ∧ β ∧ π

i pretpostavka nam daje

αp ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs ∧ π = 0.

Kako je αp ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs ∈ Λ(W ∗), dobijamo

αp ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωs = 0.

Zak	uqak sledi iz

Ωp+1 = αp+1 + (p+ 1)αp ∧ β ∧ π.

Teorema 2.5. Neka je Ω ∈ Λ2(V ∗) i r najma�i ceo broj takav da je

Ωr+1 = 0.

Tada postoje 2r linearno nezavisna elementa ω1, ..., ω2r tako da je

Ω =
r∑
i=1

ωr+i ∧ ωi.

Dokaz:

Teorema se dokazuje uzastopnim primenama teoreme (2.4). Iz pretpostavke

sledi da je Ωr rastav	iva forma pa je linearni divizor od ω1. Posmatrajmo

ideal l(1) = {ω1,Ω} koji je generisan formama ω1 i Ω. Neka je r1 najma�i ceo
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broj takav da je

Ωr1+1 ∧ ω1 = 0.

Jasno je da je r1 + 1 ≤ r. Tada je Ωr1 ∧ω1 Grasmanov koordinatni nenula vektor

retrakcionog prostora C(l(1)) koji je rastav	iv. Neka je ω2 linearan faktor

forme Ωr1 ∧ ω1, koji je linearno nezavisan od ω1. Tada je

Ωr1 ∧ ω1 ∧ ω2 = 0.

Neka je r2 najma�i ceo broj tako da je:

Ωr2 ∧ ω1 ∧ ω2 = 0,

tako da je r2 < r1. Ponav	aju�i prethodni postupak dobijamo opadaju�i niz

prirodnih brojeva r > r1 > r2 > ... koji se zavrxava nulom. To znaqi da

postoje linearno nezavisne forme, koje zadovo	avaju:

Ωr1 ∧ ω1 ∧ ω2... ∧ ωq = 0.

Sada dobijamo da je

Ω =
∑

1≤i≤q

ηi ∧ ωi,

gde su ηi linearne forme. Zbog qi�enice da je Ωr 6= 0 sledi q = r i da su

forme ηi, ω
i, 1 ≤ i ≤ r linearno nezavisne. Dokaz zavrxavamo postav	a�em

ωr+i = ηi.

2.3 Spo	ax�i diferencijalni sistemi

Neka je M glatka mnogostrukost dimenzije n. �eno kotangetntno rasloje�e

�emo oznaqiti sa T ∗M . Od kotangentnog rasloje�a �emo sagraditi rasloje�e

ΛT ∗M , qija su vlakna

ΛT ∗xM =
n∑
p=0

ΛpT ∗xM,

xto je jasno graduisana algebra. Sliqno radimo sa tangetntim rasloje�em TM.
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Definicija 2.8. Seqe�e rasloje�a

ΛpT ∗M =
⋃
x∈M

ΛpT ∗xM →M

nazivamo spo	ax�om diferencijalnom formom stepena p.

U lokalnim koordinatama x1, ..., xn naM , spo	ax�a diferencijalna forma

stepena p je oblika:

α =
1

p!

∑
ai1,i2,...,indx

i1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxip , 1 ≤ i1, ..., ip ≤ n,

gde su koeficijenti glatke funkcije, antisimetriqne po parovima indeksa.

Napravi�emo preslikava�e koje graduisanu algebru nad prstenom glatkih

funkcija na M qini diferencijalnom. Imamo:

Λ∗(M) = ⊕np=0Λp(M),

gde �emo sa Λp(M) oznaqiti prostor spo	ax�ih diferencijalnih p−formi.
Naravno, prostor Λ0(M) je prsten glatkih funkcija na M. Sada, tvrdimo da

postoji jedinstveno preslikava�e

d : Λ∗(M) −→ Λ∗(M), d(Λp(M)) ⊂ Λp+1(M),

koje zadovo	ava slede�a svojstva:

a) na Λ0(M) d je totalni diferencijal i d ◦ d = 0;

b) d(α + β) = dα + dβ;

v) Ako je α p−forma, va�i d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ.

Primetimo da iz prethodnih stavki sledi da ako je ϕ =
∑
aIdx

I , onda je

dϕ =
∑
daI ∧ dxI , pa je d jedinstveno odre�eno na celom Λ∗(M).

Direktna posledica prethodnih stavki je da je d ◦ d svugde nula na Λ∗(M).

Neka je F : M −→ N glatko preslikava�e glatkih mnogostrukosti. Dife-

rencijal preslikava�e F u taqki x ∈M je zadat sa:

dFx = F∗x : TxM −→ TF (x)N, (F∗xv)f = v(f ◦ F ), v ∈Mx, f ∈ Λ0(N).
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�emu adjungovano preslikava�e

F ∗x : T ∗F (x)N −→ T ∗xM

nazivamo pull-back preslikava�a u taqki x. Dakle

〈F ∗x (ϕ), v〉 = 〈ϕ, F∗x(v)〉, ϕ ∈ T ∗F (x)N, v ∈Mx.

Ovo preslikava�e indukuje preslikava�a

Λp(T ∗F (x)N) −→ Λp(T ∗xM), 0 ≤ p ≤ n.

sa

(F ∗ϕ)x(v1, v2, . . . , vp) = ϕF (x)(dFx(v1), . . . , dFx(vp)),

gde je vj ∈ TxM, a ϕ ∈ Λp(T ∗F (x)N).

Prethodna preslikava�a oznaqava�emo tako�e, sa F ∗x .

Prema tome, imamo pullback preslikava�e,

F ∗ : Λ∗(N) −→ Λ∗(M), (F ∗ω)x = F ∗x (ωF (x)).

Stav 2.7. Za proizvo	no preslikava�e F : M −→ N,

F ∗(α + β) = F ∗(α) + F ∗(β), F ∗(α ∧ β) = F ∗(α) ∧ F ∗(β),

gde su α i β iz Λ∗(N).

Dokaz:

Naredna dva stava se izvode direktnom proverom iz definicije.

Stav 2.8. Za proizvo	no preslikava�e F : M −→ N,

F ∗ ◦ d = d ◦ F ∗,

gde je F ∗ : Λ∗(N) −→ Λ∗(M) indukovano pullback preslikava�e.

Dokaz:

Dokaz indukcijom po stepenu diferencijalne forme.
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Definicija 2.9. Spo	ax�i diferencijalni sistem naM je sistem jednaqina

Σ = {ϕA = 0, 1 ≤ A ≤ s},

gde je svaka ϕA homogena spo	ax�a diferencijalna forma na M. Qesto ne

razlikujemo same forme ϕA i jednaqine definisane �ima, pa govorimo da se

Σ sastoji od diferencijalnih formi.

Neka je dat jedan spo	ax�i diferencijalni sistem Σ. Glavni zadatak je da

prona�emo integralne mnogostrukosti sistema. Integralna mnogostrukost je

podmnogostrukost S zadata imerzijom f : S −→M, takva da je f ∗ϕA = 0 za sve

A. Doduxe, zanima�e nas samo lokalni problemi. Zato nam je dozvo	eno da

gledamo ulo�ene integralne podmnogostrukosti.

O ovome mo�emo da mislimo i kao o rexe�ima sistema jednaqina

ϕA = 0.

Me�utim, kada se ove jednaqine prika�u u lokalnim koordinatama, dobijamo

sistem parcijalnih diferencijalnih jednaqina. To nije uvek lako rexivo,

naprotiv.

Pretpostavimo da je f : S −→M integralna mnogostrukost sistema Σ tako

da je

f ∗ϕA = 0, 1 ≤ A ≤ s.

Prema prethodnom stavu, znamo jox da va�i:

f ∗dϕA = d ◦ f ∗ϕA, 1 ≤ A ≤ s.

Mo�emo da zak	uqimo da smemo da dodamo i forme dϕA, 1 ≤ A ≤ s, u

sistem Σ i da ne promenimo skup integralnih mnogostrukosti koje smo dobili.

Tako�e, ne me�a se skup integralnih mnogostrukosti ni kada bismo dodali

forme koje su u idealu generisanom formama iz Σ.

Naravno, to sledi iz qi�enice da je f ∗(β ∧ ϕA) = f ∗(β) ∧ f ∗(ϕA) = 0, kao i

da je f ∗(α + β) = f ∗(α) + f ∗(β).

Prethodnom priqom smo dali motivaciju za narednu definiciju.

Definicija 2.10. Homogeni ideal I ⊂ Λ∗(M) zovemo diferencijalni ideal

ili zatvoreni ideal ako je zatvoren u odnosu na spo	ax�e diferencira�e

(dI ⊂ I).
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Prema tome, mo�emo slede�im stavom da odredimo diferencijalni ideal.

Stav 2.9. Potprsten I ⊂ Λ∗(M) je diferencijalni ideal ako i samo ako su

zadovo	eni slede�i uslovi:

a) Iz α ∈ I sledi da je β ∧ α ∈ I za sve β ∈ Λ∗(M);

b) Iz α ∈ I sledi da je svaka komponenta od α u Λp(M) u I za bilo koje p

(xto sledi iz homogenosti ideala);

v) Iz α ∈ I sledi da je dα ∈ I.

Prema prethodnoj diskusiji jasno je da mo�emo da zamenimo spo	ax�i

diferencijalni sistem Σ sa diferencijalnim idealom generisanim sa Σ bez

promene integralnih mnogostrukosti. U suxtini, diferencijalni ideal gene-

risan sa Σ je jednak homogenom idealu generisanom sa Σ i sa spo	ax�im

diferencijalima formi iz Σ. Oznaqimo sada taj diferencijalni ideal sa

=(Σ) = I(Σ ∪ dΣ),

gde je sa desne strane jednaqine algebarski zadat ideal sa generatorima u

Σ ∪ dΣ.

Dva spo	ax�a diferencijalna sistema Σ1 i Σ2 naM su algebarski ekviva-

lentna ako je I(Σ1) = I(Σ2). Prema tome, ako su dva sistema Σ1 i Σ2 algebarski

ekvivalentna znamo i da su diferencijalni ideali =(Σ1) = =(Σ2) jednaki.

Teorema 2.6. Neka je Σ spo	ax�i diferencijalni sistem na M. Onda pos-

toji algebarski ekvivalentan sistem Σ
′
tako da za svako x ∈M va�i

ϕx ∈ Λ(A⊥(I(Σ)x))

za sve ϕ ∈ Σ
′
.

Dokaz ove teoreme sledi iz Teoreme 2.2.

2.4 Frobenijusova teorema i Koxijeve karakteristike

Najjednostavniji primer spo	ax�eg diferencijalnog sistema su ideali I,

koji su algebarski generisani formama stepena jedan. Neka su dati genera-

tori

α1, ..., αn−r,
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za koje pretpostav	amo da su linearno nezavisni. Zatvorenost ideala I nam

daje uslov

(F ) dαi ≡ 0 mod α1, ..., αn−r, 1 ≤ i ≤ n− r.

Ovaj uslov nazivamo Frobenijusovim uslovom. Diferencijalni sistem

α1 = ... = αn−r = 0

koji zadovo	ava (F ) zovemo kompletno integrabilnim.

Geometrijski gledano, prethodne navedene forme α u svakoj taqki x ∈
M razapi�u potprostor Wx dimenzije n − r kotangetnog prostora T ∗xM ili

drukqije reqeno potprostor W⊥
x dimenzije r tangentnog prostora TxM . Negde

se ovo zove i distribucija. Glavna teorema o kompletnim integrabilnim si-

stemima je:

Teorema 2.7. (Frobenijus) Neka je I diferencijalan ideal koji je generisan

linearno nezavisnim 1-formama α1, ..., αn−r, tako da je zadovo	en uslov (F ). U

dovo	no maloj okolini postoji koordinatni sistem y1, ..., yn tako da je ideal

I generisan sa dyr+1, ..., dyn.

Dokaz:

Dokaz izvodimo indukcijom po r. Neka je r = 1. Tada je W⊥
x ⊂ TxM,x ∈ M ,

dimenzije 1. Kada zapixemo to u lokalnim koordinatama dobijamo gde nisu

sve funkcije X i(x1, ..., xn) nula-funkcije i vektorsko po	e X =
∑n

i=1 X
i(x) ∂

∂xi

koje generixeW⊥
x . Po Teoremi o isprav	ivosti vektorskog po	a (1.2) mo�emo

da odaberemo lokalne koordinate y1, y2, ..., yn takve da je W⊥
x generisan sa ∂

∂y1
.

Tada je Wx generisan sa dy2, ..., dyn. Samim tim imamo potreban ideal I i

tvrd�u za r = 1. Uslov (F ) je trivijalno zadovo	en.

Neka je sada r ≥ 2 i pretpostavimo da je teorema taqna za r − 1. Tako�e,

neka su lokalne koordinate xi, 1 ≤ i ≤ n, takve da su forme

α1, α2, ..., αn−r, dxr

linearno nezavisne.

Diferencijalni sistem definisan sa ovih n − r + 1 formi zadovo	ava i

uslov (F ). Po induktivnoj hipotezi postoje koordinate yi takve da je:

dyr, dyr+1, ..., dyn
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skup generatora odgovaraju�eg ideala. Sledi da je dxr linearna kombinacija

ovih formi. Bez uma�e�a opxtosti neka je

∂xr

∂yr
6= 0.

Zahva	uju�i

dxr =
∂xr

∂yr
dyr +

n−r∑
i=1

∂xr

∂yr+i
dyr+i

mo�emo da reximo dyr po dxr, dyr+1, ..., dyn. Poxto su α1, ..., αn−r linearne ko-

mbinacije formi dyr, ..., dyn, onda one sad mogu da se izraze u obliku:

(1) αi =
∑
j

aijdy
r+j + bidxr, 1 ≤ i, j ≤ n− r.

Iz linearne nezavisnosti αi i dxr znamo da matrica (aij) nije singularna.

Sada, mno�e�em jednaqine (1) sa (aij)
−1 predstavi�emo I preko drugih genera-

tora:

αzi = dyr+i + pidxr, 1 ≤ i ≤ n− r,

a uslov (F ) ostaje zadovo	en.

Spo	ax�im diferencira�em dobijamo:

dαzi = dpi ∧ dxr ≡
∑

1≤λ≤r−1

∂pi

∂yλ
dyλ ∧ dxr ≡ 0 mod αz1 , ..., αzn−r .

Sledi da je
∂pi

∂yλ
= 0. 1 ≤ i ≤ n− r, 1 ≤ λ ≤ r − 1,

odnosno pi su funkcije u zavisnosti od yr, ..., yn. Samim tim u y−koordinatama
rexavamo sistem n−r formi stepena 1 koje zavise samo od n−r+1 koordinata

yr, .., yn. Ovim postupkom smo doxli do poqetnog sluqaja i dokazali teoremu

indukcijom.

Primer 2.1. Integracioni mno�ite	i. Prva netrivijalna posledica

teoreme Frobenijusa data je sistemom generisanim jednom formom u trodi-

menzionom prostoru. Neka je

I = {Pdx+Qdy +Rdz}.
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Uslov (F ) daje neophodan i dovo	an uslov da postoji integracioni faktor za

1−formu ω = Pdx+Qdy+Rdz. Drugim reqima, postoji funkcija µ tako da je

µω taqna forma.

Dokaz:

( =⇒ ) : Neka postoji forma µ tako da je forma µω taqna. Prvo, vidimo da

je uslov (F ) ekvivalentan sa dω = ω ∧ (αdx + βdy + γdz). Drugo, iz qi�enice

da je forma µω taqna u prosto povezanoj oblasti mo�emo da biramo α = µx
µ
,

β = µy
µ
i γ = µz

µ
.

(⇐=) : Dato je I = {Pdx+Qdy+Rdz} = 〈X〉⊥. Tada je X = P ∂
∂x

+Q ∂
∂y

+R ∂
∂z
.

Iz Teoreme Frobenijusa (2.7) znamo da postoje, bar lokalno, koordinate ϕ̃ =

(x̃, ỹ, z̃) tako da je I = {dz̃}.
Posmatrajmo taqnu formu α = ϕ∗dz̃. Nax ideal I = 〈α〉 = 〈Y ⊥〉 se nije prome-
nio, pa poxto je 〈Y ⊥〉 = 〈X⊥〉, sledi da Y = fX, (f 6= 0). Prema tome, iz
1
f
α = Pdx+Qdy+Rdz sledi da je forma f(Pdx+Qdy+Rdz) taqna, pa mo�emo

odabrati integracioni faktor µ = f.

Na osnovnim studijama smo Frobenijusovoj teoremi prilazili iz drugog

ugla, preko vektorskih po	a. Naime, to je ekvivalentno prethodnoj teoremi,

xto �emo videti u slede�em stavu:

Stav 2.10. (Frobenijus) Neka jeM distribucija definisana potprostorom

W⊥
x ⊂ Tx, dimW⊥

x = r. Uslov (F ) ka�e da, za svaka dva vektorska po	a X,Y ,

tako da je za sve Xx, Yx ∈ W⊥
x Lijeva zagrada [X, Y ]x ∈ W⊥

x .

Dokaz:

Dopunimo forme α1, ..., αn−r sa formama αn−r+1, ..., αn tako da su linearno

nezavisne. Onda znamo da je:

dαi =
1

2

∑
j,k

cijkα
j ∧ αk, 1 ≤ i, j, k ≤ n, cijk + cikj = 0. (2.7)

Uslov (F) onda mo�emo da izrazimo kao

capq = 0, 1 ≤ a ≤ n− r, n− r + 1 ≤ p, q ≤ n.

Neka je sada f glatka funkcija. Tada je jednaqinom

df =
∑

(Xif)αi
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zadato n vektorskih po	a Xi koja formiraju dualnu bazu za αi. Prethodnu

jednaqinu diferenciramo i dobijamo:

1

2

∑
i,j

(Xi(Xj(f))−Xj(Xi(f)))αi ∧ αj +
∑
j

Xi(f)dαi = 0.

Kada jednaqinu (2.7) zamenimo u posled�u dobijamo:

[Xi, Xj]f = (XiXj −XjXi)f = −
∑

ckijXkf.

Prema tome, uslov (F) mo�emo da zapixemo i u obliku

[Xp, Xq]f = −
∑

cspqXsf, n− r + 1 ≤ p, q, s ≤ n.

Vektorska po	a Xn−r+1, ..., Xn u svakoj taqki x ∈M razapi�uW⊥
x . Prema tome,

dokazali smo stav.

Definicija 2.11. Koxijeva karakteristika Neka je I diferencijalni

ideal na M. Smatramo da je I = =(Σ) za neki spo	ax�i diferencijalni si-

stem Σ. Neka je Ix ⊂ Λ(T ∗xM) ideal koji qine forme iz I u taqki x. Pridru�eni

prostor ideala I u taqki x je ve� poznat pridru�eni prostor ideala Ix:

A(I)x = {ξx ∈ TxM | ξxyIx ⊂ Ix}.

Vektorsko po	e ξ na M nazivamo Koxijevim karakteristiqnim vektorskim

po	em ako je ξx ∈ A(Ix) za sve x ∈M.

Neka je ϕ : M −→M difeomorfizam. Tada je izvod

ϕ∗x : TxM −→ Tϕ(x)M

linearan izomorfizam za svako x ∈ M. Taj izomorfizam odgovara izomo-

rfizmu tenzorskih algebri

T (TxM) −→ T (Tϕ(x)M).

koji quva tip elementa i komutira sa kontrakcijama.

Kao posledicu, dobijamo da ϕ indukuje automorfizam algebri

ϕ : T (M) −→ T (M),
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gde je T (M) jedna R−algebra tenzorskih po	a na M.

Neka je ξ vektorsko po	e na M, a ϕt jednoparametarska grupa difeomo-

rfizama generisana sa ξ. Sada �emo definisati Lijev izvod tenzorskog po	a

τ u odnosu na vektorsko po	e ξ. Pretpostavimo da je ϕt globalno definisano.

Lijev izvod definisan je sa

Lξτ = lim
t→0

1

t
(τ − ϕtτ).

Stav 2.11. a) Lξf = ξf za bilo koju funkciju f ;

b) Lξη = [ξ, η] za bilo koje vektorsko po	e η;

v) Lξ = iξ ◦ d+ d ◦ iξ na Λ∗(M) (Kartanova formula);

g) Lξ ◦ iη − iη ◦ Lξ = i[ξ,η] na Λ∗(M).

Dokaz:

a) Neka je dφt
dt

= ξ(φt) i φ0 = Id. Poznato je da familija difeomorfizama

φt : M 7→M postoji, bar lokalno, po Pikarovoj teoremi. Tada je:

Lξ(f) =
d

dt
(f ◦ φt) |t=0

=
d

dt
(f(ui(t))) |t=0 =

∂f

∂ui
dui

dt
|t=0

=
∂f

∂ui
|t=0 =

∂f

∂ui
ξi = ξ(f),

gde su ui lokalne koordinate.

b) Videti [14] za dokaz;

v) Videti [2] za dokaz;

g) Videti naredni stav za dokaz.

Stav 2.12. Ako su ξ i η Koxijeva karakteristiqna vektorska po	a difere-

ncijalnog ideala I, tada je i Lijeva zagrada [ξ, η] tako�e Koxijevo karakte-

ristiqno vektorsko po	e od I.

Dokaz:

Neka je Lξ Lijev izvod definisan sa ξ. Po Kartanovoj formuli

Lξ = d(ξy) + (ξy)d.
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Kako je I zatvoren, znamo da je dI ⊂ I. Ako je ξ karakteristiqno vektorsko

po	e, tada je ξyI ⊂ I. Iz Kartanove formule tada znamo da je LξI ⊂ I. Sada

tvr�e�e sledi iz jednakosti

[Lξ, ηy] = Lξηy− ηyLξ = [ξ, η]y,

xto je taqno za bilo koja dva vektorska po	a ξ i η.

Prvi qlan na levoj strani je derivacija stepena −1, pa je dovo	no prove-

riti tvr�e�e za funkciju f i �en diferencijal df. Kada napadnemo funkciju

f obe strane se anuliraju, a kad napadnemo df imamo

[Lξ, ηy]df = Lξ(ηf)− ηyd(ξf) = [ξ, η ]f = [ξ, η]ydf,

xto je i trebalo dokazati.

Teorema 2.8. Neka je I konaqno generisan diferencijalni ideal qiji je re-

trakcioni prostor C(I) konstantne dimenzije s = n−r. Postoji okolina i u
�oj definisane koordinate (x1, ..., xr; y1, ..., ys) takve da I ima generixu�i skup

koji qine diferencijali dy1, ...dys sa koeficijentima koji zavise isk	uqivo

od y1, ..., ys .

Ideja dokaza:

Prema prethodnom stavu jasno je da je distribucija zadata sa A(I) ko-

mpletno integrabilna. Prema Teoremi Frobenijusa (2.7) znamo da postoje

lokalne koordinate (xa; yb) tako da je I generisan sa dyb.

Potrebno je jox samo da proverimo da su im koeficijenti funkcije koje zavise

samo od yb, xto ovde ne�emo raditi (videti [10] ili [7]).

Bilo koji sistem parcijalnih diferencijalnih jednaqina mo�emo da izraz-

imo kao spo	ax�i diferencijalni sistem.

Primer 2.2. Posmatrajmo parcijalnu jednaqinu prvog reda:

F

(
xi, z,

∂z

∂xi

)
= 0.

�u mo�emo da vidimo kao spo	ax�i diferencijalni sistem Σ koji je zadat

sa

F (xi, z, pi) = 0, (Fxi + Fzpi)dx
i + Fpidpi = 0, dz − pidxi = 0, dxi ∧ dpi = 0 (2.8)

na (2n+ 1)−dimenzionom prostoru {xi, z, pi}. Problem je kako na�i integralnu
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mnogostrukost dimenzije n na R2n+1 tako da xi ostanu nezavisne. Diferencijalni

ideal =(Σ) je u suxtini algebarski ideal I(Σ) zbog toga xto je dΣ ⊂ I(Σ).

Me�utim sistem nije Frobenijusov jer sadr�i funkcije i 2-forme.

�elimo da odredimo pridru�eni prostor A(I(Σ)). Za vektor v = vi( ∂
∂xi

) +

v0( ∂
∂z

) + vi(
∂
∂pi

), znamo da je ivI(Σ) ⊂ I(Σ) ako i samo ako je

v0 − pivi = 0, (Fxi + Fzpi)v
i + Fpivi = 0, vidpi − vidxi = 0.

Iz posled�e dve jednaqine mo�emo da zak	uqimo da je

vi = λpi , vi = −λ(Fxi + Fzpi), λ ∈ R.

Sada, iz prve jednaqine dobijamo

v0 = λ
∑

piFpi .

Prema tome, odredili smo prostor

A(I(Σ)) = span

{
Fpi

(
∂

∂xi

)
+ piFpi

(
∂

∂z

)
− (Fxi + Fzpi)

(
∂

∂pi

)}
.

Dimenzija prostora A(I(Σ)) je jedan. Koxijeve karakteristiqne krive si-

stema Σ u R2n+1 su integralne krive sistema

dxi

Fpi
=

−dpi
Fxi + Fzpi

=
dz

piFpi
.

Ovo su quvene Lagran�-Xarpijeve jednaqine.

Da bismo konstruisali integralnu mnogostrukost dimenzije n dovo	no je

da uzmemo (n − 1) dimenzionu integralnu mnogostrukost transverzalnu na

Koxijevo karakteristiqno vektorsko po	e i da napravimo karakteristiqne

krive kroz te taqke.

Primer 2.3. Neka je parcijalna jednaqina zadata kao

∑(
∂z

∂xi

)2

= 1, 1 ≤ i ≤ n.

Ako je z = z(x1, ..., xn) rexe�e prethodne jednaqine u n−dimenzionom eukli-

dskom prostoru En, onda je z linearna funkcija po xi, odnosno

z =
∑

aix
i + b,
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gde su ai, b konstantne koje zadovo	avaju jednaqinu
∑
a2
i = 1.

Dokaz:

Posmatrajmo prostor En+1 = {(x1, ..., xn, z) | (x1, ..., xn) ∈ En} gde prostor
En vidimo kao hiperravan z = 0.

Rexe�e naxe parcijalne mo�emo da vidimo kao grafik funkcije Γ u En+1.

Jednostavnim raqunom dobijamo da je Fxi = Fz = 0 pa po Lagran�-Xarpijevim

jednaqinama znamo da je pi = const. Lagran�-Xarpijeve jednaqine mo�emo i da

integralimo pa dobijamo da su projekcije Koxijevih karakteristika na En+1

prave

xi = xi0 + pit, z = z0 + t,

gde su xi0, pi, z0 realne konstante. Prema tome, grafik Γ je generisan Koxijevim

pravama qije projekcije na En qine folijaciju od En.

Kada zapixemo prethodnu jednaqinu u novim koordinatama dobijamo

x∗
i

= xi +
∂z

∂xi
t,

gde je z = z(x1, .., xn) rexe�e poqetne jednaqine. Za dato t ∈ R ovo mo�emo da

vidimo kao difeomorfizam ft : En −→ En definisan kao

ft(x) = x∗ = (x∗
1

, ..., x∗
n

), x, x∗ ∈ En.

Prethodno preslikava�e taqku x ∈ En slika u taqku x∗ na rastoja�u t du�

Koxijeve prave kroz x. Jakobijan ovog preslikava�a je

J(t) = det

(
δij +

∂2z

∂xi∂xj
t

)
,

xto nije nula.

Lema 2.2. Neka je J(t) = det(E + tA) realna funkcija koja nikad nije 0, gde je

A realna simetriqna matrica. Tada je A nula matrica.

Dokaz leme:

Realna simetriqna matrica A je dijagonalizabilna. Zato imamo da je

A = P−1DP gde je D dijagonalna matrica sa sopstvenim vrednostima matrice
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A(koje su tako�e realni brojevi jer je matrica A simetriqna). Sada znamo:

J(t) = det(E + tA) = det(E + tP−1DP ) = det(P−1EP + tP−1DP ) =

= det(P−1(E + tD)P ) = det(E + tD) =

= (1 + tλ1) . . . (1 + tλn) 6= 0, (∀t ∈ R).

Sledi da su sve sopstvene vrednosti λj = 0, pa je D = 0 xto nam daje

A = P−1DP = P−10P = 0. (2.9)

Sada, pomo�u Leme (2.2) zak	uqujemo da je

∂2z

∂xi∂xj
= 0, (2.10)

pa je z linearna funkcija.
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3 Darbuova i Pfafova teorema

Jedan od najjednostavnijih spo	ax�ih diferencijalnih sistema Σ je onaj koji

sadr�i jednu jednaqinu

α = 0, (3.1)

gde je α 1−forma.
�emu odgovaraju�i diferencijalni ideal =(Σ) je generisan sa α i dα.

Rang r forme je definisan uslovima

α ∧ (dα)r 6= 0, α ∧ (dα)r+1 = 0.

Naravno, rang zavisi od taqke x ∈M i invarijantan je u odnosu na linearnu

transformaciju forme α.

Kao i kod svakog spo	ax�eg diferencijalnog sistema, nax glavni ci	 je

da odredimo integralne podmnogostrukosti sistema Σ. Slede�a teorema �e nam

pomo�i u tome.

Teorema 3.1. (Pfaf).Neka u okolini U jednaqina α = 0 ima rang r. Tada

postoji okolina V ⊂ U i koordinatni sistem ω1, ..., ωn u okolini V tako da

jednaqina α = 0 mo�e da se zapixe u obliku

dω1 + ω2dω3 + ...+ ω2rdω2r+1 = 0.

Dokaz:

Teoremu dokazujemo principom matematiqke indukcije po rangu forme α.

Za bazu indukcije uzimamo sluqaj kad je r = 0. Tada je naxa teorema zapravo

posledica Frobenijusove teoreme.

Neka je diferencijalni ideal I = {α, dα} generisan elementima α i dα.

Po Teoremi (2.4.) retrakcioni prostor C(I) je dimenzije 2r + 1 i postoji

Grasmanov vektor (dα)r ∧ α.
Po Teoremi (2.8) postoje lokalne koordinate (x1, . . . , xn) tako da je ideal I

generisan sa formama u (x1, . . . , x2r+1). To da	e znaqi da je α forma oblika

α = f(x1, . . . , xn)β, (3.2)

gde je β generisano sa formama po x1, . . . , x2r+1, a f 6= 0.

Rang forme β isti je kao rang forme α.
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�elimo da normalizujemo formu β. Radi�emo u prostoruW = (x1, ..., x2r+1).

Posmatrajmo ideal Ĩ = 〈dβ〉. Poxto je (dβ)∧r 6= 0, znamo da je ideal Ĩ generisan

2-formom Γ, ali u koordinatama (y1, y2, . . . , y2r). Sada znamo:

dβ = g(y1, . . . , y2r)Γ, g(y1, . . . , y2r+1) 6= 0.

(dβ)∧r = grΓr, gde je Γr = h dy1 ∧ · · · ∧ dy2r
(3.3)

Forma dβ je zatvorena, pa imamo:

dh ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dy2r = 0. (3.4)

Prema tome, funkcija h, odnosno g zavisi samo od (yi).

Opet, forma dβ je zatvorena, pa je lokalno taqna. Sledi da postoji 1-forma

η 6= 0 tako da je dη = dβ. Poxto je forma η u 2r − dimenzionom prostoru, �en

rang ne mo�e biti r. Dakle, rang form η je r − 1.

Sada, po induktivnoj hipotezi znamo da je:

η = λ(dz1 + z2dz3 + · · ·+ z2r−2dz2r−1), λ(y1, . . . , y2r) 6= 0. (3.5)

Poxto je dβ = dη, mo�e se zak	uqiti β = dp+ η, gde je p funkcija.

Sada samo imenujemo funkcije

ω1 = f, ω2 = λ, ω2i = λz2i−2, w2i+1 = z2i−1, 2 ≤ i ≤ r.

Stav 3.1. (Simetriqna normalna forma).Pretpostavimo da jednaqina

(3.1) ima konstantan rang r. Onda postoje nezavisne funkcije z, y1, ..., yr, x1,

. . . , xr tako da jednaqina postaje

dz +
1

2

r∑
i=1

(yidxi − xidyi) = 0.

Dokaz:

Dovo	no je da se izvrxi smena promen	ivih

ω1 = z − 1

2

∑
xiyi,
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ω2i = yi, ω2i+1 = xi, 1 ≤ i ≤ r.

Teorema 3.2. (Darbu). Neka je Ω zatvorena 2-forma za koju va�i:

Ωr 6= 0, Ωr+1 = 0, r = const.

Postoje lokalne koordinate ω1, ..., ω2r takve da je

Ω = dω1 ∧ dω2 + ...+ dω2r−1 ∧ dω2r

Dokaz:

Pretpostavimo da je Ω = dα gde je α 1−forma. Teorema Pfafa nam za α daje

da mora da bude oblika

α = u(dz1 + z2dz3 + ...+ z2r−2dz2r−1),

ili posle promene notacije

α = ω1dω2 + ...+ ω2r−1dω2r.

Ovime je data forma Ω. Poxto je Ωr 6= 0, funkcije ω1, ..., ω2r su linearno

nezavisne i qine lokalni koordinatni sistem.

Posmatrajmo 1−formu α. Rang r ove forme je ranije definisan uslovima

α ∧ (dα)r 6= 0, α ∧ (dα)r+1 = 0.

Neka je sada s ceo broj tako da je:

(dα)s 6= 0, (dα)s+1 = 0.

Oqigledno je da su mogu�a dva sluqaja:

(1) s = r;

(2) s = r + 1.

Teorema 3.3. Neka je α 1-forma. U nekoj okolini neka su r i s konstante.

Tada α ima normalnu formu:
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1) α = y0dy1 + ...+ y2rdy2r+1, ako je r + 1 = s;

2) α = dy1 + y2dy3 + ...+ y2rdy2r+1, ako je r = s.

Funkcije yk u gor�im izrazima su nezavisne funkcije pa samim tim qine

lokalni koordinatni sistem.

Dokaz:

Po Pfafovoj teoremi postoje lokalne koordinate y1, y2, ..., yn tako da je

α = u(dy1 + y2dy3 + ...+ y2rdy2r+1),

xto mo�emo da zapixemo i u obliku

α = z0dy1 + z2dy3 + ...+ z2rdy2r+1.

Tada je

(dα)r+1 = cdz0 ∧ dy1 ∧ dz2 ∧ dy3 ∧ ... ∧ dz2r ∧ dy2r+1, c = const, c 6= 0.

U sluqaju s = r+1, prethodni izraz je 6= 0 i funkcije y1, y3, ..., y2r+1, z0, z2, ..., z2r

su nezavisne. Ovim smo dokazali prvi sluqaj.

Sada, neka je r = s. Onda je dα 2−forma ranga 2r. Po teoremi Darbua

mo�emo da je zapixemo u obliku:

dα = dω1 ∧ dω2 + ...+ dω2r−1 ∧ dω2r.

Samim tim je:

dα = d(ω1dω2 + ...+ ω2r−1dω2r).

Sada znamo da je forma α−(ω1dω2 + ...+ω2r−1dω2r) zatvorena i lokalno jednaka

dv. Promenom oznaka smo doxli do tvr�e�a.

Primer 3.1. U Napomeni 1.2. na str. 9 smo zak	uqili da je zatvorenost 1-

forme α neophodan uslov da bismo mogli da je ispravimo. Posledica Teoreme

(3.3) jeste da je zatvorenost 1-forme α dovo	an uslov da bismo mogli da je

ispravimo. Naime, forma α zadovo	ava uslove s = r = 0. Prema Teoremi

(3.3.b) znamo da je:

α = dy1,
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odnosno, ispravili smo 1-formu α.

Definicija 3.1. Jednaqina α = 0 ima svojstvo lokalnog pristupa ako svaka

taqka x ∈ M ima okolinu U takvu da svaka taqka y ∈ U mo�e biti povezana

integralnom krivom sa x.

Teorema 3.4. (Karateodori).Neka je rang Pfafove jednaqine

α = 0

konstantan. Onda ona ima svojstvo ,,lokalnog pristupa" ako i samo ako

α ∧ dα 6= 0.

Dokaz:

Tvr�e�e je ekvivalentno sa tim da je rang α = 0 ve�i od nule. Zaista, ako

je rang jednaqine α = 0 jednak 0 onda je zadovo	en Frobenijusov uslov, pa je

mogu�e jednaqinu zapisati u obliku:

dz = 0,

odnosno integralne krive su z = const.

Neka je rang jednaqine α = 0 ve�i od 0. Koristimo oznake iz prethodnog

stava.

Lokalne koordinate su z, x1, ..., xr, y1, ..., yr, u1, ..., us gde je 2r + s + 1 = n =

dimM. Bez uma�e�a opxtosti uzmimo da je x koordinatni poqetak, a da y ima

koordinate (z0, x
1
0, ..., x

r
0, y

1
0, ..., y

r
0, u

1
0, ..., u

s
0). U (xi, yi) ravni, 1 ≤ i ≤ r, kriva Ci

je kriva (xi(t), yi(t)), 0 ≤ t ≤ 1, zadata sa

xi(0) = yi(0) = 0, xi(1) = xi0, yi(1) = yi0.

Konstruixemo funkciju

z(t) =
1

2

1∫
0

∑
1≤i≤r

(
xi
dyi

dt
− yidx

i

dt

)
dt.
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Krive Ci odredimo sa jox jednim uslovom

z(1) = z0.

Sada znamo da je kriva γ na M definisana sa

(z(t), x1(t), ..., xr(t), y1(t), ..., yr(t), tu1
0, ..., tu

s
0), 0 ≤ t ≤ 1,

zapravo integralna kriva koja povezuje x i y.
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4 Neke primene i primeri spo	ax�ih difer-

encijalnih sistema

Primer 4.1. Posmatrajmo jednostavan sistem parcijalnih diferencijalnih

jednaqina funkcije z(x, y):

zx = F (x, y, z(x, y)),

zy = G(x, y, z(x, y)),
(4.1)

gde su funkcije F i G glatke. U svakoj taqki p = (x, y, z) ∈ R3 odre�ena

je tangentna ravan na grafik funkcije z(x, y) (rexe�e prethodnog sistema),

naravno ako postoji. U teoriji obiqnih diferencijalnih jednaqina, Pikarova

teorema nam daje odgovor na pita�e postoja�a rexe�a jednaqine, dok u sluqaju

parcijalnih diferencijalnih jednaqina takvo tvr�e�e ne postoji.

Me�utim, da bi prethodan sistem imao smisla, prema Xvarcovoj lemi,

mexoviti izvodi (zx)y i (zy)x moraju biti jednaki. To nam daje da su

(zx)y = F (x, y, z(x, y))y = Fy + Fzzy = Fy + FzG (4.2)

i

(zy)x = G(x, y, z(x, y))x = Gx +Gzzx = Gx +GzF (4.3)

jednake funkcije. Sledi, da bismo sistem (4.1) uopxte razmatrali mora da

va�i jednakost:

Fy + FzG = Gx +GzF (4.4)

Ako bismo sistem (4.1) rexavali pexaqki u okolini (0, 0) pomo�u obiqnih

diferencijalnih jednaqina rexavali bismo jednaqinu po jednaqinu.

Prvo, rexavamo jednaqinu:

z̃x = F (x, 0, z̃), gde je z̃(x) = z(x, 0) i z̃(0) = z(0, 0). (4.5)

Ova jednaqina ima lokalno jedinstveno rexe�e po Pikarovoj teoremi.

Da	e, fiskiramo x i rexavamo sliqnu jednaqinu po promen	ivoj y:

zy = G(x, y, z(x, y)), gde je z(x, 0) = z̃(x). (4.6)

Jox jednom, po Teoremi Pikara ova jednaqina ima rexe�a, pa smo nekako

doxli do funkcije z(x, y). Me�utim, ona ne mora da zadovo	ava nax sistem

jednaqina (4.1).
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Sada �emo pomo�u Frobenijusove teoreme pokazati da je uslov (4.4) i do-

vo	an da nam obezbedi postoja�e rexe�a naxeg sistema jednaqina. Sistem

parcijalnih diferencijalnih jednaqina �emo modelovati kao spo	ax�i dife-

rencijalni sistem u R3.

Diferencijalni ideal �e nam biti I = 〈α = dz−F (x, y, z)dx−G(x, y, z)dy〉.
Da bismo imali zadovo	ene uslove Frobenijusove teoreme treba da bude

I = 〈dz − F (x, y, z)dy −G(x, y, z)dy〉alg, (4.7)

odnosno

α ∧ dα = (Fy + FzG−Gx −GzF )dx ∧ dy ∧ dz. (4.8)

Kao xto vidimo, uslov (4.8) se poklapa sa (4.4) pa je neophodan i dovo	an

da naxe rexe�e postoji. Po Frobenijusovoj teoremi za svako (x0, y0, z0) ∈ R3

postoji funkcija z(x, y) definisana u okolini (x0, y0) data sa

z(x0, y0) = z0,

zx = F (x, y, z(x, y)),

zy = G(x, y, z(x, y)).

To smo i hteli da doka�emo, bez Frobenijusove teoreme bi bilo dosta te�e.

Primer 4.2. (Koxi-Rimanove jednaqine). Neka je M = C2 i neka su

koordinate z = x + iy i w = u + iv. Mnogostrukosti M dode	ujemo model

spo	ax�eg diferencijalnog sistema (M, I) na slede�i naqin:

I = 〈ϕ1, ϕ2〉, gde su ϕ1 = Re(dz ∧ dv) i ϕ2 = Im(dz ∧ dw). (4.9)

Jasno je da je:

ϕ1 = dx ∧ du− dy ∧ dv, ϕ2 = dx ∧ dv + dy ∧ du. (4.10)

Realna povrx N je integralna mnogostrukost ideala I ako i samo ako je

kompleksna kriva u C2. Ako su dx i dy linearno nezavisni na N , onda N

mo�emo da predstavimo lokalno kao grafik (x, y, u(x, y), v(x, y)) gde funkcije

u i v zadovo	avaju Koxi-Rimanove jednaqine:

ux − vy = uy + vx = 0. (4.11)
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Prema tome, imamo jedan spo	ax�i diferencijalni sistem za Koxi-Rimanove

jednaqine.

Primer 4.3. (Parcijalne jednaqine vixeg reda). U drugom poglav	u,

taqnije (2.8) smo definisali spo	ax�i diferencijalni sistem za parcijalne

jednaqine prvog reda. To je mogu�e i za parcijalne diferencijalne jednaqine

vixeg reda. Potrebno je da izvode koji nisu najvixeg reda zamenimo novim

promen	ivim tako da zadovo	avaju odgovaraju�e parcijalne jednaqine. Po-

smatrajmo parcijalnu jednaqinu drugog reda:

F (x, y, u, ux, uy, uxy, uxx, uyy) = 0. (4.12)

Zamenom dobijamo:

0 = F (x, y, u, p, q, r, s, t)

0 = du− pdx− qdy

0 = dp− rdx− sdy

0 = dq − sdx− tdy

(4.13)

xto nam daje glatku hiperpovrx F = 0, nazovimo je M u sedmodimenzionom

prostoru (x, y, p, q, r, s, t). Uz to, imamo i diferencijalni ideal

I = 〈du− pdx− qdy, dp− rdx− sdy, dq − sdx− tdy〉. (4.14)

Time smo dobili spo	ax�i diferencijalni sistem za jednaqinu (4.13).

Naravno, sistem ima smisla ako je bar jedna od Fr, Fs i razliqita od nule u

svakoj taqki hiperpovrxi M.

Primer 4.4. (Mon�-Amperova jednaqina). Specijalan sluqaj parcijalne

jednaqine drugog reda se mo�e jox bo	e predstaviti kao spo	ax�i difere-

ncijalni sistem. Posmatrajmo jednaqinu oblika:

A(x, y, u, p, q)r + 2B(x, y, u, p, q)s+ C(x, y, u, p, q)t

+D(x, y, u, p, q)(rt− s2) + E(x, y, u, p, q) = 0.

Ovu jednaqinu je mogu�e predstaviti kao spo	ax�i diferencijalni sistem u

petodimenzionom prostoru (x, y, u, p, q) = R5 = M uz pomo� ideala

I = 〈du−pdx−qdy,Ψ = Adp∧dy+B(dq∧dy−dp∧dx)−Cdq∧dx+Ddp∧dq+Edx∧dy〉.
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Prethodni sistem je dosta bo	i od opxteg (4.13). Ma�e je dimenzije i ma�e

diferencijalnih formi figurixe u idealu. Do 2-forme Ψ se dolazi netri-

vijalnom primenom Pfafove teoreme (3.1)(videti [13]).

56



A Osnove kontaktne geometrije i 
et raslo-

je�a

Definicija A.1. Diferencijalnu 1-formu α, koja nije nula ni u jednoj

taqki, na mnogostrukosti M naziva se kontaktnom formom ako je spo	ax-

�i izvod dα forme α nedegenerisana 2-forma u svakoj ravni α = 0.

Primer A.1. Posmatrajmo 1-formu α = du −
n∑
j=1

pjdxj u prostoru R2n+1 sa

lokalnim koordinatama (x1, . . . , xn, u, p1, . . . , pn). Ona nije nula niti u jednoj

taqki R2n+1, a dα jeste nedegenerisana u α = 0 pa α jeste kontaktna forma.

Stav A.1. Neka je α kontakta forma i f : M 7→ R+ glatka funkcija. Tada

je fα isto kontaktna forma.

Dokaz:

d(fα) = df ∧ α = fdα.

Forma d(fα) |α=0= f dα |fα=0 jeste nedegenerisana, jer je to i dα |α=0.

Definicija A.2. Kontaktna struktura na mnogostrukostiM je po	e tange-

ntnih hiperravni koje su lokalno odre�ene kao nule kontaktne forme. Hiper-

ravni nazivamo kontaktnim hiperravnima.

Definicija A.3. MnogostrukostM sa definisanom kontaktnom strukturom

nazivamo kontaktnom mnogostrukox�u.

Definicija A.4. Podmnogostrukost kontaktne mnogostrukosti nazivamo in-

tegralnom mnogostrukox�u po	a kontaktnih ravni ako se tangentna ravan

podmnogostrukosti nalazi u kontaktnoj ravni u svakoj taqki.

Nedegenerisane 2-forme mogu biti definisane samo u prostoru parne di-

menzije. Shodno tome, kontaktne mnogostrukosti su neparne dimenzije (videti

simplektiqke forme u drugom dodatku B).

Neka je M n−dimenziona mnogostrukost. Definisa�emo mnogostrukost

J1(M,R) 1-
etova funkcija na M.

U pita�u je 2n + 1−dimenziona mnogostrukost. 1−
et funkcije f na M

je definisan taqkom x ∈ M , vrednox�u funkcije u = f(x) u taqki x, kao i

prvim diferencijalom funkcije f u taqki x.

Ako su (x1, ..., xn) lokalne koordinate mnogostrukosti M, onda je 1−
et
definisan u koordinatama (x1, ..., xn;u; p1, ..., pn), gde su pi = ∂f

∂xi
(x).
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Mnogostrukost J1(M,R) je pogodna jer na �oj mo�emo prirodno definisati

kontaktnu strukturu.

Definicija A.5. Standardna kontaktna forma na mnogostrukosti J1(M,R)

je 1−forma
α = du− p1dx1 − ...− pndxn. (A.1)

Definicija A.6. Neka je M mnogostrukost i f : M 7→ R glatka funkcija.

Integralnu podmnogostrukost koja se sastoji od 1-
etova funkcije f u svim

taqkama mnogostrukosti M nazivamo 1-grafikom funkcije f.

Teorema A.1. Standardna kontaktna forma na mnogostrukosti J1(M,R)

anulira se na svim tangentnim ravnima 1-grafova funkcija. Zatvore�e unije

tangentnih ravni za sve 1-grafike funkcija podudara se sa jezgrom standardne

forme.

Definicija A.7. Standardna kontaktna struktura na mnogostrukosti

J1(M,R) jeste po	e hiperravni koje su unija tangentnih ravni na grafike

funkcije.
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B Osnove simplektiqke geometrije

U ovom dodatku �emo dati pregled osnovnih pojmova iz simplektiqke geometrije.

Me�usoban odnos simplektiqke i kontaktne geometrije je sliqan odnosu eu-

klidske i projektivne geometrije.

Simplektiqka geometrija se bavi glatkim mnogostrukostima sa dodatnom,

simplektiqkom strukturom koja je zadata antisimetriqnom nedegenerisanom 2-

formom. Kao takva, ona je pandan Rimanovoj geometriji. Me�utim u Rimanovoj

geometriji ta dodatna struktura je zadata simetriqnom formom. Poznato je

da u Rimanovoj geometriji ima mnogo lokalnih invarijanti. Ispostav	a se da

u simplektiqkoj geometriji nema lokalnih invarijanti, xto jeste posledica

Teoreme Darbua (3.2), koju smo ve� dokazali.

Definicija B.1. Simplektiqki vektorski prostor (V,w) je konaqno di-

menzionalni realni vektorski prostor V snabdeven bilinearnom formom w

koja je antisimetriqna i nedegerisana, tj. va�i:

1) (∀u, v ∈ V ) w(u, v) = −w(v, u) (antisimetriqnost forme);

2) (∀u ∈ V \ {0})(∃v ∈ V ) w(u, v) 6= 0 (nedegenersanost forme).

Postoje odre�ena ograniqe�a za postoja�e simplektiqke strukture na ve-

ktorskom prostoru V . Na primer, iz uslova nedegenerisanosti forme w sledi,

uz pomo� linearne algebre, da vektorski prostor V mora biti parne dimenzije.

Napomena B.1. Ako je α kontaktna forma, tada je restrikcija forme dα na

svakom prostoru α = 0 simplektiqka forma.

Neka je M mnogostrukost, dimenzije 2n. �elimo da joj dodelimo simple-

ktiqku strukturu.

Definicija B.2. Nedegenerisana, zatvorena, diferencijalna 2-forma ω na

M , naziva se simplektiqkom formom naM.MnogostrukostM na kojoj je zadata

simplektiqka forma naziva se simplektiqkom mnogostrukox�u (M,ω).

Stav B.1. Diferencijalna forma ω ∈ Ω2(M) na mnogostrukostiM dimenzije

2n je nedegenerisana ako i samo ako je ω∧n 6= 0.

Dokaz:

Videti ([15]) za dokaz (str. 40, posledica (2.5.)).
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Definicija B.3. Neka je V simplektiqki vektorski prostor, i W �egov

potprostor. Simplektiqki komplement od W je potprostor

W⊥ω = {v ∈ V | ω(v, w) = 0, za sve w ∈ W}.

Stav B.2. Svaka prava linija u simplektiqkom vektorskom prostoru pri-

pada svom simplektiqkom komplementu.

Dokaz:

ω(v, v) = −ω(v, v) =⇒ ω(v, v) = 0. (B.1)

60



V Univerzalno svojstvo tenzorskog proizvoda

Definicija V.1. Dati su vektorski prostori V ,W i X. Preslikava�e p :

V ×W 7→ X nazivamo bilinearnim ako zadovo	ava slede�a tri uslova:

(1) (∀v1, v2 ∈ V )(∀w ∈ W ) p(v1 + v2, w) = p(v1, w) + p(v2, w),

(2) (∀w1, w2 ∈ W )(∀v ∈ V ) p(v, w1 + w2) = p(v, w1) + p(v, w2),

(3) (∀v ∈ V )(∀w ∈ W )(∀λ ∈ R) p(λv, w) = p(v, λw) = λp(v, w),

a kada je V = W i X = R tada preslikava�e p nazivamo bilinearnom formom.

Bilinearna, a samim tim i multilinearna preslikava�a nisu linearna

preslikava�a. Me�utim, u nekim sluqaju mo�emo da ga proxirimo do lin-

earnog. To je glavno svojstvo tenzorskog proizvoda i zovemo ga univerzalno

svojstvo. Navex�emo ga u slede�em stavu koji navodimo bez dokaza.

Stav V.1. Neka je V ⊗W tenzorski proizvod vektorskih prostora V i W ,

a p : V ×W 7→ V ⊗W bilinearno preslikava�e. Za proizvo	no preslikava�e

q : V ×W 7→ X, gde je X proizvo	ni vektorski prostor, postoji jedinstveno

linearno preslikava�e ϕ : V ⊗W 7→ X tako da je ϕ ◦ p = q.

Univerzalno svojstvo tenzorskog proizvoda mo�emo proxiriti i na V ⊗n,

odnosno postoji jedinstveno linearno preslikava�e σ
′
iz (2.1).
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