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1 ITwmi, HaMeHa U JOMET TEKCTa

OsBaj merak je nHamemen nogasuunuma ['TA 3abaBumra, pagu mpornarupamna,
HOACTUIAKA U MUPeHha CUMILIeKTUYKOr Iorjena Ha MaTeMaTury.. Moxe ce
KOPUCTUTHU Kao M3BOP 3abaBe mam MHPOpMalUja U HE IPETEHOyje Ha CHUCTe-

MAaTUYHOCT MJIMX IIOTIIYHOCT.

2 TIlpuctyn

['TA cemunap =eryje tpamumujy , yuema ocMo3oM (wouds, wéw)”. Tpymu-
hemo ce na y oBuMm Oenemkama ciaenumo Taj ayx. Tume omycrajeMo om CBAKOT
MOKyIIaja na CBe Me(GUHUIIEMO, HOKAKEMO U Pa3yMeMO OAMAaX; yMeCTO TOra,
TPYAUMO Ce na ce u3iaoxkuMo mTo Behiem 6pojy mpumepa m 3amatara (,,m0-
Behiame ocMo3HOr mpuTHcka’), HEmOKoJIeG/WUBO Bepyjyhiu ma pasyMmeBame
KOje HUje OTKPWBAWE HUje pa3dyMeBame. | JaBHU Q€0 TEKCTa Cy 3aaalu, UMa
ux 100. Muoru on ®BUX Cy pemeHm Ha Kypcy. Tako ocrajeMoO TPUBPKEHU
JanmvKo] puiocodpuju obpaszoBama: ,[lo3HaBame mpupose 1 APyMITBA CE yUU,
13 CPIICKOI ce TUIIy CacTaBU, a M3 MaTeMaTWKe pane 3amanu . bes cym-
e, MHOTUMAa Ce 0Baj MpuCTyn Hehe momacTu; HUX OXpabpyjeMo da OaJI0:Ke
TEKCT W Oa MYy ce BparTe kKan Oyay Oojbe BObe W Kad UM NPU pynu Oyme
onoBka.? Heru 3azamy cy MOZa Majo TEKHU 3a IPBO UUTAHE O CUMILICK-
TUYKAM MHOTOCTPYKOCTHUMa U Tpeba mM ce BpahaTu Buie myTa, ajd Ce Taj
Tpyn ucmnaru.® Kpaj 3amaTka obenexen je jemaum ox cumbona @, &, O, &,
y 3aBUCHOCTU OJ TERKUHE. #d Cy 3a1all KOjU IUJbajy caMO Ha TO 1a Ipobyme
3aCHaJIor YnuTaona, <{y-3aJaly 3aXTeBajy Ol JYMTaolla 1a ce Mallu OJoBke, O
moapasyMeBa 6ap Maiau rybuTak BpeMeHa, TOK 3a & Tpeba pasMUCIUTH, OC-

I In recent years, symplectic and contact geometries have encroached on all areas of mathemat-
ics. As each skylark must display its comb, so every branch of mathematics must finally display
symplectisation. In mathematics there exist operations on different levels: functions acting on
numbers, operators acting on functions, functors acting on operators, and so on. Symplectisation
belongs to the small set of highest level operations acting not on details (functions, operators, func-
tors), but on all mathematics at once. Although some such highest level operations are presently
known (for example, algebraisation, Bourbakisation, complexification, superisation, symplectisa-
tion), there is as yet no axiomatic theory describing them.” (V. I. Arnold, Catastrophe theory (3rd
ed.), Springer — Verlag, New York 1992)

2 Knowledge is seldom lacking in the degree that will is lacking.” (Ezra Pound, Guide to Kulchur)

3 Hu masom Jokm y moueTky HWje OWJIO Jako. Ydeme My HUje Wmuio of pyke. [...| U
Tako je Joxka MOpao ma MOHaBJba NpBU paspen. Amu camo npsu u Hujenas sume.” (Ppanue
Besk, Knuza o Tumy)



BPHYTHU Ce OKO cebe m, MO/K1a, OTBOPUTU U NPETUCTATU HEKY KBuUry. bynyhu
[a ce paau O mpenaBamuMa y 3aDaBUINTY, HEMa 3a0aTaKa 0EMa U CAHC.

3 IIlra 3mauwm ,,cuMmJIeKTUYKA” 7

Renehu na uzdberme moryhuocT 3abyHe Ipu HA3UBAKY PA3TUYUTUX ODjeKaTa
ucTuUM mMeHOM, XepMmaH Bejn? je ymecTo peunm xomnaexcam, JTaTUHCKOT KO-
pena (ox cum - ca, 3ajenHo; complexus - o6yxBar, 3arpJbaj, Hapydje) ynoTpe-
61O ped CuMNAeKMUYKY, 3aMEHUBIIN JIATUHCKU KOPEH TPUKUM (SUUTAERW —
CIIJIECTU, 3AKJIONUTU, CABUTU, CBE3aTHU, 3AIJIECTU Ce, CYKOOUTU ce, SUUTAE-
KTLKOS — 3ajenno ynnuhyhu) 3a HOBY CTPYKTYPY KOja ce IOjaBUIIA.

4 IIIra je ,,cuMILIEKTUYKa reomerpuja’ ?

CuMmiekTrdKa (opMa Ha TJIATKO] MHOTOCTPYKOCTU je HeJereHepucaHa’ 3a-
tBopena’ 2-popma Ha M. MHOTOCTPYKOCT ca TaKBOM (JOPMOM 30BE CE CHUM-
MIEKTUYIKA.

3amarak 1. [okaszaru ga je dim M = 2n uau oo. a

3anarak 2. JlokasaTu na je w HeIETeHEPUCAHA aKO W caMo ako je w’" # 0.
[Tocnemuma: cuMIIIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT j€ OPHWjeHTUCAHA. %

Banarak 3. TM — T*M, X — i(X)w je 6ujexnuja.’ [ )

5 IlIra je ,cuMmiekTUuKa TOomoJormuja’” ?

CuMnIeKTudKe MHOMOCTPYKOCTH HEMajy JIOKaiaHe nuBapujante (B. 3anarak 14)
U MOTY C€ Pa3JIMKOBATHU CaMo Kao riobannu (Tj. Tomosomku) objektu.® Hou-

4H. Weyl, The Classical Groups, Their Invariants and Representation, Princeton University
Press, 1946.

S(VX)3Y)w(X,Y) #0

6dw =0

"i(X)a je k — 1 ¢popma medpummmcana ca i(X)a(Yy,... Vi 1) = (X, Y1,... Y 1); i(X) je
antunepuBammja, Tj. i(X)oi(X) = 0, i(X)(a A B) = i(X)aB + (—1)4%(X)3 u wasusa ce
VHYTPAIIHe MHOKEHE WK YHYTPALIhe AUGepeHnnpamne.

83a pasznuky on PUMaHOBMX MHOTOCTDYKOCTH, KOje Ce JIOKAJHO Pa3JuKyjy, HIP. chepa
U paBaH ce JOKAJHO Pa3irKyjy Kao PumaHOBe MHOrOCTPYKOCTH jep cdepa mMa MO3UTUBHY
KPUBUHY, MOK j€ KPUBUHA PABHU HYyJA.



XOBa T€OMETPHUjCKa CTPYKTYpa YCJIOBJHABA HUXOBY TOIOJOTHjY, IITO WIIYC-
Tpyje u ciaenehu 3amarak.

3anarak 4. Heka je M 3arBopena (= koMmakTHa u 6e3 TDAHUINE) CUMIIJIEK-
TUUKa MHOTOCTpyKocT. JlokazaTu ma cy koxomouomke rpyne Han(M), k =
0,1,--- ,n, HETPUBUjAJHE. &

OpnmaBpme ciaemu ma MOCTOje MHOTOCTPYKOCTH KOj€ HE HOMYIITAjY CUMIIIEKTUYKY
CTPYKTYPyY. Aam TO He 3HAYM Aa MOCTOje MHOTOCTPYKOCTH KOjeé Cy HemIoC-
TyIHE CUMIJIEKTUYKAM MeTOJaMa — HaJl CBAKOM MHOTOCTPYKOIINY J1e0 a1 cuM-
NJIEKTUYKA CTPYKTypa (B. mpuMep mcupen 3amaTka b).

6 HpI/IMepI/I CUMIIJIEKTUYKNX MHOT'OCTPYROCTH
o C" =R wy=> dp; Adg.
e Kommrekcue moamuorocrpykoctn’ y C*.
e OpujerTucane MOBPIINA.

e Koranrenrna paciojema.
Hexa je M mpowmssosma MuOrocTpykocr u T*M —= M meHO KOTaH-
reaTHO pacnojeme. Tana §(X,) := p(m.X,) nedpurume 1—popmy ma T*M,
a w = —df HemereHepmcaHy TayHy 2—(OopMy.

3anmarak 5. /lokasatu ma 3a cBaky l—dopmy ( wa M Basku [0 = (.

e Kowmmuekcuu npojexkruuu npocropu CP" ca ®yomuu-CrynujeBom ¢op-

MOM
J—1 _
W= 2—8810g|\<’|\2, C=1[C: - : ¢l

™

Banatak 6. [lokasatu na je w no6po nepurncana popma (Haxo je 1C|12 =
> Gk mepunucano va C", anu we u na CP"). .

e ['1aTKM NPOjEKTUBHU BapUjeTETH.
Heka cy P, xomorenu nmoiauHoMu n + 1 KommiaekcHe mpomeHnsuBe. [Ipo-
jexktuBHU BapujetetT je nonackyn y CP" neduHucaH jenHauynHama

Pi([z0: -+ z)) = 0.

9CrynoBu HysTa KOHAUHOT OpOja He3aBUCHUX (Tj. TAKBUX Ma Cy UM AU(EPeHIMjaTu Ju-
HEApHO HE3aBUCHU) XOJOMODp(HUX (yHEnMja n npomenmusux y C”.



3amarak 7. Hokazatu na je Pi([zo : -+ : z,)) = 0 mobpo meduuucana
jemnaunna (nako nmosuHOoM P He mepuuume ¢yuruujy za CP"). [

e Heka je X Pumanosa mospm u Q'(X) aarebpa 1—dopmu va X. Tana

M%¢%=L¢A¢

neguHUNIe CUMIIEKTUUYKY CTpYyKTypy Ha Q1(X).

e [Ipousson M; x My cumnnekTuykux MuOTOCTpyKOCTH (M7, Ww1) 1 (Ma,ws)
ca pOpMOM Tiw; + Tows.

3anmarak 8. /lokazartu na HaBeIeHE MHONOCTPYKOCTH j€CY CUMILIEKTUY-
ke. !0 O
7 KapranoBa ¢popmyJia

Heka je ¢, : M — M rnartka dpamMunauja TiIaTkux npeciaukasama, X (¢q(x)) =

d
acbt(x) u a k—dopma va M. Tana je
d * * - .

(1) 0= ¢ (d(i(X)a) +i(X)da).
Lokasz: Nanyrmujom mo k. 3a k=0 ¢popmyna (1) rmacu

d * *

E‘Zﬁtf - (btdf(X)?
mTO je caMo pedopmynanuja geGuHUNAje n3Bona GpyHKUUje [ y IpaBIy BeEK-
topa X. Heka je § k + 1-popma. Ona ce moxke 3amucatu kKao [ = df A «,

ma KopuimhemeM MHIYKTUBHE IPETIOCTaBKe U O0COOMHA NudepeHnmpama mo-
dujamo:

E(bt (df Nar) = Egbtdf/\(]ﬁtoé—i-(]ﬁtdf/\ EthO‘ -
O di(X)df Ao+ df Ni(X)da + df A di(X)a)

103& HEKE O BhbUX BUACTU 3adaTaK 41.



¢ [((X)d(df N a) + di(X)(df N )]
= ¢y [—i(X)(df Nda) + d(i(X)df N —df Ni(X)a)]
[di(X)df Na+df Ni(X)da+ df Adi(X)a].

1
&
O

3anarak 9. Heka je oy rimatka pamunuja mudepennujansanx popmu. lokazatu
na je

d day
tiae =i (G000 +iC0da + ).
¢

3anarak 10. Kopucrehu KapramoBy ¢opmyny, mokazaru mga rIaTKO XOMO-
TOIICKM €KBUBAJICHTHA IpeciuKaBawma hg,hy : M — N uHAYKYjy MCTO mpec-

murasame Hjp(N) — Hjp(M). &

8 Mo3sepos meron medopmanuje

8.1 Ilepopmanuje CUMIVIEKTUUKAX CTPYKTYypa

Teopema 1. ' Heka je w; famusuja cumniexmuukus $opmu Ha MHOZOCMPY-
xocmu M, maxeuzr Oa je [w] = const. € Hpp(M). Tada nocmoju damusuja
dueomoppuzama ¢, maxsa da je ¢ = Id u P;w, = wy.

Zloxas: Koucrpyucahemo ¢; Kao pememe jeqHadnHe
d
(2) Eébt(@ = X(¢:(2)), ¢olz) =z,
rae je BeKTOPCKO mojbe X m3abpano Ha ciaenehw mHaumu. udpepennupajmo

(skemeny) jemmauumnHy ¢jw; = wo no t, npumenyjyhu Kapranosy dopmyy.
ITobujamo na BEKTOPCKO mosbe X MOpa Jaa 3aI0BOJbaBa

(3) o (i(X)dw + di(X)w + aa—j) = 0.

11J. Moser, On the volume elemets on manifold, Trans. Amer. Math. Soc. 120, 280296, 1965.



Oow

[TomTo je dw = 0 u i doy, jemnauumna (3) 6uhie 3amoBOmEHA aKO Oyne
3a,J0BOJbEHA
(4) i(X)w+ o0, = 0.

Jemnaunny (4) moxemo ma pemwmmo mo X (3amro?), a 3aTuM, 3a TAKO NO0OU-
jeno X, moxkemo ma pemmmo (2) mo ¢ (3amro?). ]

3amarak 11. Hera je ¥ koMmakTHa OpUjeHTUCAHA MOBPII, a Wy U Wi ABE CUM-
niaeKkTudKe popme Ha B0j. Jlokazatu na cy (X, wp) u (X, w;) CUMIIEKTOMOD pHE

aKO 1 CaMO aKO BaiKM
/Woz/wl.
b by

YImyTcTBO: Wy = Xwi; Aepopmucaru X 10 1 He Mewmajyhu noBpmmHy (BpeaHocT
rOpmEr MHTerpaja) u He mereHepumyhum ¢gopmy. 3amTo je To Moryhe u
3aIlTO Ce THMMe He MeHa KOXOMOJIOUIKA KJjaca? &

3anarak 12. Heka cy () u (); nBe n-popme opujeHTaAIMj€ HA MHOTOCTPYKOCTHA
M mamensuje n (He 06aBe3HO cUMILIEKTUUKO]). Jlokazatu ma mocrtoju mudeo-
Mop¢puzam MHOrocrpykoctu M koju ¢popmy €2y npeBoau y {); ako u caMO akKo

je
/MQOZ/MQI.
O

3anarak 13. Heka je N koMmakTHa IOAMHOTOCTPYKOCT MHOTOCTPYKOCTU M 1
wp, Wi OBe cUMIIIeKTUYKe Gpopme Ha M TakBe na je wy = wy Ha Ty M. lokazaTmu
Ia mocToju oTBOpeHa orkosmHA U moamuOTOCTpyKOCTH N M audeomopdusam
¢:U — U rakaB na je ¢*w; = wy.

Yuyrcrso: Popma wy = twy + (1 — t)wy je HemerenmepucaHa y HEKOj OKOJIUHU
V D N (zamro?'?). Wzabpatu U C V Tako ma je U = N (3amTo je TO
moryhe?!?). Ilpumenutu Kapranosy dpopmyy... @

3anmarak 14. Heka je y 3amarky 13 N Taura. Pasmarpamem Tor ciydaja
nokasatu /lapOyoBy TeopeMmy: CBaka CUMIIJIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT je JIO-
KaJIHO cUMILIeKToMOpdHa MHOrocTpykoctu (R?™, > dpy. A dqy). &

P1Mra je wlrym? ,,Heneremepucanoct je oTBOpeHO CBOjCTBO.”
13B. Teopemy o0 meBacTOj OKOJMHU y HEKOj KIHU3W O MAGEPEHINjaTHOj TOTOJOTH H.



8.2 Mopcosa sema

Jlema 1. Hexka je ag € R™ nedezenepucana xpumuuna mauxa'® gynwyuge f: R™ —
R. Tada nocmoju xoopdurnamna kapma oxo ag y x0joj Pynkuuja [ uma 3anuc

fla) = flao) + > arzy, ap= %1,

k=1
Jloxaz*® Mowmemo na mpernoctasumo aa je ap = 0 u f(0) = 0. ITocmarpajmo
1—dopme
ag(z)v = D*f(0)(z,v) m o =df
U TJIATKY (aMUInjy
ay = o + t(ag — ap).

['natra pamunmja nupeomopduzama 1y, 1y = Id npeBonu ay y ag ako je

(5) 0= %Wat =, (d(i(X)ay) + i(X)day + a1 — ap).
Heka je
o(x) = 5 D*F(O)(a, ).
Tana je ap = dg, na (5) mocraje
Uid(i(X)a; + f —g) = 0.

Pemasamem oBe jemmaumne mo X (3amro je To moryhe?), a 3aTtuMm jemHa-
unre (5) y OrpaHUYEHO] OKOJIMHU HyJe MO v; JOOUjaMO KOODIAMHATHY KapTy
Y1 y ®0joj je
1
i =a(302000).
na QyHKIZja [ “Ma 3ammc
1
F(#) = 5D (0) (. 2),
mTO je m TpebaJso JOKA3aTHU. []

$yurnuja f : M — R uuje cy cBe KpuTUYHE TadyKe HEACTEHEPUCAHE 30BE Ce
Mopcosa ¢ynxyuja. Cryn MopcoBux GpyHENUja je CByma I'yCT Y CKYIly I'JIATKUX
¢yHEIUja Ha MEHOTOCTpyKocT M.'0 V3 Mopcose meme ciemu a Cy KPUTHUHE
tauke MopcoBe (QyHKIUje M30I0BaHE.

Y df(ag) = 0 m marpuna mpyror ussoma D?f(ag) je Heneremepucana.
15R. Palais, On Morse-Smale dynamical systems, Topology 8, 385-405, 1969.
165, J. Milnor, Morse theory, Princeton Univ. Press, 1963.

7



9 CumniexromopdusmMu

Heka je M cuMmieKTMuYka MHOTOCTPYKOCT Ca CHUMIIIEKTUYKOM (OPMOM W W
¢y : M — M ranatra pavmumnmja nupeomoppuszama. Heka je

(6) L ouw) = X(0u(w)), do(x) = 7.

Tana je ¢jw = w aro u camo ako je i(X)w 3aTBOpeHa ¢popma.
Zoxas: llpumena Kapranose gopmye. []

Ako je 1—¢opma i(X)w Tauna u jemnaka dH; 3a HeKy riartky QaMuiunjy
rnateux Qysrmuja H; : M — R, ogna X HazuBamMo XaMHJITOHOBUM BEKTOPC-
KIM II0JbeM, a BuMe reapucanu (jemnaunsaoM (6)) mupeomopduzam XaMuUaTo-
HoBUM mudeomopdusmom. Oszmauasamo ux ca Xy u ¢ff. dymrnumjy H masu-
BaMO XAaMUJITOHOBOM (YHKIMjOM mam xamMuiaroHujanoMm. QOuurienHo je na
XaMUJITOHOBU IU(PEOMOPPU3MHU UYyBAjy CUMIIIEKTUYKY (POPMY.

3a cBaky ¢pyuruujy H : [0,1]x M — R ca komnaxmmuum nocavem jenaaunna (6)
nedurume XamMuaTonos mupeomopduszam.!” O6pryTO, cBakum XaMHUJITOHOB
mupeomMopduzaM ca KOMIAKTHUM HOocadeM (= TakaB ma je ¢ = Id Bam Hekor
KOMIIAKTHOD CKyIa) mAepuHucaH je jemHaunHoM (6) O Ha KOHCTAHTY.

3amarak 15. /lokazatu na je mejcTBO rpymne cuMIIekTomMopduzama Ha M
TPaAH3UTUBHO. @

3amarak 16. Heka je X XaMuaTOHOBO BEKTOPCKO IOJHE MEHEPUCAHO XAMUII-
rorrjaHoM H u 1) 6rio koju cuMimekroMopdrzam (He 06aBe3HO X aMUITOHOB).
Ioxrazatu na je ¢¥*X = (¢ !),X XaMUITOHOBO BEKTOPCKO TMOJHE TEHEPUCAHO
Xamuarouujanom * H. &

3amarak 17. Heka je M KoMIaKTHa CUMIIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT W HEKA
cy Ham(M) n Sympl(M) Jlujese anrebpe (sic/) XaMUITOHOBUX U CUMIIJIEK-

"TlonceTuTnt ce Teopeme O er3WCTEHNIUjU, jeIUHCTBEHOCTH ¥ NPOLY/AKCHY Dellema made-
penmujasnne jenHauyune (MOCIENHE 3aXTeBa KOMIAKTHOCT ).



TUYKUX BEKTOPCKHUX IIOJba. IoxrazaTu a Cy HMU30BU

0

{
0—-R—>C®M)— Ham(M) —0
l
Sympl (M)
1
Hb (M)
1
0

TaYHU. 'y

3anarak 18. [lokazatu na je 2—cdepa moiaynpedHura r 0e3 jenHe Tadke
CUMIITIEKTOMOD(HA OTBOPEHOM MUCKY MOJIYIPEYHUKA 21 1 HANU eKCIIUIUTHY
(hOpMyI1y CUMIIEKTOMOD(QU3MA. &

Hamomena 1. Ilpumemumo da 3adamax 18 we caedu dupexmmo uz Mozeposoz
memooda, nouwmo ce padu 0 0MmeoperHum MHuozocmpykocmuma. Mebhymum, eancu
caedeha

Teopema 2. ®Axo cy U u'V dea zomeomopdra omeopena ozparuuena nosesamna
nodcKkyna eyxaudckoz npocmopa Ca 2AGMKUM 2PAHUYLAMA U JEOHAKUM 307D EeMU-
nama, u ¢ : OU — OV dufeomopdusam xoju “wysa opujenmayujy, onoa nocmoju
Jueomoppuzam 1 : U — V xoju wysa gopmy 3anpemure u nokaana ce ca ¢ Ha
2P AHUYU. [

Jlema 2. Hexa cy ¢f u ¢F nymesu Xamuamonosuzr dudeomopdusama zerepu-
canu ramuamonujanuma Hy uw Ky, ¢ cumnaexmomopguzam v nexa je

Hy(z) :== —H,(¢} (z)),
(H$K)(z) == Hy(z) + K, ((¢7) ' ()),
HY (x) == Hy((¢) ).
Taoa je
L () =off

18B. Dacorogna, J. Moser, On a partial differential equation involving the Jacobian determinant,
Ann. Inst. Henri Poincaré, Analyse non linéaire,7, 1-26, 1990.




2. ¢t O¢t = HﬁK

3. pogll o)™ ="

Jloxas: JuperTHO, mudpepeHnrpameM JIeBe CTPaHe.

10 XamumaroHose jemHaumMHE y KOOPOUHATAMA

3amarak 19. Aro je Xy XaMUITOHOBO BEKTOPCKO TMOJbE€ TEHEPUCAHO XAMMUJII-

rouujanoMm H, jennauuna (6) y koopaunarama q = (q1,- -+ ,qn), P = (p1,- -
nMa 00K
dq OH
dt — 9p
(7) dp ~ OH
dt  oq
Osuake: ¢ = Z‘Z, Gg= % UTH,.

YnyrcrBo: I[oBOJLHO je jemHauyuHy

0\ w —~ 0H OH
Z Ok +pk8 > dpe Adge = ——dgi + - —dpx
P ) = —~ Oq O

pemuTu 1o g, Pr 3a n = 1 (3amro?), OMHOCHO permuTn

0H OH
=&+ 6—52-
P

ve=@a) | 0|5

11 TIIpumepu cumiieKTOMOppU3amMa

. Pn)

e Xammnrormjar H : C — R, H(z) = 3|z|> ne¢puanme porammjy KOMILICK-

CHe paBHHU, jep je Ha ocHOBY jemuaunse (7)

y. _OHO 0HD 3—7@— 2,
"= 5,09 oqop Yag "op 00

3anmarak 20. Hahu XaMuaToHOBO BEKTOPCKO NOJbE Ne(PUHICAHO XaAMUJI-

touujanom H : C — R, H(z) = |2|*.

10
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3anarak 21. Popma df je sarBopena popma y C*:= C\{(0,0)}. doraza-

TU Oa OHA HePUHUIIE BEKTOPCKO Mojbe Xy = 7“_1%, koje jemuauraoM (6)
nepuHMIe He- XaMUITOHOB CUMILIEKTOMODGU3aM (PaaijaaHo IPeCInKa-
Bame). o

e Popma db na numuuapy Z = [0, 1]xS! nepunume ne-Xamunronos mudeo-
MOpQu3am.

e VlnenTudukanujom rpaHuna MUIMHAPA U3 TPETXOIHOT IPUMepa m100u-
jamo Topyc T? = S! x S! u mHe-XaMUITOHOB CHUMILIEKTOMOP(U3aM HAa
HeMy.

3amarak 22. Jloka3aTtu na ce cBaka MOBOJHO MaJia KOHTPAKTUOMIIHA
netrsba Ha T2 MOske pa3ABOjuTH on cebe XaMUITOHOBUM AUPEOMOpPHU3-
mowm. Y @

3anmarak 23. Iudpeomopousam f : M — M neduHUIle CUMIIEKTOMOD-
¢uzam f*:T*M — T*M. O

3anmarak 24. Cumnuekromopuszam y C" uyBa 30mp noBpIIMHA IPOjEK-
nuja 2—MHOTOCTPYKOCTH Ha kKoopauHatHe C—paBHU; MOKa3aTyU MpUMe-
poOM na He MOpa [a YyBa CBaKy OJ THUX 7 HOBPIIUHA. e

12 CyBume KpaTKu M3JeT y KIACUYHY MEXaHUKY

,CyBume KpaTku” 3HauUM CyBUIIe na 0 ce m3beria mojelIHOCTaBBUBAA. 2

12.1 Opyru IbyTHOB 3aKOH

Tpajexropuja cucrema dectuna je oapebena nudepeHrjaTHOM jeTHAUNHOM
Ipyror pena

(8) i =F(r,1).

19HeH0HTpaKTI/I6mnHa meTjba Ce He MOXe pas3aBojutu on cebe XaMUITOHOBUM AuDeo-
MOpQu3MOM (OBa UUIEHUIA je HETPUBUjAJHA), HOK CUMINIEKTUYKUA IU(GeOMOPGUIMU U3
IPEeTXOMHOT IPpUMEpPa pa3aBajajy HEKOHTPAKTUOWIIHE MeTJshe.

203a Bume W TpenU3HUje O MEXAHWYKUAM WM3BOPUMA CUMILIEKTHUYKe reoMeTpuje (M o jomr
MHOTO TOra) mpemnopyuyjemo: B. WM. Apmomnn, Mamemamuuku memoou Kaacuuwhe METanuke,
Hayxa, Mocksa, 1974. N3narame y 0BOj IiaBU yrJIABHOM CJIEIU Ty KIBLUTY.
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Koopaunare Bekropa r € RY cy koopaumare BeKTOpa MOJOKaja TOMHOMKEHE
Macama vectuna (Hop. r = (mxy, myy, mzy, Mxo, Mys, M z5) 3a cucrtem on nse
yecture koje ce kpehy y R?). Pamu jemnocTaBHOCTH, najbe MPETIOCTABIHAMO
Ia Cy CBe Mace jeTUHUYJHE.

Bekropcko nmome F (cuna koja mesyje Ha yecTuie) ce HA3UBA NOMEHUUJAAHUM

ako je F = —VV 3a mexy ¢pymrmmjy V : RY — R. Pymrnuja V Haszusa ce
MOTEHIMjaTHOM eHeprujoM cucreMma, a (ynkmmja K(r) = i[|F||? kumernurom
€HePIrujoM.

(&
3anmarak 25. Heka cy ¢, IlekaproBa kKOOpAMHATE YeCcTUNA, & Pi ned gr (ko-

OpAMHATE UMITYJICA; OBO HUje OMINTA, UHBApHUjaHnTHa mneduuunuja). Jlokaszaru
na je cucreM mudepeHuujasHux jenHauuna (8) exkBusasentan cucremy (7) ca
xamuarorujasom H = K + V. &

[Tomro jemumauumue (7) mMoxkeMo na HamumeMo u 'y obiuky (6), 6e3 kKoopmau-
HaTa, CUMIINICKTUYKA FeOMeTpI/Ija HaM OMOFyhaBa a I/I3yanaMO KﬂaCI/IqHy
MeXaHMKY Ha MHOIOCTPYKOCTMMA, HE3aBMCHO On m36opa KoopamHaTa. Kia-
cuvHA (a3HU TPOCTOp cucreMa Ha MHOrocTpykoctu M je T*M. Axo cy
q = (q1," - ,qn) nOKaNHE KOoOpauHaTe Ha M (KoOpauHATe mojOKaja), a p =
(p1,--+ ,pn) JOKAJNHE KOOpIUHATE cioja paciojema T*M (koopauHaTe UM-
myJsica), cTaEZapIHA CUMILUIEKTUYKa (popMa mMma JokaJgHu 3amuc dp A dq =

Z dpk A qu.

12.2 Bapujanuonu mpuHIMI

Kpuruuyre taure ¢pyHKOIMOHAJIA

) sta) = | Ll it

Ha IPOCTOPY IyTeBa KOJU Clajajy ABe (UKCUPaHe TadKe Cy pellema CUcTeMa

d (OL\ 8L
1 Z (=) - ==
(10) dt (%) dq !

(Ojnep—Jlarpamkese jennauune).

12



Jloxas:
S(a +h(t)) — S(a(t)) = / L(a+hoath) - Lia.a0)]d

"ToL, 0L )
_/0 a—qh+a—h] dt + O(||h|]?)

_ / g_fl 4 (ZL)] hdt + O([h]?).

dyurmuja L 30Be ce sazpanxicujar BapujanuoHOT Tpobiaema.

3amarak 26. [lorazaru na cy (8) Ojnep—JlarpamxkeBe jemmaumse 3a Ja-
rpamkujan L = K — V. &

3amarak 27. /lokazaTtu ma cy Tpajekropuje cucrema ca V = 0 reomesujcke
nuHUje MeTpuke moMohy koje je nedpuancana dynrmuja K .2 [

12.3 Jlesanmnposa TparchopMmanmja

Herka je F : R¥ — R komBekcua (Tj. ca MO3UTUBHO NEHUHUTHOM MATPHUIOM
npyror m3Bona) ¢yuruuja. JlexkammnpoBoMm TpanchpopmanujoMm ¢yHruumje F
nasusa ce pynsmja G(p) = p-x — F(x), rae je p := L.

[IpernmocTaBuMo ma je cucrtem 3amar jganrpamiujanoMm L : R x R" x R — R
KOHBEKCHUM II0 APYTOj IPOMEHJBUBO] U Heka je H JlexxarnnpoBa TpaHCchOopMa-

nuja ¢yHrnuje F' 1o Toj MpOMEHJHUBO]:

OF

11 H = -q—L . = —.
(11) (a,p,t) =p-4—L(q,q,t), P 4

Tana je cuctem (10) jennauumna apyror pena ekBuBajeHTan cucremy (7) jem-
HAUMHA TPBOT peja.

Aowas: oH  oH  oH oL oL
di = i+ Clap + it = —aq + qdp — 22

9q Op ot 9q ar

21y cayuajy M = R3 oBo je npsu HbyTHOB 3akoH. Y OIIMITEM CIyYajy, OBO j€ CHMILIEK-
TUUYKN IOryien HAa PumaHoBY reomerpunjy. Basky m ommTuju npuHOWI: 3a CBakOo V mocToju
Merpuka Ha M TakBa ma Cy Tpajekropuje cucreMa reomesumjcke y toj Merpunu (Pepmaos
OPUHIAT ).

13



O JaKJe cJjenm

. OH 9L  OH 9L OH

12 _on oL o oL _oH
(12) 9= Bp" “aq aq ot ot

N3 (10) u (11) caemm p = %—g, na ybamusBameM y (12) nobujamo cucrem (7).

Sanmarak 28. Jlokazaru o6puyTO, na u3 (7) caenn (10). &

3amarak 29. /lokazatu uzpa3s

oL oL
dH = ——d qdp — —dt

KOJU je KopuIIhieH y IPeTXOAHOM IOKa3y (M KOjUu je Heouwuryeqan 300T 3aBU-
CHOCTU HEKUX IIPOMEHJPUBUX KOj€ Ce Y HmEeMy jaBibajy). &

Y ommreMm caydajy, ako je M muorocrpykoct, JlexxanagpoBa TpaHchopMa-
nuja nepuHMcana jgarpamxujasoM L : T'M — R ocTtBapyje uzomopdusam

DyeprL : TM =5 T*M,
rae je Dyepr- BEpTUKAIHI U3BOL (U3BOX Ly BIaKHA)?
L xavmunrouujaun H : T*M — R:

H({ 1) = 5((DBepT)_1f) — L((Dgepr) '€, 1).

U OIpUAPYyXKYyje QYHKIU]U

12.4 TIIpumepn

e Kperame y rpaBuramuonom nosy. Cuna rpasuranuje y Oy g,q KOOD-
OUHATHOM CUCTEMY j€ BEKTOP

F = g ~9,81m/s’.

—95
dgs

[Torennujanua enepruja je, omarie, V = gqs3. JennauuHa KpeTama je
1T EbyTHOB 3aKOH I' = _98%37
Jlarpam:keB o0Jiuk [ = %(q% + 43 + ¢3) — gq3, ma je jemmauuua (10) omer

223por Tora HaMm je moTpebHA IPETIOCTABKA O HEICTeHePUCAHOCTH APYTOr M3BOIA.
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0

¥ =—g—.
g3Q3

Xammnronos o6k H = 1(p + p3 +p3) + ggs u (7) je
qk = Pk, P1 =p2 =0, p3 = —g.

Pememe cBakor om oBux cucrtema je

) 1 ,0
r(t) =r(0) +1(0)t — §gt o0

e XapMOHUjCKM OoCcIyIaTOp. EKcnepuMeHTAJIHA UMIHLCHUA je 1A je CUIa
3aTe3ama ONpPyre IPONOPIMOHANHA LyKUHU MCTe3ama. JemHadmHe Kpe-

Tama Cy
II IbyTHOB 3aKo0H ( = —a’q.
Jlarpamsxes 06muk L = ¢ — 1a?¢*> u (10) je ¢ = —a’q.

Xammaronos o6k H = 1p? + 102¢%; jemnaumue (7) majy

¢=p, p=—a’q.

Pememe cBake on oBUX jemHauumHa je ¢ = ¢ cos al + ¢ sin at.

12.5 Xamuaros—JaxobujeB meTos

CUMIIIEKTUYKY qupeoMoppusMu najy ,,CMeHy IPOMEHBUBUX’ Koja dyBa 00-
muk (7) XamuiaroHoBux jemHaumsa (B. 3amarak 16). Xamwuaron-JakoOujes
MeTon pemasama cucrema (7) 3a maro H 3acHOBaH je Ha M300PYy CUMILIEK-
TomopdusMa 1 3a koju je pyurnmja Y*H jemnocraBHuja on nosasue H. Heka
je 1 JoKaJHO 3amaTO ca

(13) (Q(a,p), P(a,p)).

[TomrTo je
dgANdp —dQANdP =0

Y KTaCUYHO] MEXAHUIM CUMIUIEKTUYKMA AUPEOMODOU3MU HA3UBAjY CE€ KAHOHCKE TPAHC-
dopmanuje.
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(jep je ¥*w = w) u 360r w = —d(pdq), popma pdq — PdQ je 3arBopena. Kako
je cBaka 3aTBOpeHa (opMa U .A0KkaAHo TadHa,’! mocToju JToKaIHO NeduHMCAHA
dymrnmja S(p,q) 3a xojy je

(14) pdq — PdQ = dS.

Ako ce jemnauumse (13) MOry JIOKAJHO PEMNTH IO P, OHZA C€ S MOMKE MOC-

MaTparu Kao ¢yHrnuja npomensmusBux q, Q, ma u3 (14) cnemu p = g—fl, a

onatine H(q,p) = H(q, %). I[IpermocraBumo ma S 3am0BOJ/baBa MaPINUjAJHY
jemHauMHYy

1) H (q, %) - K(Q)

(Xamunron—Jakobujesa jennauumna). Tana ce jemuauumse (7) MOry €KCILIM-
OUTHO PEmIUTU. 3aucra, S AeUHAIIEe CMEHY NPOMEHJbUBUX 1); Y HOBUM KO-
opmuaaramMa xamuiaronujal je K(Q) (ue 3aBucu on P), ma jemmaunue (7)

IOCTAajy

. . 0K
= P = —
Q 07 aQ

n gako ce pemasajy: Q(t) =c¢p, P(t) = g—gt + co.

13 IlyacoHoBe MHOrOCTPYKOCTU

Ha anre6pu C*°(M) 3anmara je OuHapHa omepanuja

{f, g} = W(Xfa Xg)>

rae cy Xy n X, XaMUJITOHOBa BEKTOPCKa IOJba Je(PUHUCAHA XaMUJITOHU]a-
HuMma f u g.

3amarak 30. lokazaTu

1. {f,9} = X;g (u3Box y mpasuy).

2. {-,-} je Gununeapua omepanuja.

2HE L(RF) =0 3a k # 0.
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3. {-, -} 3amoBomaBa JakobujeB nmeHTUTET
{{f.9b. 0+ {Hg. 0} f1+{{h, [} =0
4. {-,-} 3anoBomasa JlajOHNIIOBO mpaBUIIO

{f.gh} = {f,g}h+ g{f. n}.

5. Y KoopauHaTaMa

(rap=> (pLon ol fey

Opr Oq,  Oqi; Opi;
&

Jlujesa anzebpa je anredbpa ca OUIMHEADHUM MHOKEHEM KOje 3aI0BOJHABA
Jakobujes mmenturer (,Jlujese 3arpanme”). Ilyaconosa anzebpa je JlujeBa
asrebpa Ha kKojoj JlujeBe 3arpame 3amoBosbaBajy Jlajornumoso npasuio. [lya-
conosa Mrozocmpykocm je muoroctpykroct M ca crpykrypowm Ilyaconose as-
reépe {-,-} ma C>*(M). 3Banaraxk 30 nokasyje ma je CBaka CUMILIEKTUYKA
MHOTOCTpYKOCT IlyaconoBa.

3amarak 31. Heka xamunronujan H : M — R we 3aBucu on Bpemena. Jlo-
ka3zaTu fga je ¢pymrnuja F': M — R koHCTaHTHA Oy:X IyTeBa Oe()UHUCAHUX
XaMUJITOHUjaHOM [ aKoO m caMo ako je

(16) {H,F}=0.
o
3a ¢yHrumje koje 3amoBossaBajy (16) rake ce ma cy y un80AYYUjU.

3amarak 32. Heka cy ¢ u ¢; XaMuiatoHoBu nudeoMOppU3MU I'eHePUCAHU
xamuarorujanuma G u H ca KOMIAKTHUM HOCAYEM TAKBU Ha je ;0 ¢, = ¢y o1y
3a cBako t. Ilokaszatu ma cy G u H y umBoaymuju. Ila au ucro tBpheme
Basky 0€3 MPEeTIOCTaBKe O KOMIIAKTHOCTH HOocaua?! &

Teopema 3. (Apuonn—JIuysun) Heka je na cumnaekmuuroj MHo20Cmpykocmu
M damo n = %dimM PyrKUUQ Y UHBOAYUUTU

F,--F, - M =R
Osnavumo ca ¢ = (c1,-+ ,¢,) € R" u
M, :={x e M| Fy(z) = ¢}

IIpemnocmasumo da cy pyrnxyuje Fy, nesasucrne na M. Tada
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1. M. je aaamxa MH0O20CMPYKOCM, UHBAPUJAHRMHG Y 00HOCY HaA XaAMUAMOHOBE
Jugeomoppusme zenepucane pynryujama Fy.

2. Axo je mmozocmpyxocm M, xomnaxmmua u nosesana, onda je M, dugeo-
mopra mopycy T = (S')".

3. YV xoopounamama (o1, ,pn) € T" Xamuamonose jednavwure ca ramun-
monujarom Fy umajy euo
o _
dt — Wk,
odaxae je pi(t) = ©(0) + wg L.
/oxaz: B. ApHOIIOBY Kibury, ria. 10. [

Pyurumja F' ce Ha3UBaA NPBUM UNMELPANAOM XAMUITOHOBOT CUCTEMA CA XAMUJII-
touujanom H ako je F' y maBoaymuju ca H. Ilperxomma Teopema kaske na,
aKO 3HAMO 71 HE3aBUCHUX NIPBUX MHTETrpaJja, CUCTEM MOMKEMO [a PENIIMO €K-
CIUIUIUTHO y KoopaumHaTama (@1, - ,p,) € T

14 3akonu ouyBama

14.1 3axon ouyBama eHepruje

Axko H me 3aBucu oxn t oHna je H KOHCTAHTHO Iy:k periema jenHauuse (6) 3a
CBaKO (PMKCUPAHO T.

Loras: L H (¢ (z)) = dH(Xy) = w(Xy, Xy) =0. (Yn. Banarak 31.) ]

14.2 JIuysunoBa Teopema

CumnexkTruku qupeoMophusMu uyBajy 3anpeMuny nepunucany ca w’".
Jokaz: ¢* (WA ANw) = WA AP‘w=wA+ - Aw. []

3anmarak 33. [lorkazarn na l—mapamerapcka ¢amMumianja aupeomMopduzamMa y
R™ remepucaHa BEKTOPCKUM IOJbeM X UYyBa 3alIpEMUHY aKO U CaAMO aKO je
div(X) = 0. Vzpauynaru musepreHnujy XaMuUITOHOBOT BEKTOPCKOT IOJba U
M3BECTU KaO0 MOCIeIUuIly ApYyTru noka3 JImyBumiose Teopeme. &

Crneneha Teopema moka3yje ma ce CUCTEM YecTHUIlA KOje ce Kpelly y orpanu-
YEeHOM IPOCTOPY Bpaha mpou3BOJHO OJIM3Y MOJA3HOT PacrIopena.
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ITociemuua 1. (IToemxkapeoBa Teopema) Axo je M womnaxmwa cunmaex-
MuvKa MHOZOCMPYKOCM, ¢ cumnaexmuyky oupeomopduzam v p € M buro xoja
mayka, onda 3a ceaxy oxkoauny V S p mocmoju npupodan 6poj k maxas da je

V)NV £D (¢ =go---09).

Jlokas: 360r KOMOAKTHOCTA MHOrocTpykoctu M (Tj. KOHAUHOCTU H-€He 3a-
npemune), ckynosu V., ¢(V), ¢(¢(V)),... He Mmory nma Oymay AWUCjYHKTHU; AKO
je ¢"(V)N¢*(V) # 0, orma je oI *I(V) NV # 0. O

14.3 TIloemrkape-KapranoBa mHTerpajiHa MHBapUjaHTA

Jlema 3. Cumnaexmomopdusam 1 : R*™ — R*™ yysa epednocm dynkyuonana
(17) Ay : Qi={v:S' - R*"} =R, v+ /pdq.
Y

Zoxasz: Hera je v = 0D, Ttana je

/ pdq:/ dp Ndq =
»(7) %(D)

:/dp/\dq:
D

= / pdq.
;

Banarak 34. IlokazaTu 1a BaxKu U OOPHYTO: cBaku mudeomopdusam y R
KOju uyBa ¢GyHKUMOHAJ (17) je CUMIIEKTUYKM. &

]

3amarak 35. lokaszaru Jlemy 3 3a MpOM3BOJLHY MA4HY CUMIIIEKTUUKY MHO-
rOCTPYKOCT (M 3a MPOU3BOJLHE IETJhe, He 00ABE3HO KOHTPAKTUOMIIHE ), aKo je
1) XaMMJITOHOB CHUMILJIEKTOMOD (Qur3aM.

YuyrcrBo: cetutu ce Rapranose gopmye. &

Hamomena 2. Moxce ce dokazamu u caedehu cmas: Axo cy v u o 0se nemsmwe
y R?™ na xojuma dynryuonan Ay uma ucmy epednocm, onda nOCMOJu CUMNAEK-
momopduszam 1 : R*™ — R*™ xoju npecaurasa v y Yo-
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Teopema 4. Hexa cy 7, u vy 08e 3amaopene kpuse xoje o6yrsamajy uusuroap
Z Xamuamownosuxr mpajexkmopuja. Taoda je

/pdq—Hdt:/pdq—Hdt.
Yo 71

Jloxasz: Tlo mpermocTaBiy, CBaKa TAUKA KPUBE 7Y j€ KPaj HEKOr XaMUITOHOBOT
myTa KOjU MOJa3W y OAroBapajyhoj Tauku KpuBe 7. Y HUja CBUX TUX Xa-
MUJITOHOBUX IyTeBa je muauamap Z. Heka je s € [0,1] mapamerap Tux
XamuntonoBux myTesa, a t mapamerap Ha S!. Tama je Z = {v(t) | 0 <
s,t <1}. Aro osHaumMo ca X, := L+, ouna je Xy = a(s)X,, na je

1
/pdq—Hdt—/pdq—Hdt:/ i(/ vgk(pdq—Hdt)>ds:
Yo Y0 o ds St

= [ ] @niixpda s X  zd(x)is =
= /01 {/Sl(dvi(pdq(Xs) + da(S)H)] ds =0,
jep je OSt = 0.

14.4 Cuwmerpuje

Hupeomopduzam ¢ : M — M ce HazmBa cumempujom Jjarpamxrujana L :
TM — R akxo je Lo ¢, = L. Bekropcko mojbe ce Ha3uBa UNHPUHUMEIUMAN-
HOM CUMEMPUJOM, aKO je BUMEe I'eHepPUCAHU Du(eoMopduszaM CUMETpHja.

KomMmnorenTa nMmnysica y npaBly BEKTOpa MHPUHUTE3UMAJIHE CUMETPUje je MH-
TerpaJj Kperama (KOHCTaAHTHA IysK TPAjeKTOpHje); Npennsuuje, Baku cieneha

Teopema 5. (Herep) Axo je > xk% UHPUHUMEFUMANHG CUMEMPUIA AGZD AN HCU-
jana L, onda je gynryuja
g
T~
A4y,

Kowcmanmma 0yxc mpajexmopuja cucmema (10).

Jlokas: Hera je v pememe cucrema (10), ¢, cuMmerpuja remepucasa TaToM
PHOUHUTE3MMAJHOM cUMeTpUjoM 1 ¢s(Y(t)) = q(s,t), Tako na je xj = %’“ YK
v. Tama L(q(s,t),q(s,t)) He 3aBucu ox s, ma je
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dt;é)qk ds ; Kdtaqk) ds © 0ay ds} -

i L It ) R § — 0.
zk: {3% ds " 9g ds} %4) =0

14.5 IIpumepnu

Pamu nnycrpamnuje, HaBOOUMO HEKe MPUMEHE Y KIACUYHO] MEXaHWUIN, CACBUM
KOHIIM3HO 1 Ge3 Npemu3HuxX mokasa.?
Heka je L = %q — V(q) narpamkujas KIaCUYHOT MEXAHUYKOT CUCTEMA.
Enepruja. Axo jarpam&ujaH He 3aBUCH eKCIUIMIATHO O BpeMmeHa,?® Tpamn-
clanuja my:k BPEMEHCKe OCe je CUMeTpHuja CUCTeMa, oxakie ciaenu (jour
jemam) mOKa3 3aKOHA ONPKAHA €HEpruje.
MmMmysc. Axo je cucTeM cuMeTpudaH y OJHOCY Ha TPAHCIANU]y> q — q+ se
Oy OCe je IMHUYHOT BEKTOPa €, OUyBaBa Ce BEeJINMYNHA % -e.
Ilenrap uuepmnuje. Bekrtop
R := —Z ULk
D My,
kpehe ce paBaoMepHO npaBoauaujcku. OBO je mocaeauiia 3aK0HA O OUy-
Bamby UMILYJICA.
Kuaetuuxku momeHT. BexTop
M:=rxr
Ha3UBa Ce KUHEMUYKUM MOMERMOM NI MOMERMOM KOAUNUHE KDPEMATHA.
Hexka je cucrem cumerpuvan y OMHOCY Ha KOOPAMHATHU MOUYETaK. lamna
je
Ini=o.
dt
KensepoBu 3akoHu. IlocmarpajmMo kperame yecTUile OKO KOOPAUMHATHOT
nouerka (maanere oko Cynna). W3 3akoHa ompskama KUHETUYKOT MO-
MEHTa CcJIeqd [a Ce KpeTame OBWja y jemHO] paBHU, YMME ce IpPoO-
aeM cBomu Ha apomuMmensuonu. Ciaemeha Teopema cBomu mpobiem HAa
jeaHO MMMEH3UOHM!.

% 3aunTepecosanor unraona ymyhyjemo ma [A], §§7,8
26TakBu cUCTEeMU HA3UBA]Y CE KOHIEPBAMUBHUM.
27_XowmoreHocT mpocTopa’”.
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Teopema 6. IIpu xpemany mamepujaisre mavke jeOUHUYHE MACE Y UEHMPAAHOM

noOMWY Ca NOMERYUJANHOM enepeujom V , meno pacmojame 00 4erwmpa Mewa ce Kao
. . . 2 .
T Y jeOH00UMEHIUOHOM NPObAEMY Ca nomeryujarom enepeujom V (r)+ JQ\%, ede je

M unmensumem kurnemuwkoz MoMenma (Koju je KOHCmanma, no 3aKony 04yeamna
KUHEMUYK0Z MOMENRMQ). [

o [ Kenaepoe 3axon: Opbura kperama mniaanere je esaunca, ca CyHiem y
HIKA.

e /I Kenaepoe saxon: CerropujanHa O6p3mHa kperama (Op3uHA IpOMEHE
HOBPIIVHE KOjy O €JUICE OJICEela BEKTOD MOJO/Kaja) jé KOHCTAHTHA.

e [II Kenaepos saxon: KBampar mepuoma peBOJYIUjE je MPOIOPIIUMOHATIAH
KyOy BeJnKe mojayoce opoure.

15 Cxkopo KOMIJIEKCHE CTPYKType

3anarak 36. Heka je h((,n) := (-7 cranmapaau epmurciku npousson y C" u
HEKa je

(18) h(?) :g<'>')+ \% —10)(-,-),
rie Cy § U W peajlHi M UMaruHapHu 1neo h.

1. [lokazatm na je g PumanoBa mMeTpuka, a w CUMIJIEKTUYKA (popMma.

2. Herka cy O(2n), U(n), Sp(2n) u GL(n,C) rpyme OpTOrOHaJHUX, YHU-
TAPHUX, CUMIUIEKTUYKNAX U He IeTeHePUCAHUX KOMIUIEKCHUX Marpuna. lo-
Ka3aTu 1a je

O(2n) N Sp(2n) = Sp(2n) NGL(n,C) = GL(n,C) N O(2n) = U(n).
YmyrcTBO: Marpuia Koja dyBa ase cTpykrype vy (18) uysa u Tpehy.

CrOpO KOMIITIEKCHA CTPYKTypa Ha M je rimaTka GaMumimja JTUHEAPHUX TPeC-
nukaBama Jy, : T,M — T,M TaxBux na je Jg = —Id,. Ramxemo na je J carmacHo
ca w ako je w(-,J:) PumanoBa merpura ma M.
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3amarak 37. KommiekcHa crpykrypa ¢ Ha C je poramnuja TaHT€HTHUX BEKTOPA,
3a 3; CxBarajyhiu TaHreHTHE BEKTOpe Kao olepaTope, MUIIeMO
.00 0 9]
— =, 1—=——.
ox oy Oy Ox

[IITa 3uaye oBe popmyne? (Tj. IpuUMeHa OBUX ollepaTopa Ha (yHKuuje)?
Y Iy TCTBO—YTO30PEmE: MOKe Ce OATOBOPUTU HA JBA HAUMHA. &

3anarak 38. /lokazatu na je y 3amarky 36 KOMIJIEKCHA CTPYKTypa carjacHa
ca CUMILJIEKTUYIKOM (OPMOM. O

Jlema 4. Ha ceaxoj cumnaexmuuroj muozocmpykocmu (M,w) nocmoju crkopo
KOMNAEKCHA CIMPYKMYPA CA2AACHE CO CUMNAEKMUYKOM HOPMOM.

Jlokas: Heka je g 6uno koja Pumanosa merpura ma M. Tana je w(:,-) =

g(+, A)) 3a mery amtucumerpuuny martpuny A. Awo je A2 = —1Id, To je 6umo
TO... Y mpotusHOM, Kopuctehu —A% = ATA > 0, yamemo J := A(v/—A?2)~L.

H
3amarak 39. 3aBpmmTU TOKA3. &

Teopema 7. Ckyn ckopo KOMNAECKCHUT CMPYKMYPA CAZAGCHUT CA W jE KOHMPAK-
mubuAna 6ecronauHoOUMENIUONA MHO020CMPYKoCcm.* [

O6puyTo Huje Tauno. Ha mpumep, chepa S® muje cummiaextuura (B. 3ana-
Tak 4), a UMa CKOPO KOMILJIEKCHY CTPYKTYPY. CKOPO KOMIIEKCHA CTPYKTYpPa
Ha S° (u 6uso Kojoj opujerTucanoj xunepnospmu y R7) Momke ce KOHCTpPY-
ncaru Ha cinenehn maunn. I[Hocmarpajmo R7 kao nmarunapre Kejmujese 6po-
jese. Iedurumumo ,,BeKkTopckn npoousson” y R’ xao

(19) Im(a) x Im(b) := Im(axb)

rae je x KemmjeBo MHOMeme. 3a xumepmoBpm Y C R CKOPO KOMILJIEKCHA
CTPYKTypa
Jp 1 T35 — T,%

je mara ca
Jp X, =v(r) x X,

283a norasz noraematu, Hup. [MS1].
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rae je v 'aycoBo mpecnukaBame, Tj. jeIMHUYHO CeUYeH€ HOPMAJHOI PACJIO-
jema.? (Ha ucTu nauun Ha CBakKoj opujeHTabuIHOj TpoBIM y R? KoHCTpywMme
ce KOMIJIEKCHA CTPYKTypa, ca KBaTepHMOHMMA yMecTo KejiaujeBe amrebpe;
tana je (19) crapmapaHM BEKTOPCKU IPOU3BOL.)

Sanarak 40. JlokazaTu na je cBaka CKOPO KOMILJIEKCHA MHOTOCTPYKOCT OpU-
jeHTabuHA. &

3anarak 41. Heka je N C M moaMHOTOCTPYKOCT UMje je TAHMEHTHO PAacilo-
jeme 3aTBOpeHO y omHOCY Ha Heko J carsmacHo ca w. Jlokazatu ma je N
CUMIIIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT. &

3anarak 42. [lokazatu na je Xy 1 VH (y xojoj merpumm?). Ilokazaru
omarie ma je, ako H He 3aBucu on t, mobe Xy TAHTE€HTHO HA XUIIEPIIOBPII
{H = const.} (mpyru noka3 3akoHa OIp:Kamba €HEpPruje). &

3amarak 43. Heka je C 3aTBOpeHa KpuBa HA OPUjeHTUCAHO] moBpmu u H
xamuiaronujan. lokasaru ma je Xy merme tanrentHo Ha C. @

Heka cy (M, Jy) u (N, Jy) ABe CKOPO KOMIUIEKCHE MHOTOCTPYKOCTHU. [Ipeciu-
kaBame u : M — N ce Ha3uBa (nceydo)roromopgrum axo je DuoJy = JyoDu
(yommreme obuune xomomoppuoctr). CKOPO KOMILIEKCHA MHOTOCTPYKOCT 30-
Be Ce KOMIJIEKCHOM (a EeHa CKOPO KOMIIIEKCHA CTPYKTYPa MHTErPabUIHOM )
akro je oHa jsokrasHO Obuxosomopdua C". Jemam on kpurepujyma MHTErpPaOUII-
HOCTH je

Teopema 8. Crxopo Komnaexcra cmpykmypa J je unmezpabuira axo u camo aKo
je
[JX,JY|—-J[JX,)Y] - JX,JY]-[X,Y]=0.
O]

Uzpasz N;(X,Y) = [JX, JY]|-J[JX,Y]-J[X, JY]—-[X,Y] 30Be ce Hujerxyucos
TEH30D.

Kosuko ce pa3iuKyjy CKOpO KOMIJIEKCHE X KOMIJIEKCHE MHOTOCTPYKOCTH !
CBaka CKOPO KOMILIEKCHA, JBOANMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT jé KOMILJIIEKCHA (B.

29aycoBo mpecauKaBame IPUAPYAYje TAUKA p XUIEPIOBPIIN jeIMHAYHU HOPMAJHU BEK-
TOp; OBZEe HAM je mOoTpebHA OPUjeHTAOMIIHOCT: MOAMHOTOCTPYKOCT OPUjeHTAOUIIHE MHOTOC-
TPYKOCTHU je OpHujeHTabUIHa aKo U CaMO aKO jeé HeHO HOPMAJHO Paciojeimhe OPUjeHTADUIHO
(3amT0?); pacaojeme panra 1 je opujeHTAOUIHO aKO W CaMO aKO je TPUBMJAJHO, @A je 3a
opujeHTabuiHe XUnepunoBpmu ['aycoBo mpecaukaBame J0OPO Ae(pUHUCAHO.
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Teopemy 8); mocToje CKOPO KOMILIEKCHE 4—MHOTOCTPYKOCTU KOj€ HUCY KOM-
IJIEKCHE; y BUINUM OUMEH3KjaMa OBO je OTBOPEH MpoOJeM.

Bopen u Cep cy (MeTomama Teopuje xomoronuje) mokazaau ga cy S* u S
jenuHe cdepe KOje MOMyIITajy CKOPO KOMIIEKCHY CTPYKTYyDPY. J3HAMO Oa je
S? (= CP!') xoMmiIekcHa MHOTOCTPYKOCT; OTBOPEHO MUTame je ma au je SO
KOMILZIEKCHA (Tj. Za JIn OOIYINTAa UNMEe2ZPabduAHy) KOMILIEKCHY CTPYKTYDPY.

KomMmutekcHa cCUMIIEKTUUKA MHOTOCTPYKOCT 30Be ce Keaeposa mrozocmpykocm,
a BbeHa CUMINIEKTHYKa Gopma Keaeposa gopma. Bunenu cmo y 3anarky 4 na
cy BerujeBu 6pojesu® mapHOr pena CUMIIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH PA3JIU-
yuTy o HyJe. 3a KesmepoBe MHOrOCTpyKOCTU Basku U cieneha

Jlema 5. Hexa je M xomnaxmua Keaeposa mrozocmpykocm. Tada cy Bemujesu
bpojesu bopi1 napru.

OBa snema je mociemuiia XOIIOBE TeOpeMe O MAEKOMIIO3UIIUU KOXOMOJIOTHje
roMnakTHUX Keseposux muorocrpykoctu.’!  Iudepenmujanna k—dopma Ha
KOMILJIEKCHO] MHOTOCTpyKOCT! M ca Bpemuoctuma y C obauka

Z a[,K(z)dzI A dZK,

rae cy I u K Mmynruuanekcu my:kude p u q := k — p 30Be ce (p,q)—popmom.
Hexka je
HPa(M) = 3aTBOpEHE (P, ¢) — popme

raune (p, q¢) — popme

u H*(M,C) := H{r(M) ® C (koxomosoruja ca KOMIUIEKCHUM KOE(UIIIjeH-
TAMAa).

Teopema 9. (XopoBa nexommnosunuja) Hexa je M womnaxmwua u Keaeposa.
Taoa je

HY(M,C)= € H(M), H"(M)= Hor(M).

Bpojesu h?? := dim H™9(M) 30By ce XoyoBu 6pojeBu.

30BerujeBu 6pojesu Muorocrpykoctu M cy by (M) := dim H*(M).
313a Bume o kKoMIIEKCHO] reomerpuju B. Hip. [GH].
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3anarak 44. lorkazatu Jlemy 5. &
3anarak 45. Ilokazatu na je Kemeposa dopma (1,1)—dpopma. [
Hapemrhewmo jomn jemny BaskHy ocoOuHy KesiepoBUX MHOTOCTPYKOCTH,

Teopema 10. (JIepmenoBa teopema) Hexa je w Keaeposa gopma na xomnak-
muoj mrozocmpykocmu M. Ipecaurasamwe L(n) :=nAw undykyje usomopguszam

L¥: H"M(M) — H™™(M).
I'pyne
P % (M) := Ker(LFt' . H" *(M) — H"TF2(M))

308Y ce IPUMMUTUBHA KOXOMOJIOFI/Ija U 8AMMU

k
(, Aedwenosa dexomoszuyuja”). H

16 Pymrmuonas nejcTBa

Heka je w tauna cumniekruuke popma wHa M, w = —df.
3amarak 46. /lokazatu na je M uaum HEKOMIAKTHA WJIM WMa T'DAHUILY. [

Osznaunmo ca P :={vy:[0,1] = M} npocrop raarkux myresa y M.
dyurkumonan nejcrsa Ag : P — R medunucan je ca

A () = /0 V0 — Hy(y(t))dt.

Teopema 11. (IIpuumun majMmamer nejcra) Hexa je Py 6uso koju nomnpoc-
mop npocmopa P na xome je 0(y(1)) = 0(~(0)). Epumuune mauke pecmpuryuje
Pynryuonana dejemea Ag na Py cy Xamuamornosu nymesu (mj. pewena jedHa-

wune (7)).%

32Jenan mpumep Taxsor motmpoctopa Py je mpoctop mermu (v(0) = v(1)), apyru, y cay-
Yajy KOTAHTEHTHOT Paciojema, MPOCTOP MyTeBa KOjU IOUUELY U 3aBPIIABAjJY CE€ Ha HyJITOM
cevuemy...

26



Joxas: Heka je v, Bapujamuja nyta v; Yo =7 u & = % 8:075(75) € T,/P. Tana
je

Ay (7)€ = / 2 (d(i(6)0) + i(€)d8 — dH (1)) dt
_ / 7 (—i(€)w — dH (7)E)dt + / 2 (d(i(€)0)

_ _/O W& = Xu(7))dt + 0((1)) — O(7(0))E.
O

Teopema 11 m 3amarak 26 najy aBa BapujallOHa MPUHOUIA Y KIACUUHO]
Mexanumu. Mako ce ¢pyarummonas Ay Bapupa y mmpoj KIacu IyTeBa HEro S
(y (9) q u q Hucy He3aBuCHe, a p U q Cy ¥ XaMUJITOHOBUM jennaunHama, (7)
u y Teopemu 11 He3zaBucHe sokamdHe KoopauHate), myTesu Ha 1M koju cy
KPUTUYHE TaYKe MPBOT MPOjEKTY]y Ce Ha MyTeBe KOjU Cy KPUTUUHE TaduKe
IPYTOT U jeIHO3HAUHO ce MOommKy Ha T*M 10 KpUTUYHUX Tadaka IpBOT.>S

Banarak 47. Ilokazatu na je L*([0,1], M)—rpamujent® pynrnmonana nejcrsa

Ha motnpoctopy Py u3 Teopeme 11 VAgZ(y) = J(Cfi—z — Xy). [
3anarak 48. /lokazatuy na je QyHKIMOHAJ NejcTBAa NOOPO NepUHUCAH HA IPO-
CTOPY KOHTPAKTUOWJIHUX MeT/hu u 0e3 ycioBa w = —dfl, ako ce OH 3aMeHU
ycaoBoM ma(M) = 0. [ )

3anmarak 49. /lorkazatu ma y ommreMm ciayyajy dAy medunumie 3arBopeny 1—
GpopMy HA TPOCTOPY KOHTPAKTUOJIUHUX IIETIHU. &

17 JlarpamskeBe IOIMHOTOCTPYKOCTU

. Jr,
Heka je w cumnnerktmura ¢popma Ha M. Ilommuorocrpyroct L < M ce 30Be
JlarpamxeBa ako je dim L = %dimM n jjw = 0. One cy jemam on Haj3HaA-

330Ba nBa BapujaIOHA IPUHIKIA OACOBAPA]Y ABEMA popMyIanujaMa KJIaCUYHE MEXaHUKE,
XaMUITOHOBO] (HA KOTAHIMEHTHUM paciojemuMa) u JlarpanxkeBo] (Ha TAHTEHTHUM Dacioje-
wuma). Jlexxanaposa Tpanchopmalmja OCTBapyje mpesaas ca jeIHor je3uka Ha apyru (OHza
Kala je oH Moryf, Kao y ciyuajy KOHBEKCHUX JIArDAH/KUJAHA).

341j. rpaamMjeHT y OQHOCY Ha METPUKY fol w(-, J-)dt
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JajHUjUX O0jeraTa y CUMINIEKTUUYKOj] TOMOJIOTUjU U reoMeTpuju. Kao jemny
UIyCcTpanujy Tora, HaBomuMo ciaemehy memy.3d

Jlema 6. ugeomoppusam ¢ : M — M je cumnaexmuvky axo u camo axo je
weeos epafur I' := {(p,¥(p)) | p € M} Jaepanxmcesa nodmmoezocmpyrocm y M X
M ca cumnaexmurrxom gopmom w P (—w).3°

Jokaz: ji(w® (—w)) = w — P*w. ]

Banarak 50. Heka je na R?" x R?" cummiekTuuka popma 3amata ca dp Adq—
dP A dQ u meka je A = {(£,€) | £ € R*"}. JlokazaTtu na je mpeciukaBame
R x R?" — T*A

(a,p,Q,P) — (q— Q7%(q+Q),p—P7%(p+P)>

CUMIIJIEKTOMOD U3aM. &
IIpumepmn:

e R” je JlarpamxeBa momvmuoroctpykoct y C".

e CBara rpuBa y C je JlarpamxeBa 1moaIMHOTOCTPYKOCT.

e Topyc T? = S! x --- x S! je Jlarpamxesa noamuorocrpykoct y C*. Oga-
tiie u u3 [lap6yose Teopeme (3amarak 14) cienu na y CBAKOj CUMILIEK-
TUYKOj MHOTOCTPYKOCTHU HocToje Jlarpamsese IO IMHOIOCTPYKOCTH. 3’

e Hera je §: M — T*M 1—¢popma. Tana je (M) Jlarpamkesa moamMHO-

roctpykoct y T*M ako u camo ako je df3 =0 (zamro?).38

3amarak 51. Umajyhu y Bumy oBaj nmpumep, Jlemy 6 m 3amararx 50,

UHTEepUpeTupaTu raasy 12.5. &

e Konopmanua pacnojema: 3a moamMHorocTpykoct N C M KOHOpPMAJHO
paciojeme

VIN = {§ e TyM [ {(TN) = {0}}

je JlarpamxeBa nmoamHOrocTpykocT y 1% M.

3°HecTpnsbuBOr umTaoNna KEHHOT Ma OMaX casHa 300T Uera CBe jom m3ydaBaMmo oBe oGje-
KTe, ynyhyjemo Ha raaBy 2.

36[Ipemusnuje: cummaexktuuka dopma Ha M X M medunucana je ca
(X7 Y) — W(ﬂ'l*X, 7T1*Y) — w(ﬂ'Q*X, 7T2*Y).

3"Tlocroje cuMIIEKTUUKA Paciojema Koja HeMmajy JlarpamieBa mMOApACIOjema.

38p. Bamarak 5
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e RP" C CP" je JlarpamkeBa MOAMHOTOCTPYKOCT.

e Axo je M rnatkum npojexkruuu Bapujerer y CP" mepuHMCAH XOMOTEHUM
HOJTMHOMUMA €A peasrum Koepuyujenmuma, ouga je M NRP" Jlarpan-
’KeBa MOAMHOTOCTpPYKOCT y M.

3anmarak 52. IlokazaTu ma cy cBe oBe moaMHOrocTpykoctu Jlarpamxkese. <

3amarak 53. [okazatu na je L JlarpamxeBa ako u camo ako je T'L 1 JTL
(v ommocy Ha Kojy PumanoBy merpury?). ('

3Sanarak 54. Hera je L rommaxkTHa JlarpamxeBa moaMHOrOCTpykKOCT y M.
IorkazaTtu na mocToju orBopeHa okosumHa U D L cuMIiaeKToMOp(HA OKOJINHU
mynaror ceuema y T*L y T*L (,,Jlap6y-Bejucrejuoa Teopema’ ).

YuyrcrBo: lloctojm mudeomopduzam 1 okonanHEe L HA OKOJIUHY HYJITOI Ce-
uewa y T*L (3amro?). Ha TL je w = ¢*wp« (3amro?). lokazaru (permumo
kopuctehu 3anarak 53 U UACHTUPUKANN]Y IEBACTE OKOJIMHE Ca HOPMAJIHUM
paciojemeM) a ce 0OBa jemHAKOCT Moske mpomuputu Ha 17 M (MomuduroBa-
meM qupeoMopduama 1)) U TpuMeHuTH (IpeTxXomHo pemed) 3anatak 13. &

3anarak H4 kaske na JlarpamkeBe IOAMHOTOCTPYKOCTH UMA]y KAHOHCKY OKOJIMHY,
camyHo TadkaMma (3anmartak 14).

3anarak 55. Heka je j; : L — M davmunuja JlarpamkeBux IO IMHOTOCTPYKOCTH.
Tana je popma

JE), XGida)) = 2

Ta4vHa 3a CBAKO { aKO M caMO aKo IOCTOju (pamuianja XaMUITOHOBUX IU(eO-
mopduzama ¢ : M — M tarsa na je ji(L) = ¢f'(L) (,rauna medpopmanuja
JlarpaHxeBUX MOAMHOTOCTPYKOCTU PeaJin3yje ce Kao aMbujeHTHa XaMUITO-
HOBa medopmanmja’).

Yuyrcrso: Heka je jf(i(X;)w) = dh;. Kopucrehu ckopo KoMmiaekcHy cTpyk-
Typy Ha M pamwuputu h; no ¢yuxnuje H; na M. &

39Cnabujum yenosom TL @ JTL = TM (rae mupekTHa cymMa HEUje 06aBe3HO OPTOTOHAJHA)
AepUHUITY Cce T3B. MOMAAHO PEAAHe TOAMHOTOCTPYKOCTH KOMIIJIEKCHUX MHOTOCTPYKOCTH.
CKyll TOTAJIHO pEJIAHUX MOIMHOTOCTPYKOCTU jé OTBODEH, y CMUCIY HAa ,,Maja’ XOMOTOIU]ja
OPEBOIU TOTAJNHO DeaJHe Y TOTAJHO peaJiHe MOAMHOrocTpykoctu (3amro?). Ila au je To
TayHo u 3a Jlarpamxkese (u 3amro Huje?)?

40Je nam mpumep je 3amatax 50, ca L = A.
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3anarak 56. (Xamuiaror—Jakooujes npunmun) Heka je L C M Jlarpamxkesa
HOAMHOTOCTPYKOCT canp:kana y xunepunospumm { H = const.}. Ilokazatu na je
Xy € TL n, npema Tome, L MHBAPUjAHTHO y ONHOCY Ha XaMWJITOHOB IU(EO-
mMopouszam ¢ (remepucan xamuaTonujanom H).4 o

[ToamuOTOCTPYKOCT L < T M numen3uje dim M je JlarpamxeBa ako je 1—¢do-
pma j*6 3aTBOpeHa; ako je ta (popmMa TauHa, oHxa L 3oBemo maunom Jla-
epanmcesom noommozocmpyrkowhy. M3 3anatka 5 cienu na na je dS(M) tauna
JlarpamxkeBa moamuoroctpyroct. Omnmruje, 3a N C M, u S : N — R, muO-
TOCTPYKOCT

v ={6eTiM | £(X)=dS(X),3aX € TN}
je rauna. Cnenujaauo, v*N je Tauna.

3anmarak 57. Heka je E — M BexkTOpckO paciojewme u S : EF — R Taksa
raaTea pyHEmUja Oa je DgeprS : £ — E* TpaHCBEp3aJIHO Ha HYJITO Cedeme
Op«. Tanma je

noaMHOrocTpykocT vy FE. Jlokazatu na je
19 : ES — T*M, is(e) = dS(e)
tauna Jlarpamxkesa mmepsuja. &

Oyurmuja S U NPETXOIHOr 3alaTKa HA3UBa ce zenwepuwiyha $ynryuja moamHO-
rocrpykoctu Im(ig). OrBopen mpobiem je ma au cBaka tayHa Jlarpamkesa
MOAMHOTOCTPYKOCT AOMyInTa redepunryhy ¢yHknujy.

3amarak 58. Hanpraru Yg u ig(Xg) ako je

1. E=Re xR, 5 M :=R,,

S(q,€) = %53 — ¢€.

ep. Bamarax 42
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2. E=R: xR, 5> M :=R,,

S(0.6) = 56+ 6 -

3anmarak 59. Ouucatu Yg u ig(Xg) akro je
E={y:10,1] 2 T"M [~(0) € Opr}, m:E—M, n(y):=m(y(1)),
rae je mo: T*M — M u S := Ay (naxo E oBne Huje eexmopcko paciojeme).

3amarak 60. Heka je v, davmmnumja XamumaronoBux mudeomopduzama m L
tauHa JlarpamxkeBa monvuOroctpykoct. Jlokaszatu ma je 3a cBako t IOAMHO-
roctpykoct ¢y (L) Tauna JlarpamskeBa 1mMoIMHOTOCTPYKOCT. &

Croenujanno, XaMuiaToHOBE AedopManuje HyJaATOr cedewma y 1*M cy Tagne
JlarpamkeBe moaMHOTOCTPYKOCTU. AKO je M KOMIAKTHO, TO Cy jeanHE MO3-
HaTe Komnaxmue Taune Jlarpamkese moamMuoroctpyroctu y 1T*M. Ha nu ux
“Ma jOII, OTBOPEH je mpobJiieM.

Pecrpurnmja npojexnuje 7 : T*M — M ma XaMuUITOHOBY nedopmanujy HYJI-
Tor cedema mMa crened 1 (3amro?). Huje mo3HaTo HU na g1 OBO BAKU 34
NPOU3BOJbHY KOMIAKTHY TauHy JlarpammeBy MOmMHOTOCTPYKOCT.!?

N3 Crokcose popmyie ciemu a HE MOCTOjU KOMIAKTHA TauHa Jlarpamkesa
O IMHOTOCTPYKOCT yTombeHa y C, apyrum peunMa, S! ce Moske peanmsoBaru
ka0 TauHa noamHorocrpykoct y C camo kao mmepsuja (,ocmuna’).

C apyre cTpane, XaMUITOHOBE Aedopmanuje HyaAToOr cedema y T*S! cy rom-
makTHe TauyHe JlarpamskeBe IOIMHOTOCTDYKOCTH. llpuMermMo na je mHAeKC*
yronmene 3atBopene kpuBe y C = T*R jemmax +1, nok je manekc taune Jla-
rpamkese noaMuoroctpykoctu y T*S! jennax mynu (3amro?). Yonmreme un-
nekca kpuse je unaexc MacioBa Jlarpamxkese nmoamuoroctpykoctu L C T*M.
Cryn cuHrynapuux rtavaka npojekmuje 7w : L — M je xumepmospm [' C L

42y cmyuajy M = S' onrosop je mMOTBpAAH, ITO Ce MOKE JAKO BUIETU IPTAH-EM KPUBUX
Ha MUIXHIDPY.
3Uunmexc kpuse je 6poj 06pTaja OKO HEKE MOBPIIMHE KOjy OrDAHIYABA.
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YNju Cy CUHTYJApUTeTH y KoAuMeH3uju Tpu,'? ma ce Moske TroBOpUTH O AJ-

redbapckoMm 6pojy mpeceka kpuBe ¥ C L u I', mro nedumHMme xomoMopdusam
w:m (L) — Z, koju ce Hasusa undekc Macaosa. OrBOpeH mpobieMm je na au
je manerc Macaosa taune JlarpamkeBe IOIMHOTOCTPYKOCTH jeIHAK HYJIN.

M. I'pomon je 1985. romwHe MOTBpAMO XWUIOTe3y KOjy je moctaBuo B. .
ApHonnx, moka3aBIIM Oa HE MOCTOje Komnakmhe Tavne Jlarpam:mkese 1mMoaMHO-
rocrpykoctu y C". OBo je camo jemadH om MHOTUX pe3yjirara M0OUjeHUxX
TexHuKOM (TIceymo) XOJOMOp(pHUX KpPUBUX Koje je yBeo ['pomos y pamy®®
IyHOM AOyOOKMX pe3yiTaTa, 4dje Cy IOCIemuIle joIl yBek Hecariemmse.?0 Y
rnaBu 19 crurnupahemo merasse Te 6orare Teopuje.

18 CumMmniekrTuuka pemykimja

18.1 WMsorponse um KOM30TPOMHE IOIMHOTOCTPYKOCTU

Heka je N C M moaMHOTOCTPYKOCT CHUMIIJIEKTUYKE MHOTOCTpyKOocTH. (3-
maunmo ca (TN)+« C TM nmompaciojeme TaHreHTHUX BekTopa y 1M koju cy
w—optoronanauu Ha T'N. Ilomvuoroctpykoct N ce Ha3mBa

e uzomponwom axo je TN C (TN)LM

e xouzomponnom axo je (T'N)t« C TN.

[Momvuaoroctpykoct N je Jlarpamsxesa axo je TN = (T'N)t (npumerumo na
omatne caemu dim N = $dim M), a cummnertuaka axo je TN N (TN)* = {0}.

3anarak 61. Heka cy (M, wy), k = 1,2 cuMmiekTuyke MHOTOCTPYKOCTHU UCTE

. J
muvmensuje, N < M; xkouzoTpomHa MHOTOCTpyKocTu U ¢ : N — M, yraname

44 V.I. Arnold, A. B. Givental, Symplectic geometry, Encyclopaedia of mathematical sciences,
Dynamical systems IV, Springer 1980.

45M. Gromov, Pseudo holomorphic curves in symplectic manifolds, Invent. Math 82, 307-347,
1985.

46Tlon yTumajemM moMeHyTOr pana pa3BUJE Cy Ce HOBe OOJACTH Kao IITO Cy KBAHTHA KO-
xomoJsioruja, PaopoBa xoMos0ornja, HOBU MOTJIEN HA €HYMEePATUBHY ajredbapcky reoMeTpu;jy,
pa3BuUjeHe MPUMEHE ¥ TOMOJOTUJU 4— IMMEH3MOHNX MHOTOCTPYKOCTH, OTJIE€NAJICKa CUMETPUja,
reoMeTpuja M TOIOJIOTHja Tpylme XaMUITOHOBUX mupeoMopduszama, JlarpamKeBUX MOIMHO-
TOCTPYKOCTH. ..
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3a KOje BaKU @'wo = J*wy. JlokazaTtu ma ce ¢ MOke NPOILYRKUTU OO CUMIIJIEK-
TUYKOr audeomMopdusMa Heke orBopene okoauue V (M; DV DO N).

YnyrcrBo: Hajupe pamwupuru ¢ no mupeomopdusma ¢ Heke oxosmue U DO N
Tako 1a je ¢*ws|n = wi|n, a 3aTum npumennTu 3anartak 13 (ym. 3anarke 54

u 55). L)

Teopema 12. Hexa je N C M xouzomponna nodmmwozocmpyxocm. Tada je duc-
mpubyyuja (TN)Le unmeepabuana.

Hamomena 3. k—oducmpubyyujom na mmozocmpykocmu P Haszuea ce anamka
pamusruja k—oumenzuonuxr nomnpocmopa npocmopa 1,P 3a ceaxo p € P. 3a
pazauky 00 1—oucmpubyuuja (mj. eexmopcrur nowa), k—oucmpubyuuja y onw-
mem CAYHaJY HUje UHMEPAOUAHG, M]. HUJE MAHZERMHO PACAOJEHE HEKE NOMHO-
eocmpyrocmu*” Baxcu caedeha

Teopema 13. (Ppobenujycosa teopema)?® lucmpubyuuja je unmezpabuira
aKo u camo axo je sameopena 3a onepauufy Jlujesux zaepada |-, -] 0

Jloxaz meopeme 12: Hera cy X, Y sexropcka moma u3 (T'N)*~ u Z € TN.
Tana je

0=dw(X,Y,Z) =
=XwlY,2)+Yw(Z,X)+ Zw(X,Y)+w([Y,Z],X) + w([Z,X],Y) + w([X,Y], Z)
=w([X,Y], 2).

Ioka3 cnenu u3z PpodeHmjycoBe TeopeMe. ]
N3 teopeme 12 cnenu na ce kom3doTponHa noaMHoroctpykoct N C M pa3znuc-
TaBa Ha msorponue auctose.’’ IIpermocraBuMO ma Cy JMCTOBU KOMIIAKTHE
IIoBe3aHe IMOAMHOrOCTpykocT y N 1 neuHUIIMMO pejanujy €KBUBAJIEHIV]je
Ha N ca x ~ y ako U caMO aKO ¥ M Y JIesKe Ha UCTOM JIUCTY.

Teopema 14. 1. Koauunuuru ckyn N/ je cumnaiexmuyka mMHo20CmpyKocm.
2. Axo je L C M Jlazpanxcesa mmozocmpykocm maxea 0a je*

47 Ipyrum peunMa, TeopeMma er3uCTeHIWje pellera OOMYHIX Au(EPEeHINjaJIHIX jeIHAUnHA
He Ba)KU 3a NapIujaHe jeTHAYNHE.

48p. M. Spivak, A comprehensive introduction to differential geometry, I, ra. 6.

4934 nojam pasmuacrasama (pomujanuje) B. cnomenyTy CIUBAKOBY KHBUTY, cTp. 264.

S0Kasxemo ma ce Tama L u M ceky wucmo.
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(Vp e LN N)T,(LNN) =T,LNT,N,

onda je mena cauva L/ C N/ Jazparnxcesa noommozocmpyrocm.>

Joxaz cnenu u3

T,N
L. ﬂp](N/~> = (TP;])L“}
T,LNT,N
2. Ty (L)) il O

T T,LN(T,N)%
Muorocrpyroctu N/ 30BEMO CUMNAEKMUYKOM PEOYKYUJOM KOU3OTPOIIHE MO

MHOTOCTPYKOCTHA V.

3anmarak 62. Heka je M raarka muOrOocTpykoct mu N C M meHa riarka
noaMHOTOCTPYKOCT. lokazaru na je TN KOM30TpPONHA IIOAMHOTOCTPYKOCT
MHOrocTpykoctu 1T*M u na je meHa CUMILUIEKTUYKA pPeayKiuuja (CUMILIEKTO-

mopoua) T*N. Q

18.2 Kparku ocsprt mHa JlujeBe rpyme

JlujeBa rpymna je rpyna Koja je ICTOBPEMEHO U I'JIATKA MHOTOCTPYKOCT, TaKBa
na cy omepanuje (IIPOM3BOM U MHBEP3) TJIATKA MPECIUKABAA.
ITpumepu:*? Heka je K mome R mmu C.

e Bekropcku npocrop (K, +).
e Jluneapue rpyme (MaTpudHe IpyIe ca ONEPAIX)jOM MHOKEHA MATPUIA):

I'pyna naBeprubunnaux n X n marpuna GL(n,K).
I'pyna SL(n,K) n X n MmaTpuna ca meTepMUHAHTOM 1.
I'pyna O(n) oproronamuux n X n mMarpuma Ha R.
I'pyna U(n) yaurapuux n x n marpuna zazx C.

SO(n) := O(n)NSL(n,R), SU(n) := U(n) N SL(n,C).

6. I'pyna Sp(2n) cUMIIEKTUYKUX MaTpPUIA.

oL W o=

5l'He ob6aBe3no yTommena (y OMMTEM CIIydajy WUMep3uja).
52Enemenrtapan yson y Jlujese rpyme je M. L. Curtis, Matriz groups, Springer—Verlag.
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e [Ipojexrusne auneapue rpyne PSL(n) := SL(n,C)/awxa.
e Spin m Pin rpymue:
0 — Zs — Spin(n) — SO(n) — 1,
0 — Zy — Pin(n) — O(n) — 1.
Banarak 63. Ilokazatu na je SO(3) = RP3. Vi

Hexra je G JlujeBa rpyna u g € G. IlpeciukaBama Ry, L, : G — G, Ry(h) :=
hg, Ly(h) := gh cy madpeomopdusMu 1 30By ce 0eCHa U AEBA MPAHCAAUUIQ.
Berropcko nome X Ha G je sesounsapujanmno arxo je Lg X, = Xg,. Aure-
Opa JeBOMHBApPUjaHTHUX BEKTOPCKUX IOJba 30Be ce JlujeBa anredOpa Jlujese
rpyne (G, oHA ce TIPUPOAHO UAEHTU(PUKY]e ca TaHreHTHUM npoctopom 1.G y
jemuaunu. JlujeBe anrebpe MMHEAPHUX I'pyna 03HAUABA]Y CE€ MaJUM CIOBUMA,
so(n) je Jlujesa amrabpa rpymne SO(n) urm.

3amarak 64. Heka je GG JlujeBa rpyna u G mena Jlujesa anredpa. /lokazaru
na je TaHreHTHO paciojewme TG tpuBujamuo u TG = G x G. &

Xomomoppuzam R — G JlujeBux rpyna (jacHo mam je mra je To!?) R m
G 30Be je jednonapamemapcka nodepyna rpyme . Cparo X € G renepuiire
jemHomapameTrapcky moarpymy (1) Kao peleme jenHAUNHE

(20) D X(1), A0 =e

3anmarak 65. /{okazatu na jennauwmua (20) 3aumcra mneduHUIIE jeTHOTADAME-
TapCKy MOATPYILY. &

Heka je v jemmomapamerapcka moarpymna remepucana Bexkropom X, € T.G.
[IpecaukaBame

exp: G — G, Xw—~y(1)
HA3UBA CE€ EKCNOHENHUUJAAHO NPECAUKABAE.

3anarak 66. lokazartu na je exptX = (t). &
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(/leso) dejcmeo Jlujese rpyne G Ha MHOrOCTPYKOCTU M je TJIATKO IMpeciunKa-
Bame

MxG—M, (x,9)—g-x

KOje 3a10BOJhaBa
e-x=x, g¢g-(h-z)=/(gh)-x.

[Ipuponso ce meduHUIIE KECHO OEjCTBO, M3MEHOM APYIOr yCJIOBa (Tako Ia
je JmeBa TpaHCIaIUja IPUMEp JIEBOr, a AEeCHA IEeCHOI IejCTBa Ipyle Ha cebu
camoj).

3amarak 67. Youmrutu 3amarak 65: @OKa3aTw da Ha MTPOU3BOJLHO] MHO-
roctpykoctu M TpPOM3BOBHO BEKTOPCKO TObe X ca KOMNAKMHUM HOCAYEM
rerepuie nejctBo l—mapamerapcke rpyme R wa M. 3amrTo HaM je mpeTno-
CTaBKa O KOMIIAKTHOCTH MOTPeOHa y MPBOM, a HUje y apyrom ciayuajy?  Q

Cryn G-z :={g-z | g € G} C M nasuBa ce opbuma tauke xr € M; cryn
G, :={9 € G| g-x=2x} CGHasuBa ce cmadbuauzamop (U1 2pyna uzomponuje)
enemenTa r. llejcTBO rpyme Ha MHOTOCTPYKOCTH je

Tpau3utuBHO ako (Vr,y € M)(dg € G) y =g -z, 1j. aro je G-x = M 3a cBe
xre M.

eperruBHO ako (Vz € M) g-x =2z = g =ce.

cio6omao (minu Ge3 purcHuX Tavaka) ako (Jr € M) g-z =z = g=e.
peryJiapHO (WU TAYHO AUCKOHTUHYUPAHO) aKO Cy UCIyH.eHu cienehn ycmosu

1. Axko z,y € M mucy y mcroj opbutu, onmga mocroje okoauue U, 5 = u
U, > y Takse na je g-U,NU, =0 3a caro g € G.

2. Crabummzarop G, je KoHayaH 3a cBako r € M.

3. CBaka Tauka x € M uma okoauny U koja je crabuaua mpu mejctBy G,
u takBa na je UNg-U = () 3a cBako g ¢ G,.

HaBomumo Ge3 mokasza ciaemehe nse Teopeme.”

Teopema 15. Axo G dejcmeyje caobodno u peeysapro wa M, onda je xKoauwy-
wuwky npocmop M/G enamxa mrozocmpykocm. O

53 lokasu ce mory mahwu y, mup. S. Kobayashi, K. Nomitzu, Foundations of differential geom-
etry, Vol. I, Wiley Clasiic Lib., 1997.
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Teopema 16. Axo G dejcmsyje mpanzumuero wa M, onda je, 3a npoussonHoO
reM, M =G/G,. []

MuorocrpykocT Ha kK0joj JlmjeBa rpyma mejcTByje TPaH3UTUBHO Ha3WBa Ce
romozenu npocmop, u3 Teopeme 16 cienu na ma cy XOMOT'€HU IPOCTOPU MHO-
roctpykoctu G/H, rme je G JlujeBa rpyna m H mena s3arBopena Jlujesa
MOArpyIIa.

3amarak 68. lokazaru na je ckyn Gi(K") cBux k—ImMeH3MOHUX TOTIPOC-
Topa npocropa K" muorocrpykoct (I'pacmanoBa muorocrpykoct, unu ['pac-
MAHUjaH, YOIIITEHe IPOjeKTUBHOT IIPOCTOPA). &

3amarak 69. lokazatu na je ckyn Vi(K") cBux k—IamMeH3MOHUX KOODIMHAT-

Hux cucrema y K" muorocrpykoct (CrudenoBa MHOTOCTPYKOCT). O
3anarak 70. lokaszatu na je ckyn F(K" ky,--- k) 3a 1<k <---ks<n-—1
cBux norunpocropa Vi C --- C V; mpocropa K", TtakBux ma je dimV; = kj,
MHOTOCTPYKOCT (MHOTOCTPYKOCT 3aCTaBa). O

Heka G cmoGomuo necHo mejcrByje Ha P; ozmaunmo ca M := P/G. JloramaHo
TpuBujanana pudbpammja 7 : P — M ce nHazuBa enasnum G—pacaojemwem ako 3a
cBaKy Tauky r € M mocrtoju okoauna V S r u TpuBujaiusammja ¢ : (V) —
V x G xkoja komyTupa ca mecHuM aejctBoM G.

3amarak 71. /lokazaTu ma je TPOCTOpP CBUX pemepa CJI0jeBa BEKTOPCKOT
pacnojewa E mang M ranasao GL(n,R™) pacmnojeme nan M. @

3anmarak 72. Jlokazatu na je nuHeapHa penpesenranuja rpymne G (Tj. XoMo-
Mop¢usam rpyne G y weku noarpymy rpyne GL(n,K)) ne¢unume rpansuru-
BHO nejcTBO Ha riaBHoM (G—pacnojewmy P — M wn, mociaenumyHo, neguHUIIE
BEKTOPCKO Paciiojeme

E:=PxcK"— M,
I7e je Ha JIeBO] CTPAaHU KOJUYHUYKUA ITPOCTOP TOT IEjCTBA. @

Pacnojeme E n3 3anatka 72 30Be ce uH0YK08AHUM DACAOJERHEM 38 JATO TIABHO
G—pacnojeme u pernpesenranujy rpyme G.

O6puyTO, 13 3agarka 71 BUAUMO Oa 3a CBAKO BEKTOPCKO paciiojeme MOCTOju
IJIaBHO pacilojeme Koje Ta MHAYKY]e.
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3amarak 73. llokaszaTtu ma raaBHO paciojeme P — M umma cedyeme ako u
camo ako je rpuBujanuo (P = M x G). [

3anarak 74. Ilokaszaru na je cBaku ayromopouzam ¢ : P — P obauka $(p) =

p-o(p), rme je ¢ : P — G riaTko mpeciaukaBame Koje 3an0BosbaBa’l o(p-g) =

g ) g [}

18.3 Mapcnes—BejcrejaoBa pemgyknuja

Heka je G rommakrtaa JlujeBa rpyma m G mena JlujeBa anrebpa. Cumnaex-
muuko dejmeo rpyne G ma M nato je xomomopduaMom rpyme Gy rpymy
CUMIIJIEKTOMOD(pU3amMa MHOTOCTPpYKOocTH M ; OHO neduHUMIIE XOMOMODPGhU3aM
Jlujee anrebpe G y JlujeBy anrebpy CUMIIEKTUYKAX BEKTOPCKUX IMOJbA:

G X = d exp(t§).

dt lt=0
dopma i(X¢)w je 3aTBOpEHA, aKO je OHA TadHA 3a CBAKO { MMAMO XaMUJITOHU-
jam H¢. IlejcTBo ce HasmBa XamMuamonosum ako je

G- C*(M), € H
xomoMopduzam JlujeBux anrebpu (ma C°(M) crpykrypa Jlujee amreGpe
nara je [Iyacomosum 3arpamamva). Momenmno npeasurasame je IpeCINKABAHE
w:M— G*

TaKBO na je

He(p) = (u(p), &)

Banarak 75. Hokazatu ma je y caydajy G =S, u xavunaronujan. @

Teopema 17. IIpemnocmasumo da je 0 € G* pezyaapra epednocm npecaukra-
sama [ u da je oejemeo zpyne G cr0600mo u pezysapro (maxo da je u~(0)/G
mrozocmpyrocm). Tada je u'(0) xousomponma nodmmozocmpyrocm, “uju cy
uzomponnu aucmosu opbume G—oejcmea. Koauuwnuuwu ckyn M/ /G = u=1(0)/G
je cummnaexmuuka mHozocmpyrocm oumensuje dim M — 2dim G.

Jloka3 m30cTaBbaMo.” ]

51OpakBo mpeciuKaBame HasWBa ce OGaxkmapHa (eHT. gauge) TpaHchopMAanuja.
g, [MS1] ctp. 175
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Bamarak 76. Ilokazatu ma je mejctso (exp(y/—16),z) — exp(yv/—160)z rpyme
G = S! ma C"*! XaMunToHOBO, 1A je HeroBO MOMEHTHO MpeCIuKaBame (XamMui-
tounjan) H(z) = —7|z|? u ma je cuMmmiekTmyka peayknuja Koja oaroBapa pe-
ryJIapHOj BPEIHOCTU —7 KOMILIeKCHU npojekruBHu nmpocTtop CP" ca Pyounu—
CrymujeBoM (OPMOM IO HA KOHCTAHTHU MHOKUATEID.

YmyTcTBO: mTa je pecTpuknuja Gopme %éﬁlog |z||? ma S = H 1 (—m)7&

19 Xomomoppue kpuse

Y oBoj raaBu ckunupahemMo Heke meTone yBeneHe 1985. romuse y crmoMeHy-
toMm pany M. ['pomoBa. 360T TeXHUUYKE CIOKEHOCTU HE MOYKEMO HABECTU CBE
nmetasbe, aly MOKymaheMo ma M3JI0EMMO OCHOBHe mueje.’d

Hexka je > PumanoBa moBpIm ca KOMIIEKCHOM CTPYKTypoM j m M cummiiek-
TUYKa MHOTOCTPYKOCT, Ca CATJIACHOM CKOPO KOMIIEKCHOM CTPYKTYypoMm J (B.
Jlemy 4). Ipecaukasame u: X — M je xomomopduo® ako je

duoj=Jodu.

Osze je d o3maka 3a uzBoxn; du = u,. Omeparop du ce pa3naske Ha j, J—iu-
HEapHU €0 U AHTUJIMHEAPHU IEO0

1 1
du:§(du—Joduoj)+§(du+Joduoj);

IOCJeqILM ce O3HauvaBa ca 0.

19.1 Omnena enepruje

PumvmanoBa crpykTypa Ham omoryhasa ma MEpVMMO Iy:KUHY peaTHUX KPUBUX
Ha MHOTOCTpyKOCcTH. Crueneha mema mokasyje ma HAM CUMIIJIEKTUYKA CTPYK-
Typa [Aaje HEeKy BPCTY KOMILJIEKCHE aHaJIOTHje — MOIyNHOCT Ja MEePUMO IO-
BPIIMHY XOJOMOD(HUX KPUBUX, aJU HE3aBUCHO OJ METPUUYKE CTPYKType Ha
MHOT'OCTPYKOCTH.

Jlema 7. Hexa je u : ¥ — M zosomopgra xpuea Ha CUMNAEKMUYKO] MHOZO-
cmpyxocmu M. Taoda je

S6Qnmmupruje o xomoMopdHUM KpuBaMa Moxe ce mahu y [AL, MS2].
5TY ynorpebu cy u TepMuHE nceydo zosomopPro, J—zonromopgro u J — j zoromopgro.
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1
1) [we=5 [ o
> 2 >

20e je nopma wa decnoj cmpanu Xuabepm-Illmumosa wopma onepamopa du :
T —TM.

Jloxas: Hera je {8%, a%} oproHOpMUpaHa 6aza y TX.
. Ju Ou
/Zuw—/w(ax 5 )d A dy
= (du(§> ( ))dm/\dy
- oo (o () o o) e
0
= ( (%>,Jd < ))d:c/\dy
2
/du<8x)

dz N dy
(rme je |- | Hopma medurmncana PumanoBom merpurom w(-, J-)) 1 CIudHO

for= ()]

Cabupamem mobujamo (21). []
Bpenuo je npumeruru na je geBa crpasa y (21) romosomka, a mecHa reome-
Tpujcka (MiIM AHATUTUYKA) BEJIUYNHA

(22) B(u) =5 [ lulPdo

(roja ce 30Be ewepzuja kpuee u). Jlema 7 mam omoryhasa ma W'%—mopmy
CobosmeBa KOHTPOJIMIIEMO TOIOJOMKUM ycaoBuMma. Ha mpumep, ako cy X u
M kommnakTHE 1 U, @ X — M HU3 XOJIOMOD(HUX KPUBHUX 3a KOje je U, [X] = A
3a HEKy (urcupany xomouomky kiaacy A € Ho(M,Z) (rme je [X] remeparop
rpyne Ho(X,7Z)), onma je HU3 u, yHupopmuo orpanmuen y WH3(L, M) (3a-
mro?). OBa uYnmeHHna je o 3Hauaja 3a UCIUTUBANE KOMIAKTHOCTU HPOC-

8

8

dx N dy.

TOpa XOJIOMOP(PHUX KPUBUX.
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CrnoMeHrMO joI U 1a je Mepeme 3allpeMUHE IO IMHOIOCTYKOCTY MHTET PAIjOM
2n0baanuzr GopMu (peHOMeH clenuUUaH 3a KOMIUIEKCHY reoMeTpujy.”® Ako
je w mMarmHapHU €0 epMUTCKe (OopMe Ha KOMIIEKCHO] MHOTOCTpYyKOocTH M
n S C M xoMmiexkcHa IMOIMHOTOCTPYKOCT KOMIIJIEKCHE QUMeH3uje d, OHnxa je

1
Vol(S) := E/wAd,

OK Ce, Ha IPUMeD, Ny:KMHE KPUBUX HA PEAJHO] MHOTOCTPYKOCTH HE MOLY
MepuTy riIobaiHo gepuHUCAHOM (GopMoM (3amTo?).

19.2 ®penxoamoBa Teopuja

Hexka cy F; u Fy, BaxanoBu npocropu. ®Ppedroamos onepamop je OrpaHudeHO
JVWHEeapHO npecaukaBamwe L : F; — Fy ca ocobunama:

1. dimKer(L) < o0
2. Image(L) je 3aTBOpEH

3. dim Coker(L) < 00.%?

Nunekc $penxonamoBor omeparopa je
Index(L) := dim Ker(L) — dim Coker(L).

Ako cy F1, Fy konaunonumensuonu, ouga je Index(L) = dim F1—dim F;. Cryn
PpenxonrmMoBUX omepaTopa je OTBOPEH Yy MPOCTOPY OrPAHUYEHUX OIEePaATOpPa
y TOHOJIOTUjU Ne(UHUCAHO] OmepaTOpCKOM HOpMOM. VHpmekc je HempekummHA
(mTo 3HAYM JOKAJHO KOHCTAHTHA) (QYHKIMja y TOj TOmOJOruju. KommakTHa
neprypbanuja PpenxonmoBor omeparopa je $peaxoaMoB omepaTop UCTOT
UHIEKCAa.

Herxa cy V u W DBamaxose muorocrpykoctn.®’ IlpeciukaBame f @V — W
HasuBa ce Ppedroamoso npecauxasawe axo je D f(x) ®PpemxonMos omeparop
3a cBako * € V. Axko je V nosesana, uunexc oneparopa D f(z) He 3aBucu on

°8g. [GH], ra. 1 (BpuTtunreposa TeopemMa U IUCKYyCHja MOCHE He).

% Coker(L) := Eo/Image(L).

f0BamaxoBa MHOTOCTDYKOCT ce JedUHUIIE TAKO WITO Ce 3a JOKAJHE KapTe y3Me DaHaxos
IPOCTOP U IOHOBU yoOudyajeHa meUHUIM]ja.
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T ¥ HA3UBA C€ UHOEKC npecauras8ama f

[Toncernmo ce na je x € V' cuneyaapra mauka npecnukasama f ako D f(x) auje
cypjexmmja; f(x) ce Tama HasuBa cuneyaaprom epednowhy. Tauka y € W je
pezyaapra 8pedHoCm aKO HUje CUHTYJAapHA BPEAHOCT (Jakjie, W TAuKa Koja
HUje y CJIUNU NpeciuKaBama [ je, 0 DeGUHUNUjU, PeryjlapHa BPEIHOCT).

Teopema 18. (Capa-Cwmeji) Crkyn cuneysapruz epednocmu Ppedrosmosoz npe-
caukasama [ xaace C9 ca ¢ > max{0,Index(f)} je npee xamezopuje.®* O

IMocaemuma 2. Axo je f:V — W ®pedroamoso npecaurasamwe xaace C1 ca q >
max{0, Index(f)}, onda je, 3a zenepuuxo®® y € W, exyn f~1(y) mmozocmpyrocm
oumensuge Index(f). O

IIpumena Ha XoJI0MOp¢HE KpUBeE.

Hera je ¥, PumanoBa mospm pona ¢g u Heka je A € Hy(M,Z). O3smauumo ca
M 4(A) ckyn J—xonoMop¢$HUX KPUBUX U : L, — M 3a Koje je

u[2y] = A.

Teopema 19. 3a zenepuuky ckopo womnaexcuy cmpykmypy J cxyn My (A)
J—zonromopprux kpusuzr u : Xy, — M je mrozocmpyrocm kKonaure Jumer3uje.

Hoeja doxasa: Hera je F wommierupame npoctopa C®(X,, M) y WP tono-
moruju CobomeBa. 3a u € F je

= 1
Oyu(z) = §(du + Joduo j) € Hom(T.X,, Ty M),

rae cy j u J (CKOpO) KOMILIEKCHe CTPYKType Ha X, u M. Ipyrum peunma,

(23) u— Oyu

je ceueme BamaxoBor pacnojema & — F ca BIAKHOM

&=L (X, Hom(TX,, w"'TM))

61Ckyn mpBe kaTeropuje je mpebpojuBa yHUja HUTZE I'yCTUX CKyIIOBA.

62Tepmun ,reHepuukn’ OBIe O3HAUABA ,,CBAKM BAH CKyIa IpBe KaTeropuje’; wuHade,
,TEHEpUUKM’ HUje YHUBEP3aJdHO neduuucan (a jecTe yHUBEP3aJHO KOPUIINEH) TEPMUH U
03HAYaBa ,,CKOPO CBAKM , KAJA je U3 KOHTEKCTa JACHO IITA TO 3HAUMN.
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n3Han u € F. XonoMop@HE KpUBE Cy NMPECeK HYJITOT Cederma U cevema (23)
pacnojema £. Ilocmarpajmo paciojeme

(24) E = F X T

rae je J, BanmaxoBa mHOTOCTpYyKOCT mobujena kao CobObeBLEBO KOMILIETH-
pame MHOTOCTPYKOCTH CKOPO KOMIIJIEKCHUX CTPYKTypa Ha M carsacHux ca
w. Ceueme
o:(u,J)— dyu
je y TpaHCBep3aJHOM HOJIOKAJY Y ONHOCY Ha HYJITO cedeme paciojema (24),
mna je
Z:=040)

Banaxosa mHOrOCTpyKOCT (Oeckonaune mumensuje). IIpojexnuja

T 2>, (uJ)—J

je ®penxoaMoBO mpecauKaBame, ma je, 3a reaepudko J € 7,

-1
My, =1""(J)
KOHAYHOIUME3HNOHA MHOTOCTPYKOCT. []

Hamomena 4. Unoexc npecaurasamwa Oy, a mume u QUMERIUIAL MHO20CMPYKOCTIU
TOAOMOPPHUT KPUBUT, MONWCE 0G CE UPAYYHA EKCNAUYUMHO U USHOCU

dim M 4(A) = 2(c1(A) + n(1 — g)),

20e je ¢, npeo Yeprnoaa xaaca®

ne 3a8uct 00 J.

muozocmpyxocmu M. IIpumemumo da dumensuja

19.3 FKommakrHOCT

Hexa je X, komnakTaa Pumanosa nospm u M KOMIakTHA CUMILICKTUYKA MHO-
roctpykoct. Cunzyaaprna xoaomop@ra kpuea je GpopMaIHa KOHAUHA CyMa

63YepnoBe Kmace cy oBme mepuHMCAHE Y OMHOCY HA OWJIO KOjy KOMIUIEKCHY CTPYKTYDY
carjacHy ca w, nociaenuna Teopeme 7 je ma mepuHMnNMja He 3aBUCH OX TOT m3bopa.
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u(X,) + Z myor(CPY),

rae cy mj IpPUpPOIHU OpojeBu, a
u: Xy — M, v, : CPY — M,
XOJIOMOPHE KPUBE.
Teopema 20. (I'poMmoBJbeBa TeopeMa koMmakTHOCTU) Heka je
Uy 1 Mg — M

HU3 TONOMOPPHUT NPECAUKABATA MAKBUT 04 je
(25) Un«|Xy) = A € Hy(M,Z).

Tada nocmoju Cunzysrapra KPuea Us, = Uy + »_ Myl MaK8a 0a 3a Heky NoOHU3
HU3a U, (03HaUENR ONem ca U,) 6anCu:

1. Ban wowaunoe ckyna mavaxa {z1, -, zm} C X,

lim wu,, = ug
n—0o0

y C'—mononozuju.
2. upe[2y] + > myvp, [CPY] = A.
3. E(us) = E(ug) + >, mpE(vy) = nl1_>nolo E(uy).
4. Crynoeu Im(us,) xoneepzupajy xa Im(us) y Xaycoopgosoj monosozuju.

5. Im(us) je nosesan u kpoz ceaxu mawky z; us 1. nposasu wexa 00 chepa
64
Vs.

Ymecmo dokasa: VI3 komnaxrHocTu M, Jleme 7 (koja 36or (28) maje yrugpop-
vy W2 orpanuuenoct musa u,) u reopema CobosbeBa 0 yTanamy, CIeau 1a
HU3 U, KOHBeprupa jJokaano y C'—rononoruju. Kopumhemem MurnMagtnocTu
XOJIOMOP(HUX KPUBUX, TEOPHUj€ MUHUMAJIHAX MOBPIIA U HEKUX U30IIE€PUMETPU-
jCKUX HejeIHAKOCTHU, IOKa3yje ce Ia Ce BPeNHOCTU MHTerpaJia exepruje (22)

64 Asim He mpoJstaze CBe KPO3 HEKy OJ TayaKa zy, HUTH CBE JOIUADY]Y Uso (Zg).
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AKyMyJIMPa y KOHAUYHO MHOTO Tauyaka, OAHOCHO Ja Y KOHAUHO MHOTO Tadaka
{#z1,--+ ,2m} C ¥, Baskn

(26) lim ||du, e = +o0,
n—oo
IOK BaH CKymna {zj---,2,} uMamo C'—koHBeprennujy. Y OKOJMHU 2] XOJIO-

Mop@dHa chepa ce nojaBpyje Ha caenehwm naunmn. [locmarpajMo npenmkaBame
U, DeGUHUCAHO y JOKaJHOj] KapTu V 3 2z ca

zZ
(27) iy = Uy, (—) .
| dun| Lo (v)

Cnuke u,(V) npunanajy musy ciauka u,(X). Ilomro je ||da,| orparudeno,
U, ®KoHBeprupa, a u3 (26) caemu ma ce NOMEHU NPECIUKABAWA U, IIUADE Y
DECKOHAUYHOCT, Ma je TPAHWYHO MPEeCIuKaBame MePUHUCAHO Ha I[€J0] PABHU
C = CP'\ {N}. 3Bartum, Moske ce NOKazaTu TeopeMa O OTKIAHAMY CUHTY-
napurera (aHajgoruja PumanoBe Teopeme M3 KOMIUIEKCHE aHAJM3€) U HPU-
MEHUTU HA TPAHUYHY (PYHKIU]y HU3A U, (ONeT IPUMEHOM TeOpUjeé MUHUMAJ-
HUX MOBPIINM U M30IEPUMETPUjCKAX CBOjCTAaBA XOJOMOD(HUX KPUBHUX), TAKO
a ce TPAHUYHO NIPeCIUKaBame Ipomupyje Ha nery chepy. Ha kpajy, ymecro
penapamverpusaiuje (27), Tpeba m3abparu Na;KBUBU]Y penapaMeTpPU3aI]y
KaKoO OM ce KOHTPOJIMCAJO NONaBal-€ €Hepruje Ipy NONaBalmy XOJIOMOP(HUX
cpepa Tuna u,, Ipu YEMy ce MOTY jaB/baTu HOBe cepe Ha Beh nonmartwuwm,
TAKO Ja Cy WUCIYHeHU CBU yCJIOBU TeopeMme (OuyBame TOTAJIHE eHepruje u
TOTAJIHE XOMOJIOTHUJE). [l

INocaemuna 3. 1. Axo je A € Hy(M,Z) nepacmasnusa, onda je Mj,(A) xom-
NAKMMHG MHO20CTPYKOCM.

2. Axo je w(my(M)) = 0 nepacmasnusa, onda je My (A) Komnaxmmua mHozo-
cmpyxocm.

3amarak 77. llokazatu [locaenury 3. [

Banmarak 78. Hexka je u, : CP! — CP! mu3 xonoMopdHUX TpeciuKaBama
Pumanose chepe y cebe, nepunucan y cTaHmapaHOj KApTH ca u,(z) = nz.
(a) Horazaru na je u,.|[CP'| = const. y Hyo(CP',Z).

(6) Ulra je C'—maumec uz Teopeme 207

(B) lra je Xaycnopdos mumec uz Teopeme 207 [ )
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3anarak 79. Heka je ¥, xpuBa tpeher pena y CP? zagara jemaaunaoMm &3 —
3 2
=8¢ =0mn

U, 3y — CP?, [finid’_)[§3%773%}

H13 XomoMopdhHNX EpuBux. OmucaTtu Hu3 camka’® M oAroBOPUTH HA TPU HH-

Tama M3 MPETXOMHOT 33 daTKAa. Q

3amarak 80. cTo Kao y OIPETXOMHOM 3aJaTKy 38 KPHUBE Uy, v, : CP! — CP?

nate ca w () = {Z Ny _} , on(2) = [’Z . %} '

19.4 Hexke npumene
19.4.1 Teopema o chepu U DUIUHIAPY

Jluysusnosa Teopema (riasa 14.2) kaske na je rpymna CUMIUIEKTUYKUAX IU(eo-
Mop¢$u3zama moarpymna rpymne aupeomopduzama koju dyyBajy 3anpemuny. Ca-
KM CKYII Ce MOyKe IPEeCIUKATU y CKyl Behe 3ampeMuHe Tako Oa MYy Ce OUyBa
zanpemuna. Ciueneha teopema I'pomMoBa mokasyje ma ce TO HE MOKE YBEK
VUUHUTY YYyBajyNU CUMIIEKTUYKY (GOpPMY.

Teopema 21. Hexa je B> C C" nonma noaynpeurnuxa r v Zr yuaundap D X
C"1, 20e je Dp := {2z € C | |2] < R} u nexa je ¢ : C" — C" cumnaexmuuro
npecaukasame mMaxeo 0a je

W(B,) C Zg.
Taoa je r < R.

Hamomena 5. Y npemxoonoj meopemu basza yusunopa je y ¢, p1—pasHu. Axo
basy uzabepemo, peyumo, Y qi, ga—pasru, MparcHopmayuja

(q7 p) = (EQ17 5_1p1a €42, 5_1p2a q3,P3, - 7Qnapn)

wyea cunmaexmuary gopmy Y dq Adpy u npecaukasa (u360pom 0080510 MaAAOZ

) cepy sehee y yuaundap mamwez nosynpeunuka. Teopema 21 eaxncu camo axo

je 6a3a yuAUHOPa ,,K0OPOUHAMHA PABAH NOA0NCAIA U UMNYAca vecmuye”.5

®5Vmm: , nokazaTu ma je HM3 caMka 3aaT jenHaumHaMa —&° — Lnf — €2 =07,
66 Amamoruja Xaj3eHOeproBor IpUHIUIA HeomdeheHOCTH Yy KIACHMYHO] MeXaHWIy.”
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Hoeja doxasza Teopeme 21: Hera je C xomomopdpuum muck y B?" koju mpo-
Ja37 Kpo3 LeHTap Jjonre u yuju je py6 Ha pyOy mnonre. Hek je A(C) mosp-
muHa kpuse C. Ilosnatu pesynrar mu3 teopuje MunuMmaaaux mospmum (Jlema
O MOHOTOHOCTHU) KasKe na je

(28) A(C) > mr?.

(jep je @ cummimerkTuuko). Axko mpomwmpumo ¥(C) mo xomomopdue kpuse C
ca rpanunom Ha 0Dg, nmahemo

/ wg/w:/ w:wRQ,
»(C) c Dpr

omakie, 36or (28), caemu r < R.

Ila 6uMCMO OCTBApUJIM OBY KOHCTPYKIM]y XojJoMopdue Kpuse C, yTOOUMO
okonuuy cauke (B?") C Z y (kommakTry MHOrOCTpykOoCcT) M := S? x T?*"72
rae je S? chepa nmospmumue 72 +e, a T2 Topyc. Hexka je Jy cTagmapaHa KOM-
mieKcHa cTPyKTypa Ha B?" C C?" u Heka je J CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTYpPa
Ha M xoja je ma (C) jemnaxa 1,Jy. Homro je m(T?"~2) = 0, us Hocaemune 3
crem na je M jo([S? X #]) kommakTHA MHOrOCTpyKOCT. IIpecimkasame

[Tomro je C xomomopoHa,

ev: Myo([S* x x]) xg CP' — M, (u,2) — u(2),

rae je G = PSL(2,C) rpyna Mebujycosux Tpanchopmamuja’’) uma cremen 1
(ako je J = i x J' TO je ouMriemHo; ONIITU CJIydaj CJIEAN U3 OBOT CIEIU-
jaJHOT, HA OCHOBY XOMOTOIICKE WHBAPUJAHTHOCTU CTEIEHA). 3aTO MOCTOjU
J—xomomodua kKpuBa Kpo3 cBaku Tauky y M, ma um xpo3 ¥(0). Musepsua
CIIMKa T€ KPUBE IPU IpeciukaBamy ¢ je Jy—xomomopdua kpuBa C, 3a KOjy
ce MO)Ke CIIPOBECTU MPETXOJHO PE30HOBAHE. [

671j. GuxomomopdHuX penapamerpusamuja chepe CP?

47



19.4.2 Taune Jlarpam:xeBe MOAMHOTOCTPYKOCTH U €r30TUYHE CUMIIJIEK-
THUUYKE CTPYKTYpe€

Y rnaBu 17 cnomernynu cmo cienehu pazynrar ['pomosa:

Teopema 22. He nocmoju mauna Jlaeparnacesa nooMHoz0CcmpyKocm ymonsena
y C™.

Iloka3 oBe TeopeMe Takobhe je mocienuna er3uCTEHNNje XOJIOMOP(YHNX KPUBUX.
Ananuzom canuHOM nperxonHoj (oBor myTa 3a PumaHOBe moBpuIM ca rpaHu-
noMm u Komwu-Pumanose jenuauumne ca JlarpamkeBuM IpaHUYHUM yCJIOBUMA)
'pomoB je mokazao ma 3a cBaky JlarpamkeBy MHOTOCTPpYKOCT L mocToju
xosmoMopduU muck ca rparunoM Ha L. Omnartmne, uz Jleme 7 m CrorcoBe Teo-
peme cienu tBpbeme Teopeme 22 (3amro?). Kao mocaemuuny Teopeme 22,
['poMOB je HOoKa3ao Aa IMOCTOje er30TUYHE CUMILIEKTUUYKE CTPYKType Ha R?™,
Tj. Ja MOCTOjU TAaKBa CUMILUIEKTHYKa GopMma w Ha R*" ma ce (R*",w) me mowxke
yromutu y (R?",dp A dq). Iloka3 ce 3acHMBAa Ha KOHCTDYKIUjU UMEP3Uje
P R?" — R?" koja mpecamkaBa qaTy KOMOAKTHY Jlarpam&eBy MHOTOCTPYKOCT
Ha TauHy JlarpamkeBy MHOrOCTpyKOCT; Tazna je w := ¥*(dp A dq) Tpakena
erzotTuyHa CTpykTypa (Ha ocuHoBy Teopeme 22).

19.4.3 <PaopoBa XOoMoOJIOTHja: IIap peYyu

Y oBoj rnaBu M he yBek o3HauaBaTU KOMNAKMHY MHOTOCTPYKOCT.
MopcoBa Teopuja

Heka je M wommaktHa muoroctpyroct u f : M — R MopcoBa ¢yHKIMIja.
Tana je CKynl KpUTUYHUX Tadaka

Crity(f) := {x € M | df (x) = 0,Index D*f(x) = p}

orpanmuen. Heka je

(29) Co(f) := {Z agzy |z € Crit,(f), o € ZQ}

Zy—BexTopcku npocrop remepucan ca Crit,(f). 3a xzy € Crit,(f), z_ €
Crit,(f) npocrop M(z_, z;) kpuBux v : R — M koje 3a10BObaBajy ,,HETATUBHY
rpaaujeHTHy jenHadunny’
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d
(30) = —Vf A(tx) =z
jé MHOTOCTPYKOCT auMeHn3uje p — ¢ (3a reHepudky n30Op METPUKE ¢ YIOTpe-
6mene 3a mepununujy V). OBoO ce mokrasyje METOIOM CIWYHOM METOIU U3

raase 19.2, npuMmemeHO] Ha TpeINKaABaAH€

d
(31) SIS ')

dt
3anarak 81. Kako usraena paciojeme na kome (31) Tpeba mocMaTpaTy Kao
ceueme, aHAJOIHO cedewmy 0y yv raasu 19.27 &

Sanarak 82. /lokazatu na Hu3 pemema jeqnavune (30) nma sokranuo (Ha R)
YHU(GOPMHO KOHBEPIE€HTAH I10JHI3.
YuyrcTBo: nmpuMmenuTu Apiena—AcCKOIUjeBy TeopeMy. Q@

I'pyna R mejcrByje wa M(z_,x,) no npasuay ¥(-) — 7(s++), MHOrOCTPYKOCT
M(z_,z,)/R je mamensuje 0 aro je p =g+ 1. N3 Apuena—Ackonujese Teo-
peme cremu na je M(z_,x,)/R rommakran, nakie koHauaH. bBpoj Tayaka
oBOI CKyma o3HadaBaMmo ca n(r_,zr.). Ilepurnmmmo rpasudaun omepartop J
ua Crit,(f) ca

ox):= D  nzyy
yeCrity—1(f)
1 IpomiMprMO I'a IIO JUHEAPHOCTHU Ha

9: Cylf) = Coa ().

Moske ce mokasaTu mga Cy MHOTOCTPYKOCTU AuMeH3uje Hyaa mebhy mHOrOoC-
TpykoctuMa M (z,y) rpaHuie MHOTOCTPYKOCTH auMeHsuje jeman. Omartie
(6ymyhu na rpanuia MHOrOCTPYKOCTH AMMEH3Uje jenaH uMma mapad 6poj Kpa-
jeBa) sako ciemu na je

0od=0.
Koanuamyky BEKTOPCKU MPOCTOP
Ker(0)
H, =
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3oBe ce Mopcosa romonozuja. O He 3aBucu ox uzdbopa Mopcose ¢yHEIUT]je
f m MeTpuKe Ha MHOTOCTPYKOCTU M M30MOP(AaH je CHUHIYJIapHOj XOMOJIOTHUjU
H.(M,Zs). Yronuko ce y (29) yamy Z—Monynu yMecTo Zo—BEKTOPCKUX IIPOC-
ropa (mpu yeMmy Tpeba MOBECTU MAJO BUIIE PAYyHA O OPUjEHTAIUjU, AJIU TO
HEe TpeICcTaB/ba CYIITUHCKU TpobieM), nobujajy ce rpyie mu3oMopdHe rpy-
nama H,(M,Z).%

$j10poBa Teopuja

3amarak 83. /loka3atu na 6poj 1—mepuoauuuaux opouTa XaMUITOHOBOI CHUC-
TeMa Ha CUMIUIEKTUYKO] MHOrocTykocTu M Huje mamu ox Ojiepose Kapak-
repuctuxe (M) (:= UM b (M), rme cy b, Betujesu 6pojesn).

Ynuyrcrso: B. JledmenoBy Teopemy o ¢urcnoj Taukum.® &

Ananoruja jennauuse (30) 3a ¢pyHruronas Ay Ha TPOCTOPY HETILU Y CUM-
JIEKTUYKOj MHOTOCTPYKOCTHU je, mMajyhum y Bumay 3anartar 47

(32) Oyu = —VH(u).

Bamarak 84. Ilokazaru ga cMmena u(s,t) — (s, t) := ¢f (u(s,t)) mpesomu jen-
Haunny (32) y d; = 0. &

Hoxrazatu na u3 3anatka 84 cienu na je CTPYKTypa MHOTOCTPYKOCTH
pellewma HeraTUBHE I'DaaUjeHTHE jelHauMHe (YHKIUOHAJa OejCTBa UCTa Kao
CTPYKTypPa MHOIOCTPYKOCTU J—XOJIOMOP(HUX KPUBUX. Y KOIUKO je M TakBa
[a Cy MHOTOCTPYKOCTU XOJdoMOpdhuuxX kpusux (mau 0 — dim KOMOOHEHTe TUX
MHOTOCTPYKOCTU) Ha H0j KOMIAKTHe, HIp. ako je my(M) = 0, Moxke ce mo-
HOBUTY KOHCTPYKIMja XOMOJIOTHje Kao y npeTxomHoM naparpady. lobujene
rpyme xomouJoruje 30By ce ®roposa xomosoruja m osnavasajy ca HF,(M).
Ome me 3aBuce ox m3bopa XaMUJITOHMjaHA U CKOPO KOMIIJIEKCHE CTPYKType
1 M30MOpQHE Cy IpylaMa CHUHIYJIapHE XOMoJioruje MEHOorocrpykoctu M. Kao
IocJieIUIly OBOra, mMaMo cienehy Tteopemy:

Teopema 23. (PsopoB noka3 ApnosimoBe xunorese) [Ilpemnocmasumo da je
7T2(M) = 0.

Taoda 6poj KoHMPAKMUOUARUT NEPUOOUMHUT OPOUMA NP OU3B0NHHO02 X AMUATIOHOB02
cucmema Huje mawu 00 cyme Demujesux bpojesa muozocmpyrxocmu M.

68 Meramuuje B. y J. Milnor, Morse theory, Princeton Univ. Press, 1964., J. Milnor, Lectures on
the h—cobordism, Princeton Univ. Press, 1965., M. Schwarz, Morse homology, Birkhauser, 1993.
695, mmp. R. Bott, L. W. Tu, Differential forms in algebraic topology, Springer, 1986., str. 129.
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Joxaz: Cinenu n3 nIpeTxogHe IUCKYCH]e. [
[Tpumerumo na je oBo Gosbu pesyarar ox 3amaTka 83.
[Ipernocraska my(M) = 0 Moxe ce oTkaoHUTH. "

ITocnemuna 4. Xomomopdusam
m(H(M)) = m (M),  [¢] = [du()]

je mpusujanan. [

20 Teomerpuja rpyme cCUMIIIEKTOMOPpu3aMa

Hexka je D¥(M) rpyna cuMIIeKTOMOp$r3amMa ca KOMIAaKTHUM HocadeM, Dy (M)
komnonenTa Id y D¥(M) u ‘H(M) rpyna XaMuaToHOBUX qupeoMopdusama ca
KOMIIAKTHUM HOCAQUYeM CUMIIJIEKTUYKE MHOrOCTpykocTu M.

3anaraxk 85. [lokazatu na je H(M) 3amcra rpyna m ma je OHa HOpPMaJIHA
noarpymna rpyme DY(M). Q
WNurepecanTHo je na anrebapcka cojcrBa rpyne H(M) onpebyjy Tonomorujy
mMHOrocrpykoctu M: ako je H(M;) = H(M,) (anrebapckn), onma je (M,w)
cumtiekroMopduO (M, Aws), 3a Hero A u3 R (8. [B]).

[Tosuato je (on '60Tux) ma je H(R?) KOHTpaKTUOMIHA MHOTOCTPYKOCT. M.
['poMoB je, y comeryToM paxy u3 1985. romume, nokazao ga je H(R?) komn-
tpaktubunaa. II. Cajoen’ je mobuo Heke pe3yiITaTe O XOMOTOICKUM TpY-
nama m(H(CP™ x CP™)); CKOpPO HUIITA BUIIE HUje MO3HATO O XOMOTOICKUM
cBOjcTBUMA MHOTOCTpYKOCTH H(M).

Y oBoj raaBu hieMo HaBeCcTU HEKa OCHOBHA CBOjcTBa rpyme H(M).

20.1 ®ayxc xomomopduszam

Hera je M roMImakTHa CUMINIEKTUUYKA MHOrocTpykocT. Osznaummo ca Df (M)
VHUBEP3aJHO HATKpuBame > rpyne D (M). Paykc zomomopduszam

(33) Flux : D2(M) — H), (M)

70

B. mnp. K. Fukaya, K. Ono, Arnold conjecture and Gromov-Witten invariants for general
symplectic manifolds, 1996.

"IP. Seidel, On the group of symplectic automorphisms of CP™ x CP", preprint.

"2y HuBep3aJIHO HATKpUBame 7 : P — P TONOJOMKOTr IpocTopa P je IpocTop XOMOTONCKAX
kaaca myrtesa {7 :[0,1] = X | v(0) ¢purcupano; w([y]) = v(1)}.
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je mepuHHCAH ca

(34) Flux({}) = / (X, )l

unu, umajyhu y suny na je Hpp(M) = Hom(m (M), R),

(35) Flux({¢1}) / w( X (v(0)),4(6))dodt.
Sl

Hera je maro v € m (M) u mera je C :=J, ¥ (y). Tana je

(36) Flux({4:})(7) = o

N3 (36) caenn na, 3a mertwy {¢;} € DY(M), (Yo = 1), (34) u (35) 3aBuce
camo nma xomotrorncke kiaace [{¢}] € m(Dy(M)), na je Flux xomomopduzam
1o6po neduHMCAH Kao npeciaukaBame (33).

Sanarak 86. lokazaru na je (33) xomomopduzam.
YuyrcrBo: IlokazaTu IpBO ma, ako Cy ¢y U Yy TEHEPUCAHU BEKTOPCKUM MTOJHAMA
X; mY;, ouma je 1; o ¢y TEHEPUCAHO BEKTOPCKUM IOJLEM Y; + U X;. O

3amarak 87. Heka je [y € Wl(i/)\g"(M)), rae je 1Y, XaMUJITOHOBA METIbA.
Hokazaru na je Flux({¢:}) = 0. o

3anarak 88. lorkazatu na Prykc xomoMopdusam mMma NEeCHU WHBED3
s: Hb (M) — Dg(M), Fluxos = Id,

OoZakJe ciaenu na je (PIyKC CypjeKTUBaH.
Yuyrcro: ako X me 3aBucu ox Bpemena, Flux({¢,}) = [i(X;)w], a w je nene-
reHepucaHa. &

'pyna
Flux(T) := Flux(m, (D (M)))

30Be ce Paykc 2pyna.
Basxu un tBpheme o6puyTo 3anatky 87.” Ilpyrum peumnima, Ker(Flux) =
H(M), na je au3

0— H(M) — DY(M) — Hpp(M)/T — 0

73 [B] .
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TaJvaH.
[Turame na nu je moarpyna IUCKpeTHA je BaskHO (0 yemy rosopu u cieneha
TeopeMa) ¢ y OIIITEM CJIydYajy je jom yBek orBopeHno (,Paykrc xumoresa’).

Teopema 24. “Hexa je M xomnaxmna cumnaexmuuxa mrozocmpyxocm. Cae-
deha mephewa cy exeusasenmma:

(i) H(M) je nodommnozocmpyrkocm y D¥(M).

(it) I'pyna H(M) je sameopena y D¥(M) y C'—mononozuju.

(tit) I’ je duckpemmna nodepyna. O

Ilo3raro je ma je I' muckpeTHa ako CUMIJIEKTHYKa ¢opMa AeGUHUIIE Dalu-
onasny kaacy [w|] € H*(M,R). Takobe je mosnato na je 7 AUCKPETHA aKO
je

ANV HY (M) — BN (M)

n3omoppuzam. M3 Jlepmenose Teopeme (Teopema 10) cienu na oBaj apyru
cayuaj obyxBata KemepoBe MHOTOCTPYKOCTH.

20.2 Kanabujes xomoMophusam
Heka je M mauna CUMIIIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT, w = —df.
3anarak 89. Heka je ¢; rmatra pamunuja mudpeomopduzama. lokazaru

1. ¢ je pavmmja cuMIIeKTOMOpP(U3aMa aKO U CaMo akKo je 1—popma ¢l —
f 3aTBOpEHa 3a CBAKO t.

2. ¢ je pammamja XaMHITOHOBUX OaudeoMoppr3aMa aKO M CaAMO aKO je
1—dopma ¢;f — 6 Tauna 3a cBako t. &

Kanabujes zomomoppusam
(37) Cal: H(M) - R

je mepuHMCAH ca

(38) Cal(¢) := _n—lf— . /MFw”

rae je F ¢yHrnmmja ca KOMIAKTHUM HOcadeM nepuHucasa ca ¢ 0 — 0 = dF
(BumeTu 3amarak 89).

™3a morasz B. [MS1] cTp. 323.
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JIema 8. Hexa je ¢y € H(M) nym Xamuamornosuz deugeomoppusama zenepuca-
nuxr Xamusmowujarnom Hy, w ¢f0 — 0 = dF,. Tada je

1. [, Fw® = (650 —0) A Aw™;
2.4 [ B = [, ((X)0 — H)w";

3. fM Xt 0 — Ht> —(TL + 1) fM Htw”.

3anmarak 90. Jlokaszatu Jlemy 8.
YuyrcrBo: npumennTu KapranoBy ¢popmyiy unu noraenaru [MS1/, ctp. 330—
331. Y

ITocnemuna 5. Axo je pamunuja ¢, eenepucarna Xamuamonujanom Hy, onda je

Cal / / Htw

3amarak 91. /lokazaru Ilocaemumy 5. [
ITocnemuna 6. Kanabujee zomopdusam je 0obpo dedunucan.

Y ommreMm ciay4ajy (xam M Huje tauna), ymecrto (37), (38), Kamabujes xo-
MoMOp@¢uU3aM je ne(pUuHUCAH Kao

Cal: H(M) » R, Cal(¢ / / Hyw",

roe cy ¢ u H xao y Ilocnemumu 5.

20.3 Xodeposa reomerpuja

['pyna H(M) ce mosxke mocMarpaT kKao beckoHaUHO mMMeH3moHa JIujeBa rpymna
unja ce JlujeBa anrebpa npruponso nnearuduryje ca Ci° (M) (raaTke yHKIM-
je ca rommakTHUM HOcaueM). Cpaka HopMma Ha C{°(M) maje mam moryhwoct
na nepunumemo ay:xuny uyrtesa y H(M). Heka je myr {i;} remepucan
XamunaTorujanoM H;, taga nedumHUIIEMO TY:KWHY TOT IIyTa Ca

(1)) = / |yt

Hepunnnuja je anasorHa nedUHUNN)U Oy:KUHE IyTa Ha PuMaHOBOj MHOTOC-
TPYKOCTHU: TaHT€HTHU BEKTOpPU Ha MHOrocTpykoctu H(M) cy XaMuaTroHOBA
BEKTOPCKA II0Jba, & OHA Cy MAEHTU(PUKOBAHA ca XaMUITOHOBUM (YyHKIMjaMa
KOj€e UX T'eHEePUILy.
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3amarak 92. Ha koM mecty noka3 3 PumanoBe reomerpuje na HoOpMa Ha TaH-
TEHTHOM MIPOCTOPY TeHepwuine GpYHKIU]Y PACTOjamha Ha MHOTOCTPYCKOCTH (Kao
VHOUMYM Ny:KUHE [IyTeBa) He HPOJAa3U y CIydYajy OEeCKOHAYHOANMEH3MOHUX
MHOTOCTPYKOCTU? &

Axo 3a HOpMY Ha C{°(M) y3memo LP—Hopmy 3a 1 < p < +00, MHAYKOBAHO
pacTojame

1
o, 6) = in / ||, dt

(nrprMYM je y3eT mo cBuM XaMUITOHMjaHUMA KOju reHepunry myTese y H (M)
KOju cmajajy ¢ U ¢) je mereHepucaMo W 3a10BOJbaBa’’

pp(1d, ) = Vol (M)]| Cal(y)]

Hopwma
[ | := masx H(x) — min H,(z)

TEHEPUIIE PACTOjabe P Ha H (M), 3Bano Xodeposo pacmojame. Kopumhemenm
Jleme 2 mako ce mokasyje ma je p., OumHBapujaHTHa (y OTHOCY HA IEjCTBO
rpyne XaMUITOHOBUX audeoMopduszama) mceyno MeTpura. Herpusujasan
pe3yaTaT je Ha je ps 3aucTa MeTpuKa. '’

Enepeuja paszdsajamwa komnakTHOr ckyna K C M je Beauuduna

e(K) = inf{puo(Id, ) | € H(M), $(K) N K = 0},
3a merkoMmnakTan ckyn A C M enepruja pasasajama je
e(A) :=sup{e(K) | K C A komnakras}.

Muoro Tora o Xo(epoBOj reoMeTPUjU jOII YBEK je HEIO3HATO: MOa JU je
mjamerap rpyne H(M) yBek GeckoHauaH, | ma Ju MPOMEHA CUMILIEKTUYKE
popme w — \w mema XodepoBy reomerpujy Ha H(M), na au je Xopeposa
MEeTPUKA IPAKTUYHO jeINHA METPUKA WHIYKOBAHA MLYKUHOM IyTeBa (yHyTpa-

A METPUKA), UTI.

">Ya. Eliashberg, L. Polterovich, Bi-invariant metrics on the group of Hamiltonian diffeomor-
phisms, International J. Math. 4, 727-738, 1993.

"6HenmeremepucanocT oBor pacTojama 3a M = R?" nokaszana je y H. Hofer, On the topological
properties of symplectic maps, Proc. Royal Soc. Edinburgh, 115 a, 25-38, 1990, a y ommreMm ciy-
uyajy y F. Lalonde, D. McDuff, The geometry of symplectic energy, Annals of Math., 141, 349-371,
1995.

"T3a mOBpHmU OArOBOP je HOTBPIAH, Al KPajibe HeTPUBU]aIaH.
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20.4 CuMniaekTUYKN KanamuTeTu

CuMIIekTUYEM KanamaTeT ¢ Ha R*" je gyHEIMja Koja mpuapyskyje ckymy A C
R?" gemeraTuBaH OpOj MM +00 M 3a40BObaBa ciemehe akcrome
MOHOTOHOCT AKO IOCTOjU CUMIIJIEKTUYKO yTamame ¢ : A — B onmga je

c(A) < C(B).

roH(opMHOCT ¢(AA) = \%c(A) 3a ) € R.

merpusujamHoct ¢(B?"(1)) = 7 = C(Z(1)), rae je B*(1) nonta nomxynpeynura
1 u Z(1) mumuanap B?(1) x C* L.

ciaba merpusmjasmocT ¢ B (1)) > 0 u ¢(Z(1)) < +oo.

Ersucrennuja cUMIIEKTUYKNAX KallaluTeTa HUje OYUTJIedHA.

3anarak 93. IlokazaTtu na

simpl

¢(A) = sup{nr® | B>"(r) A}

)78 "

(,,I'pomoBmes pamujyc” nau ,,['pomoBireBa mupuna’

simpl

c(A) :=inf{m? | A — B*@r) x C" '}
MeGUHUNTY CUMILUIEKTAYKE KAAIUTETE. &

Samarak 94. /loka3aTu na CBaKM CUMILIEKTUYKM KAIallUTET ¢ 3a10BOJbaBa
Heje THAKOCT
c<c<g

rue cy ¢, ¢ KananureTu u3 3amaTra 93. &
3Ha4yaj CUMIUIEKTUYKAX KamanureTa wiyctpoBahemo ciaenehiom Teopemom.

Teopema 25. ™ Hexa je ¢ : C* — C" dufeomopdusam u ¢ cuMniexKmuury xa-
nayumem. Tada cy caedeha mephewa exsusarenmma:

(i) ¥ wysa kanayumem eauncouoa.

(i) ¥*(dp N dq) = £dp A dq. O

"81j. 7r? roe je r moaynpeunk HajBelie JomTEe KOja ce MOMeE CHMIICKTHYKA YTONUTH ¥ A.

™Ya. Eliashberg, Rigidity of symplectic and contact structures, MebhynapHOIHA TOMOIONIKA
roH(epenmuja y Jewunrpanxy 1982, A theorem of the structure of the wave fronts and its appli-
cation to symplectic topology, Funct. Analysis and its App., 21, 65-72, 1987; 1. Ekeland, H. Hofer,
Symplectic topology and Hamiltonian dynamics, Math. Zeit., 200, 355-378, 1989.
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Teopema 25 maje C°—kKapakTepusanujy CUMIUIEKTUYKAX AUPeoMOpPuUsaMma;
U3 Be cleau

IMocamemuua 7. I'pyna cumnaexmomopdusama je C°— szameopena. ]

[Mpumetumo na je IMocaemuma 7 mHeobuuan pesyartar: Cl—csojcTBo (CuM-
mIeKTuYHOCT) ouyBaBa ce C'—nuMecuma. I[pyrum peunMa, CUMILIEKTUYHOCT
caMo MpUBUAHO moapa3yMeBa m3Bome. OBO je jom jemaH pasjor na ce Kaske
[1a je CUMIIEKTUYKA TeOMETPHUja TOIOJIOMKA Y OCHOBU (B. ryiaBy 5).
Henerenepucanoct XodepoBe MeTpuke je mocienuna cienehe teopeme.

Teopema 26. % Enepzuja paszdsajama 3a0080ma8a
e(B*(r)) = e(Z(r)) = mr?,  ¢(A) < e(A) < c(A).
[]

3amarak 95. llokazatu na u3 Teopeme 26 cienu HenmereHeprcaHOCT Xode-
pOBE MEeTpUKe. [ )

3amarak 96. /la su je eHepruja pasaBajama CUMIIEKTUYKN Kamarurer! O

21 KoHTakTHE MHOrOCTPYKOCTH

Heka je P mmoroctpykoct muMmensuje 2n + 1. KoruTtaktHa ctpykrypa Ha P je
raatka pamunuja & C TP TaHreHTHUX Xumepupocropa (riartka 2n—IucTpu-
Oyumja) Koja je MAKCUMAJIHO HemHTerpabuina y ciemnehem cMmwuciy.

3anarak 97. Heka je muctpubymnuja £ mokasHo 3amara l—dopmoMm «; & =
Ker(a). Hokazatu na je £ narerpabuina ako u camo ako je o Ada = 0.
YOyTCcTBO: IPUMEHUTU

(39) da(X,Y) = Xa(Y) - Ya(X) — a([X,Y])

u PpobenujycoBy Teopemy. [ )

80 Tokas koju cinexu F. Lalonde, D. McDuff, The geometry of symplectic energy, Annals of
Math., 141, 349-371, 1995, ckumupan je y [MS1], ctp. 384; mokas koju caemu H. Hofer, On the
topological properties of symplectic maps, Proc. Royal Soc. Edinburgh, 115 A, 25-38, 1990, B. y
[HZ].
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Huctpybynuja je MaxcumaiHo HeurHmezpadbusia ako je
(40) a A (da) # 0.

dopma «a koja 3amosomasa (40) 3oBe ce xonmarmua gopma. Tama 2—dpopma
do meduHMUIIE TUHEAPHY CUMIUIEKTUUYKY CTPYKTYDPY (OuiaumHeapHy KOCOCUMET-
puuHy (OpPMY) Ha CBAKOM OJ IOTHPOCTOpa aucTpubyimje &.

3a CBaKy KOHTAKTHY (OPMY « TMOCTOjU jeAMHCTBEHO BEKTOPCKO MOJbe X,
ne(pUHUCAHO ca

i(Y)da=0, aY)=1.

TaxkBo BekTOpPCKO TmoJe HazuBa ce Puboso sexmopcro nome. Houme nedu-
HUCAHM qudeomMopuzaM dyBa GOPMY «, a HBUME M KOHTAKTHY CTPYKTYDPY &
(3amro?). PubGoBO BeKTOPCKO moJbe 3aBucu on u3bopa KOHTAKTHE (GopMme «,

a He caMoO O KOHTaKTHe CTPYyKType &: ako je h: M — R ¢ynrmuja, popme o

u e'a medguHUITY MCTY KOHTAKTHY CTPYKTYPY, a HUXoBa PuboBa BEKTOpCEa

1I0Jba C€ PAa3JIMKY]y.

IIpumepn:
e R¥! ca romrarTHOM PpopMOM a = dz + Y, Ypdxk;

e IIpocrop 1—crpyja: J'M =T*M x R ca konTaktHOM dopmom dt — 0 rae
je 0 ranmoncka 1—¢dopma ma T*M.

N3 ycaosa meunrerpadbuanoctu (40) cienu ma MHTErpaJiHe MHOTOCTPYKOCTH
aucTtpybyuuje ¢ HEe MOry OUTHM MaKCUMaJiHEe AuUMeH3uje; ciaeneha jgema maje
Ipenu3Hujy UHGOpMAaInjy.

Jlema 9. Hexa je L C P unmeepaana nodmmozocmpyrkocm ducmpudyyuje £ up €
L. Taoa je T, L uzomponar nomnpocmop CuMnieKmuwkoz 8eKmopckoz npocmopa

(&, da(p)).

Zoxasz: Aro cy X,Y Berkropcka mosma y T'L, omma je
i(X)a=1i(Y)a=1i([X,Y])a =0,
a omarie u u3 (39) caenn da(X,Y) = 0. ]

3anarak 98. lokazatu na je y Jlemu 9 dim L < n. '
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Axo je y Jlemu 9 dim L = n, L ce vasuBa Jlenwcarndpogom mMoaHOTOCTPYKOIINY.
Impeomoppurszam Koju dyBa IUCTPUOYIUjy { HA3UBa CE KOHMAKMOMOPHUIAM.
[Ipu Tome HEMje obaBe3HO Y o = a: muPeomMopduszam | je KOHTAKTOMOPhU3aM
aKo M caMo ako je ¥*a = e"a 3a meky ¢ymrmumjy h Ha M. BekTOpCKO mOsbe
KOje TeHepullle KOHTAKTOMOD(PU3aM 30BE Ce€ KOHMAKMHO 8EKMOPCKO NOME.
Cneneha nema je KOHTAKTHA aHAJOrWja XaAMUJITOHOBUX jeIHAUWHA.

Jlema 10. Hexa je Y Puboso sexmopcko nowe konmaxmue gopme o. Bexmopcro
nome X je KONMaKmmo axko u camo axo nocmoju fynxyuja H maxea da je

i(X)a=—H, i(X)da=dH - (i(Y)dH)o.

Obprymo, ceaxa pynryuja H na osaj nawun eenepuuie jeQuncmeero KoOHMaKmMmHo
8EKMOPKO NOMwE. [

Cumnaexmu3ayujo KOHTAKTHE MHOTOCTPDYKOCTH P je CHMIIEKTHYKa MHOIO-
crpykoct P X R ca cumniexrnurom popmom w := d(e'a).

3amarak 99. okasaru ma je moamuorocrpyroct L C P JlexxanapoBa moaMHO-
TOCTPYKOCT ako 1 caMo ako je L x R JlarpamwxeBa mOoAMHOIOCTPYKOCT CUM-
niaexkTuzanuje P x R. &

[ToagmuorocTpyroct j : L — T*M je tauna JlarpamxeBa mMmep3uja ako u
caMo ako ce j mommxke no Jlexammpose mmepsuje j: L — J'M = T*M x R;
ako je J*0 = dS, omma je j(x) := (j(z),S(x)) mepunuine TpaskeHy uMep3ujy.
[Tomvuoroctpyroctu j(L) m j(L) cy rama mormyno oxpebene mpojerunumjom
moj:L— M xR (3amro?). Cryn

W:=moj(L)Cc M xR
30B€ C€ MAAGCHY fpoHM IOAMHOIOCTPYKOCTH L.

3amarak 100. IIpounraru §46 (Xajrencos nmpuHmun) y ApPHOIIOBOj KHU3U

A]. *

Ciauuno CUMIIJIIEKTUYKMM, 1 KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTU CYy JIOKaJHO U30MOD-

¢due:

Teopema 27. (HapbyoBa teopema) Csaka KONWMAKMHA MHOZOCMPYKOCM, je

AOKAAHO UZOMODPHA KOHMaKmMHOj MHozocmpyrocmu R* T ca konmarmmom dop-
n

mom o = dz + Y1 ypdxy,.
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Jloxas: cnenu u3 IlapGyoBe TeopeMe 3a CUMINIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTHU MPU-
MeH-eHe Ha CUMIIeKTu3amu]jy.5! [

Teopewma 28. Hexa je M cumnaexmuura mruozocmpykocm v P C M xomnaxmmna
nodmmozocmpyrocm xodumensuje 1. Caedeha mephewa cy exeusasenmua.
(1) Hocmoju wowmaxmua gopma o wa P xoja 3adosomasa do = w|p.
(ii) Ilocmoju oxoauna V O P u eexmopcko nowe X : V. — T'M mpanceepsanho
na P, maxeo da je

i(X)wlp=a, Lxyw=uw.

O]

BerTopcko nmome 13 npeTrxongHe Teopeme 30Be ce Juysuao80 8exmopcko nosve,
a XUIEPIOBPIIN CUMINIEKTUUYKAX MHOTOCTPYKOCTHU KOj€e 3a00BOJhaBajy TBpDhe-
Ha TeopeMe 30BY Ce Tunepnospull, KOHMAaKmMHo2 munda.

Axo je M cumniaerkTuyka MHOTOCTPYKOCT u P C M mpom3BOJbHA XUMEPIOBPII,
ouna Ha TP mocroju ucrakHyTo BEKTOPCKO mosse Ker(w). Murerpanue kpuse
TOI BEKTOPCKOT TOJha HA3UBA]y Ce kapakmepucmukxe xunepuospmm FP. Pas-
MaTpajyhu ycioBe moa KOjuMa HEKM AUHAMUYKA CUCTEMU WMA]y IePUOIU-
uyne opbure, Asen Bewncreju je 1979. roaumbe mocTraBuO XUIOTE3y nOa HA
CBAKO] XUIEPIOBPIIN KOHMAKMHOZ MUNG TOCTOJU 3aTBOPEHA KAapPAKTEPUCTU-
ka.®? Xwumoresa je moTBpaHO pemreHa y ciaydajy xumepnospmu y C" u y jom
HEKUM CIEeNVjaTHUM CJIydYajeBUMa; Y ONIITEM CJIydajy je joIl yBeK OTBOPEHA.

81B. momarak 0 KOHTAKTHUM MHOTOCTpykocTMMa y [A] 3a meTame m mamy MMCKYCHjy O
KOHTAKTHO] T€OMETPU]U.

82 A. Weinstein, On the hypothesis of Rabinovitz’s periodic orbits theorems, Journal of Differential
Equations, 33, 353-358, 1979.
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22 Jlureparypa

CTpn/buBy CTYIEHT KOjU je CTUrao OO OBe Tauke 0e3 cyMme oceha HeomomuBy
JEKeJbY da HaCTaBU CaMOCTAJIHO [a YNTa O CUMIVIEKTUUYKOM MHOT'OCTPYKOCTHUMAa
1 BHUXOBUM BE€3aMa Ca Pa3HUM obJlacTMa MaTeMaTUKe. CJIG,HI/I HEKOMILJIECTaH
CIICAK JUTEPATYPE.
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