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TJIABA 0
YBoa: Judepenuujagsau padyH 0e3 KoopAauHATa

1. MHorocTpyKocTu

1.1. OcHoBHHU nojMoBu. Uurasal KOju Ap>KKA OBaj TEKCT ¥ pyKaMa BEpOBAT-
HO je caBia1a0 KypceBe ca MMoYeTHUX ronmua cryauja. llpermocraBmaMo ma cy My
[IO3HATHY [IOjMOBU PEryJIapHUX IVIATKUX KPUBUX U HOBPIIH, KAO U HUXOBO ciexehe
VOTIIITEHE:

Hepuuaumuja 1. Tonosowra mmozocmpyrocm dumensuje n je Xaycaopdos
TOMOJIOMKH TIpocTop M ca mpebpojuBoM DA30M TOIMOJIOTHjE, KOjU je JIOKATHO XOMEO-
MopdaH OTBOPEHOM MOACKYILY eyKauackor mpocropa R™. Iiamxa muozocmpyrocm
kiaace C* je Tomosomka MuOrOCTpyKOCT M, TaKBa Ja MOCTOjU (baMUIH]A

U={(Ux,pxr) | A €A},
rae je {Ux}rea OTBOpEHO MOKpHBame mpocropa M, a

©x - U, — QD)\(U)\) CcR"
damunja xomeomopduszama, TaKBa 11a, je

0 005" 1 0a(Ua NUg) = 0p(Ua NUp) (1)

mudeomopduzam kirace C* orsopennx ckynosa y R™, kaz roz je Uy N Us # 0. Axo
Jpyraduje He HAIIOMEHEMO, TEPMUHOM 244MKa MHO20CMPYKOCM, WA CAMO MHO-
20cmpyKocm, Ha3uBaMo MHOrocrpykoctu kiace C. Ejnemente damuiuje U wasu-
BaMO A0KGAHUM KAPMAMA, & MAKCUMATHY (DaAMUINjy JIOKATHUX KapaTa amaacom
uin JudepeHyujabusHoM CMPYKMYypPom MHOTOCTPYKOCTH. %

Youireme HOBPIIH €A IPAHUIIOM j€ MHOZ0CMPYKOCT €4 2PAHUUOM: XayCI0D-
o npocrop M ca mpebpojusom 6azom Tonosoruje n bavuanjom U = {(Ua, ©a)},
rie cy U, OTBOpeHHU CKYNOBU KOju MOKpuBajy M, a ¢, xomomopdusmu ckyma U,
Ha OTBOPEH' MOJCKYI Y IOJIyIPOCTOPY

H" := {(z1,...,2,) € R" | 21 <0} CR"
TaKBU 713 je

05095 9a(UaNUs) = p5(Ua NUp) (2)
nudeomopduzam? 0OTBOpEHNX CKyIoBa y nomayipocropy H", kas rox je U, NUg # 0.

AKko je M MHOrOCTpyKOCT Ca PAHMIIOM, Ta4Ke KOje Ce CIAUKA]y y XUIIEPIPOCTOD
{z1 =0} C H" y jennoj xapru, CIuKajy ce y Taj XUIEPOPOCTOP U y CBAKOj IPYTO]
KapTH: OBO CJI€IU W3 OMINTUX TOMOJOMKNX aprymenara. CKym TaKBUX TAYaKa,
o3HaYaBa ce ca OM u HA3UBA, 2PAHUYUOM WA KpPGjem MHOTOCTPYKOCTH Ca TPAHUIIOM.

Ly penaTHBHO] TOMOMOrH}H MOMYIPOCTOPa Ka0 MOTIPOCTOPA €yKIHACKOT IPOCTOPA
2 Axo je X C R™, mpecnukasame f : X — R™ je riaTko axko cBaxka tadka £ € X MMa OTBODEHY
oxosimHy V' 3 x, TakBy ma f MOXKe [a Ce IPOAY’KH [0 IJIATKOI Ipeciankasama f: V — R™.
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4 0. YBOJ: IN®EPEHIINJAJIHI PAYYH BE3 KOOPAWMHATA

I'panuiia MHOTOCTPYKOCTH AUMEH3HjE N je MHOTOCTPYKOCT mumensuje n — 1. Hmp,
npobymiern 3arBopern auck Dy := {z € C | 0 < |z| < 1} je mBoanmeHnsmoHa
mHOrocTpykoct ca rpanunom 0Dy = S := {z € C | |z| = 1}. Ilpumernvo na ce
TOMOJIOMKY pyd (KOjU Ce 9eCTO O3HAYABA MCTUM CAMOOJIOM HAKO O3HAYABA IPYTH
nojam) ckyna Dy, ckyn St U {0}, pasiuxyje o rpanuiie MmHOrocTpyKocTu Dy.

Yeaos ga cy (1) u (2) mudeomopduszmu nam omoryhasa ma nojam qudepenimja-
OUITHOCTH U3 €YKJIUACKOT TIPOCTOPA OCTOOOANMO KOOPIUHATA, Tj. JIA Ta TPEHECEMO
HA MHOTOCTPYKOCTH: ako ¢y M m N riaTke MHOTOCTPYKOCTH TUMEH3Wja M | N,
PECTNKABAE

F:N—>M (3)

je mudepenmnujabuano y Tauku p € N aKO je FeroB 3amuc y JIOKAJTHUM KOODIHU-
HaTaMa IVIATKO MPEeCJNKaBarmhe eyKINJICKIX TIPOCTOpa — OBa JeduHHUIM]a He 3aBUCH
on m360pa JTOKaJTHIX KoopAmHaTa. AKo je mHorocrpykoct kiaace CF, yemos (1)
nam omoryhasa ja meduHMIIEMO IIaTKa npecaukasama kiaace CF: ako moce6mo
HE HAIIOMEHEMO Jpyraduje, Mo TEPMUHOM TJIATKUX [IPECTUKABabha HA3UBAMO TIPEC-
JmkaBama kiaace C°°. Ckyn cBuX mIarkux npeciukasawa F @ N — M kiace
k € NU {oo} osmagasamo ca C¥(N,M). Ckymosu C¥(N,M) mory ma Bume
MPUPOIHNUX HAYUMHA Ja ce CHAD/Iejy TOIOJIOrHjoM, TaKO /1a DYHKIMje Mamber CTerneHa
IJIATKOCTH MOTY IIPOM3BOJ/HHO J00PO /14 ce ampoKCHUMHUpPajy pyHKIHMjama Beher cre-
neHa riarkocTu (Jerasbu Mory Ja ce uje Hup. y [35]). Caeneha reopema nokasyje
Jla XOMOTOIICKA CBOjCTBA HEIPEKUTHUX [IPECJUKABAHA MOLY JIOBOJBHO JI0OPO 14 ce
OTIMTITY M3yYIaBarheM IJIaTKUX.

Teopema 1. 3a ceaxo nenpexudno npecaurasare F : N — M nocmoju eaamixo
npecaukasarwe G € C°(N, M) xoje je je xomomoncku exeusarenmmo F.

Crernjanno, ako je M = R roBopumo o zagmrum @pynkyujemae Ha N; cKyI
riarkux dyHkuja o3nadaBamo, ocum ca C°(N,R), u ca C*°(N). Ako je N =1
naTEpBaT y R 2aamrum kpusama ua M Ha3MBAMO IIaTKa MPECTHKABAHA

v:I— M.

Heka cy f u g nse dynkuuje, nedbunucane u ruarke y Hekoj (e obaBe3Ho
UCTO]) OTBOPEHO] OKOJIMHM Tauke p € M; HA30BUMO UX EKBUBAJIEHTHUM aKO UM
ce PecTpUKIMje HAa HeKy Maiby OKOJIWHY Tokjamajy. pyrum peunma, f ~ g ako
I caMO aKO TIOCTOjU OTBOPEeHa OKOMWHA V 2 p, TakBa Ja je f‘v = g|V. Ckyn
KJlaca eKBUBAJICHIIM]E Y OJHOCY Ha OBY peJiaiujy o3nadasamo ca C°°(p). Muoxeme
dyHKIHja cKaIapoM U cabuparme U MHOXKemhe (PYHKIHja 10 TAUYKaMa IPEeHoCce ce Ha
KJjlace eKBuBajeHuuje, ua je ckyu C'(p) anrebpa nax nosem R.

Hexa je I C R oTBOpenm mHTEpBAT KOju Caapku Hyay u v : I — M rimarka
kpuBa, Taksa ga je 7(0) = p. Heka je dbyukuuja f nedunucana u riarka y HEKO]
okoJIMHY Tadke p u [f] mweHa Kiaca ekpuBasiennuje y C(p). Kommosumuja

foy:I—=R

je riarka peasHa (DYHKIMjA jegHe peajiHe MPOMEH/bUBE W HHE€H W3BOJA Yy HYIH je
peannn 6poj. IlpeciukaBame

Xy:C=(p) =R, X ([f]) = (fo)(0) (4)

je mo6po nedunucano (1j. He3aBucHO o u3bopa mpejcraBuuka f Kiaace [f]) sun-
€apHO IIPECIUKABambe. Pasimanre KpuBe 7 MOry Aa JebHHHILY HCTO IPECTHKABAE
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X,. Cem Tora, Huje cBaKo nuHEeapHO npecnukasame X : C(p) :— R nobujeno Ha
OBaj HAYWH OJ HEKE KPUBE 7y; OHA KOja jecy, 33/10BosbaBajy JIajoHuoBo mpasuio

X(f-g9)=X(fglp) + f(p)X(9)- (5)

Hedoununnuja 2. Ckyn Juneapuux upeciaukaBamba X : C®(p) — R koja
3az10BosbaBajy Jlajouunoso npasuio (5) Ha3UBA Ce MAH2EHMHUM NPOCTNOPOM MHO-
roctpykoctu M y Tadxu p u o3Ha4daBa ca 1, M. YH#ja CBUX TAaHT€HTHUX IPOCTOPA
HA3WBA CE MAH2EHMHUM pPacaojervem 1 o3Haqdana ca T M.

IIpumep 1. Heka je M orsopen nogckyn y R™ ca koopaunarama (1, ...,2T,)
up € M. Ilapuujanau uzsonu
0 )
e :C®(p) =R, je{l,...,n} (6)
Xjle=p

Cy JIMHEApHA MPEeCINKaBama U 33]0B0sbaBajy Jlajonumoso mpasuiao. Moxke na ce
HOKaxke JIa je CBako JimHeapHo npeciukasawe C™(p) — R koje 3amososbasa Jla-
jOHMIIOBO LpaBUIIO JMHeapHa KOMOuHanuja upeciaukasamba (6). Ipyrum peuuma,
raHrenTHH Tpoctop T, M je BeKTOPCKE mpoCTOp AuMen3uje n ca 6azom (6).
Croenumjamnuo, 3a n = 1, ako je I orBopenu uutepBan y R u ¢y € I, Ty, I je
jE€THOMMMEH3UOHN BEKTOPCKHU TTPOCTOP TEHEPUCAH BEKTOPOM %‘t:to' i

3amarak 1. Kaxemo na ce ape riarke kpuse o, : I — R™ manzenmmno
d00upyjy y Ta4Ku P aKo je

0(0) =50 =p 1 ()= Do), @

Hazosumo kpuBe o u 3 ekBUBaJEHTHUM aKo 3aj10BosbaBajy (7). dokasaru nma je
TuMe 100po meduHNCAHA PEsIallija eKBUBAJICHIN]E HA CKYIy IVIATKUX KPUBUX KOj€
nposiaze Kpo3 rauky p. Jlokazaru na 3a kpuse Kpuse « u [ Koje 3a10B0sbaBajy (7)
BaXKHU

Xo = Xg,

rae ¢y X, u X oneparopu gedunncanu ca (4). Wssectu omarme 3ak/pydak na
TaHTeHTHH mpoctop T,R™ moxke ma ce medwnmIe Kao CKyH Kaca €KHBaJCHITHje
KPUBHX KOje IIpOoJia3e KPO3 TAYKY P. v

3anarak 2. Heka je M rmarka muorocrpykoct. Kaxkemo ma ce aBe riarke
kpuse «, 3 : I — M manzenmuo dodupyjy y Tauku p € M ako ce OHE TAHIEHTHO
JIOIUpYjy y HEKOj KapTu, Kao mro je aedunucano y Samarky 1. lokaszaru jga ce
OHJIa OHEe TAHTEHTHO JOAWDYjy y CBaKO] KapTH, W Ja je TUMe J00po JeduHmcana
penanja eKBUBAJIECHITNje Ha CKYIy IJIATKUX KPUBHUX KOje Tpoja3e Kpo3 Ta4dKy p.
Joxazarn ma tanreHTHH TpocTop T,M Moxke ma ce meduHMIIE Kao CKyH Kiaca
€KBHUBAJIEHIIAje KPUBHUX KOje mpoJia3e Kpo3 Taduky p € M. v

Ckyn WHeapHUX MPECIUKABAbha UMa CTPYKTYPY BEKTOPCKOT MPOCTOPA, Ia je
cBaKM TaHTeHTHN mpocTop 1), M BekTopcku mpocTop. OOjeKTe Ayasne TAHT€HTHOM
IPOCTOPY M TAHTEHTHOM PACIojey u3aBajamo ciaemehoM medpuHumnmjom.

. . "

Hepuanumja 3. [lyan sektopckor npocropa 1, M, Tj. mpocrop T;M ceux
JinHeapHuX npeciukasama 1T, M — R nasusa ce KomaHzenmmum npocmopom MHO-
rocrpykoctu M y Tauku p. YHHja CBUX KOTAHTEHTHHUX MMPOCTOPA HA3WBA CE KOMGH-
2eHMHUM pacaojervem U o3Hadasa ca 1 M. O
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W3Box roarkor npeciukaBama (3) y Tauku ¢ € N neduHMIIEMO K0 JIMHEAPHO
IPECTNKABAIHE

DF(q) : TyN = TpgyM,  DF(q)(X)(f) = X(f o F), (8)

3a X € TyN u f € C®(F(q)). Y3 DF, 3a o3HaKy u3BOIAa IIpeciHKaBama [
kopuctuMo u 0o3Haky F,, mok f o F' o3mauaBamo ca F™f, tako ma medunurumjy
u3B0/a (8) MOXKEMO /14 3AIUIIEMO U KA

FX(f) = X(F*f).
(ymecro Fi(p)(X) numemo u camo F.X kaj nema norpebe ja HarjamabaMo p).

Cuenumjanno, ako je (U, ) koopauHATHA KapTa, OMEPATOPH Mu(EPEHIUPAma IO
KOODJIMHATAMA,

0 0

— ., =— €T, nR"

(9:E1 3In »(p)

IpeCcTaB/bajy 6a3y TAHTEHTHOr MPOCTOPA €yKIUICKOT MIPOCTOPa, a IbUXOBE CJIUKE
0 0
-1 -1
— et eT,M
SD* axl SD* axn P

6azy y T,M.

IIpumep 2. Hapasuo, 0Bako gedWHUCAHY TIOjMOBH YOIIIIITABA]y MO3HATE I0j-
MoBe m3 audepennujanuaor padyra y R™. Ha mpumep, meka je I uarepsan y R u
v : I — R"™ rnarka kpusa y R". O6jexar nedunucan uspasom (8) (upu demy je
ogue F'=~, N=1u M =R") je cranpapauu usson y R™:

d dy
t)— = —(t

un, kpahe,

d dy
Tar T ar
Omnmrruje, ako je v : I — M riarka KpuBa Ha TJIATKO] MHOTOCTpyKocTH M, ca
‘f% unm ' () 03HAYABAMO TAHIEHTHU BEKTOD 'y*% cTyyM. f

Hepuuumnuja 4. Hoackyn N C M je zaamra nodmmo2ocmpyrocm MHOTOCTDPY-
kocru M ako mocroju MHOrOCTPYKOCT S M IJIaTKO npeciukasame ) : S — M takBo
J1a BayKu:

(1) 7 je xomeomopduzam ckymna S Ha J(S) y peJaTUBHO] TONOJIOTUjH;
(2) usBOK )4 (5) : T'sS — T)(5)M je unjeKTHBHO IPECINKABAILE 32 CBAKO § € S.

IIpecimkaBame ) KOje 3a70BO/baBa OBE YCIOBE HA3UBAMO YAG2AHEM. O

CBaka mOIMHOIOCTPYKOCT HUMa CTPYKTYPY LJIaTKe MHOrOCTpyKocTH — u3 Teo-
peme o0 paHry cieiu jaa csaka rauka p € N = 3(S) uma koopaunaruy okosiuny U y
K0joj ce N NU 3auaje koopaunarama (1, ..., Tdim s,0,...,0).

IIpumep 3. Kpusa C := {(z,y) € R? | y? = 23} uma rnarky napamerpusanujy

x =12, Yy = t3: mpecimKaBame
1R = R? at) = (£%,6%)

je rimarko u gedunume xomeomopdusam peasde npase Ha C. To 3naun na je C
[JIATKA MHOTOCTPYKOCT, KOja MOXKE J[a Ce TIOKPHje jeTHOM KapTOM (TaKO 1 je YCI0B
na je (1) mudeomopduzam Tayrosoruja).

MebhyTum, C mHje nodmmozocmpyxocm y R? y cvmeny Hedunumuje 4. Ilpec-
JIMKaBame ¢ Huje ynarame, jep je o' (0) = 0. Hapasro, TO HUje TOBOBHO 32 3aKIby IaK
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na kpuBa C' HEje MOJMHOrOCTPYKOCT — Tpeba JI0Ka3aTHu J1a He MOCTOjH HeKa JAPyra
IbeHa MmapaMeTpu3aliija Koja je ymarame. Heka je

J:]S_538+6[_> RZa ](}8_575+5[) C07 .](8) = (070)
MPOM3BOJbHA TJIATKA MapaMerpu3saiuja kpuse C'y OKOJIUHN KOOPINHATHOT MOYETKA.
Axko je y(t) = (x(t), y(t)), onma je

d

2:(8) 7 = (@ (1), 4/ (1))-

Kpusa C wMa XOpM30HTATIHY TAHTEHTY Y KOODIMHATHOM MOYETKY, na je y'(s) = 0.
Moo je j Gujekimja, ©’ Mewa 3HAK y Tadku S. VI3 HENPEKUIHOCTHU PBOr U3BOJA
cienm ' (s) = 0. Jpyrum peduma, Baxu J.(s) = 0, na HUje UCILyHeH IPYIU YCJIOB
y Hedunnnuju 4. f

Axo je (U, ) nokanna KapTa, ¢~ ! ce Ha3WBa A0KAAHOM NAPALMEMPUSAUUIOM
U YOTIIITaBa MapaMeTapCKe jeJHAYNHE KPUBUX U MOBPIIU Y €YKJIHUICKOM MPOCTOPY .
Kao mrro 3namo, KpuBe u MOBPINK MOTY [1a Ce 3a/1ajy ¥ eKCITUIUTHAM jeTHAINHAMA
(unp. 2% +y? = 1 je exunumuTHA, a T = cost, y = sint mapaMeTapcKa jeHAYMHA
kpyra). EkcrymiurHe jegHaunie KpUBAX W TOBPINM yOIInTasa caeneha Teopema,
unju JoKa3 ciaenn 3 Teopeme o panry.

Teopema 2. Hexa je N zaamka mmozocmpykocm dumensuje n, M aiamxa
MmHozocmpyrocm dumensuje m, u F : N — M zaaamro npecaukasarse, wuju u3600

F*(p) : TPN — TF(p)M

uma Koucmanman pare k y ceaxoj mauku p € N. Tada je 3a ceaxo q € M ckyn
F~Y(q) 2aamxa nodmmozocmpyrocm mmozocmpyxocmu N, dumensuje n — k.

Hepunumnuja 5. Tauka p € N je cuneyaapra mavka npecankasama F 1 N —
M axo usson F,(p) y Toj Tauku Huje cypjekTuBan; Bpeguoct F(p) y cunrynapmoj
TadKU je cuHayasapua eépednocm. Tauka ¢ € M je peaysapma eépednocm axo HUje
CUHI'YJIApHA. O

Tpeba umarn Ha yMy na cy u tadke ckyna M \ F(N), mo oBoj nedununnmjm,
peryjiapHe BpeJIHOCTH.

ITocnemuma 1. Axo je ¢ € M peeysapna epednocm npecaurasara F @ N —
M, onda je F~1(q) uau npasan cxyn uau 2aamxa nodmmozocmpyxocm Jumensuje
dim N — dim M.
A Axo je upecnukasamwe Fi(pg) cypjekrusno, onja je cypjekrusuo u Fy(p) 3a p

y HEKOj OKOJIMH! TauKe (g, Ta MOXKeMOo ma mpuMeHnMo Teopemy 2 Ha pecTpmkInjy
F:U— M. \V4

Ilocaemuma 2. Axo je N eaamxa mmozocmpyrxocm u f : N — R zaamrko
npecauxasarse, onda je 3a ceaxe dee pezyaraphe epednocmu a,b € R exyn f~*([a, b))
enamxa mnozocmpyrocm ca zparuvom {f~H(a)} U{f~1(b)}.

A Cxyn f~(]a,b]) je orBopen y N, ofakie ciaeau a je OH MHOTOCTPYKOCT JHMEH-
suje n = dim N. U3 Teopeme o panry cieam ja 3a cBaka tauka p € {f1(a)} U
{f~(b)} nma xoopmuHaTHy okomuuy U y Kojoj f wma 3armmc

flz1,...,zn) = 21.
Onarne caenn na je ckyn f~1([a,b]) N U xomeomopdan 0TBOPEHOM MOACKYITy MO-
aynpocropa {x; < 0}. \V4
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TMocnemuua 3. Axo je N mnozocmpyrocm ca epanuyom ON, F : N — M
240MK0 npecaukasarwe u q € M pezyrapna epednocm npecauxasarsa F u rwezoee
pecmpuryuje F|aN na 2parnuyy ON. Tada je F~1(q) nodmmozocmpyxocm ca 2paru-
yom ON N F~1(q).

A Heka je p € F71(q). Axo p muje ma rpanmnu ON, y HEKOj HEHO] OKOTHHE
Moxkemo Ja npumenumo Ilocaenuiy 1. IpernocraBumo na je p € N, uzabepumo
KOOD/IMHATHE OKOJIMHE Tadaka p u ¢, TakBe 1a je y wuma p = 0, ¢ = 0. Ilpu Tome
je okonmHA Tadke p OTBOpeH mojckyn y moaynpocropy H™ = {z; < 0}, amu no
neUHUIMjU TIATKOD MPECInKaBamba Ha pyOy, F MOXke 1a ce mpOMupH 10 MPec-
nuKkapamba F KOje je miaTko Ha orBopenoj okomuau Hyse y R™. Cmamyjyhu ty
OKOJIMHY &KO je MOTpeGHO, MPETHOCTABUMO /I Cy CBE IheHe TauKe PerylapHe Tauke
npeciukapama F. Omarie ciaenn ga je F~1(0) riaTka mogMHOTOCTPYKOCT AMMEH-
3uje n — m. llocmarpajmo nmpojexmujy

7 F~1(0) - R, (X1, ., xp) — 21,
Tauka 0 € R je mwena peryaapaa BpeIHOCT — y MPOTUBHOM Ou OWUIIO
ToF~(0) € {z; = 0}.
Iomro je ToF~1(0) = ker F, (0), onatse 6u creamio ga je
dim(im (F|{x1:0})*(0) =n—1—kerF0)=n—1—(Mn-m)=m-—1,

[ITO je y CYyHPOTHOCTH Ca MPETIOCTABKOM 13 je Tadka ¢ € M (1j. Tauka 0 € R™
y HAIIUM KOODJMHATAMA) PEryjapHa BPEIHOCT PECTPUKIIM]E PECTPUKIHje F| aN"
Hokas caga caemau u3 [Tocnenune 2, upumemede Ha QyHkuyjy f = . v

Ipumep 4. Coepa S™ = {(zo,x1,...,7,) ER" |22 + 22+ + 22 =1} je
nomMHEorocTpykocT y R™! jep je pamr m3soma mpeciumkaBama

R™M 5 (20,21, .y 2n) = a2+ -+ 22 €R
jemnak 1y oxosmuu S™. f

Ipumep 5. Ussox mpecmmkapamwa F : R2 — R, F(z,y) = 2° — y? nema

KOHCTAHTAH PaHI: beros pasr je 0 y KOOPJAMHATHOM IIOYETKY, a 1 y CBUM OCTAJIUM
raukama. ITomrro je F(0,0) = 0, cieam na je 0 jenuHa CHHTYJIApHA BPEIHOCT OBOT
npecuKaBaba, oflakye caemu jaa je 3a csako t # 0 ckyn F1(t) = {23 —y? =t}
riarka noamuoroctpykoct y R2. YV Tpumepy 3 cmo sugenn ga ckyn F~1(0) auje
HOIMHOTOCTPYKOCT ¥ ambujerty R?, naxo cam 3a cebe JOLYIITa CTPYKTYPY I[IATKE
MHOI'OCTPYKOCTH. #

Cuneneha Teopema mokasyje j1a Cy CKOPO CB€ BPEIHOCTH TJIATKOT ITPECINKABAbhA

perynapue. IIpe Hero mrro je popmynumemo, nedpuancahemo mra To 3HAYH ,,CKOPO
7
cBe”.

Heduaunmnuja 6. Ionckyn A C M riarke MHOTOCTPYKOCTH je CKYT Mepe HYAd,
axo je 3a csaxy xapty (U, ) momckyn (A NU) C RI™M cxyn JleGerose mepe
mysa. Heko cBOjcTBO BaKu 3a ckopo cée Tadke MHOTOCTpyKOocTtu M, miau cxopo
ceyda na M, ako je CKyll Tadyaka KOje HeMajy TO CBOJCTBO Mepe HyJla. O

IIperxonna medwuunmja je ompasaana u3 aBa pasjiora. [lpsu je Taj mro, HA
ocaoBy Teopeme O CpemOj BPEIHOCTH, IJIATKO MPECINKABAME CJIUKA CKYIl Mepe
HyJa y CKyIl Mepe Hyma. Ipyru je Taj mrro MHOTOCTPYKOCT MOKe J1a Ce MTOKpHje ca
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mpedpPOjuBO MHOTO Kapara, 11, je MPEeTXOIHa, 1eMUHUIN]a, CArJIacHa, Ca, JeDUHUITT]OM
Jleberose mepe nyna y caydajy M = R™, jep je npebpojuBa yHHja CKyIOBa Mepe
HyJIa CKYIl Mepe HyJIa.

Teopema 3. (CapuoBa) Ckyn cuH2yAaPHUL 6PETHOCTNU 2AGTNKO2 NPECAUKA-
earva F': N — M je cxyn mepe nyaa.

ITocnenuua 4. Axo je N KOMNAKMHG 2A0MKG MHOZOCTPYKOCT, CG 2PAHULOM
ON, me nocmoju zaamxa pempaxyuja® F : N — ON.

A U3 Capmose Teopeme ciienn a MOCTOjU PEryjaapHa BpegHocT g € ON mpecanka-
Bama F'. Omna je cBakako W peryjapHa TadKa PECTPHUKIIHje F’aN = idgy. U3
Ilocnenute 3 cneau na je F *1(q) KOMITAKTHA j€JIHOJIMMEH3UOHA TTOAMHOIOCTPYKOCT
y N, anja je rpanuna noamuorocrpykocr y ON. Ilomro je F~1(yo) NON = {yo},
Ta TPAHUIIA CE€ CACTOjU O jeJHe TauKe, ITO je KOHTPAIUKIIHja, MOIITO jeTHOIMMEH-
3MOHA, MHOTOCTPYKOCT MMa, MapaH OpOj Tadaka HA TPAHUIIH. \V4

IMocnemuua 5. (BpayepoBa Tteopema o dukcHoj tauku) Ceaxo 2aamko
npecaukasare G : B" — B" aonme Ha cebe uma Ppurchy mauxy.

A Y nporuBHOM OHM IpeciuKaBambe Koje Tadky x € B ciauka y npecedHy Tadky
noJTynpase Koja ToJjla3n U3 Tavuke T 1 cmaja je ca G(r) ca cdepom S~ = GB" 6uo
IJIaTKa PETPAKIHja JionTe Ha cdepy, mTo je y cymporroctu ca [locmenumom 4. <7

Hamomena 1. ¥V dbopmynanuju Teopeme 3, Kao u CBysa y OBOM TEKCTY, IO,
rarkomthy moapasymeBamo riaarkocT kiace C°°. Tlocroju w mpenusHuja Bep3wuja
Capmose teopeme: Axo je ' : N — M npecaukasarse xaace C* u axo je k >
max{dim N —dim M + 1,1}, ckyn me206ut cunzyiaprus 6pedrocmu je ckyn mepe
HYAC. o

IIpumep 6. (Xomoroncke rpyne cdepe) Heka je p € M dukcnpana raduka
Ha ry1aTKoj MEOrocrpykoctu M u s € S* dukcupana Tauka Ha eKBaTOpy cepe au-
mensuje k. CKyI CBUX XOMOTICKHUX K/IaCa HEHPeKUIHUX Hpeciukapama [ : S — M
rakBuX 12 je f(s) = p nasuBa ce k—mom TOMOMONCKOM 2PYnom MHOIOCTPYKOCTU
M n o3nauasa ca 7, (M; p). Onepannja y oBoj rpymu ce medbuHUIIE Ha BPIO TPUPO-
nan, reomerpujckn vaun. Hexa cy fi, fo : S¥ — M nBa npeciukasama. Ja 6ucmo
neduHUCAIN TPECIuKaBame f1 + fo, IPUMETHMO 13 aKO CBE Ta4Ke eKkBaTopa cdepe
naeaTuduKyjemo, mobujemo nse cdepe ucre auMeH3Hje, Koje ce TOTupPYjy Y jemaHoj
rauku. IIpeciukaBame f1 + fo nedunimemo rako na Oyzne jenHako fi Ha jeaHoj, a
fo Ha 1pyroj ox te cepe. Tako mobujamo mpeciuxasame fi + fo : SF — M, xoje
CJIVKA 110 eKBATOP ¥ TAUKY P.

Cuenujanno, 71 (M;p) je Pyndamenmanna epyna muorocrpykocru M. Oso je
jennHa XOMOTOIICKA TPyIa Koja He Mopa mda Oyae KOMyTaTuBHA; 3a k > 2 rpyrme
7k (M;p) cy AGesose. Ako je M noBe3ana MHOrocTpykocT u pi,p2 € M, rpyne
7, (M;p1) u (M p2) cy usomopdue?, na gecro kopucrumo kpahy osmaky Ty (M).
Jlako ce BUIM 18 XOMOTOTICKM €KBUBAJIEHTHE MHOTOCTPYKOCTH UMAjy U30MOpQHe
XOMOTOIICKE TPYTIE.

N3 Capaose Teopeme cieau ma je

m(S") =0 3a k<1,
3f: X > A je pempaxyuje ckyna X ma ckyn A C X ako je f(a) = a 3a cBe a € A.

4‘OBaj n3omopdu3aM HEje KAHOHCKH; KOHCTpyHIIe ce y3 momoh myra xoju cmaja Tadke p; u
P2 My ONIITEM CJIy4ajy 3aBHCH OJ] TOT IIyTa.
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WM, IPYTUM PednMa, Ja je CBAaKO HeIpeKHJIHO mpeciaukasame [ : S — S™ xomo-
TOITHO KOHCTAHTHOM. 3aucta, 30or Teopeme 1 MoxkeMo j1a mpermoctaBuMo jaa je f
mraTko, a u3 CapjoBe Teopeme CJIeIu Ja Cy CKOpPO CBe Tadke u3 S" merose pery-
JlapHe BpegHoCTH. 300r k < n jenuHe Tadyke Koje Cy peryjapHe BPEIHOCTH Cy OHE
koje Hucy y cammm im(f). Heka je ¢ € S™ \ im(f) jeana makpa Tauka m —c O]
AHTHATIOJATHA TadKa. XOMOTETHja Ca IEHTPOM y ¢ Jaje TpayKeHy XOMOTOMH]y KOja

npeciuKaBambe [ medopmuiie y KOHCTAHTHO IpecaukaBame f; = —c.
Mozxe na ce nokaxe na je m,(S™) = Z. Ilosuare cy u Heke, ajiu He CBe,
xomoTorncke rpyne 7 (S™) 3a k > n. f

Cneneha nedununmja mam omoryhasa ja (opMysuIeMO yCaoB O KOjUM je
MPECEK JIBe MOIMHOTOCTPYKOCTH MOIMHOTOCTPYKOCT.

Hepunumnuja 7. Kaxemo na cy nogmuorocrpykocru R, S C M mpanceepsan-
He, WU HAAG3E Y ONUWMEM N0A0%CAY, aKko je wamm RN .S = 0, nmm

T,R+T,S =T,M
zaceepe RNS. o

3anmarak 3. Vcnuraru Tpancsep3aisHocT nogmuorocrpykoctu R,.S C My
cremehum caydajeBumMas

(a) M =R3, R je xy-pasan, S je z—oca;

(6) M =R" xR", R={0} x R", S = A (nujaronamna);

(B) M = R™ "™ (ckyn cBuxX Marpuna n X n), R je CKyll CHMeTpUYHUX MaTPHIIA,
S je CKyn KOCOCHMETPUIHMAX MATPUIA;

M) M=R} R={2>+y?—22=1}, S={22+y? +22=p?}, peR. v

Teopema 4. Axo cy R u S mpanceepsasne nodmHo2ocmpyrocmu MHO20CMpPY-
xocmu M, onda je RN S uau npasan ckyn, usu nodmMHo20cmpyrocm JumeHauje
dim R+dim S —dim M (dpyeum, saxwum 3a namhere, pewuma, codim (RNS) =
codim R + codim S ).

A Ako je m =dim M, r =dim R, s = dim S, y Hekoj oxkosiunu U Tauke p € RN S
MHOTOCTPYKOCT R MoKe na ce 3azma jenHaunuoM f(xz) = 0, 3a Hexy byHKuujy f :
U— K™ " a8 jeqnaunnom g(z) = 0 3a vexy dbyuxuujy ¢ : U — K™% npu uemy
je 0 perynapua Bpemaoct obe dbyukmuje. I3 mpermocTaBke O TPaHCBEP3ATHOCTH
cienu 1a je (0,0) perynapua Bpennocr dyukuumje (f,g) : Ug — K™™" x K™% 3a
noBosbHO Masu mozackyn Uy C U, ma gokas ciean u3 [locmenumne 1. \V4

3amarak 4. Heka je ' : N — M rmarko npecnukaBame. /Jlokasaru ga je
rpaduk

I'r:={(q,F(q)) | g € N}

IJIATKa MOAMHOTOCTPYKOCT MHOrocTpykocTu N X M. v
Teopema 4 Moxke 1a ce YOIIIITH.

Heduaunuja 8. Ilpecaukaama F': R - M u G : S — M cy mpanceepsasta
ako je F'(R) N G(S) = 0 unu ako je
Fi(a)T,R+ G.(b)T,S = T,M
3a cBe a, b, p, TakBe 1a je F(a) = G(b) = p.
Crenujanno, npeciaukaBame F : R — M je mpanceep3asno Ha noomMHO20Cmpy-
xocm S C M axo cy F' u wnkny3uja jg : S < M TpancBep3ajgHa MPECIUKABAIHA.

O
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IIpumernMo f1a je mojaM peryapHe BpeHOCTH CHelrjajiaH C/1ydaj TPaHCBep3aJl-
Hoctu: Tavyka g € M je perysnapna BpeaHocT npeciukasama F : N — M ako u camo
ako je F' rpancsep3anno na nogmuorocrpykocr {q}. Cuenehia reopema je yomrerme
Tlocnennie 1.

Teopema 5. Hexka cy F : R - M u G : S — M mpaHceep3aina npeciura-
sarva. Tada je
Rxy S:={(a,b) e Rx S| F(a) =G(b)}
aaamxa nodmuozocmpykocm y R x S. Cneyujaano, axo je S nodmmozocmpyrocm
y M, a npecauxasarve F : R — M mpanceepsaino na S, onda je F~1(S) nodmmo-
2ocmpyxocm y R.

A Osa Teopema Moxe ja ce cBejie Ha Teopemy 4 mocmarpamem rpaduka
I'eCRxM nu Il'eCcSxM

npeciaukaBama F' u G u noka3oMm Ja je mpecek moamuorocTpykoctu I'p X I'g u
RxSxAp (roeje Ay :={(p,p) | p € M} nujaronanay M x M) y MHOrOCTpYKOCTH
R xS x M x M tpancsep3aJiag. \V4

3amarak 5. Heka cy R u S nommuorocrpykocru y M, takse na je u RN S
MOAMHOTOCTPYKOCT.

(a) a u omarie ciaenu na ce R u S ceKy TpaHCBEp3aHO?!

(6) Axko je mpu Tome u dim (RN S) = dim R + dim S — dim M, xa nu oxarie
cnenu 1a ce R u S cexy TpaHcBep3asHO? v

Youmremwe CapjioBe rteopeme cy cuejelie ae reopeme. Pamu jennocrasauje
dopmymalmje, TPETIOCTABUMO Ja jé MHOTOCTPYKOCT M yTOm/beHa y eyKJIWICKH
npocrop R™° u na je || - || HopmMa Ha TOoM mpoctopy, a | - |le M3 e u3BeneHa
SUp—HOpMa Ha MPOCTOPY IpecankaBama M — R™0,

Teopema 6. Heka cy M u R aaamxe mmnozocmpyrxocmu, S C M nodmmo-
2zocmpyrocm 3adama yaazarwem 3 2 S — M u F : R — M aaamxo npecauxa-
sare. Tada nocmoju yaazarwe je : S — M maxeo da je F mpanceep3asno na j. u

17— Jelloo < e

Teopema 7. Hexa cy M u R aaamke mmozocmpyxocmu u wexa je S C M
nodmuozocmpykocm. 3a c6ako eaamko npecaukasare ' : R — M nocmoju 2aamxo
npecauxasare I, : R — M koje je mpanceep3asno na S u TOMOMONHO NPECAUKA-
sary F, maxeo da je ||F — F.||o < €.

Moxke ma ce moKaxKe Ja Cy TPETXOJIHE JIBe TeopeMe eKBUBAJIEHTHE; CBaKa OF
IbUX je To3HaTa Kao Teopema 0 Mmpanceep3arstocmil.

ITpumep 7. He nocroje ynanganu kpyrosu y R™ 3a n > 4. 3awucra, Heka cy
naru kpyrosu C; = v1(S') u Cy = 42(St) u nexa je Dy auck ca rpanunom C;. Io
TEOPEMHU O TPAHCBEP3AJHOCTH, MaJIOM AeOPMAIIHjoOM MOKEMO 1a joBegeMo Dy y
TpaHcBep3asian mosoxkaj y oxuocy wHa Cy. Ilomro je dim Cy 4+ dim D = 3 < 4,
TPAHCBEP3ATHOCT j€ €KBUBAJEHTHA JMCjyHKTHOCTH, mTo 3Ha4m ga C7 m Cy Hucy
yJIAHYAHU. f

Tanrentrno pacmojeme T'M nMa CTPYKTYpPY TJIaTKe MHOTOCTPYKOCTHU JTUMEH3U]je
2dim M, ca kaprama gaedWHUCAHUM TTOMONY MPECINKABAHA ¢ X .

Bexmopcko nome Ha MHOTOCTpYKOCTH M je rmaTrka dpaMuinja TAHTEHTHUX BEK-
TOpa Ha 10j, Tj. IMATKO mpecaukaBame X : M — TM, ca cBojcTrBOM 1a je
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X(p) € T,M 3a cBako p € M. Ywmecro X(p) demhe numemo X,. Ckyn cBux
BeKTOpCKuX nosba Ha M oszuauaBamo ca X (M). OBaj cKym je BEKTOPCKH IIPOC-
TOP, Yy OJHOCY HA ONEPAIAje MHOXKEA CKAJIAPOM U Cabupama BEKTOPCKHUX IT10Jba
no tTaukama: (aX + bY), := aX, + bY,. Onmrruje: x(M) je MOIys HaJ IPCTEHOM
C*>°(M) rnarkux dyHkimja va M.

Cem Tora, ckyn X (M) uma u crpykrypy anrebpe, nedbuHUCAHY MHOKEHEM

X,Y]= XY - VX, (9)
Tj. KoMyTaropom JuHeapuux oneparopa: [X,Y] aejcrsyje na C°°(p) no upasuiy

(X, Y] (f) = Xp(Y f) = Yy (X ). (10)
Uspas [ X, Y] nasusa ce Jlujesum sazpadama. pumernmo na cabuprmu XY u Y X Ha
JecHoj crpanu y (9), y ONIITeM CIy4ajy, Hucy BEKTOPCKA M0Jba, jep KOMIO3UIH]ja, He
3a/10BOJbaBa J1ajoHUII0BO mpaBuio (5), ajau ra KOMyTaTop 3a10B0jbasa. I[Ipumernmo
jomr u 11a je koMyTaTop JAeduHUCAH 34 BEKTOPCKA MOJba, & HE 34 BEKTODE, jep MpPBHU
cabupak Ha JecHoj crpanu y (10) uma cmucaa camo ako je uspas Y f (Ha koju ce
npuMmessyje omeparop X,) dyHkuuja (u CIHIHO 3a APYrH cabHpak).

JIujere 3arpane cy ouamneapre, antucnmerpuune ([X,Y] = —[Y, X]) u 3am0-
BOJbaBAjy Jakxobujes udenmumem
[(X,Y], Z] +[[2, X], Y]+ [[Y, Z], X] = 0. (11)

3amarak 6. /lokasaru 1a 3a BEKTOPCKA MOJba

n 6 n a
X—;aj(x)%j, Y—Zbk(l“)aixk
y R™ Baxku

- 8bk 8ak 0
X Y] = Z <a] z; bi 8xj) oz
1<j,k<n

v

Teopema 8. Heka je F' : N — M aaamxo npecaurxasare u Hexa cy X,Y €
X (N) sexmopcra nowa na N. Tada je

F.[X,Y] = [F.X,FY].
AFIXYf=[X,Y](foF) = X(Y(foF)) - Y(X(foF)) = X(EYf)oF)—
Y(F.Xf)oF)=F.X(F,Yf)— F.Y(F.Xf) = [F.X,F,Y]f. \V

BekTopcko mospe X #Ha MHOrOCcTpyKOocTr M 3amaje nudepeHIujanny je HaTmHy

Dy =x00). 20 =p,

qnje je periee KpuBa Kpo3 p. lloacernmo ce cienehe, kiacuune, Teopeme u3
Teopuje AudepeHIIjaTHUX jeTHATHHA.

Teopema 9. Heka je U C R™ omeopen ckyn u neka je
X ]—¢,e[xU — R", X(t,xr,..yxn) = (1lt, 21,y xn), ooy (b, 21, oy 2n))

npecaukasarve Kaace C°°. Tada 3a cearxo x € U nocmoje omeopena okosuna V S x,
V C U, u6poj d >0, maxeu da 3a ceaxo p € V nocmoju npeciurasarse

vp ] —96,0[—= T, Yp(t) = (z1(2),. .., zn(t))
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xaace C°, xoje je pewere dudepernyujante jednavure

dr,
75’ =X(t, (),  w(0)=np, (12)
OaHOC’H,O, HANUCaAGHO y noop@unamama, cucmema
dx
d—tk(t) = fu(t,z1(t), ..., zn(t)), 25,(0) = pg, 1<k<n.

Oso pewerve je jeduncmeeno, y cmucay 0a ce c6axo pewerve Koje 3adosonasa (12)
nodydapa ca vy y wexoj okosunu Hyae. Tume je depunucaro npecaurasarse

(t,p) = 7p(t)

xoje je xaace C'°° no obe npomennuse.

Byayhu na je mperxomHo TBpheme JIOKAJIHOr KapaKTepa, OHO MOXKE 13, Ce pe-
dopmysuire 6e3 KOOpPAWHATA, HA Je3UKY BEKTOPCKUX T0Jba HA MHOTOCTPYKOCTH.

Teopema 10. Hexa je X; eaamxa (not € R) damuauja enamruz eexmopckus
noma Ha mrozocmpyxocmu M. Tada 3a ceaxo p € M mnocmoje omeopena 0K0AUHG
V 3 p u 6poj 6 > 0, makeu da nocmoju 2AamMKO NPECAUKAEAIHE

¢:]—68,8[xV — M, (t,x) = ¢4(x)
K0je 3a0060506a JeOHAUUHY

dey
= (@) =Xu(6:(@)),  do(2) =z (13)

Cuerujasino, ako je X BEKTOPCKO mojbe (Koje He 3aBUCH O t), 8 MHOIOCTPYKOCT
M xommakTHa®, permeme jenmadune (13) je jednonapamemapcra zpyna dugdeomop-
dusama, tj. damunuja nudeomopduszama ¢y : M — M Koja 3a10B0baBa

Pstt = Ps © Py (14)

JpyruM pedmma, y CIydajy aymonomhoz ounamuukoz cucmema (Tj. BEKTOPCKOT
nosba Koje He 3aBucu o t), jenunauuna (13) nedbununie mopduszam aguTusHe rpyie
(R,4) y rpyny (Diff (M), o) nudeomopduszama muorocrpykocru M. Oso cienu u3
jeauHCTBEHOCTH periemha AudepeHnujaite jeJHa9nHe U IUbeHule 1a ¢t — Qgpy U
t — ¢s 0 ¢y 3a70BOBABAJY MCTY AUDEPEHINjaNIny jeTHAMHHY ca UCTUM TTOYETHUM

YCIIOBUMA.
Hexka je U okommna myne y R", X : U — R" rmaTko BeKTOpPCKO mosbe. llper-
nocraBumo 1a je Xg # 0 u uzabepumo koopaunare (ry,...,IT,) TaKo Ja je

Xo = (1,0,...,0).

IMomro je X ruarko, ciaequ na je X # 0y Hekoj okosmuu uyne. Heka je ¢ (x)
UHTErpajiHa KpuBa oapehHa modeTHum yciaoBoM ¢o(z) = x, 1j.

d
Z0(@) = X(@u(x),  do(x) = . (15)

IIpecankaBame
h(z1,...,2n) = ¢zy (0,29, .., 20)

5KoummakTrocT mHOrocTpykoctu M mam omoryhasa ga pemreme gudepeHIyjaine jeqHaqnHe
MIPOJYKUMO Ha IIeJIy peajiHy IpaBy R; OBO je KJacH4aH pe3yiTaT U3 TeopHje TudepeHIjaJHuX
jeanaumua. BeKTOPCKO MOJbe YHje Cy WHTErpajiHe KpusBe ne(DUHUCAHE HA IIEJIOM CKyIy R Ha3uBa
ce KOMMAemHUM; KOMIIAKTHOCT HOCAYA je N0BOJbaH (He M HEeONXO/aH) yCIOB KOMILJIETHOCTH.
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je nedunucano y nekoj okonunu uyne. U3 (15) caeau

0 oh
*Tm:Tm:X(h)a h(0,22,...,2n) = (0,22,...,2p).
IMomrro je X # 0, ogarie caemu jga je h nokamau nudeoMmopdusam y HEKOj OKOJTUHI
nyne. 3a merop uuBeps ¢ = h~! Baxu p, X = 8%1
Tume cmo gokasanu caezehe TBpheme (IpuMeTnMo 1a je OHO JIOKAJTHOT KapakK-
Tepa, T1a Ta JI0Ka3yjy OBa Halla pasMarpama y R™):

Teopema 11. (O mcnpaBBUBOCTY BEKTOPCKUX modba) Heka je X 2aamxo
8EKMOPCKO Nome HaA 2aamKk0] muozocmpykocmu M. Tada cearxa mawka p € M y
xojoj je Xp # 0 uma xoopdurnammny oxoauny (U, @), maxey da je 0, X = 3%1.

Ob6jexru JlyaiHu BEKTOPCKUM TIOJbUMA HABUBA]Y CE KOBEKMOPCKUM NOSUMEG UITH
dugepenyujarrum 1-popmama. Tlpenusauje, CIMYIHO TAHTEHTHOM PACJOjEHy, U
KOTAHTEHTHO pacyojeme 1T* M mMa CTPYKTypy TJIaTKe MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3Hje
2dim M: axo je ¢ nokajHa kapra HA M, a ¢ IuHEAPHO MPECINKABAMBE IYAJTHO
U3BONY Y., OHAA je X ¢ jmokanna kapra wa 1*M. Kosexmopcko nome umu
dupepenyujarna 1-popma va M je riarko npeciukaBame 1 @ M — T*M koje

E3
3a70B07baBa yenonn(p) € T, M 3a crako p € M. Ymecto 1)(p) HeKa THIITEMO U 1),,.
Cxyn ceux qudepennujananx 1-dbopmu na M osznauasamo ca Q1 (M).

Kao mrro BeKTOpCKa TO/ba y JIOKATHIM KOOPMHATAMA MOTY & Ce HAMHUIITY Kao
JuHeapHe KOMOMHAIMje BEKTOPCKUX MOJba ;> TAKO U CBAKA nudepertmjantHa 1—
dopMa y JIOKATHIM KOOpIUHATAMA NUMa OOJIHK

dim M

Ne = Z aj(z)dx;, = (T1,...,Tdim M)
j=1

Ba a, 3 € QY (M) u p € M nomohy

c Rdim M

ap(Xp)  ap(Yy)
Bp(Xp)  Bp(Yp)

je meduHUCAHO AHTUCUMETPUIHO OUIMHEAPHO MTPECIUKABAIHE

ap A By : TyM x T,M — R.

ap A Bp(Xp, Yp) =

Omnepanujy A HA3UBAMO CTIOBAWHUM (UITH KAUHACTIUM) NPOUSE000M.

ITpecnimkaBame ¢ : p — (, Koja cBaKOj Ta4Ku p € M TpHUIPYXKyje aHTHCHMeT-
PHUYHO OGuIMHEeapHO mpecnuKaBame (p : T, M X T,M — R u xoje je rinarko® HasmBa
ce dugepenyujarrnom 2—-popmom. Cryn cBux mudepenrujamaux 2—hopmu wa M
osHauaba ce ca Q2 (M).

CKkyn aHTUCHMETPUYHUX OUJMHEAPHUX MPECIUKABama (Tj. CKYI aHTHCHMET-
PUYHUX MATPHIA) HA BEKTOPCKOM MPOCTOPY JAMMEH3Hje 71 jeé BEKTOPCKU ITPOCTOD
JMMEH3M]e (’QL) Oparne mako cienu na cBaka audepennujanana 2—dopma ( y
JIOKAJTHUM KOOPJMHATAMA MM 3aIuC

dim M

C:L’ = Z aj’k(fﬂ)dl'j /\dl’k.

Jk=1

6y cumeny sa je 3a cmaxa npa rmarka BekTopcka mosma X,Y npeciuxasame M 3 p >
(p(Xp,Yp) € R riarko.
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V¥ kopucrehu penaruje
dx; A\ dxy, = —dxp A dx;j (16)

KOje clelie n3 aHTUCUMETPUIHOCTU JleTePMUHAHTE 10 KOJIOHAMA, TPETXOTHN U3Pa3
MOXKEMO 13 3aIUIIeMO Y O0JIUKY

G= Y. bixla)dz; Aduy (17)
1<j<k<dim M

3a Heke (PYHKIH]E Cj k.
Chwmuro ce meduHuUIe KJIMHACTH TPou3Bof k mudepenmujanmuux 1-dbopmu u
1007ja aHTUCUMETPUYIHO k—JIMHEeAPHO mpecankaBame. Ha mpumep,

ap(Xyp)  ap(Yy) ap(Zp)
ap A Bp Np(Xp, Y, Zp) = |Bp(Xp)  Bp(Yp)  Bo(Zp)
’Yp(Xp) 'Yp(Yp) ’Yp(Zp)

3a 1-dopwme «, 5,y je aHTHCUMETPUIHO 3—/IMHEAPHO pecainKaBame. Tako 700mjamo
neburUHjy Jupepenyujornus k—popmu.

Hepununuja 9. Jupepenyujasne k—popme (wnu, kpahe, k—popme) na M cy
riarka (y cMucay nperxoise (ycHOTe) IpeciuKaBaba Koja CBAKOj Tadku p € M
HPUAPYKY]Y AaHTUCHMETPUYIHO K—nHeapHo mnpeciukasamwe na 1,M. Ckyn csux
k—dopyu ma M osrauapa ce ca w¥(M). 3a k = 0 je, no gedunummju Q°(M) =
C>(M) asak <0 QF(M) = {0}. O

Hpuvernvo ga je QF(M) = {0} 3a k > dim M, 360r anTncnverpuarocti. Ju-
MeHBI/Ija IPOCTOPpAa aHTUCUMETPUIHUX k*HI/IHeapHI/IX IpecinKaBalbha Ha BEKTOPCKOM
npocropy mumensuje n je (7). dakme QF (M) je momyn nan nperenom C°° (M) panra
(3). Cmruano xao y (17), noGujamo n3pa3 3a joxamny 3amuc k—dopume &

£y = > bjroge (@)dj Ao A dy,, (18)
1<j1<...<jrk<dim M

rae cy by, .. j. rnarke dynknuje. Kopucrehn opaj n3pa3 MoxKeMO Ja MPOIIHPHMO
MHOXKeme A Ha OumneapHo Hag C°° (M) npeciukaBambe

A QI (M) x QF (M) — QITk (M),
IMpecnukaBamwe F : M — N unaykyje npeciukaBame (U3BOM)
F.:TM — TN,
a THMe U IpecInKaBambe
F*:QF(N) = QF (M), Frp(X,.. ., X% = nF.(X ... X5,
Jlako ce mpoBepaBa Jia BaxKu
F*(aNp)=F*aNF"S.

Heka je G : L — M jom jenmo riaTko mpecinkaBame. U3 mpasuia 3a u3BOJ,
cioxkene dyukiyje (F o G), = Fy o G, cieau

(FoG)*=G*o F*: QF(N) — QF(L). (19)
Axo ¢y (x1,...,%,) nokanue koopaunare Ha M, a (yi,...,yn) H& N u F =
(fla AR fn)) niu, HPGHH3HI/Ije:

Foy,. . om) = (fi(@,. . am), - fo@n, . om)
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3aliC IpecauKaBama [y THM JIOKaJHUM KOOpJAWHATaMa , OHJIA je

of;
Oz,

6.
F*dyj:dszaiijldxl—F...—F dT,,.

Oparne cienn
F*(a(y) dyj, \--- Ndy;,) = a(F(x)) dfj, A Adfy,.
Banarak 7. (a) Heka je
F:R* 5 R? F(s,t)=(st,1).
Uspauynaru F*(zy? do + 22 dy) u F*(xdx A dy).
(6) Heka je
F:R?* 5 R, F(s,t)=s>+1.
Uspauynaru F*(xdz).
(8) Heka je
F:R* - R? F(r,0) = (rcosf,rsind,r?0)
u
n=vy dr+azydy+ dz, (=22deNdy+azydynde+dzAde, p=xzdeAdyAdz.
Wzpaayunarn F*n, F*¢ n F*p. v

W3 nunreapue asrebpe 3HAMO 13 je CBAKA aHTUCUMETPUIHA, N—IuHEApHA, (OpMa
HA BEKTOPCKOM MIPOCTOPY JUMEH3Hje 1 Mpornopiuonatna gerepmutantu. Cianydno,
ako je V orsopen noxackyn y R™, ceaka n—bopma p € Q™ (V) je obiuka

pw=fdxy N---ANdx, 3amneky ynkmujy f€ C(V).

Opmare ako cieau fa 33 oTBopeH noackym V' C R™ u mpeciukasame F : V' — R”
BaXKHU

Fdxy A -+ Ndxyp, = det[Fildzy A -+ Ndxy,
rae je [F.] marpuna m3soma mpecnukasawa F. Hmajyhm oo y Bumy, Teopema o
CMEHU TTPOMEH/bUBE Y WHTErPAJy MOXKE 113 Ce HAMUIIE y OOJUKY

/ p= / Frp, (20)
F(D) D

rae je F : V. — F(V) mudeomopdusam, D C V orpaHuveH m OTBOPEH CKYM U
w € Q*(V) nudepennujaaua n—dopma.

3uamo 13 guHeapHO mpecaukaBame L : X — X dyBa opujeHTaInjy BeKTOPCKOT
npocropa X ako je JerepMUHAHTA HeroBe MaTpuile y HeKOj (a TuMe u cBakoj) 6asu
no3utuBHa. Ako je V orBopen nozckyn y R™, kaxkemo na gudeomopduzam F :
V — F(V) uyBa opujeHTaImjy, ako je meros JakobujaH y CBaK0j TaYKH MO3UTHBAH.

Axko je M MHOTOCTPYKOCT JUMEH3HUjEe N, & 1, P2 JIBE JOKAJIHE KApTe OKO TAuKe
p € M, Baxku

(1093 ) daxy A+ Adey, = det](p1 0 @5 H)i]dry A+ A day,

rJie je u3pa3 Ha JeCHOj crpanu JakoOujaH Ipec/MKaBamba Q1 0 Py ! nedunucanor na
oTBOpeHoM moAckymy v R™. Omxarie cienu ma MHOrocTpykoct M gomyriTa arTiaac y
KOMeE CBe CMEHE KapaTa 4yBajy OPHjeHTAIINA]y aKO 1 CAMO aKO Ha 0] MOCTOju (popMa
p € QI MV xoja murae nuje jenmaka mymm. OBO cBOjCTBO m3ABajaMo caemehiom
neduHATIjOM.
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Hedununuja 10. Muorocrpykoct M aumensuje n je opujeHmabduana ako Ha,
B0j nocroju qudepennujanua dopma p € Q™ (M) Koja je y CBAKO] TAUKU PABIUIUTA
0/1 HyJI€E, O

Homro je Q"(M) momyn panra (1) = 1, 3a cake ase n—hopMe pg u fip U3
nperxonne aedununmje Baxu 1 = fue 3a wexky dynruujy f € C°°(M) koja
Huje Hurde jenHaka Hysan. Ako je M nosesana, cBaka Taka (PYHKIM]a j€ WK [03-
ATUBHA WU HeratwBHa. 1o meduHUINE aBE KIace eKBHBAJIEHIHje N—(pOpMHu Ha
opmjeHTabmIHOj MHOTOCTpYKOocTH M, cBaka o mux AedWHHUINE jeIHy O JIBe OpH-
jeHTarmje.

Hedwmuumnuja 11. Kaxemo na je M opujenmucana ako je 3amara jemHa of
ase moryhe opujenrtanuje (eKBUBAJIEHTHO: AKO je HA O] 3ajara n—hopma [ Koja

HUTZe Huje jenHaxa Hynn). Kaxkemo ma je 6asa Xi,...,X, € T,M cazsacha ca
opujenmayujom axo je u(Xiy,...,X,) > 0. OsaxBy dopmy HazuBaMo Hopmom
opujenmanuje wan Gopmom 3anpemune Ha M. O

ITomohy muTerpana y eykanackoMm mpocTopy, pa3bujama jeaunuiie u (popMysie
cMere npomensbuse (20) MOXKe, y3 MaJIo TPy, 1a ce Aedunuine uarerpas n—dopme
HA KOMTNAKMHOJ Opujermucarnoj MEOrocTpykoctn aumensuje n. CiaudHo, MOXKe 1a
ce nedunmIe nHTErpaa Audepennujaane n—popMe ca KOMNAGKMHUM HOCAYEM Ha,
IPOU3BOJBHO] OpUjermucanoj muorocrpykoctu aumensuje n. Popmyaa (20) Baxu
u y cay4ajy kau je D muorocrpykocr. eramsu mory Ja ce Buje nup. y [51].

o pedunuruju je Q°(M) = C°(M). Hudepenrujan rnatke dbynxunuje f :
M — R je nuneapno mpecnukasame df (p) : T,M — R. Ipyrum peunma, df €
QY (M), na nudepentmjan bynkuje redbUHEIIE TUHEAPHO TPECTIKABAE

d: QM) = Q' (M).
Crenehom medunummjom ysogumo dugpepenyujanr k—gpopmu.
Hepuuunuja 12. /[upepenyujan je TuHEAPHO MPECTUKABAHE
d: Q8 (M) — QFH(M)
KOje 3a/10Bo/baBa yonwmeno Jlajonuyo6o npasuro:

d(fn) = df An+ fdn.

IIperxonnom medununmjom je 3ampaso geduaucan Hu3 audepeHimjaia

(0} — QO(M) 25 QL(M) M 2(r) 2y . T Qdim My fo), (21)

Kan skeanMo 1a HATJIACKMO JTOMEH HEKOT O FhHX, KOPHCTUMO O3HAKY
dy, - QF (M) — QM)
asin Hajuenrhe U30CTaB/bhAMO UHIAEKC K M yMecTO dj, muinemMo camo d.

3amarak 8. (a) Bekropckom nowy F = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j+ R(z,y,2)k y
R3 MOMKEMO Ja TIPUAPYKIMO
- l-dopuy o' = P(z,y,z)dz + Q(z,y,2) dy + R(z,y, 2) dz;
- 2-dopmy 0% = P(x,y,2)dy Adz + Q(z,y, 2) dz A dx + R(x,y, z) dx A dy,
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a dynkmmju f € C*°(R3) dopmy 03 = f(z,y,2)dr A dy A dz. Jokazatu ma cy
oBuMe JepUHUCAHNT N30MOP(U3IMHI

QY M) = C>™(R3,R?), Q*M)=C>®(R3R?, QY(M)=C>R?R)=0Q%R?.
(6) Habua oueparop V = %i + a%j + %k JejcTByje
- Kao TpaJujeHT
V:C®(R3R) — C®(R3*R?), f—V/;
- Kao poTop
V:C®(R3R3) = C®(R3R3), F~ VxF;
- Kao JIMBEPTeHIIN]ja
V:C®R3R?) - C*(R3R), F—V-F.
JokazaTtu nga amjarpam

00 NN o - ) B NG ¢ 170 : 3 IS 0 1{ - £

T T T T
C®[R3R) - C®[R:R%) -1 C®(R3,R3) - C<(R3R),
rjie Cy BepTHKAJHE CTpenule u3oMopdusmu u3 (a), KoMyTupa. v

W3 yumpennIy ga Apyru TapliujajHd W3BOAU IVIATKUX (DYHKIMja KOMYTHDPA]Y U
peaamuje (16), nudepennupajyhiu (18) mBa myra pemasamo cieneliv 3a1aTax.

3anarak 9. /lokazaru 1a je dy odi_1 = 0. OBaj uaenTuTeT 3aMUCyjEeMO U K0
d? = 0 ¥ HA3BHEBAMO OCHOGHUM UOLHMUMEMOM TOMOAOULKE arzebpe. v

W3 teopeme 0 u3BOmy cioxkene (yHKIHje caeau TBpheme Koje hOpMyIUIemMo
Kao 3aJaTaK:

3anarak 10. lokasaru ga je d o F* = F* o d. Ilpermusuuje mokasaru ma 3a
riarko npeciukasame [ : M — N u dopmy n € QF(N) aku dF*n = F*dn. v

Hamomena 2. Caza moxkemo za Buaumo na ananoruja Teopeme 11 (o wuc-
UPABJbUBOCTH BEKTOPCKUX 1I0JbA) HE BAHCU 38 KOBEKTOPCKA 110Jba, Tj. 3a 1-opme.
Kana 6m dopma n ca crojcTBOM 1, # 0 Guia ncmpasbUBa, Tj. Kama 6w mocTojana
JIOKAQJTHA KapTa (¢ TaKBa 1A je 1 = p*dx1, W3 TpeTxoaHa ABA 3a1aTKa CAeIuI0 Ou

dn =0, (22)
IITO HE BaXKU 3a& CBaKy 1—(POpMy PasIuduTy O HYJIE. o

Hamomena 3. (ge PamoBa xkoxomoutornja) Ilomiro qudepenuupabe HyHK-
Uyje 3aBUCH CaMO O/l JIOKAJIHOL HoHamawa dyukiuje, u3 (18) caenu na u gudep-
eHmpjan gopme 3aBUCH CaAMO Of JIOKAJIHOT ToHammama ¢opme. Ha mpumep, ycios
dn = 0 je mokamuo cBojctBo dopme 1. Dopme 3a kKoje je dn = 0 Ha3mUBajy ce
sameopenum dopmamva. Mehyrum, mocrojame dpopme o 3a Kojy je n = do je ri1ob-
asHo cBojcTtBo. PopMme oBOT OO/IMKA HABUBAjY ce mayHum popMama.

N3 3amarka 9 cieau na je cBaka tadna ¢opma 3arsopena. OGpHYTO HE BaXKH.
Hup. neka je 6 nonapua koopuuunara (nedunucana 10 HA aJAUTUBHY KOHCTAHTY
2kw) y C\ {0}. ®opma df € QY(C \ {0}) je 3arBopena: jemmakoct d(df) = 0
caean w3 3amarka 9, jep je 6 saoxaano nobpo nedbwrucana dyuknuja. Mehyrum, 6
Huje raobanuo nedwunaucana gpyukiuja. [llrasuire, yommre He mocroju GpyHKIHjA
f : C\ {0} = R unju je nudepenuujan df dbopma df. U3 Ebyru-Jlajoaunose
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dopmyse cienu Ja Ou KPUBOJIUjCKU MHTErpaJ AudepenIrjaia Takse GpyHKIHje 10
kpusoj S! 6uo

— £()2T —
éldf—f(e )t:O—O.
Ilomro je

df =27 # 0,
Sl
dopma df Huje TauHa.

Osnauumo ca ZF(M) ckyn csux sarsopenux k—dopmu, a ca BF(M) ckyn rau-
uux k—dopmu. Ilomro je mudepenmmjan uHeapaH, OBU CKYNOBH CY BEKTODPCKHU
npocropu. U3 3amatka 9 caemn ma je BF(M) mormpocrop mpocropa ZF(M).
Konmwauauaku mpocrop

Hir(M) == Z(M)/B"(M)

HasuBa ce k—mom de Pamosom xoromonozujom muorocrpyroctu M. Crauky 3aTBO-
pete dbopme 7] Ipu MTPUPOIHOj MPOjEKITHjH

ZM(M) — Hip(M) = Z*(M)/B*(M)

HA3WBAMO FHEHOM KOLOMOAOWKOM KAGCOM W HEKAJ O3HAYABAMO Ca [1)], a HeKaJl, KaJ
HEMA OTACHOCTH OJT 3a0yHe, UCTO Kao u (opmy, camo ca 7.

Jle PamoBe KOXOMOJIOTIIKE IpyTie HeKaJl o3HadaBaMo i camo ca H* (M), ncmym-
tajyhu nanekc dR.

U3 Bagarka 10 cienn ga npeciukasame F* @ QF(N) — QF(M) (unmyxosano
npeciukasamwem F : M — N) nedunuine npeciukapame, KOje 03HAYABAMO UCTUM
CcuMO0JIOM,

F*: HEo(N) — HEo (M),

Axo je F pudeomopdusam, uz (19) cueau na je F* uzomopdusam (ca unsep-
som (F*)~1 = (F~1)*). Makne, ne Pamose koxomomoruje mudbeoMopdHUX MHO-
rocTpykoctu cy n3omopdue. Baku u Bumie ox tora: me PamoBa xoxomosoruja je
XOMOTOTICKA, MHBAPHUjaHTA — aKO Cy MHOTOCTPYKOCTH M m N XOMOTOICKU €KBUBAa-
JIEHTHE, IbUXOBe e PaMoBe KOXOMOJIOrHje Cy n30MOpQHe.

Axo je mmorocrpykocr M nose3ana, wena Hyata jge Pamosa koxomosoruja
je H°(M) = R. 3aucra, 3aTBOopene Hyna ¢dbopme Cy JOKATHO KOHCTaHTHe (a Ha
NOBE3aHO] MHOTOCTPYKOCTH KoHCTanTHe) dyHnkimje, na je Z°(M) = R a u3 (21)
rpusmjanuo ciaemu BO(M) = 0.

Y onmrem ciaydajy, Hyata ge PamoBa KOXOMOJIOTHja je BEKTOPCKHU MTPOCTOD
qnja je auMeH3uja jenHaka 6pojy kommoHeHTH moBe3anoctu M. Bumre ne Pamose
KOXOMOJIOTHje OTKPHUBAjy HaM (PUHH]e XOMOTOIICKE HHBAPHjAHTE.

Ha npumep, nomTo cMo suzeu aa je df € Z1(C\{0}) u df ¢ B(C\{0}), cnean
na df nedunuine HerpuBHjaIaH eeMeHT mpBe e PamoBe Koxomosoruje paBHu 0e3
Tauke, na je Hln(C\{0}) # 0. Jlako mozxe 1a ce uam aa je Hj,(C\ {0}) = R: no-
BOJBHO je TIOKa3aTH Jia je cBaka 3arsopena dopma n € Q1(C\ {0}) nponoprmonamma
dbopyu df no ma emement uz BY(C )\ {0}), 1j. 10 ma mudepennmjan byunkimje.
Jla 6ucmo TO MOKazasu, TpUMeTHMO Ja je 3a 3aTBopeny dopmy 7 € QY(C\ {0})
KPHWBOJWHUjCKAM WHTETPAJIOM

f(2) ::/ c'n—db, rmeje c=(27r)‘{7§ n
1 st
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106po (Tj. HE3aBUCHO OJ] IMyTa Koju craja tauke 1 u z) medwunucana dyHKImja.
OBo nako cieau u3 I'punose dopmyse. 13 Bbyru—Jlajonunose dpopmyne ciean ga
je nudepennmjan dyukiyje [ jenqnak nmomuaTerpannoj 1—-dopmu, mna je

n=cdf + d(cf), ommocuo [n] = c[dd],
rae je ca [-] o3HAUEHA KOXOMOJIOMKA Kiaca (hopwme.

Awnanmsupajyhu oBaj J0Ka3, JJaKO BUAMMO JIa j€ PA3JIOr HETPUBUjATHOCTH IIPBE
ne Pamose koxomostornje muorocrpykoctr C \ {0} To mro je 3 papHu n3badeHa
rauka u ga je H'(C) = {0}. Ilrasume, saxxu H'(M) = {0} 3a cBaky mpocTo
MoBe3aHy MHOrocTpykoct M.

Ha kpajy, nomro je muorocrpykocr C\ {0} xomoroncku ekpuBajieHTHa MHO-
rocrpykocru S, a seh je Q2(S') = {0} s6or aumensuje, cieau na je H*(C\ {0}) =
H%(SY) = {0} 3a k > 1. Tume cvo nokazamnm ja je
R 3ake{0,1}

23
0 3ak>1. (23)

HY(S') = HH(C\ {0}) = {
e PamoBa koxoMosornja ce jeno ciaxke ca yaujom. Hanwme, ako je M = UUV

3a oTBOpere nojackynose U,V C M, mocToju TavdaH HU3
o= HREYUNV) = HY (M) — HYU)oH"(V) — HY(UNV) — H Y (M) — -

(moka3z moxke ma ce euam y [18]). Osaj Hu3 ce nazuBa Majep—Bujemopucogum
HU3OM. o

3amarak 11. Kopucrehu Majep-Bujeropucos uus, (23) u MHIYKIMjy TO 7
n3padynatu e Pamose koxomosoruje cdepe S™. v

3amarak 12. Jlokazaru [1a CIIO/bAIIHE MHOKEHE

A QI(M) x QF (M) — QITF(M)
UHJIYKY]e IPeCIMKaBAE
j k j+k
A Hyp(M) x Hyp(M) — Hjp" (M)

Ha Jie PamMoBrM KoxoMosiormjama u f1a je

dim M
(H:;Ra'i_v'v/\)? Fﬂeje H;R(M): @ H(I;R(M)
k=0

acorujaTuBHa ajaredpa Haz mobem R. v

3anarak 13. Hexa je 0 = P(x,y)dz + Q(z,y)dy € Q' (R x R). Iokasaru xaa je

[0 P

u m3BecTu ofarie 3amuc ' punose dhopmye

L= 1

Ha je3uky audepeHmjaHnx Gopmu. v

Yomrreme nmperxomuor 3amarka je CtokcoBa Teopema. Axo je M opujenTucana
MHOTOCTPYKOCT JUMEH3HUje 1, Ha 0] je medunucan unrerpai n—dopmu. AKo je y3
t0 M mMHOrocTpykoct ca rpanutiom OM , ouga je u M opujeHTHCAHA TAKO 1A BAYKH
creneha Teopema.
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Teopema 12. (CrokcoBa) Axo je M KOMRAKMHG 0OPUJEHMUCAHA MHOZOCTNPY-
wocm dumensuje n ca zpanuvom OM un € QV"L(M), onda je

Lo fn
oM M

IMocnemuua 6. Axo je M xomnaxmma opujenmabusna mHuozocmpykocm ou-
menauje n 6e3 epanuye, onda je Hig (M) # 0.

A Tlomro je M opujentabusina, nocroju dopma pu € Q"(M) koja je crporo 1mo3u-
THBHA HA CBAKOj 0a3M TAHTEHTHOI' MPOCTOPA CALJIACHO] CA OPHjEHTAIHjOM, OJAKJIE

ciiean
/ w> 0.
M

36or gumensuje je dy = 0, ma oBa dopma gedunuine ge PaMOBYy KOXOMOJIOIIKY
kiacy. Ta kyiaca je HerpuBHjasiHa, jep Kaga ou omao u = dn, n3 CTokcoBe Teopeme

6I/I CJIe 110
/ / /()M = 77 ’
M 0

IIITO je KOHTPAIUKITH]a. \V4

Hamomena 4. Bunehemo (y IIpumepy36 ma crp. 46) ja BaxKu Hperu3Huje

~

TBpheme: ako je M kao y Ilocaenunu 6, onna je Hjn (M) = R. o

IIpumep 8. U3 Ilocnenune 4 wa cTp. 9 cirequ 1a He MOCTOjU TJIATKA PETPAK-
uuja b : B" — S"~1. Oso TBpheme Moxe ga ce ussene u nomohy je Pamose Koxo-
moJjtoruje uHa caeaehwu nagun. Ilomro je jionra kKonTpakTnbOuina, mena ge Pamosa
KOXOMOJIOTHja je TpuBHjasHa, a w3 llocnegumie 6 Buammo na je me PamoBa Koxo-
mojsioruja cdepe HerpuBmjasna. [IpermocraBumo ma mocroju perpakmuja h. Heka
je

j:S" S B, j(z) =
Tana je hoj =idgn-1, na je
j*oh* = (hoj)* =id: Hiz (S™™1) — Hz ' (S"™H)
UIEeHTUYKO mpeciaukaBambe R — R. Mehyrtum, 10 je kKoHTpagukimja, jep ce KOM-
mo3unumja j* o h* daxTopuire Kpo3
Hip (8" = Hijp ' (B") = {0} — Hyp (8",
ma He MOXKe J1a OyIe WIEHTUYKO MPECTUKABAME. i

1.2. ®pobenujycoBa Teopema u mocjgemuiie. [locmarpajmo caza cucrem
MAPIWjAJTHAX jeTHAUNHA
0z 0z
% :a(x,y,z), 873/ :b((E,y,Z), Z(mOvyO) = 20, (24)

rze cy a u b rinarke dynkiuje. JacHo je 1a He MOXKEMO /@ O49€KyjeMO /13 0Baj CUCTEM
YBEK MMAa PEIema, YaK HU JIOKAJIHO.

IIpumep 9. Heka je a(z,y,2) = y, b(z,y,z) = —x. Tama 6m pereme cuc-
reMa (24) 3a70BOJbABATIO
Pz ) ?z
oyox oxoy
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mTo je Hemoryhe jep, momTo ce paau O rIaTKuM (QyHKIHjaMa, APYTH TapInjaaHu
U3BOAM KOMYTHPA]Y. f
Teomerpujcku ruepano, pewewe z = z(x,y) cucrema (24) je jeqnauuna noBpiuiu
¥ C R3 koja caapwxu Tauxy (Zo, Yo, 20), TAKBe Ja je BEKTOPCKO MO/
0z 0 0z 0 0
N =grad(z(z,y) —2)= =5+ 75 — =
grad(z(z,y) - 2) OxO0x Oyody 0Oz
HOpMaJHO Ha Y. pyrum pednma,
0 0 0 0
A= — +a(z,y,2)=—, B=—+0bz,y,2)=— 25
e T @y 2) 5 8y(y)8z (25)

je 6aza TanrentHor mpoctopa T(, , -)¥ y cBakoj Taduku (z,y,2) € ¥. AKo m3pady-
HaMO KOMYTaTOp OBa [IBa BEKTOPCKA II0Jba, J00HjaMo

2 2
(A, B] = 0%z 9%z \ 0 ’
oxdy  Oyox ) 0z

na je [A, B] = 0 HeomxoJaH ycJIOB 3a MOCTOjakbe pelema jennadnne (24).

Jla 6mcMmo oBa pasMarparma OCJI000ININ KOOPANHATA, YBeAUMO ciaenehy medu-
HUIUJY .

Hedumannuja 13. Jucmpubyyuje A numensuje k Ha mMuOrOCTpyKOCTH M je
damvunnja k—IuMeH3UOHUX TOTIIPOCTOPA

A, C T,M,

KOja je 2aamxa no p, y CMUCIY Ja CBAaKa Tadka MHOrocrpykoctu M uma OKOJUHY
U, y k0joj je A nuneapuu omorad k rjaTKux BEKTOPCKHUX I0JbA; JPYIHM PEUUMA,
TTOCTOj€e TJIATKA BEKTOPCKA TOJba

X' . XF. U TM,

Taksa ma je X},..., X 6asza nmpocropa A, 3a cBako p € U.
Hucrpubyrnuja A C TM je uneoaymueHna akO BayKU UMILIAKAIH]a,

X,YeEA = [X,Y]€eA

Iuctpubynuja A je unmezpabuina aKo 3a CBaKy Tadky p € M 1ocToju JoKaJIHa
kapra (U, ), Taksa na je
_; 0 _, 0
P 6x1a~~~a80* or
6a3a guctpyoynuje A Ha U. O

Yca0B MHTErpaOUIHOCTH 3HAYH [1a je AUCTPUOyIMja A TaHTEHTHO pPaciojerhe
nonMHOrocTpykoctu y U, 3a1are y JOKATHIM KOOPIMHATAMA Ca

Or+1(T) = Crt1, ooy Pn(T) = Cn (26)
Crenujanuo, 3a k = 1 wHTErpaOWJIHOCT O3HAYABA JIOKAJHY HMCIPAB/HUBOCT BEK-
TOPCKUX 10Jba. Ilurame (JokasHe) pemmBocTd cucrema (24) cajga MOKEMO 12
dopmyIHIIIEMO Ka0 MUTakhe HHTErPadUIHOCTH 33aare auctpudytuje. IIpumermmo
Ja aucrpubyuujy 3asary Bekropuma (25) MOKEMO 1a LPEeACTaBUMO Kao je3rpo 1—
dopme

0 =dz—a(z,y,z)dx — b(z,y,2)dy
u 1a pemasame jennaunte (24) npedbopMyIUIIEMO KA0 TPAKEHe HOBPIIH Y., TAKBE
na je 0 | e =0 (Tome oaroBapa MeTo | peliaBama INaplujaHUX jeJHaYuHa IIOMONY
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roraaHux audepeHnujana). Y OImTeM ClIy4ajy, AUCTpuOyluja auMeHsuje k Ha

MHOrocTpykoctu M numensuje n ce 3aaaje Kao jearpo n — k 1—hopmu 64, ... ,60,
a NUTambe HheHe UHTErpabUITHOCTH je eKBHBAJEHTHO MUTAY MOCTOjamha MOJMHO-
roctpykoctn j: S — M, takee na je 7*0; = 03a cee i € {1,...,n —k}.

Heka je Ian umean mudepennujanuux HopMu Koje Cy jemnake Hyan HA A; mpe-
[IU3HAje, HEeKA je

At ={acQ'(M)|a(A)={0}} u In:={BAa|BcQ (M) acAt}

Nurerpabumnoct guctpubynumje A, OJHOCHO NOCTOjambe KoopauHaTa, (26), ekBuBa-
JIHTHO je HOCTOjarby JOKAJHUX Koopauuara (t,...,t,) y Kojuma je umean Ia re-
mepucan gopmama dtgi1,...,dt,.

Teopema 13. (®pobenujycosa) 3a ducmpubyyujy A C TM caedehu yeaosu
CY EKBUBAAEHMHU:
(1) A je unmeepabuana;
(2) A je unsoaymusra;
(3) dIpn C Ia.

A ahiemo ckuily pokasa ope Teopeme. EKBuBajeHIMja UHTEIPAOUIHOCTH U WHBO-
JIYTUBHOCTH CJI€IN WHAYKIMjOM TI0 nuMen3uju k muctpudbyimje A. 3a k = 1 ycioB
MHBOJIYyTUBHOCTH je HUCIYHeH — ako ¢y X, Y 1Ba BEKTOPCKA NMOJbA jeJHOANMEH3NOHE
nuctpudymje A, ouna je Y = fX 3a meky rmarky byHkiujy f, ma je

X, fX] = X(/)X € A.
Vcii0B nHTErpabUIHOCTH jeTHOIUMEH3NOHE IUCTPUOYIHje jé UCHyHheH Ha OCHOBY

Teopewme 10. IIpermocraBumo na TBpheme Baxku 3a gucrpudynuje qumensuje k — 1
1 HeKa je A MHBOJIyTHBHA AUCTpUOyLMja auMeH3uje k, 3a1ara BEKTOPCKUM IIOJbHMA,

X1,...,Xg. Iomro je TBpheme JIOKATHOT KAPAKTEPA, MOXKEMO A PAIUMO KAO I3
je M =R". U3 Teopeme 11 0 ncmpaB/bUBOCTHA BEKTOPCKUX TOJba CJIE/IN I3, TIOCTOjE
JIOKaJIHe KoopauHare (1,...,%T,) y Kojuma je X = %. ITocmarpajMo BEKTOPCKa,
ToJba

Y} Z:Xijj(Ik)Xk 3a 1§]<k’ n Y.=Xg.
Bekropcka mosma Y7, ..., Y, 1 jgedUHUILYy WHBOJYTUBHY AUCTPHOYLHUjy. 3amcra,
Heka je i < k, j < k. I3 uaBosyruBHocTy aucrpudbyuuje A cienu na je

k—1
Vi, Y] = f(@)Yi + Y cmYn: (27)

ITomrro je Yj(zx) = 03a j < k u Yy (x,) = 1, npumenom obe crpane jeguakocra (27)
Ha KOOpIMHATHY DYHKIWM]y = — xj gobujamo f = 0, mro 3unagn ma {Y1,...,Yi_1}
neduHANIE MHBOTYTUBHY qucTpuOynnjy. 1o MHAyKTHBHO] XMNOTE3M, OHA je WHTe-
rpabuiiHa, 1a HoCTOju KOOPAMHATHY cucTeM (Y1, . .., Y, ) Y KOMe je nucrpubynuja A
JlaTa BEKTOPCKUM I0/bUMA

0 0 0
AR ) )
oy Oyk—1 Oxg
rie je % BEKTOPCKO TOJb€, MPETXOJIHO O3HAa4YaBaHO ca Xjp W Yy, KOje Yy HOBUM

KOOpauHaTaMa UMa 3allucC

0 - 0
= —— 28
oy, mz=1 “ OYm (28)
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CnnyHO Kao ¥ MaJiovac, U3padyHaBaBEM BPEIHOCTH M3pa3a

o 0 o 1o
I . — 2
[ayj’ 8xJ @) Oxk, + ;C Oys (29)

Ha KoopauHaTHO] byHKIMjU x — x) nodujamo f = 0. U3 (28) u (29) (ca f = 0),
JobmjamMo

n

da,, & =L o9
Z :;Ci@7

me—1 9yj Oym
OJIaKJIe CJeau JIa je %"T’; =03am >k, tj. n1a OyHKIHUjE A, k41, - - - , A 3ABUCE
caMO o1 (Yk, Yk+1s - - - » Yn). KKOPUTOBAEM IIOCIIEAEHEL YIAHA, TOOUjAMO HOBU CUCTEM

BEKTOPCKHX I10J/ba

0 0

k-1
0 0
o 7 ey Zkza—— E CmT;
Y1 Yk—1 Tk — Ym
m=1

KOju Takohe redepuine JucTpubynujy A, Ipu 4eMmy BEKTOPCKO II0Jbe Zj HE 3aBUCU

on (Y1,---,Yk—1), Ia MOXKEMO Ha Hera Ja npumMeHuMo Teopemy O UCIPaB/LUBOCTU

BEKTOPCKUX To/ba y R~ i mpecmkamo ra y KOOpIHHATHH BEKTOP (Tj. KOHCTAHTHO
BEKTOPCKO TOJBE).

ExBuBajennuja u3mehy WHBOJYTUBHOCTH, Tj. 3aTBOPEHOCTH IUCTPUOYIHjE Y

onuocy ua JlujeBe 3arpaze, m 3aTBopeHOCTH OAroBapajyher wmpeasa y OZHOCY HA

CIIOJBAIIbY U3BOJ je mocaenuina ciemeher TBphema, Koje M31BajaMoO Kao MOCEOHY
Jemy. \V4

Jlema 1. Hexa cy X,Y € X(M) sexmopcka nona u 6 € Q1 (M) dudepenyu-
jaana 1—gpopma. Tada je

dO(X,Y) = X0(Y) — YO(X) — 0(]X,Y)).

A TlomTo je TBpheme JOKATHOT KapaKTepa, W JIMHEAPHO 1O #, TOBOJHHO je Ia Ta
nokazkemo 3a dopmy 0 = f dg, rie cy f u g rmarke dyukmuje. Taga je df = df Adg,
mna je

dO(X,Y) = df (X)dg(Y) — dg(X)df (Y) = X (f)Y (g9) — X(9)Y (f)-
Ca nmpyre crpane,
XO0(Y) = X(fdg(Y)) = X(fY(9)) = X(/)Y(9) + fX(Yg).
Cumuno, YO(X) = X(9)Y(f) + fY(Xg). Ha kpajy,
0([X,Y]) = fdg([X,Y]) = f[X,Y](9) = F(X(Yyg) - Y(Xg)),

OJAKJIE CIIeIM I0KA3 JIeMe. \V4

Jlema 1 uma cnenehe yommnreme.

Jlema 2. Hexa je n € QF(M) k-gopma na mrozocmpyxocmu M. Tada je

dn(X1, .. X)) = Do (1) (X, Xy X))+
+ Zlii<j§k+1(71)z+j77([Xi’Xj]7X17 s X X Xp+1),

20e cumbon ™ (,,y3umasuya”) o3nauasa da je maj 4AGH U3OCMABHEH.
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Hanomena 5. ®@pobennjycoBa TeopeMa MOKe Jla Ce CXBaTH Ka0 NeOMEeTpU3a-
uuja Mmerona Igpaposur cucmema wuma Ilpagdosur jednauuna u3 teopuje mudep-
eHnujaTHUX jennadunna. Vaeja oBor meroma ce cacroju y cienehem. Heka je mara
TTapIjajHa jeJHaunHa, HIIP.

0z 0z 0%z 0%z 0%z
F —_— Y —,——,——= | = 0. 30
($7y’ Z? am’ ay? ax27 axay) ay2> ( )
AKko yBememo cmene
0z 0z 0%z 0%z 0%z

P= 50 1% 5y " a2 sza?%’t:@’
pemaBatbe jequadnne (30) ce CBOAU HA pelIaBarbe CUCTEMA
dz—pdr —qdy=0, dp—rdr—sdy=0, dg—sdr—tdy=0 (31)
Ha mogMHorocrpykoctn’ Y C R® koja je medunucana jenmaunnom
F(x,y,2,p,q,7,8,t) =0. (32)

Muorocrpykocr (32) je xunepnospm y R, 1a je mena mumensuja 7. Cucrem (31),
koju ce HasuBa Ilpagosum cucmemom, nedunnine TUCTPUOYIN]Y KOAUMEH3UjE 3 HA,
Y, makje numensuje 4. YKOJIUKO je oBa nucTpulyirja nHTerpabuiina, oHa aeduH-
HIIle TIOAMHOTOCTPYKOCT AuMen3uje 4. 3aJaBambeM pas3InduTUX PAHUYHUX YCJI0Ba,
(runa z(z,0) = f(x), %(:c, 0) = g(x) u ca), Jame cMambyjeMo AUMEH3H]Y, Tj. U3/-
Bajamo noBpu z = z(z,y) Koje cy peuiema cucrema (30) ca JaTuM IDaHUYHUM
YCJIOBUMA.

Hapasno, oBaj mMeTos ce yommmTaBa M Ha CIydaj Kaja je YMECTO jeaHe jesTHa-
qune (30) 3azar cucreMm on k MapUujaJHUX jeJHAYUHA; TAJA je X, YMECTO XUIIEp-
HOBPIIM 3ajare jeqHoM jeaHaduHoM (32), nmoaMHorocrpykocr komumensuje k. Ha-
ITIOMEHHUMO jOII M JIa Ce OBIE PAIN O A0KAAHUM DPelemuMa, jep je Opobennjycosa
TeopeMa JIOKAJIHOI KapaKTepa.

Ca oBakBUM MHTALUMa CyCpesu cMO ce Bell Ha TmpBUM KypceBuMa AmHajuse.
IInTame MOTEHIINjATHOCTH BEKTOPCKOT TOJha,

F(z,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k

Ha orsopenoM nocakymy U y R3, tj. murame ersucrennumje dbynxuuje V : U — R
takBe 1a je F = grad V| je, 6ap joka/iHO, MuTarkhe er3uCTeHIrje Pelierha, MapIiyjasi-
HUX jeJIHAYMHA

ov oV ov

T P, oy Q, 9 = R. (33)
OHO ce MOXKe TOCMaTpPaTH U IyajIHO, Kao MUTamke ersucrennuje dpyuknuje V takse
1a je

dV =Pdx+ Qdy+ Rdz,

wro je Ildadosa jennauuna cucrema (33). Kao u y ®PpobenujycoBoj Teopemu,
HEOIXOJIAH YCJIOB MHTErPAOMIHOCTH MOXKEMO JIa HAIUIIEMO y JIBa €KBUBAJEHTHA
obJInKa, Ha Je3WKy BEKTOPCKHUX I0/ba U HA je3uKy audepennujaaaux popmu:

VXxF=0 <= do=0,
rae je 0 = Pdx + Qdy + Rdz (Bugeru 3amarak 8). Kao u y ®pobenujycosoj

TEOPEMH, OBaj HEOIXO/IAH YCJIOB MHTErPAOUIHOCTH je A0KGAHO U JOBOJHAH.

7Axo mpernoctaBumMo 13 je 0 perysapHa BpemgHOCT mpeciankasama F, u3 Teopeme 2 cienn ma
je F~1(0) mmorocTpyKoCT.
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Comuno, BekTOopcko mosbe By U C R3? je cosaenoudno axo HOCTOjH BEKTOPCKO
nosbe A (T3B. 6exkmopcku nomenyujan noba A) TakBo Ja je

B=VxA.

Moo je V- (Vx A) = 0, cneau ga je ycnos V-B = 0 #eonzodar 3a COTEHOMTHOCT.
U oBaj yciios Mmoxe (kao u y 3azarky 8) za ce HaNuIle Ha je3UKy AudepeHInjaTHux
dopmu: axo je

B =bi(z,y,2)i+ ba(z,y, 2)j + bs(z,y, 2)k,
mocMaTpajmMo 2—hopmy

B:=bydr ANdy+bidy ANdz+ badz A dx.
Jlako je Buzmetn ga je

V-B=0 < dg=0.

OBo je Heomxoman ycjioB cosienonHocTr. Omer, 0Baj yCIOB je A0KaAHO TOBOJHAH.

I'mobamo, 3a MHTErpabUIHOCT MOCTOj€ ONCTPYKIHje, KOjeé CYy TOIOJIOIIKE W
reomerpujcke nmpupoge. Ha npumep me Pamosa koxomosoruja

Hip(M) = kerdy /imdy_y, tmeje dj: QI (M) — QT (M) mndepermmjar,

j€ XOMOTOICKa WHBapujanTa MHOTocTpykocTu M. Tako je Heomxo/iaH yCaoB MOTEH-
LMjATHOCTH yjeHO U 1oBo/ban y obmactu U y kojoj je Hjn(U) = 0, a Heonxoman
YCJIOB COJIEHOM/IHOCTH je u JoBosban y obnactu U y kojoj je H3,(U) = 0 (Bujeru
Hamowmeny 3). o

3amarak 14. /Iaru npuMep BEKTOPCKOT II0Jha KOje je JIOKATHO, aJu HE U IJ100-
aJTHO, COJIEHOW/THO. v

Crenyjaman ciaydaj @pobeHnjycoBe Teopeme OTHOCU Ce Ha CIydaj Kam je Tuc-
Tpubyrmja 3a1ata jeanom dopmom o € QL (M). Taga je A = ker a, a maean Ia je
renepucan ¢popmama o u da. Ilomro je a 1-popma, mwen kBaapar je a A a = 0, ma
je umean In nuaeapun omMoTad (POPMHU OOJTUKA

aA(da)™ :=andan... Ndo.
~—_—
k

Heka je 7 := max{k | (da)"* # 0}; apyrum peuunma r je 6poj medbunucan ca
(da) #0 (da) 1 = 0.
Bpoj r nasuBa ce paneom 2—gpopme do.

Teopema 14. (Ildbad u dapby) Hexa je dim M = m u nexa je o € QY (M)
duepenyujarna 1-gopma, maxea da dopma do € Q% (M) uma Konwemanman panz
T Ha nexom omeopernom nodexyny V. C M.

(a) Axo je a A (da) = 0 ceyda na V, onda nocmoju xoopdunammua xapma
U CV ca koopounamama (T1,...,Tm—rY1s---,Yr) Y KOJUMG j€

a=zx1dy; + ...+ z, dy,.

(6) Axo je a A (da)" # 0 ceyda na V, onda nocmoju xoopdunammua xapma
U CV ca koopounamama (T1,...,Tm—r Y1y ---,Yr) Y KOJUMG jE

a=x1dy1 +... + . dy, +dx,41.
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Hamnomena 6. W3aBajamo nocebno nBa ciemeha ciaydaja MAaKCHMAIHOT DAHTA.
Axo je M MHOrocTpykocT Hemapue muMensmje m = 2n + 1, dopma a € Q1 (M) ce
Ha3HBA KOHMAKMHOM HOPMOM aKO je

a A (da) # 0.
N3 Teopewme 14 ciaemm ma cBaka KOHTAKTHA GOPMA UMA JIOKATHU 3ATIHC
a=dz4+x1dyr + ...+ Tn dyn.
AKko je M MHOrocTpykoCT IapHe AuMeH3uje m = 2n, cumnaiexmuyka gopma ua M
je 2-opma w € Q?(M) xoja je sarsopena (dw = 0) u
W™ £ 0.
ITomro je cBaka 3arBopeHa dopma JIOKaJIHO TavyHa®, 3a CBaky Kapry U mocroju
1-bopma a € QY (U), Taxksa 1a je w|U = da). TlomTo je
(da)™™ = W™ # 0 u aA(da)™ =0
(npyra jenmakoct Bazku 360r a A (da) € Q2 FL(M) = {0}) us Teopeme 14 cien

Jla ( UMa, JIOKAJIHU 3amnc o = &1 dy1 +. . .+ 2y, dYyy,, OTHOCHO [1a CBAKA CUMILICKTHYIKA,
dopma UM JTIOKAJIHA 3ATTHC

w=dri ANdyy + ...+ dxy, A dys,.

8

N3zyuaBame oBux ¢dopmu hemo ma macraBumo y I'masu 2, rae hemo u ga JT0KaxKeMO
crrenmjastan ciry4daj Teopeme 14 3a wux. /lokas Teopeme 14 y HaBegeHOM, OMIITHjEM,
06Ky Mo¥Ke na ce uan y [19]. o

3amarak 15. ¥ Hamomenu 2 ma crp. 18 cmo Bugenu ga je (22) meonxomad
YCTIOB HCIPABHFUBOCTH KOBEKTOPCKHUX 1MOJba. Jla nm je on m moBomban? v

1.3. JInjeBe rpyme. Mckopucruliemo caga @pobeHujycoBy TeopeMy 1a J0Ka-
KeMo TBpheme koje Ham omoryhasa j1a KOHCTPYUIIEMO HOBE MHOIOCTPYKOCTH O/
Beh mosmarux. Ilpe Tora, majemo HEKOIMKO medUHUIH]A.

Hedbununuja 14. Jlujesa epyna je rpyma G KOja mMa CTPYKTYPY IJIATKE MHO-
TOCTPYKOCTH, TAKBY JIa Cy MPECTUKABAA

GxG—=G, (gh)—gh u G—=G, grg?

TJTATKA. O

Ipumep 10. (R,+) je JlujeBa rpyna. OmnmiTuje, CBaKu BEKTOPCKHU IPOCTOP
konaute aumensuje je Jlujesa rpyna. I'pyne GL(n,K) unBeprubuinux n X n ma-
rpuna uaj nosbem K € {R, C} cy Jlujese rpyne, kao u 1bUX0OBE 3aTBOPEHE IIOATPYIIE.
Konaune rpyue cy Jlujese rpyne mumensuje 0. f

Hepunumnuja 15. Jleso dejecmeo rpymne G na ckymny M je mpecianKaBame

Gx M — M,(g,x) — Lyg(x), (34)
TaKBO J1a je
Le(z) =2 m Lgn(x) = Ly(Ln(x)),

rae je e HeyTpan rpyne G. CawdHo ce meduHMIIE N I€CHO JejcTBO Ry, ¢ TMM 1TO
ce ZIpyTH YCIIOB 3aMemyje ca

Ryi(x) = Rp(Ry(x)).

8[Toenxapeosa sema: Hk . (R™)=03ak > 1.
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o

JleBo zejcrBo yommTaBa JieBy TpaHcaanujy (Tj. MHOXKEHEe ca JieBe CTPaHe)
T+ gx y TPYIH, & JECHO JECHY. 3aTO YeCTO Pe3yJiTar JIEBOI JEjCTBA O3HAYABAMO
ca gz ymecto Lg(x), a gecHor ca xg ymecto Ry(x), 1 Kaja ce paan O IejcTBY IpyTe
HA TPOU3BOJPHOM CKyIy, a HE CaMO HA CaMOQj PyHHU. YBemheMo oIl HEKOJIUKO
mojMoBa, Kopuctehu O3HAKY 3a JIEBO [I€jCTBO; AHAJIOTHU TIOJMOBU CEe HA UCTU HAYUH
YBOJIE U 33 JIECHO JI€jCTBO.

IIpumep 11. I'pyna GL(n,K) uaseprubuinux n X n marpuua HaJ nosem K
nejerByje neso Ha mpocropy K. Cawm mpocrop K" (nmperusnunje, Heropa KOMyTa-
rusHa rpyna (K™, +)) nejcrByje Ha cebu TpaHciaanmjama (v,X) — v + X. f

IIpumep 12. U3 (14) BuaumMo ja r1aTko BEKTOPCKO M0JbE HA MHOIOCTPYKOCTH
nedunuie nejerso rpyne (R, +) Ha MHOrocTpyKOCTH. f

Hepunumnuja 16. Ako je x € M rmauka ckyna wa Kome zejcryje rpyna G,
CKyTI
G-z:={gz|geG}CM
Ha3mBa ce opbumom Tauke x. Ilpocmop opbuma je Komuauawyakn ckyn M /G penaimje
eKBHUBaJIeHIHje © ~ Yy < y € G5. Cxryn

G, ={g9€eG|gz=2}CG
HA3WBA CE CMAbUAU3GMOPOM TATKE T. O

ITpumep 13. Heka je G rpyna u H wena noarpyna. I'pyna H seBo nejcrByje
Ha (G JIeBUM TPaHCIAIMjaMa

HxG— G, (h,g) — hg.

IIpocrop opbura je komuunuuku npocrop G/H. W3 kypca AureGpe nam je mos-
HATO 7@ OBaj CKYIl MMa CTPYKTYPY I'pyie ako je H wopmaara moarpyma; y omimrem
ciyuajy G/H je camo ckyn. Kao u 3a cBaky pesaiujy eKBuBaJIeHLje, LOCTOjU
KaAHOHCKA, TTPOjEeKITHja,

m:G — G/H, 7(g) = {gH}.
CBaKO MPECTUKABALE
s:G/H—G

KOje 3a/10B0/baBa 7 0 § = idg /g Ha3uBa Ce ceuerbeMm IIPOjeKIuje .

Kazna je M rmarka muorocrpykoct, a G JlujeBa rpyma, MOKEMO /13 TOBOPUMO
0 eaamrom dejemey, ToApasyMeBajyiiu mojg TMMe IJIATKOCT mpeciukaBama (34).
Onpa je IpuUpoaHO mOCTaBUTH NuTame jaa ju ce y [pumepy 13 wa G/H npenocu
rJIaTKa CTPYKTYpa, 9aK W ako ce He npeHocu anredapcka. Oarosop maje creneha
Jiema.

Teopema 15. Hexa je G Jlujesa epyna u H C G wena 3ameopena Jlujesa
nodepyna. Tada na npocmopy G/H nocmoju npupodna eaamia cmpykmypa, y K0joj
je exyn G/H mmozocmpykocm dumensuje dim G — dim, H, maxea da je xanoucxa
nPoJeKUUIQ

m:G— G/H

2AamKO MPEeCAUKABAIbE.
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A U3 xypca Tonosoruje vam je nosuaro ga je na G/H 3azara TOMONONIKA CTPYK-
Typa, 3aXTEBOM JIa je MPOjeKIlhja T OTBOPEHO W HENPEKUIHO IIPEeCTuKaBambe, U JIa
je Ta Tomosioruja XaycmopdoBa ako je moarpymna H 3arBopena.

3a cBako g € G eBa TPAHCIAIN]A,

Ly:G—G,Ly(x) =gz

je mudeomopduzam (L;1 = Ly-1), na je men u3sox y jequnuiu e € G

(Lg)«(e) : T.G = T,G
m3omopduzam Bekropckux npocropa. Ozarie crenu 1a je ca
Ag = (Lg)«(TeH)

n06po nedwuHMCaHA TIaTKA auctpudynuja aumensuje dim H. W3 Teopeme 8 cnenu
J1a je oBa auCTpuUOyIWja WHBOJYTHUBHA, ma u3 DPpoOEHUjycoBe Teopeme Caemau Ia
je u maTerpabuaaa. JIako ce BUIM A Cy HeHe WHTErPAJTHE MHOTOCTPYKOCTH KOCET
npocropu gH , na mocroju KapTa oKo Tauke g y kojoj je gH = {0} xRdim H  Rdim G,
JPYI'UM peduMa, Ja I0CcToju JokaiHa kapra obuuka (U XV, ¢) rue je V' C H orsBopen
ckyny H, UxV orropen ckyny G u ¢(g) = 0. 113 Teopeme o nuBep3HOj GbyHKIHN]jH,
MpUMEbEHE HA TPEC/INKABAbE

Gx H— GxH, (z,y) — (zy,y),

cJley 13 Ta JIOKAJIHA KapTa MOxKe Ja ce uzabepe Tako na je na je UV := {uv |u €
U,v € V} orBopen noackyn y G. Ilomro je T oTBOpeHo npeciukasame, ckyn 7(UV)
je orBopeHa okosmHa Tauke 7(p), xomeomopdua ckyny U. I[matka cTpykTypa je

nedununcana kaprom (U x {0}, ‘P|Ux{o})' v

Hamomena 7. Y mpeTXoaHOj TEOpEMU MPETIOCTABUIN CMO 12 je H 3ameopena
Jlujesa modepyna. 3ampaBo, TOBOJHHO je mpermnocTtaButw aa je H 3ameopena nood-
2pyna, jep je ceaka 3arBopena moarpyna H Jlujese rpyme G moaMHOTOCTPYKOCT ¥
G u camuMm tum JlujeBa rpyna (Bugeru Hup. [5]). o

Teopema 16. Hexa je F : G1 — G xomomoppusam Jlujesux epyna, mj.
240MEKO NPecAuKasare Koje je anrzebapcku romomoppusam 2pyna. Tada je rvezos
pane xoncmanman, na je ker F' zaamxa nodmmozocmpyxocm y Gy (daxae u Jujesa
nodepyna) dumensuje dim ker F' = dim G — rang F'.

A Homro je F xomomopdusam, saxu F(x) = F(g~tgz) = F(g7 ) F(gz), Tj.

F = LF(gfl) oFo Lg. (35)
Tpauncnamuja je nudpeomopdusam, 1a je ieH u3Bo, OnjeKImja, TaKo 13, JudepeHI-
pameM (35) 3akipyuyjemo na je rangDF (x) = rang DF(gx) 3a cBe g € G. Ocrarak
crenn n3 Teopewme 2. \V4

Hepununuja 17. Hejcrso rpyne G Ha ckymy M je mpansdumueno, ako
(Vx,y € M) (3g € G) gz = y.
Jpyrum pednma, 1€jCTBO je TpAH3UTUBHO ako je Gx = M 3a cBako x € M. O

IIpumep 14. [lejcrBo Tpamnciarmujama #Ha K™ Koje cmo Bugenn y Ilpumepy 11
je Tpam3sutuBHO. OmImTHje, CBAKO IEjCTBO Ipyle HA CamMoj ceOu je TpaH3WTUBHO:
cBako g € G je y opoutu Ge = (G, TaKO Ja MOCTOjU CAMO jeHa OpOWTa, /1ejCTBA.

Komnjyrammja

G x G — G, (g,x) — grg
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nedwurHIIIE J1€BO AejcTBO rpyne G Ha camoj cebu. OBO [€jCTBO HUje TPAH3UTHUBHO,
jep je Ge = {e}. Axo je Syl ,(G) cxyn ceux Cunosmbesnx p-noarpyna’ rpyne G,
nejerso KoHjyramuja Ha Syl,(G) je Tpamsurueno ([Ipyra Cumosmesa Teopema).

Hejcrso rpyne GL(n,K) y IIpumepy 11 Huje Tpan3uTusHO, jep je opburta HyJse
GL(n,K)0 = {0}. Hejcrso rpyne GL(n,K) je rpansurusno na K™ \ {0}. Hejcrso
rpyme

O(n) = {AcR™™ | AAT = ATA=F}

OpTOroHaJHUX MaTpula Huje rpausurusHo Ha R™ \ {0}, jep je opbura cBake Tauke
cdepa Kpo3 by, ca nenrpom y nyau. Jdejecrso rpyne O(n) je TpPaH3UTUBHO HA CBAKO]
o1 Tux cepa. f

Enement g € Gy Jedununmju 17 je jenuncrsen g0 zHa crabunuzarop G, Tadke
3 aKo je g1 =y u gox =y, ouma je gy g1z = g5 'y = g5 ‘927 =z, 7). g1 € §2Gs.
Opmarne ciean na je, 3a nmpou3BsbHO duKcHpano r € M, ca

M — G/Gs,  y+ gGu,

rae je g € G 6o KOju eJeMEeHT TPyIle TakaB [a je y = gz, A00po aeduHrCAHA
6ujexiuja. Ykonuko je G Jlujepa rpyna, a G, mweHa 3arBopena JlujeBa moarpymna,
Teopema 15 nam omoryhasa ma ckyn M cHabmeMO CIPYKTYPOM MHOIOCTPYKOCTH.

IIpumep 15. ¥V Ilpumepy 4 cvmo Buzenu jenanm HadmH ga cuabmaemo cdepy
CTPYKTYpPOM rjarke mMHorocrpykocru. [pyru waqun je ciaegehu. VY Ilpumepy 14
cmo Buzenn ga rpyna O(n + 1) opTOroHaIHUX MATPHIA J€jCTBYjeé TPAH3UTHBHO Ha
S™; crabunusarop Tauke x = (1,0,...,0) je

O(n+1), = O0(n).

Dopmasno, O(n) uuje noarpyua rpyue O(n + 1); upeuusnuje 6u 6uno peliu na je
cradbmim3zarop O(n + 1), n3oMmopdaHn HeHoj TOArpyIN Koja ce CACTOjH O MATPHIIA

[1 0}7 Se0m),

0o s
wro je 3arsopena noxarpyma uzomopdua rpymu O(n). U3 Teopeme 15 caenu na
chepa S" = O(n + 1)/0O(n) uma raarky crpykrypy. f

IIpumep 16. Heka je RP" ckyn csux npasux y R" ! xoje nposase kpos Koop-
JuHaTHU noderak. ['pyna oproronannux marpuuna O(n+ 1) rpan3uruBHO nejersyje
ua RP"™ — 3a mpou3BojbHE TIpaBe [1 u [y TOCTOju OpTOroHaIHA MaTpula A Taksa ma
je A(ly) = lp. Crabunusarop npase [ = {(¢,0,...,0) | t € R} je

O(n+1);20(n) x O(1),
mna je
RP" = 0O(n+1)/(0(n) x O(1))
IJIaTKa MHOI'OCTPYKOCT. f
3anarak 16. lokasaru ga y Ilpumepy 15 ymecTo mejcTBa OPTOrOHAJIHE TPYTIIE
MOXKe JIa Ce TIOCMaTpa JIejCTBO CIeljajHe OPTOTOHAJIHE TPYTIe
SO(n+1)={A€0(n) | (det) A =1}

u 3akspyuuru ga je S = SO(n + 1)/SO(n). Hda s ucro moxe Ja ce ypaiu y
ITpumepy 16?7 Yuyrcrso: mrrepnpernparn RP™ = SO(n + 1)/0(n). v

9 Cunoenesa p—nodepynarpyne G je cBaka HeHA MAKCHMAJIHA P—IIOATPYIA; Tj. IOATPYNA IHjH
je cBakm emement peza p* 3a mexo k, Koja Huje cagp;KaHa HH y jeIHO] APYTOj TAKBOj IIOATPYIIH.
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Teopema 15 mam omoryhasa ga npocrop opbura G/H nejcrsa Jlujese rpyme
H na G cuabmemo riatkoMm crpykrypom. IIpmpomno je mocraBuTH HHTAE MOCTO-
jama riaTKe CTPyKType Ha mpocTopy opbura jejcrsa Jlujese rpyme Ha mpou3BOIbHO]
IJIATKOj MHOTOCTPpYKOCTH (He obase3Ho JInjeroj rpymwu). la 6ucMo pa3MoTpuiIn OBO
yOTIIITehe, yBenheMo jorn Heke TMojMOBe.

Hepuuaunuja 18. lejcrso rpyne G na ckymy M je caobodno, unu 6e3 gukcnur
MAAKE AKO
BxeM)gr=x = g=ce.
Jpyrum peunma, IejCTBO je CIOOOIHO aKO je€ CTAOMIN3ATOP CBAKE TAYKE TPUBH-
jamam: (Vo € M)G, = {e}. O

Hepuuumnuja 19. dejcrBo Jlujese rpyne G Ha muorocrpykocru M ce HazuBa
CONCMBEHUM AKO j€ IPECTUKABADE

GxM— MxM, (g,2) — (z,gx)

corcTBeno npecankapame ), EKBUBAIEHTHO, €jCTBO je COICTBEHO AKO je 3a LIpo-

n3BOJbHE KoMMakTHe mojackynose A, B C M ckyn {g € G | gANB # 0} C G
KOMITAKTAH. O

ITpumep 17. Axko je G KOMIaKTHA I'PyIa, CBAKO HEHO JIEjCTBO je COICTBEHO.
Axko je G meKOMTMaKTHA I'pyMa, HEHO IEjCTBO Ha KOMMAKTHOM CKymy M Huje cor-
CTBEHO. f

HMepuuumuja 20. IpeciukaBamwe f: N — M ce HazuBa cybmep3ujom, ako je
weros u3son fu(p) : TpN — Ty M cypjexrusan 3a csako p € N.

IIpumep 18. IIpojexmmja 7 : G — G/H y Teopemn 15 je cybmepsuja. f

Teopema 17. Axo Jlujesa epyna G dejemsyje na mmozocmpyrocmu M cao-
60dHo u concmeeno, onda npocmop opbuma M/G uma jeduncmeeny cmpyxmypy
2A4MMKE MHOZOCTNPYKOCTIU, MaKkey 04 je Kanoncka npojexyuja © : M — M/G cyo-
MEP3UJQ.

Hanowmena 8. Heka je G Jlujesa rpyna u H mwena 3arsopena Jlujesa noarpymna.
Jlako ce Buau 1a je nejcrso H wa G cobomuo. Moxke /1a ce moKaxKke 1a je 0BO J€jCTBO
u corcTBeHo — ako ¢y A, B C G koMmakTHA cKynoBu u h, un3 'y {h € H | hRANDB #
0}, omma mocroje musoBwM a, € A u b, € B rakeu ga je hpa, = b,. Ilpemackom
Ha KOHBEPreHTaH HOJHU3 G (n) HU3A Qn, & 3ATHM Ha KOHBEPTeHTaH HOIHU3 bj(k(n))
Hu3a by, J100MjaMO KOHBEPIEHTHE HU30BE 4 = Qj(k(n)) U bj = bj(r(n)) TaKBe 1A je
h; = a;—1b; KOHBEpPreHTaH MOAHU3 HU3A N, .

Tako Bugmmo n1a je Teopema 15 mocaeantia Teopeme 17. Jloka3 mocaeame Teo-
pemMe MOXKe [1a, ce m3Bee MOMONy mieje caudHe OHOj u3 mokasza Teopeme 15, anu je
TeXHUYIKN CHO}KQHI/IjI/I. MI/I T'a OBJI€ U30CTaBJbaMO. &

IIpumep 19. Anrumozanno mpecankapawme a(x) = —x neduHHUIIE IEjCTBO
rpyne Zs ua S™. Y Ilpumepuma 4 u 15 cmo Bugenu ga je cdepa S™ riaTrka MHO-
TOCTPYKOCT, a Zs je JlujeBa rpyna numen3uje 0. Ilomohy Teopeme 17 mpojekTuBHI
IPOCTOP

RP™ 2 S"/Zs

0Tpeciukapame je concmeero aKko je HHBep3HA CJMKA KOMIIAKTHOI CKyIa KOMIAKTAH CKYII.
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MOXKEMO 13 CHabeMO CTPYKTYpPOM ryIaTke MHOrocTpyKoctu. Ciuvwo, JIujesa rpytma
1 : ; : 2n+1 n+1
S* jenuHMYHEX KOMILIEKCHAX OpojeBa JAejcTByje cIoboaHo Ha chepn S c Ccry

KOJIMIHIUYIKA MHOIOCTPYKOCT

CP" = S2n+l/Sl
j€ KOMILJIEKCHH ITPOjEKTUBHU IIPOCTOP. #

IIpojekmumja S — RP™ y npeTxXoaHOM MPHUMEPY jé JIOKATHE XOMeOMOpQHU3aM
(3a pasmuky on mpojexnmje S+ — CP™). To je manmdecTanuja OmmTHjer mpa-
BUJIA, KOje yBomuMmo cieaehom medununmjom u TBphemeM.

Iedununuja 21. Jlejcrtso rpyme G Ha muorocrpykoctu M je momaano npe-
KudHo ako cBaka tadka & € M uma orBopeny okonmny U S x, rakBy ja je gUNU =

() 3a cBako g € G \ {e}. O

Tepbeme 1. Axo 2pyna G dejemsyje 2aamko v MmoMasHo NPEKUIHO HA MHO-
2ocmpyrocmu M, onda Koaunwnuuky npocmop M /G uma jeduncmseny cmpyxmypy
2A0MKE MHO20CMPYKOCTU Y 00HOCY HA KOJY je NpPojexyuja

T M— M/G

aoxasnu dudeomopdusam, a (M, M/G, ) je namxpusarse'’.

A W3 ycnoBa ToTamHe MPeKWIHOCTH JEjCTBA CI€IM Ja CBaka Tadka p € M uwma
Koop uHarHy okosuny U Ha k0joj je upojekumja m unjekrusua. Kapra (U, ¢) na
M pedunnme kapry (7(U),po 1) na M/G. \V/

3anarak 17. lokazaru ma je
: 1 _ 2wt
o }O,*I»OO[*)S s ﬂo(t) =e€
sokasau gudeomopduzam Koju Huje HaTKpPUBajyhe mpecinKaBambe. v

3anmarak 18. Heka cy M u N rmarke mHOrocrpykocrtu. Jlokasaru ga je
CBaKM COMCTBeHHU Jokaauum audeomopdpm3am 7w : M — N markpusajyhe mpec-
MKaBame. YIyTCTBO: JOKA3aTH Ja je 3a cBako € N ckyn m '(v) KoHadaH,
7 (z) = {t1,...,tx}. Csaka tauxa t; uma oxkosnuny V; Ha K0joj je T mudeomop-
dbmszam. Cryn 7(Vi)N...N7(Vy) C N je orBopena okonuua Tauke z. OHa He MOXKe
na urpa yaory ckyna U u3 nedbununuje Harkpusama, nomro m (7(V1)N. .07 (Vi)
uuje moAckym ckyma V = V3 U---U V. Amm ako je W oTBOpeHa OKOMMHA TadKe
T, TaKBa Ja je 3aTBopeme W KommaxTan moackyn ckyma (Vi) N ... N7 (Vy), onga
je ckyn U = W\ w(7~1(W) \ V) orBopen (360r CONCTBEHOCTH MpECIHKABATA 7).
Hoxkazaru na je U oxkosimHa Tavyke T KOja 3370BObaBa AePUHUNN]Y HATKPUBAHA.
Ha koM mecry oBa KOHCTPYKIIHja He [IPOJia3u y mpuMepy u3 3ajgarka 177 v

HHamvcpusarbe monoasouskoz npocmopa X je Tpojka ()?,X7 ), TAe je X Tomomomky mpoc-
TOp, & T : X > X HEMNPEKUIHO IIPECTUKABAabe (30BEMO Ta HAMKEPUSAJYRUM NPECAUKABAIbEM,
TAaKBO Ja CBakKa Tayka x € X mMma oTBOpeHy okoyquuHy U, TakBy ma je 7r’1(U) = U>\€A V> yHuja
OHUCjYHKTHHX OTBOPEHHX CKymoBa V) C )?, a pecTpukIzja 7r|VA : Vi = U xomeomopduzam.
Hup. (R,S',7(t) = e2™) je markpusame xpyra S!, (S™, RP™, ) uz Ipumepa 19 je narxpusame
MIPOjeKTUBHOT' IIPOCTOPA CHEPOM.
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2. IndepeHiupame

ITocroju Bemukm 6POj yomImTemHa MO3HATOT MOjMa,

/ o fE+h) — f(2)
F(#) = lim o, (36)
npsor u3Boga dyuknuje f : I — R, rae je I uarepsan y R.

Kao mrro 3HaMo u3 noderHux KypceBa AHajmze, OBaj MOjaM e MPUPOIHO YOII-
mraBa ca ckajgapunx Gysknuja f : R — R Ha dyHKkImje ca BpeqHocTuMa y HOpMu-
pasoM mpocropy (unp. 3a dbyukmuje f : R — R™) — mecua crpana dopmyie (36)
O/ CTPYKTYpe Ha KOJOMEHY KOPUCTH CAMO TOTOJIONIKY W BEKTOPCKY, 14 je YOIIITe-
e Ha Taj CIy4daj MPUIAYHO MPABOJMHHUjCKO. Majo cIoXKeHuje je yommrTeme Ha
cilydaj KaJi je W JIOMEH TOIOJIOUIKK BEKTOPCKH IIPOCTOp, mowro ce y (36) h uo-
jaBJbyje y JABOCTPYKOj YJI03U — KAaO BEKTOP y JOMEHY M KAO CKaJlap KOjUM Cce JieJIk
BEKTOp KozoMeHa, (mpuparntaj dyuknuje). M3sozm takse dyuknuje, ca 1o0MeHOM u
KOJIOMEHOM y HOpMupaHuM mpoctopuma V u W, y Ttaukm vg € V je HempeKuIHO
JWHEeapHo mpecaukaBame L : V — W, TakBo 1a je

flvo+h) = f(vo) = L(h) +o(|[n]),  xan  h—0. (37)

Osa penanuja je ouurienso yommrewe nebununuje (36). Axo je f : S — W
HnpeciauKaBame Koje je audepeHnnnjabuiHo y cBakoj tauku ckyna S C V, onga je
IbEIOB M3BOJI, [IPECIUKABAHE

Df: S — L(V; W), (38)

rae je L(V; W) upocrop CBUX HENPEKUJHUX JMHEAPHUX LpPecJuKaBamba u3 V' y
W. OBaj mpocTop mMa MPUPOIHY OTMEpaToOpCKy HOPMY, Ta MOXKEMO /1a TOBOPHUMO
U 0 W3BOJAY NpeC/IuKaBamba (38) Ha UCTH HAYMH HA KOjU CMO TOBOPUJIM O U3BOILY
npecaukaBama f. Taj u3Box, Koju je mo medWHUIMjH APYTH W3BOJ, MPECINKABAKHA
f, je mpecnuKaBambe

D*f: S — L(V;L(V;W)). (39)

Ipocrop L(V; L(V;W)) ce na upupoian Hauud uieHTUdUKYje ca IPOCTOPOM Gu-
JMHeApHUX mpeciukapaba V X V. — W, xoju hemo na osmaammo ca L2(V;W).
Taxo (39) mocraje

D2f: S — L2(V;W). (40)
Nuayknujom moma3umMo 10 IojMa m—TOr W3BOIa, KA0 MPECTHKABAHA,
D™f:S — L™V, W),

rae je L™(V; W) upocrop m—iuHeapHux IPeCcIUKABAbA.
Y HOpMHPAHOM LIPOCTOPY je

f(w) = f(vo) = L(v —vo) + o(]Jv — o), KaJ, v — Vg (41)

ekBuBajentan 3anuc pesauuje (37). Mebyrum, nowro uspasz (41) kopuctu camo
aduHy CTPYKTYpy, MOMONY hera MOXKeMoO 113 JehUHUIITEMO U3BOJ, TMPECINKABAHA,
f A — B adunux npocropa A u B, MomenmpaHux HaJ HOPMUPAHUM MPOCTOPUMA,
V u W. W3Box TakBOr MpecIuKaBama y Ta4ku a € A je HEeNPEeKUIHO JIMHEAPHO
npeciukasambe L @ VoA — Wy, tae je V, BexTopusamuja adbunor mpocropa A y
Tavyku @ (Tj. BEKTOPCKH IPOCTOP, nobujen oz acdbuHor npoctopa A nporiamasambeM
Tauke a 3a Hyny) u Wy(,) Bekropusanuja acbunor npocropa By tauku f(a). Axo
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je mpecimkaBame f : .S — B gubepeHnnjabuiaHo y cBakoj Taukm ckyma S C A,
EroB U3BO/I j€ TIPECTUKABAe

Df: 8 = | L(Vai Wia))- (42)
acA

Tpancramnuje y adbwHIM TPOCTOPUMA 3]y KAHOHCKE WICHTU(UKAIN]e
V. 2T, A2V u Wiy 2Ty B =W, (43)

ua je u3Bo/ (38) y HOpMUPAHUM LPOCTOPUMA CLeuujasiHu ciaydaj ussona (42) y
adunnm, a (42) cnenmjanHu Caydaj U3BOJA MPECIUKABAA, MHOTOCTPYKOCTH.

Ba pasznuky ox (38), r/e je KomoMeH IpecivKaBamba D f oner HopMuUpaHu BeK-
TOPCKH TIPOCTOp, Ta AudepeHmupame 6e3 mpodieMa MOXKe Ja Ce MOHOBH W TaKO
nedunnme apyru m3soau D2 £,y (42) komomen nuje acdunm npocrop. Taxo cmo, Beh
y Kiacu auHKUX [IPOCTOPA, HAULLIM HA IPBY TEWKONy 1P youirasamwy nojMa (36)
— mpobyieM Kako meduHUCATH W3BOJ, mpecaukasama (42). HapasHo, oBy Temkohy
MOxkeMO (POPMaJIHO /13 TPEBA3UNEMO TaKO y OKBUPY OMINTE AeMUHUIINjE TPECTUKA-
Balba MHOTOCTPYKOCTH, ajIM HE MOXKEMO Ja J00MjeMO €JIeraHTHY WHTEPIPETAIH]y
kao 1o je (40), nomTo ce KOJOMeH CBe BHIIE yCI0XkKibaBa. Ha npou3Bo/bHUM MHO-
rOCTPYKOCTUMA HE LOCTOjU HU KaHOHCKA uieHrudukanuja (43), wro moxaje jou
jelaH eJIeMeHT CJIOYKEHOCTH.

Ako xenuMo 1a M3BOJ MpeciuKaBama JedUHUIIEMO Kao o0jeKaT KOju je Wc-
TOI THNA KAO NpecuKaBame Koje mudepennupamo (kao mro je (38) mpecsuka-
Bame JoMeHa (pyHKOHje f y HOpMHUPAHH BEKTOPCKH MPOCTOP, JAKJIe 00jeKAT UCTOT
Tuna Kao f), norpeban HaM je HeKH JPYIH IPUCTYIL O, BEOMa oliiire, jedbuHumje
U3BOJIA PECTUKABAA MHOIOCTPYKOCTH, Y KOjoj ce rybe cBe cruenuduaHOCTH Ipec-
JMKaBama f cem riaarkoctu. Ha mpumep, ako »KeJIuMO /18 W3BOJ, BEKTOPCKOT MOJba,
OyIe BEKTODPCKO TOJbe, Wau Ja u3Box mudepentujanane dbopme Oyae audepeHim-
jamma dpopma, morpedbHa HaM je HOBA AedHUHUIN]A T0jMa U3BOIA, KOja fie yormruTn
nudepeHnupame y eyKIUJCKAM TPOCTOPUMA.

Y ciaudHEM cuTyan@jaMa, Kaja, JOK MOKYIIABAMO /A YOIIITHMO HEKH I0jaM
UM TBpheme, YCIOKIHABAKEM CTPYKTYpe IyOnMO HEKa HeHa, CBOjCTBA KOja Cy HaM
MOMAaraJjia /ia Taj mojaM Wi TBpheme pa3syMeMO Y OPUTMHAJIHOM aMOWjeHTY, 9eCTO
3aCTAHEMO JIa IPEUCIIUTAMO KOje OCOOMHE KEJIMMO J1a IPEHeCeMO y HOBH aMOMjeHT.
Tlouehemo on anrebapckux.

Hamomena 9. OBaj mpuctyn audepeHImjajsHoM padyHy JOHEKJe je CIUYaH
MPUCTYIy MHTErPAJHOM DPAadyHY ITOMONY aKCHOMAaTCKOr 3acHuBama JlanujesioBor
uHTErpasa. Y TOM IIPUCTYILy, [I0jaM WHTErpaja IpPeTXoau mojMy mepe (Koja ce
norom JedbuHmIle KA0 MHTErpasl KapakTepucruane (GyHKIMje): [0JIa3U e O HeKe
kiace & dyukuuja (138. esnemenrapuux dyHkuuja) u oapeljenux cpojcrasa Koja
JKEJTUMO JIa, UHTErpaJl MCIyHhaBa (JAHEAPHOCT, MOHOTOHOCT, HEMPEKUIHOCT). Ta
CBOjCTBa ce y3uMajy 3a akcuome ejgementapuor Jlanujenosor uarerpara I : £ — R,
a 3aTuM ce JepUHHUIIE MPECTUKABAHE f Ha, MUpOj Kjacu (BYHKIMja, TAKO I3 je
PECTPUKIIHja f ua £ enementapuu uarerpas I. Cawdao Tome, y audepeHIinjaasHoM
padyHy HA MHOTOCTPYKOCTHMA JeWHUINEMO PA3HE BPCTE M3BOMA IIUPE KJace 00-
jexkara, Koja yKJby4dyje u (PpyHKIHje, TaKO [1a je PeCTPHUKIIAja THX M3BOMA Ha KIacy
dyukuuja kiuacuaau uzsozn (36). o
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Heoununuja 22. Judepenyuparve umm depusayuja anrebpe’? A majm momsem
K je nmumeapno npecmukasame D : A — A, Takso ma je

D(a-b) =D(a)-b+a-D(b), 3a cBe a,be A (44)
Jeanakocr (44) nasusa ce JajoHuyo8um npasuiom. %

IIpumep 20. Heka je S C R"™ oropen moxckyn. Ckym A := C°°(S) cBux
rnarkux dyakmuja f 1S — R je anrebpa y onHocy Ha Muokemwe f-g(x) = f(x)g(x),
a TapIujaTHd U3BOJ,

0
— A=A
aij
nudepenuupare Ha aurebpu A. Cneuujanuo, 3a n = 1 (36) je upumep nudepen-
Iparma. i

IIpumep 21. (JIujeB usBoxy dynkunmje) Heka je X BEKTOPCKO Tojbe Ha
muorocrpykoctu M u A := C*° (M) anrebpa raarkux dyakuuja f : M — R. Tazna
je

D:A— A, Df=df(X)

nudepennupame Ha A, Koje yormmrasa [Tpumep 20. Oso nudepeHimpame Ha3uBaMo
Jujesum uszeodom dbyukmnuje f y mpasiry X. I[Ipumerumo na cmo uzBon dyHKImje y
npasity eéexkmopa nedWHUCATIN U paHuje, a 1a je JIujeB u3Boz y mpaBIily 6eKmopcKo?
nosa neduHrcal Kao oneparop Ha uesoj aurebpu C°(M). f

Samarak 19. Heka je K[z] npcren monunoma, e € Klz] monunom e(z) =z u A
anrebpa csux suneapuux (Hag K) mpeciukasama L : K[z] — K(z]. Hdokazaru xa
je ca

D:A— A, D(L)(p) := eL(p) — L(ep)
sneduHUCaHO jeaHo audepennupaime Ha A. v

ITpumep 22. Axo je A anrebpa ca jequnaunom u D : A — A nudepenimparse,

OHJA je
D(1)=D(1-1)=1-D(1)+ D(1)-1 = D(1) + D(1),
na je D(1) = 0. Opare, 360r suneapuocru audepeniupara, ciaeau aa je D(¢) =0

rje je ¢ := c¢1 npousBoj ckasapa ¢ u jeguauie 1 € A. OBO je youmreme mo3Haror
CTaBa J1a je W3BOJ KOHCTaHTHe (QyHKIHje Hya. i

ITpumep 23. Heka je A npoussosbua anredbpa. Hben xomymamop je npeciuka-
Bambe

AxA— A, [a,b] :=a-b—b-a.
Axko je ¢y € A durcupanu ejgeMeHT, OHIA je ca
D:A— A, D(a) := [a, co]
nedunucano jeaHo audepennupame Ha A. Crenujanno, npeciankaBamwe D u3 3a-

narka 19 je nudepennuparse. f

12110z anreGpom A Haj mosbeM cKalapa HOAPA3yMEBAMO BEKTOPCKH IPOCTOP HaJ| THM H0/bEM,
Ha KOoMe je neduHHCcaHO OGManHeapHo MHOXKeme A X A — A.
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IIpumep 24. (JIujeB m3Box BekTopckux mossa) Heka je M rmarka MHO-
rocrpykocrt u A anrebpa cBux JuHeapHux npeciukasawa L : C® (M) — C°(M).
Ilomrro cBako BekTOpCcKO mosbe X Ha M nmeduHwmIe TUHEAPHO MPECTUKABAE

X:C®(M) = C=(M),  X(f)(p):=df(p)(X,),

npocrop X (M) BEKTOPCKHUX T0Jba je TIOTIIPOCTOP BeKTOopcKor mpocropa A. CrnaHo
kao y Ilpumepy 23, 3a durcupano Bekropcko nobe X € X (M), npeciukapame

D:A— A, D) :=[X,I] (45)

je mudepenmupame Ha A. CrenujaaHo, MOMITO je KOMyTAaTOP JIBa BEKTOPCKA MOJbA
BEKTOPCKO 1osbe (Buzeru crp. 12), ciaenu ja je 106po jeduHucaHo HPecIuKaBabe

Lx : X(M)— X(M), Lx(Y):=[X,Y], (46)
Kao pecrpukimja npecaukasama (45). IIpeciukasame (46) masusa ce Jujesum
U36000M BEKTOPCKUX I10/ba y HpaBily X. f
IIpumep 25. (JIujeB m3Box audepennujanuux dpopmu) Heka je
A=Q(M) =g "M),
kez

anrebpa audepennujaasanx hpOpMUA Ha, MHOTOCTPYKOCTH M y OIHOCY HA CIIOJHAIITHHE
vHOMKeme. Ilpu Tome je, mo gedburmmmin, QF(M) = {0} 3a k < 0w k > dim M.
Heka je X € X (M) durcupano Bekropcko nowe Ha M u ¢y : M — M wume
reHepucaHa jeinonapamerapcka rpyna audeomopduszama (Bugeru Teopemy 10 u
auckycujy nocie we). Taza je ca

Lxa:= e (47)

t=0

d
dt
nedunncano audepennnpame Ha aaredpu (Q(M), +,A). Baucra, momro je ¢f (a A

B) = ¢faN ¢y B, JlajoHunoBo MpaBUIO 38 MHOXKEHE A ciequ u3 (47) u crangapIHor
Jlajorumosor npasuiia 3a dbyHKIH]e je/iHe peaaHe MPOMEHIbUBE. f

3anarak 20. Kopucrehu npasusio 3a u3Bos cioxkene pyHKImje
¢ od=dog],
nokasaru 1a Jlujes uzson audepentujasre hopMe KOMYTHPA 3a CHOJbAITHUM:
doLx = Lx od.
Ipennsnuje, noxkazaru na je d(Lxa) = Lx(da) 3ace X € X(M) n o € Q(M). v
[ozcerumo ce jia 3a cnojbantbu audepentmjan d @ QH(M) — QL (M) Baxu
dlaAB)=daAB+ (—1)Yands 3a «acQI(M), BcQF(M),

mTo Huje ucro Jlajorunoso npasuiio kao y Hedununmju 22, nok u3 [Ipumepa 25
BUAMMO 12 JIujeB u3Boj 3a70B0/paBa yupaso 1o J1ajOoHUIIOBO IPaBUIIO:

Lx(Oé /\ﬁ) = (LXa) AB+aA (Lxﬂ)

Haxue, JlujeB u3Box je nudepennupame y cmucay ledunnnmje 22, a crospalimbu
uuje. Crnomammu nudepernujan d je qudepeHiupame y cMucay cieaehe pedpunu-
nuje.
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HMedmuaunuja 23. ['padyucana aszebpa je anrebpa A obauka
A= D
k

rae ¢y A BEKTOPCKH HOTIPOCTOPH, & MHOXKembe uMa ocoduny A, - A; C A4, Tj.
a€ A;, bEAj = a/'be.AiJrj.

3a enemente u3 A, KaxkemMo ma mmajy cmenen k; cremen ememenrta a € A 03-
nauyasamo ca deg a. Jluneapuo upeciukasawe d : A — A je dudepenyujan (Ko-
PHUCTE Ce jOIT ¥ TEPMUHU 2padyuceHy JupepeHyujar, armuiupepenHyuparse nin aH-
mudepusayuja) CTENEHa I aKo je

d(Ap) C Agyr w1 d(a-b) =d(a)-b+ (—1)% % . d(b).

IMap (A, d) nazusa ce dudepenyujartom zpadyucarom anzebpom.

Ipumep 26. [Map (Q(M),d) tae je Q(M) anrebpa qudepennujanaux dhopmu,
a d cnosarmmu gudepentmjan, je nudepennujanna rpagyuncana airedbpa. Crosma-
uibu qudepennujan d je (awru)audepenuujan crenena r = 1. f

IIpumep 27. (Vuyrpamsn usson gudepennujaaaunx dopmu) Heka je
M rnarka muorocrpykoct, (M) rpagyucana anrebpa audepenimjagsaux GopMu
Ha M u X € X (M) Bexkropcko nosbe. U3 nedununmje Crno/baliber MHOXKeHhA

(0ZHOCHO U3 OCOOUHE /1A DY IIEPMYTAIMjU KOJIOHA JIETEPMUHAHTA MEha 3HAK ) CJIe/1
Jla 3a llpec/uKaBabe

ix 1 QN(M) = Q" H(M), ixa(Yr,..., Y1) =a(X, Y1,..., Y1)
BaXKn
ix(anB) = (ixa) A+ (~=1)% “a A (ixB).
Hpyrum peunma, ix je (antn)mudepennujan crenena r = —1. Croenumjamno,
ix : Q' (M) =C>®(M)— QM) = {0},
1j. ix f = 0 3a cBaky byukuujy f: M — R.
Iundepennujan ix Ha3uBaMO yHympawrum dupeperyujarom. Kopucre ce u

TEPMUHU YyHYMpawre muodcere (Wi xonmpakyuja) dbopme audepeHImjagramm
nosbeM. Y3 03HaKy ix« Kopucre ce u o3Hake i(X)a u X ia. i

3anarak 21. [okazaru ma je
ixdf = Lxf (48)

3a cBaky riarky ¢yukuujy f: M — R u Bekropcko nmose X € X(M). Kopucrehn
qnmbeHuily ga je Ly mudepennumpame, a d u ix aHTHAAPEPEHITHpPaba, M3BECTH
Kapmanosy dopmyary

Lx=ixod+doix,
Tj. MOKa3aTH, HEAYKIHjoM TI0 k, 1a 3a cBaky dopmy a € QF(M) saxkn

Lxa=1xdoa+ dixa.
Ilokazaru ma je

d
%w;‘a =Y (ixda+ dixa) (49)

rae je ¢y pavmmanja audeomopdr3ama reHeprucana BeKTOPCKAM Mo/beM X , eKBUBa-
snentan 3anuc Kapranose dopmyse. v
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Hamomena 10. Ako cy mpeciukaBama 1g,t; : M — N XoMmoromHa, OHIA
nocroju zaamia xomoronuja ¢ usmely wux (Bugeru Teopemy 1 na crp. 4). Heka
je a sameopena k—dopma, 1j. da = 0. Unrerpauujom (49) nobujamo

1
Ve —Yla = d/ W (ixa) dt,
0

na je popma 9 a—1ga rauna. Oparie ciaenu ga npeciukaBamna Y u Y] nedununty
HCTO IpecanKaBambe Ha e PaMoBoj KoxoMosoruju:

Yo =1 H§R(M) - HZ;R(N)'

Ako cy M u N XOMOTOIICKH €KBUBAJIEHTHE MHOTOCTPYKOCTH, Tj. aKO IIOCTOje IIPec-
JINKABaFbha

f:M—N, g:N—M, rmakBajgaje fog=~idy, gof~idy,
OHJIa CY
frog = (g0 f) : Hip(M) = Hjp(M)ug*o f* = (fog)" : Hjp(N) = Hir(N)
MIEHTHUYKA MPeCInKaBama, ma cy
f* i Hip(N) — Hjp(M),  f*: Hjp(M) — Hjp(N)
n3omopdusvu. Tume je mokaszano tepheme u3 Hamomene 3 ma crtp. 18 nma je me

PamoBa Koxomosoruja XoMOTOIICKA WHBAPHUjaHTA. o

3anarak 22. /lokazaru 7a 3a UCTO BEKTOPCKO mosbe X JIujeB uzBom komyTupa
ca yuyrpammuM, 1j. ga je Lx oix =1x o Lx. v
Samarak 23. Kopucrehu Besy usmely Jlujesor m3soma Lx, X; = [X;, X;] un
cuosbauiber u3soua d, ycranossbeny y Jlemu 2 (crp. 24), ussecru jne Pamos uuen-
rurer d o d = 0 n3 Jakobujeror maenturera (11) (crp. 12). U obpuyTO, M3BecTn
JakobujeB uaenturer u3 ge Pamosor. v

Hamnomena 11. Jorrr Heke ocoOnHe yHYTPAITEHET, CIIOJbAINEr U JInjeBor n3Boaa

cy

(a) ix,y] = Lx oiy —iy o Lx, Tj. ijx,y] = [Lx,iv];

(6) L[XY LXoLnyyOLx,Tj. L[X7y]:[LX7Ly};

(B) iyxa = fixey

(r) Lixa = fLXa +df Nixag

(n) Y% oix =iy-x 0", Tj. Y*(ix) = iy-x(Y*a), 32 nudeomopdusam'® ¢,
re cy X u Y BeKTOpPCKa mosba, o audepenimjansna dopma u f HyHKIH]ja.

3anarak 24. laru cy nudepennujanna ¢GpopMa u BEKTOPCKO MOJbE

C=xde ANdy+y>dyndz, X = y; —&—yzaa —i—zaa

y R3. Uzpauynaru Jlujes usson Lx(. v

IMoxcerumo ce ma Ha opujenTrcanum MHOrocrpykocruma CrokcoBa dhopmyna

/dw:/ w za we QMM
M oM

3 Ako je ¥ mudeomopduzam, onaa je, no medununmju, Pp* X = w:lX 33 BEKTOPCKO TI0JbE
X. Cnwano, o gebwHUTHE je .o = (1~ 1)*a 3a audepernmjanny dopmy a.
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yCIIOCTaB/ba yaJHOCT u3Mehy cmosparmmer audepentujaia d, Koju nmoehasa cre-
ner opme 3a jemaH, u ,oneparopa rpasure”’ 0, KOju CMaibyje JTUMEH3U]y MHO-
TOCTPYKOCTH 32 jeJjan. Y HyTpalmbu audepeninnjasi, OOPHYTO O CIOJbAIIEr, CMa-
wyje crernen (opMe 3a jeaH; Herora Be3a ca omneparopom J je hopmyia

/ ’in:/ LXw
oM M

koja jako caeau u3d Crokcose u Kapranose. o

3anarak 25. Heka je M koMmakTHa MHOTOCTPYKOCT AuMeH3uje n 6e3 rpaHurie.
JlokazaTu 1a BaxKu
/ (Lxa) A B = —/ a A (LxB)
M M
3a cBaKO BeKTOpcko mosbe X u dopme a € QF (M), B € Q =k (M). v

IIpumep 28. (duBeprenunuja Bekropckor mnossa) Heka je M opujentu-
caHa MHoOrocrpykocr aumvensuje n u p € Q"(M) dopma 3anpemune Ha BOj. AKo
je X BexTOpCKO mosbe, ouma je ixpu € Q"H(M), na je d(ixp) € Q(M). Iowmrro
je dim M = n, dopme p n d(ixp) cy mpomnopunoHamHe (Kao €JIeMEHTH MOIyia
Q" (M) wazx npcrenom C°°(M)). KoedunujeHT nponopunoHaIHOCTH HA3UBAMO Ou-
6epzeHyUjoMm BEKTOPCKOT mojba X u o3HagaBamo ra ca div X. Jlpyrum peumma,
JUBEPreHIja BEKTOPCKOT 10/ha je nepuHUCaHA jeTHATHHOM

d(ixp) = (divX)p

¥ 3aBHCH O u300pa (popme 3ampeMuHe.
Cuengjanno ako je M = R™ u y = dzi A. . . Adx,, nobujamo kiracu4ny jgeduHu-
uujy auseprexiyje y eyksmackom npocropy: div X =V - X. i

Samarak 26. Jokaszaru na je div[X,Y] = XdivY — Ydiv X. v

3anarak 27. dokazaru pa jeanonapamerapcka damuiuja audeomopduzama
¢ : M — M remeprcaHa BEKTOPCKHUM TOJheM X UyBa 3alTPEMUHY aKO W CaMO aKO
je divX = 0. v

OyHKIMje, BEKTOPCKA 1o/ba u audepeniujaane dhopme, 0 dujeMm cMo audep-
EHIpaY 10 CaJa TOBOPUJIN, Cy CHEIHUjaJHU CJIyda] OMIITHje Kjaace objexara Kojy
n3aBajamo caeaehom aeUHHAIH]OM.

Hedbumaumuja 24. Heka je V BekTopcku mpocrtop wam momsem K u V* meros
ayai. Tensop pena (r,s) Ha V je BUILIEJMHEAPHO PECIUKABAE

P:Vx.. xVxVx...xV" =K

T S

Bpoj r ce nazuBa kosapujanmuum, a s Konmpasapujarmuum pedom tenzopa . Ako
je r = 0 TeH30p HA3BWBAMO KOHMPABAPUJAHHUM, & aKO je s = 0 KosapujaHmmum.
Ckyn cBux rten3opa pezxa (r,s) Ha V je BEKTOPCKH HPOCTOP; O3HAYABAMO Ia Ca
T.2(V). IIpocrop
TV):= @ T(V),
(r,s)ELXZ

rze je, o pedununuju, 7,5(V) = {0} ako je r < 0 wmm s < 0 u 7(V) := K nasu-
BaMO men3opckom anzebpom wa V. Crpykrypa anredpe je 3a1ara CTAHIADIHIM
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TEH30PCKUM MHOXKemeM npecaukasama 7,51 (V) x T22(V) 3 (91, $2) = &1 @ &y €

+ .
Ty (V):

¢1 ® ¢2(V17V27VT7V§) = ¢1(V17VT)@2(V27V§)7

rze je vi = (v],...,v]') U CAUYHO 3a OCTaje apryMeHTe.

Kosapujanruu rensop pesa (r,0) HA3UBAMO CUMEMPUHHUM AKO je MHBAPH]AH-
TaH y OJHOCY Ha MepMyTaIlfje CBOjUX apryMeHaTa, Tj. ako je

q)(’UJ(l), e 7%(7«)) == q)(’Ul, e ,’UT)
3a cBaky nmepmyrtamujy o : {1,...,r} = {1,...,r}, a anmucumempuurum axo je 3a
CBaKy TaKBy TEPMYTaINjy
(I)('Ua(l)a ce ,UU(T)) = (_1)sgn U(I)(’Ul7 [N ,’UT)

re je sgn o 6poj TPAHCHO3UIIKja y TepMyTanuju ¢, no Moayiy 2. Ciaudno ce me-
buHUITY CUMETPUYIHN ¥ AHTUCHMETPUIHN KOHTPABAPHUjAHTHU TEH30DHU.
Tensopcko nowe pena (r,s) Ha Muorocrpykocru M je npeciaukaBarbe

UM | THTLM),  pe U, € THT,M),
peEM

KOj€ je IJIATKO y CMHUCJLY JIa je 38 CBaKy T—TOPKY IVIATKUX BEKTOPCKUX 110Jba U CBAKY
S—TOPKY TJIATKUX KOBEKTOPCKHUX MOJha,

X X" ex(M), al, . af € QY (M)
IpecinKaBambhe

M — R, p UL (X, X ol s

riarka dynkuuja wa M. Ckyn cBux renzopckux nosba pena (r,s) na M je Bek-
TOPCKM MPOCTOP; 03HauaBamo ra ca 7,°(TM). AnreGpa

T(IM):= @ T7:(TM)

(r,s)ELXZL
e je, no aepunnnuju, 7,°(TM) = {0} ako je r < 0O wm s < 0 u TO(TM) =
C>°(M), HazuBa ce men3opckom aszebpom MuOrocTpyKOctu M. O

IIpumep 29. Cramapuu mpoM3BOJ HA BEKTOPCKOM MPOCTOPY V' je cumeTrpudHu
KOBapujaHTHU TeH30p peza (2,0) Koju 3a70B0JbaBa YCJIOB HEJEreHEPUCAHOCTH

U(v,v) >0 u U(v,v) =0 < v=0.

Pumanosa mempura Ha MHOrOoCTpykocTn M je IaTKO KOBAPHUjAHTHO TEH30PCKO
nosbe pea (2,0) Koja 3a/10B0JbaBa yCJIOB HEJIEIEHEPUCAHOCTH y CBAKO] Tauku p € M
(1j. Ha cBaKOM BekTOpCKOM npocropy T,M). f

IIpumep 30. dudepenmujanne k—bopmMe Cy aHTHCUMETPUIHA KOBAPUjAHTHA
tensopcka nosba peaa (k,0). Crnerumjammo, QY (M) = T2(TM). 3a k > 1 unkiaysuja
QF (M) c T2(TM) je crpora. i

IIpumep 31. Bekropcka mnossa cy KoHTpaBapujanTHu Tensopu pena (0,1).
Csako BeKTOpCcKo nosbe X € X (M) nedbunuiie raatky dbaMuinjy JHHEAPHUX TPEC-
JINKaBarbha

T;M — R, Np = Np(Xp).
[Towmro cy T, M n npocrop nuaeapunx ¢ynkunonana na 1,y M BeKTOPCKH HPOCTOPH
ucre quMensuje, oarie caemu na je X (M) = TH(TM). i
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3anarak 28. Heka je V BeKTOpPCKU MpPOCTOP KOHAYHE AUMEH3WjE HAJ, MO/HEM
K. Jdokazatu ma je mpoctop T, (V) m3oMopdan mpocTopy CBUX r—THHEAPHAX Mpec-
JINKABAHA

Vx...xV =V
————

Dopmynmcarn n gokaszarn oarosapajyhe tepheme 3a T#(V). v

IIpumep 32. Hexka je V BekTopcku mpocTtop Haa mobeMm K u V* mweros ayadt.
Tazna je ca
C:VxV*=K, (v,v%) = (v*,v),
rae je (v*,v) BpemHocr dyHKIMOHAJIA V* HA BEKTODPY v, JedbUHHUCAH TEH30D pela
(1,1), KOju ce HA3UBA KOHMPAKUUJOM. f

Y3 masy nomoh JIuneapue anredpe MOKeMO Ja 3aKJbY 9MMO J1a je, 38 BEKTOPCKH
npocrop V,
TV 2V*R..0V'eVe...oV. (50)

T S

ITpumep 32 mozke Ja ce yommrd W 3a cBaku map (i,7) € {1,...,r} x {1,...,s}
neduHAIIe KOHTPAKITH]a,

I THV) = T2 (V)
nomohy unentudukammje (50), ca
Cﬁ(vf@. UM .. .QUs) = (U], v, V] ®.. .®v}®. QUM B...QU;®. . .QUs,
rae je - ,ysumanmna’, KOoja 03HAYaBa A j€ Taj YIaH W30CTABJHEH.

JHepunuunuja 25. Heka je V Bekropcku mpocrop u T (V) merosa reHzopcka
anrebpa. JIlumeapHo mpecsimkaBame

D:T(V)—=T(V)

ce HazuBa dugepernyuparvem (Miu depusayujom) TeH30pCKe airedpe ako BayKM:

(a) DT ®P)=D((¥)® P+ ¥ ® D(P) (Jajorunoso npaBumo);

(6) D uysa tun: D(T5(V)) C T2(V);

(B) D komyTHpa ca KOHTpaKIHjaMma.

Ako je M rumarka muorocrpykoct u T (TM) mweHa TeH30pCKa airebpa, mpec-

mukaBawe D : T(TM) — T(TM) je nudepennuparse (MIn JepuBalyja) ako je 3a
cBe p € M merosa pecrpuxuuja za T (1, M) nudepennupame.

ITpumep 33. Heka je V BekrTopcku mnpocrop KoHadne gumensuje. CBaku TeH-
30p © tuma (1, 1) Moske Ja ce mocMaTpa u Kao aubepenimpare Ha T (V) Ha crenehn
nauwH. 13 Pucore Teopeme 0 penpe3eHTaIMju CICIH 14 je 3aJaBame OMInHeapHOT
peCINKaBamba

O:VxV*—=R
€KBUBAJIEHTHO 33/1aBafby MPECIUKABAA
0:V-V.

IIpeciukaBame © u weros Jyan 0*: V* 5 V¥ ce, momohy JlajorunoBor mpasuia,
npormupyjy no mudepennupama va T (V). f
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Y nmopehemy ca qudepennupamem y OnmTuM ajaredpama Koje cmo ysenu ledu-
Hunujom 22, 3a qudepennupame Tea3opa y3 JIajoHuoBo npaBuIo 3axXTeBaMo joIr u
ycaose (6) u (8). IIpema Tome, yryTpaiite u closbalibe [udepeHiuparmhe He Moy
Ja ce mpormpe 10 AudepeHImpama TeH3opcke anarebpe y cmucay Hedwnmmje 25.
IIto ce tuue JlujeBor m3BOIA, HEra CMO 33 caja JedWHICAIN caMo 33 (DyHKIH]E,
dbopme u BekTOpcKa mosba, Tj. Ha npocropuma T (TM), TP(TM) u THTM).
Mebhytum, y3 nomoh Jlajorurosor npasuia, JIujeB m3Boa MOXKe [1a Ce MPOAYKHU HA
nesty Tensopcky anrebpy T (T'M): y uspasy

Lx(\lf(yl,...7}/7«,041,...7045)) = (LX\I/)(}/&,...,Y;,Oél,...,045)—|—
+> i YWY, LY, Yo, o)+
+Z;=1 \IJ(Yh...,Yr,Oél,...,Lszj,...,OéS)

jenmuna weneduHUCAHA BEJIMYWHA je TIPBU CabMpaK Ha JIECHOj CTpaHu (ocTajia JBa
cabupka Ha JecHOj crpanu canap:xke Beh nedbwurucane Jlujee m3BOmE BEKTOPCKOT
nosba u Gopme, a Ha JI€BOj crpanu je u3Boz (dbyHKIMje), Ia Taj u3pa3 MOXKEMO
Jla cMaTpaMo BeroBoM gpedunuimjoM. MceTo pe3oHoBame MOXKe /1a ce TPUMEHU Ha
npou3BosbHO Judepennupame D ymecto Jlujesor. IIpumernmo na je mosospHO 12
nudepennupamne Oyae medrHrcano Ha GYHKINjaMa U BEKTOPCKUM TOJbUMA: HU3BOI
KOBEKTODPCKOT TIOJba, Tj. audepennujagae ¢popme, Takohe MOXKe 1a Ce M3BeIe u3
JlajorumoBor npaBwia;

D(n(Y)) = (Dn)(Y) +n(DY),

1j. ma ce Dn pedunuiie kao (Dn)(Y) := D(n(Y)) — n(DY).
CranvyHuM apryMeHTHMa MOTY Jia ce JIoKaxy cienehe eme.

Jlema 3. Hexa je M eaamka muozocmpyrocm u wexa cy Dy u Dy dea dughepen-
yuparea na mensopceroj anzebpu T(TM). Axo je D1 = Dy na C°(M) = T (T M)
u X(M) = TH(TM), onda je Dy = Dy na T(TM).

Jlema 4. Csaxo dugpepenyuparve D wa T (T M) je obauka
D=Lx+0,
20e je X mnexo eexmopcko noswe na M, a © mensopcko nowe peda (1,1).

Tenzopcko mospe © y Jlemu 4 ce naTEPIPETHPA KAO AUMDEPEHITNPAHE Y CMUCTY
IIpumepa 33. IIpumerumo ga Jlema 4 cienm u3 Jleme 3. 3acra, u3 aumeHUIE 1A je
pecrpuknuja npeciukasamba D na TP (T M) = C°° (M) npeciukasaibe

D : C%®(M) — C®(M)

(oBue ce kopucru cBojcrBo (6) Hedununmje 25) Koje je JuHEapHO U 3a/0BOJbABA
Jlajbuunoso npasuio, cieau ga je Df = X (f) 3a Heko BEKTOPCKO nosbe X u CBaKy
bynxuujy f, vj. D = Lx na TP(TM). Ocraje jom camo na ce pazmuka D — Ly
na X (M) = T, (T M) osnaun ca © u nnrepnpernpa kao Tensop tuma (1,1) xao y
IIpumepy 33.

IIpumep 34. (KoBapujautuo gudepennupame — yBox) Heka je M C R™
IJIaTKa IMOAMHOTOCTPYKOCT X, € T, M TaHreHTHE BeKTOp y Tauku p € M n'Y €
X (M) TaHTeHTHO BEKTOPCKO TOJbe. BeKTOpCKO mosbe Y Mo¥Ke Jia ce mocMarpa u
KaO0 MPECTUKABAHE

Y:M—->R"
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u qudepeHnupa, Kao IPeCIUKaBabe Ca BPEJIHOCTHMA Y BEKTOPCKOM IIPOCTODY, Y
npasily BekTopa X, — ako je (t) xpusa koja je y Tauku p = y(0) TaHreHTHA Ha
Xp, oHTA je

DY (X,) — fim YO =Y ((0)

h—0 h
Bexkrop DY (X,) e mopa ma Oyme TaureHTan Ha M, aju MOXKEMO Ja Ta IIpO-
jexryjemo® ma T,M u 106MjeHM BEKTOD O3HAYMMO Ca Vx,Y. Axo je X ran-
TeHTHO BEKTOPCKO TOJbe, OHJa je W V xY TaHTeHTHO BEKTOPCKO mosbe Ha M, Koje
Ha3MBAMO KOGAPUJAHMHUM U36000M BEKTOPCKOr mosba Y y upasiy X. Ilomro je
X(M) =THTM), rume je nedbunuCcAHO MpPECIUKABAIE

Vi : To(TM) — TH(TM).

Axo pedunmmeno npecmkasame Vy 1 ToH(TM) — T3 (T M) tako na ce OHO TIOK-
Jama ca OOMYHUM H3BOJOM Y Tpasily BekTopa X Ha O (M) = TP (T M), moxenmo,
ka0 y Jlemu 3 m QuCKycHju TIpe e, Ja ra TPOIYKUMO 10 jeTHHCTBEHOT audepeH-
Uparma

KOje Ha3uBaMO Kosapujarmmum ougeperyuparbem TeH30pckux mnosba #a M. Ha
npuMep, KoBapujanTHu n3Boj PumanoBe metpuke g Ha M je

(Vxg)(V,Z) =X (g(Y,2)) —9(VxY,Z) — g(Y,Vx Z).

OBa KOHCTPYKITHja MOXKE 13 Ce CIPOBE/Ie W BaH aMOujeHTHOr mpocTopa R™ u mose-
3aHa je ca YOIITemeM MojMa mapaaennoctn n3 Eykauacke reomerpuje Koju je, Kao
IIITO HAM je TO3HATO, OMO MOIa3Ha TadKa OTKprha HeeyKIUIACKUX reomerpuja. Tom
KOHCTPYKIHjoM hemo ce neraspuo basutu y [nmasm 1. i

3anarak 29. /lokazaru 1a je
VixY = fVxY u LixY = fLxY -Y(f)X
3a BekTOpcka mosba X, Y u byukuujy f. v

IIperxonnu 3anarak yka3dyje HA Pa3aIuduTa CBOjCTBA JIMjeBOr u KOBapUjaHTHOT
u3Bona. Ilpumermumo na je JIujeB w3BOZ jeaAHO3HAYHO AeDUHUCAH CAMOM CTPYK-
TYpOM MHOTOCTPYKOCTH, JOK KOBAPWjAHTHUW W3BOJ 3aBUCTH O ©300pa MpOjeKInje
KOja y4ecTBYyje y 1eroBoj Aedunuruju. JIujes u3Bom je aHTUCUMETPUYAH, Tj. BAXKU
LxY = —Ly X, MoK 3a KOBapHWjaHTHU W3BOJ, ¥ OIIITEM CIydajy, He TOCTOjU Be3a
uzmely VxY u Vy X. Ako cy koBapujanThau u JIujeB u3Boj MOBE3aHU PeJIAIljoM

VyY — Vy X = LyY,

KarKeMO 14 je KOBapWjaHTHU W3BOJ CUMEMPU4GH WIN 6e3 mop3uje. AKO je MHO-
rocTpykocT Pumanosa, Tj. axo je Ha m0j 3a1ara Puvmanosa merpuka g € T (T M),
3a KOBapHjaHTHU W3BOJ, KayKEMO Ja je ca2AacaM ca mempukom ako je Vxg = 0 3a
cBako BekTopcko nosbe X € X(M). V Iiasu 1 hiemo na Buaumo na na je na Pu-
MaHOBOj MHOTOCTPYKOCTH IIOCTOjH jeIUHCTBEHO KOBAPUjaAHTHO AU(EPEHIINPAHE KOje
j€ CUMETPUYHO W CATJIACHO Ca METPUKOM. TakaB KOBapHjaHTHU u3BO HasuBahemo
Jleeu—Yusumunum KOBAPUJAHTHIM H3BOIOM.

14HapaBHO, u360p OBe NpOojeKIuje HUje jeJMHCTBeH, pa3iauanTtu u3bopu npojekmuja nahe nam
pasnuuuTa qudepennupama Ha T (TM).
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3amarakx 30. Heka je na PumanoBoj muorocrpykoctu M ca PumanoBom Mme-
tpukoM ¢ 3a7ar Jlesu—Husurun koBapujanTau u3son V. /lokazaru 1a je

1
Lx(X") = (VxX) + Sd| X

e je Z° fyaJ y BEKTOPCKOT M0Jba Z Y OMHOCY HA METPHKY ¢, Tj. KOBEKTOPCKO TOTbE
nedwmmncano ca Z°(Y) = ¢g(Z,Y), a d|| X||? cnomammmsn audepennmjan dbynkimje
P 1X)17 = gp(Xp, Xp). v

3a pasmuky ox yciaoBa Vyg = 0 3a cee X, uwemorylie je ouekuBaru ma Oyme
Lxg = 0 3a cee X. Bekropcko mobe X 3a koje Baxku Lxg = (0 HazmBa ce
Kunaunzosum eexmopckum nomem. JegHonapamerapcka rpymna audeomopduzama
1)y reHeprucana KuanHNOBUM BEKTOPCKHM TO/HEM UyBa PUMAaHOBY METPHUKY ¢, Tj.

BaxK# ;g = g.

3anarak 31. Heka je V Jleeu—HuButun koBapujanTHU W3BOJ Ha PuMaHOBO]
muorocrpykoctu M ca PumanoBom merpukom g. Jlokazaru Ja je BEKTOPCKO MOJbe
X KuanHroso ako m camo ako je

g(Vy X, Z)+g(Y,VzX)=0  3acse Y,Z € X(M). (51)

Hpyrum peunma, X je KHInHroBO BEKTOPCKO TOJHE aKO W CAMO aKO je JUHeapH!
OIepaTop
VX : X(M)— X(M), Y= VyX

CUMETPUYaH y OJHOCY Ha Merpuky ¢. Jexnaduna (51) nasusa ce Kuaunzosom
JeOHaAUNUHOM. i

3. Kparku yBoa y audepeHInjaaHy TOMOJIOTU)Y

3.1. Hopmasina pacJiiojema u 1ieBacte okosmue. Heka je M riarka MHO-
roctpykoct u N C M. Ckyn

M = | J T,M
peEN

Ha3MBAMO PECMpUKUUjoM TAHTEHTHOr paciojemsa 1M nHa noackyn N. Ako je N
rarka nogmuaorocTpykoct, Ty M je muorocrpykoct gumensuje dim N +dim M. Y
¢BaKoj Tauku p € N muorocrpykocr N uma ¢Boj ranrentnu npocrop 1, N. Komuu-

HuukE Opoctop VpN := T,M/T,N Ha3uBAMO HOPMAAHUM TPOCTNOPOM OIMHO-
rocTpykocTu N y TadukK# p, a YHU]Y
vN = U vpN
pEN

HOPMAAHUM pacaojervem ToavmuorocTpykocr N. Hopmammo pacmojerse vIN uma
CTPYKTYPY IJIaTKEe MHOrocTpykocTu u mpu Tome je dim vN = dim M.

Teopema 18. (Teopema o neBacroj okosmnu) Hexa je M zaamka mmo-
2ocmpyxocm u N C M wena 2aamxa nodmuozocmpyrocm. Tada nocmoju omeopera
okoauna U C N xoja je dudeomopdra okoruHy HYAMO2 Ceersba HOPMAAHOZ PACAO-
jerwa VN,

Okonuua U w3 OperxoHe TeopeMe HA3WBa Ce UeBACMOM OKOAUHOM TIOIMHO-
roctpykoctu N.
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Teopema 19. (Teopema o kparum) Heka je M zaamka mmrozocmpyrocm ca
eparuyom OM. Tada nocmoju omeopena oxoauna U DO OM dupeomoppra cxyny
[0,1[xOM.

Okonunua U w3 nmperxojiHe TeopeMe Ha3uBa ce kpazHom rpanuie OM.
Jlokaze oBe aBe Teopeme Bugehemo y [irasu 1.

3.2. IloenkapeoBa ayananoct. Heka je M KoMTakTHa OpHjeHTHCAHA MHO-
rocTpykoct 0e3 rpanwure, u Heka je dim M = n. 13 Ctokcose Teopeme ciaemu 1a je

/ H(M) =R, [ / ¢ (52)
M M

106po neduHICAHO JIUHEAPHO PECIUKABATHE. BaHCTa axo je [(1] = [Co] y HJr(M),
onma je (1 = (o + dn 3a mexky dbopmy n € Q" 1(M). U3 Crokcose Teopeme cieam

foom L= f e /BM@

na unrerpas y (52) ne 3aBucu oz uzbopa dopme Koja nedunuiie gary ae Pamosy
KOXOMOJIOIIKY Kjacy. Kaja He HoCTOju OmacHOCT Of Hecropalyma, o3HadaBalieMo
ca [,,n u unTerpan dbopme W BPeJHOCT JTHHEAPHOT MpecinKaBama (52) Ha KOXO-
MOJIOITIKO] KJtacu [)].

Ha camyan nauws ce moKasyje 1a je moopo aedunncano OuJInHeapHO TPECInKa-
Bame

/  Hlp(M) @ B2 (M), = [¢] @ ] — / nAC. (53)
M M

Mozxe na ce gokaxe Ja je OBO ODUIMHEAPHO LIPEC/IUKABAKE Helerepucato (Joka3
MOXKe Ja ce Buau y [18]).

Heka je S C M xKOMIDAaKTHA OPUjEHTHCAHA MOIMHOTOCTPYKOCT 0€3 T'DAHUIE U
Heka je j : S < M ynarame. Ako je dim S = k, onza je, ciuano kao (52), muHeapHo
PECTUKABAIE

/ HE (M) R, (] / j*¢ (54)
S S

106po medunmncano. 13 Pucose Teopeme 0 penpe3eHTaluju JuHEAPHUX (DyHKITMOHA~
fa ciemn ma moctoju sektop PD(S) € H™ % (M) Takas 1a ce 1eroBuM ciapuBarbem
ca nezerenepucanoM busnuneapaom dopmom (53) nobuja dyuxiuonas (54); apyrum

peunma
/S = /N 1APD(S). (55)

Dopmy j*n mHazuBamo pecmpukyujom Hopme 17 Ha MOIMHOINOCTPYKOCT S; Kaja He
[OCTOju OoTPeda 34 CyBUIIIE IIPEIU3HUM O3HAKAMA, PECTPUKITU]Y (POPME O3HAIABAMO
UCTUM CJIOBOM; TaKO HIOp. yMecTo (55) murmemo

[ n=[ aneois)

Ieduammmja 26. Koxomomomka kmaca PD(S) € H"~%(M) nedurucana jes-
HaunHoM (55) HasuBa ce Ioenkapeosum dyasom MOIMHOTOCTPYKOCTH S. O

IIpumep 35. Axo je M noBe3ana, KoMnakTHa u 6e3 rpanuiie, onaa je PD(M) =
1€ HO(M) ~R. ¢

3anarak 32. Illra je PD(M) ako M nuje nosesana? IIra je Iloenkapeos myan
HEKE KOMIIOHEHTE TIOBE3aAHOCTU ! v
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IIpumep 36. Heka je M moBe3anHa opujeHTHCaHa KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT
numensuje n 6e3 rpanune. Ako je p € M, uarerpan O—dopwme (1. dbyukuuje) f 1o
N = {p} je, no nebununmjn, Bpeguocr f(p). 3arsopene O—dopme vHa M cy KOH-
cranTre dbyHKIHje, onakye Buaumo na je Ioenkapeos nyan PD({p}) xoxomosomnika
knaca y H"(M) raksa na je

| poion =1 (56)
M

IIpumerumo za oBa Kiaca MOxe ja ce peasmu3yje n—(hOpMOM KOja MMa HOCAY y
MPOM3BOJHHO MaJIOj OTBOPEHO] OkoJimHWM Taduke p. Ilpenwsnuje, jgako je mahu n—
dopmy a(zy,...,x,)dey A ... Adr, y R™ Koja 3amoBosbaBa (56) u nma HOCad y
[IPOM3BOJHHO MaJIOj OKOJIMHU HYyJe, & TUME U TakBy (HOpPMY y HPOU3BOJHHO MAJIO]
JokaHoj Kapru oko p. QOma je 3arBopena 300r aumensuje, na AeUHHAIIE KOXO-
MOJIOLLKY KJjacy, Koja 36or (56) nedunuine [Toenkapeos jyasn rtadke.

IMpumerumo ga je ceaxa n—dopma koja 3amosomasa (56) Iloernkapeos myan
(cBake) Tauke, 1ma cBe Takse (hopMe TPUIIAJIA]y UCTOj KOXOMOJIOIKO] Kiaacu. Ilormro
npousBoJbHA N—(OpMa MOXKe Ja Ce MOMHOXKHM KOHCTAHTOM Tako ja Baxku (56),
crenn 1a je n—ra ae PaMoBa KOXOMOJIOTHja TOBE3aHe OPHjeHTHCAHE KOMIAKTHE MHO-
TOCTPYKOCTHU JUMEH3uje n 6e3 rpaHure

H™(M) =R (57)
1 JIa je MPecuKaBarbe
/ cH"(M)—>R
M
uzomopduzam. Oso je npenusnuje repheme on [locienune 6 Ha crp. 21. f
3amarak 33. IIra je IToenkapeor myasn konaduor ckyna N = {p1,...,pp}? v

Hamomena 12. (e PamoBa KoxomoJioruja ca KOMOAKTHUM HOCAYEM )
Y uperxosHuM pasMarpambuMa CMO npernocrasuiu aa je M (cem wro je opujentu-
caHa) KOMIAKTHA U 0e3 rpanune, 1a 6u unrerpan (52) 6uo nedununcan. OBu ycioBu
Mory ga ce ociabe. Ako je M opujeHTHCAHA MHOTOCTPYKOCT KOja HUje KOMIAKTHA,
HWHTErpaJl je u gajbe nedunncan, anu 3a audepennujaane HGopMe ca KOMNAGKIMHUM
Hnocavem. Crmano, ako M uma rpanuily, uHTErpat je neduHucaH 3a audepeHim-
janue ¢dopme uuju je nocau komuakradn nopckyu y M \ OM. Osnauumo oBakse
dopme ca QF (M), 3a k € {0,1,...,n}, n =dim M.

JacHo je ma je nudepenmujan ¢popme ca KOMIAKTHUM HOCadeM ormeT hopMa ca
KOMITAKTHUM HOcadeM. Tako crmxkemo 10 Aedunuiuje de Pamose Koxomosozuje ca
xomnaxmuum nocavem H¥(M), koja je ucra kao nedunummja obuane me Pamose
KoxoMmoJtoruje, camo ca dpopmama QF (M) ymecro QF(M). Ako ca ZF(M) osnaunmo
k-dopme ca koMnakTHuM HOCadeM uuju je judepenimjan jejuax nyau, a ca BE (M)
k-bopme obmmka dn 3a 1 € QK~1(M), k-Ta 1e PamMoBa KOXOMOJIOTHja ca KOMITAKT-
HAM HOCAYEM je

HE(M) = BE(M)/ZE(M).

3a pasnuky ox obmune me PamoBe koxomoJioruje, mpecankasamwe F : M — N

HE WHIYKYje MPECTUKABAIHE

F*: HY(N) — HF (M) (58)

(unp, ako je F upojekuuja R x R — R, onma F*1) HeMa KOMIIAKTaH HOCAY CEM AKO
je n=0). Ako je F' nudpeomopduzam, onza je ckyn K C M KOMIAKTaH aKoO U CaMO
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ako je F(K) kommakran, na je y ciaydajy audeomopduszama npeciukasame (58)
J1006po mepUHUCAHO.

Kao y cinyuajy obuune ne Pamose koxomosoruje, uz (F o G)* = G* o F'* caenu
na mudeoMopdHe MHOTOCTPYKOCTH NMajy n3omopdue ne Pamose KoxoMosoruje ca
KOMIAKTHUM HOcadeMm. Melyrum, Tpeba uMaTe y BUIY BasKHY UYUFHEHUILY [1a 1€
PamoBa KOXOMOJIOTHja Ca KOMITAKTHUM HOCAYEM Huje XOMOTOIICKa HHBapujanTa. Ha
npumep, IloernkapeoBa jema 3a obudHy me PaMOBy KOXOMOJIOTH]y T/Iach

R, k=0
HFR™) =< 7 (59)
0, k#0
JI0K 3a 11e PamMoBy KOXOMOJIOrHjy ca KOMIIAKTHUM HOCAYEM BaXKH
R k=n
HFERY) ={ 7 60
e (R™) {07 k4 n. (60)

OBo ce jako Buju y ciaydajy n = 1: 3arBopena O—dopma va R ca koMuakraum
HOCAuYeM je KOHCTaHTHA (DYHKIHUja ca KOMIAKTHUM HOcaueM, Jakie uyma. Omarie
crenn H)(R) = 0. Ocraje na m3pauynamo koxomomornjy H}p(M). IHomto je
Q%(R) = 0, caxa 1-dopma ca KoMIaKTHUM HocadeM je 3aTBopena (na je BL(R) =
QL(R)) u obnuka f(z)dz, rae je f rnarka GyHKIHja ca KOMIAKTHAM HOcadeM. AKo
je f(x)dzx Tauna y anreGpu dopMu ca Komnaxmuum Hocauem, ouna je f(x) = ¢'(x)
3a Heky (YHKIH]Y ¢ ca KOMITAKTHUM HOCAdeM, Ta je

/R £(t) dt = g(+00) — g(—00) = 0.

OGpuyro, axo je [, f(t)dt =0, onna je

o) = [ " e

dynxmja ca kommakTHUM HocaueM n f(x)dx = dg. Jpyrum peuanma, je3rpo mpec-
JINKABaba

/ :B!(R) = R
R
je ZX(R), onaxne nobujamo HZ(R) := BL(R)/Z}(R) = By(R)/ker [, = im [, = R.

Tume cmo nokazanu (60) 3an = 1.

Paau nopehema npumerunmo a je, 6€3 IpeTmocTaBKe 0 KOMITAKTHOCTH, CBaKa
koncranTHa (ynknuja 3arsopena O—popma, ma je HO(R) = R, 10k je 3a ceaxy
1-bopmy f(z)dx nobpo nednHncana HeHa TPUMATHBHA QYHKIIjA

o(z) = / o

AKO HE 3aXTeBAMO KOMIIAKTHOCT mheHor Hocaua, na je H1(R) = 0. Ounaxre caemu (59)
zan=1.
Unkaysuja QF (M) — QF (M) nraykyje muHeapHO TpeciTiKaBame

HY(M) — H*(M). (61)

OBo mpec/MKaBame y OMIINTEeM CIy4ajy HUje UHjeKTHUBHO: k—dopMa 7] ca KOMIAKT-
HIM HOcadeM MoxKe ja Oyne mudbepennujan dopme nz QF~1(M), a 1a mpu Tome He
6yae nudepennujan Heke dhopme ca KOMIAKTHUM HOcadeM (Kao HITO CMO yIPAaBO
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Buzesu Beh Ha HajjesHocraBHujeM npumepy k = 1 u M = R), na y toMm ciayuajy
npecaukasate (61) uma HerpuBMjasHO je3rpO.
Moaudukanuja dpopme (53)

[ smtoneman s v el [ nac (62)
M M

je mobpo medpunncana onauHeapHa GopMa, K0ja je HeJereneprucana, yKoauko M nma
KoHA4HO 106po nokpusame!®. Cimuno, 106po je nedunucana u HeJereHepUCaHA,
oununeapua Gopma

/ HEM) @ HYM(M) 5 R, [ @[] - / nAC. (63)
M M

3a KOMTIAKTHY OPUjEHTUCAHY TTOJAMHOTOCTPYKOCT 0e3 rpaunuie S C M auvensuje k
100po je meduHWCAH WHTErpas

[mon sz oo [ (64)

asu u unrerpan (54), upu demy He cmera 10 wro Gopma ( HeMa KOMIAKTAaH
HOCAY, jep ce MHTerpaju Mo KOMIAKTHO] nommuorocTpykoctu S. Omarie ciemu
Ja je, Ka0 y KOMIAKTHOM ciy4ajy, aedunucan [Toenkapeos gyas, aau caga Ha
nBa wauuna. Cnapusamem unTerpasa (64) ca (62) nobujamo Iloenkapeos myas
PD(S) € H" ¥(M), a cnapusamen unterpana (54) ca (63) nobujamo Iloenkapeos
nyan PD.(S) € HYF(M) xoju npunajia KOXOMOJIOTHjU Ca KOMIAKTHUM HOCAYEM.
Hapagno, osa apa IToenkapeosa fayana ce pasnnkyjy (Buzern [18] 3a merame). ©

3.3. Kobopauzmu. KommakTHa MHOTOCTPYKOCT 0€3 rpaHUIlE HA3UBA 3GME0-
penom. MHOTOCTPYKOCT ce Ha3MBa 0ME0PEHOM aKO HeMa HUjeJHY 3aTBOPEHY KOM-
IIOHEHTY IIOBE3aHOCTH. BaTBOpeHOCT KOMIIOHEHTHH IIOBE3aHOCTH MHOT'OCTPYKOCTH
JUMEH3Hje N MOXKe JIa Ce OIHINe y TEPMUHUMA N—Te XOMOJIOIIKE TPyIe ca Koedu-
nujeHTuMa y Zo:

Teopema 20. Hexa je M nosesana muozocmpyrocm dumensuje n. Tada sascu:
(1) axo je M sameopena, onda je H, (M;Zs) = Zo;
(2) axo M nuje sameopena, onda je H, (M;Zs) = 0.

Teneparop rpyue H, (M;Zs) 3arBopene n—iaumen3uone muorocrpykocru M

HA3WBa Ce HeHOM (yHdamenmarrnom Kaacom N o3Havana ca [M].
Hexa je P tomosomku mpoctop. Hempeknaao mpecinkaBame

f:M—P
MHOTOCTPYKOCTU M y TOMOJOMKH MPOCTOp P WHAYKYje TPEeCTNKABAHE
fe: Hn(MQZQ) - Hn(P§ZQ)

Hopman Crunpon je 1946. roawnHe MOCTABHO TMHUTAE 1A JIM CBAKA XOMOJIOIIKA,
KJlaca MOXKe Jja ce peaimsyje momohy muoroctpykoctu [27]. IlpennsHuje, Heka je
nara n—ra xomonomka A € H,(M;Zs). Ha nu nocroje 3arBOpeHe MHOTOCTPYKOCTH
My, ..., M} n npeciuKaBama

f' My P fF M, > P

15{Ua} je dobpo noxpusarse maorocrpykoctu M axo je M = |J, Ua u aK0 Cy CBE Henpa3HE
konadnu npecenu Uy N ... N Uy, sudbeomopduu R™.



3. KPATKN YBOJ YV JU®EPEHINJAJIHY TOIIOJIOTNIY 49

TaKBa Jia je

A= fIM) + .. fEM)?
Oxroeop Ha oo murame 1ao je Pene Tom [50], yBonehu mpu Tome mojam xo6op-
dusma. JIBe 3arBOopene mHOrocrpykocru My, My ucre nuMensuje n cy ko60pdanmme
aKO TOCTOjU MHOTOCTPYKOCT ca rpanutioMm W numenswuje n + 1 guja je rpanuma OW
nudeovopdua mucjyukraoj yuuju My LI M. YBoaumo 0Baj mojam Ipenu3HujoM
JeDUHUITIjOM.

Hedbununuja 27. Kobopdusam n3melhy 3aTrBopernx MHOrocTpykoctu My u My
ucre npumensuje n je uersopka (W, My, M, jo, j1), rue je W MHOrOCTPYKOCT JUMEH-
suje n + 1 ca rpanunom OW, u

jo:Ml—)VV, j13M1—>W

ynarama, Taksa ga je OW = jo(Mp) U j1(M;). Muorocrpykocru cy xobopdanmme
aKO TOCTOju Kobopan3am u3mely mux. O

IIpazan ckym je, mo medbWHUNNjU, MHOTOCTPYKOCT c6ake AUMeH3uje. 3a MHO-
rOCTPYKOCT KOja je KODOPJAHTHA MPA3HOM CKyIy (Tj. MHOTOCTPYKOCT KOja je Ipa-
HUIIA MHOTOCTPYKOCTH 32 jesan Belie qumeH3uje) KakeMo 1a je K000poaHmma Hyau.

Kobopanzam je penaruja eKBUBAJIEHIHje HA KJIACH MHOTOCTPYKOCTH JUMEH3Mje
n: W = M x [0,1] je muorocrpykoct ca rpamunom OW 2 M U M u o6e36ehyje
pedIEKCUBHOCT, CHMETPUYHOCT CJiean u3 aebUHUIN]e W CUMETPUIHOCTH JINC]yHK-
THE yHHUje, a TPAH3UTUBHOCT W3 YUIHLEHUIE 1A Jiell/bebeM Kobopau3ma Wy m3mely
My u M, u xobopausma Wi uzmelhy My u Mo ayx mena rpanuia aundeoMopdHIX
My nobujamo kobopauzam uamehy Mo u M;. Ckynm cBEX Kjaca eKBHBAJICHIIW]E
o3uagaBa ce ca N,,.

Hucjynkrna ynuja aedpunume na N, crpykrypy AbGesose rpyue:

+: ([M],[N]) e Ny = Ny, [M]+ [N]:=[MUN], 0:=[0]. (65)

IIpumep 37. 3arBopene 0—IuMeH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH CY KOHAYHU CKYIIOBU
ragaka. [Tomro 1-uMen3uona MHOrOCTPYKOCT UMa apaH Opoj Tauyaxka Ha IPaHULY,
nBe 0—arMeH3uoHe MHOTOCTPYKOCTH Cy KOOODAAHTHE, aKO M CaMO aKo WMajy MCTH
6poj Tavaka 1o monyiy 2. Cnemu ma je Ny = Zo.

Barsopene 1-IMMeH3MOHE MHOTOCTPYKOCTH €y KoHadHe yHuje kpyrosa St. Cpa-
Ka yHuja k Kpyrosa je rpamuma cdepe 6e3 k amckosa, ma je cBaka 3aTBopeHa 1—
MIMEH3HOHA MHOTOCTPYKOCT KOOOpIaHTHA HyaH, ogHocHo N = 0.

OpujenTabuime TIOBPITIA MOTY [a ce peajn3yjy Kao MOIMHOTOCTpyKocTH y R3,
ma ce JIaKO BUJM Jia Cy OHe KobopmanTHe Hynn. Moxke 7a ce Jokaxke Ja MpOjek-
tupHa paBan RP? nuje Ko60pJaHTHA HYJIU M 74 je CBaKa HeOpHjeHTabuIHa TTOBPIIT
KoGOplaHTHA IPOjeKTUBHO] paBHu, 1a je Ny = Zs. f

3 pedaekcuprocT penanuje KobopamsMa cienn ga cy y Abenosoj rpymua N,
CBU eJIeMEHTH pejia 2.
Ckyn

N = éNn
n=0

uMa CTPYKTYpy mpcTeHa. Y3 cabupame (65) xoje ma N, medunmme cTpyKTypy
AbGesoBe rpyre, meduHICAHO je M MHOXKEE, ToMohy

<2 ([M],[N]) : Nie x Ny = N, [M] 5[N] := [M x N]. (66)
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Hpyrav peanma, (N, +, X) je epadyucanu npcmen. Tom je moxazao cienehy Teo-
pemy:

Teopema 21. N, je npcmen noauroma Zo [x2, 24, x5, T6, s, . ..] ca no jednum
eenepamopom x; € N sa cearo j # 2% — 1.

IIpumerumo ma pesynraru u3 llpumepa 37 crmeme m3 oe Teopeme. Towm je
JIOKa330 U J1a 33 TeHepaTope T; 3a MapHe j MOTY Ja ce y3My MPOjeKTUBHH IPOCTOPH
RP?. A. Jonnx [26] je onmmcao reHeparope 3a HemapHe j.

HMepuuaumnuja 28. Cunzyrapra nodmmozocmpyrocm JUMEH3H]E 1y TPOCTOPY
P je nap (M, f), rue je M rnarka muorocrpykocr aumensuje n u f @ M —
P HempekuHO TIpecuKapame. JIpe cumTymapre mogmuoroctpykoctu (Mg, f0),
(My, f1) cy 6opdanmme axo nocroju kobopauzam (W, Mg, My, jo, j1) ¥ HEPEKUTHO
npeciukapame F : W — P raxso na je Fojo= fOu Foj = fL. O

Bopausam cuHry7IapHEX MOIMHOTOCTPYKOCTH y P je peanuja eKBUBAJICHIIH]E;
CKyll KJaca eksupajienuuje oznadasamo ca Np(P). U oBaj cKyn uma crpyKrypy
npcrena, gedunucany nomohy (65), (66) u nedununuje npecaukasama f+gu f X g
3a (M, f), (N, g) € N.(P) na npuponan nauun. [Ipumernvo na je N, = N, ({p})
rae je {p} jeaHounan ckym.

Hanowmena 13. [Tocroju u3BecHa HEJIOCTIEIHOCT y TPUMEHH TEPMUHA H60PIU3am
u xobopdusam y mureparypu. P. Tom je xopuctno repmun xobopdusam, on dpan-
mycke pedn bord 3a rpaHuIly, Ha WCTH HAYWH HA KOjU C€ KOPUCTU HIIP. KOAUH-
eapHoCcm 3a TIPUMIAIAEE UCTOj TIpaBoj muauju. Kacuuje ce ncnocrasmio 1a je N, (P)
reHEPATHCAHA TOMOAOWKA TEOPHja, TIA je 3a by Y YIOTpedbu TepMuH meopuja 60p-
Jusama, a 3a JAyasHy, KOXOMOJIOLIKY TEOPH]Y Meopuja kobopousama. o

Moske nma ce mokaxke ciaenehe TBpheme.

Jlema 5. Axo cunzyaapne nodmmnozocmpyrocmu (Mo, f), (M, f1) dedunuwy
uemy xaacy y Ny, (P), onda easwcu

FUIMo) = fi[M].
Oparie cimeau fa je MpecinKaBambe
Nu(P) — Hy(P;Zs), (M, f) = f[M]

n06po pedunncano. CTHHPOZOBO MUTAE Cala MOXKe ja ce npedopmysuiie Kao
[IUTAbE JIa JIA j€ OBO IIPECIUKABAE CyPjEKTUBHO.

Amnajyiortno nmurame Mo¥Ke J1a ¢e TIOCTAaBU U 34 CJIy4a] KoeduiiujeHara y Z yMecTo
y Zy. Y TOM Cayd4ajy NOCTOjU AHAJIOTHA Meopuja opujeHmucarus (%o0)6opousama.
Awnanoruja Teopeme 20 3a xoeduiujenre y Z je cieneha reopema (IpumMeTumo 1a
OBe JIBe TeopeMe Jajy MPeIu3HIjy XOMOJIOIIKY KapaKTepH3allnjy OprjeHTaOnTHOCTH
U 3aTBOPEHOCTH MHOIOCTPYKOCTU 0J pe3ysrara (57) koju cMo usBeiu Ha crp. 46).

Teopema 22. Hexa je M nosesana muozocmpyrocm dumensuje n. Tada eascu:
(1) axo je M sameopena u opujenmabuana, onda je H,(M;Z) = 7Z;
(2) axo je M sameopena u neopujenmabuana, onda je H,(M;Z) = 0;
(3) axo M nuje sameopena, onda je H,(M;Z) = 0.
Towm je y [50] mao n oaroeop Ha CTHHPOJOBO MUTAaKE 3a CIy4aj XOMOJIOTHje ca
koedunujenruma y Z (Koju je y TOM Ciydajy CJAOXKEHUjU). 3a Taj ciiydaj yBeo je
ojaM OPHjeHTHCAHUX KOOOPAM3aMa, Yy KIACH OPHjeHTUCAHUX MHOIOCTPYKOCTH.
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Hexka je W muorocTpykoct aumenswuje n + 1 ca rpanumnom. Ilpmmermmo ma je,
Ha ocuoBy Teopeme o kparuu Ha cTp. 45, Moryhe ay»K rpanuiie MHOTOCTPYKOCTH
n3abparu IIaTKO BEKTOPCKO MOo/he X KOje HUTIEe HHje jeHAKO HY/JW W IIPUTAIA
HopmasHoMm paciojemy v(OW). Axo je u € Q"FL(W) dopma opujenrammje na W,
rpanuiy OW Moxkemo 1a opujentuiinemo momohy dopme ixpu € Q™ (OW).

3anarak 34. Heka je M 3arBOpeHAa MHOTOCTPYKOCT IWMEH3HUjE 7. CA OpPH-
jenrarujom 3amarom dbopmom g € Q*(M) u W = M x [0,1] u ueka je na W
3amara opujentanuja dopmom p A dt. Iokazaru na, 6e3 ob3upa HA TO KAKBA je
opujenranuja nzabpana va W, jeman ox nudeomopduszama

Jo: M — M x{0}, j1:M—=Mx{1}, jo(z)=(2,0), ji(x)=(x,1)
9yBa, a APYro MeMma OpPUjeHTaIH]y. v

Jedunummmo caga peanujy eKBUBAJEHIMje HA KJIACH OPUjEHTUCAHWX MHO-
TOCTPYKOCTH.

Iedbununuja 29. Opujentucane 3arBopene Muorocrpykoctu My u My quven-
3Uje N Cy opujeHmucano kobopdarmme ako IMOCTOJH OPHjEeHTUCAHA MHOIOCTPYKOCT
ca rpanunioMm W numensuje n+ 1, guja je rpanuna OW audeomopdra IUCjyHKTHO]
yunjxu My x M7 tako ga gudeomopduszam dyBa opujeHTAIH]Y. O

Ckym KjIaca eKBUBAJIEHIIVje pejlallije OPUjeHTHCAHOT KODOpaAu3Ma meduHucane
HA MHOTOCTPYKOCTHMA JIUMeH3Hje n o3HadaBamo ca §2,. Kao un y caydajy neopu-

jeHTHCaHUX KOOOpIM3ama,
oo
Q. =P
n=0

UMa CTPYKTYPY MPCTEHA.

Axo je M opujeHTHCaHA MHOTOCTPYKOCT, ca — M 03HAYaBaMO MHOTOCTPYKOCT Ca
cymporaoMm opujentarmjom. 3 3agarka 34 cienu na cy M u —M xobopanTae, aau
veu M u M. Ipyrum peunma, enementu AbGesnose rpyne (€., +) nucy pena 2 Kao
y cayuajy rpyne (N, +). Ha mpumep, Qo = Z. HcTo Ka0 u KO HEOPH]EHTHCAHIX
kobGop/m3ama 3akibydyjemo ja je Q1 = 0 u Qy = Z (3a pasiuxy on Ny = Zo,
jep ce caza pajy camMo y KJIaCH OPHjeHTHCAHUX MHOrocrpykoctu). Ommc mpcreHa
Q. je KOMIIMKOBaHHjK o omuca npcrena N, maror y Teopemu 21, anam TeH30pCKU
nponssoz {2, x Q je nsomopdan npcreny nommnaoMa ca remeparopuma z; = [CP7].

3amarak 35. Heka cy M u N moBe3ame MHOTOCTPYKOCTH U p, ¢ € N perynapue
BPEHOCTHU IJIaTKOr npecinkasama f : M — N. Jloka3aru:

(a) f~X(p) u f~1(q) cy KoBoOpAHTHE MHOIOCTPYKOCTH.

(6) Axo je M xommaxTha u dim M = dim N, ouga je f~!(p) xomadan cxyT.

(B) Axko je 6poj ememenata ckymna f~!(p) memapan, onza je f(M) = N. v

3.4. Crenen npecaunkaBama. Heka cy M u N mnoBe3aHe 3aTBOpeHE MHO-
TOCTPYKOCTH HCTEe auMensuje. AKo ¢y go,q1 € N perynapHe BPEeIHOCTH TJIATKOT
npeciukasama f : M — N, ouga cy f~'(qo) u f~'(q1) MHOrOCTpYKOCTH JMMEH-
3uje Hysa, WTO 3Ha4u Ja cy (360r KomuakrHocru M) KOHAYHU CKYLIOBU Tadaka.
N3 Teopeme 0 TpaHCBep3aJHOCTH caenu Ja nocroju nyt v : [0,1] — N koju je
Tpanceepsasan Ha f. Unsepsna ciuka f~1[(v]0, 1]) je mHOrocrpykoct muvensuje 1
ca rparunom f1(qo) U f~(q1). To smaum na cy f~1(qo) u f~1(q1) ckynmosu ucre
napuoctu (Buzeru IIpumep 37), wro onpasiasa cienehy nedununujy.
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Hepuuaumnuja 30. Crenen ruatkor npeciukasawa f : M — N no monyiy 2,
rae cy M m N 3aTBOopeHe MHOTOCTPYKOCTH HWCTE AWMEH3Hje, je Opoj Tadaka CKyIma
f~1(q) no momyny 2, 3a perynapuy BpeHoct ¢ € N. O

Crenen mpecniukaBama f mo Momyny 2 o3nadaBamo ca deg, f. Cangno qoka3y
na crenen deg, f He 3aBuCH 07 M300pa PeryTapHe TadKe, MOXKE & Ce BHIU 13 je
OH XOMOTOIICKA MHBapujaHTa lpeciukaBamwa f. Ako xomorouujy f; usmehy fo u
f1 mocTaBMMO y TpaHcBep3aJiaH MOJI0XKA] MpeMa 3ajeTHUYKOj KPUTHUTHO] TAUKHU ¢
npecaukasama fo u f1, ckyn {(p,t) | f(t,p) = ¢} he na Gyme mogMHOrOCTPYKOCT
mumensuje 1y M, nma he 6poj Tauaka merose rpaHuile OUTH TMapaH, a yIpaBo Opoj
THX Tavaka o momyay 2 je deg, fo + degs f1.

Ako xeymMo 13 jie(PUHHUIIEMO CTEleH Ipec/iuKaBamwa y Z ymecro Zs, I1OC-
TyImaMoO MCTO KAO TPU TPEJACKY CA HEOPUjEeHTHUCAHUX KOOODIM3aMa, Ha OPUjEeHTH-
cane - ysumamo y o03up opwujentanujy. Heka cy M u N 3aTBOpeHe W OPHUjEHTH-
care dbopMama opujeHTarmje fy W puy. llpecimkasame fi(p) @ TpyM — TN
je m3omopdu3amM ako je p peryiapHa TadKa, I1a MOXKEMO aa JeduHuiIemMo 6poj
sgn(det) fi«(p) € {—1,1} y 3aBucuocTu ox rora na Jju f.(p) ciuka 6a3y carjgacuy ca
opujentanmjom Ly (Bumern dedurunujy 11 wa crp. 17) y 6a3y cacriacHy ca opwu-
jerrammjom pn wam we. Jpyrmm peumma, ako je X, ..., X, 6a3za mpocropa T, M
carjacHa ca opujentamujoM Ha M, sgn(det) fi(p) nedunumemo kao 3uax Gpoja
un(feXq,..., [« Xpn). Jlako je Bumeru na je oBaj 6poj y JOKATHUM KOOPAMHATAMA
KOje 4yBajy OpujeHTalyjy 3HaK jakoOujaHa Ipec/uKaBamba [ y THM KOOPAXHATAMA.

Hedpmuaumuja 31. Crenen rnarkor npeciukasama f: M — N, rne cy M u N
3aTBOpPEHE OPHjEHTHUCAHE MHOTOCTPYKOCTH MCTE AWMEH3Hje, je Opoj

deg f:= > sgn(det f.(p)),
pEf~1(q)

rzae je ¢ € N peryiapHa BPeIHOCT. O

Kao u y cnyuajy cremena mo momyny 2, oBaj Opoj He 3aBHCH O m300pa per-
yiapue ppeanoctu (¢ tum wro ymecro IIpumepa 37 kopucrtumo apryment u3 3a-
garka 34) U upejcraB/ba XOMOTOLCKY MHBAPUJAHTY LPECIUKABAbA.

Heka je ¢ € N perymapua Bpennoct mpeciaukaBama [ : M — N. Taga je
f~1(q) xonauan cxyn {pi,...,pr}. U3 Teopeme o unsep3noj byHKIMju cieu 1a
CBaKa TadKa p; WMa oKoMmHy V; Koja ce audeomopdHo cmmka Ha okonuay U Taduke
q. IlpernocraBumo na je uy dopma kojom je medunucana opujenranuja na N. U3
IIpumepa 36 ua crp. 46 coenu na je

([ u)l 4= PD({p})

u 12 Koxomodoniky kiacy PD({p}) (a Tume u 1) Moxkemo ga npeacraBuMo GopMom
Koja je canprkana y U. IIpumeHoM Teopeme 0 CMEHH MPOMEHJBHBE y MHTErPALY Ha
CBaKy of] okosmuHa V; mobujamo dopmymy

/M frun = degf/NuN. (67)

Cuernmjanno, veka je M = N. 13 Crokcose Teopeme cieau ma hopMa Opu-
jenrammje p1 nedunnmte merpupujanny knacy (] € HEm M(M) = R (sunern( 57)

Ha crp. 46), na u3 (67) Busumo 1a je
£ HgE M (M) > B M ()
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MHOXKeme ca deg f.

IIpumep 38. Opwujenramuja ua chepu S* = {(zg,...,x,) € R* |23 + ... +
xl =1} nara je n—dpopmowm
n
pi=>> (~DFupdeo A Adag A A day,
k=0
rae cuMOos - O3HAYaBa Ja je Taj wiaH m3octasbeH. 13 CTOKCOBe Teopeme J1ako
ciaenu aa je [p| nerpusujanna kiaaca y HYp(S™). Ba anTunosaito npeciukaBarbe
chepe
a:S"—=S" ax)=-—u
paxkn a*p = (—1)" 1y, na je deg a = (—1)"*1. i

IMpumerumo ga uz (67) ciaequ u HesaBucHOCT AeduHUNMje cTeneHa o1 u360pa
peryiapHe BpeJIHOCTH, Ka0 U TO Ja XOMOTOIICKH eKBUBAJIEHTHA IIPECTUKABAbA UMA]y
HUCTHU CTEIIeH:

f~g = deg f=degyg. (68)
OBo mocienme nam omoryhasa ma, y3 momoh Teopeme 1 ma crtp. 4, medunuiremo
CTENEH Henpekudhoz TPECINKaBaba, KA0 CTENEH MPOU3BOJHHOT TJIATKOT MPEC/IAKaA-
Bamba y HEroBOj XOMOTOIICKO] KJIACH.

Cueneha teopema, Kojy HaBOIUMO 6€3 [TOKa3a, U3/Baja CHENUJjATAH CJIydaj y
KoMe y (68) BaskM eKBUBAJIEHIIH]A.

Teopema 23. (Xondosa) Heka je M 3ameopena mnozocmpykocm dumensuje
n. Henpexudna npecaurasara

fg: M —S"
CY TOMOMONCKY EKEUBAACHITIHG AKO U CAMO GKO UMAJY UCTIU CTMENEH.

3.5. Nnpekc npeceka. Crenen mpecinkaBama, KOju OpOju peInerma jeIHa-
qune f(z) = q (y Zo wiu y 7 ca 3HaAKOM KOjU 3aBHUCH OJ] ODUjEHTAIMje) MOXKE 113
ce YONINTH HA TPUPOMAH HAYWH. 1O YOIIITEHme je MHBAPHUjaHTa KOja, HA CIUIAH
HA4YUH, OPOjU TPEcevHe TAYKe MOJIMHOIOCTPYKOCTH.

Heka je M 3aTBOpeHa MHOTOCTPYKOCT auMen3uje n, S C M 3aTBOpeHa MOIMHO-
rOCTPYKOCT JuMensuje n — k, R MHOrOocTpyKOocT aumensuje k u f : R — M riaTko
npeciukapame. Axo je f Tpancsepsanno Ha S, onma je f1(S) MHOTOCTpYKOCT M-
MEeH3Hje HyJa, OJHOCHO KOHAYAH CKYI Tadaka. Bpoj THX Tadaka 10O MOy 2 Ha3H-
BaMoO undexcom npecexa npecaukaBama f u nogmuorocrpykocru S. QuuriesHo je
nay cayqajy S = {q} nobujamo nedununujy crenena mo momyiy 2.

Crenujaino, ako je S moaMHOTOCTPYKOCT TPAHCBEP3AJIHA HA, R, MHIEKC MTPeceKa,
nukiay3uje j : S — M n R Ha3uBaMO MHJEKCOM IIpeceKa MOAMHOTOCTPYKOCTH M
o3nagaBamo ca R - S.

Kao u y cnyuajy cremena, WHIEKC IpECceKa Ca BPEIHOCTHMA y 7Z MOXKEMO J1a
nedunuiiemMo ako cy muaorocrpykoctu R, S u M opujentucane. Taga y cBakoj
tauku p € f~1(S) mzabepemo 6azy X1, ..., X} carmacuy ca opujentanujomM y R, ay
rauku f(p) € S 6a3zy Yi,...,Y,_j carmacHy ca opujentarmjom y S. dedunumiemo
o(p) = 1 ako je 6aza'® f.(p)X1,..., f+(0) Xk, Y1,...,Y,_} carmacHa ca OpHjeHTaIIH-
jom y M u o(p) = —1 ako Huje u MHIEKC Peceka Kao Zpef*I(S) a(p).

16050 jecte 6aza, 360T ycj0Ba TPAHCBEP3AJHOCTU
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IMocroju dopmyna koja yommrasa (67): 3a cBaKy 3aTBOPEHY I10IMHOMOCTPYKOCT
S C M nebwnucana je me Pamosa xoxomonomka kmaca PD(S) € H$m S (M)
(TToenkapeos ayas noamuorocrpykoctu S). 3a cBake JBe 3aTBOPEHE IIOJMHOIO-
crpykoctu R, S takBe ma je dim R + dim S = dim M Baxmu

R~S:/ PD(R) A PD(S). (69)
M

Kopucrehu nedununnujy [oenkapeosor ayasa (69) MozKeMO Ja HAIMUIEMO y €KBU-
BaJIEHTHOM OOJIUKY

R~S:/PD(R). (70)
S

ITpumernmo na n3 Ipumepa 36 Ha cTp. 46 caeqn ma ce y caydajy kazma je R = {q}
rauka y M u dim S = dim M ose ¢opmyne cBome ua (67).

N3 (69), (70) cmenm na je MHIEKC MpeceKa XOMOTONCKa MHBapWjaHTa. 3a-
xBasbyjyhm ToMe MOxKeMO, KopucTehm TeopeMy O TPAHCBEP3aJHOCTH, 1a JIeuH-
UIIEMO ¥ MHJEKC IIPEeceKa MHOrocrpykoctn R m S Koje ce He ceKy TpaHCBep3aaIHO
Ka0 MHJIEKC mpeceka MHOrocrpykoctn R u jo(S), rae je j; xomoromuja m j.(S)
TpaHcBep3asHa Ha R. CrenujagHo ako je nuMensuja MHOTOCTpYKOCTH M mapHa u
dim S = %dim M wmoxemo ma geduHHANIEMO undexc camonpecera S - S TOAMHO-
TOCTPYKOCTH S.

Heka je M 3arBopena mHorocrpykocr mumensuje m u f : M — M riarko
npecyaukaBatme. O3Ha4UMO ca try f* Tpar JMHeapHOr [PEeCIuKaBabha

f*+ Hip(M) = Hip(M).
Bpoj

n

L(f) = (=1)*try f*
k=0
Hazusa ce Jepuweyosum 6pojem upeciukaBamwa f. Hapasuo, oBaj 6poj je xomoror-
CKa MHBapHjaHTa TpeCcInKaBama f.

IIpumep 39. Hexka je f : S™ — S™ rnarko npeciukaBame. Y 3amarky 11 mHa
cTp. 20 cMO W3padyHAIN KOXOMOJIOTH]y cdepe:

e = {31 fon

U3 nedununyje crenena cuenu ga je f*: Hjp(S™) — HJJp(S™) muoxeme ca deg f,
7oK w3 mosesanoctu chepe cuemn na je f* i HYR(S™) — HYR(S™) maenrmuxo
npecaukasamwe. Omarie sugumo 1a je L(f) =14 (—1)"deg f. f
Teopema 24. (JIedrienoBa Teopema o dbukcHuM Tauykama) Heka je
A= {(z,x) |z e M}

dujazonana y M x M u nexa je
I'(f):=={(p,f(p)) e M x M | p € M}

epagur 2aamroe npecauxasarwa f 2 M — M. Tada je undexc npecexa nodmmo-
2ocmpyrocmu A u T'(f) y M x M jednax Jlegpweyosom 6pojy npecauxasaroa f:

A-T(f) = L(f)

Cneyujaano, axo je L(f) # 0, npecauxasarve [ uma bap jedny durcny mauxy.
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3anarak 36. /lokazaru ma riarko mpecimkaBame f @ S” — S" koje Huje
CypjeKTHBHO nMa, (PUKCHY TAUKY. v

ITpumep 40. U3 Ilpumepa 39 ciuenu jpa riarko upeciukaBamwe f : S™ — S™
takBo fa je deg f # (—1)"*! dukcny Tauky. IIpumep 38 Ha cTp. 53 mokasyje ga
npeciukapambe crererna (—1)"*! #e mMopa ga nva dukcHy TauKy. f

3amarak 37. JJokazaTu fa TIaTKO IpeciuKasame f : S?7 — S?” mam nma
dbukcny Tauky, uiu nocroju tadka T taksa ja je f(z) = —x. Ussectu onarie 3a-
KJbYHaK I3 CBAKO IIpeciukasame ¢ : RP?" — RP?" puma dukcny tauky. Ilokazarn
Ia TocToju mpecaukasame h : RP2Hl 5 RP2n+1 Ge3 pukcne Tauxe. v

IlomTo XOMOTOICKH €KBUBAJIEHTHA TPECINKaBamha WHAYKYjY HUCTO MPECInKa-
Bame y KOXOMOJIOTHjH, BaxKu ceaena MMILTAKAIT]a:

n

fridy = L(f) =D (-1)Fdim Hz(M). (71)
k=0
Bpoj
X(M) =Y (=1)*dim Hjgp(M) (72)
k=0

j€ XOMOTOIICKA WHBapHjaHTa MHOrocrpykoctu M; uasuBa ce menoMm (jaeposom
KAPAKMEPUCTNUKOM.






I'JIABA 1

PacJjiojema, KoHEeKCHje, KPUBUHE

Pacnojeme je dopmannzaimja THTYUTHBHOT TT0jMa (DAMUIIHje TOMOJIONIKUX TPO-
CTOpa MapaMeTpU30BaHe TadKaMa JAPYTor TOMOJIOMKOT mpocTtopa. HajjeqnocraBau-
ju mpumep Takse pamunmje je exkapros mpoussom 1T’ x F, rae ckym T MOXKeMO 1a
cMarpamo cKynom napamerapa. Ha npumep, mumnaap ST xR mozxke 1a ce nocmarpa,
ka0 damuianja npasux R, mapamMerpu3oBana Tadkama kpyra S'. Mebujycosa Tpaka
je jorr jemam mpumep daMuInje MPABUX MapaMeTPU30BAaHE TAaYKaMa KpyTra, Koja
ce, TOMOJIONIKH, TJI00AJTHO Pa3JInKyje O/ IUJINH/IPA, ajIi JIOKAJIHO He: CBaKa TavuKa
0 € S! uma oxomuny Iy C S!, TaxBy ma je dpamMmamja IpaBHX, TapaMeTPH30BAHA
TaukaMa Te OKommHe, xomeomopdua lekaprosom mpomssoay Iy X R, 6mmo ma ce
paau o nmunuHApy uan MebujycoBoj Tparm.

Yomormreme 0BOT puMepa, paciojeme, je ypelena uersopka (X, B, F, ), vae cy
X, B, F TOTIOJIOMKA TPOCTOPH, a T : X — B HempeKu HO TpecaInKaBame, TAKBO 14
3a cBaky Tauky r € X nocroju okonuua U C B rauke 7(x) € B, raksa na je 7~ 1(U)
xomeomopduo npom3soxy U X F' m TO Tako, ma MOCTOjH TaKaB XOMeOMOpQdu3am
Yy m N U) — U x F, na je koMnosuimja 7r01/151 IIPOjeKIuja Ha IPBY KOMIIOHEHTY.

Baxkan mpuMep pacnojema je Hamrpusarbe — paciojeme Kom Kora je F' auckpe-
TaH CKym (y JMCKPETHO] TOMOJIOTHjH CBAKa, TAYKA j€ OTBOPEH, A THME W 3aTBODPEH,
ckyn). Hnp, (R,SY,Z,7), rae je m(x) = €'® je maTKpuBame KpyTa MpaBoM; KpyT
MOZKE JIa ce cxBaTH U Kao komuuHuk R/Z rpyne (R, +) u wene noarpyne (Z, +), a
npecaukasame 7 : R — R/Z Kao KOMM4HUYKO 1pecirKaBambe. AKO yTOIMMO IPYILy
(Z x Z,+) xao noarpyny y (R x R, +) momohy xomomopduszama f1(m,n) = (m,n),
fa(m,n) = (m,—n), fs(m,n) = (—m, —n), Konmaanakn npocrpopu RXR/ f;(ZxZ)
J1ajy TpHU, TOMOJIOIIKY PA3JIMYUTa, HATKPUBama — Topyc, Kimajaosy duamry u mpo-
jeKkTuBHY paBaH. Peamnu mpojekTuBHE npocTop RP™ je cKyn KIaca eKBUBAJIEHITH]E
r ~ —z ma S". Tuwme je gebunncano markpusame (S?, RP? Zy, ) ca KAHOHCKOM
npojexrujom 7 : S? — S?/ .. Kommniexkcrau npojextusau mpoctop CP™ je paciojeme
(SQn+1, (CP", Sl, ﬂ.).

Kao mrro BuamMo, OBE MOjMOBH MOTY Ja ce AedUHUITY u pa3Marpajy y To-
MOJIOITKO] Kareropuju. MelyTuMm, y TOj Kareropuju He MOXKE a Ce OArOBOPHU HA
Heka, IPpUPO/HA, nuTama. Ha npumep, nornpocrope {to} X S u {t1} x S moxkemo
Jla cMaTpaMo IMapaJieJIHUM y TpuBHjaJHOM paciojewy 1 X S. To mam omoryhasa
JIa YBEJIEMO TI0jaM TIapaJIeTHOT TTOMeparha, CAWYAH TapajeTHOj TPAHCIAIN Y ey-
KJIUJICKAM mpocTopuMa. MehyTuwm, mra je mapajeHOCT y paciojemy Koje Huje
JlekapToB TIPOM3BOI!

Ilojam mapanesHOCTH, KOjU je TOJMKO BaykKaH y MeOMETPHjU €yKIUIACKUX ITPOC-
TOpa, yonmTuheMo Mupy KaTeropujy mpocTtopa nmoMohy audepeHInjaaHor padyHa
Ha paciojemuma. A nomro hiemo ce 6apuru audepeHuupameM, pasuieMo y rIarkoj
kareropuju. Ilox Tepmurom ,rytatko” mompasymesahiemo ,kmace C'°7.

57
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1. BekTopcka paciiojema

1.1. Jdedunnnnnje n npumepu. Bekropcka paciojema Cy paciojema Koja
uMajy nomarTHy, JmHeapHy, crpykrypy. Ilpenusnuje, mux yBogumo ciegehom jie-
dbunuIIjoM.

Hedbuuunuja 1. Heka je M rjaarka MHOTOCTPYKOCT. Iuamko 6ekmopcko
pacaojerve E naz 6asom M je bamummja { Ep}pe v BEKTOPCKHEX IPOCTOPA HAJL OJbEM
K € {R,C}, TakBa na

(1) ckyn

E=|J B,
peEM
UMa CTPYKTYPY MHOTOCTPYKOCTH;
(2) wmpojekuuja

m:FE— M, m(e):=p 3a ec E,

je riarka;
(3) 3a cBaky Tauky py € M nocroju orsopen ckyn U C M rakas na je pg € U
u audeomopduzam

Yp N (U) - U x K"
TakaB Ja je 3a cBako p € U pecrpukimja
Yu By =m"t(p) = {p} x K

JmHeapHu n30oMopdu3aM BEKTOPCKHUX TPOCTOPA.

IIpumernmo ma je E muorocTpykoct aumensuje r + dim M. IlpeciaukaBame g
Ha3WBa CE AOKQAHOM MPUEUJAAUSAUUJOM, TIDOCTOD [, caojem WU 6.4GKHOM HAT
Ta4IKOM p, a 6poj r = dim E), panzom pacnojema F. Pacnojeme panra 1 HaznmBamo
AUHUJCKUM PACAOJEHEM.

Eko ¢y F u F paciojewa naz ucrom 6azom M u upu tome Fp, C E, 3a cBako
p € M, xaxemo 1a je F' nodpacaojerve pacimojema E.

Ako je A C M, ckyn 7 1(A) oznagasamo ca F4 W Ha3uBaMO PECMPUKUUIOM
pacmojema E Ha ckym A. %

Kopucrehu o3naky u3 mperxoane meduHunmje, JOKAIHy TPUBUjATA3ANU]Y MO-
JKEMO J1a, HATIAITIIEMO Y OOJINKY

QﬂUZEU%UXKT.

Kama 6am xkesmmo 1o OymeMO HIpEnu3HH, II0J, PACIOJEHEM IIOAPa3yMeBaMO
ypebeny tpojky (E, M, ) (nan wersopky (E, M,K", 7)), a camy MHOrOCTpYKOCT F
OHJIA HA3WBAMO MOMANHUM NPOCMOPoM paciojerma. Hekasta paciojerme o3HatdaBaMo
JUjarpaMoM

K - F
+
M.

IIpumep 1. IIpomssox E = M x K" u KaHOHCKA MpOjeKIinja m Ha MPBY KOM-
[OHEHTY JTe(DUHUIILY BEKTOPCKO PACIIOjerhe. f
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IIpumep 2. Taneenmmo pacaojerve

™ := | T,M
peM

je yHHuja CBUX TaHTEHTHHUX MPOCTOPA MHOTOCTPpYKOCcTH M . f

ITpumep 3. Jlucmpubyyuja A ranrentHux Bekropa Ha M, o k0joj je 6uiio
peun y ®pobeHnjycoBoj TEOpEMH, je MOAPACIOjehe TAHTeHTHOr paciojema T M. f

IIpumep 4. Heka je KP™ mpojeKTUBHE IPOCTOP AUMEH3Wje N HaJ mobeMm K,
Tj. CKyII cBuX mpasux y mpocropy K™ ! koje mposaze Kpo3 KOOPAUHATHA IIOYETAK.
Taymonowro pacaojerve Hag KP™ je TUHUJCKO PACTIOjerhe

i (K) := {(l,x) € KP" x K" |z € 1}. (1)

[pojextmja 7 : 72 — KP" je nedunucana ca 7(l, ) = [. Cnoj nax rauxkom | € KP"
je npasa [ C K",

Topmu urgexc 1y 4} croju 360r Tora 1mTO MOCTOjU YOTTITEHe OBe KOHCTPYK-
nuje. Hanme, ckyn cBux k—numen3uonux mormpocropa y K™ ce nazusa ['pacmaru-
Jarnom unm I'pacmarnosom mnozocmpyrowhy u o3nauasa ca Gi(K™). Ouurnenso je
naje KP™ = G1(K"1). Tlo ananoruju ca (1) nedpunuire ce TayTonomKo paciojemne
vk nan 6asom Gy (K").

ITpumerumo ga rpyna O(n) OproroHaANHUX N X N MATPULA AEjCIBYje TDAH3U-
THBHO Ha CKyNy k—auMeH3noHmx normpocropa y R™, ca crabmansaropom O(k) x
O(n — k), na je

Gr(R") = 0(n)/(O(k) x O(n — k)), (2)

IITO je jelaH HAYMH Ja ce 333 CTPYKTypa IiIaTKe MHOTOCTPYKOCTH Ha I'pacmann-
jany (4 crenujasHo, NpOjeKTUBHOM TIPOCTOPY ), 3aXTEBOM JIa KAHOHCKA, MPOjeKIINja

O(n) = Gr(R") = O(n)/(O(k) x O(n — k))
u upupoguo aejcrso O(n) x O(n)/(O(k) x O(n —k)) — O(n)/(O(k) x O(n — k))

JedbuHrcaHo MHOXKeeM Marpuna Oy/y riarka upeciukasamwa (Bugeru Teopemy 15
Ha crp. 28). Canuno,

Gr(C") =U(n)/(U(k) x U(n = k)),

rae je U(n) rpyma yHuTapHUX n X 1 Marpuua. YKoauko y (2) rpymy oproro-
HAJHUX MaTpuua 3ameHumo rpynoMm SO(n) OproroHajHUX MaTpULA KOje 4dyBajy
opujeHTanujy, mobujamo geduHuINjy opujeHmucarux I pacmarujara

Gy (R™) 2 50(n)/(SO(k) x SO(n — k)).
Crenujammo, G (R"1) = S", 1ok je G1(R*!) = RP™. i
Bamarak 1. Jloxkazaru 1a je vi(R) Mebujycosa Tpaxa. v

Hepuuunuja 2. Moppusam pacaojerva (Fy, My, m) n (Ea, M2, ms) je map
[VIATKHAX MPeCcIUKaBaiha

fiE1—>E2, fIM1—>M2,

TaKBUX JIA je
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(1) fom =m0 f, onHoCHO JUjarpam

f : B —  Es
1 2
f My — M,
KOMYTHPA,;
(2) 3a cBako p € M7 pecrpukuuja

fromit(p) = w3 (£(p)
j& JIMHEeapHO MPEeCIUKABAE BEKTOPCKUAX MTPOCTOPA.
Mopduszam paciojema Koju je y3 To u audeoMopdusaMm HA3HBAMO U30MOPHU3MOM
BEKTOPCKUX paciojerba. BeKTopcKo paciojeme Koje je m3omopduo lexkaproBom
npousBoay 6a3e m cioja, Tj. pacnojemy u3 Ilpumepa 1 HazuBaMo MpueujasHum
pacaojervem. TpUBHjaTHO paciojerbe OOMYHO 03HAYABAMO Ca €, WU, aKO XOheMo 1
HarJIaCuMO FerOB PaHT, ca €. O

JIedpuuurnuja 3. Ceuerve BekTOpCKOr paciojewa (E,M,7) je riaarko mpec-
qukaBame s : M — E 3a xoje BaxKn

mos=idyy.

Hpyrum peunma, wos(p) = p 3a csako p € M wim, ekBusasenTHo, s(p) € E,. Ckyn
CBHX Cevuerna Ha paciojemy E o3nagasamo ca I['(E).

Crenmjanno, cedeme so(p) = 0p, rae je 0, Hyna BeKTOpPCKOr mpocropa Ej,
HA3UBAMO HYAMUM cevwervem paciojerva E. Hberosy ciuky so(M) o3nagaBamo ca
0ps nim Op u HEKAZA U caMy Ty CMKY HA3WBAMO HYJITHM cedemeM. JIako je BuzeTu
1a je 0py mudeomopduo ca M, ma gyecTo oBe JBe MHOTOCTPYKOCTH UI€HTHMDUKYjEMO
u camy 6a3y M Ha3uBaAMO HYJITHM CEUEHHEM. %

IIpumep 5. I'marka BEeKTOpCKa MOJba HA MHOTOCTPYKOCTH M Cy ceverha TaH-
TeHTHOT paciiojema 1T'M.

IIpumep 6. TpuBmjamHo pacaojerme paHra r UMa r CeIemHa,
S1y-es8p M — E=2 M xK"

TaKBUX JIa Cy BeKropu S1(p), ..., S,(p) IMHEAPHO HE3aBUCHU Y CBAKO] Tauyku p € M,
uup. cedema s;(p) = ({p},e;), rue je {e;}1<j<, cranmapaua (wim Guio Koja) Gasa
npocTtopa K”.

O6pHYTO, aKO BEKTOPCKO PAC/IOjEe PAHTA I UMa 7' CeYeha Si, ..., S, Koja Cy
JIMTHEAPHO HE3aBUCHA Yy CBAKO] TAUKH, OHJIA je OHO TPUBHjATHO; MPECTUKABAHE

MxK' — E, (pyar,...,ar) = a1s1(p) + -+ + ars,(p)
nedunume n3oMopdu3aM BEKTOPCKUX PACIOjeba. i

Bamarak 2. Jlokazatu ga Mebujycosa tpaka vi(R) Huje nzomopdna Tpus-
njagHOM paciojemy, maamaapy S' x R. YmyTcTBo: moKa3aThm g3 je KOMITEeMEHT
HYJITOT Ceuerha IUINHIpA HermoBe3aH, a MebujycoBe Tpake TOBE3aH CKYITI. v

IIpumep 7. CBako ceveme TAHTEHTHOT paciojema T'S?" cdepe napre dumen-
suje 2n (Tj. CBAKO INIATKO BEKTOPCKO IOJbE HA TAaKBOj cdepu) je jefHAKO HyIu y
Gap jeamoj Tauku cdepe. 3amcTa, ako 6 y CBaKOj TAauKH p € S?” mOCTOjao BEKTOD
v(p) € T,S*™ pasmuuut of HyJle, a NpecauKaBame p — v(p) Ipu ToMe GUIIO TIATKO
(uim vak HeupekuHO), oH/a 6u

H(z,t) := cos (mt)r(z) + sin (nt)v(z),



1. BEKTOPCKA PACJIOJEFHA 61

rie je r = (ﬂ") paaujyc BEKTOp Tadke ¥, JepUHUCATIO XOMOTONHjy u3mely wmiaeH-
THYKOr W aHTHnomasiHor (a(x) = —x) mpecamkaBama cdepe (npumernmo ma H
3amcTa uMa BpeaHocTH Ha cdepu, 36or r L v u [Muraropune reopeme). MehyTum,
0BO je memoryhe, jep aHTHUIIONATHO IPeCIuKaBame chepe MapHe TUMEH3Hje Merba
opujenranujy (ITpumep 38 na crp. 53), a XOMOTOIICKU €EKBUBAJIEHTHA NPECIUKABAHA
UHJYKY]y UCTy opujeHtaiujy (MM UCTO LpeciuKaBatbe y HajBuiloj ae PamoBoj Ko-
XOMOJIOTH]H).

Ha cdepn HelapHe JUMEH3Hje JIAaKO ce KOHCTPYUINE TJIATKO BEKTOPCKO
noJjbe Koje Huje HEUTAe jemHaxo Hymm: S27~! C C", ma je y aMOHjeHTHOM IPOCTOPY
IPHCYTHA KOMILJIEKCHA CTPYKTypa i = v/—1. [lomro je ir L r, mpecaukaBame

§n=l sl x — ir(x),

S2n—1

. —
rae je r(z) = Ox, sqedunulie r1arko BEKTOPCKO 10Jbe Ha chepu.

[TpumeTnmo fda y caydajy S To 3maun 1a je TAaHTeHTHO paciojerme KpyTa TPHBH-
jammo. IomTo je S? cmemreno y mpocropy R*, y KoMe mMaMO Tpu He3aBHCHE KOM-
TIJIeKCHe CTPYKTYype i, j, k (3axpasbyjyhn KBaTepHHOHCKO] CTPYKTYpH), Ha cdepu S?
MOXKeMO /1a KOCHTPYHIIIEMO TPH JIMHEAPHO HE3ABUCHA [VIATKA TAHTE€HTHA BEKTOPCKA
nosba. Ha ocnosy Ilpumepa 6 3maum ja je tanrentno paciojeme T'S? rpusmjasno.
Comuno Baxku 3a cdepy S7, 360r oxrannoncke crpykrype y R8. Ilozmaro je ma cy
0BO jenmue cdepe 4nje je TAHTeHTHO PAC/I0jerhe TPUBHjATHO. MHOrOCTPYyKOCTH Ca
TPUBHjAJHUM TAHTEHTHUM PACJIOjerheM HA3UBAMO NaAPAACAU3AOUNHUM. i

IIpumep 8. Topyc T? = S! x --- x S! je mapamenn3abmIza MHOTOCTPYKOCT,
jep je
TT" =TS x - x TS,
a TanTeHTHO paciojeme T'S' je rpusmjasmno. Tako suammo aa je TT™ =2 T" x R™.

Teopema 0 TpaHCBEP3AJIHOCTH O KOjoj cmo roBopuiau y [masu 0 mma ciemehe
BazKHO YOHIIITEHE.

Teopema 1. Hexa je E sexmopcko pacaojerwe Had M u f : R — E zaamrko
npecaurasare. Tada nocmoju ceuerve s : M — E koje je mpanceepsanrno Ha f.

JHe¢punuunuja 4. Heka je (E, M, 7)) Bekropcko paciojewe, N riiarka MHO-
roctpykoct n f : N — M rmarko npeciankaBame. Ilosaauere pacmojerma E na N
momohy mpeciaukaBama f je pacimojeme Ham N, Koje o3rHauaBamo ca f*F, medwun-
MCAHO Ca

fTE:={(p,e) e Nx E| f(p) = 7(e)},
ca CTPYKTYpPOM MHOrOCTpyKocTH Haciehernom om F m N U IpOjeKIHjoM Ha TPBY
koopauuary. Jpyrum peunma, f*E je paciojeme man N, takso ga je (f*E), =
Ey(p) 3a cBako p € N u, axo je

’(/JU By - U x K"
JIOKAJIHA TpUBMjasu3anuja paciojema E y okoaunu tauke f(p), onga je
[ Yu: f*Epawy = [ (U) x K

(rze je, kKao u obuuHo, f*1) = 1) o f) nokanna TpuBMjanM3anmja paciaojema [*E y
OKOJIMHHU Ta4Ke p. O

V TepMuHEMAa [IOBJIaY€ha, PECTPUKIIL]ja paciojema F Ha nogckyn A C M Moxe
Jla ce CXBATHU Kao HoBiadewne j4 E momohy nnkmysuje ja : A — M.
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Iedbununuja 5. Kosapujautau dhyskTop F Ha KaTeropuju KOHAYHO JUMEH-
3UOHMX BEKTOPCKUX MPOCTOPA HA3WBA CE 24GMKUM AKO je

F : Hom(V,W) — Hom(F(V), F(W))

IJIaTKO npeciaukapame. CimdHo ce neduHuIle u rjiaTKu KOHTPaBapUjaHTHU (PYyHK-
TOP. O

IMpumerumo na je ckyn mopduszama Hom(:, ) y kareropuju KOHA4HO JUMEH-
3HOHHUX BEKTOPCKHX IIPOCTOPA — CKYI MATPHIA, JAKJE [VIATKA MHOIOCTPYKOCT, IIa
MmojaM TJIATKOCTH y TpeTxoaHoj aedbunuimjn nma cvucaa. Opa neduHMIRja MOXKe
Jla ce yOomInTH ¥ HAa QYyHKTOpE BHIIE TPOMEHbUBUX, 3aXTEBOM JIa

F : Hom(Vy, W1) x - -+ x Hom(Vj, Wy,) — Hom(F(V1,..., Vi), F(Wq,...,Wy))
Oy/ie TIaTKO IPeCTuKABAIbe.

Ipumep 9. V — V* := Hom(V,K) je rmarku dbyukrop. Ommruje, (Vq, V) —
Hom(V1, V3) je rnarku dbyukrop ase npomensbuse. Jupexkraa cyma (Vi, Vo) — Vi@
Va, Tensopcku npoussozn (Vi, Vi) — Vi @ V; ¢y mratku GyHKTOPH JBe IPOMEH/BHBE.
Anrucumerpuunn npousson’ A’V je rmarku dbymnkrop. Kosmummuku mpocrop
(V,W) — V/W je rmarku byHKTOP JBe MPOMEHIbUBE NedUHNCAH Ha TApOBHMA
npocropa (V,W), rae je W C V. it

Inarkn dynkropu nam omoryhyjy aa, monazehn of jeaHor BEKTOPCKOT PACIO-
jema KoHCTpyuriemo HOBa. Hmp, ako je E BeKTOpCKO paciojeme Haz 6azom M
u F rnarku dyukrop, ouna je F(E) paciojeme Han ucrom 6a30M, ca BIAKHUMA
F(E), = F(E,). Tpusujamu3auje HOBOIOOUjeHOT paciojema 100ujajy ce o TPHB-
njagm3anuja crapor, npumenom ¢yHKTOpa F Ha XxoMOMOpdHU3ME MO BIAKHHMA.
Tnarkoct dynkropa F 0b6e36elyje rmarkoct mobujernx TpuBmjamu3anuja. Tako
J00mjaMo paciiojema,

E\®E,, E\®FE, E*, AE, E//E,

u c1. Axo je E pacnojeme panra 7, /\" F je IuHUjCKO paciojeme Koje ce Ha3hBa
demepmunaHmHuUM paciojerbem paciojema FE u o3Hadasa ca det E. MHorocrpykocr
M je opujenTabuina ako u camo ako je det T'M TpuBHjasHO paciojeme.

Axo je E pacnojeme u Ey C FE meroso moppaciojeme, onna komunaauk E/E
nedwunHIIIe paciojeme Fq, Takso fa je K = Ey @ F;. Crnernujanno, ako je M riartka
muOrOCTpPYKOCT 1 N C M mheHa NOAMHOrOCTPYKOCT, paciojewe (vN, N, ), TakBo
aa je

TNM =TN @vN
(rue je T M pecrpukuuja paciojewa T'M ua N) je Hopmaano pacaojerve moaMHO-
rocrpykoctu N. Ommrruje, axo je f : N — M umepsuja®, oupa je ca

f*TM =2TN & vy

JeduHICcaHo paciojeme vy HaJ 6a3oMm N, Koje ce Ha3UBA HOPMAAHUM PACAOJEHbeM
umepaugje f.

1Tj. KOJIMYHUYKH [IPOCTOD TEH30PCKOT IPOU3BOAA ®k V mo penranuju eKBHUBAJICHLOUjE KOja
MHOKEIbe IPABH AHTHCAMETPUIHIM

2Mpecnukapame f : N — M je umepsuja ako je meros msson fx(p) : TpN — TppyM 1-1
3a cBako p € N. HNwmepsuja xoja je xomeomopdusam muorocrpykoctu N u f(N) (y penarmeroj
TONIOJIOTHJH HOACKyNa y M) Ha3uBa ce yaa2arbem.
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3anarak 3. Konopmaano pacaojerve nommuorocrpykoctu N C M ce medun-
uIe ca
VN :={AeThyM | \M(TN) ={0}}.
Hoxazaru na je TN M = T*N @ v*N. v

3anarak 4. Heka je E nunujcko pacnojeme. Jlokasaru 1a je paciojeme F® E*
rpuBKjaaHo. Ymyrcrso: E® E* =2 Hom(E, E), a 0BO paciiojeme uMa cedemne Koje
HurAe Huje Hynaa: idg. v

IIpumep 10. V Ipumepy 4 cmo gedbunucanu paciojeme v, (R) C RP™ x R L

Hexa je
vt = {(l,z) e RP" x R"*! |z 1 1}
OpPTOrOHAHU KOMILIeMEHT paciojema . (R) y Tpusujannom pacmojemy RP™ X
R™*1, Tana je
T(RP™) = Hom(v,, 7).

Jla 6mcMo OBO BHIETH, IMOCMATPajMo mpojekmnujy m : S™ — RP™. Hben uzsox je
cypjekumja my, : TS" — T(RP™), na je T(RP™) = TS"/., rae je X, ~ —X_,. 3a
X, = [X,] € T}(RP™) nedbunumumMo JMHEAPHO IIPECAUKABADE

=1t pe X, (3)
Osume je 106po JedbuHMCAHO JMHEAPHO MPECIuKaBame, jep je (3) carmacHo ca
—pr= —X_p,
360r [X,] = [-X_p]. §
IIpumep 11. Heka je €' TpuBujanno aumHmjcko paciojeme nHajg RP™. 13 Ipu-

Mepa 10 cnenu na je
TRPY) @ 2y @ D, (4)
—_——

(n+1)x

~ 1

Baucra, nomro je Hom (v}, v}) = €!, Baxu
T(RP™)®e' = Hom(4},vH)@Hom (v}, 7)) = Hom (v, v @~)) = Hom (7}, e F1).

Homto je Hom (v}, €*t1) = Hom (v}, €)@+ = (4 1Y@+ onarme cremn (4).

Iedbununuja 6. BexkTopcko paciojeme F uag 6azom M je cmabuaro mpusu-
Ja.AM0 aKO TIOCTOjU TPUBHjATHO paciojeme € Ham 6a3zom M takBo 1a je F ® e TpuBn-
jaaHo paciojeme. Pacnojewa E1 u Ey nag 6azom M cy cmabuito udomopdra ako
[IOCTOj€ TPUBHUjATHA PACJIOjemha €1 U €2 HaJ 6azom M, takBa ma cy B @e; u Eo Deg
u3omopdua paciojema. Muorocrpykoct M je cmabusto napaseausabusra ako je
IEHO TAHTEHTHO PAC/IOjerhe CTAOUTHO TPUBUjAJTHO. O

3amnmarak 5. [lokaszaru jga je cdepa S™ crabuino napasein3abuiia. v

Hedbununuja 7. Bekropcko paciojewse E nam 6aszom M je opujenmabusmo
ako 1ocroju orBopeno nokpusamwe {Uy }rea MHOrOCTpYKOCTH M 1 JIOKAJIHE TPUBH-
janmsaruje

1/}):7'(71([])\) — Uy XKT,

TakBse Ja 3a cse «, 3 € A up € Uy N Ug 1uHeapHO 1IPEC/INKABAE
$a 005 (p,) : K” = K,

4yBa, OPHUjEHTALIH]Y. O
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3anarak 6. /lokasaru 1a je MEOrocTpykocT M opujeHTabu/IHa aKO U CAMO aKO
j€e ’eHO TaHreHTHO paciojeme 1T'M opujeHTabMIHO Paciojeme. v

IIpumep 12. TanrentHo pacnojeme T'M mponu3BO/bHE MHOTOCTPYKOCTH j€ OPH-
jeHTaOMIHA MHOTOCTPYKOCT: JIOKAJTHA TPUBHjATH3AINNja ) MHOrocTpykoctu M me-
duHuIe JTOKATHY TPUBHjATH3ANH]Y Y X 1, MHOrOocTpykoctu T M, auju je mudep-
eHITHjaJT Y, X Y,; 0e3 003upa [a Ju 1), UyBa WIM MEmA OPUjEHTANN]y, ,,KBaapar”’
. X 1, je dyBa, jep je kBampar Jakobmjana mudeomopdusmMa yBeK MO3UTHUBAH.
Haxie, maoroctpykoct T'M je yBek opujeHTaOMIHA MHOTOCTPYKOCT, &JU PACIIO-
jemwe T'M je, na ocuoBy 3ajarka 6, OpUjeHTAOUITHO PACTOjEbEe AKO W CaMO aKo je
M opujerTabuiHa MHOTOCTPYKOCT. f

3anarak 7. JlokazaTu 1a je JUHUjCKO PACIIOjerbe OPUjeHTAOWIIHO aKO W CaMO
aKO je TPHUBUjaJIHO. v

3anarak 8. [okazaru na MebujycoBa Tpaka HHUje HH OPHjEeHTAOUIIHO PACIIO-
jewe Hu opujenrabusina MHOrocrpykocr. I3pecru 3akibydak (U3 duibeHUIE Ja
UpOjeKTUBHA paBaH caapku MebujycoBy Tpaky) 1a IPOJEKTUBHA PABAH HUjE OPU-
jeHTaOMTHA MHOTOCTPYKOCT. v

3anarak 9. Heka je M opujenrabusina muorocrpykocr. Jlokazaru ga je moz-
muOrocrpykoct N C M opujeHtabuiiHa, ako W CaMO aKO jé HOPMAJHO PACIIO-
jewe vN opujenTabmiIHO. 3aK/ByINTH, MPUMEHOM 3aJaTKA 7, 1a j€ XUMEePIOBPII
y OpHjeHTaOMTHO] MHOTOCTPYKOCTH OPHjEHTA0MIHA aKO W CAMO Ha Fh0Oj MOCTOjH
HEMPEKUIHO HOPMAJTHO BEKTOPCKO MMOJbe, KOje HUure Huje jeanako myau. Ilocmenme
TBpfeme ce 4ecTO KOPUCTH y [MOYETHUM KypceBuMa AHAIU3e 3 Ce y CIElUjaJTHOM
caygajy M = R? ma nax maumn neduwHHIIE OPUjEeHTAINja TIOBPIIN KA0 331aBATHe
M0Jba, JeIMHUIHUX HOPMAJIHUX BEKTOPA. v

Teopema 2. Axo cy hg,h1 : N — M zomomonna npecauxasarva u E eex-
mopcko pacaojerve nad M, onda cy eexmopcka pacaojerva hiE u hiE nad N uso-
MOpPHa.

A Cxuna nokasza: Heka je I = [0,1] jernHudHN WHTEpBAJI.

1. KOPAK: cBako BekTopcko paciojeme (E, I, ) je rpusujanno. Joka3s: moue-
aumo [ Ha unTepBane [; = [t;,t;41] Ha KojuMa ce F TpuBHjamH3yje m Ha CBAKOM
O THX HHTEpBA/IA H3a6epeMo r = rang E JHHeapHO He3aBUCHHX Cederba s, ..., s)
TaKO Ma ce OMa TOK7amajy ma kpajesuma (s),(tj11) = si (tj11)). Trme MO KOH-
CTPYHCAJIW T JUHEAPHO HE3aBUCHUX cevera Ha F.

2. KOPAK: ako je (E, M x I,7) pacnojeme uan M x I, onga cy pecrpukuuje
Enrrxqoy m Eprx 1y, cxsahiene kao paciojema nan M, mzomopdna paciojema. OBo
je TEXHWYKHU HAjCIOXKEHUJU JAe0 T0KA3a; OBJE JajeMO caMO OCHOBHY uuejy. Heka je

f:MxI—MxI, f(p,t) = (p,1).

Mozke [1a ce JOKazKke Jia MOCTOj! JIOKAJIHO KOHAYHO OTBOpEHO mokpuBambe {Uy } MHO-
roctpykoctu M, takso na ce E tpusujamusyje mam Uy X I, kao y 1. kopaky. Ko-
pumliereM Te YnmbeHnIe, MOXKe Ja ¢e KOHCTpYyHIIe noausame f : F — F npecinka-
Bama [, Koje je suHeapuu mMopdusam Ha CBakoM ciojy E,. Iberosa pecrpukuuja
Erixioy = Eymxq1) je Tpaxkenu uzomopduzam.

3. KOPAK: uexa je

H:NxI— M, H(p,i) = h;(p) 3a i€ {0,1}

xomoronuja. Jloka3 TBphema ciemqu npuMeHoMm 2. KOpaka Ha paciojewse H*E. 7
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ITocnemuma 1. Ceakxo seexmopcko pacaojerve wad KOHRMPAKIMUOUAHUM TIPOC-
Mopom je mpusujairto.

1.2. TomoBa m OjiepoBa kKJaca. Heka je M 3arpopena opujenrabuiiHa
MHOTOCTPYKOCT JUMEH3HjE 1 U

R —» F

T
M.

OpMjeHTabMIHO PeaHO BEKTOPCKO pacijojerhe paHra r Hajg moM. lIpermoctaBumMo u
1a je Iloenkapeos nmyan myaror cedema Op = M je KOXOMOJIOITKA KJIaca

T € Hi (M),

KOjy HazmBamo Tomosom kaacom pacnojema E. Ipyrum pednmva

/7]:/7]/\7' 3acse 1€ H"(E) (5)
M E
Mozke ma ce MoOKaxKe J1a je MpecIuKaBabe

T:HYM)— H" (M), T(n):=n"nAT (6)

uzomopduzam. Haszusamo ra Tomosum u3omopPusmom.

[Tomro BjIaKHA BEKTOPCKOT PACJIOjerha UMa]y CTPYKTYPY BEKTOPCKOT IPOCTOPA
KOja ce WyBa IpH MPOMEHH KOOPIWHATA, CBaKa [IBa cedema Sg,s1 : M — FE cy
XOMOTOICKH eKBuBajieHTHA. Qarie cieu J1a KOXOMOJIONIKA KJiaca

e:=s"re H (M)

He 3aBucHu oJ] u3bopa cedemwa s : M — FE. OBy knacy nazuBamo OJieposom KAaCOM
paciojema F.
Axko je r = n, 1o0po je nedunncan wHTErpas Kiaace e mo M; 6poj

o= [ e

Haszusamo Ojaeposom kapaxmepucmurom paciojema F. U3 (70) na crp. 54 cienu
na je x(F) unmekc camonpeceka HyJITOI cederma paciojema F, Tj.
X(E) =0g - 0g. (7)

Opariie BUAMMO Ja IPOM3BOJHHO cevere paciojema F uma 6ap |x(F)| myaa.

Cuenyjanno, ako je E = T'M ranrentHo paciojewe, ymecro X(T'M) uuimemo
X(M); cBako BekTOpCcKO mosbe Ha M mma Gap |x(M)| myna. Bpoj x(M) masusamo
Ojaeposom kapaxmepucmurom muozocmpyrkocmu M. Osa nedununuja je eKBuBa-
JieHnTHa NeduHumju KOjy ¢Mo gaau y (72) Ha cTp. 55, MITO MOXKE Ja Ce BHIU Ha
cienehy HaYMH.

Hexka je X rmaTko BekTOpcKO mosbe Ha M W HEKA je ¢; HeroB TOK, Tj. jeTHOIMa-
pamerapcka damunnja audeomopduzama regepucana mwume. pyrum pednma, ¢
je permeme audepeHIjaTie jeTHaanHe

d
%(p) = X4, (p)> ¢o = idays. (8)

W3 jenmrcTBeHOCTH peltiema audepeHIrjasne jefHadunte ClIeIn 1a Cy Hyje Bek-
TOpCKOr 10/ba X (DUKCHE TadKe MPEC/UKaBaiba @1, jep je pemieme jeqnadune (8)
KpO3 TauKy p y Kojoj je X, = 0 xoucrantHo. O6pHYTO HE MOpAa 2 BayKu: (PUKCHA
TadKa MpecanKaBama ¢1 He Mopa ma Oy/e Hyja BEKTOPCKOT M0Jba X , HErO MOKe 1,
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JIEXKY Ha, HETPUBUJAJIHO] TIEPUOAUIHO] OpOUTH TOKA TOT mojba. Mehyrum, ako Tok
BEKTOPCKOT' [0 HEMA HETPUBHjAJIHUX MEPUOAWIHUX OpPOWTA, OHIA BarXKW U 0Op-
HyTO. Bekropcka 1osba 4uju TOK HEMA MEPUOJAWYHUX OPOUTA YBEK IOCTOje — HIp.
IPAINjeHTHO BEKTOPCKO oske X = V f Hema HeTPUBUjaTHUX TIEPUOINIHIX OpOUTA.
Iormmrro je ¢ xomoromuja uamely idys u ¢, Jledmenos 6poj npeciukaBama ¢ je
n
L(¢1) = Y (~1)" dim Hjp(M)
k=0
(Bugeru (71) ma crp. 55). Iomro ce Jledenos 6poj mobuja OGpojamem (pady-
Hajyhu 3nak) dbukcHuX Tavaka npeciukabama, a QjiepoBa KapakTepUCTHKa 6GPO-
jamem (pauynajyliu 3HaK) Hys1a BEKTOPCKOL 110Jba, Y3 MaJIO OpUIe OKO OPUjeHTAIIM]e

3aKJby4dyjeMO Jia je
n

(M) = 7 (=1) dim Hfp(M). (9)
k=0

IIpumep 13. Pesynrar Sagarka 11 ua ctp. 20 je

R 3ake{0,n}

HAE) = sak ¢ {0,n),

na u3 (9) cieau

() 2 ako jenmapaH Opoj

X = .
0 axo jenHemapas.

Opariie gobujaMo jorn jeJlan 0Ka3 Jia CBAKO TAHIEHTHO BEKTOPCKO IM0Jbe Ha cdepu

napre quMensuje uma oap jeany mymy (IIpumep 7 ma crp. 60). f

IIpumep 14. Heka je M 3arBopena MHOIOCTPYKOCT, f IVIATKO IIPECJHKABAIHE
XOMOTOTHO uaeHTHYKoM u L(f) meros Jledimenos 6poj. 13 Jledirernore Teopeme o
dbukcHanM raukama (cTp. 54) cenn na je L(f) = x(M). Crnenmjanno, mpecinkaBarbe
KOj€ je XOMOTOITHO HJIeHTHIKOM uMa Oap |x(M)| dbukcHux ragaxa.

Opariie BUAMMO J1a aHTUIIONAIHO NpeciuKaBame a(r) = —x cdepe napue au-
MeH3Hje HHje XOMOTOIHO MISHTHYKOM, jep je X(S?") = 2, a mpecimkapame a HeMa
bUKCHAX TavaKa.

Y Ilpumepy 7 ua crp. 60 cMo Bumenu ga Ha cdepu HemapHe TUMEH3HUje MOC-
TOjU BEKTOPCKO IOJbe KOje HUTJe Huje Hyna. VIHTerpammjom TOr BEKTOPCKOT MOJba
J00mjaMo jeaHomapaMeTapcKy rpymny andeomopdusama; jesaH o bUX je aHTHIIO-
JIAJTHO mpecjnkaBama. Jlakie, y ciaydajy cdepe HenapHe JUMeH3uje, aHTUIOAATHO
[IPECJIUKABAHE j& XOMOTOIHO MJIEHTUYKOM. f

3anarak 10. I3BecTu 3ak/bydKe O AaHTUIIOJAIHAM IIPECIUKaBamuMa chepe u3
OPETXOIHOT MpUMepa Kao mocaeauiy Xordose teopeme (cTp. 53). v

Hamomena 1. a 6ucmo medunucaau TomoBy kaacy momohy IloernkapeoBor
nyana, norpebHa je opujentabunnocr. Tomosa kiaca (a Tume u Ojieposa kiaaca u
OjnepoBa KapaKTepUCTUKA) MOXKE Ja ce Aedunuine 3a OpujeHTabuIHO PAC/IOjerhe
HaJ TIPOU3BOJHHOM 3aTBOPEHOM (He 00aBe3HO OpHjeHTa0MJIHOM) MHOIOCTPYKOIhy
M, xao jemmrcTBena Knaca 7 € H' (E) uuja je pecTpuKIHja Ha CBaKO BIakHO T ' (p)
nedunumre kiracy y ae PamMoBoj Koxomomornju

H ("' (p)) = HI(R') =R
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(kojy cmo u3padyHaau Ha cTp. 47) uuju je uarerpana mo R” jexmak 1. M3omop-
duszam (6) Baxku u y 0BOM CJIydajy.

Mozke ma ce M30CTaBH M MPETIOCTABKA O KOMIIAKTHOCTH MHOTOCTPyKOCTH M,
amn TaJga je MoTpeOHO KOXOMOJIOTHjy ca KOMMAaKTHHM HocadeMm H7(E) 3amenHuTn
KOXOMOJIOTHjOM €a KOMITAKTHUM HOcCaueM y eepmukastom npasuyy H. (E). Y Tom
cny4ajy y (6) Ha mecHoj crpanu croju H (E) (neramu mory na ce suje y [18]). ¢

Jom jenna mocaennIa MpUCyCTBA BEKTOPCKE CTPYKTYpe Ha BIAKHUMA je TO Ja,
je Ha F nedwunmncano MuoXKeme ckajgapoM. 3at € R u £ € F y JIOKaJHUM KOOD/IH-
Harama & = (x,v) pedunumemo ¢ - &€ := (z,tv); MIITO Ce BEKTOPCKA CTPYKTYPA IyBa
IpU IPOMEHH KOOPAMHATA, THME je J0Opo JepHHHCAHO IPEeCInKaBabe

my: E— E,  (t,§)—t-&.

Jlako ce Buam ma je mo(E) = 0p u 1ma je my mudeomopdusam 3a cBako t # 0.
3a cBaku KommakTaH ckyn K C F u cBaky orBopeHy okosmuny U C E myiaror
cedemsa moctoju € €]0,1[ 3a koje je me(K) C U. U3 (5) mako ciueam na je mit
IMoenkapeos myan noamuorocrpykoctu M y U. Ilowro nesa crpana y (5) 3aBucu
caMmo o/, noHaama gopme y okouuu M, onya je mi7T Iloenkapeos jiyas 1ojmHo-
roctpykoctn M n y E, makne miT = 7. Tako sBuammo na TomoBa Kiaca Moxe
na ce peanm3yje mudepentujagaom dopmoM Koja mma Hocad y U. Cmernumjasso,
ako je F = v .S HOpMAJIHO PAC/I0jemhe 3aTBOPEHE OPUjEHTHUCAHE TTOAMHOTOCTPYKOCTH
S C M, u3 Teopeme o nesacroj okonunu (crp. 103) nobujamo cienehe Tepheme.

Teopema 3. (Ilpunnun gokanusanmje) IHoenxapeos dyan 3ameopene opu-
jrenmucane nodmmozocmpyrocmu N y opujenmucanoj mrozocmpyrocmu M mooice
da ce peaausyje udpeperyujastom Gopmom ca HOCAUEM Y NPOUSBOHHO MAND] OKO-
aunu U xoja cadpotcu N.

IIpumep 15. Axo je p € M, Ioenkapeos nyan ckyna N = {p} je kmaca
p € HEm M(M) rakpa na je
[
M

KOja MOKe 13, ce peasm3yje hopMOM ca HOCAYEM y MPOU3BOJHHOj OKOJIMHU TAYKE P.
OBo cmo Beh Bumenu y [Ipumepy 36 ma crp. 46. f

3anarak 11. Heka cy M u N riarke MHOroCcTpykoctu, N OpHjeHTAOWIHA U
f+ M — N rjarko mpeciaukaBame Koje je aokxaanu audeomopdusam. [lokazaru
1a je M opujeHTabuiHa. v

1.3. Konekcuje. Heka je (E, M, T) BEKTOPCKO PAC/IOj€EHE PAHTA " HAJ[ IOJHEM
K € {R,C}. Ussox npojekiuje 7 : E — M y tauku e € F je npec/MKaBambe

71'*(6) T.FE — Tﬂ.(e)M.
Hberoso jesrpo
V. := kerm.(e)

HA3UBA CE 8EPMUKANHUM NOMMPOCMOPOM TaHTeHTHOT npocropa T, F, a damuiuja
{VeE}ecr s8epmukastom ducmpubyyujom tanrenTaor pacnojema TE. Tpumernmo
Ja je

V. =2K" 3acBe ecFE
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U I3 je BePTUKAJIHA, AucTpubyimja nedunncana xaHoncku. Ca apyre cTpaHe, KOM-
JIEMEHTAPHY, TOPU3OHMasny ducmpubyyujy, 1j. damunnjy {He }ecp nornpocropa
H, C T FE, rakBy na je

T.E=2V.,®H, 3acBe ecFE (10)

He MOYKEMO y OIIIITeM CIydajy fa n3abepeMo KaHoHCKH, Beh je men m360p mpons-
BosbaH. [Ipumernmo ma cBaku Takas mpocTop H, mma aumensujy n = dim M, ma
MO2Ke J1a Ce 33/]a Kao je3rpo JINHEAPHOT MPEeCINKaBarba

0,:T.E - K", (11)

OTHOCHO, mucTpubyruja H MoxKe /1a ce mpecTaBu Kao je3rpo 1-¢gopme ca BpesHoc-
THMa y BEKTOPCKOM Ipoctopy K”.

Hedbununuja 8. Konexcuja Ha BEKTOPCKOM paciojemy F je riarka gucTpudy-
IIHja XOpHU30HTATHUX moTmpocropa y TFE, 1j. damunmja nmornpocropa H, C T, F
Koja 3azoBosbaBa (10) u Koja Moxe Ja ce 3a1a Kao je3rpo riarke 1-gopme (11) ca
BPEJHOCTUMA, Y BEKTOPCKOM HPOCTOPY (UJIM, €eKBUBAJEHTHO, KAO IIPECEK je3rapa T
nudepentmjanaux Gopmn). O

Konekcnja cBakako MOCTOju HA TPUBHJjATHOM PAaCIOjemby, HMa CAMHM THM W Ha
pecTpuknuju paciojema Ha cBaku orsopenu ckyn U C M Ha KOMe mOCTOju TPUBH-
jamuzauuja. W36opom dopme (11) na cBakoj 0/ TUX TPUBHMjAIU3ALUJA U IPUMEHOM
pazjararma jeJuHUIle, 3aK/by9IyjeMo Ja Ha CBAKOM DAacCJQjerby TOCTOjU KOHEKCH)a.
Hapasno, n360p KOHEKCHje Ha paciojemy HHje jeIMHCTBEH.

Huje Temko BuaeTn ja je pecTpUKIMja W3BOAA MPOjEKIHje HA XOPU3OHTATHU
MMOTIIPOCTOP, Tj. TPECTUKABAE

me(e) s He = TreyM
n30Mopdu3aM BeKTOPCKIX mpocTopa’. Hheroro MHBEP3HO TpecmKaBame
he : ToyM — H, C T.E (12)

Ha3UBa Ce TOPUSOHMAAHUM NOJu3arbem TaHreHTHOr mpocropa T M. Heka je
v : [0,1] — M rmarka kpuBa. Taza ce TaHreHTHU BEKTOD % y rtauku y(t) xop-
M30HTAJIHO HOJMUKE y CBaKy Taduky cioja E,;. I3 reopeme o ersucrennuju u
jETMHCTBEHOCTHU perrnerha MudepeHInjaTHuX jeJHaTnHA CIeIN J1a 38 CBAKYy TAuKy
e € 7 1(y(0)) nocroju jemuncreena kpusa I : [0,1] — E xoja momuze Kpusy 7 (Tj.
mol' =), TakBa /1a je IeH TAHT€HTHU BEKTOD % Yy CBaKOj TAYKN XOPU3OHTAJIAH T
') =e.
Hedwmuumnuja 9. Ilpeciukasame
t .
Py Eyo) = By, (13)

Koje Tauku e € E nupuapyxyje rauky I'(t), rue je I' xopusoHTaHO OAM3AMmE Ty TA
7 Koje moJiasy u3 Tauke m(e), Ha3uBa Ce NapareAHum Kpemarbem saakna F. gy 1yx
KpWBE 7.

Hexka je s : M — FE cedeme BeKTOPCKOr paciojema F. Hberos m3soxn

Ds:TM —-TFE

3[[pyrI/IM peyuMa, 7 je cybmepsuja; Bunern ledwnaunujy 20 Ha cTp. 31.
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je MopduzaM TAHreHTHHX BEKTOPCKHUX PACiOjera. YKOJIMKO je Ha paciojewy E
3aj1aTa KOHEeKcuja, ona je, momohy (10), nedunucana raarka dpamMuamja npojekiuja

my(e): TeE — Ve, ec k.
Heduaunuja 10. Kommnosunuja
Vs:=myoDs:TM —V

HA3UBA CE KOGAPUJAHIMHUM U36000M CEY€IHa S Y y OAHOCY HA KoHekcujy H (um
dopmy konekcuje ©). KopapujanTHu u3BOz cevema § y mpaslly BekTOpa X 03-
Ha4aBa ce ca V xs. O

Hakne, axo je p € M n X, € T,M, onga je Vx,s = my(s(p)) o Ds(p)(X,).
IIpumerumo 1a je, 3a mato eexmopcko nowe X : M — T M, KOBapWjaHTHH U3BOJ,
ceverba S y HpaBily X IPeCc/nKaBambe

Vxs: M — FE, VXPS(p) € Vs(p) =B,

ma MOYKe J1a ce TocMaTpa M Kao cedere pacyojerma F, Tj. objekar ucTor THma Kao s
(3a pasnuky oz obuunor uzsoga Ds(X) : M — TE guju je komomen Behu mpocTop
0l KOJJOMEHA, CeYera §).

Tepbheme 1. Kosapujanmuu u3eod uma caedeha ceojemea:
(1) Vxiys=Vxs+ Vys, Vyxs = hV xs;
(2) Vx(s+t)=Vxs+ Vxt;
(3) Vx(fs) =df(X)s+ fVxs,
3a cevera s,t : M — E, eexkmopcra nowa X, Y : M — TM u eaamxe pynrxyuje
h,f: M — K.

A Joka3 cienyd U3 JIMHEAPHOCTH M3BOAA, JIajOHUIIOBOr IpaBUJia U JIMHEAPHOCTH
TIpOjeKIuje Ty . \V4

Hamomena 2. Bugenu cMo Kako KOHEKCHja medUHUIINE KOBAPHUjAHTHHA W3BO/I,
aJu BaxkKy 1 OOPHYTO — aKO je Ha Pacjojermy 3aaT0 KOBAPUjaHTHO Au(EpPeHIInPAHE,
Tj. omeparop Koju uMa cBojcTBa u3 TBphema 1, oHga je iume nepuHUCAHA U jeTiHH-
CTBEHa KOHEKCHja. 300r TOra ce HEKaJ KOHEKCHja W KOBAPUjAHTHU W3BOJ KOPUCTE
Ka0 CHHOHWMM, 113, C€ KaKe ,,33/1aTa je KOHeKCuja, V Ha MHOTOCTpykocTtu M” u CiI.

Jla 6mcMo T0Ka3aIn er3uCTeHIN]y W je IMHCTBEHOCT KOHEKCHje Koja aepuHuIIe
3a,1aTO KOBAPHWjAHTHO A epeHnupame, MPUMETHMO 14 je TOBO/BHO MOKA3ATH 113 je
3a HPOU3BOJBHO ceuemse s : M — F 3a koje je s(p) = e ca

he(Xp) = Ds(X,) — Vx,s (14)
100p0 IepUHUCAHO XOPUIOHTAIHO TTOTU3AMHE
he : TyM = T,E.

Oparsie ogMax cjaed W ersucCTeHInja U jeJJUHCTBEHOCT XOPU3O0HTAJIHE JUCTPUby-
nuje. JenuHW HETPUWBHUjAJIAH JETA/b je JI0Ka3 1a OBAKBA AeMUHUIIN]a HE 3aBUCH O
n3bopa cevema s. Ja 6ucMo TO BuIen, n3abepuMo Mpon3BOJbHY KOHeKcHjy H Ha
E. Ona nedunuiie koapujantau u3soz V. Hanumuwmo (14) y ob6uuky

he(X,) = Ds(X,) — Vx, 5+ Vx,s — Vx, s = he(X) + L(s, X), (15

rzie je he Xopu3oHTAIHO nojusame Jedunucano konekcujom H, a L(s, X) = Vx, s—
Vx,s, na octosy Jlajonunosor npasuJia, 3a/10B0/basa

L(fs, X) = fL(s, X). (16)
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3a cse ruarke dyukuuje f : E — K. U3 (16) cineau na gecHa crpana y (15) e
3aBucH 01 U360pa $, HEro camMo of] BpeaHoctu S(p).

Camvro, TOjaM TApANeNHOT KpeTama CMO W3BeJW W3 KOHEKcHje. AKO mper-
MOCTABUMO [13 j€ HA PACTIOjerby 3aaT0 MPABKUJIO TAPAJIETHOT KPETarha, Tj. JHHEAPHN
uzomopduzam Brakana (13), onga KoBapujaHTHE U3BOJ (4 TUME U KOHEKCHja) MOKe
na ce medunuUIe momMony
P (s(v(1))) — s(p)

1 Y
(V_)Q)S)(])) - }5% n )

rae je v :] — 6,0[— M, v(0) = p, ‘Z—Z(O):Xp. o

Y crenmjanHoM ciy4ajy paciojessa E = TM, kaga cy ceuema s : M — TM
BEKTOPCKA 110Jba, 00a aprymenTa s u X y V x s cy objextn ucror tunat, ma mory u 1a
3ameHe Mmecta. JIpyrum peunMa, ©Ma CMHCIA TMTOCTABUTH MUTAHE CUMETPUIHOCTH
KOBapHjaHTHOI M3BOJA, KOja OM YOIIITHJIA MO3HATY CHUMETPUYHOCT MAPIUjaJTHUX
u3BoJa 3a yHKIMje y eykimackom npocropy. Heka je X(M) monyn ceuera Bek-
Topckor paciojewa T'M (Tj. riarkux TaHI€HTHUX BEKTOPCKUX Hosba Ha M) Han
upcrenom C>(M).

Heka cy X,Y € X(M) BekTOpcKa To/ba U Heka je Ha T'M 3amara KOHEKCHja.
Ilocmarpajmo pazauky

F(X,)Y)=VxY —VyX.
"3 Tephewa 1 caemu na je mpecaukasawe F : X (M) — X (M) nuneapro Han
nosbeM ckajiapa, aau ue u Hag C°°(M): 3a dbyukumje f: M — K Baxkn

FUXY)=fF(XY)=Y()X, FXfY)=fFXY)+X(H)Yy. (@17

[Ipumeruvo 1a je oacTyname KomyTaTopa® [X, Y| BeKTOPCKEX 10Jba Of THHEAPHO-
cru nag C°(M) ciu4ano:

XY =X Y] =-Y(HX, X fY]=fIX, Y]+ X(f)Y. (18)
U3 (17) u (18) caenu na je
T:X(M)x X(M) = X(M), T(X,Y):=VxY-VyX—[X,Y] (19

Gununreapuo mag C°(M). Oparie cieam na Herosa BPEJAHOCT y TAYKH 3aBUCH
caMo Ol BPEJIHOCTH BEKTOPCKUX Mosba X m Y y Toj Tauku. M3pas (19) nazmamo
Mop3ujom KOHEKCHje TIOMONyY Koje je koBapujanTHu m3Bo nedunucan. Kaxemo ga
je komekcuja cumempuuna unu 6es mopauje axko je T(X,Y) = 0 3a cee X,Y €
X (M), 1j. ako je

VxY -VyX =[X,Y]. (20)

Iedwmuumnuja 11. Heka je I warepsan u v : I — M riarka KpuBa HA MHO-
rocrpykocru M. Kosapujanruu uzsox Bekropekor noba X € X (M) nyx kpuse 7y
je

DX

41'[per_u/13H1/1je7 y TOM CJIy4Yajy je s TAHI€HTHO BEKTOPCKO IOJbe, a X BEKTOD, jep s audep-
eHIIMPAMO y IpaBly BekTOpa X, aadm, TUM Ipe, u3pa3d VxS HMa CMHCIA U aKO je X BEKTODPCKO
10Jbe.

5K0Mymamop BEKTOPCKHUX TMMOJba, UIH Jlujes 43600 BEKTOPCKOT MOJba Y y mpaBmy mosba X je
BeKTOpPCKO noske LxY := [X, Y] koje va dyrknuje nz3 C°°(p) (rnarke GyHKIHEje y OKONNHY TaUKe
p) nejeryje mo upasuiay [X,Y]f = X(Yf) - Y(Xf).
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Kao cnenmjanuu ciyqaj ledununuje 9, BekTopcko nmosbe X je napaseano a1y KpuBe
7 aKo je %—i{ =0.
Ha cauvan nauun ce, 3a raTKy mOBpII v : . — M nmapaMeTpu3BaHy OTBOPEHUM

ckymom ¥ C R? necdbwrwmmy KoBapujaHTHW TapIHjaTHd W3BOIN % n %. O

Crnenehe TBpheme mokasyje KakKO CHMETPUIHOCT KOHEKCHj€ YOTIITaBa, CAMET-
PUYHOCT TapIMjaIHIX M3BOJA MIATKUX (DYHKIHMja ¥ eYKIUICKOM IIPOCTODY.

TeBpbeme 2. Hexa je u : X — M aaamxa nospw na mmozocmpyxocmu M ca
cumempuurom Konexcujom. Tada je

D Ou D ou
0s Ot Ot Os
A Tepleme je nokasmo, ma MOX)KeMO 13 KOpUCTUMO Koopawrare. Heka je

u(s,t) = (x1(8,t),...,2n(s,1)).

Tana je
D Ou oxy, O
Bs ot = V% 2 ot bar
IIpumenom nuneapuocTu u JlajoHUIOBOr MpaBmiia, oxaTiae H06ujaMo
D ou 0%z, 0O Oy 0
— ——Voou— 21
s Ot Z 8sdt Dy, zk: ot ¥ % oz, @)

Tpeba ja moOKaKeMO 3 je OpaBJAHO Y OBOM M3pa3y 3aMEHUTH yjore s u t. 3a mpBu
cabupak TO CJIelu U3 KOMYTATUBHOCTHU MAPINjaTHUX U3BOIA TJIATKUX (DYHKIW]A Uk
JTBE peaJiHe MPOMEHJbUBE, TAKO ;La OCTaje camo npyru cabupaxk. Ilomrro je

- e
ds dx;’
apyru cabupak y (21) je jennax
Oz Ox 0
kg, (22)
y ds Ot 9z; Oxp
3 cumeTpuIHOCTH KOHEKCHje CIeN 1, je
0 0 o 0
Vo —=V o — |-
Oz 6$k CED) 6$j 8l‘j 81‘k
Aun, oneparopu %k u a%j KOMYTHDPA]y, Ma je KOMYTaTOp Ha KPajy MpPeTXOIHOT
uspasa jemanak Hynu. Opnarse cieau na je uzpas (22) jenHax
6% oxy, 0

5 ——
Os 375 Oy, 8Ij’
Jik

LITO je, [ocJjie Mpeo3HavaBama MHIEKCA cyMupama j u k, yupaso uspas (22) ca
[IPpOMEemEeHUM yjioraMa s U t. \V4

Hamomena 3. Pe3y,nTaT KOBapwujaHTHOT nudepeHnupama V S % MOXKe 13,
J

‘El

ce Hamwmie y 6a3u 8717 g ¥ 0bJTUKY
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CumerpuunocT Konekcuje o3nauasa ja je I'f; = T,
AKo ¢y KpHUBa, Y B BEKTOPCKO TIOJbe Y ,Hy}K ~ 3a,zLaTI/I y KOOpJIIHATaMa Ca

V= @) Y = w05

OHJIA je
DY dy, 0
= Tk
dt ; < + Z lJyJ > Oxy,

VY eyKJIuICKOM MPOCTOPY je I‘fj = 0, na gpyru cabupak y mperxoIHOM u3pa3y Mepu
OJICTYAae KOBAPUjAHTHO! JirbePEHIMPATbA OJI, €Y KJIUCKOL. o

Hepunumnuja 12. Pumanosa mempuka Ha MHOTOCTpYKOCTH M je rmatka da-
MUJIAja CKAJapHUX IPOU3BOIA

()p: T,M x T,M — R.

PumanoBa MHOrOCTPYKOCT je TJIATKa MHOIOCTPYKOCT ca PUMaHOBOM METPHUKOM.
Inarko upeciukapawe f : M — N PumanoBux MHOrocrpykocru ca PumanHoBum
MerpukaMa (-, -)pr M (-, ) y HA3WBA CE AOKAAHOM USOMEMPUIOM AKO je

o =
Hudpeomopdpmzam f : M — M koju je JOKaTHA N30METPHja HAUBA CE U3OMEMPU-
jom. o

IIpumep 16. Tlomro je rpanciamnuja y eykanackoMm mpoctopy R™ uzomerpuja,
MOXKeMO Ja AeduHuIeMo MeTpuKy Ha Topycy T" = R™/Z™ tako ma je mpojekuuja

m:R" —-T"
JIOKaHa m30MeTprja. Topyc ca Tako nedUuHHCAHOM METPHKOM HA3HBA CE PAGHUM
MopYCoM. #

W3 mocrojama ckamapHOT MPOM3BOJA Y EYKJIWICKOM TMPOCTOPY CAeAn Ja Ha
CBaKOj TJIATKO] MHOTOCTPYKOCTH MOXKe 113 ce nedwununire Pumanosa merpuka. To
MO2XKe JIa Ce ypaJyl Tako INTO Ce MeTPUKA JIOKAJIHO JeduHHIIe ¥ KOOpAUHATAMA, a
3aruM rIobasHO ToMONy pasyiarama jeIHHUIE, WIH TaKO IITO Ce MHOTOCTPYKOCT
yromu y eykmuiacku npocrop® n Pumanosa merpuka jeduHuIe KAO PECTPHKIM]A
CKAJIAPHOL [IPOU3BOJIA U3 TOI €YKJHUICKOL IIPOCTOPA.

Y J0oKaJTHUM KOOpAWHATAMA, WU ¥ €yKJINICKOM MpocTopy, PrManoBa MeTpuKa
MO2Ke J1a Ce HAIUIIe Y 00JIUKY

2= Zgjkdxj ® dxy, wmm, kpahe, ds? = Zgjkdxjdack,
rae je (g;x) CHMETPHIHA MATPHIA.

IIpumep 17. (XunepGosmmuka reomerpuja) Ilpocrop Jlobauesckor, wiu
XUIEPOOIUYKH [IPOCTOP, MOXKE, KA0 IITO My CAMO MM€ KarKe, Ja Ce peaausyje Kao
xunepbononn H := {(xg,x1,...,2,) € R”‘H | —2% + 22+ ...+22 = —1,29 > 0}
ca merpukoM ds%; = —dad + dx? + ...+ 2. OBaj Mozen je MOTHBHCAH TeOpI/IJOM
PEeJIaTUBHOCTH, Y KOjOj BEKTODU 6p31/1He JleyKe yHyTap ,cBersiocHOr KoHyca’. Iloc-
TOjU jOII HEKOJIMKO MOJeJa N—AuMeH3noHe reomerpuje JlobadeBckor; ma 6ucmo ux
YIOPEIU/IN ca MOIEJOM Xuiepbosonaa, cMecTuliemMo ux cse y mpocrop R7T1,

6To je cagprkaj BuTHujeBe Teopeme: CBakKa IJIATKA MHOIOCTPYKOCT MOXKE 1a C€ YTOIH Y
EYKJIUJICKA TIPOCTOD J0BOJHHO BEJIUKE JUMEH3UJE.
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Mogen nomynpocropa je Rt = {(zg,21,...,2n-1,1) € R™™ | 25 > 0} ca
d12+daz2+m+dmi_
METPUKOM cls%r =0 L
o
[Moenkapeos Mofes, WA MOJeT aucka, je D := {(xg,21,...,Tn_1,1) € R*T1 |
dz?4dz?+.. . +da?
2 2 2 2 __ 0 1 —1
x5+ a3+ ... +x2_, <1} ca merpukoM ds7, = 4(1—953—1’;‘__“_%”71)2'

Mogen nonycdepe je X := {(zo,21,...,7,) € S* C R" | 25 > 0} ca

del4-dz?+... +da?
Merpukom ds? = Zotdn e tdr,

2
o
Knajuos mozen je K == {(1,21,...,2,) € R"™ |23 + 23+ ...+ 22 < 1} ca
2 dz2+d12+...+dzi zr1dri+xodro+t...+xpday, 2
METPHKOM dsj; = 1_1&_;%_”._932 (21 (11_93%2_96;_“'_302)2 )"
enrpanue npojekuuje u3 uenrpa (—1,0,...,0)
HHE? (’ll'(),iL’l,...,fEn)*—)(1/1'0,1’1/5130,...,1'”/1'0)

¥ — D, (o, 21,y xn) = (0,21 /(1 4+ 20), ..., 20 /(1 + 20)),

BEPTUKAJIHA IIPOjEKIINja

K =3, (L1, @) — (\/1—x%—...—m%,xl,...,xn)
U neHTpaJsiHa npojekiuja u3 uearpa (0,...,0,—1)
¥ — RY, (o, 21,y xn) — 2xo/(14+xp),. ., 20n—1/(1 + x,),1)
cy m3omeTpuje u3Mmehy oBUX MOIea. f

IIpuponso je 3axTeBarTn 1a KOBapHUjaHTHN U3BO Ha PUMaHOBOj MHOTOCTPYKOCTH
uMa ciiegehe cBOjcTBO, aHAJIOTHO JIajOHUIIOBOM IPABUIY y €YKJIUICKOM IIPOCTOPY:

X{Y,Z) =(VxY,Z) + (Y, VxZ). (23)
Ucnocrasma ce ma Ha PuMaHOBOj] MHOMOCTPYKOCTH YBEK MOXKE J1a ce m3adepe

TaKBa KOHEKCHja, U TO HA jeJIMHCTBEH HAYUH:

Teopema 4. Ha Pumarno60j mHO20CMPYKOCTU NOCMOjU jeOUHCNBEHA KOHEK-

Cuja wuju Ko8apUaHMHU u3600 Y3 mpu ceojcmea us Tepherva 1 uma ceojemea (20)

A Ako, kopucrehiu (23), uspadyHamo uspase
X{Y, ), Y{Z,X), Z(Y,X),
cabepeMo npBa JBa u oxy3memo tpehu, a 3arum npumenumo (20), mobujamo exc-

mmnurad u3pas 3a (VxY, Z) u3 kora cieau u ersucrenuuja (jep uspas BazKku 3a
CBAKO Z, a MOXKe Jia ce cMarTpa JAeUHUIMUOM) U jeJUHCTBEHOCT. v

Hanmomena 4. Teopema 4 Baxku 1 aKO je MHOTOCTPYKOCT rceyno — PumanoBa,
Tj. aKO je Ha WOj 337aTa HEIETeHPUCAHA, AJIN HE 00ABE3HO MO3UTUBHO Ae(DUHUTHA,
GununeapHa ¢gopma (nceymo — Pumanosa merpuka). Hup, nceyao-merpuka

€ m) ==%omo+&m+Sm+-+ &

na R"*! masusa ce Jlopenuosom (nceydo)mempurom n 3nagajia je y Teopujn pei-
ATUBHOCTH. o

Hedbununuja 13. Jeauncreena konekcuja u3 Teopeme 4 masuBa ce Jlesu—
YJueumunom unn Pumanosom KOHEKCHjOM. O
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Hamomena 5. Kopucrehn pasmarame jeauuuiie, MOXKeMO Ha AedUHUIIEMO
TJIaTKy (baMI/IJII/ij CKaJIapHUX IIPOU3BOIa (I/I.HI/I XEPMHUIKHUX (bOpMI/I Y KOMILJIIEKCHOM
cityuajy)

(,)p: EpxE, - K
Ha cBakoM pacnojewy (F, M, ), Tako Ja uMa CMUCIA TOBOPUTH W O KOHEKCHjaMa
carJIaCHUM Ca METPUKOM M y OBOM, OTIITHjeM, CIyUajy, KA0 KOHEKCHjaMa KOje 3310~
BOJHABA]JY
X<S, t> = <VXS, t> + <S, th)

3a cBa ceuema s,t : M — F u cBako BeKTOpcko mobe X : M — T M. o

Hamomena 6. Heka je M mOmMHOrOCTPYKOCT AuMeH3uje k y €YKJIUICKOM
npocropy R", ca PumMaHoOBOM MeTpWKOM KOja je PECTPUKIIja €YKJIUICKE; JIPYTUM
peuuma, ca PumanoBom merpukom pedunucanom ca (*(-,-) vae je ¢ : M — R”
uHKJIy3uja, a (-,-) ckajsapuu upoussoxs y R™. Bekropckor nowe Y : M — TM
MOKEMO Ja CXBATUMO Kao mpeciaunkasBame Y : M — R™ kopucrehin yobmuajeny
naeHTUdUKAIMjy BeKTopa y eykiauackoMm mpocropy. Heka je DxY m3Box Tor npec-
JMKaBama y mpasily Y. 3a cBako p € M je neduHUCAHA OPTOTOHAIHA MPOjEKITHja

m: TpR" =2 R™ = T, M.
Hedunurmmmo
ny = W(Dx(Y))
Huje remko Bumeru ma oBako medpuHHCcAHA omepaluja V 3a10BO/haBa AKCHOME KO-

juma je nedunucana (jeauncrsena) JleBu—Husuruna konekcuja y oxHocy ua Pu-
MaHOBy mMeTpuky Ha M wuacaehemy u3z R™. o

1.4. KpuBuna konekcuje. Heka je V KoBapujaHTHU U3BOJ, HA BEKTOPCKOM
paciojewsy E. Ocum cumerpuanoctu paszmarpane y Tephemy 2 u auckycuju mnpe
bEra, BE3aHE 33 CHMETPUYHOCT KOBAPU]AHTHOT W3BOMA, Tj. mopeheme n3pasa VxY
u Vy X, IpUpOIHO je MOCTaBUTH U MHUTAME Mopehema MOHOB/FEHNX KOBAPUjaHTHUX
u3Bona VxVy u Vy V. Kao u y nuckycuju mpe Tephema 2, npupomso je pazmuiu
VxVy —VyVx nonaru unan koju obe3behyje muneapuocr nan C*(M). Creneha
JleMa ce J0Ka3yje JUPEKTHUM PAdyHOM:

Jlema 1. Ilpecauxasarse
R:TMe&TMa&FE — E, R(X,Y)s:= ([Vx,Vy]*V[X,y])S
je C*° —auneapro no cee mpu npomensuse.

Iedbununuja 14. [Ipeciukasame R u3 Jleme 1,
R(X, Y)S = VvaS - Vyvxs - V[X’y]s,
Ha3WBa Ce KPUSUHOM KOHEKcHje V. O

VY crenmjaasom cayuajy B = TM wumamo cienehe tBpheme, Koje ce moKasyje
HA CJAWYaH HAUYWH Kao 1Bpheme 2:

Tspbeme 3. Hexa je M zaamka mmozocmpyrocm, S omeopen ckyn y R2,

u: X — M napamempusosana nospws u Z 2A4MKO 6€KMOPCKO nose dyoic X (my.
ceuerve pacaojerva TssM ). Tada je
D D D D ou 0

Ry < “ “)Z

dsot”  Otos

N\ os ot



1. BEKTOPCKA PACJIOJEbA 75
A Tspheme je JOKaIHO, TTa MOXKEMO Ja PaIuMO y KoopauHarama. Heka je
J
Tana je
D 0z; 0
—7Z = 2 |
ot EJ: J at 8333 Z ot Oz,

Axo oBaj u3pas caza audepeHImpamMo mo s, a 3aTAM OJT JOOMjeHOT U3pa3a, 0Iy3MeMO
u3pa3 ca MPOMEmEHUM yaorama s u t, 106ujamo

DD DD DD 0 DD 0
ity el A PN (et 29 24
0s Ot Ot Os Z (05 ot axj Ot s 8:@) (24)
Ocraje na n3padyHamo %%% u %%a%' Heka je
u(s,t) = (x1(s,t), x2(8,t), ..., Tn(s,1)).
Tana je
D 9 0 _omg | 0
dtdr; Xk Oy 4= 0L v Oy
Indepentupamem 1001ujeHOT U3pas3a mo s J001jamo
DD 0o 02xy, 0 Oz Ox; 0
Js Ot Oz, 2= Dsdt * 9t 0w, | 2 Ot Os | o 3 a
Ako caza u3meHumo yaore $ u t U HAIPABUMO PA3JIMKY, 100MjaMO
DD DD\ 0 oxy 0x; 0
22 _ZZ) L N 2. 25
<858t 8t85)317j >0t 0s Vo Vel g (25)
ITomrTo je [821' , é?%k] =0, 1j.
0o 0 0 0
R[—=, -2 )2 =V, V., ]—
(&vi’axk)axj [ Crk &]ax/
tBpheme cienn u3 (25), (24) n auneapuocTn R. \V/

Hedpuuanmuja 15. Heka cy X,,,Y, € T,M nsa opTOronamia jeTMHNIHA BEK-
Topa u X, u X, C T, M mBuxoB IBOJUMEH3HOHU JHHEAPHN OMOTad. Bemmamna
K(3p) i= —(R(Xp,Yp) Xy, Yp)
HA3UBA Ce CEKUUOHOM KPUBUHOM . O

Hanomena 7. Hexka cy X,,,Y, € T,M nsa nuneapHo He3aBucHA (He 00aBE3HO
oproroHanHa) BekTopa u L, C T, M muxos muHeapuu oMoTad. CeKIuoHa KPHBUHA
MOXKe J1a ce JeduHHIIe U Kao u3pa3
(R(Xp, Yp) Xp, Yp)

KX, =—
(%) X, x G,

(26)

e je || X, x Yyl == /1 Xpl12 Y52 — (Xp, Yp)? nospunna napanenorpama nas X,
n Y,. Baucra, n3pas (26) je cumerpuuan mo X, u Y, u HHBApUjaHTAH y OZHOCY HA
Tpaucdopmanmje

(Xp, Yp) = (AXp, Yy), (Xp, Yp) = (Xp + Y}, Yy,

OflaKJIe C/IeIN J]a OH 3aBHCH CaMO OJ] PaBHU X, a He U o7 u300pa 6aze y moj.
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JluneapHo anredapcKa IMHEHUIA j€ 1a CEKIMOHA KPUBWHA, jeTHO3HATHO Ope-
yje kpusuny R. Ilpemmsuuje, mocMarpajMo TeH30p', O3HAYEH MCTHM CIOBOM R
Kao W KpuBHWHA 0e3 crpaxa o 3abyme, 1edpUHUCAH Ca,

R(X,Y,Z, W) = (R(X,Y, Z),W).

Ou 3azoBosbaBa cienehe jepnakocru (mpBa O HUX ce HasuBa Bjankujesum uder-
MUMEMOM:

(1) RIX,)Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) =0;

(2) RIX,)Y,Z,W)=—-R(Y,X,ZW);

(3) RIX,Y,ZW)=—-R(X,Y,W, Z);
(4) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y).
Axo cy Ry u Ry nBa TeH30pa KOja 33J0BOJbABA]Y OBE jeIHAKOCTH, OHIA MX 33I0BO-
JbaBa u Tenzop T = Ry — Ry. Ako cama npernocrasumo na cy Ry u Ry nedunucanu
KpPUBHHAMA KOje UMajy UCTY CEeKIIMOHY KPUBUHY, MOXKEMO J]a OKayKeMo, Kopucrehu
MIPEeTXOHa YeTUpPHU CBojcTBa 3a 1, 1a je

0= T(XP + Zp, Yp, Xp + Zp, Yp) = QT(vaym Z;mYp)a
a omatie na je
0= T(va Yy + Wy, Zp, Yy + Wp) = T(Zpa Wy, X, Yp) - T(va Xp, Zp; Yp)

Tako mobmjamo T'(Z,, Wy, Xp,Y,) = T (W, Xp, Z,,Y),), mro 30a49n 1a je temsop T’
MHBaPHUjaHTaH y OIHOCY HA IIEPMYyTalinje Koje yaecTByjy y BjankujeBom uaenrurery,
maje T =0, 1j. R = Ro. o

3amarak 12. /Iokasarn 1a ako PuMaHOBY MEeTPHKY MOMOKHMO KOHCTAHTOM C,
106MjaMO CeKIMOHY KPUBHHY IIOMHOYKEHY KOHCTAHTOM ¢ L. v

Heduaunuja 16. PumvanoBa MHOrOCTPYKOCT Ce HA3UBA USOTNPOTHOM Y TNAYKY
P, aKo je cexrnmona kpusmuua K (¥,) ucra 3a cBaky pasan X, € T,. Kaxemo na je
M usomponma mHo20cmpyrocm ako je W30TPOITHA Y CBAKOj CBOjoj Taukm. Karkemo
Jla je m30TPOITHA MHOTOCTPYKOCT M MHo20cmpyrocm KoHCManmHe KpusuHe ako je
IbeHa CEKITMOHA KPUBUHA MCTA Y CBAKO] TAUKM. O

Hamomena 8. Heka je M Pumanosa muorocrpykocr, ca reazopom R medun-
ucannM, ka0 y Hamomenu 7, momohy kpusumnre. Hemocpenno ce mpoeepaBa ma u
TEH30D

Ry(X,)Y,Z, W) = (X, Z) (Y, W) — (Y, Z) (X, W)
sazoBosbaBa cojcrBa (1)—(4) uz Haunomene 7. Ionassbajyhu aprymenT u3 re Haio-
Mene, 0 oapeheHocTn KpusuHe R CEKIMOHOM KPUBUHOM (KOjU CE OC/Iaiba CaMo Ha
YMEEHUILY J1a TeH30DH O KOjUMa, je ped 3a/10B0JbaBajy ceojcrea (1)—(4)), Buaumo 1a
je M MHOTOCTPYKOCT KOHCTaHTHe KpupuHe K ako um camo je R = KRy. o

Hamomena 9. Axo je M nosezana uzorponua PuManoBa MHOMOCTPYKOCT M aKO
je dim M > 3, onga je cekmuwona KpusnHa K, KoHCcTanTHa. lpyrmm pedumma, 3a
[OBe3aHe MHOTOCTpyKocTH auMensnje Behe of 2, mesasucuoct Benuaune K (X,) ox
n3bopa pasHE X, € T, M 3a cBako mojeauHavYHO p € M TOBIAYHM HE3ABHCHOCT Te
Besmuune u o p. OBo TBpheme je nozuaro kao Ilyposa meopema. ABomumen3none

7TeH30p je Bumesmueapno (rag C°) npecnukasame TM X -« X TM XT*M X -+ X T*M —
C*°(M). Ako Ha JeBOj CTpaHU UMa k KOIKja TAHT€HTHOT M j KOIHja KOTAHTEHTHOT DACOjerba,
rosopumo o ter3opy runa (k,j). Tensopu tuna (k,0) Hasusajy ce xoeapujarnmuum, a tana (0, j)
KOHMPABAPUJGHTHUM.
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MHOTOCTPYKOCTH (OZHOCHO MOBPIIK) Cy, U3 TPUBHUjAJHOI PA3JIOra, W30TPOIIHE; HhH-
XOBa, CEKIMOHA KpUBUHA ce HazuBa [aycoeom kpusunom. mnospimu. OHa MOXKe 1a
3aBucu o p € M. o

IIpumep 18. (KpuBune moBpium m KpuBux) layc je KpusuHy noBpiuiu
nedUHICAO HA APYTH HAYWH, MOJIa3ehu O] MOBPIK YTOMJbEHE ¥ €YKJIUICKHA TPOCTOD
u MeTpHKe Haciehene u3 Tor mpocropa. Hexka je mospm X y R? mapamerpusosana
ca

S:D — R3, (u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)),

rae je D C R? orBopen ckyn. Taga je

ds _os|'as _ 8s
n:Y — R3 n‘auxav 5 % 5
BEKTOPCKO MOJbE JeJIMHUYHUX HOPMAJa Ha MOBPII Y. BuimneapHo mpecinkaBambe
M:TEXxTY - T%, II(X,Y) = (Dn(X),Y) (27)
Ha3HBa ce dpyzom KeadpamHom Gopmom moBpd . IUpeKTHUM padyHOM Ce BUIU
1a je apyra KBaaparHa ¢gopma nospinu ybaszu F; = g—i, FEs = g—f JATa MATPHUIIOM

=l

PSS N es
“\oa2’™) " T \owow ™) T o)

IIITO Ce HeKa/l 3amucyje y O0IuKy

re je

II = I du® + 2m dudv + n dv.
Jludepennupamenm u3pasa ||n||? =
1A je TpeCcInKaBambhe

1y npasiy X mobujamo mspas (Dn(X),n) =0,

X — Dn(X), (28)

Koje ce mojasbyje y nedununmju (27), y cBakoj Tauku p € M JMHEAPHO MPECIUKa-
Bambe 1T,M — T,M. Iberose comncrseHe BPeJIHOCTH HA3UBAJy CE€ 2AQ6HUM KPUG-
unama toBpin. V3 unmenure ga je Il cumerpmana dopma ciemum ma cy ruiaBHe
KpuBHHE peasrHe BpemgHoctu. laycosa xpusura K moBpINU je meTepMUHAHTA OBOT
[PECJUKABAbA, JTAKJIE IIPOU3BOJ [JIABHUX KPUBUHA, & cpedtva kpueuna H wmuxosa
apUTMETUYKA, CPEIUHA, Tj. TOJOBHHA Tpara mpeciaukaBama (28). Ose Bemuunie
MOTY Ja Ce M3PadyHajy Kao:

In —m? _1Gl—-2Fm+ En

K=——"_
EG — F?’ 2 EG-F?

<as as> B <8x)2+ (5‘y>2+ <8z)2

ou’ du Ou ou ou

(28,08 et ou 020
ou’ Ov Qudv  Oudv  Oudv

95 05\ _ (02\* | (0)*, (9:)°
o’ ov/  \ v Ov ov)

(29)

rie je
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OBu u3pasu cy HAM TIO3HATH U3 MOYETHUX KypceBa AHa/in3e; 3HaMO 73 je BeJTMIUHA,
JS 0S
VEG—F? =

ou % v
quju Cce KBaJApaT NojaBjbyje y mMenuonuMa laycose u cpeame kpusuie (29) um-
duHUTE3NMATIHA TTOBPIIMHA HA HOBPIIH ..
Mozke na ce joKazke M Ja Cy IVIaBHe KPUBUHE IOBPIIM MHHUMAaJIHA ¥ MAak-
CHMAaJIHA KPUBUHA KPHUBUX KOje ce M00Hjajy Kao MpeceK MOBPINM Y. W PABHU KOje
caupxe n (1j. Hopmasnuz pashu nospiuu). Ilogcerumo ce na ce KpuuHa Kpuse

)

[0, =R, s (s)

napamempu3osane OYscuHom ayka, nedUHAIIE KAO HOpMa BeKTOpa yOp3ama, Tj.

Kao0
k(s) = [|7"(s)]-
Y ®OpeHeoBOM OPTOHOPMHUPAHOM PeIepy
o _ _T'(s) —
T(s) = d(s), N(s) := e B(s) := T(s) x N(s)
KPUBHUHA K W TOpP3Wja T KPUBE Ce IM0jaBJbyjy Kao CKajlapHe BEeJUYUHE KOje OMUCY]Y
KpeTame TOr perepa /IyK Kpuse, momohy u3zpasa

T 0 x O T
N |[=]|] -« 0 7 N |,
B’ 0 -7 0 B
mo3uaror kao Ppene—Cepeose dopmyae. f

Bazkua ocobuna I'aycoBe KpuBHHE MOBPINHA X je A je OHA jeTHAKA CEKIIMOHO]
kpuBuHEU. 1O ce HAjIAKIIE BUIU aKO ce y Oa3u
0S8 oS

= E

E, = — — =
YT ouw 27 v

e T
H3padyHa H3pa3
(R(Ey, E2)Eq, Es) = (VE, Ve, E1 — Vg, Vi B, E),

kopucrehu onuc onepanuje V u3 Hanomene 6, momohy obuunor mudepennupama u
npojexmmje y R3. Tako mo6wujamo

%S %S %S 0?8
Er= 22 (22 Bo=22 (0,22 \n
Ve Audv <n, 8u8v>n’ Ve Ov? <n, Ov? >n

Axko caza oBe w3pase, Ha CIMYAH HAYWH, KOBAPUJAHTHO JU(PEPEHIUPAMO jOIIT je/I-
HOM, TIpBH y TipaBity F1, a apyru y npasity Es, pa3nuky 100ujeHrnX n3pa3a CKaJIapHO
ITIOMHOKHAMO ca Fo, moce Maio padyHa go0njaMo ma je

(R(Ey, E5)Ey, Ey) = In —m?,

mro je Opojusarn y uspasy (29) s3a TaycoBy kpusumy K. Wuateprnperanuja ume-
HUOLIA TOT U3pa3a, Kao KBaJpara MOBPIIUHE, HAM je M03HaTa U3 OCHOBHUX KYPCEBA
Anamuze. Tako mobujamo jemHaKOCT

<R(E17E2)E1,E2> In — m2

|Ey x E2||2  EG-—F?’

mTo je jemaakoct u3dmely Taycose u ceknmone KpuBumHe MOBPIK. 110OIMITO ceKmuoHa
KPHWBHHA 3aBUCH CAMO Ol METPHKe, nodmjamo cienehy reopemy:
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Teopema 5. (TaycoBa ,Egregium”) Hsomempuja wysa [aycosy xpusuny.

Hamomena 10. 3nauaj Taycose Egregium (wmro 3uauu uzeanpedne) reopeve
je y mome mro je layc kpuBuHy nedwHUCAO KAO MEPY 3aKPUBJHEHOCTH TOBPIIH Y
aMbujeHTHOM 1POCTODY, a He noMolly merpuke (u u3 we ussegene Jlesu—dupurune
KOHEKCHje U PuMaHOBe KPUBUHE) KAO MU.

laycoBa KoHCTpyKIIMja KPUBHUHE KA0 Mepe 3aKPUBJHEHOCTH TIOBPIIH y aMOHjeHTy
R? Moke 1ma ce TIpeHece Ha ONMITH]y cHTyarmjy mmepsuje f : M — M, rue je
dim M = n, dim M = n + m. Iomro je f mMepsuja, Pumanosa merpuka (-, -)
na M waaykyje Puvanosy merpuky f*(-,-) ma M, y omHocy Ha Te MeTpuke f je
JIOKasTHa u3oMeTpuja. ¥ ofHocy Ha Pumanosy merpuky Ha M, 3a ceaxo p € f(M)
tanrenTn mpoctop T, M Mo¥e fa ce HammIe Kao OPTOTOHAIHA AMPEKTHa cyma’

T,M = T,M @& (T, M),
na cBak® BeKTOp V), € T, M MoKe Ha jeAWHCTBEH HAYMH Ja Ce HaIuIIe y 00Ky
‘/;j — VpT + ‘/;jl

Heka cy X,Y € X (M) npa BekTopcKa mosba Ha M, (0JHOCHO, y3 HUXOBY W/IEHTH-
duxannjy ca f.(X), f«(Y), Bekropcka mompa Ha f(M)). Hbux Mo3KeMO ma mpoIIu-
puMo, Gap JiokasHo, y okoamun U Tavke p, 10 BeKTOpCKHX moba X, Y na M. Axo
je V Jlesn—YuBnruHa KOHEeKcHja Ha M, oHIA je ca

VXY = (VYY)T
nedunncana Jlesn—UnpuTnna Korekcrja va M y onHocy Ha WHIyKOBaHy PumaHoBy
MeTpuky. 3 cBojcraa Jleu—HuBuTnHe KOHEKCHje CIIeIN J1a je ca

B:X(U)x X(U) = X(U)*, B(X,Y):=VxY —VxY

n06po Jedunncana (Tj. He3aBHCHA OJ MPOIMIMpERa X , Y ) cHMeTpHYHa OnIHHeapHa
dopma. 3a csaku Hopmanuu sekrop N, € T, M+ 6umuneapua dpopma

My, : Ty,M xT,M — R, Oy, (X, Yy) i= (B(Xp,Yp), Np)

Ha3mBa ce dpyeom Pyndamermanrom dopmom nmepsnje f y Tadkn p, y npasiy N,.
Hboj je mpupomHO IpUAPYKEH CUMETPUIHN JTUHEAPHU OIIEePATOD

Sy, : T,M = T,M, Ty (X,,Y,) = (Sn, (X,), ).

Axo je N mpon3Bo/bHO HOPMAJIHO BEKTODPCKO IIOJb€ KOj€ je y Ta4KU p jemHaxo IV,
OHJTA je
SNp(Xp) = _(VXPN)Tv

na omeparop S Mepu mpomeny HopMaJsie N y TanrentHoM mpasiy X,. Ilomro je
oneparop Sy, CHMETPHYaH, Herose COICTBEeHe BPEJIHOCTH Cy peasiHe, a COICTBEHN
BekTopu Mehyco6uo oproronasuu. Cuerujasnno, axo je dim M = dim M + 1 u ako
cy M u M opmjeHTHCaHe MHOTOCTPYKOCTH (Tj. OpHjeHTabHMIHE W ca H3abpaHOM
OpHUjeHTaINjoM), MOKEMO Aa u3abepeMo jeIMHHIHH HOPMAasiHU BeKTOp N, I 6a3y
COIICTBEHUX BEKTOPA Ell)7 ..., By € T, M oueparopa Sy,, Tako ja EII,, N
E},...,E} N najy opujenrammje y T, M u T, M. Bekropn EJ nazusajy ce zaa6num

81'[per_u/13H1/1je7 amu u Hearpammmje, 6u 6wro mammcatun TpM = fo(TpM) ® f*(T, M)+, anm,
6ynyhu 1a ce pagu 0 MMep3uju, MOYXKEMO 13 M3BPIINMO HAeHTHMUKAIUje KOje ONpPaBLaBajy 3amuc
KOju ¢MO ynorpebusin — cBaka Tadyka p € M uma oxosury U Koja ce qudeoMopdHO IpecainKaBa
Ha f(U), a f« : TU — Tf(U) je n3omopdm3aM BEKTOPCKHX PACIOjema. BekTopcka mossa Ha M
MO3eMO, JIOKAJIHO, ToMoNy OBUX MAeHTH(bUKAIM]a Ja CMAaTpaMo BEKTOpKCcUM mosbuma Ha f(M)
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nPasyuMa, a OaroBapajyhe concrsene BpeTHOCTH A () 24A8HUM KPUBUHAMG XUAIIED-
nmoBpmm M y Taukm p. laycoBa KpuBmHA ce AePUHHUINE KAO ITPOU3BOJ, TJIABHUX
KpupuHa (Tj. Kao JeTrepMUHanTa oneparopa Sy, ), & CPe/iiba KPUBUHA KAO IHUXOBA
apuUTMeTHYKa cpeuHa (OJHOCHO Kao n~ ttr S N,)-

Y ommrem caydajy, kana M uHuje koaumensuje 1, cpemmha KPUBUHA Y TAYKH
p € M ce nedunumie kao sexmop tr B:

Hp) = ZH:B(Ej,Ej),

rae je {E;} opromopmmpana 6a3a tamrentHor mpocropa I,M. Bekrop cpexme
KpPHUBHUHE je 3Ha4YajaH y TEOPHjH MUHUMAJHUX NOBpIU u3 cieneher pazsora. Heka
je p xamoncka ¢dopwma 3anpemune HA M wmHIyKOoBaHAa PumanBOoM Merpukom, Ha-
cinehenom u3 M. Heka je X Bexropcko mosbe jgyzk M u nexa je ¢; nedopmaiuja
noaMHOTOCTpYKOCTH M y mpaBity X ; mperu3nunje, Heka je

d

M- M —
Pt — ’ dt

3=

ei(q) = Xq-
t=0

Axo ca V(+) ozHaunmo 3anpemuny nedunucany bOpMOM f, MOXKe Ja ce JOKaxkKe Jia
je

G, Ve == [ (# x)u

To onpaBmaBa TEPMUH MUHUMAAHE NOIMHOZ0CMPYKOCTU KOJU C& KOPUCTHU 34 MHO-
roctpykoctu ca H = 0 — TO ¢y MHOTOCTPYKOCTH KOj€ Cy KPUTHYHE TauKe (TIOTEH-
ujasiau MuauMyMu) dyHaknuonaa 3anpemune. Croenujasno, MunuMaiHe noSPUIL
Cy ABOAUMEH3WOHE MUHUMAJIHE TTOAMHOTOCTPYKOCTH. o

IIpumep 19. Taycosa kKpuBmHa eykamacke pasan R? je K = 0. Cexmuona
KPUBUHA €yKJIUICKOT MpocTopa R™ ca cTaH apaHOM eyKINICKOM METPUKOM jeTHAKA,
HYJTH. f

IIpumep 20. IlocmarpajmMo KpuBy

[0,]] = R%, s+ ((s),0,2(s))
Y Tz—paBHH, HapaMeTPU30BaHy JIyzKMHOM JyKa s (Tako ma je a'(s)? + 2/(s)? = 1).
IToBpir mo6wWjeHa POTAIMjOM OBE KPUBE OKO 2—0Ce MMa MapaMeTpPU3aIln]y
S(s,0) = (x(s) cosb,x(s)sinb, z(s)), (s,0) €[0,1] x [0,2x],
ma je

aj o / . ’ 878 o
9 (2'(s) cos,x'(s)sinb, 2'(s)), 20

Oparne cienn

(—z(s)sind, z(s) cos §,0).

E=2'(s)+ 7 (s) =1, F=0, G = (z(s))>.

Hermrro myxum padyHoM n3BoanMo koedwururjerte apyre ¢ymamamentanme ¢popme
l=2x2"—2"%, m =0, n=xz

omakJje mobmjamo m3pase 3a [aycoBy u Cpeamby KPUBUHY POTAIMOHUX MTOBPIIIH.

Tpeba umaru y BUIy Ja Cy TH W3PA3U HEINITO KOMIUTUKOBAHUJU AKO KPUBA POTAIU]E

HHUje MapaMeTpU30BaHa Ty KUHOM JYKA. f
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IIpumep 21. Croenumjaman caydaj Ipumepa 20, je jemunmana cdepa S?; mena
laycoBa kpusuna je K = 1. Ommruje, cekipona kKpusuna cdepe S je K = 1.

Samarak 13. Hexa je T2 topyc y R® peanmsoBan Kao pOTAIMOHA, IOBPII.
Hoxkazatu na je

x = (c+ acosv) cosu, y = (c+ acosv)sinu, z = asinv

jenna mapamerpu3aruja Topyca. lokasaru ma je [aycoBa KpuBuHA TOpyCa
2cosv

a(c+ acosv)’

UsBectn ofatyie 3aKkjbydak Ja TOpyc ca MeTpukom Haciaehenom uz R muje (um
JIOKAJIHO) U30MeTprUYaH paBHOM Topycy u3 IIpumepa 16 (3a n = 2). v

3amarak 14. 3pauynaru cekiuony KpuBuHY mapabosouga z = 2 + y2.

1.5. ®opma KoHekcuje n popMa KpuBuHe. Heka je Ha BEKTOPCKOM Pacyio-
jewy (F, M, ) 3anara koHekcuja (xopusonraina aucrpubyuuja) H u u3 mwe usse-
JIeH KOBapHUjaHTHU u3BOJ V u KpuBuna R.

KoBapujauTau m3Bo1 MOXKe 113 ce HedUHUIIEe U KAO JTUHEAPHO MPECINKABAHE

V :T(E) - T(Hom(TM, E)) 2 T(T*M ® E)

(rze je T'(+) BEKTOPCKU MPOCTOD CeYerba PACciojerha) Koje 3a10B0osbaBa J1ajeHuIoBo
IPABHIIO

V(fs)=df ® s+ fVs 3a cee f e C™(M).

Hexka je U C M ckyn Ha KOMe ce pecTpuKiuja Ly TpusBujammsyje. Y TpHUBH-

janmusamnuju
Y By - UxK"
obuuan m3B0oJ ds AeduHuIe jenan KoBapujanTau u3Boa. 3 Jlajorumosor mpasmia
cleau Jia je pas3iiuka
Iy:=V—d:I(TM)xT'(E) - T'(FE) (30)

GunnHeapHO mpecankaBame Han C°(M).

JHepunuunuja 17. Tpecaukasamwe (30) naszusa ce Kpucmogerosum npecauka-
6arbem TpuBHjaIu3alyje 1. 3a nzabpaHe KAHOHCKe Dase

0
—, 1 <j<dim M u eq, 1 <a<rangF
8(Ej
npocropa T'M u E y tpusnjamusanuju ¢ KpucrodenoBo npeciukaBame je oapehero
Kpucmogenosum cumboruma Ffa (p), Tj. KoedwuImMjeHTNMA Yy 3aTHCY

T
_ B
Va%jea —;I‘jaeg

KOBapHjaHTHOr Au(pepeHIupama y KaHOHCKHM Oa3ama Jde(UHUCAHHM TPHBHja-
U3anujoM 1. O

Kpucrodenoso npeciukasamwe (30) je, 3a dbUKCUPAHO S, JIUHEAPHO MPEC/IUKA-
Bame mo X, ma MoxKe Ja ce Hanwuire momohy 1-dopwme 6 ma M, ca BpegHOCTHMA Y
Hom(Ey, Ey). Hpyrum peuauma, ako je {e1,...,e,} 6a3a y ciojeBuma TpuBuja-
n3anuje Fy, cBako cedeme s : U — Fy MOxKe [a ce HAIHIIEe Kao

s=hie+ -+ hre., 3a Heke hi,...,h,. € C(M).
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Tana je
T
Vs =Y (dh; ® ¢; + h;Ve;).
j=1
Kosapujanruu ussos cedema e; y 6asu {eq,...,e,} je

VEJ' = zr:ew [029] (N
i=1

rae cy 0;; 1-bopme ma U, ma je
T T
Vs = Z (dhl + Z hj@m‘) X e;.
i=1 j=1
Hedraunuja 18. dudepentujanma 1-popma 0 := (6, ;) ca marpuaauM Bpea-
HOCTHMA Ha3HBa ce opmom Kouekcuje y 6asu ey, ..., €. O

Y cnemnmjamHoMm ciaydajy paciojema F = T* M, KoBapujaHTHU W3BOJ, je TIpec-

JINKABAIHE
V:INT*"M) - T(T"M @ T*M).
Hbera MoxkeMO /1a KOMIIOHYjeMO ca TIPECTMKABAHEM
A:T(T*M @ T*M) — Q*(M)
(tme je Q%(M) mpocrop mudepenmujamaux 2—hbopvu Ha M) u 106HjeMO KOMIO3H-
nujy
AoV :T(T*M) = QY (M) — Q*(M).

Heduaunuja 19. Konekcuja na pacmojey T*M ce HA3UBA CUuMEMPUUHOM

ako je AoV =d, tie je d : Q1 (M) — Q*(M) cnomanmmsu audeperimjat. %

3anarak 15. Heka cy Ffj KpucrodenoBu cumbo/in KOHEKCHjE Y JIOKATHO] 6a3n
dxy,...,dr, KOTAHPEeHTHOT paciojema. JloKa3aru 1a je KOHEKCHja CHMETPUIHA aKO

U CaMo aKo je I‘fj = F?l v

Hexka je U PumanoBa MHOTOCTPYKOCT JUMEH3HU]jE 1. Ca TPUBUjATHUM TAHT€HTHUM
paciojetbem TU (HIp. KOODAMHATHA KapTa MPOU3BO/bHE PUMaHOBE MHOrOCTPYKO-
CTH) ¥ HeKa Cy Jara BeKTopcka mosba Fi, ..., E, koja cy 6aza y TU. Heka cy
1-dopwme n1,...,n, ayaana 6aza y T*U, 1j.n;,(E;) = 6;;. Tana je je g;; = (E;, E;)
dbysknuja va U, g = (¢55)1<i,j<n DYHKIHja Ca BPEAHOCTHMA y IPOCTOPY MATPHULA
R™ ™ an:= (n,...,n,) mdbepennmjaana 1-popma ca penrocriva y R™. Bakn
crnenehie tepheme.

Tspbeme 4. IHocmoju jednucmeena 1-popma 6 = (6;5)1<i j<n Ha U ca ma-
MPUNHUM 8PEIHOCTNUMG 3G KOJY 6AHCU
(1) dnp—n N0 =0;
(2) dg=0Ag+gAb.
Ta gopma je dopma Jlesu—Yusumune xouexcuje. Obprymo, dopma Jleeu—Husu-
mune Konexcuje uma ceojemea (1) u (2).

A Ipumerumo na je muoxkemwe Ha jgecHoj crpanu y (1) u (2) MarpudHo MHOXKEbE;
3aIUC OBUX jeJHAYNHA Y KOOPAUHATAMA je
n n
dn; = an A Oji, dgij = Z(aikgkj + 05k gki)-
j=1 k=1
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KoBapujantu u3Boa koHekcuje ca dopmom 0 je medunucan ca

VxEp = 0;(X)E;,  Vx(fY)=X(f)Y + fVxY.

j=1
Jegnauuna (1) je, va ocuosy Jleme 1 Ha cTp. 24, €KBUBAJEHTHO CAMETPHUYHOCTH
VxY-VyX = [X,Y], acsojcrso (2) JIajouunosom npasuiny X(Y, Z) = (VxY, z)+
(Y,VxZ). Onarne cienu na je Tepheme 4 camo nyasnna pedopmysaimja Teopeme 4
Ha CTp. 73. Vv

IMocnenuna 2. Axo je {E;} opmonopmupana 6aza u {n;} rwena dyaana 6asa,
onda jednauune us Tepherva 4 umajy obauk

(1) dp—n A0 =0;
(2) 6+07 =0,
odHocHO, Y KOOpIUHATAMG,

(1) dn; = 375, mj A Oji;
(2) Gji + Gji =0.

3anmarar 16. Popmynucaru u gokazaru riobasany (6e3 npernocraBke o Tpu-
BUjAJHOCTU TAHIEHTHOI pacJiojera) Bep3ujy Tsphema 4. v

Jlema 2. 3a 3adamu xosapujarmmu u3600
V:T'(E) > T(IT"M ® E)
NOCMOjU JeQUHCMBEHO NUHEAPHO NPECAUKABAIHE
V:I(T*M ® E) - T(A*(T*M) ® E)
xoje 3adosomasa Jajoruy080 npasuso
Vie®s)=do®s—oc AVs (31)
3a ceaxy 1-gpopmy o € T(T*M) = QY (M) u ceaxo ceuere s € I'(E).

A Axo je eq, ..., e, JoKajHa 0a3a cedera, U3pas
T T
VY oj@e; =) (doj®e; —0; AVe;) (32)
j=1 j=1
JoKasyje u ersucrennujy (Tj. naje neduHunMjy) U jeMHCTBEHOCT. \V4

Jlema 3. Komnosuyuja
VoV:I(E)—T(Q*M)®E)
je xpusuna Kouexcuje V.
Jlemy 3 u Jlaj6uunoso npasuio (31) MOKEMO Jja CMECTHMO Yy IPUPOJHUJU aM-

oujent Ha cienehn maumn. Ilox mudepennyjamanm k—dopmama ca BpeIHOCTUMA, ¥
BEKTOPCKOM pacyiojery F moapasymesamo cedema paciojema A (T*M) @ E, Tj.

QF(M; E) :=T(A*(T*M) ® E). (33)
Jpyrum peunma, Qk(M; E) je mpocTOp AHTHCHMETPUIHNUX k—JIHHEAPHUX IIPec-

mmkaBama Ha 1, M ca Bpegnoctnma y E,, rmarkux no p. Crenujasmo, QM E) =
I'(E) je npocrop cedema paciojema E. KoBapujanTHu U3BOJ, je IPECIUKABALE

V:Q%M;E) - QY(M;E),
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KOje je KOMIIO3WIIMja BepTUKAJIHe Mpojekiuje u obudHor u3sona d. Hbera moxkemo
HA MPUPOJAH HAUMH 1 TPOIYKAMO JI0 TPECTUKABAHA

dy : Q¥(M; E) - QY(M; E)
(tako ma je 3a ma mmsoy O—dopumu dy = V : QO(M; E) — QY(M; E)), nomohy
Jlajorunosor npasuia
dv®@s):=dv®s+ (—1)*v A Vs.

Tuwme je medbunucan onepamop cnonauwrbez Kosapujanmmoz dupeperyupara dy. 3a
PA3/IMKY O, OOMYHOTr OTMEepaTOpPa CIObAIer audepeHnupama d, KBaIpaT Omepa-
Topa dy Huje Hyaa. Jlema 3 Moxke 1a ce bOpMyIHIne U HA, ciieaenu HAYUH:

Jlema 4. Komnosuuyuja
dy ody : Q°(M; E) — Q*(M; E)
Jje xpusuna Konexcuje V.

A\ Heka je {e;} 6azay QU(M; E). U3 (32) cnenn na je
dy o dv((i’j) = Z (doﬂ - Zejk A le) ® e,
i=1 k=1

na je dy o dy 3a1a10 MaTpuaHOM 2-bopMoM w = (w;;), TIe je

Wij = dﬁij - Z ejk A O
k=1

WJIN, Y MATPUIHOM 3aITHCy,

w:=di—0 N0, (34)
rI€e je MHOXKEH€e Ha JIECHOj CTPAHW MATPHIHO MHOXKeme. Jloka3 Jjieme cyemn w3
npuMeHe GopMy/Ia 3a CHOJbAIlbY U3BOJL, U CHOJBAIELU TIPOU3BOJL, 3a 1-hopme ¢

ds(X,Y) = X¢(Y) = Yo(X) —¢([X,Y]), sAv(X,Y)=¢(X)v(Y)—c(Y)v(X)
Ha ¢opmy Komekcuje 0 u mopehemem ca
VxVys=dy(dvs+0-s)(Y)(X)=...
Ocrarak J0Ka3a MOXKe J1a ce CXBATH KA0 3aATaK. \V4

Hepunnnuja 20. Popma w y (34) nasuba ce @opmom KpueuHe KOHEKCHje
nedunucade popmom 6. O

JHepunuunuja 21. Jennauuna (34) u nse jennauune uz Tephewa 4 nazusajy
ce Kapmanosum cmpyxmyprum jeonauunama. O

Hamomena 11. KapramoBe cTpyKTypHE jeTHAUNHE MOXKEMO 13 HCKOPUCTHMO
3a soka3 [ypose reopeme u3 Hanomene 9 na crp. 76. Heka je {E;} opronopmu-
pana 6aza n {n; } mena gyanma 6a3a, kao y ITocaeanmn 2. AKO je ceKInoHa KpUBIHA,
y CBaKoj Tauku p jeamaka K (p) 3a cBaky mBommMensmomy pasan y 1,M, onma je
dopma kpusuae w = —Kn A 7. AKo OBy jeHAKOCT Ju(EPEHIINPAMO U UCKOPUC-
tumo Kapranose crpykrypHe jeanakoctu gobujamo dK = 0, mro 3nagm ga je K
KOHCTaHTa, ako je dim M > 3.

Axko je M aBommMmeH3moHa TOBPII, OHIA je hOpMa KPUBUHE

0 -K
w{_K 0 }7]1/\772,



2. BAPUJAIIMJE EHEPTMNJE 85

rae je K laycoBa, OMHOCHO CEKITMOHA, KPUBUHA. o
Yormreme Jleme 4 je cieneha mema
Jlema 5. 3a ceaxy k-dopmy o € QF(M; E) easicu
dy ody(0) = Ry Ao,
2de je Ry xpusuna xonexcuje V.

[Iperxonna jema moKasyje 1a KPUBUHA, MEPH OACTYTAHE KBAIPATA CHOJHAIITH-
jer koBapwujanTHOr m3Boga onx Hyme. Cem Te, anrebapcke, KpuBWHA UMa u ciaenehy,
reoMeTpHjcKy, ynory. Heka je Iy nmeas dbopmu Koje ce TOHHUINITABA]Y HA XOPU30H-
TasaHoj auctpubyiuju, Tj. KoHekcuju ca ¢hopmom KoHekcuje 6 (Bumeru nedbuHuimjy
upe @pobenujycose reopeme Ha crp. 23. Heka cy (z1,...,2n;€1,...,€,) JOKaJIHE
koopunare ua F. Ilomro ce koBapujanTau u3Bon V = d + 6 norumirasa Ha Xop-
M30HTAJHIAM CederhuMa, cienn Ja je umean Ia remepucan dopmama dej + 0 e .
Hudepentnupamem nobujamo reneparope naeana dly:

d(d€j + Qijej) = (d(g — 0N 9)6]' (HlOd IH) (35)

(jep jed =V — 0 = —0 (mod Ig)). Homro je w = df — O A 0 dopma kKpusuHe,
u3 (35) ®pobenujycose Teopeme (crp. 23) cienu

Tepbeme 5. Xopuzonmaana ducmpubyyuja je unmezpabuina aKo U camo aKo
je KpusuHa jednara HyAu.

A JIoka3 oCTaB/bhaMO Kao 3aJaTaK. \V4

Hanowmena 12. Jlyamna dpopmynanuja Hamomene 8 je cieneha. Heka je M Pu-
MAaHOBa MHOTOCTPYKOCTH, HEKA Cy BEKTOPCKA mosba F1, .. ., ), JOKaIHA OPTOHOPMU-
pata 6a3a TAaHT€HTHOr paciojemba U Heka cy 1-dopme 11, ..., 7, gyamsa (n;(E;) =
d;;) noKamHA 6a3a KOTAHTeHTHOr paciojema. Heka je 6 dopma JleBn—UuBurune
koHekcwje. Muorocrpykoct M mMa KOHCTAHTHY CEKIMOHY KPWUBMHY K ako m camo
ako je ¢dopma kpusuHe w = df — 6 A 6 mara MarpunoM w = (w;;) THe je, w;j =
—KQZ‘ A 9]‘. <

IIpumep 22. (KpusBuna mpoctopa JloGaueBckor) VY Mozesy moJymnpoc-
topa R ca merpukom ds? = x,%(dz? + ... + dz?), Bekropcka noma E; = xn%
nedUHUITY OpTOHOPMHUpPaHy 0a3y TAHTEHTHOT paciojema. Jlyanmna 0a3a KOTaH-
PeHTHOT paciojera aedunncana je KoBeKTopuMa 1; = x,, 'dz;. Jdndepenumnjanne
dbopme 8;; = 6,1 — 0,1 3aK0BOBABajy ycaose Tephema 4 ma crp. 82 (y oBoM
ciaydajy je gi; = x, 1(51-]-), na gedunuiny dopmy Jlesu—-Husnrune konekcuje. Hbena
dopma KpuBuHE je

Wiy = (d9 —0A 9)” = dg” - ZQM A ij =" A ;5.
k=1
Ha ocnoBy Hamomene 12, omarme ciean nga je K = —1. f

2. Bapujanmuje enepruje

Heka je M Pumanosa muorocrpykocr ca JleBu—duBuTuHOM KOHEKCHjOM U W3
Fhe M3BEJIEHNM KOBapHMjaHTHNM n3BoZoM V. Pumanosa merpuka (-, -) nedbwunnme Ha
cBakoM TamreHTHoM npocropy T, M mopmy || X,| = /(X,,X,). Iokymajmo na
OJITOBOPHUMO HA MUTAE:
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(&%) IllTa je pacrojame usmely ape Tauke na M?

Heka je [0,c¢] uarepsan y R u v : [0,¢] = M rmarka xpusa. Ilo amamormju
ca JepUHUINjOM Ty>KUHE KPUBE ¥ eyKIUICKOM TPOCTOPY, AY>KUHY Kpube JedbuH-
UIeMo Cca

L) = [ o, (36)
0
rie je
: dy
t) == —(1).
i) = (1)
Hemro jeanocrasauju u3pas (KOju HE yK/bydyje KBaJpPATHH KOPEH)

E(y) = / B de (37)

HazuBa ce Pyrkyuonasom enepeuje. U3 Komu — IllBapnose HejemnakocTu ciieau
aa je
(L(7))* < cE(v), (38)

IIpU YeMy jeJHAKOCT Ba’KM aKO M CaMO aKO je KPHUBA <y MapaMeTPU30BaHA IPUPOJI-
HUM [IapaMeTpoM, Tj. JyKMHOM Jjyka. Ilo/iceTumo ce na cBaky peryiapHy KpUBY
MOXKEMO JIa MapaMeTPU3yjeMo MPUPOIHUM MapaMeTpoM. AJid, TPUMETUMO A WH-
rerpai (36) He 3aBucu oz napamerpusanuje, anau na uarerpas (37) asucu.

Jlormano je pacrojamem m3melhy Tavaka p n ¢ mporiacntn nHGUMYM GHYHKINO-
Hasa L, nedunucanor Ha CKymy KpUBAX KPUBHUX KOje ClIajajy Te aBe Tauke (KaxkeMo
1a kpusa v : [0,c] - M cnaja radke p u g ako je v(0) = p u y(c) = ¢q). Hapasno,
YKOJIMKO Taj HHPUMYM MTOCTOjH.

Y usyuaBawy nurama (d) MoOxke ga Ham nomorhe ciegeha Jiema, Koja Mo-
THUBHUIIIE Tparame 3a MUHAMYMOM (PYHKIMOHAA €HEPTHje, KOju je jeaHOCTABHU)H
on dbynKImonana ayxuue.”

Jlema 6. Hexa je v : [0,¢] — M xpusa koja munumusyje pacmojaroe usmely
MaA%aKa p u ¢, NAPamMempu308ana npupoduum napamempom. Tada 3a ceaxy xpuey
v:[0,c] = M %oja cnaja mawke p u q 6asicu

E(e) < E(),

NPU wemy JedHAKOCTM, 8aNHCU AKO U CAMO GKO Y MUHUMUIYJE OYAHCUHY U NAPAMEMPU-
308aHa j€ NPUPOOHUM NAPAMEMPOM.

A U3 (38) caemn cE(a) = (L(a))? < (L(v))? < cE(y), onakie ciemy g0Kas.  \/

2.1. IIpsa Bapujauuja enepruje. Heka je v : [0,¢] — M riarka Kpusa Koja
craja Tauke p u ¢q. Lnarka dbavusiuja rinarkux Kkpusux s : [0,¢] = M, —e < s < &,
KOje cliajajy Tadke p u ¢, TaKBa Ja je g = 7, HA3UBa Ce 8aPUJAUUJOM KPUBE 7.

Axo kpuBa 7y := 7p MuHEME3Yje DyHKIMOHAT F, OHIA je

d

— E =0 39

| o) (39)
3a CBaKy tbeHy Bapujauujy 7s. Hapasuo, u3 (39) ne ciaeuu na je ygp MUHUMYM.
Kpusa vy 3a kojy Baxku (39) masusa ce excmpemanom pyakuuonana E wa ckymy
KPUBUX KOje CIajajy TadKe p U q.

Qﬂpyra MOTHBAIKja T0Ja30, He U3 reoMeTpHje, Beh u3 KiacudHe MexaHuke: dyHKnuoHaa E je
(pyHKIMOHAN AejcTBa ciaobonue yectune. Omiuruje, GyHKITOHAI ASjCTBA ¥ HOJBY €& MOTEHITU]aIOM
Ve Ev(v) = [[1/25®)]* = V(v ()] dt.
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Tepbeme 6. Kpusa v : [0,c] = M je excmpemana dynwyuonara E na cxyny
KPUBUT KOJE CNAJAJY P U ¢ AKO U CAMO GKO je

V44 = 0.

A Kopucrehu aumwenuryy ga je V Jleeu—HuBura KoHekcuja, mudepeHnupameM o,

3HAKOM MHTEerpaJja aobmjamo
d ¢/ D 0ys Ovs ©/ D dys Ovs
E(ys) =2 — , dt =2 — ,
s=0 (1) /0 <33 ot = ot > <=0 /0 <(9t 0s’ Ot

ds
(y npBoM Kopaky cMo Kopuctusu (23) Ha crp. 73, a'y apyrom Tepheme 2 ua crp. 71).
Onariie nobujamo (mocsie jour jexane npumene (23) Ha crp. 73) 1a je

d _o [T d /0 O _/0%28%
SZOE(%)—2/O dt<as’ 6t>8=0dt 2 [ <8s’8t 6t>

dt
s=0

dt.  (40)

ds s=0

U3 Bbyru—Jlajouunose dopmylie cieau Ja je upsu unrerpas jeanak nyiau (jep cy
KpajeBu p u ¢ PUKCUPAHH, TIA je 6815 (0) = %(C) = 0. /la 6u apyru uHTEerpaa 6uo
jeTHAK HYJIH 3G C6AKY 6APUJAUUIY Vs, HEOIIXOTHO je ma Oye

Ddy

dt dt
Tj. Vy'y =0. \V4

Hanowmena 13. Ako je 74(t) cnobonna Bapujanmja kpuse Yo(t) = y(t), 1j. Ge3

yCJIOBa J1a Cy KpajeBu (buKcupanu, OHJA je IPBU UHTErpas Ha JecHoj crpanu y (40)
jeIHAK pa3JIUIU BPEAHOCTH MOAWHTErpajiHe (DyHKIMje HA KPajeBUMa HHTEPBAJIA, 11,

je
d dys O e ¢ /0y, DO
= E(%):2< s %> —2/ < T = %> dt (41)
ds|,_q O0s " 0t /|._oli—o o \9s Ot ot /| _,

dopmyTa pBe Bapujalnje Ha IPOCTOPY KPUBHUX €A CIOODOTHUM KPajeBHUMA. o

Hamomena 14. Heka je 7 : [0,c] — M perynapual® kpusa koja 3anoBomasa
V55 = 0. Tana je

d . d, . . ..
%Hvll2 = 04 =2(Vs4,49) =0,

na je ||¥|| = const. Onatie ciean na je

t
s(t) = / 14l de = et,
0

1a je KpuBa 7y MapaMeTpu30BaHa [TapaMeTPoOM KOju je MPOIOPIIMOHAIAH TPUPOIHOM
napamMerpy, Tj. [AyKUAHU JyKa. o

Tepbeme 7. Hexa je v xpusa ®oja 3adosowasa Vsiy = 0. Tada je v ex-
cmpemana Pyukyuorara dyscune L.

A Kao y nokasy Tsphewa 6, nudepenuupamo L(vs) 1101 3HAKOM MHTErpasa, y
raukn s = 0. ITomro je V44 = 0, n3 Hanmomene 14 crenn na je

d , d d
- Vs = 2||o0l| 5 is|| = c— Vs )
G T R

ma je ocrarak JoKasa uctu kao y Tephemy 6. \V4

0rnarka kpusa v : I — M je peeyaapra aKo je i—’ty(t) #03acsetel



88 1. PACJIOJEHA, KOHEKCMJE, KPUBHE

He¢uuanmuja 22. I'marka KpuBa Koja 33/10B0/baBa jefHadunHy VY = 0 Ha3mBa
ce zeode3ujckom aunujom Kouekcuje V. %

Hanowmena 15. Teonesujcka qunuja je pedunucana xonekcujom. AKo je ta
koHekcrja Jleu—HuBnuTHHA, U3 TPETXOIHUX TBPHEHma CAETH 3 Cy Te0Ie3UjCKe JIMH-
nje ekcrpemase (GyHKIMOHATIA eHepruje m ayxkuHe. MeDhyrnMm, Huje cBaka ek-
crpemasia (byHKIMOHAIA Ty’KUHe Teosie3njcka Junuja. Hmp, mpasa y(t) = (t2,0)
y R? cpakaxo je excrpemana (dax u MuEEMYM) dyHKIHMOHATA Myxuae. MehyTnM,
4(t) = (2t,0), wro Huje BEKTOp KOHCTaHTHE JyKuHe, na u3 Hanomene 14 cuenu
Ja 7y uuje reogesujcka. Uery upasy (cxsalieHy Kao reoMerpujcko Mecro radaka,
JIAKJIe HemapaMeTpU30BaHy) MOXKeMOo Ja mapamerpusyjemo ca a(t) = (t,0). Kpusa
Q jecTe reoIe3njcKa JINHM]A.

OBo je jour jeana npegHocT paga ca dpyuknuonanom E ymecro ca L — dyHKIm-
oHasl L He 3aBHWCH O] TapaMeTpHu3alinje, a Cy ¥ KPUBE Y U (¢ IerOBE eKCTPEeMAJIe.
Kpusa v, mehyrum, aHuje ekcrpemasia ¢pyukimonata F. Excrpemane dyHnkiunonasia
eHepruje noja3e ca MPUPOIHOM MTapaMeTpHU3alnjoM, WM TeHOM JIMHeApHOM perna-
pPaMeTPU3AIHjOM.

IIpenmznuuje, ako je 7y reomesmjcka JWHUja, OHJA je W heHA MapaMeTpu3alfja
t — v(t) mapamerpom t reomesujcka JIMHHjA aKO M CaMO ako je s = at + b, rae
je s mpuponuu napamerap, a ¢ # 0 u b koncranre. OBO cjend JUPEKTHO W3
Hamomene 14, jep u3 ds/dt = ||dvy/dt| cnemn s = at + b. o

3anarak 17. [okazaru ma ekcrpemasie GbyHKIHOHAIA

a 1 .
Bv) = [ (GO0 - vew)d
Ha IPOCTOPY KPHUBUX Ca (PUKCHUPAHUM KPAjeBUMAa 33I0BOJbABA]Y jeTHATHHY
Vi = —grad V(3),
mto je dpyru Ebyrnos 3akon y nmospy norennujasnue cuie F = —grad V. v

Hamnomena 16. (Ojuep—Jlarpanxese jeguaaunne) Teplewe 6 u 3agarak 17
MOTY Jia ce U3Bely W3 OMITHjer Bapujannonor npunimna. Heka je L : TM x[0,1] —
R rmarka dyskmnuja. Taga cy ekcrpemaste dpyHKImOHAIA

S(y) = / Liq(t). 4(t), 1) dt

Ha TpoCcTOpy raaTKuX Kpusux 7 : [0, 1] — T'M ca durcnpanuM KpajeBuMa pelemna
Ojaep—Jlazpanocesur jednauuna

d("”) SOk, (12)

dt \ dq dq
Jeanauune (42) ce usBoje na ucru HauuH Kao gokas Tsphewa 6. Dyuxumja L
Ha3uBa ce JlazpanorcujarHom BApUjaImOHOT TPpObIEeMa. o

IIpumep 23. Bpatumo ce jom jemmoMm Ha mospumm y R3, o KojuMma ¢Mo TOBO-
punu y I[pumepy 18. Ako kpuBa - Jiexku Ha TOBpIH Y., ocum PpeHeoBor penepa
MIPUPOJIAH je U perep

T:= 7,(5)7 1’1(8), n(s) X T(S)v

rJe je n(s) BEKTOp jeMHUYHe HOpMAaJie Ha [OBPI X y Tauku (s), Koju je, y omirem
ciyuajy, paziuuur on Bekropa N(s). U1 oBaj pemnep je oproHOpMUDaH, jep KpuBa
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~ nexu Ha oBpmm Y. IlomTo je KpuBa 7y mapamMeTpw30BaHa, AyKUHOM JIyKa, HeH
BEeKTOp OP3HHEe IMa KOHCTaHTHY My KuHy 1, na audepenmupamem m3pasa |7 (s)||? =
1 nobujamo ' (s) L 4”(s). Omarne cnemn na je v’ (s) nuueapua komGunanuja

7"(s) = kn(s)n(s) + rig(s)n(s) x T(s). (43)

Benutunne £y, (s) 1 Kg(s) HA3UBAMO HOPMAAHOM U 2€00€3UJCKOM KPUSUHOM KPUBE 7y
Ha nospuu X y tadku y(s). Y ceery Hanomene 6 na crp. 74, us (43) cienu na je

Vays)7 (8) = kg(s)n(s) x T(s), (44)
rie je V koBapujaHTHU u3BOI nedunucan JleBn—YuBUTHHOM KOHEKCHjOM HA X ¥
omrocy Ha Puvanosy merpuky macaeheny nz R3. 13 (44) 3akmyqyjemo 1a je Kpusa
Ha ToBpmM Y reose3ujcka junnja (y Pumanosoj Merpunn na Y naciehernoj uz R3)
aKO W CaMO aKoO je HbeHa T'e0JIe3WjCKa KPUBUHA jeTHAKa, HYJIH.

Nwmajyhu y Buny Hamomeny 10, reome3ujcky u HOpMAaIHy KPUBHHY MOXKEMO 1A
JedUHIIIeMO U y OLIITH]Oj CHTYALMjH, 38 KpUBe Ha nojamuorocrpykocru M C M:
ako je v : [0,1] — M xpwBa napaMeTpu3oBaHa y:KWHOM JyKa s, T(s) = +/(s) mweHo
0Jbe BEKTOpa Op3uHe U

DT DT\ (DT\*
(S) = ( > D <> c T’y(s)M = (T,Y(S)M)T D (T,Y(S)M)J‘,

ds ds ds
reoJIe3njCKa 1 HOPMAaJIHA KPUBHUHA ce JaeduHuiry ca
DT\ ™"
Rys) = com =) |
Kpwusa v je reomesmjcka muamja y M ako u camo ako je kg, = 0. Hapasno, omarmie

(%)

He cieau ja je vy reojesujcka munuja y M. Ilommmorocrpykoct M C M (mmm,
ommrruje, mmepsujall f 1 M — M) ce HasEBa MOMAAHO 2€00e3UjCKOM aKO je
cBaKa TeoJe3WjcKa JuHMja y M mcTOBpeMeHO m reoiesmjcka jmamja y M. Axo
je cBaka reofesmjcka y M Koja mojasw m3 TadKe P MCTOBPEMEHO M IeOMIE3WjCKA Y
M, nommuoroctpykoct M (uwmm umepsujy f : M — M) nasuBamo 2eodesujckom i
mauKy p. i

3amarak 18. okazaru ga je ky(s) = (v (s),v'(s)). v

2.2. Teomesmjcka BEKTOPCKA MOJba U reoie3ujcku ToK. Heka je Ha TaH-
reHTHOM paciojemby T M 3amara konekcuja. Hbowme je medmHMCAHO XOPU3OHTATIHO
nozusame (12)

h:TM — T(TM).
Heka je X, € T,M. Tana je y ranrenrnom npocropy 1, (T'M) nedunucan jemun-
CTBEHU BEKTOD
Gx, = hp(Xp).

Iepunumnuja 23. BexTopcko mosne
G:TM - T(TM), Gx, = hy(Xp)

p
Ha3uBa ce zeode3ujckum sexmopckum nomem Ha T M. HberoBe uaTerpasne Kpuse,
Tj. pemema qudepeHIujaane jeTHaInHe
dc
c:]—9,6[— TM, = = G(c(t))
HA3UBAjy Ce 2e00e3UujcKum MoKOM. O

U W nm, npenusauje peaeno, monekyn f(M) C M rae je f: M — M uvep3suja.
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IloaBymmmo f1a cy KpuBe Teofe3mjcKor ToKa KpuBe Ha 1'M ; BUXOBe TIPOjeKITnje
Ha M cy reonesujcke smuuje. O6GjacHUMO OBO W y KoopJuHarama. leozme3mjcka
nunuja ma M je pememe audepennujanne jeHadnnae pyror pega 2 4y — (). Heka

je y(t) = (z1(t),...,zn(t)) xoopuuuaruu 3anuc kpuse . Taua je e
dy dxy,
a2
Ta ce jeITHaYNHA Te0Ie3MjCKe JIMHIje % ‘;—Z = ( 3anucyje, y o3nakama u3 Hamomene 3,

Kao cucTeM auepeHnujaTHux jeIHadYnHa APYTOr peaa

d%xy, p dx; dzj
e 4T 4Ty 4
ar *Z; i (45)

Kao mTo sam je mo3naro u3d kypca dudepennujarnux jequaduna, mudepeHiujaana,

jemHaumHa mpyror pesa mo x(t) CBOAM ce HA CHCTeM JBe ArdepeHInjasHe jeTHaYnHe
OpBOT pena yBohemem cumene y(t) = fi—”t”. OBa cMeHa ympaBo OArOBapa MOIU3AY

ca 6a3e Ha TAHTEHTHO PACJ/IOjerbe; HhEeHOM IpuMeHoM Ha (45) mobujaMo cucrem jei-
Ha4YuHA

a M a ZJ: U dr dt (46)
Pememe jenquauune (46) je reone3ujcku TOK, a merosa npojekuuja Ha M — pemiera
jennauune (45), OAHOCHO re0IE3UjCKe JHMHU]E.

3 Teopeme 0 er3uCTeHNNN U jeJUHCTBEHOCTH PeIIeha TudepeHIujaTnnx jeI-

HAaYWHA J00ujaMo ciremehe TBpheme:

Tepbeme 8. 3a ceaxy mauwky p € M nocmoju omeopena okoauna V S p,
NO3UMUSHU 6POjesU § U €, U 2AGMKO NPECAUKABAIDE

a:]—6,6xU — M, U={XeTyM||X| <e}

makeo da je xpuea t — a(t, X,) jeduncmeena zeodesujcka AUHUIG KOj& NPOAG3U Y
mpenymxy t = 0 £po3 mauky q bpsurom X,, mj. jeduncmeeno pewerve jednawure
zeode3ujcrus

D dy dy

—_1_9 0) = —(0) = X,.
A JIokas je IupeKTHa MOCIeIUIA er3UCTEHIIN]e U jeIMHCTBEHOCTH PeIema audep-
eHIIWjaJTHe jeJHAYNHE APYTOr peJia Ca /B MOYETHA YCIOBA. \V4

Jlema 7. Teodesujcxe aunuje umajy caedehie ceojcmeo xomozenocmu: axo je

eeodesujcra aunuja at, X,) dedunucana na unwmepsany | — 6,0] u a > 0, onda je
zeodesujcra aunuja ot,aX,) dedunucana na unmepeary | —a=18,a= 15[ u sasrcu
a(t,aX,) = aflat, Xg). (47)

A Hoka3 cuexu u3 uuibenuie aa obe crpane y (47) 3amoBosbaBajy ucry aude-
PEHIUjaHy jeJIHAYMHY Ca UCTUM I[MOYETHUM YCJOBUMA U jEJIMHCTBEHOCTU PEIIeHa,
nudepennujaaHux jeHadnHa. \V4

Ilogcerumo ce ma, y ommreMm ciaydajy, Teopema O €r3uCTEHIINjU W jeTUHCTBE-
HOCTH I(DEPEHITNjATHUX jeTHAYNHA, TAPAHTYj€ PEIehe CaMO A0KAAHO, Tj. 1a HUje
yBek morylie npomyxkutu ra ca uarepsaia | — d,6[. Mehyrum, Jlema 7 wam omory-
haBa ma y ciydajy jemHadnHe reole3njcKux JUHUja J0KaxkeMmo cienehe TBpheme.
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Tepbeme 9. 3a ceaxy mauky p € M nocmoju okoauna V > p, opoje > 0 u

2A0MKO NPECAUKABAIHE
a:]—2,2[xU — M, U={XeTyM||X| <e}

makeo da je t — a(t, X,) jeduncmeena zeodesujcka aunuje Koja y mpenymry t =0
nPoAa3y Kpo3 mauky q b6psumnom X,.
A U3 Tephema 8 crenu nocrojatse reonesujcke nunuje ot, X,) nedurncane 3a t €
]—6, 6. Ha ocuosy Jleme 7, a(t,2715X,) je reonesujcka smunuja xoja je nedunucana
3ate]—2,2[ \V/

Jlokazano TBpherme nam omoryhasa ciemehy aedunumnmjy.
Hedwmuunuja 24. Heka cy a u U kao y Tephewmy 9. IlpeciukaBame
exp: U — M, X, — a(1,X,)
HA3UBA CE EKCNOHEHUUJAAHUM Npecaukasarvem. 3a q € M ca
exp, : B0;e[C T,M — M
03HAYABAMO PECTPUKIIN]y EKCIIOHEHIMjATHOD MPECJUKABAba HA OTBOPEHY JIONTY
nojynpeunuka € 'y Ty, M. O
Tspbeme 10. 3a ceaxy mauxy q € M nocmoju € > 0, maxeo da je
exp, : Bl0;e[C T,M — M
dugpeomoppuzam aonme B|0; e[ na omeopen nodexyn y M. IIpu mome je
D(exp,)o = idr,u- (48)

A JoBosbHO je mokasaru (48); uumbeHuna aa je exp, audeomopdusam cream ona-
T7e, Ha ocHOBY Teopme o muBepsnoj dynkmuju. Hexa je X, € T,M nponssoman
BexkTop. Taza je

d d
D(equ)O(Xq) exp, (tXq) = — a(l,tX,) = — a(t,X,) = X,

_ 4
dt] dt |, dt],—o
gnme je (48) mokazano. \V/

Jedunummja 25. Crmka exp, (W) C M orsopenor moxckyma W C BJ0; ]
HA3UBA CE HOPMAAHOM OKOAuroMm Tadke . Cuenujasno, ciuke jouru exp,(B]0;0]),
3a 0 < €, HABUBAMO 2€00e3UjcKuM Aonmama Ha M, a CIVKe HUXOBUX MPAHUIHUX
cdepa exp, (S]0;J[) 2eodesujcrum ciepama ca TIEHTPOM ¢ U TOTYTPETHHKOM 0.

Tepbeme 11. (Faycosa sema) [eodesujcku ceemenmu t — exp,(tX,) cy
opmozonasnu Ha 2eodesujcke cepe.

A Jloka3 moxe nma ce m3Bene w3 (HOpMysie TpBe Bapujaluje eHepruje (BuaeTw
Hanowmeny 13 ua ctp. 87). Ilomro je exp, andeomopduzam, ceaka KpuBa Ha reosies-
ujckoj cepn Moxke ma ce mapamerpmsyje Kao exp,(X(s)), rae je Xy(s) € T,M
dbamminja BekTOpa KomcrantHe ayxuue || X,(s)|| = 0. Heka je X,(0) = X, u
7s(t) := exp,(tX,(s)) Bapujamuja reomesujckor cermenta t +— exp, (tX,).

Cee kpuBe BapwujaIyje 7ys Cy Te€0Ie3UjCKe JIMHUje, Ma, jé WHTErpaJl Ha JIECHO]
crpanu y ¢dpopmyiu npse Bapujanuje (41) jenuax nynu. [Touerna tauka cBake Kpupe
u3 damuiuje vs je v5(0) = ¢, na je

d /0y Ovs
S_OE(”5)< S 8t>

T (49)

s=0lt=c
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IMomro je v, = || X(s)|| = d, Bpexnoct E(vs) He 3aBHCH Of S, Ta je W3pa3 Ha
JieBoj crpanu (49) jemHaK HyJH, IITO 3HAYH Ja CYy BEKTOPU 8”’5 00 t—c 8(;/: o0 te
OPTOrOHAJIHU. \V4

N3 Taycose neme moxkeMO 1a m3BeaeMo ciaeiehe mMuHmMu3upajyhe cBOjCTBO
TeOJIe3WjCKIX JIMHM]ja!

Teopema 6. Hexa je B C M zeodesujcrka aonma ca uewmpom q. Hexa je
v : [0,1] — B zeodesujcka aunuja, maxea da je v(0) = p. Tada 3a ceaxy eaamxy
xpusy B : [0,1] = M 3a xojy je B(0) = p u B(1) = (1) eancu L(y) < L(B). IIpu
mowme, jednaxocm easicu axo u camo axo je ([0, 1]) = B[(0,1)].

A Tlpumerumo na je v(t) = exp, (tY;) 3a nexu sexrop Y, € Ty jeuncrena reojes-
WjcKa JIMHMja KOja Moja3n n3 Tavke ¢ 6p3mHOM Y.
Hpernocrasumo mpro 1a je 3([0,1]) C B. Ilomto je exp, mucdeomopdmsan,
MOKEMO [, HAIIUIIEMO
B(t) = expy (b(t) X4(t)),
3ab:[0,1] — [0,+o0o] m X,(t) € T,M, || X,(t)|| = 1. Hocmarpajmo dbyHKIH]y ABE
IPOMEH/bUBE
u(b,t) = exp, (bX(t)).
13 Taycose neme caeau aa je
Oou  Ou
ob — ot
a U3 YMIbEHUIE 1A je, 3a CbI/IKCI/IpaHO t, b — u(b, t) reopesujcka aunuja (4uju BEKTOD
Op3uHE MMa KOHCTAHTHY Iy KUHY), CJIEIU Ja je

(50)

H (5,1) H — X, =1 (51)
Iomrro je B(t) = u(b(t),t), n 51) caew 1a je
3 / 0 ’
o = woe | 2 = wor (52)
Opmarne mobujamo
_ []|4s Ly _
= [ |Gz [ wena=o o -re). o

jep je b(0) =0 m L(7) =1

Axo je mejeqnaxocr (52) crpora, onja je crpora u nejensakoct (53). To 3uaun
na je L(y) = L(B) ako u camo ako je apyru cabupak y (52) jemHax Hyswd, Tj.
X,(t) = const. Y Toum cnydajy je kpusa [ IIaTKa pemapaMeTpPH3AITja [e0Ne3mjcKe
JIAHUjE 7.

IIpernocraBumo caza Kpusa [, Koja 1oJia3u U3 Tadke ¢, Hamymra B. Heka
je to < 1 majmamsa BpemHOCT TapameTpa t 3a koje je B(tg) € OB. Tama, mpema
JIOKa3aHOM JiesTy TBphemba, ayxkuna kpuse ([0, ¢1]), Huje Mama o1 1y>KuHe § reojie3-
ujckor cermenTa Koju cuaja ¢ u B(t1). IomTo je mykuHa KpuBe v Marba O §, TUME
j€ JIoKa3 3aBpIIIeH. \V4

Ilocnemuna 3. Hexa je M Pumanosa muozocmpykocm. Ilpecauxasarve

d:Mx M —0,+00], d(p, q) = inf L(v)
B!
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2de je unPumMyMm y3em no céum 9eo no 0eo 2AGMKUM KPUSUM Y KOje CNajajy mawke
P u q je dobpo depunucarna mempura na M.

A Hexka je p # q. Taga mocroju B reofesmjcka JionTa ca MEHTPOM y TAYKUA P W
nostynpedaukom § > 0, Koja He caapxku tadky q. VI3 Teopeme 6 cana ciemu ma je
JIy2KHHA CBaKe KpHUBE Koja ciaja Tadke p u ¢ Belia oz J, mro jokasyje HejereHep-
ncamoct. Ocrasna cBOjCTBA METPHKE ce TOKa3yjy jeTHOCTaBHO. \V4

3amarak 19. Jlokasarn ga ce TOMOJOTHja y MeTpudkoMm mpocropy (M,d) ca
MerpuroM u3 llocnegurie 3 momymapa ca TOMOJIOTHjOM MHOTOCTpYKOocTH M. v

Tume cMO OArOBOPWIN Ha THTame (d) TOCTAB/LEHO HA MOYETKY OBOT IMapa-
rpada.

Hanomena 17. Y [dedununuju 12 Ha cTp. 72 cMO meduHUCAIN U30METPH]Y,
kao mudeomopduszam koju dyBa PumanoBy merpuky. OdwurienHo je 1a je CBaka
uzomerpuja PuManoBe MHOTOCTPYKOCTH, y CMUCHY Te jJedUHHUIAje, HCTOBPEMEHO
u uzomerpuja merpudkor upocropa (M, d) uz Ilocaenuue 3, y cmuciy usomerpuje
Merpudkux mpocropa. Mozxke ga ce JoKaxke J1a BaxKu ¥ OOPHYTO — CBaKa [JIaATKA,
u3omerpuja Merpuukor npocropa (M, d) nebunucanor y IMocaequim 3 je nzome-
tpuja Pumanose muorocrpykocru (M, (-, -)). o

Hepunumuja 26. Ieonesmjcka nmHMja KOja MUHUMHU3Yje pacrojame nzmehy
CBOjUX KPajIbUX TA9aKa HAZUBA CE€ MUHUMGAAHOM 2€00€3UJCKOM AUHUJOM. O

Crneneha Teopema moxke ma ce cmarpa yaudopmmsanujom Teopeme 6 — oHa
oKazyje 1a cBaka Tadyka p € M mma okonuny V' y KOjoj ceake aBe Tauke q1,q2 € V.
MOI'Y /I3 Ce CIIOje je[MHCTBEHOM MWHUMAJIHOM Ie€OJ€3UjCKOM JIMHUjOM.

Teopema 7. Hexa je p Pumanosa mmozocmpyrxocm. 3a ceaxy mauky p € M
nocmoju omeopena oxoruna V-3 p u 6poj § > 0, maxeu da je 3a céaxo q €'V

exp, : BJ0; 6[— M

dugpeomopdusam nonme BJ0;0[ na exp,(B]0;d[), npu wemy je V C exp,(B]0;0]).
Apyzum pevuma, ceaxa mawka p € M uma okosuny V Koja je HOPMAAHG OKOAUNG
cearxe ceoje mauke.

A Hexka cy U u € xao y Tephemy 9. Ilocmarpajmo
exp: U = M x M, X+ (gq,exp,(Xg))

Kao IpecinKapame ape npomenmuse ¢ € M n X, € T,M ca kogomenom M x M.
13 Tsphewa 10 caemu na je
id 0
Dexpp,0) = [ id id ] ’

na je exp audeomopduszam neke okosune W rauke (p,0) na oxkosuny exp(W)
Tauke (p,p) = (p,exp,(0)). Moxemo ma mpernocrasmmo ga je W = {X, €
TpgM | || X,|| < 0}, 3a Heky oxomuny B tauke p. I3abepmmo oxomuny V Taduxe
p, Tako ga 6yne V x V C exp(W); oHa 3a0Bo/baBa ycioBe Teopeme. 3amcTa,
ako je ¢ € V u BJ0;d[C T,M, u3 dumenure ga je exp audeomopdusam ciaenn
{g} x V C exp(B]0; 4], omrocno V' C exp,(B]0; ]). \V/

Hedmuaunuja 27. Oxonuna V u3 Teopeme 7 HA3UBA C& MOMAAHO HOPMAAHOM
OKONUHOM TAYKE P. O
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Hocnemuua 4. Hexa je M Pumanosa mnozocmpyrocm u vy : [0,¢] — M
2A0MEKC KPUBE, NAPAMEMPUZOBAHAE NAPAMEMPOM NPONOPUUOHANHUM OYHCUHU AYKG.
Axo je wena dysicuna marva 00 dyscume npouseoste deo no deo 2aamke Kpuee Koja
enaja mawke v(0) u y(c), onda je v zeodesujcra aunuja.

A Tlomro je ,6utu reofe3ujcka JWHUjA” JIOKAJIHO CBOJCTBO KPUBE, JOKA3 CJIEIN
U3 JumeHule Ja cBaka tadyka 7y(t), npema Teopemu 7, uma TOTAJIHO HOPMAJIHY
OKOJIMHY, Y KOjO] CBakKe JIBe€ TayKe MOIY Jla Ce€ CIOje jeJJMHCTBEHOM MUHHMAJHOM
Pe0/IE3UJCKOM JIMHUjOM. \V4

ITocanenuua 5. Ceara mauka g Ha Pumanosoj mHozocmpyrkocmu uma 0K0AUHY
U, maxey da 3a ceaxe dee mauwke py,p1 € U nocmoju jeduncmeena zeodesujcra
aunuga v : [0,1] — M, napamempusosana dyosrcurom ayka, maxsea da je v(0) = po,
v(1) = p1 wl=d(po,p1)-

IIpumep 24. IlpaBe cy jeaune reofie3mnjcKe JUHAjE ¥ €YKIUICKOM pocTopy R”.
Jenan mauwn na ce To Buau je momohy nudepeHnujasHux jeITHAYNHA: Y €yKIUICKO]
verpurm y R" kKoBapujanTHU U3BOJ y OAHOCY HA JleBu—UuBuUTHHY KOHEKCH]y Ce
noaysapa ca OOMYHUM M3BOJIOM, 1A Cy jemHadune reogesujckux junuja r’(t) = 0.
Pemema oBux jemnaumnna Cy JuHeapHe (yHKIHjE.

Hpyru, Buriie reomerpujcku, Haund je ciaenehu. Heka je C reozesmnjcka jgunmja.
JloBOJBHO je ma moKaXkeMo Ja 33 CBaka Tadka pg € C uMa J0BO/FHO MAJy OKOJIHHY
U, raksy na je U N C cerment npase. Ilomro je, mo gedununmju, eyKIugacKa
MeTPUKA JIaTa CTAH/AP/HUM CKAJIapPHUM IIPOU3BO/IOM, I'PyIla TPAHCIAIU]a JI€jCTBY]je
TPAH3UTHUBHO W M30MeTpUIHO Ha R", ma je JOBOJHLHO OBO JOKA3aTH 3a TAYKy Py =
0. Heka je B reomeswjcka JonTa ca mentpom y uyqaun u ¢ € BN C. Tanma je
C jeduncmeena MUHIMAJIHOM Te0/I€3UjCKOM JHHMja y B koja cmaja tauke 0 u q.
OnaunMHuO ca | mpaBy Koja CaJpKu TadKy ¢ W KOOPJAWHATHM moderak. llormro
rpyua O(n) pejeryje uzomerpuuno na R™, csaka marpuna A € O(n) upeciukasa
MUHHMMAJIHE Me0Je3UjCKe JInHUje Ha reoje3ujcke juauje. CrenmjaaHo, To BaxKu u 3a
porainjy R; oko mpage [, ma je R;(C) reonesujcka suunja. Ilormro je R;(0) = 0
u Ri(q) = q, Ri(C) je munumasna reozes3ujcka Koja craja Tadke 0 u g. Ilomro je
TaKBa MUHUMAJIHA Teo/ie3ujcka jeauncrBena y B, cienu na je R (CNB) =CNB.
Mebhyrum, jequna kpusa Kojy poraruja R; ciuka na cebe je cama mpasa [.

IIpumerumo na HAM ApPyru apryMeHT [aje caMO OIKC HelapaMeTPU30BAHUX
TeOJIE3NjCKIUX JIMHKjA, JOK MPBHU, KPO3 pelaBame qudepeHIjaHe jeJHaudnHe, 1aje
U TTapaMeTpu3alyje. f

Hanowmena 18. Pesynrar IIpumepa 24 y ciyuajy pasau R? je nosnaro repheme
13 eyKJINJICKE IUIAHUMETpHje, 1a je mpaBa Hajkpahe pacrojame m3mehy npe Ttadke.
Ono moxke 1a ce popmynuire u Ha caenehn vagwn: rpaduk peanane GyHKIHje jeaHe
peasHe mpoMensbuBe Ki1ace C2 je reofesnjcka JUHEja aKO U CAMO aKO je pasa, Tj.
aKo M €CaMo aKo je Ta GYHKIHja JIMHEAPHA.

Ipupoxnuo je cienelie yommreme osor pesynrara. Heka je D C R? u Heka je
f:V = R dyuknuja kinace C2. 3namo ja je nospiuna rpaduxa ose dyHKIuje

A(f) = /D V14|V f|? dzdy.
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Kaxkemo 11a je Taj rpaduk MuHUMAAHG NOSPUL AKO U CAMO aKO je f KPUTHIHA TAYKa
dyukponana A. Y tom ciayuajy je

Vi

CVITIVIE

V¥ [15] C. H. BepHumriraju je 10Ka3a0 aa je rpaduk MUHHMATIHA MOBPII aKO W CAMO
ako je on paBan (rj. ako u camo ako je f acdwuno npeciukasame). Ilocrasuo je
xunore3y je u rpaduk mpeciukaBama f : R® — R murnMasna nospm y R™H! ako
U CcaMo aKo je OH xuieppasad. Jeanaduna (54) uma cMuCIa 38 NIPOM3BOJHHO 1 U
ekBUBaJIeHTHA je jemnaunan H = 0, tae je H cpeama KPpUBUHA XUTIEPIIOBPIITH.
HUcnocrasuiio ce ja je Bepuinrajuosa xunore3a tauna 3a n < 7 (0BO, Ka0 U HEKa,
Jpyra yormrewa BepHinrajaose Teopeme mory na ce suze y [29, 30, 23, 7, 49]),
any U Ja je 3a n > 8 norpemsa [17]. o

(54)

ITpumep 25. Heka je na cdepu S™ 3amara Pumanosa merpuka, naciehena us
eykmmackor mpoctopa R, Jeaune reonesmjcke mmnmje Ha 0B0j PUMaHOBOj MHO-
rOCTPYKOCTH Cy BeJUKHU Kpyrosu (mpeceiu cdepe ca paBHUMA KPO3 EH HEHTap).
Bancra, meka je C Bemuku Kpyr, u p,q € C aBe Tadke, TakBe Ja Ce ¢ HAIA3ZU y
reozie3unjckoj sontu ca nearpom p. U3 Teopeme 6 ciienm ma mocToju jenHCTBEHA
MUHHMAJIHA Te0Ie3HjCKa JIUHKja Koja craja p u q. Ilomro je pedrekcuja y ognocy
Ha XUMeppaBaH Koja cagapku Kpyr C w3oMeTpuja, oJaTiie CIeIn a je CINKa MUHNU-
MaJIHe Te0Ie3MjCKe JIMHUje KOja CIIaja P U ¢ TakKohe MUHMMAJIHA, reoae3ujcka. Llomro
ce jemmrao kpuBa C npu pediiekcuju cauka y cebe, u3 jeAMHCTBEHOCTH MWHWMAJIHE
reoze3ujcke aunuje caenu na je C reome3ujcka JnWHU]A. f

3anarak 20. ¥ Hamomenu 15 ma crp 88 cMo Buiesnu ja CBOjCTBO ,OuTu reo-
nesujcka juauja” 3asucu on napaMmerpusanuje. Hahu (meky) mapamerpusanujy y
K0joj cy BeqmmKu Kpyrosu u3 lIpumepa 25 reonesmjcke aumHmje. v

3anarar 21. Jdokasaru jna cy mepuzujanu (tj. Kpuse 6 = 0y 3a KOHCTAHTY
0y € [0,27]) poranumonux nospiuu onucanux y IIpumepy 20 ua crp. 80 reouesu-
jcxke nmHMje, a ma cy mapanene (Tj. KpuBe s = Sp 3a HeKy KOHCTaHty so € [0,1])
reosie3njCcKe JIMHMje aKo M caMo ako je x'(sg) = 0. YmyTcTBO: ANPEKTHUM pavyHOM

JIOKa3aTHh JI1a, je

oS 08
"L B n 'L 50 (55)

aKo je 7y MepUIujaH ¥ UCIUTATU [0 KOjuM ycjaoBoM (55) BaxKu ako je 7y napaJiesa.
Jlpyru HAYWH: IPUMETHUTH 1A je 7 Me0Ie3njCKa JTUHUja aKO U CAMO aKO Cy BEKTOPHU
n(s) m N(s), o xojuma je 6uso peun y Ilpumepy 20, mapajesnn ¥ MCKOPUCTHTH
YUHEHUILY JIa je POTaIfja OKO Z—0Ce M30MEeTPHja. v

IIpumep 26. Teopema 6 KaxKke Ja Teo/Ie3njCKe JUHAJE AOKAAHO MUHAMAIAIY]Y
nyxuny. I'mobaano, To He mopa ma Oyzae tauno. Ha mpumep, Ha cdepu S™ reomes-
ujcke smnuje cy Besuku Kpyrosu. Ako je M = S™\ {p} cdepa 6e3 jenue rauke,
reo/Ie3njCKe Cy U Ja/b€ BEJIUKU KPYroBu. JIako je BUAETH /13 HA BEJUMKOM KDYy
KOjU TPOJIa3” KPO3 TAYKY P TOCTOje TadKe KOje ce Hajla3e Ha PACTOjarby MameM Of
nyxkube (jeJIMHCTBEHE) reoie3ujCKe JIMHUje Koja ux cnaja. OBa nmpumMep mokasyje u
Ja He MOpa Jia MOCTOjU KPUBA HajMare JIyKUHE KOoja Cliaja JIBe Tadyke, 4aK U aKO
IIOCTOjU Teo/Ie3UjCKa JIMHUja KOja UX CIaja. f

ITpumep 27. AHTUIIOJAIHO HPECTUKABAE

a:S" — S", a(z) = —x
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je m3omeTpwmja y omHocy Ha PumanoBy merpuky nacieheny uz R L. Onarie cieam
na ta PumanoBa merpuka wHjaykyje PuManoBy MeTpuKy Ha MPOJEKTHBHOM IIPOC-
topy RP". Teone3ujcke nunuje na RP™ cy cimKe BeJMKUX KPYroBa MIPH KAHOHCKO]
npojekiuju S — RP™. §
IIpumep 28. Ilocmarpajmo n—mumensuonu npocrop Jlobadesckor y mozemry
MOJTYTTPOCTOPA
RY = {(z1,...,2,) €R" |z, > 0}

Cca METPUKOM

o
Fpyna SO(n — 1) aejersyje na R’ kao noarpyna rpyne SO(n) koja ne momepa
ZTp—OCy:

SO(n—1) xR} > (A, (21,...,%p-1,%n) = (A(21,...,2p-1),2,) € RY.
Iomro je x, dukcupanHo, OBO J€jCTBO j€ M3OMETPUYHO y OXHOCY HA METPUKY
JlobageBckor, ma CMKa reofe3ujcKe JIMHUje y Te0Ie3UjCKe JINHUje, Al U T,—O0CYy
Ha cebe. Ha ocHoBy reomerpujckor aprymenTa Koju cmo Beh kopucrunn y Ilpumep-
uMa 24 m 25 3aKipydyjeMo Ja je x,—oca reone3ujcka sunuja. llomro je 3a cBaku
BeKTOp (a1, ...,a,_1) TPAHCHALM]A,

(xla"'7xn717x’n) — (.Tl +a17"'7mn71 +anfl7mn)

uzomerpuja npocropa JlobadueBckor, 3aK/bydyjeMo /1a je CBaKa BEPTUKAJIHA [IPABA

1y =ai, ... Tp-1=0an-1
. . . . da?
reosesujcka nuja. Pecrpukiuja merpuke Jlobauesckor Ha OBaKBy LpaBy je —z*.
n
Iomrro je
dx? dz? + ... + da?
n < 1 " n __ d82
2 = 72 - )
n n

3aKJbyIyjeMO [1a je CBaKa BEPTUKAJIHA IIPaBa MUHUMAJHA Me0/Ie3njCKa m3Melhy mpo-
u3BOJbHE JiBEe Tadke Ha 10j. Cem mux, reojesujcke jgunuje npocropa JlobadesBckor
cy u moiaykpyrosu y R’} ca rpamunom ua xuneppasuu {, = 0} koju cy y rpanud-
HUM TadKaMa OPTOrOHAJHHU Ha Ty XumeppaBaH. /Jla GmcMO TO moOKazajau IpuMe-
THMO /I3 CBe M30MeTpHjcKe TpaHcdopMalmje eyxasudckoz npocropa R~ nedpun-
uiry mu3omerpujcke tpancdopmanuje npocropa Jlobadesckor, dbukcupajyhu x,—
koopuaary. Cem rora, xomoreruje

(T1,...,2n) = Az, ..., Azy), A>0

cy usomerpuje mpocropa Jlobayesckor. Ouarie ce JIakO BUAM 13 3a CBAKa B
Kpyra, OpTOroHasHa Ha xwuneppaBaH {x, = 0}, mocToju m30MeTpmja mpocTropa
JlobageBckor kKoja mpeBoau jeman of wux y apyru. Omarie cieauw 1a je T0BOJHHO
JIOKA3aTH JIa je Heku TaKaB IMOJYKPYT Te0JIe3WjCcKa JIMHUjA; U3 YUFHEHHIE Ja U30-
MeTpHje IyBajy CBOjCTBO ,,OMTH reome3ujcka’ Taza he ma cienm [a je c6aku TaKaB
[OJIYKPYT I'€0/IE3UjCKA JINHU]A.

IMocmarpajmo cana Momen reomerpuje Jlobauesckor 3a1aT moycdepom (Kopuc-
TUMO HEITO Apyraduje O3HaKe KoopauHara Hero y [Ipumepy 17)

St = {(z0,z1,...,2,) €S" CR"™ | 2, > 0}
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ca METPUKOM
2 _ dzd +dx? + ... + dz?
h

do

M3omerpujy n3mehy oBa aBa Mofesna yCIOCTaB/ba MPECTUKABAHE
m: ST = RY, (0,21, &n) — (221/(1 + x0), ..., 22,/(1 + x0)).

TeoMeTpujcKu, MPECIUKABAILE T MOYKE 4 CE€ BUAM KAao INEHTPAJHA MPOjeKIuja ca
nernrpom y Tauku (—1,0,...,0) Ha xuneppasan

{z, =0} 2R" Cc R""}

1j. Kao crepeorpadcka mpojexnuja norycdepe ma noaympocropl?. Osa mpojex-
npja qyBa yTJIOBe, TIa CIMKa BeIWKe MOJyKpyrose momycdepe S’ Wa mpape nim
nosiyKpyrose nojynpocropa R’} , oproronanne na xuneppasan {x, = 0}.

Hexka je cazna | npousso/bHa BepTukasina npasa y R, Tbena unsepsna cimka
npu crepeorpadckoj npojeximju, 7 L(1), je BeuKu NomyKpyT Ha Sfrl KOjH TTPOJIa3u
kpo3 nenrap npojeximje (—1,0,...,0). Crepeorpadcka npojekimja je uzoMerpuja,
a je oBaj MOMYKPYT Ieole3njcKa JuHuja. LIoImTo poranuja eyKInACKOr MPOCTOpa
R™*! oko zg—oce unaykyje usomerpujy Jlobauesckor na S, kpyr 71 (l) moxkemo
Jla IPECJIMKAMO HA BEJIMKH I[OJIYKPYD KOju HE IIPOJIa3u KPO3 LEHTAp MPOjeKIiuje,
KOjU je Takohe Teoe3njCcKa JINHUja U CTePeorpad)CKOM MPOJEKITHjOM Ce MPECTUKABa,
Ha reofe3njcKy auHHjy. llomTo ce BesWKM MOTYKPYTOBH KOjU HE CaJpiKe IEHTApP
MIPOjeKIHje MPOjeKTyjy ¥ MOMYKPYTOBe, JOOWIN CMO TOJYKPYTD, OPTOTOHAJAH Ha
xuneppasad {x, = 0}, Koju je reoze3ujcka JuHuja.

Ilomrro cy BepTuKasHe IpaBe jeIMHCTBEHE MUHUMAJTHE T€0/Ie3WjCKe JIMHHUjEe, O/1a-
TJIE CJIEIV 1A CY W KPYTOBWM OPTOTOHAJIHW Ha XumeppamaH {z, = 0} jemwHcTBeHEe
MUHHMAaJIHE reoe3njcke n3Mehy cBojux tavaka. [IpnMernMo Ha Kpajy Ja 3a cBake
ase tauke y R} mim mocroju jeiMHCTBEHM TOJIYKPYr OpTOroHasan Ha {z, = 0}
KOMe IPHUIAA]jy, Wik 0be JiexKe Ha UCTO] BepTUKaTHOj mpaBoj. Omarie creau ga He
[IOCTOje JIpyre reofe3ujcke JUHUje, CeM OINHCAHUX. f

Banmarak 22. [lokazarn naje t — (ay,...,a,_1,€’) reome3njcka IMAUja y TPOC-
Topy Jlobauesckor R, a na t +— (a1,...,an—1,t) Huje. Hahu napamerpusanujy y
KOjOj je BEJIMKM KPYT I'e0/Ie3njCcKa JINHU]a. v

Ilocrojame HOpMaTHHX OKOJWHA HA PHMAHOBO] MHOMOCTPYKOCTH OMmoryhasa
HaM Ja JIOKaxKeMo cJiejiehy jemy.

Jlema 8. Hexa je M nosesana Pumanosa muozocmpyrkocm u wexa ¢y f,g :
M — N aoxasne usomempugje. Axo je 3a nexo p € M ucnyren ycaos

fo)=9) uw  fulp) =9:(p)
onda je f = g.

A Heka je U nopmasaa OKOJUHA Tadke p HA KOjoj ¢y f u g nudeomopduszmu. Tana
38 PEC/IUKABALE

h:U—=U, h:=f1log

12HpeanKaBarbe 7 yommrasa crepeorpadcky mpojexuujy Pumanose cdepe CP! ma
3aTBOpeHy KoMitekcHy pasarn C = C U {oo}.
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Baxu h(p) = p u h.(p) = id. Hexa je ¢ € U npoussossua tauxa u X, € T,M
Je/IMHCTBEHN TAHTEHTHH BEKTOD TAKAB /1A je €XP,, (Xp) = ¢. Iomrro je h usomerpuja,
oJIaTIIe CIIeIA A je

h(q) = hexp,(Xy)) = expy ) (ha(p) Xp) = exp, (X)) = g,

na je f = g ma V. Ocrarak cieau u3 noBe3aHocTd M u OHIITHX TOMOJIOMIKUAX
apryMeHaTa. Vv

2.3. [Ipyra Bapujamuja enepruje. Heka je 7y reome3mjcka JHHHUjA U s,
—§ < s < § weHa miarka Bapujanuja ca Qurcupanum kpajesuma: Yo(t) = ()
v5(0) = p, 75(1) = ¢q. U3 dopmysie upse Bapujanuje caenu na je %’s:oE(’YS) =0.
N3paaynajmo apyru u3BOSI.

Tspbeme 12. Hexka je v 2eodesujcka sunuja u s teHa 2aamKa 8aPUJAULIL Ca
Purcupanum xpajesuma. O3Havumo ca

2t = 221

s=0
sexmopcko nomwe sapujayuje. Tada je
d? ¢ D*Z dy\ dvy
— E(vs) = -2 Zt), —— + R( Z(t), — | — ) dt,
ds?| _, () /0<() az * (()dt)dt>

2de je R wpueuna.

A Nudepennupamem dopmyle npse Bapujauuje (Buneru Tspheme 6, (40))

d € /0vs D Ovs

—F =-2 — .

ds () /0 < ds ot ot >dt
o s 100mjamMo

d? B ¢/ D 0y, DO, ¢ /Ovs D D O,
@E(W—”/O <8585’8t@t>dt_2/0 <8s’656tat>dt'

Ilomro je v reome3mjcka suHUja, IPBU CAOWPAK HA JIECHO] CTPAHU j€ jeIHAK HYJIU
3a s = 0. Hoka3 tBphema cuieau u3 Tephema 3 na crp. 74. \V4

2.4. Jako6ujeBa nosea. Heka je v : [0,c] — M reoznesmjcka JnHMja,
¥(0)=p m ~(t) =exp,(tX,) sza X,eT,M.
Heka je
1 —6,0[3 s— X,(s) € T, M, X,(0) = X,
riarka kpusa y T,M. Ca
u(s,t) = epr(tXp(s))
je medunncana sapujanuja reoxesujcke guunje y(t) = u(0,t), TakBa ga je 3a CBaKO
s €] — 4, 6] kpuBa u(s,t) reomesmjcka gunuja. Omarie caemu ga je
D?u _
ot?
HudepentupameM OBe jeTHAKOCTH 10 S 1 mpuMeHoM TBphema 3 mobujamo
D D Du <8u 8u> ou

otds ot s’ ot

i
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Axo o3nauumo noswe Bapujanuje ca J(t) = %(0, t), U3 MPETXO/HE jeHAYUHE CJIEIU
D%J
dit?

Jepuuunuja 28. Jennauuna (56) nasusa ce Jaxobujesom jednauunom , a BeK-
TOpCcKO nosbe J Koje je 3am0BospaBa Jakobujesum nomem.

+ R(J,¥ )y =0. (56)

JakobujeBa jennaumHa je obwuna nudepeHnUjasHA jeIHAYNHA JAPYTOr Peja,
na je meHo pememe jeqHo3HadHo oxpehenHo movernum yciosuma J(0) m %(O).
IMocnenuma jequHCTBEHOCTH periema audepeHnujaJnnX jefHadnHa je u ciaeaeha
JieMa, KOja MmoKa3yje 1a cBa JakoOujeBa mosba HACTA]y KAo T0/ba BapHUjallyja reoIe3-
WjCKUX JIUHU]A.

Jlema 9. Ceaxo Jaxobujeso nome dyorc zeodesujcke aunuje v : [0,¢] — M.
~v(0) = p, xoje uma novemme ycaose
DJ
dt
je mome sapujauyuje damunuje 200€3UJCKUT AUHUJA
U(S’ t) = epr(tXp(S)),
2de je Xp(s) nym y T,M, maxas da je X,(0) = +'(0), X,(0) = cY,. Jpyeum

pewuma, céakxo Jaxobujeso nome J je 3adamo ca

J(t)=(D expp)t,yl(o)tJ’(O). (57)

= 7'(t) m Jo(t) = t/'(t)
cy Jakobujesa nosba. 3a 1PBO BaxKu [;{1 =0, n Ji(t) # 0 3a cBe t, a 3a apyro

DJ2(0) = +/(0) 1 Jo(t) = 0 axo u camo ako je t = 0. il

J(0) =0, 0)=Y, € T,M

Ipumep 29. Ako je v reomesujcka jmuuja, Ji(t)

Hedpunuumnuja 29. Tauka y(tg) Ha reogesujcko] sunuju v : [0, c] — M je xomnjy-
206ana dyoic vy ca Taukom p = (0) ako nocroju Jakobujeso moswe J 1y v, Koje Huje
UIEHTHYKY jesHaKO HyJiu, TakBo 1a je J(0) = J(tp) = 0. Makcumasan 6poj TakBux,
JINHEAPHO HE3ABUCHUX, JAKOOUjEBHUX M0J/ba HABUBA CE 6uwWeCMPykowy KOHjyroBame
radke (to). O

3anarak 23. Jlokasaru 1a mocToju Taduo n = dim M JuHEapHO HE3ABUCHUX
Jakobujesux nospa Ji,...,J, Ayx reomesujcke JuHuje v, 3a koja je J;(0) = 0.
YiuyTcrBo: mokazaTu 12 je JIMHeapHA He3aBUCHOCT JakobujeBux nosba J(t) ekBuBa-
JIEHTHA, JIMHEAPHO] He3aBUCHOCTH nouerHux ycaosa Ji(0),. .., J/(0). v

BurtrectpykocT KOHjyroBaHe Tadke Ha MHOTOCTPYKOCTH IUMEH3Hje 1 HE MOXKe
n1a 6yne Beha og n—1, jep Ha 10j He MOKe 112 Oy/1ie BHUIIE O N TUHEAPHO HE3aBUCHUX
JakoOujernx mosba Koja ce aHynmpajy y aBe Tauke, a Jakobujero mosme tv'(t) w3
IIpumepa 29 je jemmaxo wynm camo 3a t = 0.

Tepbeme 13. Hexa je
~v:[0,c] = M, ~(t) = exp,, (tXp)

2eodesujcka aunuja. Tauxa g = v(tg) je xonjyzosana mawku p = v(0) axo u camo
axo je to X, KpumuuNa MauKa NPECAUKABAILA EXD,,.
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A U3 Jleme 9, (57) ciaenu na je
J(to) = (D exp,)t,x, (toJ'(0)). (58)

Mpumerumo na je J'(0) # 0: y nporuBHOM OM U3 jeJIMHCTBEHOCTHU Pellerba Jakobu-
jese jenmaumue ca movernum ycnosuma J(0) = J'(0) = 0 cnemuno J = 0. Oparne
u u3 58 caean Ja je to X, KpUTUUHA TAUKA [PECIUKABADA €XD,,. \V4

Bamarak 24. [loxazatu npenmsnujy Bep3ujy Tephema 13: mssom Dexp, y
TauK# t(X, UMa je3rpo uuja je IUMEH3H]ja jeJHaKa BUIIEeCTPYKOCTH TadKe ¢. YIIyT-
CTBO: KOPHUCTUTHU YIIyTCTBO 3a 3ajaTak 23. v

ITpumep 30. Ako je M PumanoBa MHOMOCTPYKOCT €4 KOHCTAHTHOM CEKIIHOHOM
KPHBHHOM, Tj. TakBoM na K = K(X,) me 3aBucu ox p u ¥, (suzeru Hamomeny 7,
crp. 75), OHJA MOXKE Ja Ce JO0KaxKe, JMHeAPDHO—airebapCKUM IyTeM, Ja je HeHa
KPUBHUHA

RX,)Y)Z=K(X,2)Y = (Y, Z)X) (59)
(Bugeru Hanomeny 8 na crp. 76). Ilomro naM je nosuaro jenno Jakobujeso mosbe
~" JakoGujeBy jesmHadrHy MOXKEMO JIa CBEIEMO Ha TpazKerhe JaKoOUjeBHX I0Jba, Op-
roronanaux Ha y'. U3 (59) cienn na je 3a raksa nosmwa R(J,v')y’ = KJ. To 3Haun
Jla HA MHOTOCTPYKOCTHMA Ca KOHCTAHTHOM CEKIIMOHOM KPWBHHOM JakoOujeBa jei-
HAYWHA TMa 00K
D?J
dt?
ITITO je jedHauUHa TAPMOHUICKO2 OCUUAAMOPA, KOja MOYKe eKCIJIUITUTHO /I Ce PEITH.
ITomrro je narepsad [0, ¢] KoHTpakTHOWIAH, pacaojerse v*T' M je TpuBHjaHO, HA OC-
moBy Ilocnemuie 1 wa crp. 65. Ilomro je J TaHTeHTHO MOBE AYXK 7y, Tj. CeYEHHE
rTpuBKjasHor paciojewa Y T M, jennauuny (60) MOKeMO J1a IOCMATPAMO KAO CHUC-
TeM audepeHnyjaTHuX JeTHAYNHA ¥ eYKIHICKOM IIPOCTOPY, OJJHOCHO JIa j€ CBeIeMO
Ha jeTHATUHY

+KJ=0, (60)

d?z

W + K:L‘ = 0,
TIPOCTOT XapMOHHUjCKOT OocItmiaTopa y R, umja permerma 3aBuce 0/ 3HaKa KOHCTAHTE
K; 3a K = 0 ona cy nureapue dyukImje, 3a K > 0 Tpuronomerpujcke, 3a K < 0

eKCIOHeHIja/iHe (OHOCO XUIEepOOInIKe).

IIpenusnuje, uzadbepumo opronopmupany Ei(t), ..., F,_1(t) 6a3y npocropa
V() C Ty M,
TaKO Ja CBaKkW O BekTopa F; Oyme mapanenan myx v (rj. V4E; = 0). Axko

je cexmmonma xpusuna K = k? > 0, JakoOujesa mospa Cy JWHeapHe KOMOWHAITHjE
BEKTOPCKUX mosba sin (kt)E;(t) u cos (kt)E;(t), ako je K = 0, ona cy juHeapHe
KombuHanmje nosba tFE;(t), ako je K = —k? < 0 JakoGujeBa mosba Cy JMHEApHE
KombuHanmje noba e E;(t).

Tpusujanan npumep oBux pazMarpama je M = R™ ca cTaHZapIHOM eyKIUI-
ckom merpukoMm, e je K = 0. Ty cy reomesmjcke nunuje mpase, a Jakobujesa
0oJba, JIMHEAPHA, 1A He IOCTOje KOHjyroBaHe TadKe AyK reoae3mjcKux. 1o omro-
Bapa 4uibeHUIn J1a je exp,, audeomopdusam 3a csako p € R".

Hemro cmoxennju nmpumep je M = S™ ca merpukom Haciehemom m3 R™TL.
VY Ilpumepy 21 cmo Bumenu na je ceknumona kpubuHa chepe K = 1. Osme cy
reo/Ie3njCKe JTUHUje BETUKU KPYTroBH, a JakoOujeBa mosjhba HOPMAJIHA HA BEJTUKHU KPYT
C(t) cy obmuka J(t) = sint E(t), tae je E(t) jenurndHo BeKTOpCKo mosme y T'S™
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nopmastao Ha C'. Onatiie BUmMo J1a ce TakBO JakoOMjeBo 1oJbe aHyJIupa y TadKaMa,
t =0mwut=m, mro 3Ha4M Ja Cy AHTUIMOJATHE TaYKe KOHjyroBaHe. To oxrosapa
YUILEHUIM JI3 Ce TEe0JIE3MjCKe Koje moJjia3e u3 tadke p € S™ ceky y aHTHIIOIAIHO]
TauKW —p; Ty €xXp, Tpecraje na Oyne audeomopduzam. f

2.5. KouBekcHe u neBacte okosmHe. ¥ ledununuju 27 na crp. 93 cmo
YBEJIY [10jaM TOTAJIHO HOPMAJHUX OKOJIMHA, KOje UMa]jy CBOjCTBO /I CBAKE JIBE TAYKE
KOje ce Hajla3e y TaKBOj OKOJWHH, MOTY Jia Ce CIoje jeJUMHCTBEHOM MUHWMAJHOM
reo/ie3njcKoM JuHUjoM. IIpuMmeTnmo 1a Ta reoseswjcka JUHUja HE MOPA Ja OCTaHe
y TOTAJIHO HOPMAJIHOj OKOJIMHU Yy KOjOj JievKe FheHa MOovYeTHA W Kpajkba Tadka. To
niaycrpyje crnenehn mpumep.

IIpumep 31. Hexa je M = R x S! muauamap ca paBHOM MeTpPHKOM, Tj. Pu-
MaHOBOM METPUKOM J1e(bUHUCAHOM CTAHIAPIHUM HATKPUBAHEM

7 :R? - R x S' 2 R?/277Z,
r7e jeé KOMWIHUIKY MPOCTOP NAeUHUCAH KA0 MPOCTOP OPOUTA [ejCTBA TPAHCIAIN]A
(x,y) — (z,y + 2km), ke Z.

Tana cy reonesmjcke smonre Blx;pl, 3a cee * € M u p > 0, TOTATHO HOPMAJIHE
okosmHe. AKO je m/2 < p < m, MUHHMaJIHa TeOJIe3MjCKa JIMHKUja KOoja craja JBe
radke y jontu Blz; p[ n3nasum u3 re jomnre. i

Hepununnuja 30. [Hoackyu C C M je zeodesujcku woneekxcan (uiu cmpozo
KOHGEKCAH) AKO 33 MPOU3BOJbHE Tauke p,q € C MOCTOjU MUHUMAJIHA Te0e3H])CKa
JIMHHUja ¥ Koja uX cnaja u jexun y C; ApyruM pedanMa, IOCTOjH jeJMHCTBEeHA Te0/1e3-
ujcka jmnuja v : [0,1] — M ca cBojcrBUMA

70)=p, (1)=¢q,  A(0,1]) CC,

Yhja je Ay:KUHA jenHaka pacrojamy usmehy rauaka p m g. Ilomckynm T C M ce
HA3WBA TMOMAAHO KOHBEKCHUM aKO 33 MPOM3BOJbHE TadKe P, q € T’ cBe Teoze3njcke
qunuje Koje ux cruajajy gexe y 1. Iloackyn L C M je aokaano xoneercarn axko
cBaKa Tauka p € L MMa I'eo/le31jCKI KOHBEKCHY OKOJIMHY. O

3amarak 25. Onucaru JJOKATHO KOHBEKCHE, MeOIe3UjCKU KOHBEKCHE W TOTAITHO
KOHBEKCHE OTBOPEHE W 3aTBOPEHE I'e0/Ie31jCKe JIONTE Y

S?={(z,y,2) e R® | 2? +y* + 22 =1},

y TEPMUHMMA FbUXOBUX MOJYNPEYHUKA (HIIP. OTBOPEHA JIONTA HOJYIPEYHUKa T /2
je reoje3ujcKu KOHBEKCHA, & 3aTBOPEHA HUje). v

3anarak 26. Omucaru JOKAJIHO KOHBEKCHE, T€0/I€31jCKYA KOHBEKCHE W TOTAJIHO
KOHBEKCHE OTBODEHE W 3aTBOPEHEe Ieoie3MjcKe JIONTe Ha MHOrocTpykocTu u3 Ilpn-
mepa 31. v

Craka Tauka PuManHOBe MHOTOCTPYKOCTH UM, T€O/IE€3MjCKU KOHBEKCHY OKOJIMHY .
Jla bucmo mokasanu TO TBpheme, moTpedHa HaM je ciemeha mema.

Jlema 10. 3a ceaxy mauxy p € M na Pumarosoj mrozocmpykocmu M noc-
moju p > 0 ca ceojecmeom da 3a 0 < r < p ceara 2e0de3ujcka AUHUIA KOJa Je MaH-
2enmna na 2eodesujcky cepy Slp;r[ y mawku q € S)p;r|, aescu ean 2eodesujcxre
aonme Blp; [ y nexoj oxosunu mauxe q.
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A Heka je V toramno mHopMmajHa okosuHa Tadke p. Heka je, 3a ¢ € V u BekTOp
X, € T,M rakas ma je || Xq|| =1,

u(t, Xq) = exp;l(v(t, Xq))7

rae je v(t, X,) jenuncrBena reofesujcka auuuja (redUHICAHA 32 JOBOJLHO MAJO t)
nedurncana noternuM ycaosuma y(0) = g, ¥(0) = X,,.

Heka je F(t, X,) = ||lu(t, X,)||* npecimkasame nedurucano 3a t 3 naTEpBaIa
| —e,e[ u X, u3 jenunuane cdepe y T,M. Hudepennupamem 0o ¢ 1o6mjamo
oF Ju 0*F 0%u Oou Ou
i i - =29 -— 2( —,— ). 61
at <“ at>’ 12 <“’ 6t2>+ <3t’at> (61)
Crenmjanuo, 3a t = 0 je
0’F
o =X =2,
na nocroju orsopena okosmua U C V' rtadke p, raksa j1a je
0*F
W(O’Xq) >0 3a qeU X,eT,M, | X, =1 (62)

Heka je p > 0, rakso na je Blp; p|C U. Jokaxkumo Jia Tako u3abpaHo p 3310B0/baBA
TBpheme Jleme.

Heka je r < p m mexa je v(t,X,) = exp,(u(t, X;)) reonesnjcka mmnuja Tan-
rerarHa Ha S|p;r[. U3 npee jennaxoctn y (61) n Taycore neme caeqn ma je t = 0
KPUTHYHA TadKa IpeciukaBama t — F(t, X,), a u3 (62) Ta je Ta KpUTHYHA TAIKa
vuanmywm. [lomro je F(0,X,) = r?, ciemm ma je F(t, X,) > r? 3a 10Bo/BbHO Maso
t, mrTo 3HaUU 13 je reome3mjcka auHuja (¢, X,) Ban moure Blp;r| y HeKOj OKOIUHI
Ta4Ke q. \V4

Teopema 8. 3a ceaxy mauwky p € M Pumanose mmuozocmpyxocmu M nocmoju
r > 0 maxeo da je zeodesujcxa asonma Blp;r| zeodesujcru Konsexcha.

A Heka je p > 0 kao y Jlemu 10. Uzabepumo § u V' Taxko ma Cy 3a10BOJbEHN YCIOBH
Teopeme 7 ma ctp. 93. IlomTo cMo y moKa3y Te Teopeme V KOHCTPYHUCAIH TOCTE
u360pa §, MOXKEMO Jia 3aXTeBaMO M JojarhHu ycjioB § < p/2. Uzabepumo r > 0
rako na Baxu Blp;r[C V. Hdokaxumo ja je reomesujcka jonra Blp; r[ reoge3ujcku
KOHBEKCHA.

TTomrro je V' TorajHo HOpMaJiHa OKOJIWMHA, TPOM3BOJbHE Tavke (1,q2 € Blp;r|
MOTY J]a ce Clioje MHHMMAJHOM reo/ie3ujckoM auHujoM v kpahom ox §. Ilomrro je
r+0 < p, cineau na je v caapxkana y Blp; p[. Ako « nuje caapxkauna y Blp;r[, onna
je oHa TaHreHTHA HA HEKY reoe3ujcky Jonry Blp,r1[ (y Tauku y kojoj ce nocruxke
MakcuMyM pacrojama usmelhy p u (1)), 3a 11 < p. To je y uporuspeunocru ca
Jlemom 10. \V4

ITocinemuna 6. (JIema o no6pom nokpusBamy) Ceaxa 2aamka MHOZOCTNPY-
xocm M uma nokpuearve omsoperum ckynosuma {Uytaca, maxeum da je ceaxu
KOHAYAH U HENPA3aH NPecex

Ua, N...NUq,
dugpeomopdan eyraudckom npocmopy RI™ M
A Jloka3 cieau u3 YUHEHWIE [1a je Hempa3aH MPeceKk Ieofe3djCKh KOHBEKCHUX
CKYTIOBA Te€0/Ie3UjCKU KOHBEKCAH U nudeoMopdan eyKIuICKOM IIPOCTOPY. v
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Teopema 9. (Teopema o neBacroj okosmum) Hexa je M eaamra mmo-
2ocmpyxocm u N C M wena 2aamxa nodmuozocmpyrkocm. Tada nocmoju omeopera
okoruna U D N xoja je dudeomopPra okoAuHY HYAMO2 Ceerba HOPMANHOZ PACAO-
jerwa VN .

A Tlo peduHANKjE HOPMAJIHOI PaC/iOjemna, je
TNM =vN ®TN. (63)

Moxkemo nma mpermocraBuMoO 72 je PumanoBa mMerpumka Tako m3abpaHa 1a je OBa
CyMa OpTOTOHAJIHA.
Excrnionennmja o mpecinKaBambe

exp: U —- M

je nedbunucano y mekoj orsopenoj okosinau U mynror ceuema 0y paciojema Ty M.
Heka je exp,, meropa pecrpukunja Ha v N NU. Tomro je cyma (63) oproronasuna,
exp, cauka BekTop X, € v, N y TauKy reo/ie3aujcKe JIMHHUje KOja je OPpTOroHasIHa Ha
N y tauku p € N, ma je dim (exp,).(vp) = rangr. Pecrpukuuja mpecinxaBama
exp, Ha uyiaro ceueme Oy C vN je (y3 mupenrudukanujy Oy = N) uueHTUIKO
upecaukasate idy, ua je dim (exp, )« (0n) = dim N. Ounarne, na ocaoBy Teopeme o
MHBEpP3HOj DYHKIUjH, caenu Ja je exp, audeomopdusaM HA HEKO] OKOJUHH HYJITOT
cederma Oy . \V4

ITocnemuua 7. Axo je N nodmmozocmpyxocm y M, onda N uma oxoruny
U C M maxkey da je N jax dedpopmavyuonu pempaxm npocmopa U.

A Jlokas cieau U3 YUE-EHULE Ja je 33 CBAKO BEKTOPCKO paciojeme F, mpeciauka-
Bambe

E > ¢—t-g t €10,1]
jaka medopMalmoHa PEeTPaKIFja TOTAJTHOT MPOCTOpa F Ha HYJITO CEYErHe. \V4

IMocnemuua 8. (Teopema o kparumu) Hexa je M zaamka mmozocmpyrocm
ca eparuyom OM . Tada nocmoju omeopena oxoauna U DO OM dupeomoppra cryny
[0,1[xOM.

A JToka3 MOKe J1a ce u3Bejie Ha UCTU HAYMH Kao T0Ka3 Teopeme o 1eBacToj OKOJIUHHE.
Wnu, Ha ApyTy HAYWH: 3AJIETUMO JBE KOMuje MHOTOCTpyKOocTu M my:k rpanuie OM
u Ha OM npumenumo Teopemy 0 IEBACTOj OKOJIMHU. \V4

2.6. Heke riiobanne ocobune PumanoBux MHorocTpykoctu. Y Teope-
Mu 6 CMO BUI€IM Ja Te0e3rjCKe JIMHUje JIOKAJTHO MUHUMU3Yjy AyxKuny, a y Ilpu-
Mepy 26 na to TBpheme, y omiireM ciaydajy, Huje rio0aJiHo.

Tepbeme 14. Hexa je M nosesana Pumarnosa mHozocmpykocm, Ha K0joj noc-
moju mauka p, maxea 0a je eKCNOHEHYUjaaHo npecauxasarve exp, : T,M — M
dedpunucaro na yeaom manzenmuom npocmopy T,M. Tada ceara mauxa q € M
MOoHCE 0a Ce CTOJU Ca MAYKOM D 2€00€3UJCKOM AUHUJOM KOja MUHUMUSY]JE YAHCUHY.

A Heka je dy = d(p,q). 3namo na 3a neko 6 > 0 mocroju reogesujcka Jjionra Bs
HOJIyIIpeYHUKa ¢ ca meHrpoM y p. Ilomro je pacrojamwe HenpekumaHa (QyHKIHU]ja,
a reoJiesnjcka cdepa KOMIAKTAH CKYyI, [OCTOju Tadka r € 0Bs koja je najosmxka
tauku q. Heka je t — v reome3mjcka JWHUja MapaMeTPU30BAaHA JTYKUHOM JIYKA,
koja crnaja p = v(0) u r. Ilo npernocrasiy, ona je gedunucana 3a cse t € R. Heka
je

I:={s €[5,d] | d(x(s),q) = do — s}.
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HoBosbHo je ma nokazkemo na je sup I = dg. Oparie onna ciaenu v(dp) = ¢, na cy
TaYKe P U ¢ CIOjeHe reoJe3ujCKOM JinHujoM vy ayxkune dy = d(p, q).

IIpumerumo na je & € I (jep je v(8) = r), na je ckyu I menpaszan. Ou je u
OTpaHWYeH OJ03T0 W 3aTBOPEH, KAO WHBEP3HA CJINKA HYyJIe TTPU HETPEKWIHOM TTPeC-
JINKaBaFby

[53 dO] 5> s d(’Y(S)a Q) - dO + s,
ma cajpru CBoOj cympemyM Sg := sup I € I. IIpermocraBumo na je so < dy. Tama
nocroju reojesujcka jonra By, nosybpeunuka 61 < dy — So ca uenrpom y Y(sp).
IToHOBMMO IpPETXOTHU apryMeHT Ha By. Heka je r; Tauka Ha pyoOy jonrte Bs, Koja
je najommxka taukn q. Taza je

d(r1,q) = d(v(s0),q) — d1. (64)
Moo je sg € I, Baxku u
d(r1,q) = do — so — 61. (65)
U3 (64), (65) u nejennakocTu TPOyIIa Cleiu
d(r1,p) > so + 61.

Heka je cama  kpuBa Koja cmaja p ca y(Sp) AyXK v, a 3atuM y(Sg) ca ri Iy
jeIMHCTBEHE MUHUMAJIHE reoae3njcke gunuje. Jlyxuna xkpuse [ je sg + 01, ma je (3
(MUHMMAJIHA) reo/ie3ujCKa JIMHUja, Tj. penapamerpusaiuja kpuse 7. Oznarie cienu
r1 = y(so + 61), na je

d(y(so +61),9) = do — (80 + 01).
To 3uaum ga je sg + 01 € I, mTO je y CympoTHOCTH C€a Sg = sup 1. \V4

Hamnomena 19. He Baxxu TBpheme oopuyTo TBphemy 14, mrro mokasyje mpo-
M3BOJbAH OTPAHWYEH, OTBOPEH N KOHBEKCAH cKym y R™. o

Hepunumnuja 31. Pumanosa muoroctpykoct M je zeodesujcku xomnaemmua
aKo je 3a cge p € M npecnukasame exp, : 1T, M — M nebwunncano 3a cee X €
Tp,M. JpyrmM pedmnMa, MHOTOCTPYKOCT je TeOfe3WjCKM KOMIIJIeTHa aKo je CBaka
reozie3ujcka sunuja t — y(t) Ha woj nedbunucana 3a cse t € R. O

3amnmarak 27. Kopucrehu pesynrar 3agarka 22 gokasaru ja je mpocrop Jloba-
YEBCKOI' T'€0/Ie31jCKHA KOMILIETaH. v

Teopema 10. (Xond u Punos) 3a nosesany Pumanosy mmuozocmpyrocm M
caedeha mepherva cy ekeusaseHMHaA:

(1) M je zeodesujcru womnaemma;

(2) 3a nexo p € M npecaurasaroe exp, : T, M — M je depunucano na yeaom
npocmopy T, M.

(3) oepanunenu u sameopenu nodckynosu y M cy xomnaxmmu;

(4) M je xomnaemmua Kao mempuwku npocmop.

A (1) = (2) je ouurneno.

ITpermocrarumo na Baxku (2). Ako je K orpaHmueH m 3aTBOpeH momackymn y M,
ouza nmocroju C' > 0, Takeo 1a je d(p,x) < C 3a ce x € K. 13 Tephemwa 14 cienn
1a je K C exp,(B[0; C]), rae je B[0; C] sarsopena monta y T, M. Tlomro je B[0; C]
KOMITaKTaH CKyT, a exp, Judeomopdusam, ciemu aa je exp,(B[0; C]) kommakran
noackyn y M, a omarie ma je W meroB 3aTBOpeH MoacKyn K koMmmakTaH. Tume je
JIOKa3aHa nuMmmmrkanuja (2) = (3).
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Nvnnukammja (3) = (4) je craHzapaHa TOMOJIOIIKA YHHEHHUIIA.

ITpernocraBumo na saxu (4). Heka je v reounesujcka nmuuja; e ymamwyjyhu
OLLILITOCT [IPETIOCTABUMO 1A je IIapaMeTpUu30BaHa Ay KUHOM JyKa, Tj. aaje ||§] = 1.
ITpermocrasumo 1a je (a,b) MakcnMaIan WHTEPBAT HA KOME je 7y AedUHNCAHA U 14
je b < 4o0o0. Tama mocroju Hu3 t, € (a,b) Koju KoHBeprupa Ka b. Ilomro je
A(Y(tm),7(tn)) < |tm — tn|, U3 Y(t,) je Komujes, ma 36or npernocraske (4) on
KOHBeprupa ka Hekoj tauku ¢ € M. U3 Tephewa 9 caeaum na nocroju € > 0
u okoiuHa V Tauke ¢, TakBH Ja je 3a cBako p € V u ||X,| < ¢ medumnucana
reogesujcka nunuja «(t, X,,) na unrepsainy [t| < 2. 3a 10BosbHO Beuko n je y(t,) €
V ou d(v(tn),q) < €/3, na je reomesmjcka «(t,~(t,) medwnHncana Ha WHTEpBAIY
|t| < e. VI3 jenMHCTBEHOCTH TeOME3WjCKUX CIEIN N4 CY v M 7y WCTa TEO/E3M]CKa,
omakJjie cjenu ja je v nedbunucana 3a cse t < t, + &, Tj. BaH uHTEpBada (a,b).
To je xoHTpasUKLKja, jep CMO NPETIOCTABHIIM Ja je uHTepBas (a,b) MakcuMasaH.
CJym4HO ce JI0BOM /10 KOHTPAIUKIIUjE M IPETIIOCTABKA a > —o0. Tume je qoka3ana
U IOCJIeBha UMILTKanmja, (4) = (1). \VA

IMocnemuua 9. Axo je M womnaemna Pumanosa mrozocmpyrocm, ceaxe dee
mauxe p,q € M mozy da ce cnoje 2e00e3ujckoM NUHUJOM KOJG MUHUMUSYJE OYHCUHY.

Hamomena 20. Ha wcru maunmn kao y Hamomenwm 19, Buaumo ma He BaxKwu
tBpheme 06puyTO TBphemwy Ilocaemure 9. o

Hamomena 21. Teopema Xomda n Punoa me saosrcu 3a mceyno—Pumanoe
MHOTOCTPYKOCTH — TIO3HAT je mpumep 138. Kiaudrou—IlomoBor Topyca, Koju je KoM-
HaKTaH, a Ha wemy je nedunucana Jlopenmosa (mceys0) MeTpHKa y KOjoj HUje
reoIe3njCKN KOMILIETAH. o

IIpmmep 32. YV 3agarxy 27 cmo Bugenu Ja je mpocrop Jlobausesckor R}
reo/Ie3njCKU KOMILIETAaH IIPOCTOP, oaakse, Ha ocHoBy Teopeme Xomda n PunoBa,
cemy ma je oH u Kommyeran. Vcra rmarka MHOTOCTPYKOCT, R}, HUje KoMTIeTHA Y
e€YKJIUICKOj MeTPHUIH, Tj. Kao nmornpocrop y R™. i

Teopema 11. Heka je M womnaiemna Pumarnosa mmo2ocmpyrocm wuja cex-

YUoHa KPpUuBuUHa 3000605060
1

K(%p) = )
3a ceaxo p € M u ceaxu deodumensuonu npocmop X, C T,M. Tada je M xom-
naxkmmua, rwen dujamemap wuje sehu 00 v, a wena Gyndamenmanna 2pyna m (M)
je KOHauHa.

A Heka cy p,q € M nponsBosbHe Tauke, n Heka je d = d(p,q) BUXOBO pacTojarbe.
N3 Tocnenure 9 cirenn 1a p U ¢ MOTY Jia Ce CIoje reoie3njckoM JuuujoM « : [0,1] —
M nyxune d; tj. a(0) =p, a(1) =g, [|o/(t)]| = d.

Hexka je E(t) € Ty ;)M npou3BobHO BEKTOPCKO IOJbe TAKBO Ja je

IE@)=1 wu  E(t) Ld ().

Ilocmarpajmo Bapujanujy s Teofe3mjcke JTUHUjE (v, TAKBY /14 jé BEKTOPCKO TOJhe
Bapujamje Z(t) = sin (wt) E(t). U3 dopmyne npyre Bapujamuje emepruje (crp. 98)
U TIPETIIOCTABKE O JIOH-EM OPAHWYEHY CEKITMOHE KPUBUHE CJIEIN 1A je
d

= — 17r2— 2 sin? (7 — 17r2— 2r2gin? (7
S By == [ - eREO) s > - [ - () dt,

(66)

s=0
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rae je X(t) paBan onpeljena Bekropuma o (t) u E(t). Ilomro reonesujcka JuHUja
« MUHUMHE3Yje JyXKUHY, a TuMe u edeprujy (Bumeru Jlemy 6 Ha crp. 86), cienu na
apyru uzsoy (66) Huje Marbu of Hysie, Tj. na je d < r.

Ocraje jomr ga mokaxkemo na je dynmamentanna rpyna mi (M) konauna. IToc-
MaTpPajMO YHHBEP3AJHO HATKPUBAE T : M — M. Tomro je m mokamHu audeo-
Mopdu3aMm, MOXKEMO Ja JAeMUHUIIEMO METPUKY Ha, M raxo Jla T Oyse JOKaJIHA
uzomerpuja. Taja CEKIMOHA KPUBUHA MHOTOCTPYKOCTH M mnva HUCTY OCOOMHY Kao
U CEKIMOHA, KPUBUHA MHOrOCTpyKOocTu M, ma je u M xommakTHA MHOTOCTPYKOCT.
To 3naum fa je 3a cBako p € M ckyn w1 (p) KoHauaH, a TomToO je 6poj exeMeHara
TOr CKyIa jeiHak 6pojy esemeHara (yHjaMeHTajHe rpyie, ciaend aa je u mwi(M)
KOHAYaH CKYII. \V4

Hamomena 22. 3amarak 14 ma crp. 81 mokasyje [1a MpeTxomHa TEOpeMa, He
Baxkm 107 caabujum yeaosom K > 0. Ilpumep jenummane cdepe S? wujn je au-
jamerap m, a KpuBnHa K = 1, mokasyje ma je oneHa AujaMerpa y MPEeTXOIHO] Teo-
pemu Hajbospa Moryha. o

Teopema 12. (Apamap) Hexa je M komnaemna Pumanosa mrozocmpyrkocm
ca cexyuonom kpusunom K(X,) <0 sa cearo g € M u ceaxo L, € TyM. Tada je

exp, : T, M — M

(ynuseepszaano) naxmpusare. Cneyujasno, axo je M npocmo nosesana, onda je
exp, dugpeomoppusam u M = R".

A Tlomro je M komiierHa, u3 TeopeMe Xomnda u PuHoBa ciaemnu 1a je 3a cBako p €
M npecimkasamwe exp,, : T, M — M nedunucano na nenom T, M n cypjeKTHBHO.
Hokaxumo ja je oHo u jokaiauu audeomopduszam (IOACETUMO Ce [1a, Y OLIITEM
cayqajy, Tepheme 10 kaxe camo na je exp, aubeomopdusam y oKoamHH HyJI€).
N3 Teopeme 0 uupep3noj pyHKUMjU CIeAu Ja je JIOBOJBHO JIa JIOKAZKEMO JIa €Xp,,
HEMa KPUTHYHUX Tadaka, mro ce, 3axBampyjyhu Tephemy 10, cBomm Ha amammsy
JakobujeBux mospa myk reome3mjckux Kpo3 p. Hexka je v : R — M jemma taksa
reozesujcka, v(0) = p u J Jakobujeso moswe myx 7y, rakso ga je J(0) = 0. Axko
aBamyT audepeHimpaMo PyHKIHjy
1

fR=R,  f(t) = %IIJ(t)II2 = 5(J(®), J(2)) (67)

U UCKOPHUCTUMO dnibeHuily Aa J 3a70BosbaBa JakoOwjeBy jemHaduHy, a CEKIIMOHA
kpusuna K ycaos K < 0, nobujamo 1a je

DJ|?
o= 5] - xe o< e o (69)

To 3nauu ja je [ koHBekcHa, HeHerarusHa (PyHKIHja Koja 3anoosbasa f(0) = 0,
f'(0) =0, ma je f'(t) > 0 3a cee t. To 3naun na je f meomanajyha. U3 uumenune
Jla cy HyJle HeTpHBHjaJIHOr JakobujeBor mosba m3ojoBane, caenn ma je f(t) > 0 3a
majo ¢, ma je J(t) # 0 3a ce t # 0. Ipyrum peduma, He MOCTOjU TadKa Koja je
KOHJyTOBaHA Ta¥KHM P, N4 je exp,, JokanHu audeomopdusam.

Hexa je (-, -) Pumanosa merpuxa na M. Ilomrro je exp, : T,M — M mnoxammn
mudeomopdusanm, ca expy(-,-) je medumncana merpuka ma T, M, Tako ma je exp,
JIOKAJTHA, W30METPHja.

Kpaj nokaza je mocsieaunia tBphema Koje n3aBajamMo Kao mocebHy Tteopemy.
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Teopema 13. Hekxa cy M u M Pumarose muozocmpyrxocmu. IIpemnocmasumo
da je M womnaemna u da je w: M — M aokasna usomempuja. Tada je (M, M, )
namrpusaree u M je xomnaemma.

A U3 xommyerrocts M ciiequ 1a cBaka reoje3mujcka JuHmja 7 : [a,b] — M wmoxke
Jla ce TIOAWTHE JI0 Teofe3njcke JuHuje 7 : [a,b] — M. [Ipenmsnnje, 3a CBAKO x €
7 1(v(a)) nocroju reonesujcka aunuja y : [a,b] — M, Taksa na je Y(a) = x u
m o075 = v (JIOKAJHO, OBO je TOCJEIUNA €r3UCTEHIUje U JeJUHCTBEHOCTH PEIerha
jelHauMHe TeOIe3UjCKUX JMHUja ca noyerHuM yciaosuma Y(a) = 0, 7' (a) = V,, rue
jeV, € Tw],\z BEKTOp jeuHCTBEeHO onpehen yciaosom 7.V, = 7/(a); KOMIIeTHOCT
HaM oMoryhaBa nedwunuImjy ¥ Ha 1EIOM [a,b]).

Ilomrro je mpecnukaBarme 7 JIOKATHA M30METPHja, OHO je W JIOKATHH TUQEo-
mopduzam (IITO ce BUIW y HOPMAJHAM OKOJMHAMA), Na u3 Teopeme O MHBEP3HO]
dbyuxmju cnequ na je w(M) orsopen ckyn. Omarie caenu na je T CypjeKTHBHO — y

MPOTUBHOM OW TTOCTOjasIa TadKa, § € W(M ) \W(M ). Axko je B reozesujcka JionTa ca
IIEHTPOM y TaYKHU ¢, CAAPKAHA ¥ HEKOj HOPMAJIHOj OKOJMHH T€ TAYKe, IOCTOjasa O
tauka p € 7(M) N B u jequHCTBeHA MUHUMATHA Te0e3ujcka qunauja vy : [a,b] = M
Koja craja p = v(a) m ¢ = v(b). TlomTo cMO mOKa3amM 1a Teoie3njcKy JIMHU]Y
MOZKEMO sja tojuraemo na M, ojarie ciaep ¢ = v(b) =moq(q) € W(M)

N3 nokazanwmx cBojcraBa u Teopeme Xomda n Punosa ciaeam ma je MHOTOCTPY-
koct M kommyerHa. 3amcra, ako je 1y reofesujcka suHuja y M, oHa moxke Ja
ce nojgurue 0 reomesujcke jmuuje 7 wHa M. Ilomro je M wommuerna, ¥(t) je
reozie3ujcka junuja medwuHHcaHa 3a cBe t € R, ma je u mena npojekiuja momohy
JIOKAJIHE U30METpHje 7 reojesujcka auauja na M, nedunucana 3a cse t. Oparie
cirenn 11 je M reone3ujcku KOMILIETHA, & CAMUM TUM U KOMILIETHA, MHOIOCTPYKOCT.

Ocraje ma mokaxkemo ma je w : M — M wmarkpuBame. Heka je p € M
TpOM3BOJbHA TAYKA W HEKa je B reofie3mjcKa JIONTa Ca MEeHTPOM P U TIOJIYPETHUKOM
d > 0, Koja Jexkm y HOPMAJTHOj OKOJMMHU Tadke p W HeKa je, 3a cBako x € 7 L(p),
B, reone3mjcka JjonTa y M ca [EHTPOM y & U mojymnpednukom . Tazga je

7 'B)= |J Bs w By NBy=0 3a z # (69)
zeT—1(p)

u 7 : B, — B je mudeomopdusam 3a cee x. Ona TBphema, koja moKazyjy ma ce
pPaau O HATKPUBAILY, CJEe U3 YUIHEHUIE Ja je 7 JIOKaJHA W30MEeTpHja. Jamcra,
upBo tBpheme y (69) ciequ u3 dumeHune Ja CBakKa Tavka y V MOXKe na ce Cuoju
Ca P MUHUMAJIHOM I'€0JI€3UjCKOM JIMHUJOM, U Jla C€ MUHUMAJIHE I'€0JIe3UjCKe JIMHUje
KpO3 p HA jeJMHCTBEH HAYWH TOMWKY /0 MUHAMAJIHUX T€O/Ie3UjCKUX JINHUja KPO3
T € M, 3a cBako x. Jlpyro Tepheme y (69) cineau u3 ummennue na 6u u3 y €
B,,NB,, ciennio na y MOXKe Ja ce CIOjH jeIMHCTBeHNM MUHUMAJIHAM I'e01e31)CKAM
JIMHUjaMa, Ca T1 U To; CBaKa O BUX Ou ce, 300r n30METPUIHOCTH 7, MPOjEKTOBATIA
HA MUHMMAJIHY Ie0Je3UjCKy JIMHU]y KOja cuaja p u 7(y) u Koja je jeJMHCTBeHa, 1na
UMa W jJeIUHCTBEHO MOAM3ame KOje TPOJIa3W KPO3 Yy W WMa IPYTU Kpaj Y TaUKU
r1 = xo. Yumenuna ga je w : B, — B mudeomopdusam caean u3 dumbeHuIe 13 Cy
exp, ¥ exp,, andeomMopdusMu 1 1a T, Kao JIOKATHA N30METPH]ja, CINKA Te0/Ie3h]jCKe
JWHUje y Teo/Ie3ujCKe JIMHumje, Ma je T = exp, omy () o exp, !, a m,(r) je nuneapHu
n30MOpPGU3aM, IMOIITO je T JTOKATHA H30METPH]a. \V4

3anarak 28. Heka cy M u N nose3ane PumanoBe MHOrOCTPYKOCTH, TIPH IEMY
je M xommnerna, u Heka je f : M — N jokanaa m3omerpuja. AKO cBake JBe
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Tagke y [N MOTy Ja ce CIOje jeTMHCTBEHOM T'€0/e31jCKOM JIMHU)OM, JOKA3aTh Ja je
f rnobamaa m3omerpuja. v

Baspmmhemo OBy JUCKyCH]y O MIODATHUM CBOjcTBEMAa PUMaHOBHX MHOTOCTDY-
KOCTH OITMCOM MHOI'OCTPYKOCTH KOHCTAHTHE CeKnuone kpuBuHe. Ha ochnoBy 3a-
marka 12, oaj onuc Moxkemo 11a csegemo Ha caydajese K =0, K =1u K = —1.
Y Ipumepy 19, Bumenn cmo 1ga eykauacku mpoctop uma kpusuny 0, y [Ipumepy 21
na cdepa nma ceknuony kpusuny 1 u y Ilpumepy 22 na npocrop JlobadeBckor nma
cekimony kpuBnHy —1. CBe KOMILIETHE MHOTOCTPYKOCTH KOHCTAHTHE KPUBHUHE CY
KOJIMYHUYKH TPOCTOPHU OBe Tpu MHOrocrpykoctu. IIpenusnuje, Baxku cieneha teo-
pewma.

Teopema 14. Hexa je M womnaemna Pumarosa mmozocmpyrocm dumen3uje
n ca Koncmanmuom cexyuonom kpusunom K € {—1,0,1}. Tada je ynusepszairo
Hamrpusare mrozocmpyrxocmu M uszomempuuro
e npocmopy Jlobavescroe H™ axo je K = —1;
o eyxaudckom npocmopy R™ axo je K = 0;
o chepu S™ axo je K = 1.

A Heka meka je 7 : M = M yHUBep3aJIHO HarkpuBamwe. Merpuka (-, ) na M
UHIYKyje Merpuky 7 (-,-) Ha M, y onmocy Ha kojy M MMa KOHCTAHTHY KPHUBHHY
K. Heka je
H™, ako jeK = —1
N =< R™, ako jeK =0
S”, ako jeK = 1.

Heka je,3a qo € Nupg € M, L : Ty N — T, M nuneapHa H30MeTPHja BEKTOPCKUX
npocropa. JJoKaxkuMo J1a je mpecIuKaBambe

f:N—>/]\Z, f:exppooLoexp;O1

JIOKAJTHA M30METPHja CBYAA TIe je exp(;)1 mudeomopduzam. Heka je ¢ € N Tauka y
Y1jOj OKOJIMHU je exp(;)l, atume u f, nudeomopduzam. Heka jep = f(q), Xq € TyN
Y, = f.(¢)X,. Iomrro je muorocrpykoct N xommierHa, u3 Ilociaequne 9 ciaenn
J1a, TIOCTOjU jeIMHCTBEHA Ie0JIE3UjCKE JIMHUjA MaPAMETPU30BAHA, JIy?KMHOM JIyKa,
KOja CIaja Ta4dke qo 4 q:

Y00 = N, (t) = expg, (tVg), 7(0) =q, (1) =g¢.

Ilomrro je exp(;)1 mudeomopduzam y OKOJIUHU TavYKe ¢, MOCTOju JakoOMjeBo mosbe
J(t) myx v(t), Takso ma je J(0) = 0, J(I) = X,, nobujero kao mosbe Bapujamnuje
re0IE3NjCKHUX JINHH]A,
J(t) = D(expy, )rv,, (tJ'(0)).

Iomrro je L u3omerpuja, Kpusa v := f oy je reome3unjcka JIUHAja TAPAMETPU30BAHA,
nyxurom yka. Hexa je Wy, = L(Vy,) = v'(0) u Z = L(J'(0)). Taza je J(t) :=
D(exp,, )iw,, (tZ) JaxoGujeso mome mayx (t) koje 3asoBombana J(0) u J(0) =
Z. Tlomro N n M wmajy ucTy KoHCTaHTHy Kpusnuy K, n3 177(0)]] = [|J'(0)]| =
Vil = [[Wy, || 1 JaxoBujesux jexnauuna caemn ||J(1)|| = ||J(1)||. Baucra, moxemo
Ja pernocTaBuMo aa je J L v (y cynporHom mocMmarpamo Jakobujeso noswe J —ty’,
suzeru [Tpumep 29). dudepenuupamem uzpasa (y',J') u npumenom Jaxobujese
jenHauYMHe 3aKJbydyjeMo Ja je OH KOHCTaHTaH, na audepennupamem uspasa (', J)
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3aK/bydyjeMo Jia je U oBaj u3pas KoncTanTaH u ma je 3ato ||y x J||? = ||¥'||?||J]|* —
(v, )2 = ei||J||? + c2. Omarze u u3 (60) ma crp. 100 u (67), (68) ma crp. 106
cremu ma ||J||? 3amoBombasa mudepenujany jeHauMHy IPBOT pesa, 1a je oxpeheHo
TIOYEeTHUM YCJIOBOM.

Cana m3 medunmmmje mpecankaBama f = expolL o exp™! mudepenmupamenm
J106mjaMo

Fo(Xq) = (I (1) = D(expy, uw,, (12) = T(1).

Omazie 3akmyayjemo aa je || (X))l = [T = [T = || X, ||, aume je moxazamo
na je f JlokajgHA M30METpHja.

Axo je K € {-1,0}, us Anamapose Teopeme (Teopema 12) cieau ja je f
nudeomopduszam, drMe CMO 3aBPIIIIN JI0Ka3 y TuM ciaydajeBuma. Heka je K = 1,
1j. N = S". Tazna snamo na je exp, : Ty, — S™ \ {—qo} mudeomopdusam (suseru
ITpumep 30 Ha crp. 100), ma wu3 mokazamor cieam ma je f : S™\ {—q} — M
JlokasiHa u3omerpuja. Vzabepemo tauxky ¢1 € S™ \ {go, —qo}. Heka je p1 = f(q1)-
JeduHUIeMo mpecInKaBame

g:S"\{fql}%M, g = exp,, of*(ql)oexp;ll.

[ommrro je f(q1) = 9(q1), f«(q1),9+(q1), m3 Jleme 8 ma crp. 97 cnemn na je f = g Ha
nosesanom ckymy S™ \ {—qo, —¢1 }. To mam omoryhasa na nedunuiiemo npeciuka-
BaIbe

h:S” s M, h(I) _ f([l)) x 7& —qo0
g9(z) T# —q
koje je nokasna m3omerpuja. I3 Teopeme 13 cienu na je h markpusame. Ilomro
je m1(S") = 0, cneau pa je h aqudeomopdusam, nakie riodanHa uzoMerpuja.
ITocnemuua 10. Komnaemua muozocmpyrocm dumenduje n KoOHCMaHmme cex-
yuone xpusune K € {—1,0,1} je uszomempuuna
o npocmopy H" /T axo je K = —1;
e npocmopy R™ /T axo je K = 0;
e npocmopy S™ /T axo je K =1,

2de je I' duckpemna epyna xoja dejcmeyje momanrno npexudrno Ha M.

A TlpeciukaBamwe m u3 jgokasa Teopeme 14 je um3omerpuja, a CIPyKTypHA IPyla
HATKPHUBAIba JEjCTBYj€ TOTATHO NpEeKuaAHo Ha M. \V4

Bamarak 29. Jlokazatu 1a je muorocrpykoct R? /T m3omerpudna

(a) umnmuapy, ako je rpyna I’ reHepucaHa jeHOM TPAHCJIAIM]OM;
(6) Topycy, ako je rpyua I’ renepucana JBema TpaHcianujama;
(B) Mebujycosoj rpauu, ako je rpyua I' renepucana kiusajyhom peduiiekcu-

jou;
(r) Knajuosoj dutamm, ako je rpyna I’ remepucana kiusajyhiom pedirekcujom
U TPAHCIAIUjOM. v

3. I'maBua pacJiojema

3.1. Mope—KapraunoBa dopma. Heka je G Jlujesa rpyna. 3a cBako g € G
nedUuHUCAHE CY A€6a U 0eCHA MPAHCAGUUIE

Ly, Ry : G — G, Ly(z) = gz, Ry(z) = xg.
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Osa mnpeciukabama cy mudeomopbusvu: L' = L1, Ry' = Ry, JleBa u
JleCHa TPAHCIAIMja KOMYTupajy, Ry o Ly, = Ly o Ry, anu 1Be jeBe (WIH IBe JeCHe)
TpaHCJIANKje y OMIITeM CJIydajy He KOMYTHpPajy, ako rpyna G auje Abesosa.
BaxBasyjyhu mpucycrBy crpykType rpyte, Jlujese rpyne cy napaienun3abuimHe
MHOIOCTPYKOCTH (IIOJCETHMO Ce /Ia TO 3HAYU Ja CY UM TaHI'€HTHA PAC/IOjetba TPUB-
yjanua). Tpusujasiuzauujy MoKeMO 1a KOHCTPyuineMo 1omolly uzBosa Jiese Tpa-
HCJIaIje:
GxT.G— TG, (9, Xe) = (Lg)sXe (70)

je m3omopdu3amM BEKTOPCKUX paciojema. Tanrentnu npocrop T.G Jlujese rpyme y
jenuuunu Ha3uBamo Jlujesom anzebpom Jlujese rpyne G u o3HAUABAMO Ca,

g = Ter

na (70) mmrmemo
Gxg—TG, (9, Xe) > (Lg)«Xe (71)

Hazus Jlujesa aszebpa cyrepuiiie Ja BEKTOPCKHU MIPOCTOP § UMA CTPYKTYPY aareoOpe;
3amMCTa, MHOXKEIHE Ha MY je TIPeCTNKABAHE

['a'}:gxg%ga (72)
nedunucano Ha ciegehn Haund. Axo cy X, Y, € g = T.G 1Ba TaHP€HTHA BEKTOPA,
caXy:=(Lg):Xe, Yy :=(Lgy).Ye cy nebunucana sekropcka moma X,Y : G — TG.
Hedunuimmmo

[Xea }/e] = [X7 Y]E7
IJIe je Ha JIECHOj CTPAHU BPEJHOCT KOMYTATOPA BEKTOPCKHUX 110Jba X U Y y jeTuHUIIH.
U3 ocobuna JIujeBux 3arpajia BEKTOPCKHUX IMOJbA CIEIU Ja je MHOKeme (72) Ou-

JINHEAPHO, AaHTUKOMYTATUBHO U 33,10B0/baBa JakoOujes unenturer (Bugeru (11) na
crp. 12).

IIpumep 33. V Ilpumepy 8 cMo Bugenu 1a je TAHTEHTHO PACIOjerme TOPYCa
T =S! x --- x S! rpusnjanno:

TT" =2 T" x R™.

Caza 1O BUIUMO M KaO CIEIUjAJHA CIydaj napasenu3abuiaHoctu JlujeBux rpymna.
Jlujesa anre6pa Jlujese rpyne G = S! je komyrarusna anre6pa (R, -, +,-); Jlujesa
anrebpa ropyca je mponssox (R™, -, +,-). f
IIpumep 34. JlujeBa anredpa cuemujajHe OpTOrOHAIHE MATPUYIHE TPYIIE
S50(n) = {A e RV | AAT = ATA=E,det A=1}
je
so(n) = {A e R™" | A+ AT =0}.

Jla 6UCMO OBO BHJIENH, JOBO/BHO je na mudepennupamo uspasz A, Al = E y tauku
t = 0. IIpumenom JlajOHMUIIOBOT NpaBHIIa 3aKJ/by4dyjeMO Ja je CBaKa MATpPUIA U3
JlujeBe asnrebpe s0(n) anTucumerpuyna. la ce oBa 1Ba BEKTOPCKA IPOCTOPA, IIPOC-
TOP AHTHCUMETPUYHUX MATPULA U §0(n) NOKJAINA]y BUAUMO U3 opelerma buxoBux
JMMEH3Mja; TMMEH3Mja MPOCTOpa anTucuMerpuanux marpuna je n(n — 1)/2 (jep
je aHTHCUMETPUYHA MATpHUIa ofpeheHa egeMeHTHMA WCIOJ TIABHE JWjaroHaje) u
jenmaxa je mumensujm muoroctpykoctn SO(n), koja je mmpepsna ciamka f~1(E)

perymapse Tauke npecinkasama f(X) = X X7 mpocTopa MaTpuIia ca HO3ATHBHOM
JIETEPMUHAHTOM y MPOCTOD CHMETPUYHUX MATPUIA.
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JlujeBa 3arpasa Ha s0(n) (Kao u Ha GUJIO KOjO] MATPUIHO]j IPYIIM) CE MOAYAapa

ca KOMYTaTOPOM MATPHIA

[A, Bl = AB — BA. (73)
CrenmjasTHo, Ha BEKTOPCKOM IIPOCTOPY R? eyKIMACKH BeKTOPCKH IIPOU3BOJT

x :R*xR®* - R?
nedunmuIle ONINHEAPHO ¥ AHTUKOMYTATHBHO MHOXKEHhEe KOje 33/10B0JbaBa Jakobujen
ujaeHTUTeT; Tako nedunucana Jlujesa anredpa (R, -+, x) je msomopdua Jlujesoj
anrebpn s0(3) JIujepe rpyme SO(3). OBo ce BUIM IUPEKTHOM MTPOBEPOM: Ce€ Ma-
tpune A € s0(3) cy obinka

0 —as as 0 7b3 b2
A= as 0 —ay B = b3 0 7b1
—asg aq 0 —b2 b1 0

Axo wux upentudukyjemo ca sekropuma d = (ai,as,az) u b= (b1, ba,b3), sako
LPOBEPABAMO JI4 BEKTOPCKU LIPOM3BO/, OAroBapa MHOXKewy (73). f

Nuseps upeciukasamwa (71) MOKEMO Jja KOMIIOHY]EMO €A POjeKIUjOM Ha IPYLy
KOMITOHEHTY, YuMe nobujamo mudepeniujanny 1-bopmy ca BpeaHocTuMa y @, Tj.
[pecInKaBame

GG TG — g
unja je pecrpuknmja 0g(g) : T,G — g nuHeapHO TpecanKaBame 3a cBako g € G.
by u3asajamo cnenehom medurUIIjOM.

Hepununuja 32. dudepennujamna 1-bopma

Og: TG — g
n06ujeHa KOMIIO3UILMjOM HMHBEp3a npeciukaBama (71) ca mpojekiujoM Ha Apyry
KoMIoHeHTy Ha3uBa ce Mope—Kapmanosom dopmom Jlujese rpyne G. O

Hudepennujanne k—dopme ca BpeJHOCTUMA, ¥ KOHAYHO JTUMEH3UOHOM BEKTOD-
ckom mpoctopy V osmauasahemo ca QF(M;V); To je cnemmjammm crywaj sedunm-
nuje (33) wa crp. 83, 3a ciydaj TpuBHjaIHOr paciojema. IIpumerumo na je

QF(M; V) =QF (M) o V.
Cuospaltmbu audepenimjat
d: Q8 (M) — QMH(M)
ce TMPaBOJIMHUCKHU YOIIITAaBA Ha
d:QF(M; V) — QMM V),

Kao IITO ce audpepeHnupame CKaJapauX (pyHKIFja TpoayzKaBa Ha audepeHnupame
dbyHKIMja ca BEKTOPCKMM BPEIHOCTHMA, AnbepeHIpameM cBake KoopamHare's.
Ca crospaIrbuM MHOKEEM je CTBAp MaJio cioxkennja. Crospaiimu mpon3Bo 00md-
mux mudepertpjamanx dbopma A @ QF (M) x QF (M) — QUHE(M) je nedunmcan ca

ANV(X1, . Xjan) = D (1) AN X1y, X))V (Xa(41)s - - Xo(4h);
(74)
13111, 6e3 xoopmunara, ca d(A®v) = (dA\) ® v. IIpumeTnMO ga HAM Yy CIy4ajy PUKCHPAHOT

BEKTODPCKOT npoctopa V (mim, APYrEM pedmMa, TPHBUJAIHOL PACJIOjeHha) 33 OBO HHje MOTPe0HA
KOHEKCHja, Ka0 U J1a OBAKO JAeUHUCAH AU@EPEHITHjal 3aJ0B0J/baBa d? =0.
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rje ce cymupa 1o csum nepmyranmjama o : {1,...,5+k} = {1,...,j+ k} u rne
SgN o O3HAYaBA 3HAK IepMyTanuje (IIAPHOCT TPAHCIO3UIIUjA Y IPEJACTABbAY I1€P-
MyTaluje Kao Komuo3sunuje rpancuosunmja). Osue je Ha JiecHoj crpanu uckopuiihe-
HO MHOKee CKajJapa, Koje He TTOCTOj! Y OTIITEM CIydajy ¥ BEKTOPCKOM TTPOCTODPY.
3a ¢dopme ca BpeIHOCTUMA, Y BEKTOPCKOM TTPOCTOPY, CIOJbAIEHE MHOXKEHHE MOKEMO
12 mepUHUIIEMO Kao MPECINKABAHE

A QI (M V) x Q¥M; V) — QIFH MV e V), (75)

TaKo 1mTo ymecto cyme y (74) craBumo

Z(—l)sgnoA(XU(l), . ,Xg(j)) ® V(Xg(j+1), ey Xo—(jJrk)).

o

MebhyTum, ako Ha je HA BEKTOPCKOM IIPOCTOPY AePUHUCAHO U OMINHEAPHO MHOXKEHHE
m:V XV — V unm, eKBUBAJIEHTHO, JTUHEAPHO TPECTUKABATHE

m:VeV—-V
OHO JTe(PUHHUIIIE MHOKEFHE
m: YR M, VeV) = QM V), ) (X)@(wew) == v(X)@m(vow). (76)

Komnosunuja npeciukasama (75) u (76), Kojy (1a Gucmo uzbersu cyBuie 03HAKA)
03HAYABAMO MUCTUM CJIOBOM 17, j& TTPECTUKABATHE

m=moA:QW(MV)xQ"M;V)— QFFDM,; V).

IIpumep 35. Heka cy \,v € QY(M) ®@ g audepennujamne 1-dopme Ha MHO-
roctpykoctu M ca Bpemgroctuma y Jlujesoj anrebpu g. Tana je

] (X,Y) = A(X), w(V)] + [p(X), A(Y)]
Cuenmjanno, 3a A = v,
A (X, Y) = 2A(X), A(Y))
JIoka3 ocTaB/baMO Kao 3aaTaK. f
Ceako g € G pedunmie uzomopdusam (KoHjyrauujy)
Cg=LygoR;1=Ry10Ly:G— G, T grg T,
KOJU CJIUKA € Y €, 1A je IeroB U3BOJ, Y TAYKH € JUHEAPHO MPECTUKABAHE
Ad(g) := (Cy)«(e) : g — .
Ipumernmo ga je (z,g) — Cy(x) 1eBo mejcrro rpyme G Ha cebu, ma je
Ad: G — GL(g) (77)

penpesenranuja rpyne'? G Ha g; HA3UBAMO je adjyH208GHOM PENPEIEHMALUIOM.

3anarak 30. lokazaru ma je

d
[Xe, Y] = £|t=OAd(m(t))Ye,
rae je x(t) 6mwio koju nyr, rakas ga je x(0) = e u %(0) = X.. Kopucrehn oBaj

uspas, pokasaru dpopmyny (73) na crp. 111. v

14PenpeseHmau,uja epyne G Ha BeKTOPCKOM mpocTopy V je xomomopduszam G — GL (V) Te
rpylie y Ipyly WHBePTUOMJIHUX JIMHEAPDHUX IIpeciauKaBama V — V.
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Tepbeme 15. Mope-Kapmanosa gopma 0 € QH(G) @ g uma caedeha ceo-
jemea:

(1) Lifc = 0c, mj. 0g je seso unsapujarmuma;
(2) Ry = Ad(g~")fc;
(3) dfg + 3[0c,0c] = 0.
A Heka je h € G npouzBomna Tauka y G u X € T)G npou3BO/baH TAHTEHTHH
BeKTOp y T0j Tauku. Ilo nedunurujn Mope—Kapranose dpopme je
0c(Xn) = (Lp-1)sXp-
Cnnuno, 3a BekTOp (L)« (Xn) € TgnG je
0c((Lg)«Xn) = (Lgn)=1)«(Lg )« Xn.
Osa jsBa u3pasa j0ka3yjy npso rBpheme, jep je
L;QG(Xh) = 0G((Lg)*Xh) = (L(gh)—l)*(Lg)*Xh = (Lh—l)*Xh = GG(Xh)'
Cimano ce jokasyje u JIpyro tepheme:
Ry0c(Xn) = 0c((Rg)«Xn) = (Ling)-1)x(Rg)«X
= (Lg-10Ry)s(Lp-1):Xp = Ad(g~"
3a mokas rpeher rephema uckopucruhemo hopmyty
dbe(X,Y) = X0a(Y) = Y05 (X) — 6a([X,Y]) (78)

(JIema 1 na crp. 24). JleBa crpana 3aBucu camo 0] BPEJHOCTH BEKTOPCKUX 110/ba X
u Y y rauku. I3abepumo ra nosba rako Ja Oyy JjeBo unBapujanTHa (LPOLIUPUMO
ux u3 jemHe tauke Ha G u3Bomom Jiee TpaHciammje). Tama cy 0g(X) n 0g(Y)
KOHCTAHTE, 14 Cy IpBa JBa cabupka Ha necHoj crpanu (78) jeanaka uymu. Ilomrro
je (Lg)«[X, Y] = [(Lg)+X, (Lg).Y] (Teopema 8 na ctp. 12), cieau u na je [X, Y] neso
MHBAPHUjaHTHO BEKTOPCKO TMOJbe, ma je, no medunumuju Mope—Kapranose dopwme,
rpehu cabupak y (78)

0 ([X,Y]) = [X,Y]e = [X¢, Ye] = [0c(X), 0 (Y)]
(upse age Jlujese 3arpaje y UPeTXoAHOM JanLy jegnakocru cy Jlujese 3arpaje Bek-

TOPCKUX MOJba, a aApyre ase Jlujese 3arpage y g). Omarie ciequ na je dfg(X,Y) +
0c([X,Y]) = 0, mro 3naum (sugern Ipuvep 35) dfg + 3[0c,0c) = 0. \V4

W=
)0c(Xn)-

ITocnemuma 11. J[ucmpubyyuja ker O je unmezpabusma.
A Jlokas cuean u3 dfe + 1[0, 0¢] = 0 u @pobenujycose Teopeme. \V4

3.2. Konekcuje Ha IrJIaBHUM paciiojelbuMa. BeKkTopcka paciojema cy ciie-
NHUjAJTHA CJIyda] OMIITHJEr IOjMa pacaojera, Koju ce dopmaaHo aeduHULIE Kao
ypehena wersopka (E, M, F,w), rne cy E, M, u F TONOJONIKA MPOCTOPH, & T :
EF — M mempeknIHO TpeCciNKaBambe, TAKBO Jla 3a CBAKy Tadky e € [F mocroju
orBopena okosmaa U C M tauke w(e) € M u xomeomopduzam

o:m N U) = UxF,

TakaB s1a je py o ¢ = m, rae je p; : U x F — U upojekinuja Ha OpBy KOODIH-
uary. IIpoctop E HA3UBaMO 1MOmMaAHUM NPOCOPOM pacaojersa (WTH, HEKaJl, caMo
pacaojervem), M basom u F caojem Wi 64aKHOM, & TIPECITUKABAE T IPOJEKIH]OM.

TTojmoBu Kao m3omopdu3am paciojerma, TPUBHjATHA PACIOjerba U Cederha Ie-
dbunMITy Ce HA OYUITIEAH HAYNH, KAO KOJ BEKTOPCKHUX PACIIOjerbha.
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Y Kareropuju TIATKAX MHOTOCTPYKOCTH TOBOPHUMO O TJIATKHAM DPAC/IOjerHhUMa
(yak ¥ aKo MCILyCTUMO ped ,ruarku’), umajyhu y Buiy Ja cy CBU OGjeKTH Y OBO]
nedprHUIIjI TIATKHA.

Bugenun cmo ma, ako je G JIujera rpyna u H mena 3arBopena Jlujesa moarpyma,
ouza Komuuauuky npocrop G/H (unp. mecuor) gejcrsa rpyne H wa G uMa CTpyK-
Typy riarke muorocrpykocru. Uersopka (G,G/H, H,7) je taga npuMep rJaTKOr
pacojema Koje, ceM CTPYKType pacjojerma, IMa U MPUPOIHO MePUHUCAHO AEjCTBO
rpyne H wa Toramnom mnpocropy G, Koje uyBa BiakHa. OBaj mpuMmep yoImraBaMo
crenehom meduHuUIIjOM.

Hedounuumnuja 33. Iasno pacaojerve je ypehena neropka (P, M, F, 7, G) rue je
(P, M, F,7) pacnojewe, a G JlujeBa rpyna Koja mecHo jejcrByje Ha mpocropy P,
[IpH 9eMy TO JI€jJCTBO UyBa CJ0jeBE W HA CBAKOM OJI CJ0jeBa je CJ000IHO W TPAH3U-
tuHo. I'pyna G Hasmsa ce cmpyxmyprom epynom (P, M, F, 7, G) rinaBHOT pacio-
jema. Ilomro G mejcTByje caobomHO u TpaH3uTUBHO HA F, BIakua F' cy mudeo-
Mopdua muOrocTpykKoctu G. TakBu mpocropu, koju cy mudeomopduu Jlujeroj
rpynu G, au HeMajy CTPYKTYpy Ipyle, Ha3uBajy ce G—mopaopumal®. %

Hexkana rmaBHO paciiojere 03HAYaBAMO JUjarpaMoOM

G —- P

!
M.

IMowrro je mejerBo G wa P cnoboxno u vyBa Biakua, npocrop opbura P/G je
nudeomopdan 6azu M.

Iedbununuja 34. Heka je P rmaBHO paciojeme ca CTPyKTypHOM JlumjeBom
rpynom (G, auja je JlujeBa anrebpa g, u Heka je, 3a p € P,

op:G= P op(g)=p-g
npeciaukaBame medunncaHo necanM aejcrBom G ua P. Taza je 3a cBakm BEKTOD
EeT.G=gca
&p = (0p)+€ € TP
nedrHICAHO BEPTHKAIHO BeKTOPCKO mosbe'® € na P, xoje Ha3uBaMo gyrdamenman-
HUM BEKMOPCKUM TODbEM LIPUAPYKEHUM BEKTOPY &. O

IIpumep 36. Bumenau cvmo na je, axo je G JlujeBa rpyna u H meHaA 3aTBOpEHA
JlujeBa noarpyna, neropka (G,G/H,H, 7, H) jelHo IiaBHO PAciojeme ca CTPYK-
TypHOM rpynom H. f

IIpumep 37. HarkpuBame 7 : M - M nedUHAUINE TJIABHO PACIOjErhe Ca
Totanum npocropom M, 6azom M, JUCKPeTHHM CIOjeM H CTPYKTYPHOM IDYIIOM
G = m(M)/m.(m (M)) Crernujanno, yHHBEP3ATHO HATKPHUBAIE je HATKPUBAE
Ca mPOCTO NOBE3AHMM TOTAJIHUM IPOCTOPOM U CTPYKTypHOM rpynom 71 (M). f

IIpumep 38. Ilpeciukasame R x R — St x St (x,y) — (2%, e2™W), nedun-
HIlle YHHBEP3aIHO HATKPHBAILE TOPYCA. i

15A(1)HHH POCTOP MOJIEJIOBAH HAJl BEKTOPCKUM LPOCTOpOoM V je upumep G—rop3opa, rie je
G aputuBHa AGesoBa rpyma mpocropa V.

6Kao y CclIydajy BEKTOPCKHX paciojema, BeKTop Xp € T, P HasuBaMO 6epMuKasHUuM aKO
je m«(Xp) =0, rae je m : P — M mnpojekuuja u3 geduHANMje paciaojerna P.
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IIpumep 39. Harkpusajyhe npeciukaBame
exp: C— C*:=C\ {0}, z > e”

nebunue narkpusawe (C,C* exp,Z). Nupep3no upeciukapame, jorapuram, je
pume3nauno Ha C*, anu je jeIHO3HAYHO HA YHUBEP3AJHOM HATKPUBAKY MPOCTOPA
C*, koje ce HasmBa Pumano80M NOBPWU A02GPUMMAG W KOHCTPYHUIIE HA HAYTUH
mo3nar u3 KowMrmiekcHe anajan3e, n3pe3WBamHeM KOMILJIEKCHE DABHU JIy2K OCE KPO3
KOODJMHATHY TI0oueTak u JeisbemeM. Harkpusamwe (C,C* exp,Z) je uzomopbno
narkpusamy (R2 S! x R, 7, 7Z), rae je w(xz,y) = (27 y). f
IIpumep 40. Ilpeciukasame
m:C" — C¥, z = 2"
nedunuiie varkpusamwe (C*, C*, 7, Z,,). HberoBo nHBep3HO NpecaukaBame 2 — /2
je Bume3snauno npeciaukaBame Ha C*) anu jeqnosnauno vHa Pumarnoso) nospuiu n—

moe KopeHa, Tj. HATKpHUBamby Hpobymiere koMmiiekcHe paBau C* ca cTpykrypHOM

rpynom 71 (C*) /nm (C*) = Z/nZ = Z,,. il

IIpumep 41. Myntuninkarusna rpyna G = R\ {0} aejeryje ma R™H1\ {0}
MO TIPABUITY

R\ {0}) x (R"™\ {0}) > (t,2)—~t-2 € R™™\ {0}.

OBo zejcTBO je ciobOoAHO, TJIATKO U TPAH3UTUBHO Ha opburama. [Ipocrop opbura
je peasnu npojektuBHHU mpocrop RP". Tako cmo m0bmim peajHu IPOjeKTHBHU
MPOCTOD Kao 6a3y riIaBHOr pacyojema ca crpykrypHoM rpymom R\ {0}. Cerumo ce
na cmo y Ilpumepy 19 wa cTp. 31 Bumenu peajHu MPOjEKTUBHU MPOCTOP Kao 0azy
IJIABHOT PAC/IOjerha Ca CTPYKTYPHOM TPYIIOM Zs, Tj. Kao 0a3y HATKPUBAbA.
Cnmano, kKomiuiekcau npojektuau npocrop CP™, koju cmo y Ilpumepy 19 Ha
crp. 31 Busesn Kao 6a3y IJIaBHOI Paciojerba ca CrpyKTypHOM rpyiom S', Moxe za
ce BUJIM W KO TJIABHO paciiojerse ca crpykryprom rpynom C\ {0}. Knacy exsupa-
JeHnyje Tauke (ag,a,...,a,) C K™ y npojekrusrom npocropy KP™ o3HavaBaMo
cafag:aj:...:ay|, OB KOODJMHATE O3HAYABAMO TOMOZEHUM Koopduramama. 4

IIpumep 42. (Xomndoso paciojeme) Y Ilpumepy 19 Ha crp. 31 cMo Buenn
na ce npojekruau npocrop CP™ peanusyje Kao mpocTop opOHUTa I€jCTBA MYJITHII-
aukarusHe rpyne S! jeauHndnnx KoMimiekcHuX 6pojesa Ha 2", Tuwme je medun-

MCAHO TJIABHO PACIOjerhe
Sl N SQn—i—l

!
CP™.
OBa pacnojema HazuBamo Xongosum pacaojervuma. Crnemmjanuo, 3a n = 1 je
CP' > CU{oo} 2S? ([¢:n) — &/n), na uMaMO IIABHO PACIOjere
st —» 83

! (79)

S2.
Axo Tpomumensuony cdepy mocmarpamo y ambujenty S C R* = C?, kao xumep-
noepm 3a7ary jemnaumnoM |z1|2 + |22/ = 1, Xondoso paciojeme moxeMo ga
BHIAMO Ka0 HPECIHKABAHE

2
7:5% 5 SP2CPY,  (21,2) — 2.

21



116 1. PACJIOJEHA, KOHEKCMJE, KPUBITHE

Ba csako [ : n] € CP!, unsepsna ciuxa 7 ([¢ : n]) je Bemukm xpyr na S°.
WHuBep3He ciauke pa3iudauTUX Tadaka Cy yIaHdaHd KpyroBu. To MoxKe 1a ce BUIU
ako ce cdepa nmocmarpa kao yamja S = R™ U {oo}, y3 momoh crepeorpadceke
TIpOjeKInje

T i) Tp—1
Pn i S™ — R™, (.1'17.’1,'2,...,1‘”)0—)( L )

1l—x, 11—,  1—2x,

Taza je, uip, pz oo py ~(1,0,0) oca z; y R%, a p3omopyt(—1,0,0) jemmmmamu
Kpyr y paBuE (79, 73). Taukama (21, 22,73) € R3 ca |x1| # 1 omrosapajy Kpyrosu
cepe |21)% + |22]? Ha kKojuma je 21 +1 # 0, 22 # 0 1 Koju ¢y MehycobHO qUCjyHKTHH
U yIaHYIAHU.

Tako no6ujamo pasiarame mpoctopa R? wa yrujy davminje yramdanux Kpy-
rosa u jemHe mpase. Y S? ce u Ta jeama mpaBa BHIH Kao KPYT, Ha J00HjaMo pa-
3marame cdepe S ma ynamuane kpyrose. Pa3nBajameM Ha aBe moadaMuiInje OBHX
Kpyrosa, gobujamo S? kao yuujy nBa myna ropyca D2 x S, #

3amarak 31. ITocmarpajmo cohepy S? € R* kao ckynm jeauHmYHEX KBaTep-
HHUOHA:

S* = {g=q1 + qoi+ gsj + quk | g = 1}.

(a) Joxazatn ma je S? JImjesa rpyma y oQHOCY Ha, OMEpAIijy MHOYKEHa, KBaTep-
HHOHA.

(6) Iomcrosernmo Tauxky p = (x,y,2) € R® ca uucTo MMaruHapHEM KBaTep-
HuoHoM p = i + yj + zk. JokasaTu 1a je 3a cako ¢ € S ca

Ry :R* =R, Ry(p) =apg™"' = qpd,

T7e je MHOYKEHEe Ha JIeCHOj CTPAHU MHOYKEHe KBATEPHUOHA, NeMUHUCAHA, POTAIIN]a,
npocropa R? ca IeHTPOM y KOOPAWHATHOM MOYETKY.
() Hokazaru na je y (6) nedunucan xomomopdusam Jlujesux rpyima

p:S* = S0(3)

u 1a je kerp = {—1,1}.
(r) @uxcupajmo Tauky po = (1,0,0) € S?. Jlokazaru 1a je ca

m:§* = 8% w(q) = Ry(po) = qig
nedurICcaHO X0MMOBO paciojerme moMoNy KBATEPHUOHA. v

3anmarak 32. O6jacauru Kako cy jgedunucana XomdoBa paciojema

SO —» st S8 - §7 ST — St
{ { { (80)
St St S8.

ViyTcTBO: CeM peajHuX U KOMIUIEKCHUX ITPOjeKTUBHUX MIPOCTOPA TOCTOj€ U KBaTEP-
HUOHCKHU TPOjJEKTUBHU IIPOCTOPH, IOIITO je Pejaliija €KBUBAJIEHIIUjE ,IPUIIAIATH
MCTO] MpaBoj” M3BeAEHA U3 ACOIUjaTUBHOCTH MHOXKEa. Ta penanumja nuje 100po
nedurncana ca Kejmujesum 6pojeruma, Tj. anre6pom okTasa RE, koja je meacomuja-
tuBHa. Mehytum, 100po cy aeduHncann MOjMOBYA OKTAHUOHCKE MTPOjEKTUBHE MTPaBE
u npojektuBHe paBau. OKTAHUOHCKA TPOjeKTUBHA MpaBa je JedUHUCAHA HA UCTH
HaYMH Ko peajiHa, KOMILIeKCHA Ui KBaTepHUOHCKa, jep je (z,y) ~ (1,yz~1) 106po
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neduHICaHA peJalyja eKBIBAICHIM]e, KaJIa Cy & U y Pa3Iu<nT o myste . Pacio-
jema (79) u (80) oxrosapajy peasiHuM, KOMILIEKCHUM, KBATEPHUOHCKUM M OKTAH-
MOHCKUM IIPOjeKTUBHUM IpaBaMa, Koje cy audeomopdme chepama oarosapajyhmx
nnmensuja. [Ipumernmo 1a mocmeme paciojeme v (80) Huje TIaBHO pacyiojemne, jep
S” Huje rpyma — MHOKeme jeMATIHNX oKTaBa medurnmre Ha S” MHOXKeme Koje nMa,
HEYTPAJIHN €JIEMEHT U y OJHOCY Ha KOje CBAKH €JIEMEHT MMa WHBEP3, aJli MHOMKEHHEe
HHje acOIMjaTUBHO. v

Hamnomena 23. Tlosuaro je (na ocuoBy pesynarara @. Anamca) ma cy (79) u (80)
jenuHa paciojema KojuMma cy 0a3a, CJI0j U TOTAJHU MPOCTOp cdepe. o

IIpumep 43. (IIpoctop TBucTopa) AsreGpa H KBaTepHHOHA je reHepucaHa
6azom 1,1, j, k max R, amm u 6a3om 1, j vag C: cBaku kBarepunon q € H uma jennos-
HavaH 3a1uc q = 21 + 22, 21, 22 € C. Tako Tauxa H? \ {0} oaroapa jeuHCTBEHO]
raukn C* \ {0}, ma cy ma ckymy

H?\ {0} = C*\ {0}
neduHUCAHA [IBa JEjCTBA: MHOXKEHmhE KBATEPHHUOHMMA U MHOXKEHE KOMILIEKCHUM
6pojesuma. Opbure JApyror gejcTBa Cy yjeaHO U OpOUTe MPBOTr, AU HE W OOPHYTO.
Op6ute npsor jejcrsa Cy Tauke KBaT€PHUOHCKE lpojexTusue npase HP! = §% a
opbuTe IPyTOr TaduKe KOMIIEKCHOT mpojekTusHOr mpoctopa CP3. Tako mobmjamo
paciojeme
cp? — st

OBo paciojeme nasusa ce npocmopom meucmopa nad cgepom S*. Tsucrope je
yBeo Pornrep ITeHpoy3 Kao MOZes MPOCTOpA y TEOpPHjHM KBaHTHE rpapuTanuje[46].
Onu cy 3Hadajuu u y AudEpeHInjaaH0] TOMOJOTHjH YEeTBOPOIUMEH3UOHUX MHO-
TOCTPYKOCTH, jep oMoryhasajy n3ydaBarmbe HEKUX MUTabha Au(epeHIyjaTHe reoMeT-
puje chepe S* MeToTaAMA KOMIITIEKCHE IIPOjEKTHBHE [€OMETPH]E. f

IIpumep 44. Heka je E BeKTOPCKO paciojeme panra r Hag 6azom M. Saxz € M
03HAYMMO ca P, cKyII cBUX ypehenux 6a3a BeKTOpCKOr npocropa F,. I[Ipumernmo ma
rpyua GL(r,K) nejcrByje rnarko, gecuo, ciao601HO U TpaH3uTuBHO Ha P,. 3aucra,
cBaky ypebherny 6a3y y F, MOXKEMO /1a CXBATUMO KA0 JIMHEAPHH H30MOPQU3aM

e: K" — E,,
na je gpejerso rpyne GL(r,K) na P, nedunucano ca
GL(r,K)x P, > (g,e)—eog € P,.

P:UPx

zeM
UMa IPUPOIHO AedWHHUCAHY CTPYKTYPY TJIATKOT paciojema: ako je (U, ) Tpusu-
janmmzanyja paciojema Ey, onaa je ca
Yy : Py = U x GL(r,K), ¢(x,e) = (z,p0e€)
nebunucana rpusnjanudanuja Py #an ckynom U C M. Ha raj nauun je medun-

HMCAHO TJIABHO paciojerbe P manm M, Koje ce Ha3zmBa pacaojervem ypehenux basa
BEKTOPCKOT pacjojema F. f

Yuuja

17Z[eq)nnnuuja OKTaHMOHCKE MPOjeKTUBHE PDAaBHU 3aXTaBa MaJIO JPYradHjy KOHCTPYKIUJY —
pesnanuja ekpuasennuje ce nedunuie Ha ypeljjenum rpojkama (z,y, z) okrasa Koje umajy 6ap jesHy
peaJiHy KOODAHMHATY; OKTAHUOHCKA NPOjeKTHBHA PABaH je KOJMYHUYKU IPOCTOP Te pesallyje.
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Iedununuja 35. Heka je P riaBuo paciojeme v 6a30om M ca CTpyKTypHOM
rpynoMm G u HeKa je S MHOIOCTPYKOCT Ha K0jOj je nedduHUCAHO TJIATKO JIEBO J€jCTBO
rpyne G, OIHOCHO XOMOMOPQU3aM rpyma

p: G — Dif (5).
IIpudpyorceno pacaojerve
S = Px,8
1
M

oznpebeno sejcrsoM p je paciojeme uuju je rorasanu npocrop P x ,S npocrop opbura
JIECHOT JIEjCTBA,

(9, (0, €)= (p-g,p(g7HE),

3a g € G,p € Puf € S. CunenujanHo, ako je S = K" Bekropcku npocrop,
a p: G = GL(r,K) penpesenranuja rpyne g, ouga je £ = P x, K" Bekropcko
paciojeme paura r Hag 6azom M. O

T

IIpumerumo na je Ilpumep 44 crnenmjasHu ciaydaj mperxonHe aedpuHUIAjE, Ca
G = GL(r,K) u tpusujanuum nejersom p : GL(r,K) — GL(r,K). Ha taj nauun,
TJIaBHA PACIOjerha Cy OMIITHjU TI0jaM O, BEKTOPCKUX.

ITpumep 45. Ako je P rmaBHO paciiojeme Haj 0azom M, ca CTPyKTYPHOM
rpynoMm G, axgjynrosana penpesentanuja (77) meduHHIE BEKTOPCKO PACIIO]jerhe
P X,q ¢, KOje Ha3WBAMO G0jyH208GHUM PACAOjerbem TJIABHOT pacjojema P. i

Iedwmuumnuja 36. Heka je P ruraBuo paciojemwe uag 6azom M, ca crpyKTypHOM
Jlujesom rpymom G, u Heka je g wena Jlujera anrebpa. Dopma kowexcuje ua P je
mmdepenmmjantna 1-bopma € QY(P;g) na P, ca BpeaHocTuMa y g, Koja mMa
cineneha mgBa cBOjcTBA:

(1) R0 = Ad(g™") 0 6;

o~

(2) 0(§) =& sacse ey,

rie je E dyHIaMeHTaIHO BEKTOPCKO noJbe HA P mpuapyxeno BekTopy & € g. O

Ako je 6 dopma koHekcmje Ha IIABHOM paciojewmy 7 : P — M, ca Hy, :=
ker 0, je medmnmcana rnarka muctpubynmja Ha 1P, Koja je Topudonmasna, Tj.
KOMILIIEMEHTAPHA 6EPMUKAAHO] QUCMPUOYUUIU

Vp :=kerm.(p) C T,P.

Kao v ko1 BEKTOPCKHUX paciojema, mpumenyjemMo /13 je BEpTUKAIHA JUCTPUOYIIN]a
KaHOHCKHM 33/1aTa, JOK XOPU30HTAJIHA Huje. 3 n1Ba cBojcTBa n3 medununmje popme
KOHEKCHje CIeAN /1a XOPU3OHTamaHa aucrpubynuja H, := ker 0, mma cneneha nsa
cBOjCTBA:
(1) Hp.g = (Rg)Hp;
(2) T,P=H,aV,.
CBaka xopuzonrtanna jaucrpudbyuuja H Ha TP Koja uMa OBa JiBa CBOjCTBA HA3BUBA
ce Korexcujom Ha TTTaBHOM paciiojemy P.
IIpucycrBo KoHekcuje omoryhaBa HaMm Ja TePUHUIIEMO TOPUIOHMANHY NPOJEK-
yugy
h:TP=HeV — H. (81)
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Iedbununuja 37. Heka je na rmasHoMm paciojemy P 3amara ¢opma KOHEK-
cuje 0. Kosapujarnmnu useod nudepennujanaux k—@popmu ca BpeaHOCTHMA Y BEK-
TOpcKOM 1mpoctopy V je kommosuiuja

dp:=doh:QFP;V)— QP V)

rae je d : QF(P;V) — QFY(P;V) crammapaan criomanmsn audepenmyjai, a h
XOpU3OHTAIHA Tpojekimja (81). %

3a paznuky o obudHOr crosbaimer audeperinmjana d, KOju 3aJ0BOJbaBa je-
mauuny d o d = 0, Koja je mosa3Ha Tadka e PamoBe KOXOMOJIOIIKE TeopwHje, 3a
KOBapHjaHTHU M3BOJ je, y ommireM ciydajy dg o dg # 0.

Hedbununuja 38. Kpusuna nedbunucana dpopmom kouekcuje 6 je audepen-
nujanHa 2-bopma w = dgf € Q*(P;g). %

Tspbeme 16. Axo je 6 dopma xonexcuje na 2aa6nom pacaojervy, u w = dgb
eHa KPUBUHA, OHOG je

1
w:d0+§[0,0} u  dow=d20 =0.

Zpyea jednaxocm je mosnama nod umenom Bjanxujes udenmumem, reH eKeusa-
aewman 3anuc je dw = [w, 6].

A Jlokas, koju ce u3Bonu npumenom Jleme 1 Ha crp. 24, M30CTaB/HAMO. \V4

Hamomena 24. Heka je £ = P x, K" BeKTOpCKO paciojere IpUIPYKeHO
rnapHoM pacnojey P, xao y Hedununmju 35. Cpojerso Rjf = Ad(g71) o0
dopme konekcuje (0JHOCHO, MHBAPHUjAHTHOCT KOHEKCcHje H y OfHOCY Ha JECHO ne-
jerBo rpyme G) mam omoryhasa sga, nomoliy konekcuje u Kpusune Ha P, nedun-
uiemMo Konekcujy u kpusuny Ha F. KoBapujanTau m3Boj BEKTOPCKHUX [10JA TAKO
nedwuHICaHe KOHEKCH]e Ha F nobuja ce momohy KoBapujanTHor u3Bona 0—dopwmu ca
Bpeanoctuma y F u3 Jdebunnnnmje 37. Ilpojeximja Ha XOPU30HTATIHY KOMITOHEHTY
y TOj medUHUNKjU OArOBApa YWIHEHWIM [a C€ KOBAPUjAHTHU H3BOJI Cedera Ha F
necdunume y mpasity BekTopa u3 T M. o

Kao u y cinydajy BEKTOPCKHX paciojema, U KOJ, IVIABHUX Pacjojerba KPUBUHA,
j€ OTNCTPYKINja MHTErPAOUITHOCTH XOPU3OHTAJIHE TUCTPUOYITH]jE:

Teopema 15. Kpueuna defunucana KoHexcujom (mj. Topusonmasnom Juc-
mpubyyujom) H je jednaxa wyau axo u camo axo je H unmezpabusna ducmpuby-

yuja.

A JToka3 ocTaB/bhbaMo Kao 3a/1aTaK. \V4






['JIABA 2

CuMILIeKTUYKe M KOHTaKTHEe MHOI'OCTPYKOCTHA

¥ Tnasu 1 cmo, usmely ocrasor, rosopunu o (nceyno) Pumanosum MuOrOCTpY-
kocTuMa. Ha TaHreHTHUM TPOCTOPUMA THX MHOTOCTPYKOCTH 33/1aTa, je OuInHeapHa,
dopwma, (iceyno) Pumanosa merpuka, Koja je cumempuuna u nedezenepucana. Bu-
nuHeapHa GopMa
B:VxV =R

Ha BEKTOPCKOM TpocTopy V je cuMeTrpmyHa aKO 3a CBe BEeKTOpe v,w € V Baxu
Bv,w) = B(w,v), a HeAerenepncaHa ako 3a cBaku Bektop v € V \ {0} mocroju
BekTOp w € V 3a koju je S(v,w) # 0. Ha npocropuma KoHaUHE AuMeH3Uje, OUIIMH-
eapHa (opMa je HejlereHepucaHa ako M CaMoO aKo je IIpec/uKaBambe

i: V=V i(v)(w) = B(v,w)

uzomopduzam. 3aucra, yCJI0B HEJIENeHEPUCAHOCTH eKBUBAJICHTAH je MH]eK THBHOCTH
OBOT TIPEC/INKaBama, & nomTo je dim V = dim V* mHjekTHBHOCT, CypPjeKTUBHOCT 1
OMjeKTUBHOCT JIMHEAPHOT MpecanKaBama V — V* cy eKBUBAJIEHTHA CBOjCTBA.

Axko je V BekTOpCcKE npocTop KoHaune aumensuje u W C V 1beros mornpocrop,
IbETrOB [S—OPTOTOHATHU KOMILIEMEHT je TIOTIIPOCTOP

WP = {veV|iw)(W)=/{0}}. (1)
Ako je dpopma 8 Hemerenepucana, OHIA je
dim W 4+ dim WP =dimV, u (WP =w. (2)

Baucra, i(W?) = W+, rae je W+ C V* anuxunarop norupocropa W C V. Tlowro
je mpecnukaBame i : V. — V* u3omopduzaM BEKTOPCKUX MPOCTOPA, MPBO CBOjCTBO
y (2) cienm w3 onrosapajyhmx csojeTsa ammxmaaropa. Ilomro je W C (WF)B
Apyro cBojcTso y (2) cienu u3 npsor, jep cy (W5)# u W npocropu ucre pumensuje.

3anarak 1. Heka je § memerenepucana Ousmuaeapna (opma HA BEKTOPCKOM
npocropy V konadne numen3uje u meka cy Wy, Wy C V mornpocropu. lokazartu
aa je
Wi+ W) =wlnwl  u  (Wnwy)? =wf +wh
N3Bectn omatne 3akpydak ma w3 Wi C Wy cienm Wf C Wlﬂ . v

Ako je y Bekropckom 1pocropy V wusabpana 0asa, OuiuHeapHoj gopmu [
MOYKEMO J1a TPUAPYKUMO MaTpuily B, TakBy ma dopma [ mMa KOOPIUHATHH 3AITHAC

Bv,w) = [v] Blw]",

rae cy [v] = [v1, ..., Um], [W] = [w1, ..., w,] KOOpAUHATE BEKTOPA v 1 W Y W3aOPAHO]
6a3u. Hemerenepucanoct ¢popme (5 je eKBUBATEHTHA HHBEPTUOMTHOCTH MaTpuie B,
1j. yenosy det B # 0, a cumerpuunocr yciaosy BT = B.

121
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Bununeapua dopma 5 je anmucumempuuna (WM KOCOCUMEMPUYHA) AKO j€
B(v,w) = —B(w,v) 3a cBe v,w € V. Ako je y uzabpanoj 6a3u dopma [ upencras-
JbeHa MarpuiioM B, antucumerpuanoct ¢opme 5 je eKBUBAJEHTHA yCJIOBY aHTUCH-
MerpuunocTn Marpune B: BT = —B.

Cpaka OmimreapHa (opMa MOXKe Ja Ce MPEICTaBH Kao 30Mp CHUMETpUYHE U
anrucuMerpudHe ¢Gopme, Kao IITO W CBAKA MATPHUIA MOXKE 3 Ce MPEICTaBU Kao
306Up CUMETPUYHE U AHTUCUMETPUIHE:

1 1
B= 5(B+BT) +5(B- BT).

Henerenepucana cumerpuvna OuimaeapHa ¢opma, WM, €KBHBAJEHTHO, HH-
BEPTHONMIIHA CHMETPUYIHA MATPHUIA je medUHNCAHA ¥ CBAKOM BEKTOPCKOM TIPOCTOPY
(rpuBmjasan mpuMmep je jeauHudHa Marpuna). To mam omoryhasa ma, momohy
paznarama jeauHune, neduHuireMo PuMaHOBY MeTpHKY Ha CBAKOj IVIATKOj MHO-
FOCTPYKOCTH.

Henerenepucana anrtucumerpu<na OummuneapHa (popMa MOCTOjU CaMO y BEK-
TOPCKUM IIPOCTOPUMA lIapHE JUMeH3uje:

BT = —-B = det BT = (—1)™det B,

rae je m = dim V', ma m mopa na Oymxe nmapan 6poj. Ciaenehe tepheme moxe ma ce
cMaTpa aHTHCHMETpUIHOM aHajorujoM ['pam—IIIMuTOBOr mMOCTymKa OpPTOHOPMAJ-
n3almje.

Tepbeme 1. Hexa je V eexmopcku npocmop dumenduje 2n u uexa je [ :
V xV — R nedezenepucana anmucumempuuna busuneapra gopma. Tada nocmoju
0030 V1, ..., Vn, W1,..., Wy npocmopa V 3a xojy je

B(vi,vj) = B(w;, w;) =0, B(vi, wj) = d;5.

A 3a n = 1 tBpheme je TpuBujasno. IlpermocTaBuMo [1a OHO BaXKU 3a MPOCTOPE
mumensnje 2(n — 1) u Heka je V npocrop aumensnuje 2n. Heka je vq € V nponssoi-
jam BekTop. U3 memeremepmcamnoctu dopme [ caean Ja MOCTOju BEKTOp wy € V),
rakaB 1a je B(vi,w;) = 1. Heka je W nuneapuu omoray BekTopa v u wi. Tazua
je W# pexropcku mpocrop aumensuje 2(n — 1). Pecrpuxiumja dopme 3 na W5
jé HeJlereHepucaHa aHTUCUMETPUYHA OumnHeapHa ¢hopMa, Ma U3 UHIYKTUBHE TTPeT-
nocraske TBpheme Bayku na WH. \V4

Cumerpudne u aHTHCHMETPpUIHE (GOPME TIPOU3BO/IE PA3TUINUTE TEOMETPH]E TTPO-
cropa V. Axo je 8 cumerpuuna dopma, (2) uma jauy dopmynanujy: npocrop V je
IUPEKTHa cyMa mpoctopa W u beroBor S—OpTOrOHAHOT KOMILIEMEHTA. ¥ CIIy4ajy
anTucumerpuannx ¢opmu cyma W 4 W5 moxe na ce pasmukyje on mpocropa V.
Ha npumep, ako je dim W = 1, onza je W C W5,

Axko je M ryiaTka MHOTOCTPYKOCT, (DaMUJINja AHTUCUMETPUUYHUX OUJIMHEAPHUX
dopmn ra T), M Koja ri1aTKo 3aBucH o7 p je nndepentumjanna 2-dopma. M3 nmperxon-
HUX pa3MarTpama BUIAMO Ja Hemerenepucana 2—hopma MOCTOju caMo Ha MHOLO-
CTPYKOCTHMA, [TAPHE JINMEH3Hje.

Tepbeme 2. Jupepenyujarna gopma w € Q*(M) na mmozocmpyxocmu M
JumeHnaugje 2n je HeJE2EHEPUCAHG AKO U CAMO GKO je

W= w AL AW # 0.
—

n
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A Heka je p € M. Ako je w mejierenepucana, u3 Tsphema 1 ciean na mocroju 6a3a

s A
Vi,...,Vpn, W1, ..., W, opoctopa T, M, taksa na je w""(v1,...,Up, W1,...,wy) # 0.

O6puyTo, ako je ¢dopMma w jgerenepucasa, oxja ocroju sBexrop u; € T,M,
rakaB 712 je w(ug,w) = 0 3a cBe w € T, M, ma 3a cBaky 6a3y ui, us, ..., Uz, € T,M
KOja CaJIp’K| BEKTOD U1 Baxkh w' " (uy, ..., usy,) = 0. \V4

Tedurunuja 1. Henerenepucana 2-dopma w € Q?(M) xoja je 3arsopena, Tj.
rakBa Ja je dw = 0, HazuBa ce cumnaexmuurom popmom va M. Muorocrpykroct
M ma xojoj je 3amara cuMIIeKTHIKa (HOpPMa HA3ZWBA CE CUMNACKMUYKOM MHO20-
cmpyrowhy. %

3 Tephema 2 crenn 1a je oBa JAedUHAINja €KBUBATEHTHA OHOj KOjy CMO JAJIH
y DiaBu 0 (Buneru Hanomeny 6 na crp. 27).

ITpumep 1. Axo je V BeKTOpPCKM TPOCTOpP KOHAYHE JUMEH3uje U V* mheros
nayai, ouma je W =V @ V* cuMniaekTudka MHOTOCTPYKOCT, Ca CHMILIEKTHIKOM
dopmom

w(vl P A1, v2 P )\2) = )\2(’[)1) — )\1(1}2).
IIpumerumo ma je ycmoB dw TPHUBjaTHO HCHyIbeH, jep je dopma w geduHmCaHA
y3 umuinnutay uaearuduranmjy TW = W x W, rtako na He 3aBucH Of IpBe
koMmionenre (6asne rauke paciojewa TW). Ako y V uzabepemo 6a3zy, nobujamo
npocrop R?" = R" @ (R"™)* ca cummaekTuakoM dbopmom w = dq; Adpy +. .. +dg, A
dpy,. il

N3 ycioBa HelereHEpUCAHOCTH CUMILIEKTHYKE (POPME CJIeH HApHOCT JIMMEH-
3uje CUMILIEKTHYKe MHOrocTpykoctu, dim M = 2n. U3 Tsphewa 2 caeau na je
CBAaKa, CUMILJIEKTUYKA, MHOTOCTPYKOCT OPHjEHTAOMIHA; CA KAHOHCKOM OPHjeHTAIIH-
jom nedurucanom popmom w". O6m9HO 3a HOPMY 3aIpeMHUHE Ha CHMILICKTHYKO]
MHOTOCTPYKOCTH y3UMaMO (POpMY %wA", Koja je y ciydajy mpocropa R%” ca cum-
mwekTuIKoM hopmom w = dgy Adp1 +. . . +dg, Adp,, crannapana dopma 3amnpemune
y eyKJIAJICKOM 1pOcTopy, dqi Adpi A. .. Adgy, Adpy,. Y ciy4ajy na je MHOroCTpyKOCT
M xommaxTHA U 6€3 TpaHuIe, U3 3aTBOPEHOCTH dw = 0 CJAeIu HEITO CJIOKEHU)U
TOTIOJIOIITKY yCJIOB

H2% (M) #{0}, 3a ke{0,...,n},

koju je mocaemuna Crokcose Teopeme. 3aucra, ako 6u 6uno H2%(M) = 0, onma
6u 3arsopena dopma wF Gura n tauna, Tj. 6mro 6u wWF = dn, na 6u BaxKMIO U
W = d(n Aw "R Onarie 6u cieamio

1 a1 ne 1 n—
V(M)ZE/MW/\ = Md(nmﬂ k))n!/aM-meA( k) =,

LITO je KOHTPAIMKIIH]jA.
Crrenmmjasao, jenmna cdepa Koja je CUMIITIEKTIHYKA je TBOTIMeH3HoHa, cdepa, S2.
Csaka opujeHTa0NIHA JBOJAMMEH3NOHA TIOBPIII j€ CUMIIJIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT.

Hamomena 1. MozkeMo f1a IpEMETHMO 13 je TIOCTOjahe CAMILIEKTHIKE CTPYK-
Typ€e Ha MHOI'OCTPYKOCTH BEOMA YCJIOBJHEHO TOIIOJIOIMjOM T€ MHOrocrpykoctu. Me-
hyrum, nako Behimra MHOrOCTPYKOCTH HE JOMYINTA CUMILIEKTHIKY CTPYKTYPY, CBA-
KOj MHOTOCTPYKOCTH MOYKEMO /13 MPUAPYKUMO TPUPOTHY CUMILIEKTUYKY MHOTO-
CTPYKOCT — YCKOPO heMo Ja BUAMMO Ja KOTAaHTeHTHO paciojeme T*M ceaxe MHO-
rocTpykoctu M mMa KAHOHCKY CAMILIEKTUYKY CTPYKTYDY. o
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Heka je M cuMmaeKTHIKa MHOTOCTPYKOCT auMmensuje 2n mw L C M meHa
MTOAMHOTOCTPYKOCT Ha, KOjOj je CHMILTeKTHYKa (POpMa jeaHaka HY/Id; IIPeru3Huje,
uexa je w(T,L x T,L) = {0} 3a cse p € L, unu, y rTepMUHEMA yIaramba

jriL— M,  jiw=0.
Taza je dim L < n. 3aucra, w(T'L) = {0} 3uaun ga je, y o3nakama u3 (1), 3a cBako
peL
T,L C (T,L)*.
ITomrro je, Kao mro cMo Bumean y (2),
dim 7,L + dim (T,L)* = 2n,

crean na je dim T,L < n. MHOroCTpyKOCTH MaKCUMaJlHe JUMeH3Wje Ha KOjuMa je
cuMmrtekTraKa, hopMa jeqHaka Hyau usasajamo caeaehom medunumjom.

Hedowmaumuja 2. Ilommuorocrpykocr L cuMmiuiekTwdke MuOrOCTpyKOCcTH M
nasuBamo Jlazparorcesom axko je
(1) dim L = § dim M;
(2) jiw=0,

rrae je jr : L — M wakny3uja, a w cummiektuaka dpopma va M. O

Jlarpanzkese OAMHOIOCTPYKOCTH YOIIIIITABAjy CUMETPHUje CUMILJIEKTUIKUX 11071
MHOTOCTPYKOCTH, CHMILJIEKTOMOPdI3ME, HA HAYUH KOjU TPEIU3upajy ciaemeha me-
dunumja u gema.

Hedwmuunuja 3. dudeomopduzam ¢ : M — M cumniekTudke MHOIOCTPY-
kocru M ca cuMILIEKTUIKOM (POPMOM W HABUBA CE CUMNAEKMOMOPPHUSMOM KO je

P*w = w. O

Jlema 1. Hexa je M cumniexmuurka mHOZOCMPYKOCM, €4 CUMNAEKMUYKOM
Popmom w. Tada je M x M cumniexmuura MHOZOCMPYKOCT, CG CUMNAEKMUNKOM
Popmom Q== miw — wiw, 2de cy i, Mo M X M — M wanoncke npojexyuje na npey
u dpyey woopdunamy. upeomoppusam ¢ : M — M je cumniexmomopdpusam aro
U CAMO (KO je He208 2paPuk

L(¢) :={(p,¢p)) e M x M |p€ M}

Jazpanorcesa nodmmozocmpyrocm y M x M ca gpopmom Q.

A Hoka3 ga je 0 cummiekTndka GopMa je eleMeHTapaH; JOKAaKUMO JIPYTH JIe0
tBphema. Heka je

Jregy = (dar, @) : M — M x M, p+ (p,o(p))
nmapamMerpusanmuja noaMHorocTpykoctu I'(¢), Tj. ymarame, umnja je camka ().
IIomTo je

Ity = (idhy, ) (Mw — THw) = w — ¢*w,
cean n1a je jl’i(¢)Q = (0 aKo  caMo aKko je ¢ w = w. \V4
CUMIJIEKTHYKY T€OMETPH]jY je 9e€CTO KOPUCHO MOCMATPATH Y Mapy Ca KOHMaK-

muom 2zeomempujom. To je reomerpurja HemapHe TUMEH3Uje, IUjU je OTHOC Ca CHM-
IJIEKTUYKOM T€OMETPHUJOM CJIUYAH OJIHOCY IIPOjEKTUBHE T€OMETPHjE Ca €YKIIUICKOM.
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IIpe nero mrro npehemo ua dopmanuy medbunumjy, mogcernmo ce aa n3 Dpobdbenun-
jycoBe Teopeme caean Aa je muCTpuOymuja & TAHTE€HTHWX XHUIEPPABHH, JIOKAJTHO
zagarux 1—dopmom o kao & = ker o, nHTErpabUIHA AKO U CAMO AKO j€

aANda=0.

KonrakTHa reoMerpuja onncyje cacBUM CYNPOTHY CHTYAIH]y.

Iedmaunuja 4. Konmaxmua cmpyxmypa Ha MHOTOCTPpYKOCTH N HeTapHe -
Mensuje 2n + 1 je ruarka auctpubynuja xuneppasuu £ C TN Koja je Maxcumanio
HeuHmezpaduara, Tj. Koja je JIOKATHO 3a7aTa 1-hOopMOM o, TAKBOM [1a, je

a A (da)™™ # 0. (3)
MMap (N, &) nazuBa ce KOHMAKMHOM MHOZOCPYKOWHY. O

ITomro dpopma B pedunuine ucry aucrpubynujy £ ako u camo ako je 8 = fa
3a HeKy IViarKy GyHKUujy f CByJa pasjiMuuTy OJ HyJle, HPerxoaHa nedpuHuImja je
nobpa, Tj. He 3aBucu o u3bdbopa Gopme «, HEro camo onx auctpudynuje &, jep je

BA(AB)M = faA(df Aa+ fAda)™™ = fa A (da)™

(y mocyenmeM Kopaky Kopuctuan cMo o A « = 0).

[Ipumernmo 1a je KOHTAKTHA CTPYKTYpa 3aJaTa JUCTPUOYIHMjOM XHIIEpDABHU
¢, a me popmom . Popma « je, y ommirem ciydajy, AeduHECAHA CAMO JOKAJTHO.
KonTakTHy CTpyKTYypYy KOja je 3amara raodasHo medpuHucanoM GopMOM (¢ HA3HBAMO
xoopujenmabuarom. Popmy «a Koja JeduHuITe KOHTATHTHY CTPYKTYPY £ HA3WBAMO
KOHMAKMHOM HOPMOM.

Crernjanno, ako je n = 1, 1j. dim, N = 3, KOHTaKTHa CTPYKTypa je JIBOIH-
Men3uona guctpudbynuja £ C TN. U3 Jleme 1 na crp. 24 cnegu ga y ToM, TPOIU-
MEH3MOHOM CJIy4ajy, 38 CBaKa JBa JIMHEAPHO HE3aBUCHA BeKTOPCKa nosba X,Y € &
Baxu [X,Y] ¢ £ Onmarne crenu na y 3a kouTakrHy dbopmy a ycaos (3) y caydajy
n =1, a Ada # 0, eKBUBAJIEHTAH YCJIOBY cloc‘5 #0.

IIpumep 2. dudepennujanrna dpopma

a:=dz — ijdqj

j=1
nedbuHAITe KOOPHUjeHTabnIHy KOHTaKTHY CTPyKTypy Ha R2"T! ca koopammarama
(q17~--7Qn7p17~-~7pn,Z)- ﬁ

Hexa je N KOHTaKTHa MHOTOCTPYKOCT AUMeH3Hje 2n + 1 ca KOHTaKTHOM CTPYK-
TypoM & u Heka je L C N mHTerpasiHa mogMHOTOCTPYKOCT CTPYKType &, Tj. TakBa
nma je TL C £. U3 ycnoBa MakcuMaJIiHe HEMHTErPAOMIIHOCTH KOHTAKTHE CTPYKTYDe
crenn 13 je dim L < n. UaTerpaiine moagMHOIOCTPYKOCTH MAKCHMAJTHE JTUMEH3Mje
yBomumo cienehom neduHUIIjOM.

Hepunumnuja 5. Heka je N KOHTaKTHAa MHOTOCTPYKOCT auMensuje 2n + 1 ca
KOHTAakTHOM cTpykTypoMm £. Ilommuorocrpykoct L C N HazuBa ce Jlescandposom
ako je

(1) dim L =n;

(2) TL C €.
Axo je mucrpubynmja £ 3anara KoHTaKTHOM (HOPMOM v, ycJoB (2) mMoxke na ce
dbopmymumie u ca o(TL) = {0}. O
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Hamomena 2. ¥ Hanomenn 1 ¢cMO peksn Jia je KOTAHT€HTHO pacijojeme 1™ M
MIPOM3BOJbHE IIIATKE MHOTOCTPYKOCTH M CHMIITEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT. Bumaehemo
U Ja je [IpojekTuBHM3alMja OBOI paciojera (Tj. paciojerme Yuju Cy CJI0jeBU LPO-
jexTuBM3aImje KoTanrenTHUX mpoctopa 1, M), pacaojerse PT* M, MHOrOCTPyKOCT
KOja MMa KaHOHCKY KOHTAKTHY CTPYKTypy. Ha Taj HaumH cBak0Oj MHOTOCTPYKOCTH
MOXKEMO Ha, MPUPOJAH HAYUH Ja IIPHUIPYKMMO KOHTAKHTY MHOTOCTPYKOCT. o

"3 dap6yose Teopeme (Bugeru Teopemy 14 ua crp. 26 u Hanomeny 6 usza mwe)
CIe[M /13 CUMILUIEKTHYKE M KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH HEMajy JIOKAJIHUX WHBAP-
HjaHTHA: CBAKA CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT JIOKAJIHO je m30MOP(MHA CHMILIEK-
THYKOM eyKJIuICKOM mpoctopy u3 IIpumepa 1, a cBaka KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT
JIOKAJTHO je n30MOpdhHA KOHTAKTHOM eyKJIUIACKOM mpoctopy u3 I[Ipumepa 1. To cum-
JIEKTUYKY ¥ KOHTAKTHY T€OMETDHjy YMHU paszjudutoM of (nceyno) Pumanose, y
KOjOj mocToje JoKamHe WHBapujante, Kao mro je kpusuHa. Cdepa u paBan HEUCY
JIOKAJIHO M30METPHUYHE, AJIA jeCy JIOKAJIHO CHMILIEKTOMODP(HE, mITO je 700po mo3-
Haro reorpaduma:; nemoryhie je nampasuTu Kapry cBera Koja (IPOIOPIUOHAJIHO)
qyBa pacTojarka, aJu TOCTOjU KapTa CBETa KOja BEPHO OCINKABA TOBPIITHHE.

1. KoranreHTHa pacJjojema

1.1. JInmyBuiosa popMa M CHMILUIEKTUYKA CTPYKTypa. IIpumenom riar-
kor ¢yukropa Hom (-,R) na ranrenrno paciojewe TM 00ujaMo KOTAHIEHTHO
pacnojeme T* M. OBa aBa paciojema cy uzomopdHa: ako caabaemo M PumanoBom
METPUKOM (-, ), TIPECTUKABAIHE

TM —T*M, X+ (X,

je m3omopduszaMm BeKTOPCKUX paciojema. OBaj m3omopduszam HUje KAHOHCKH, Tj.
3aBUCH O]l yBOljerha HOBE CTPYKType, PUMaHOBe MeTpuKe.

W nopexn tora mro cy TM u T* M wu3omopdHa BEKTOPCKA PAC/IOjerha, KOTAH-
TEeHTHO PAC/Iojeme mMa Oorarujy CTpyKTypy. Hamme, cedema TOr paciojema Cy
nudepennujaaie 1-gpopme n HA BHUMA je JepUHICAH OIepaTop CIObAIIber audep-
EHIPATHA

d: QY (M) = Q*(M).

Axo je X € X(M) ceueme ranrenrHor paciojewsa TM, uz Teopeme 11 Ha
cTtp. 14 cneqm Ja OKO CBake TadKe MOCTOjU KapTa y Kojoj je X = 6%1. Crramo
TBphemhe He BaxKd 3a CeYehba KOTAHIEHTHOD PACJIOjerba: 3a CeY€Hhe KOTAHIEeHTHOD
pacrojema, Tj. dbopmy 1 € Q1(M), xoja HHUje 3aTBOpeHa, HE MOCTOjU KapTa OKO
OpOM3BOJbHE TAYKE Y K0joj je ) = dxy, nomro je d(dry) = 0, a (nokaman) audeo-
Mopdu3Mu 4yBajy CBOjCTBO 3aTBOpeHOocTHn dopmu. (Omarie 3ak/bydyjeMo 1a Ha
upocropy X (M) cedema TaHI€HTHOr PACiIOjera He MOXKe na ce jneduHulle onepa-
TOp d KOju OM MMao CBOjCTBA CIIOJHAIIIEr Au(EPEHITN]ATA.

Boraruja cTpykTypa KOTAHTE€HTHOT paciojema omoryhiaBa HaM 13 HA HeMy
neUHUIIEMO KAHOHCKY CHMILIEKTHYKY CTPYKTYPY.

Hedbununuja 6. Heka je w7 : T*M — M KaHOHCKA MpOjEKIHja HA KOTAH-
PEHTHOM paciojewy. Jluysuaosa gopma ua muorocrpykocru T*M je 1-dopma
A € QYT*M) nedunucana ca

—— *
AP T 7T‘n’(p) (p) (4)
JluyBunoBa popMa ce jour HAZUBA U MAYMOAOUKOM HOPMOM WU CUMNAEKMUSKUM
NOMEHUYUJAAOM. O



1. KOTAHI'EHTHA PACJIOJEHA 127

Tauka p y (4) urpa ABOCTPYKY yJIOry, yJOry Tadke MHOrocrpykoctu T*M u
sneapuor dgyukuuonasna p : TM — R, tako na (4) moxe na ce popmysmiie u Kao

Ap(&p) = p(mi(p)Ep), 3a & € T,T"M,
rae je mi(p) : T,T*M — Ty M msson npeciukasamwa 7 : T*M — M y tauku
p € T*M, a p(m.(p)&p) Bpeauoct byHKIMOHATA D € T;(p)M Y Te(p)&p € Tr(pyM.

Jlema 2. Jluysunosa gopma je jeduncmeena dopma N € QY (T*M) ca ceo-
jemeom da je
s*A=s (5)

3a ceaxo ceverwe s: M — T*M.

A Ceueme s Ha J1€B0j crpanu y (5) cxBaramo Kao mpecaukasame s : M — T*M, a
Ha jecHoj kao dbopmy s € Q1(M). Homro je 7o s = idys, Baku

S*)\s(q) = S:(q) ° 71';(8((])) = (7T o S)Z(S(q)) = S(q),
IIITO je u Tpebasio JOKa3aTH. \V4

JIema 3. Hexa cy (q1,--.,qn) A0Kaane Koopduname y xapmu U C M u nexa
cy (q1,- - Gn,P1,- - -, Pn) KOOpduname na T*U, maxee da je p;(q;) = 6;5. Tada je

Av = pidgr + ... + prdgn
aokaany 3anuc Jluysunose gopme y wapmu U.
A Joka3 moxke Ja ce u3peqe aupektHo u3 Jdedunurnuje 6 wm u3 Jleme 2. \V4

ITocnemuua 1. Cnosawru uzeod Jluysurose dopme y kapmu u3 npemrodue
aeme je
d\y =dpy Ndgy + ... + dp, A dgy,
odakse caedu da je d\ Hedezenepucana MawHa HOPMaQ.
Hedwuuunuja 7. Hudepennujanaa dpopma
w = —d\

HA3HBA Ce KAHOHCKOM CUMNAEKMUYKOM Popmom Ha T M. O
1.2. ®ynkumonan aejersa. Heka je P(T*M) npocTop MIATKUX TyTEBA 7 :
[0,1] = T*M u Hexa je
1
Ao : P(T*M) — R, Ao(7) :z/ v
0

npecaukaBame jgeduHucano unrerpasom Jlnysuiose dpopme nyx myra . Hberosa
PECTPUKIIN]a HA TTPOCTOP KOHTPAKTUOMIHUX TET/bY j€ CUMILIEKTUIKA, HHBAPWjAHTA.
IIpenusnuje, Baxku ciemeha jgeme.

Jlema 4. Axo je v : S' — T*M ziamxa xowmpaxmubusna nemmwa u 1 :
T*M — T*M cumnaexmomopgpuszam, onda je Ag() oy) = Ao(7).

A Tlomro je v : S — T*M KoHTpakTHOWIHA TeT/hba, OHa je TPaHWIa JUCKa U :
D? — T*M, na u3 CTOKCOBe TeopeMe CJie TH

o) == [ we,
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rie je w = —d)\ KaHOHCKa cuMIiIeKTudka dpopma ua 1*M. Ilomro je ¢ cumimiek-
romopdu3zam, Tj. momro je Y*w = w, Baxu (1 o u)*w = u*Y*w = u*w, na je

_/Du*w:_/D(wou)*w:/D(1/Jou)*d)\=/S17*>\,

qnMe je TBpherme T0Ka3aHo. v

Jlema 5. Axo je v : T*M — T*M Jupeomopdpuszam, maras da 3a ceaxy
wonmpaxmubuiny nemay vy : St — T*M easicu Ag(y o) = Ao(v), ond je ¢
CUMNALKEMOMOPPHUI aM.

A JIoras cjaemy u3 YUHEHUIE 13 je 33 CBaKW IuCK [, OKO MPOM3BOJ/bHE TAUKE P

/ w= Prw
€ DE

n Teopeme 0 cpeabOj BPETHOCTH 33 WHTETPAJIE. \V4

IIpumep 3. V omwrem ciayyajy, jeanakocr Ag(v o) = Ag(y) 3a cumiuiex-
ToMopduzaM 1 He MOpa Ja BAXKU 33 HEKOHTPAKTHUOWIHE TMeT/be. BepTukajHa
rpancianuja (q,p) — (g, p+c) xoranrentror paciaojema T*S! = S xR je cummiex-
THYKA!, a/M HEe YyBa BPEIHOCT MHTErpaJa fv pdq Ha HEKOHTPAKTHOUIHUM MET/baMa,
v : St — T*Sh i

Pazmorpumo cienehie yonmreme dyukimonana Ag. Heka je H : T*M x[0,1] —
R rnarka dyskuuja. 3a kpusy raarky v : [0, 1] — T*M unrerpan

1
A7) = / VA~ H(y(t), 1) dt (6)

Ha3mBa ce dejemeom nyK Kpuse v, a byHKIHoHAT ¥ — Ap (y) HA TPOCTOPY TIATKIX
KPUBHX HasuBa ce dynkyuonarom dejecmea. @yuximja H : T*M x [0,1] — R
ce HazuBa Xamuamonosom pynryujom nmn Xamuamonujenom. Hekaga ymecro
H(z,t) numemo Hy u H nocmarpamo kao damuiujy dbysxkuuja Hy : T*M — R
napaMerpusoBaHux peajnum napamerpom t € [0,1]. 3a dbukcupano t ca dH; 03-
nagasamo gudepentujan dyuknuje H; no upomenssusoj x € T*M. Ilourro je cum-
rieKTHIKa GopMa HeJereHepucaHa, MOCTOj! jeJMHCTBEHO BEKTOPCKO Tobe X 7, (3a
cBaKO (DUKCUPAHO t), TAKBO 114 je

Xy, aw = dH,

e je X _w 1-dbopma gedumncana ca’? X .w(Y) = w(X,Y). Bekropcko mome X,
Ha3uBa ce XamMuamonosum sexmopcrum nomem . Fbuve medpunncane jegnadume

V() = X, (7(1)) (7)

HA3WUBA]y ce XaMUAMOHOBUM jEOHAYUHAMA -

3amarak 2. /loka3zaru ma je

dt  op’ dt g
3anuc XaMUJITOHOBUX jeqHadunHa y KoopiuHarama u3 Jleme 3. v

Ldg A dp = dgq A d(p + ¢) 3a cBaky KOHCTaHTY C
234 X .w ce xopucre u o3HaKe {(X)w U i xw; IPECIUKABAbBE w — {xw HA3UBA C& KOHMPAK-
yujom nudepeHnujaine GopMe WK BEHUM YHYMPAUWHUM JuPepeHyujanom.
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Hanowmena 3. (JIexkanaposa TpaHcdopmarnuja) XaMUITOHOBE jeTHAUNHE
Ha T*M wmoxemo ma cmarpamo gyanaum Ojnep—Jlarpam:keBuM jeqHaduHama Ha
T M o kojuma cmo rosopusn y Hanomenu 16 na crp. 88, y cienehem cmuciay. Heka je
L:TM x[0,1] — R Jlarpanskujan apujannonor mpobiema. Hberora Jlescandposa

mpanchopmayuga je byurmumja medunrcana ca
H:T"M x[0,1] =R,  H(g,p,t):= sup ((v,p) — L(g,v,1)), (9)

veTy M

rae je (v,p) AejcrBo KoBeKTOpa p Ha BekTop v. IlpernocraBumo na je L riarka

¥ KOHBEKCHA Ha CJI0jeBHMa TaHTE€HTHOI pacjojera. Taza ce MAKCHMyM Ha JIECHO]
CTPaHU JIOCTUZKE Y TAYKU

)

= 10
P= 4 (10)

WA, HATIMCAHO 0e3 KOOPAWHATA, Y TAYKN
C = dvertL(f) €T*M 3a f € TM7 (11)

rae je dyers L m3Bon dyukuuje L y BepTUKAIHOM MpAaBIy (Tj. M3BOJ, PECTPUKIIHjE
npecaukaBama L Ha c10j paciojema TM). ¥V ToM ciayuajy je

H(Q»pv t) = <’U,p> - L((],’U,t)7 (12)

rae je vy L(q,v,t) dbyrkumja on p, mobujena pemrapamem® jemmaumme (10) mo v.
U3 (12) nobujamo

OH oOH OH oL oL
dH = —dg+ —dp+ —dt=——4d dp — —.
aq M 9y P 5 ag M1V
Oparie cnenu
OH oL OH
oH oL oE_, (13)
dq dq dp
rie v dp o3HadaBa BepTUKaAHU u3BO npeciaukasamwa TM x T*M > (€,() — (£, ()
1o apyroj npomensbusoj. Ako y (13) craBuMo v = ¢ M UCKODUCTHMO D = %’

BuauMoO a2 XamuaToHoBe jennauube (8) 3a Xamuironujan koju je Jlexawaposa
rpancdopmarmja Jlarpamxkujana L oarosapajy Ojnep—Jlarpan:keBum jeaHadnHa-
Ma (42) ma crp. 88. o

IIpumep 4. Heka je ma M 3anara (nceyno) PumanoBa merpuka, Tj. Hene-
remeprcana cumerpudna ounuueapaa ¢opma g : TM x TM — R. Ilomohy me je
neduancan nzomopduzam

i:TM —T"M, (&) := &g,

Koju HaMm omoryhasa ma u Ha T* M nedunumemo omnuneapuy dopmy g* ma T*M,
3axTeBoM Ja i Oyue uzomerpuja, 1j. i*g* = g. Tume nopma ||¢| := /g(v,v) na

3Ha 0BOM MeCTy KOPHCTHMO KOHBEKCHOCT M TJIATKOCT, H3 KOJHX CJIEIH jeIMHCTBEHOCT TOT
pemesba, Oyaylin na (cTporo) koHBeKkCHA (byHKIM]a MMa jeJUHCTBEH MUHUMYM, uMe je o0e30ehena
HIbEKTUBHOCT IpecaukaBama & — ¢ gedunucasor nomohy (11). VKOJHKO KeJUMO Ja TO Mpec-
JIUKaBame O6yae U CypjeKTUBHO, HEOMIXOAaH HAM je U YCJIOB CYNEPAUHEAPHOCTNU TIPeCInKaBama L,
Tj. yenos ||v]| " L(g,v,t) — oo xax ||v|| — co. Heliemo ynasuTu gy6sbe y oBe geTasbe.
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TM wunayxyje wopmy |p||* ma T*M. ®@yuxuuja (|| - ||*)? je Jleskamaposa Tpamc-
dbopvammja dbynxumje || - ||?, ma reomesujckom Toky ma TM (Bumern dedunn-
uujy 23 na crp. 89), koju je Ojnep—Jlarpanxkes cucrem 3a BapujalMOHU LPOO-
qem neduHuCcaH (DYHKIMOHATIOM €Hepruje, OroBapa XaMuJITOHOB CUCTEM JeduH-
ncan dyHKImonanom aejersa ca Xavuaronujanom ([|p[|*)%. Oro je cummuekTnaku
norses Ha (nceyno) PumanoBy reomerpujy.

Onmruje, Jlexkanaposa TpancdopMaluja TPeBOIU BAPUjAIMOHEU MPOOIEM Ca
Jarpanzkujanon L = 1||v||? — V (Buneru 3anarax 17 na crp. 88) y Xamunronos
cucrem ca Xavmnromnjanom H = 3(|[p[|*)? + V. Uspas H oaroapa yKymHO]
€HEepPruju CHCTeMa, Tj. 30Mpy KHMHETHYKEe €HEPTHje %(||p||*)2 U IOTeHIjaJIHe eH-
epruje V. Tako cmo nobuim nsa yommnrema Ibyraose mexanuke: Jlazpanoicesy
Mmezanuky, HOPMYINCAHy Kao BapHjaIllMOHW TPODOJIEeM Ha TaHTEHTHOM pacojemy,
n Xamuamonosy mexanury, GOPMYINCAHy HA KOTAHT€HTHOM pacjojerby. Kopek-
TOp p = ‘g—ﬁ Ha3mBa ce umnyacom. Crenujanano, y ako je M eyKIuaCcKu mpocTop ca
METPUKOM 337aT0M KBaapaTHoM dopmom v-M -v”T | tie je M cnMerpuana MaTpuIa,
nmmyic je p =M - v. f

Axo Bapupamo mouernu ycsios y (7), mobujamo damunujy nudeomopduzama
¢ nedurrcany XaMUITOHOBUM CHCTEMOM

) = Xu (o), w=id (14)

Axo Xamuironujan H uMa koMmuakTan Hocad, peuemwe jennauune (14) moxe ja ce
MpOIIUPH HA CBe BpeaHocTu mapamerpa t. lobujeny dbamuanjy mudeomopduszama
¢ HA3EBAMO bamMuaujoM XamMuamorosuxr dupeomoppusama.

3 Kapranose ¢popmyie

d
ﬁ%fw = o} (Xg, 2dw + d(X g, w)),
3aTBOPEHOCTH CUMILIEKTHYKe (hbopMme U nedUHHUIIje XaMUITOHOBOT TI0/ba, CJIEIN
d
%g@fw =d(dH;) = 0. (15)

ITomro je piw = id*w = w, 3 (15) caemm ;w = w 3a cee t. Tume cMo JOKaA3aIM
crenehe TBpheme.

Tspbeme 3. Xamuamonosu dugeomoppusmu cy cumnaiexmomopphusmu.

IIpumep 5. Heka je p mudepennujamua 1-dopma na M. Ilocmarpajmo Bep-
THKAJTHY TPAHCIAIN]y

T, :T*M —T*M,  T,(C)=C(+p

Ouna je nudeomopdusam, koju Moxe jga ce gobuje kao pewewe 1), := 71 nudepen-
IjaTHe jeTHAYHe
d .

%Tt(g) = [ 7o = idps 1 (16)
(oBa jemnauuna Moxke exCIMIUTHO aa ce pemn 7¢(() = ¢ + tu). Ipumerumo ma
cmo y (16) ca p 03HAUMIIM BEPTUKAIHO BEKTOPCKO 1osbe y T* M, kopucrehu umen-
TudUKALK]y TAHPEHTHOL IPOCTOPA HA BJIAKHO (BEPTUKAJIHOI TAHPEHTHOL IPOCTOPA)
pacinojewa m : T*M — M u camor BiakHa. Y3 UCTY HACHTUQPUKALM]Y MOKEMO /2

HammIeMo pesynrar npuMene Kapranose dopmysie

d * *
prs A =717 (dA(p) + padX). (17)
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T7e (4 CXBATaMO Ka0 BEPTUKAJHO BEKTOPCKO mojbe. Bpemuoct Jluysumose dhopme A
HA BEPTUKAJIHUM BEKTOPCKUM I0JbUMA je Hy:sa, na (17) riacu

d * *
%Tt A= —77(pow). (18)

Axo dopmy s; := 1+t CXBATUMO Kao ceueme paciaojema 1+ M, ouga je 74 = mo sy,
na u3 Jleme 2 caemu

A= s] A =7"s,.
Onarne u u3 (18) crenn na je
Hw = —7r*,u,

a je

1
—TA=TT"Y u T A=A = [ 7/n"p.

Oparne Bumumo ga je mudeomopdmsam 1), CHMIIEKTHYKHE aKO U CaMO aKO je [i
3arBopena ¢dopma u ga je damuauja 7 audeomopduzama XaMUITOHOBA aKO U
caMo ako je p tauna dpopma. f

ITpumep 6. Heka je M rmarka muorocrpykocr u f : M — M mudeomop-
dwusam. [yas mpBor u3Boma f, je MpeCInKaBame

P T'M — TM,
Koje uyBa JluyBuiaoBy dopmy:
(S A=A, (19)

un, npermsagje, (f*)* Mg,y = Ay, Crermjanmo, f* je cuvmmekromopdusanm.

Tepheme (19) moxkemo ga gokaxemo 3anucyjyhu f* u \ y koopaunarama. Mu
nmajemo apyru nokas, nomohy Jleme 2. Heka je s : M — T*M cedeme paciojema
m:T*M — M. Taga je

s () Nstg) = (fF08) A peos(q)

Ako f HEWje WIEHTHYKO MpeciuKaBambe, MpeciukaBambe f* o § HUje cedeme, amu
f*oso f7! jecre, ma ako MPETXOIHY jeIHAKOCT HALMIIEMO Y OOIHKY

S Nsta) = (o050 fto ffl)*l)‘f*OSOf‘lf(q)
=(f ) o (ffosof M) Aprosor—1(f(a))

MOZKeMO Ha, cederse [* o so f~1 na npumenumo Jlemy 2. Taxo mobujamo
s () Nty = (T (Foso f7H(f(a) = s(a),

omrocHo s*((f*)*A) = s 3a cBako ceueme s. Omarie, Ha ocHoBy Jleme 2, ciaemn 1a
je (f*)*\ Jluysunosa dbopma. {

Iedununuja 8. Hudeomopdbuzam f : T*M — T* M 3a koju je f*\— \ Tagna
dopMma Ha3KUBa Ce MAUHUM CUMNAEKMOMOPPU3MOM . JIpyruM peduma, audeomop-
duzam f je Taunm cuMrIeKTOMOpdU3aM aKo je

ffA=A=dS
3a #Heky byukiujy S : T*M — R. 0
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HapasHo, Taudu cUMILIEKTOMOPMU3MU Cy CUMIJIEKTOMOPGU3MHU (IITO OIpaB-
JlaBa yrnorpeb/beHy TEPMUHOJIOTH]Y ), jep je 3a mux

Frw—w=d(f*A— X =d(dS) =0.

IIraBume, u3 oor aprymenrta Buaumo ga je f : T*M — T*M cumiiekTomop-
du3am ako u camo ako je popma f*A— ) 3aTBOpeHa. Y KOTAHTEHTUM DPACJIOjeHhUMa,
naz 6asom M ca Hjp(M) = 0 (mmp. y eyknuackom mpocropy R?" = T*R", wm
6UI0 KOM TaHIEHTHOM PACJIOjerby HAJ| IPOCTO IMOBE3aHOM 6A30M) CBAKH CHMILIEK-
ToMopdu3aM je TadaH, jep je Ty cBaka 3aTBopeHa l-dopma TadHa.

Axoje f*fA-A=dSfu g*A\— A =dS,, ouna je (go f)*A—A=d(S,0 f + 5f).
Twuwme je nokazana cieneha jgema.

JIlema 6. Ckyn mauHux cumniexmomopPusama je nodzpyna 2pyne CuMniek-
muskus dugpeomopPusama.

VY Ilpumepy 6 cMo Bumenu [ je moau3ame CBAKOr audeoMopdu3Ma MpOn3BObHE
MHOTOCTpYKOCTH M Ha KOTaHTe€HTHO paciojeme T M tavan cuMiieKToMopdusam.
Tpancnanuja T, n3 IIpumepa 5 je Tagan cuMIIeKTOMOp@HU3aM aKo U CaMoO aKo je
1 Tagna ¢dpopma, Tj. aKO U camo ako je dhaMuinja Ty TPAHCIANUja XaMHUITOHOBA.
Baxxu u ommmruje TBpheme.

Tepbeme 4. wamxa damuauja cumnaexmomoppuszama py @ T*M — T*M,
t €[0,1], po = id je Xamuamonosa axo u camo axo je 3a c6axo t CUMNAEKMOMOP-
puzam ©r MA%aAH.

A (=) Heka je ¢; Xamuaronosa daMunuja, reHepucana XaMmuiaronujanom Hy
1 XaMHJITOHOBUM BeKTOpCKHM mojbeM Xp,. IIpumenom Kapranose dbopmymne u
neduanmmje XaMAITOHAjaHA U XaMAITOHOBOT BEKTOPCKOT TO/ha JT0OMjaMO

t d t
CIA— A= %goz)\ ds =dS;, rmeje S;= / ©0r(AMXg,) — Hs)ds, (20)
0 0

OJJAKJIe CIIEIN JIA je (py A TadaH CUMILIEKTOMOpdu3aM.
(<) Heka je yp; dbamuinuja Taunux cuMiieKTomMopdusama:

ViA— A =dS;.
Hudepentnupamem oBor u3pasa u npumenom Kapramnose gpopmyse modbmjamo

d
gdst = (p:(XtJOJ + d()\(Xt))),

rae je Xi(pi(z)) = %gpt(:zz). Opnatne cienn

d
Xiow = d((@r)_ldts’t - A(Xt)>a

ma BuauMO 12 je X; XaMHJITOHOBO BEKTODPCKO IOJbe Ca XaMuITOHHjaHOM H; =
*\—1 d
(7)) St — MX). v

3amarak 3. Jokazaru ga je f : T*M — T*M rauan JlarpanxKes cuMILIeK-
ToMopdu3aM aKo W caMo aKo 3a CBAKY TJIATKy 3aTBOpeHy KpuBy 7 : S! — T*M

BaKHu
/v*/\:/ (foy)"A
St St

Osaj 3anarak ponymwasa Jleme 4 u 5 u IIpumep 3 (Buzeru crp. 127). v
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Creneha teopema 10BOHM y Be3y XaMHUITOHOBE jeIHAYNHE W €KCTpEMaJe (DyH-
KITMOHAJIA JIEjCTBA.

Teopema 1. (IIpuanun majmamer gejcrBa) Hexa je Py 6unao xoju nom-
npocmop npocmopa P(T* M) nymesa v : [0,1] = T*M na defpunucan epanurum
yeaosuma y(0) u v(1) mako da je

A((0)€(v(0)) = Alv(1)E((1))

3a ceako nomwe sapujayuje & € TPy. Tada cy wpumuune mavwke pecmpuryuje
Pynryuonasa dejemea Ay Ha Py pewera XaMuasmoHosux jednauuma.

A Heka je v,(t), —¢ < s < g, rnaTka Bapujanyja KpuBe vy = 7 U HEKa je

()= &

nosbe Bapujanuje. dudepennupamwem Ag(vs) 1071 3HAKOM MHTErpaJia, y3 IPUMEHY
Kapranose dbopmyiie u jennakocr dHy = Xpg, ww , 100ujamo

1
dAE) = — / W€ — X, (1)) + A(1)E — AR O))E. (21)
Homrro je A(7v(1))€ — A(7(0))§ = 0 na Po, us (21) crean

1
/0 (€A — X, (7)) =0

3a CBaKO ToJbe Bapwmjaruje & ayx . Omarie, 300r HEIETEHEPUCAHOCTH CUMILIEK-
ke dopwme, caeam ¥ — Xp, () = 0. \V/

Vs (t) c T,y(t) (T*M)
s=0

IIpumep 7. IIpocrop mer/bu 3aM0BObaBa yCaoBe 3a mpoctop Py v Teopemu 1;
KPUTHYHE TadKe (PyHKIHMOHATIA AEjCTBA HA TOM IIPOCTOPY Cy MEPHOAUYHE XaMUJI-
TOHOBE opbure.

ITpocrop myTeBa KOju MOYMIGY U 3aBPIIABAjy C€ HA HYJITOM Ceuery (HA KOME je
A = 0), je jour jeman mpumMep IMpoCTOPa KOju 33,10B0/baBa ycJjiose mpocropa Py y Teo-
pemu 1; KpuTudHe Tadke PYHKIIHOHAIA I€jCTBA HA TOM IPOCTOPY CYy XAMUITOHOBH
IIyTEeBU KOjU MOYUIbY W 3aBPIIABAjy Ce€ HA HYJITOM CeYerby. i

1.3. Taune JlarpaH>keBe HOJIMHOTOCTPYKOCTH. Jlarpankese 1momMHOIO-
CTpyKOCTH, KOje cMO yBenu JleduHummjom 2, Cy mMOIMHOTOCTPYKOCTH MAKCHMAJIHE
JVMeH3uje Ha KOjOj ce cuMIIeKTHYka popma anyaupa. CrenuduaHocT CuMILIeK-
THYKE CTPYKTYPE Y KOTAHTEHTHOM PAC/I0jerby oMoryhasa HaM [1a y Ty YBEIEMO YKy
kJacy JlarpaHxeBux MOJIMHOTOCTPYKOCTH.

Hepuuumnuja 9. [Moamuorocrpykocr L C T*M je mauna Jlazpanocesa nod-
MHOZ20CMPYKOCT AKO je
(1) dim L = dim M;
(2) dopma ji A Tauna,

rae je jr, : L — T* M unkiy3uja. O
U3 jiw = —dji X crean na je csaka Tauna Jlarpam:keBa MOIMHOTOCTPYKOCT
Jlarpam:keBa.

IIpumep 8. Heka je s : M — T*M cedeme KOTAaHTEHTHOT pacjaojerma, Tj.
1-bopma na M. U3 Jleme 2 cneau na je s(M) Jlarpamzxkesa 10JMHOMOCTPYKOCT
aKo W caMo akKo je s 3aTBopeHa (opMa, a TadHa JlarpaHzKeBa MOAMHOTOCTPYKOCT
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ako u camMo ako je dopma s tagna. CrmernujajHo, HYJATO cederbe AedUHUIE TAIHY
JlarpamxkeBy nommuorocrpykoct Oy C T M, una kojoj je A = 0. f

IIpumep 9. Korrpaxrubunua meriba C Ha muaumaapy 1*S! je Jlarpamxesa
[IOIMHOTOCTPYKOCT KOja Huje TadHa. Jlarpamzkesa je 3aro mro je T'C' paciojeme
pamra 1, a je w aaTucuMerpudHa GOpMa, Ia Ce AHYIUPA HA CBAKOM jETHOIMMEH-
suonom mpoctopy. Jla C Huje tauna ciaemu w3 CrokcoBe Teopeme: mormTo je C'
KOHTPAKTHOM/IHA, OHA OrPAHWYABA, AUCK [); TOBPINKUHA TOT JUCKA je

o= o=
na je A, # 0. i

3anmarak 4. Jokasaru ja je nekourpakTubmina nerba C na mumunapy T*S!
ragna JlarpaHkeBa MOAMHOIOCTPYKOCT aKO U caMo ako je noppuuHa uzmehy C' u
HyJITOT ceuema Og1 M3HA HYJITOT cevuerha jeqHaka nospimuau u3dmehy C' u Ogi ucmos
HYJITOT ceuerba. v

Taunocr JlarpaHkeBe MOAMHOIOCTPYKOCTH C€ UyBa MpU XaMHUJITOHOBUM JIe-
dopmarmjama:

Jlema 7. Heka je L C T*M mauna Jlaepanotcesa nodmmo2ocmpyrkocm u @y :
T*M — T*M gamuruja Xamuamonosux dupeomoppusama. Onda je o (L) mauna
Jazpansicesa nodmmozocmpykocm 3a c6axo t.

A Heka je jo — T*M uuknysuja, Ly = ¢ (L) u ji = ¢ 0 jo. Tana je

td 1 dj dj
A — A= [ —j*Ads = (2 N+ (=2 ds.
]t jO ‘/O' dS]S S \/0 ]S(ds—‘ + (dSJ )) S

Ilomrro je medopmanmja js medpunncana momohy XaMuaToHOBOT AudeoMopdusma
ca Xamnironnjanom H,, mpsu cabupak y mocaeameM u3pasy je jentHak djs/dsw =
dHg, ma mobujamo

t dj
FIN=EN+ d/ (Hs + SJA) ds.
0 dS

Oba uzpasa Ha JIeCHOj cTpaHu Cy TadHe (dhopMe. \V4

Samarak 5. JJokasaTu jia HYJITO cederbe TAaHIeHTHOr paciojema 1T*S! me moxe
z1a ce pazaBoju oj cebe XaMuITOHOBOM AedOpMaInjoM. v

Hanowmena 4. Baxu u ommruje tepheme o1 3agarka 5: ako je M npousBosbHA
KOMITaKTHa MHOTOCTPYKOCT, He TIocToju XamuiaroHosa gedbopmarmja ¢ @ T*M —
T*M, takBa na je o, (0ar) N0y = 0 3a meko . IlocTojm Bume moKasza OBOT
TBplema, cBu cy HerpuBHjasHu. IIpBu mokas mao je M. I'pomos y [33]. o

IIpumep 10. Heka je M muorocrpykoct u N C M mweHa MOAMHOTOCTPYKOCT.
Taza je KOHOPMAHO PaCIOjermhe

VN ={{ e TyM | {(TN) = {0}}
rauHa JlarpaHmeBa moaMHOroCcTpyKocT. 3awcra, 360r 7. (Tv*N) C TN pectpuk-
uja JInysunose dopme A Ha V*N je jeqHaxa HyIH.

Hpa conenujanna cayuyaja N = M, kaga je v*M = 0y, u N = {p}, kana je
viip} =T, M. f
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Banmarak 6. Heka je N C M u neka je n € QY (M) 1-bopma na N. [ledunu-
IIIAMO PACJIOjerhe

vpN :={§ € Ty M | &|rn =}
Hokazaru na je vy N Jlarpanxkesa MOAMHOTOCTPYKOCT aKO M CaMo aKo je dopma 7

3aTBOpeHa u Ja je vy N Tauna Jlarpam:keBa MOAMHOIOCTPYKOCT aKO M CaMo aKo je
dopma 7 Tagna. OBo je yommreme IIpumepa 8 u IIpumepa 10. v

Taune JlarpankeBe MHOTOCTPYKOCTH Cy TIOTOIHU TPAHWYHU YCJIOBU 34 TIPU-
Meny llpuanuna wajMmamer nejcrsBa, HekaJ y MoaudukoBaHoj GhOpMH, KOjH CMO
dopmymucanu y Teopemu 1. Y Ilpumepy 7 cMO Buje M HEKE O TPAHUYHUX YCJIOBA
Koju 00e36ehyjy ma cy ekcrpemase (pyHKIMOHAIA 1€jCTBA XAMUJITOHOBH IIyTEBH,
jemaH o mUX je OMO IPAHUIHU YCJIOB

7(0),7(1) € O
Ourrryje, ako cy Ng u N nogmaorocrpykocta y M, OHlIa KOHOPMAAHU 2PAHUMHU
Ycaosu
v(i) € v*N;, i€ {0,1}
neduHUITY TPOCTOp MyTeBa Py Koju uma cBojcTBO u3 Teopeme 1, ma cy ekcrpemasie
GbYHKIMOHATIA [ejCTBA Ca TUM MPAHUYHUM YCJIOBUMa XAMUJITOHOBU ITYTEBH.

Hexka je cana jr : L <— M upoussosbnHa TavHa Jlarpanzkesa moIMHOIOCTPYKOCT
y T*M u nexa je f npumurusaa ynkuuja raune dpopme jiA,

FiLoR,  jix=df.
IocmaTpajmo Jlazparoicese eparusne yYyciose
7(0) € Onr, y(1) e L

U3 dbopmyne sapujammje dbyuximonana nejersa (21) cremu ga je

1
dAE) = — / W(EA — Xp1, (1)) + dF (1 (1))E.

Opmarne Buaumo fa, 1a 6ucmo 1o0umn XaMuITOHOBE ITyTEBE KAO eKCTpeMase, Tpebdba
na MoaudukyjemMo QyHKIMOHA AejcTBa 1 ymecTo Ay mocMarpamo

AL () = Au () — F(v(1)).

Ha ciamuan mauwna ce mommdukyje DYHKIMOHAI [I€jCTBA aKO Cy 00a TDAHWIHA
ycyioBa tadde Jlarpamxkse mommHOrOCTpyKOCTH Lo m Li: ma Om ekcTpemase Ha
upocropy nyresa ca Jlarpan:kesum rpanudunum ycaosuma (i) € L; 3a i € {0,1}
O6mn XaMUITOHOBH IIyTEBH, MOTPEOHO je IOCMATPATH MOTU(PUKOBAHN (DYHKITHOHAT
nejersa AL T () i= A (v) = fi(y(1) + fo(1(0))-

IMocmaTpajMo casa TPOCTOP TIIATKUX MyTeBa Ca TPAHUYHUM yCJIOBOM Ha CAMO
jeHOM Kpajy:

£ = {’y : [0, 1] —T"M | ’)/(0) S O]\/[}.

Ipocrop £ je (beckoHaYHO TUMEH3MOHO) paciojeme Hal M; mpojeknuja je 3amara
ca

II:&— M, I(v) =nx(y(1)),
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rae je m: T*"M — M kaHOHCKa Tpojekiuja. Baakao oBOr paciiojema Hall TaIKOM
q € M je npoctop myTeBa koju nountby Ha Ops, a 3apmasajy ce va T, M. Ilocma-
TpajMo (PYyHKIMOHAJ JAejCTBA HA OBOM PAaCJIOjeIby:

1
A : € = R, AH(’y):/ v*A — H o~ydt.
0

U3 dopmyne Bapujaiuje (21) caenu na cy Hyse sepmuraanoz u3600a OBOr (DyHK-
IMOHATA y TAuKH 7, Tj. U3BOAa pecTpukimje Ha Baaxuo 1171 (y(1)), Xamurronosu
LIyTEBY, jep ce PaJu O KOHOPMAJHUM IPDAHUYHUM yCJIOBHUMA (OM’T:(W(l))M)' O3-
HAYMMO CKYTl KPUTHIHUX TAYAKA Y BEPTUKAJIHOM IMPABITYy CA

Say ={y€&|dvertAu(y) =0} C €.
Ba v € ¥4, uzson dAg () uMa caMo XOPU3OHTAIHY KOMIOHEHTY:

Y EXay = dA(y) = A(1)).

ITocmaTpajmo mpecnnkaBame
iAy XA, = TM, v = dAg (7). (22)

Mo medununuju, JIuysunosa dpopma aejcrByje mo npasuiy A(y(1)) = (1) o my,
na Moxkemo 1a Kaxemo na jet iy, (7) = v(1). Ako osmaummo ca L Jlarpamkesy
TOAMHOTOCTPYKOCT Koja ce mobuje XaMuaTOHOBOM AedOpPMAIlAjOM HYJITOI CEderha,
nedbunrncanom Xamurronujanom H, oguocHo L := ¢1(0p), vae je ¢ XaMuaroHosa
nedbopumarmja (14), onma je
ian(Zay) =L (23)
Hobujenn pesysarar youmrrasa I[Ipumep 8 na cienehu wauun. Cedgeme pacio-
jemwa T* M je tauna Jlarpamkepa MOIMHOTOCTPYKOCT aKO W CaMO aKoO je m1o0mjeHo
kao gudepennmjan byukiuje f @ M — R. Xamunaronoa nedopmannja L ny-
TOT cevera je, Ha OCHOBY Jleme 7, Tauna JlarpamzkeBa MOAMHOTOCTPYKOCT, aJid HE
Mopa Ja Oyle cederme (mpojekiuja 7T|L He Mopa ja Oyxe unjekTuBHA). TuM 1pe
He Mopa ga Oyme mobujeno Hu Kao mudepennumjan dyuknuje nedunucane ma M.
MebhyTum, u3 (22) u (23) sBuaumo ga L MoxkeMO 1a npeactaBuMo nomohy audeper-
nujana pyaknyje nedunncane ua paciaojewy £ van M. Tako momazumo no ciemnehe
neduHUIT]E.

Iedwmuumnuja 10. Jlarpamxkesa mommuorocrpykoct L C T*M je 3anara ze-
nepuwyhom Pyrryujom, aKo nocroju paciojemwe E nan 6asom M u dyskuuja S :
EF — R, TakBa 112 je cKym

Ys:={e€ FE|dyatS(e) =0}
MMOJIMHOTOCTPYKOCT ¥ FE, a mpeciimkaBambe
ig :Es—>T*M, is(e)zdS(e)
ynarame, TakBo 1a je L = ig(Xg). O
4Axo je S : E - R ¢dyuknuja Ha mpou3Bo/sHOM pacaojemy II : E — M u ako je meH
BEPTUKAJHN H3BOJ y TA4YKHU e jefHAK Hynd, oHna je 3a X € TqM, q = Il(e), dyukunonan dS(e)
KOHCTaHTaH Ha CKyIy {H;lX}7 jep ce CBU eJIeMEHTH TOT CKYIa Pa3JIMKYjy CaMO 33 BEPTHKAJHY

kommnonenry. Onarie caenu ga je , ma je X — dS(e)(H*_lX) 106p0 AepUHUCAHO MPECTUKABALE
wa Ty M, ma dS(e) moxe /la ce cMaTpa ejemenToM mpoctopa Ty M.
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Hanowmena 5. Ako je II(e) = ¢ u ako je e = (¢,§) y JOKaJIHUM KOOpAWHATAMA

Ha F, ouna je
oS oS
dS =—dé+ —dq.
9t %1 g™
HaESje%zo,naje )
is(e) = a—q(e) dgeT*M.

Y nokanaum koopauuarama Ha 1T*M je A = pdq, na je

igA =dS. (24)
IMpumerumo na u3 (24) crenu u xa Jlarpankesa HOAMHOIOCTPYKOCT KOja HUje TAYHA
HE MOXKE I3 Ce MPEeCTaBu TeHepurrynoM (QyHKIHIjoM. o

Hamomena 6. Ima MHOro KOpucCTHU 01 IPEICTaB/bakbha JlarpaHkeBux mOMHO-
rOCTPYKOCTH reHeputiyhuM (byHKIIHjamMa; paJau MOTHBAIIN]je HABEITNEMO CAMO jeTHY .
Y Jlemu 1 ma cTp. 124 cMo moKazasm J1a CHUMETPHje CAMILIEKTUYKIX MHOTOCTPYKOC-
TH, CUMIIJIEKTOMOPGU3ME, MOTY A CE OMHUIIY Y TEPMUHUMA, JlarpaHKeBux mMOIMHO-
rocrpykocru. CuMiiekToMopdu3amM Ha CUMILIEKTHIKO] MHOTOCTPYKOCTH JTUMEH3-
uje 2n ce 3a/1aje, JOKAJIHO, Ca 2N KOOPAUHATHUX PYHKIH]ja. Y KOJIMKO HeroB rpaduk
(nokammo, maxiae y R?" =2 T*R™) moxkeMo ja mpejcrapumo nomohy renepuinyhe
dbyukImje, 106MjeMO MHOTO jeHOCTABHHjH OMHUC, TTOMONY caMoO jeTHe yMecTo 2n
dynkumja. IIpumernmo ma (22), (23) MoxkeMO Ja CMATPAMO YOIIITEHEM HPEI-
CTaBJbaFha TAYHUX CUMILIEKTOMOPdU3ama nomohy renepuinyhe dbyukimje Sy n3se-
nere u3 dynkupuonasa aejersa y (20). o

3amarak 7. Ilocmarpajmo pacnojeme E = R, x Ry mag M = R, (umzexc
yKa3yje Ha TO KAKO NeMo J1a 03Ha9aBaMo IPOMEH/bUBE 0a3e U BJIAKHA; y 00a ciydaja
ce paJu O peajiHuM TpaBaMa). HamnpraTu cKymose

25CE:RqXRE u L::ig(zs)CT*M:RqXRP,

aKo je ,
(a) S(q.€) = %3 - ¢&
(6) S(q,€) =& +¢?¢ - & v

U3 nperxoquor 3a1arka BUIUMO 1a igs(Xg) y ommreM ciydajy He Mopa ja Oye
moMHOrocTpyKocr. A, JIarpaHKeBO CBOjCTBO UMa CMHCIIA Uy [TUPOj KJIACH.

Iedbwununuja 11. Umepsuja jr : L — T*M ce nasusa Jlazpansicesom ako je
J1 A 3arsopena dopma (1j. ako je jriw = 0), a mawnom Jlazpanocesom axo je popma
JIA TadHa. O

Teopema 2. Hexa je E — M pacaojewe nad M u S : E — R zaamxa
Pynryuja, maxea da je ren u3600 Y 6EPMUKAAHOM TPAEUY

dyertS : E — E*
MPAHCEEP3AAAH HA HYATO ceuerve dyaanoz pacaojerva E*. Tada je
Ys:={e € E|dtS(e) =0}
nodmmnozocmpyxocm y E, a
is:Xs —T*M, is(e) = dS(e)

mayuna Jlazpansicesa umepsuja.
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A a je Xg mOAMHOTOCTPYKOCT CJIe/IA U3 TPAHCBEP3ATHOCTH W3BO/IA Y BEPTUKATHOM

npasity Ha HyaTO cedemse y E* u Teopeme 5 na cTp. 11.

ITogmuorocTpykocT ¥g je mara jeHavdnHOM % = 0, ma je TAaHT'€HTHH MIPOCTOP

y Tauku e = (q, &) nedunncan yciaosom T, = ker d(g—g), OJTHOCHO jeTHAIHHOM
9%S 9%S .
0qo¢’ O¢
Hokaxumo ma je ig umepsuja. OBO je JIOKATHO MUTAE, A MOXKEMO Ja Ta
Pa3MOTPHUMO y JIOKAJIHO] TPUBHjATA3AIN]H pacaojema F, y Kojoj je

0S . 028 028 .
is(0,6) = (q,aq) W 006 = S o+ gt (26)

3a (¢,€) € T.Y. Hexa je (is)«(e)(4, &) = 0. U3 (26) cieau ga je raga

. 0?S .
G=0 3§8q§_0' (27)
owro je (¢,€) = (0,€) € T.Xg, u3 (25) ciaenn ga je
0°S .

N as
Mebyrum, Bekrop (0,&) je BeprukajaH, a TPAHCBEP3AIHOCT U3BOIA B¢ Ha HyITO
. 2 .
cederhe 3HAYM 113 je —?95;7 n3oMopdu3aM BEpTUKAIHUX MIPOCTOPa paciojema K u E*.

Oparne cinegu 1a je f = 0, wro Hac 3ajexHo ca ¢ = 0 u3 (27) 10BOAM 10 3aKJbYUKa
ker (ig)«(e) = {0} 3a cBe e € Xg.

Tuwme je mokazaHo ga je ig nMep3uja. UumeHna Ja je oBa mMep3uja TadHa Jla-
rpanxena cieau u3 (24). \V/

Jlema 8. Hexa je L — T*M Jlazpanowcesa umepsuja xoja mookce da ce nped-
cmasu zenepuwyhiom dynrxyujom S. Tada nocmoju bujexyuja usmely ckyna Kpu-
muvHuT mavaxa gynkyuje S u ckyna mavaxe npecexa L N Opy.

A Jlokas cjaeny u3 AeduHUINje CKYTa, Yg U TPECIANKABAKA 1g. \V4

3anarak 8. Heka je L — T*M koja mOxke 1a ce mnpejcraBu renepuiiyhiom
dynkuujom, Taksa ga je LN0ns # (0, u veka cy x,y € LN0ys aBe Tauke. Jokaszaru
na pasimmka S(ef) — S(el), rae cy €%, el € Yg kpurndne Tauke u3 Jleme 8 koje
0/ITOBApAjy TadykaMma T,Yy, He 3aBucu o1 u3bopa dyukimje S koja renepumie L. v

Jlema 8 Moxke Ja ce uCKOpUCTH 33 JI0Ka3 TBPhema, KOje CMO CIOMEHYJIH Y
Hamomenu 4, na XamuaTonosa gedopMaliija He MOXKe 1a Pa3IBOjU HYJITO CEUEHHEe
ox cebe. 3a 1o cy HaMm moTpebue ciemeha meduHUNMja U TEOpEMA.

Hepunurnuja 12. Keadpamna dopma Ha BEKTOPCKOM paciojewy F panra r
uan M je mpeciukaBamwe @ : E — R nobujero ox meke kBajaparae dbopme ¢ y
R" momohy pasnarama jeamuurie Ha MHOrocrpykoctn M. @yukmmja S : E — R
Ha E je xeadpamna y beckonaunocmu, ako nocroju kommnakrad ckyn K C E u
HeJlerenepucana kpaaparua gopma @ na F, taksa na je S(e) = Q(e)3ae ¢ K. O
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Teopema 3. Hexa je M womnaxmmna mmozocmpyxocm u wexa je L C T*M
Xamuamonosa deopmayuja nyamoe ceuerva, mj. nexa je L = p1(0p) 3a nexy
pamuaugy p; Xamuamonosuxr dupeomoppusama. Tada je L Jlazpanosicesa nodmmo-
20cmpyrocm Koja mooice da ce npedcmasu zenepuwyhom Pynkyujom Keadpammom
y beckoHawHOCU.

A Ckunupaliemo noka3 [38], 3acHOBaH Ha MJIEjU U3JIOMJBEHUX I'€OAE3UJCKUX JIMH-
nja [24, 25], koju maje KoHcTpyKumjy renepmumiyhe dbyukumje S Kao AMCKpeTHE
Bepsuje GpyHKIMoHaa nejecrsa Ay, rae je H XaMusironujan Koju rerepurie (paMuli-
ujy ¢. Uneja ce cacroju y Tome ja ce ox renepuinyhie dbyukuuje (22), nedun-
ucatne Ha DECKOHAYHO JMMEH3MOHOM pacJiojery (IPOCTOPY IyTeBa), KOHCTDPYWHIIe
dbyurnmonasn neduHUCAH HA KOHAYHO AUMEH3MOHOM BEKTOPCKOM DPACJIOjerby, Koje
ce noucroseliyje ca uzjnoMmspeHnM XaMUJITOHOBUM ILyTEBUMA.
Heka je E = (TM)N~!1 @ (T*M)N~1. Tauxn

e:(qO,Xl,...,XN,1,P1,...7PN,1), 3a C]()E]\47 XiETqOM,BETJOM,

IpUAPYyXKyjeMo XaMUITOHOB IIyT u3J0M/beH Ha N memoBa Ha cienehn nagdun. Heka
je 11(t), 0 <t < 1/N jenmucreenn XamMuaToHOB myT y T*M Koju mosasu u3 Tadke
go € Ops mneka je y1(1/N) = (g; ,py ) kXpajma tauxa tor myTa. Hexa je X € qu—M
BEKTOD /100ujeH [apaJjieJIHuM [IPEHOCOM, y ofgHocy Ha JleBu—HuBuruny KOHEKCH]y,
BekTopa X1 € Tyy M nyx ~i, a P, € T;f M xoBeKTOp 100UjeH mapaJeITHUM MPEHO-

com kosekTopa Py € T M. Heka je
q = exp, - (X1), pl = (dequ_l_1 X1)*(Py).

Heka je y2(t),3a 1/N < t < 2/N, XaMuaTOHOB YT KOju osasm u3 Tauke (¢, pl) €
T*M. Cse BeKTOpe W KOBEKTODE W3 ¢y MOYKEMO TIADATIETHO Ja MPeHecemMo y g,
Ty 1 ¥ pagmjaie reonesujcke uamehy ¢ u ¢i . TIOHOBEMO cajia HCTH OCTYTAK.
Hobujamo uzsomibeny XamuiaroHoBy opoury (Y1, .., Yn)-

Hedbunnmmmmo dynkiunjy S : F — R ca

N-1 N
S(e) =Y (X, Pe) + > An ().
k=1 k=1

Beprukanuu uzBon dyuknuje S je jeaHaK HyJd y TAYKaMa e Koje JePUHUITY HEn-
3JIOMJbEHE TPajeKTopuje, 1a I0Ka3 cjieau u3 dutbenule aa (22) renepuine L. \V4

Iocmemuua 2. Hyamo ceuere KOMaH2EHMHOZ PACAOJEIHE KOMNAKMHE MHO-
20CMpyYKoCMU He Modce da ce pasdsoju 00 cebe Xamuamonosom 0edhopmayujom.

A U3 Teopeme 3 cuenu ma je XamuiaronoBa gedopMalidja HYJITOD CEYCHA 3a-
nara rerepumnyhoM (PYHKIMjOM KBaJIpaTHOM y Oeckoradnoctu. IlomiTo je m3Bom
KBazpaTHe (bYHKIWje pa3andaur of Hyie, ckyn Ng = {e € E | dyetS(e) = 0} je
KOMIIAKTaH, [a pecrpuknuja GyHkuje S Ha Yg uMa KpUTHIHEX Tadaka. Omgarie
u u3 Jleme 8 ciaemu na je ckyn L N0y mempasaH. \V4

2. CuMILIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTH

2.1. IIpumepu. o cama cMO BUIETH HEKOJUKO TPUMEPA CUMILIEKTUIKUX
MHOTOCTPYKOCTH. JeIaH o1 jbuX Cy OpujeHTabu/IHE TOBPIIH, HA KOjuMa je 2—hopma
OpHjeHTalnje CUMILTeKTHYKa dopma. Barkam mpuMep cy KOTAHTEHTHA Pacaojerba
T*M, rne je M npousBospHa rinarka MHOrocrpykocr. Crernujanno, 3a M = R™,
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T*R™ = R™ x R™ je cumnyexktnyaka MHOrocTpykoctT. llocienmu npumep Moxke 12
ce TIOCMAaTpa y CKJOIY KOMILTEKCHEe reoMerprje, Tj. kao R™ x R™ = C". Kowmmiek-
cau n—aumen3uonu npocrop C™ cHabieBen je epMurTckoM (GopMom

(z,w) = 21W1 + ... + 2, W, 38 z=1(21,...,2n), 2= (W1,...,wy).

Ako y mpeTxo/Hoj jeIHAKOCTH Pa3IBOjUMO PEaIHU ¥ UMATHHAPHU €0 KOMITJIEKCHE
Gununeapue dbopwme (z, w), nobujamo

<Zﬂw> :g(z,w)Jriw(z,w), (29)

rae je g(z,w) = Re(z,w), w(z,w) = Im (z,w). Nspa3 (29) nosesyje derupu
crpykrype y C": Pumanosy (Tj. €yKIWICKY) METPUKY ¢, CAMILIEKTHIKY (HOpMY w,
epmutcky bopmy (-, ) U KOMILUIEKCHY CTPYKTYpy i = /—1. YHutapua juneapna
HPECINKABAbA TyBajy €PMUTCKY (HOPMy, OPTOTOHAIHA TyBajy €yKIUACKY METPHKY,
CUMIUIETKMYA 1yBajy CUMIIEKTHIKY (DOPMY M KOMIUIEKCHO JIMHEAPHA LPEC/IMKa-
Balba UyBajy KOMILIEKCHY CTPYKTYpy. 3aro u3 (29) ciemn

U(n) = O(2n) N Sp(2n) = Sp(2n) N GL(n,C) = GL(n,C) N O(2n).

Yonmreme muOorocrpykoctu C" cy Keaepose muozocmpyrocmu. YBOIUMO UX CJie-
nehum meduHUIjaMa.

Iedmuunuja 13. Komnaexcra mHozocmpyrocm je MHOTOCTPYKOCT M ammeH-
3uje 2n, 3a KOjy MOCTOjU ariac duje cy Kapre (¢q,Us) TakBe aa cy

0509t 9a(Ua NUg) = pp(Us NUg)
6uxoIOMOpgHA TPeCcINKaBAmbA. O

XosomopduocT kapara omoryhaBa HaMm Ja, MOMONYy MHOXKEMma ca ¢ = /—1
y KapTaMa, Ha TAHMEHTHOM PACI0jeiby KOMILTEKCHE MHOMOCTPYKOCTH AePUHHUIIIEMO
IPECINKABAIbE

J:TM —TM

Koje je JIMHeapHO Ha BIAKHEMA U 3a Koje Baxu J2 = —idpy. OBo mpecamxa-
Barbe HA3UBAMO KOMNAEKCHOM CMPYKMYypom Ha KOMILIEKCHO] MHOTOCTpyKocTu M.
Ilomohy KOMILIEKCHE CTPYKType MOXKeMO [1a JAepUHHIIEMO MojaM XOJ0MOPQHOT
[PECJUKABAbhA KOMILUIEKCHUX MHOIOCTPYKOCTH: ako ¢y Jy u Jj; KOMILIEKCHE
crpykrype Ha N u M, riaarko mpeciukasawe F : N — M je zoaomopdro, ako je
F.oJy = JyoF,. Osa gedunurnuja yonmrasa geduHUIT]Y XOJIOMOP(HOCTH TIPec-
mukaBama f : C” — C™ xkao rmarkor mpecinkaBama ca C—mHeapauM u3BOIOM.
ExBuBaIeHTHO, MPECTMKABAHE KOMILIEKCHUX MHOTOCTPYKOCTH j& XOJOMOP(MHO aKO
je xonomopduo y kaprama u3 Hedununumje 13.

[Tomohy pazmarama jeIuHUIIE, HAa CBAKO] KOMTIIEKCHOj MHOTOCTPYKOCTH M MoO-
JKEMO J1a JeDWHHIIEMO ePMHUTCKY CTPYKTYDY (+,-) (Kao ITO Ha CBAKOj PEAJIHO]
MHOTOCTPYKOCTH MOXKeMO sia jgedununiemo PumanoBy merpuky). Kao u y cayuajy
muorocrpykoctu C™, epMUTCKA CTPYKTYPA UMa PEAJTHHU JI€0 ¢, U UMATHHAPHE 10 W.
Jlako je Bugeru aa je bununeapua dopma g cumerpuuna (ua gedunuine Pumanosy
merpuky Ha M), a w anTucuMerpuyna (ma je w € Q2(M)).

5Axo je U C C™, npecaukasawe f : U — C™ je zoaomoppro y mauku a € U ako je meros
n3Bog, D f(z) KOMIJIEKCHO JIMHEApaH y HEKO] OKOJIMHU TadKe a, Tj. akKO IOCTOoju okoauHa V 3 a,
TakBa ga 3a z € V Df(z) komyrupa ca i = /—1: Df(2)(i§) = iDf(z)(§)
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Hedbununuja 14. Komnnekcuna muorocrpykoct M je Keaeposa ako je ua T M
3a/1aTa IIaTKa PaMUInja epMUTCKAX (POPMH, IHjHU je UMATHHAPHHU €0 W 3aTBOPEHA,

2-dopma: dw = 0. O

Hapasno, KesepoBe MHOTOCTPpYKOCTH Cy CUMILIEKTHYKE: W j€é CHMILIEKTUYKA
dopma. Osa dopma na KenepoBum muOrOCTpyKOCTHMA, Ha3uBa, ce Keaeposom dop-
mom. ITpumerumo ga Keneposa ¢popma w nedunniie, y3 moMmoh KOMILIEKCHE CTPYK-
rype J, Pumanosy merpuky ¢(X,Y) := w(X,JY), a tume u epmurcky dopmy
() =g0,) +iw(, ).

Jlema 9. Komnaexcra nodmmnozocmpyrocm Keaepose mHozocmpykocmu je Ke-
AEPOBA MHO2OCTPYKOCT.

A Axo je w Kenepora dopma va N un 3 : M < N xomoMopdHO yrarame, OHIa je
7"w Keneposa dopma wa M. \V4

IIpumep 11. Hexka cy

fiooo o fx :C"=C

xosomopdue OYHKIHje 1 TPOMEHBUBIX (g£ = 0). Ako cy oBe dyukuuje dbyHuxim-
J

OHAJIHO HE3ABHUCHE, Tj. ako je df; A-- - Adfy # 0, u3 Teopeme o panry (y KOMJIEKCHO]
BEp3Uju) CIeau Ja je

M={zeC"| fi(z) =...= fr(z) =0}
KOMIIJIEKCHA TTOJIMHOTOCTPYKOCT KoMTIIeKcHe Komnmensnje k y C™) Tj. peanne mn-

mensuje 2(n — k). Oma muoroctpykocr je Kemeposa; Kemeposa dopma nHa M je
pectpuknuja crangapane Kegepose dopme dgy Adpy + ...+ dg, Adp, y C™. f

Kowmmnekcae muorocrpykoctu o kKojuma je ped y Ilpumepy 11 cy nHekommak-
tie. He mocroje 3aTBOpene (Tj. KOMOAKTHE (€3 IPAHUIE) KOMILJIEKCHE TOIAMHO-
roctpykoct y C". 3acra, ako je M xommakTHa, a ) : M — C" xomomopdno
yiarame, onga dyHKImja p — |7(p)| HocTHKE MAKCUMyM y HEKO] Tauku py € M.
MebhyTum, po je yHyTpamma Tadka HEKe KapTe, IMITO je y CympoTHOocTH ca IlpuH-
[IATIOM MAaKCHMYMa MOIYyJa 3a xonoMopdHe (QyHKIH]e.

Hu cuMiiekTuyke MHOrOCTPYKOCTH HE MOL'Y /1a Ce€ Peajiu3yjy Kao CHMILIEK-
Truke nomMuorocrpykoctu y C™) ykonmko cy kommaktHe. Ako je M cumriek-
THYKa MHOTOCTPYKOCT Ca CUMILIEKTUIKOM (hopmoM w u j: M — C™ cuMIIIeKTUIKO
yjarame, OHJIA je

w=7"(dgr Ndp1 + ...+ dgn Ndp,) = d(—3"N),
rie je A =p1dqy + ...+ pn dg, JIuysumosa dopma na C" = T*R"™. Onparne ciaenn

na je w" = d(A Aw L), ma M wma tauny dbopmy sampevmme. 13 Crokcose
Teopeme ciaeau ga M Taga He MoxkKe 13 Oy/1e KOMIAKTHA.

IIpumep 12. (Kommiiekcau npojektuBHu Bapujereru) Komiekcuu upo-
jekrusau poctop CP™ je kommakTHa Keneposa muorocrpykoct. Keseposa dhopma
HA B0j, KOja je mo3uara kao Pyounu—Cmydujesa dopma, je nedurucana ca

/1 _
w = ~—~—adlog|z|?,
2m
rmejez=1[z0:...: 20, |2 = 20> + ... + |2a]? m
g = Z a—%dzk, g = Z 8—@012;~C
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OBa dopma je m100po medwunmrCcaHA, Tj. HE3ABUCHA O M300Pa MPOjEKTUBHUX KOOD-
JMHATA [20 : ... : Zy], jep ce Ipesa3ak Ha Apyre IPOjeKTUBHE KOOPAUHATE OCTBAPYje
pesackoM Ha [fzg : ... : fzy], Toe je f xomomopdua dynkmmuja, ma je

d0log || fz||* = 09 1og ||z||* + 99(log f + log f).
ITomro je f xomomopdua dynxuuja, 3a wy je f = 0, ma je apyru cabupak Ha

JIECHOj CTPAHU jeHAK HYJIU.
Ako je P : C"t! — C xomorenn nojmuom, onja je

P(Azp, -+, Azn) = N°P(z0,++ , 2n),

na je P(zo,...,2,) =0 no6po nedunucana jexnayuna na CP™.
Heka cy Pi,..., P, : C*t! — C xomorenu monrurOMI
M=Alz0:...: 2] | Pi(20,-..,2n) = ... = Py(20,...,2n) =0}

HA3WUBA C€ KOMNAEKCHUM NPOjeKMusHuM apujememonm. KoMIIeKCHN TPOjeKTHBHI
BapHjeTeT HA3UBAMO 24G4MKUM, AKO je OH TJIaTKa MHOTOCTPYKOCT. [ 7TaTKM KOMILIEeK-
CHU TIPOjeKTUBHU BapujeTeTn cy KoMmmakTHe KerepoBe MHOrOCTPYKOCTH. f

IIpumep 13. (Koanjyurosane op6ure) Y Dimasu 1 cmo JeduHucamn aajyH-
roBany penpe3enrtanujy Jlujese rpyme G,

Ad: G — GL(g)
(Bumern (77) ma crp. 112). Ussox npeciukasama Ad y jeqununum e € G je mpec-

JINKABahe
ad := Ad.(e) : g — End(g).
Ono moxe ma ce m3padyna excrmnutao: adxY = [X, Y.
3a g € G nedUHUMUMO JTHHEAPHO MPECTUKABATHE
K(g):9" = ¢
ca
(K(9)€, X) = (&, Ad(¢g™1)X)
Tuwme je nedurucano xoadjyrzoearo dejcmeo
K:G— GL(g").
Hberos u3Bon y e y npasiy X € g je npeciukaBame
K.(X):¢g"—>¢"
J1aTo ca
3a £ € g*, xoadjyneosana opbuma O(£) je ciuka 1PECIUKABALA
G—g', g K9
Axo je G¢ crabmamsarop Tauke & IpH KOAIjyHIOBAHOM IejcTBY, oHza je O(§) =
G/Ge.
Bununeapna dopma Q¢ na g, necdbunucana ca
Qe(X,Y) = (£, [X,Y])
uMa cieneha cBojcTBa:
(1) Qe(X,Y) = —Q(Y, X);
(2) ker(X — X _Q¢) = g, rme je ge JlujeBa amre6pa Jlujese rpyme Ge;
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(3) € je umBapujanTHa y ogHOCY Ha AejcTBO rpyne G, Tj.
Qe (Ad(g)X,Ad(g)Y) = Qe(X,Y) 3a CBe g € Ge.
Opnariie cienun Ja TMPeCTnKaBAbEe
0 TOE), X K.(X)¢
ocrBapyje unentuduranujy T:O(€) = g/ge u na je ca
), K

we (K (X), K. (Y)) == Qe(X,Y)
nedunncana Gopma we € Q*(O(€)) koja je Hemerenepncana u G-WHBApHjaHTHA.

Osa dopma ce nazusa Kupuaos—Kocmanm—Cypuoosom gopmom; map (O(&),we) je
CHMILIEKTHYKa MHOIOCTPYKOCT Ca CUMILIEKTHYKUM JejcrBoM rpyne G. f

3anmarak 9. U3Bectu moka3 ma je oBa hopMa CHMILIEKTHIKA. YIIYTCTBO: 3a
3aTBOPEHOCT UCKOpucTuTu Jlemy 2 ua crp. 24. v

2.2. Cummiiektomopdusmu. Cumniexmuyku JupeomopPusmu, Wid cum-
NAEKMOMOPPU3MU Cy CUMETPHje CUMILIEKTHYKe Teomerpuje. [Ipenusnuje:

Hepunumnuja 15. dudeomopduzam ¢ : M — N CUMIUIEKTUIKHX MHOTOCTDY-
koctu (M,wpr) u (N,wy) je cumiziekromopdusaM ako je o *wy = ways.

Cuenyjanno, ako je (M,w) cuMIisieKTHYKa MHOrOCTPyKOCT, qudeomopdusam
@ : M — M je cummiiekromopdusam ako je p*w = w; CKyIl CBUX CHMILJIEKTOMOD-
dbuszama cummekTHuKe MHOTOCTpYKOCTH (M, w) o3Hauasamo ca Symp(M,w) nimn,
kpahe, Symp(M). KommonenTy myTHe noeesaHoctn ckyna Symp(M) koja caapKu
UIEHTUYKO mpecinkaBame id : M — M, OZHOCHO CKyI CHMILIEKTOMOpPdu3ama
x — (x) 3a Koje nocroju riarko (0 ¢ U ) IPecauKaBarbe

[071]XM 9(t5z)'_><pt(x) EM, 900:1(17 Y1 =¢,
o3HaYaBaMo ca Sympg (M), win Sympy (M, w). O
U3 (¢ o ¢)*w = ¢*(¢p*w) caenu na je Symp(M) noarpyna rpyue audeomop-
dwuzama, y OmIHOCY HA OIEpaIHjy Carama MpPecIuKaBama. Jlako je Bumeru 1a je
Symp, (M) moarpyma rpymne Symp(M).

Ipyna Symp(M) je noarpyna nudeomopduszama Koju 4yBajy 3ampeMuHy; npe-
u3HUje, BaXKu cjaeaeha Teopema.

Teopema 4. (JII/IyBI/IJI) Hexa je (M,w) cumnaesnuska MHo20CTpyKocm du-

menauje 2n u = ,wA” Kanoncxa gopma zanpemune. Tada cearo v € Symp(M)
yyea gopmy §2: z/J*Q Q.
A Iokas ciuepu uz P* (w'™) = (*w) ", \V4

3anarak 10. okasaru na cummiaekromopdusmu C* — C", y omHOCY HA CTaH-
mapaay cuMmmiektuaky dopmy Ha C? = T*R™, gyBajy 30up MOBPIIMHHA MTPOjEK-
1IMja, IBOAMMEH3MOHUX MOAMHOrocTpykoctr - C C" Ha KOMIJIEKCHE KOODIWHATHE
paBau. [IpuMepom mokazaTy 1a CHMILIEKTOMOPMU3ME HEe MOPajy Ja IyBajy HOBP-
IIMHE CBAKe O] TUX IPOjeKIInja. v

NuduauTe3nMag an OnucC, Tj. OIHUC HA je3UKY BEKTOPCKUX II0Jba, MIOATPYIIE
Symp, (M) Moxemo Ja mobujeMo ako 3a MyT t — @; ¥ 0] TudepeHiupamo jej-
HAKOCT

prw=w
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no t. Ipumenom Kapranose dbopmyse pobujamo Xy;adw + d(X;ow) = 0, tae je X,
BEKTOPCKO TI0/b€e TePUHUCAHO ca

dpy(x
Xi(pela)) = L)
ITomro je dw = 0, mobujamo
d(Xtaw) = 0. (30)

O6pHyTO, HeKa je X; BEKTOPCKO TOJ/bE KOje TIATKO 3aBUCH O mapamerpa t € 1
u3 unrepsaja I C R koju caapxku myry. IIpernocrasumo ma oHO 3am0BosbaBa (30)
U JIOIATHY YCJIOB /14 je 1eroB HOCad KOMIIAKTAaH, Tj. JIa IOCTOjH KOMIAKTAH HOJCKYII
K C M rakas na je supp Xy C K 3a cse t € I. Taga je pereme nudepennujaine
jeaHadnHe

dipr ()

a Xi(pe()), po(z) =2z (31)
nedbunucano 3a cee t € I u cBu p; cy cumiiekromopdusmu. U3pas (31) moxemo ma
mocMaTpamMo Kao amuanjy audepennujantanx jernadnaa Ha M, napaMeTpu30BaHy
TayKaMa MHOrocrpykocru M Tako na cBako x nedbuHHUIIe IOYETHU YCIOoB po(T) = x,

HJTH Kao jenny mudepeHInjaIny je HadnHy®

Ha Symp,(M).
Hocau Taxko mobujennx cuMiuieKToMopdu3ama, Tj. CKyT
supp ¢ :={z € M | p(z) # x}

je xommakran. Iloxrpymy rpyme Sympy(M) Koja ce cacroju of CHMILIEKTOMOD-
duzama ca KOMIAKTHHM HOcadeM O3HadaBaMo ca Sympg(M).

Ieduuunuja 16. BekTopcko mojbe ca KOMIAKTHAM HOCAYEM KOj€ 3310BOJbA~
Ba (30) HA3UBAMO CUMNAEKMUYKUM BEKMOPCKUM NODHEM. %

Yromuko ycios (30) 3arBopeHoctu dhopme X, iw 3aMEHUMO ja4uM YCJIOBOM Tau-
HOCTH, 106ujaMo moacKyn ckyta Sympg (M) koju usasajamo crenehiom nedunuim-
joM.

JHepununnuja 17. @amunuja ¢ € Sympg(M) nedunucana audepenuujas-
HoM jemuaunnoM (31) ce mHazusa XaMusmoHOGUM MOKOM HA CUMILIEKTUYIKO] MHO-
rocrpykoctu M ako je dhopma X;_w TadHa, Tj. axo je

Xth = dHt
3a HeKy TIaTKy YHKIHjY
I'xM > (t,z) — H(z) €eR

ca KOMITaKTHHM HOcadeM, rie je dH; mudepennujat mo x, 3a GUKCUPAHO .
Oyukuyjy H; vHazuBamMo Xamuamonoeom Pyuryujom uan XamMusmoHUujaHoM,
a BEKTOPCKO nosbe Xy XaMuAmoHo8UM 8EKMOPCKUM NOHEM UITH CUMNAEKMUYKUM

60Baj apyru nmormes ma jesmaummy (31) je me mojeguocTaBmmyje. Hamporus, yckopo hemo
BuzeTH 1a je Sympg (M) mpoctop GecKOHaYe AUMeEH3Mje, & Ha TAKBUM IPOCTOPHUMA Te€OpHja Audep-
eHIIMjaJHUX jeqHAYNHA je 3HATHO CaokeHuja. Melyrtum, 3a cTuname HHTYHIH]je O IPYIIH CHMILIEK-
ToMOpdU3aMa je KOPHUCHO UMATH HA YMY M OBaj APYTHU MOTJIE].
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epadujenmom dyuaxuje H, n o3nagaBamo ra u ca Xpg, um Xy. dudepennujanmy
jeTHAYUHY
dipy(z)

e Xu(pt(x)), po(r) ==

HazuBamo Xamuamornosom jednauurom.

3amarak 11. Heka cy (M1, w;1) u (Ms,ws) CUMILIEKTUYKE MHOMOCTPYKOCTH U
v @ My — My mudeomopduzam. dokasaru ma je ¢ cummiaektTomopduszam (Tj.
1*ws = w1) aKO M CaMO aKo je

1/}*(XH01/1) =Xgovy
3a cee H € C*(Ms). v

3a dukcupano t € I audeomopduzam p; HazEBAMO Xamusmonosum Jdugeo-
moppuzmom. Ckyn Xamuironosux nudeomopduszama oznadasamo ca Ham(M, w)
unu Ham(M). O

Hamnomena 7. Heka je ¢, Xamusironos Tok renepucan Xamuironujanom Hy(x)
n nedbwunncan 3a t € [0,c]. dudepenunpamem pq(t) mo ¢t n npuvenom dedumn-
muje 17 3akspydyjeMo 1a je @q+(t) XaMuITOHOB TOK reHeprucaH XaMUITOHHjaHOM
cHq(z) m nedunncan 3a t € [0,1]. Oparre caenn ma XamMuiaToHose AudeoMop-
du3me moxkemo 1a nedUHUINIEMO U KA0 MPECIUKABAKBA (1, TIE je ¢y XaMUITOHOB
Tok Jedunucan va unrepsasy [0, 1]. o

IIpumep 14. Tlocmarpajmo komiutekcHy paBan C Kao CHMIIJIEKTUYKY MHO-
TOCTPYKOCT Ca CUMILIEKTHIKOM hopmom w = dx A dy. dudepennujan dyuxumje

H:C—R, H(z)=Imz

je, y koopaumuarama z = T + iy, dH = dy. V3 HemereHepucaHoCTu CHUMILJIEKTUYIKE
CTPYKTYpE CIeIN Ja je ca

Xyow=dH
IedUHNUCAHO JEIUHCTBEHO BEKTOPCKO T0Jhe X . OBO MOJbE MOYKEMO U €KCILTUIIUTHO
na u3pauyHamo: Xy = %. Hberose unTerpajHe KpuBe Cy TpaHCIAIMje Y TPaBILy
apajieTHOM PEAJHOj OCH. f

Hamomena 8. IIpumernmo ga, nako je dopma Xpyow y Ipumepy 14 Tauna,
TpaHcaanuje Hucy XaMuaTonoBu gudeomopdusmu y cmuciay Hedununuje 17, mo-
mro ¢yakmuja H mHema xkommakrad Hocad. llako ce HeKaa M TaKBU CHMILIEKTO-
Mopdu3Mu HA3UBA]y XAMHJITOHOBHM, M NEMO C€ ¥ OBOM TEKCTY JPKATH KOHBEH-
muje n3 Hedunwnnmje 17 xoja je 3romma 36or Tora mTo Ham omoryhasa ma perrema
XaMuJITOHOBUX jE€IHAUYNHA CMATPAMO JePUHUCAHUM HA, 1ejioM R. o

Tepbemwe 5. Heka je H : M — R ezaamka pynryuja v Xy jedurncmeeno
8EKMOPCKO Nosve JePUHUCAHO €A
XHJW =dH.

Tada je pynryuja H woncmanmmua dysc unmezparnur mpajekmopuja 6eKmopckoz
nomwa Xg. Ipeyusnuje, axo je xkpusa 7y pewerve dupepenyujaiste jedHavuHe

dy

— =X t)),

= Xu((0)
onda je H(v(t)) = const.

A Jlokas cneqn us % (H o) = dH(9) = dH (X ) = w(Xg, Xg) = 0. \V/

t
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Hanomena 9. Tsphemwe 5 je y Knacuunoj mMexaHunm MO3HATO IO MMEHOM
3akoH ouyBama enepruje. IIpuMernmo ga OHO BazKé caMO aKO XaMWUJITOHHjAH He
3aBUCH Of t, Tj. aKO Ce yKYIHA €HEPrhja CHCTEMa He Mema ca BpemeHoM. OBakBU
CUCTEMH Ce HA3WBA]y GYMOHOMHUM. i

IIpumep 15. Hudepennujan dyaKimje
1
H:C—R, H(z)=§|z|2

je dH = xzdx + ydy. Bekropcko mosmse gedunucano ca Xy w = dH je

0 0 0
= yi —rT— = —

Ox oy 00’
rae je = Arg z nonapua koopaunara (yrao ca HO3UTUBHUM jej10M z—oce). nre-
rpaJlHe KPUBE BEKTOPCKOT TM0Jha Xz Cy POTAIlMje KOMILIEKCHE PABHU OKO KOOD/IW-
HaTHOr moderka. llomro je dpopma Xy w Tadna, ma TMMe W 3aTBOPEHA, CIAETA A
cy poramnuje cumiiekromopdusmu. Hanmomena 8 Baku u 3a 0Baj mpumMep. f

Xu(z,y)

3anarak 12. U3 Tephema 5 cienu ga cy Tpajekropwuje cucrema u3 [Ipumepa 15,
Ka0 TeOMETDPHjCKA MECTa TadaKka, WCTEe KA0 TPAJEKTOpHje cucremMa nedWHUCAHOT
dynxmmjom K (2) = |z|*. ¥V wemy ce one pazmukyjy? Hahu ekcrmammurhy jetaadmmy
WHTErpajHuX TPajeKTOPHUja BEKTOPCKOr moba X i . v

IIpumep 16. U3 Ilpumepa 14 n 15 cmeam ga cy TpaHCaIlyje y MPaBILy TPO-
M3BOJHPHOT BEKTOPA T'€HEpPHCAHEe BEKTOPCKUM MOojbeM X, TakBUM Aa je X iw TadHa
dbopwma, 1a cy cse Tpancaamuje pasau R? cummiekromopdusmu. Oparie cieam u
Ja cy TpaHcjangje eyKamackor npocropa R?? cuMiuiekToMopdu3MH, reHepuCany
BeKTOpCKUM mojbeM X 3a Koje je X Jw Tauna dopma.

MebyTum, poramuje eykauackor mpocropa R?" (marpune uz SO(2n)) mucy
obape3no cummiekTomopdusmu 3a n > 1. Ha mpumep, poraiuja Koja mpecinkaBa
(p1,q1)—DpaBan y (p1, p2)—paBa Huje cuMiieKToOMOpduU3aM, jep je pecTpUKIHja CUuM-
wiekTudke (opme Ha upsy pasat dgi A dpi, a Ha apyry nyna. U3 (29) na crp. 140
cjenu Jia je

SO(2n) N Sp(2n) = U(n),
ma poraruja mpocropa R2® =2 C™ koja je CHMIIEKTHYKA MOPA Ja Oy/e JHHEeapHA
man C, IpyruM peumMa, Ja KOMYTHDa Ca MHOMKEIeM ca i = v/—1. Muosxeme ca, i
y C" ce, y KoopamHaTama y R?"? 3a1aje MaTpuIom

0 -Id,
‘]—Ldn 0}

U3 (29) ma crp. 140 creqm qa ckamaphu mpoussos y R2™ Mozke 1a ce u3pasu moMohy
CUMILJTEKTHYKE (DOpME U KOMITJIEKCHE CTPYKTYpPe Kao
(X)) =w(JX,Y).
Opgarie cienu na je Marpuua S CUMILIEKTHYKA aKO M CaMO aKo je
STJS=1J (32)
U3 oBe penaiyje MOXKEMO Ja 3aKJbyIMMO HEIITO BUIIE O CIEKTPY CUMILTEKTHIKUX

marpuna. Hamme, KapaKTepHCTUYHE MOJTMHOM CHMILIEKTHYKE MATPHUIE MOXKE, II0-
mohy jennaxocru J? = —Id, det S = detJ = 1 u (32), aa ce Tpancdopmure y

p(A) = det(S — AId) = det(—(ST) ™! + Md) = det(—Id 4+ AS) = X\2"p(1/N).



2. CUMIJIEKTUYKE MHOTOCTPYKOCTU 147

Opariie ciieau Jia ce CONCTBEHE BPEAHOCTU CUMILJIEKTHYKE MATPHUIIE TI0jaBJbyjy Y Ia-
POBHUMa, CAMETPUYHUM Y OJHOCY Ha PEATHY IPaBy M jeJWHUYIHU KPYT KOMILTEKCHE
paBHu (aKO je A COLCTBEHA BPEIHOCT, OHJMA €y TO U A, 1/A u 1/X). f

ITpumep 17. ®opma df € Q(C\{0}) je 3aTBOpena, ma jeIMHCTBEHO BEKTOPCKO
nobe Xy medpUHUCAHO Ca
Xe_lo.) =db
neduHIIe CUMITIEKTOMOP(MU3aM KOMIIJIEKCHE DABHHU. ¥ MOJAPHUM KOOPJAMHATAMA
(r,0) je
w=d(rcosf) Ad(rsinf) =rdf Adr.

Opmarse cienu na je

X 10
0= ~%=
ror’
na cy J00ujeHu CUMIIIEKTOMOPGMU3MY PaanjaaHa mpecinkaBama. Popma df uuje
Ta9HA, T1a OBU CHMILIEKTOMOPMU3MU HUCY XAaMUITOHOBHU. i

3anarak 13. Heka je M xOMOakTHA CUMIJIEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT W HEKA je
Hlz (M) = 0. Jokasaru na je Sympy(M) = Ham(M). v

3amarak 14. Heka je M mpocro moBe3aHa CHMILIEKTHIKA MHOTOCTPYKOCT.
Hokazaru na je Sympg(M) = Ham(M). v

VY ommrem cay4gajy je Sympg (M) # Ham(M).

Ipumep 18. Humummap T*S' = S!' x R, Kao KOTAHTeHTHO paciojeme T :

T*S' — S!, uMa KaHOHCKY CHMILTIEKTHYKY dopMy w = —d\, rae je A Jlmysuiaosa
dopwma.

®opwma df € QL(S?), rae je § nonapua koopauHaTa Ha kpyry St C C, nedunume
Ha nUInHIPY 3aTBopeHy 1-dopmy 7 df. Bekropcko nome Xy, nedurucano ca

Xgow = 7*db

nMa uHTerpasaHe Kpuse Koje cmo Beh Buzgenn y Ilpumepy 5 na crp. 130 — Beprukasnne
rpancaanuje. Popma df je 3arBOpeHa, IITO je y CKIaLy Ca 3aKJ/by4KOM H3BEIECHUM
paHuje, 1a cy OBe TpaHcaamuje cuMmiiekTomopdusmu. Crernujaano, 1ejCTBO

(z,t) = (2,t + 2km), keZ

rpyne (Z,+) na mamuaapy T*S! je cummiekTudko, Ta TpocTOp OpOWTa, TOPYC
T*S'/Z, nacnebyje cuvmmmektuuky crpykrypy. OBa CTpyKTypa ce momymapa ca
CTAHJIAPIHOM CHUMILIEKTHYKOM CTPYKTYPOM Ha TOPYCY, AaTOM (OPMOM OpHjeHTa-
nmje df; A dfy ma T2 = S! x S'. Tpanciamnujama reHepucaHUM CHMILIEKTHYIKHM
BEKTODPCKUM TIO/beM Xy OAroBapajy poramuje topyca. OBe poraiuje Cy CHMILIEK-
Tomopdu3mMu, KOju HEUCY XaMUJITOHOBH, jep je df 3arBopena l-dbopma koja Huje
TAYHA. f

3anarak 15. Heka je p; XamMuiToHoB TOK reHepucan Xamuiaroaujanom Hy, 3a
t €10,1] u nexa je
f:[0,1] = R
rnarka dynkmmja, Taksa ga je f(0) = 0. [lokasaru 1a je ¢f) XaMHITOHOB TOK
renepucan Xavunarorujanom f'(t)H ). Kako msrnena meropo XaMmuITOHOBO BeK-
Topcko mosbe? I3Bectn amanorsy (GbOpMysly 3a CHMILIEKTHYKO BEKTOPCKO MHOJBbE
penapamerpuzangje myra y Sympg(M). v
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3amarak 16. Kopucrehn 3amarak 15 moka3aTn 12 cBaku XaMHUITOHOB TUQEO-
Mopduzam @ Moxke jga ce crnoju ca idy; XaMuITOHOBUM TOKOM Oy, TAKBAM 1A je
pr=idy3ate0,0lupr=¢pzatell—el] v

Jlema 10. Hexa je X Xamuamonoso 6ekmopcko mosbe 2eHepucaho Xamusi-
monujanom H; u mexa je ¢ € Symp(M) cumnaexkmomoppusam. Tada je V. Xy
Xamuamonoso 6exmopcro nome zenepucarno Xamuaimonujarom Hy o1,

A Hexka je Xpop—1 XaMHITOHOBO BEKTOPCKO TOJ/be TeHeprcano XaMUITOHHjaHoM
Ht o ’ll)il:

Xpop-1ow =d(H o). (33)
Iomro je Hoyp ™t = (" H)*Hudo (v~ 1)* = (¥~1)* od, u3 (33) ciean
Kot 0 = (67 dH = (7" (Xig ) (34

(y mocsieqbeM KOpaKy CMO MCKOPUCTHJIM YUEeHUIY fa je Xy XaMUITOHOBO BEK-
TOPCKO mo/be reHepucano Xamuaronujanom H). Iomro je 1! cummiexTomop-
duzam, BaxKu

W) (Xuw)(Y) = w(Xg, ¢ Y) = w(®e X, Y) = Xy w(Y). (35)
U3 (34) u (35) caenn
XHOd)—l_Iw = w*XH_Iw,

na je, 300r HeJlereHepUCaHOCTH CUMILIEKTHIKe Gopme, X proy-1 = . Xp. v

Tepbeme 6. Hexa cy o u ¢F Xamuimonosu moxoeu dedpunucarnu Xamua-
monujanuma H u K u nexa je » € Symp(M) cumnaexkmomoppusam. Tada easicu
caedehie:

(1) @f o @f je Xamuamonos mox 2enepucat X amurmoHujaHoM
(HEEK)o(z) == Hy(z) + Ke((0f) 1) (@));
(2) ()~ je Xamuamonros mox zenepucar Xamusmonujarnom
Hy(z) = —Hi(p{" (2));
(3) Yo oy~ je Xamuamonos mox zenepucan Xamuamonujarnom
HY (x) == H(~ ().
A TlpumeHnoM mpaBuiia 3a W3BOJL KOMIIO3UIIAjE U

d@f H d@f
dt

= Xk opf

J06mjaMo

d
(@l 0 wl) = Xuo (@) 0 9i") + (91) e Xic 0 0"
N3 Jleme 10 crnenm ma je apyru cabupak Ha J€CHO] CTPAHM XAaMHUJITOHOBO BEK-

TOpcKO mosbe renepucano Xammironmjanom Ki((pH)~1)(z)), anme je moxaszamo

npso Tepheme. U3 mera ciean apyro, audepeniupamem u3paza @il o (H)71 =

idps. Tpehe TBpheme je ekBuasmentno Jlemu 10. \V4

IMocanemuua 3. Crkyn Ham(M) je nopmanna nodepyna epyne Symp,(M).
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Hexa je I C R unrepBan u
I — Ham(M), t— o
raatkn nyt y Ham(M), y cMuciy na je mpecankapambe
IxM— M, (t,x) — pe(x)

rmarko. Tana, mo Hedununuju 17, cBako ¢, MOxKe ma ce cuoju ca id riaarkum
nyrem s, (o, = id, Y14, = $1,) 9HUje je BeKTOPCKO nosbe X' takso ga je
X't _w rauna dpopma. Creneha reopema, kojy hemo ja j0KazxkeMo HEITO KACHUje
(xao Tocnemuiry 8 Ha cTp. 169), nokasyje Ja u cam OyT ¢; UMa UCTO CBOjCTBO.

Teopema 5. [13] Heka je ¢ enamiu nym y Ham(M) u nexa je

dpi(z)
- Xi(pe(x)).

Tada nocmoju eaamra Gynryuja
G:1xM—=R, (t,x) = Gi(z)
€4 KOMNAKMHUM HOCawem, maksa da je Xy w = dGy.

Cuteniehie TBpheme nokasyje 1a cy BEKTOPCKHU IIPOCTOPU Ay TOHOMHUX CHMILIEK-
TUIKAX U XaMUJTOHOBUX BEKTOPCKUX T0/ha 3aTBOPEHU 33 KOMYTATOPE.

Tepbeme 7. Hexa cy X,Y dea aymonomua (mj. nezasucha 00 t) cumnier-
MUYKE BEKMOPCKE NODAE HA CuMNAeKMUYK0] muozocmpyrocmu (M,w). Tada je
wuzos xomymamop [X,Y] Xamuamonoso eexmopcko nowe, zenepucano Xamua-
MOHUJAHOM,

H: M — R, H(p) = w(Yp, Xp).
A N3 nebunummje dbyukmuje H nu Kapranose dbopmysie ciaenn
dH = d(X 4(Y w)) = Lx (Y w) — X 2d(Y ow) = Lx (Y 1w), (36)

IpH 9eMy IOCTIeba jeTHAKOCT CJIeN W3 UAEHUIe 1a je Y CHUMILIEKTHYKO BeK-
TOpCKO To/be. 3 cROjCTRA yHYTpaImher AnudepeHInpama’ ix,y] = Lxiy —tyLx
n gumbennte Ja je Lxw = 0, momTo je BeKTOPCKO Mojbe X CUMILIEKTUYIKO, CJIEIH
Ja je nocaenmu u3pald y (36) jeanak [X, Y] w, uume je TBpheme mokazaHo. \V4

Ilocanemuma 4. Axo cy H K : M — R aaamxe dynxyuje va cumniexmuyuro]
mrozocmpyrocmu M u Xg, Yy wurosas Xamursmonosa 6exmopcka nomsa, onda je
(Xu, Xk| = X(u.ky, 2de je

HK:M-—>R
anamra gynryuja dedunucana ca {H, K}(p) = w(Xu(p), Xk (p)).

JHe¢punuunuja 18. Ouepauuja (H, K) — {H, K} nasusa ce Ilyaconosom 3a-
2padom. O

7Jlaxo je BugeTu na je yHyTpallimbe nudepeHnupame ixn = X.n jeJHO3HA4YHO onpeheno
caenehnm ceojerBuma: ix f = 0 3a 0—dopmy f, ixn = n(X) 3a 1-dopmy n, JIajaunosum npas-
MJIOM Y OJHOCY Ha MHOXKEEbe A M KOMYTHpalbeM Ca PeCTPHKINjaMa Ha KoopauHaTHe Kapre. Onarie
Cleiu M JeAHAKOCT i[x y] = Lxiy — iy Lx, nomro obe crpane 3a10B0/baBajy 4€TUDPH HABEIEHA
CBOjCTBA.
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Hamnomena 10. Mu cmo, y 0BOM TeKCTy, Aedunncanin XaMUITOHOBA BEKTOPCKA
moJsba 3axreBajylin KOMOAKTHOCT HOcada, Ja OHCMO MOLJIA Ja TOBOPUMO O HUMa
IpUAPYKEHOM XaMHUJITOHOBOM TOKY. MehyTtum, nedunuimja BEKTOPCKOr moba X i
yCIIOBOM

XHJw =dH
uMa cMmcia 3a cBaky ruarky dyakuujy H € C° (M), 6e3 ob3upa Ha TO 1a Jiu je
weH Hocad kommnakran. Oparie ciaeau na cy Ilyaconose 3arpaze nedunucane wa
nenom ckymry C°(M), a e camo Ha merosom noackyiry C°(M). o

IIpumernmo ma u3 gedunaUImje XaMIITOHOBOT BEKTOPCKOT M0OJha CIIEIH 113 je
{H,K} = dH(Xk),
na IlyacomoBe 3arpaje 3a10B0/baBajy JajoHULOB0 NPasu.so
{H,GK}={H,G}K + {H,K}G. (37)

Tepbeme 8. ITyaconose 3azpade umajy caedehia ceojemea:
(1) {H7K} = _{K7H}7.
(2) {>\1H1 + )\QHQ, K} = )\1{H1, K} + )\Q{HQ, K},
(3) {H1,{Ho, H3}} + {Hs,{H1, Ho} } + {Ho, {H3, H1 } } = 0.
A JIoka3 je mocieauna JUPEKTHOT PATyHA. \V4

3amarak 17. Heka cy (M;,w1) n (Ma,ws) CHUMIIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH U
Y 1 My — Ms mudeomopdusam. [lokazaru ma je ¥ cuMmmiekTroMopdusam ako u
camo ako uyBa IlyacorHoBy 3arpamy, Tj. m1a je ¥*ws = wi aKO U CaMO aKo je
{H,K}oyp={Hoty, Ko}
3a cee H, K € C*°(M,) (Bugern 3amarak 11 Ha ctp. 145). v

Bamarak 18. Heka cy H, K : R?” — R ape miarke yHKIHUje HA CHUMILICK-
TH4IKOj MEOrocrpykocru R?” = T*R"™, Jlokasaru 1 je

(H.K) = z": (aH 0K OH 8K>

)

8qj 6pj Opj aq]‘

Y KAHOHCKMM KOODJIMHATAMA (G1, - . ., n, D1, - - -, Pn) Y KOJUMA CHUMIUIEKTHYKA (DOpMa
uMa 3amuc w = dqy Adpy + - .. + dg, A dp, u 1a je

¢={q.H},  p={p,H} (38)
3anuc XaMUITOHOBUX jenHaduna (8). v

Bamarak 19. Hexka je (q(t),p(t)) Tpajextopuja Xammnronosor cuctema y R2"
neduancanor Xamunronujanom H. Jlokazartu cimemehe yommreme XaMUITOHOBUAX
jennauuna (38):

d of
=z H=1f HY+ 2L
gl @pt) ={f H} + -
3a cBaky raaTtky dymkmmjy f: R? x R — R. v

3anarak 20. Heka je M cumnnexkruyuka muorocrpykocr u H : M — R ay-
toHomuN Xamuironujan. Jlokazatu ga je rimarka dymkmmja K : M — R kon-
CTAHTHA [IyK XaMUJITOHOBUX TPAjeKTOpHja JedrHUCAHINX XaMUAJITOHUjaHOM H ako
¥ caMO axo je

{H,K} =0. (39)
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Cuenpjanno, u3 Tephewa 8 cnequ {H,H} = —{H,H}, 1vj. {H,H} = 0, na oBaj
3ajiaTak yomrasa 3akon odyBama enepruje (Tepheme 5). v

Hedwmuumnuja 19. Inarke dbyukuuje H u K cy y unosyyuju ako 3a10BO-
wasajy (39). @yukuuja F ce HA3UBA NPEUM UHMEZPAAOM XAMUITOHOBOT CHCTEMA
nedunucanor ayroHoMuuM Xamuiaronunjanom H ako cy dyuknnje F'u H y nHBOIY-
nuju. Crernujasano, cam Xamuiarounjan H je mpBu mHTErpas. O

IIpucycTBo 10BO/BHOr 6POja HE3ABUCHUX® HHTErPasa y HHBOIYIHjH HAM OMOL'Y-

haBa /a €KCILTUIIMTHO PEmnMO XaMHUJITOHOB cucTeM. lIperusnuje, Baxku ciaemeha
Teopema:

Teopema 6. (ApHoua—JInysui) Heka je Ha CUMNAEKMUYKO] MHO2OCTPYKO-
cmu M dumensuje 2n dam Xamuamonujorn H u rwezosux n npeuxr unmezpaia
Fr=HF,,... F, € CDO(M)
y uneoayyuju. Axo cy dymuxuyuje Fy, ..., F, nesasucne na M, onda je 3a ceaxy
peayaapny epednocm ¢ = (c1,...,¢,) € R npecaurasaroa
F:=(F,...,F):M—>R"
cKyn
M,:=F Yc)={x € M| Fi(x)=ci,...,Fn(z) = c,}
2aamka nodmuozocmpyxocm y M, unsapujanmua y odnocy na Xamuamonoee mo-

Kose zenepucane cearum 00 Xamuamonujana F;. Axo je muozocmpyxocm M. Kom-
NAKMHA U NOGE3AHA, 0HA je duPpeomopdra n—0UMeH3UOHOM MOPYCY:

MC = (Sl)na
ca kKoopdunamama (01, ..., 0,) y xojuma Xamuamonose jednanure ca Xamuimonu-
janom H umajy obauxk
do; _
at Y

mako da je wuxoso pewere 0;(t) = 6;(0) + n;t.
A Jloka3 oBe Teopeme hiemo ma maMo Kacuuje y Tekcry (Buzeru Ilpumep 27 Ha
crp. 170, Hanomeny 24 ma crp. 174 u 3azarak 39 ua crp. 175). \V4

Hedbuaunuja 20. XaMUJITOHOB CUCTEM HA CHUMILJIEKTUYIKO] MHOTOCTPYKOCTH
JUMeH3Hje 2n je unmezpadbusar aKO UMa N He3aBUCHUX WHTErpasa y WHBOJYIIH]H.

¢

3anmarak 21. [lokazatu ma je cBaku XaMHUJITOHOB CHCTEM HA, OPUjEHTHCAHO]
noBpUIH (JABOAMMEH3UOHO] CUMILIEKTUYKO] MHOMOCTPYKOCTH) MHTErpabUIaH. v

3anarak 22. (Kemnepos nmpobisem) Kiacuanu npobiem asa rena, uiu Ke-
wiepos mpobiieM, je Xamuaronos cucrem y T*R3 zazar Xamumrronujanom’

1 1
H(a,p) = 5lpI” + V(lall) = 57 + 5 +p3) + V(a1,2,3)- (40)
8Cernmo ce na cy dyakuujeFy, ..., Fy, He3aBucHe Ha M axo Cy HUXOBU AudepeHIujain
dFi(x),...,dFy(x) nuHeapHO He3aBUCHH BeKTOpU mnpocropa 1. M 3a cee z € M.

gq)yHKunja V (norennujansa eHepruja mianere xoja ce kpehe oko CyHIIa y KOOPIHHATHOM
OYeTKY) KOja 3aBHCH caMO O ¢ = ||q||) ce mojaBsbyje y OmmCy KpeTama y T3B. UEHMPAAHOM
nowy, tj. nomwy cune F(q) = f(q)q, 3a Heky ckanapuy GyHKUHjy f KOja 3aBHCH CaMO OX q¢ =
q. /pyruMm peumma, IEHTPAJIHO IOJbE j€ BEKTODPCKO MOJbE KOje je MHBAPHjAHTHO y OFHOCY HA
IPYIy U30METPUJCKUX TpaHchOpMaIija Koje DUKCUPA]y KOODIUHATHU MOYeTaK (IIEHTAD 110Jba).
V cayuajy Kenneposor npobiema je f(r) = —kr—2 (cmra rpasutanmje), vj. V(r) = —kr~1.
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Hexka cy Ji, J2, J3 KOMIIOHEHTE Yy2a0H02 MOMEHMG, Tj. BEKTOPCKOT TO/HA

J:=qxp.

(a) Hoxazatu na cy dbyuxuuje H, J3 u ||J||?> npeu unrerpamm oor cucrema
KOJ¥ Cy y WBOJIYIIM]U U 3aK/bYUYUTH [13 je OH WHTerpabuIaH.

(6) Jokazaru na cy dbyukuuje Ji, Ja, J3 IpBU UHTErpaJM OBOr CUCTEMA, /I 13
OHU HUCY Y UHBOJIyIIMjU. 3aKJby4UTH JIa C€ KPeTame O/BUja y je/Hoj pasuu (3akoH
04yBatba YIaOHOI MOMEHTA, y LEHTPAJIHOM HOJbY).

(8) Heka je e, = cosfi+sin0j, eg = — sin i+ cos 6j nokperuu 1osapuu cucrem
y KoMe ce onBuja Kperawe. I Heka je r(t) = r(t)e,(t) TpajekTopuja 1m0 KOjoj ce
ozBrja Kperame (ca r 03HAYABAMO Iy>KHWHY BekTopa r, Tj. r = ||r||). Kopucrehn
JlexkanapoBy TpancdopMaIujy u eIeMEHTAPHO AudepeHnpame, J0Ka3aT 12 je

p:q:¢er+r9e9
u, omarie, ga je J = r29(er X €g). Baksyuuru u3 (0) Ja je BesuduHa 7260 xou-
cTauTHA W omatryie m3Bectu JIpyeu Kenaepos 3axon: BexTop mosmoxKaja mianere
koja ce kpehe oko CyHIIA y KOODAWHATHOM TOYETKY 3aXBaTa jeHAKE MOBPIIWHE Y

jeTHAKUM BpEeMEeHHMA.
(r) Jokasaru na je XamusiToHujan y KoopauHarama u3 (B) mar ca

1 _
H = i(pf +r7%p3) + V(r),

rae je p, =1, pg := r260. Kopucrehn 3akoH 0IyBama yraoHOT MOMeHTa, J = 126,
JIOKA3aTHh 13, je

2
H = %pi +U(r), re je Ulr)=V(r)+ %
IMpumerumo ga rume rpopumensuonu XamuiroHos cucrem (40) cesen Ha jeHOIM-
MeH3noHN cucreM (41) meror Tumna.
(n) 3 Bakona ouypama enepruje (Tepheme 5 Ha cTp. 145) u (r) n3secrn 3a-
KJbyUaK 713 je

(41)

p=V2AE-U(r))
rae je E ykymnHa eHepruja, a ogaTiae u u3 p = 1

dt = /2(E—=U(r))dr.
() Kopucrehn (1) u 3akon oaysarma yraonor Momenta f = r~2.J jokazatu ja
je
r=2J
2(E-U(r)
TAKO JIa MPOGJIEM KpeTarba y IEHTPATHOM TI0JbY MMa €KCIIIMIIUTHO PEIleHe

T,

r=2J
= | e

Cuernujaino J0Ka3aTu Ja Cy y IPABUTAIMOHOM IOJBY

J2
V(r)=—kr !, j. Ulr) = —kr 14+ 2
() =kl ap U=k L
TPajeKTOPHUje OBOT CHUCTEMA, €JIUIICE
a . J? 14 2F.J?
r=— rae je a=—,e= —_—
1+ecosf’ e k’ k2
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Ogo je Ilpeu Kermrepos 3akomH. v

Hamomena 11. Hexka je ry moderno pacrojame mranere on Cymma, a vy =
l(0)|| mena mouerna (ckanapua) 6ps3una. Ilowernn Tpenyrak t = 0 MOXKeMO Ja
u3abepemMo Tako Jia y wemy iianera 6ye najosnuxka Cyuiy, rako ja je 7(0) = 0, kao
u3BoM, PYHKIMjEe v Taukn MUHUMyMa. Tama w3 3akoHa O0UyBama yraOHOT MOMEHTa,
y HMEHTPAJHOM TIOJbY CJIEIN A je 720 = rovg. Axo je T mepmon peBonynyje, a a u
b mykuHe BeJIMKE W MaJie TOJIyoCce eJIUIICe 10 KOjoj ce miaHeTra kpehe, u3 dopmyme
3a TMOBpIIMHY euiice P = abm mobwmjamo, m3pasa %7’2 df, nma je HMOBPINKHA ETUATICE
P= %TOUOT, rze je T nepuosn pesostyimje. ¥ 3ajarky 22 ¢MO HAILIA €KCILIUIUTHY
jemHaumnHy Tpajekropuje. 13 me MoxKeMO 1a N3padyHaAMO U Ty*KUHE HeHUX MTOIy0Cca
u Tako mokaxkemo 1pehu Kenaepos 3axon: omHoc Z—; KBaJIpaTa Iepro/ia PEBOIYIfje
u Kyba BeJImKe IoJyoce je uctu 3a cBaky anery CyHYEBOr cucreMma. o

JHe¢pununnuja 21. Cxyu (ayTOHOMHUX) CUMILIEKTUYKUX BEKTOPCKHUX L0JbA HA
muorocTpykyctn (M, w) o3nagaahemo ca symp(M,w) nan symp(M), a ckyn (ay-
TOHOMHMX) XaMHJITOHOBHX BEKTOPCKHX Mosba ca ham(M, w) nam ham(M). O

U3 Tephewa 7 ciaemu ga cy symp(M) u ham(M) Jlujese anreGpe, Tj. m0-
nanrebpe Jlujese anrebpe X (M) cBux BekTopckux mosba Ha M. Owe mory na ce
cxsare u Kao Jlujese anrebpe Jlujesux rpyna Symp®(M) u Ham(M). Ose Jlujese
anredbpe cy HECKOHAYHO [IMMEH3UOHU BEKTOPCKU IIPOCTOPH, I1a Cy U muxose Jlujese
rpyte GeCKOHAYHO JIUMEH3UOHE, Tj. MHOTOCTPYKOCTH MOJIEIOBAHE HAJ, OECKOHATHO
IUMEH3MOHWM TOTIOJIOIIKUM BEKTOPCKUM Tipoctopuma. Hehemo mayGmbe ynaswrm y
nedbununujy raarke crpykrype Ha rpynama Symp(M) u Ham(M), amu je ko-
PHCHO MMATH Ha yMy Ja Ceé paau 0 GECKOHAYHO auMeH3uoHuM JlujeBnMm rpynama.
Tanmrentau Bextop X € T,,Symp“ (M) je objekar Koju ce, IO aHAJIOTHJU €& KOHATHO
IUMEH3WOHNM ciydajem, mobnja nudepentmparmem oty t = 0 myTa @; Kpo3 TauKy
¢o = ¢. Ha maj maumm, 3a crako x € M noGujamo sextop ¢ ()|, ;- Apyram
peunMa, TaHreHTHu eexmopu y Symp°(M) cy TaHreHTHa BEKTOPCKa no.ba HA M,
KOja cy y3 To jom u cumiuiekTryka. Couuano Baxku u 3a Ham(M) u Xamuironosa
BEKTOPCKA TI0Jba.

3 Tephewa 8 u Ilocrenute 4 ciemn

Hocnemuma 5. Axo je M cumnaexmuura muozocmpyrocm, (C°(M){-,-}) je
Jlujesa anzebpa, a npecrukasarve

C°(M) — ham(M), H— Xy
je xomomoppudam Jlujesux anrzebpu.

3anarak 23. Heka je M koMmakTHa CHMILIEKTHYIKA MHOrOCTpyKocT. JlokazaTu
Jla Cy HU30BU

0
1
0—>R—CX®M)— ham(M) —0
1
symp(M)
1
Hig (M)
1
0

TaYHMA. v
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ITpumep 19. (XamuiaroHOBa JejcTBa 1 MOMEHTHA IIpecinKaBamba) Heka
je G JlujeBa rpyna u Heka je g mwena JlujeBa anrebpa. 3a cBako 7 € g ca

G 3 gy :=(Lg)n € T,G

(rme je Ly : G — G, Ly(x) = gz, neBa Tpancnanuja) je nedUHUCAHO JEBOUHBA-
PHUjAHTHO BEKTOPCKO IOJbE, TAKBO 14 je 7. = 7). O3HAYMMO OBO BEKTOPCKO IOJ/bE

HCTUM CJI0BOM 7). VI3 jemwHCTBEHOCTH pemiema v, :] — €,¢[— G audepenimjamnme
jemHaUMHE
D (1) — o (8 0) = 42
T =n(7(1)), T (0) =e (42)

caenn aa je v,(s +t) = v,(s) - v,(t), 3a ce s,t €] —e/2,¢/2[. Onmarne crean na
je xpuBa 7, nedunncana 3a cse t € R u ja 3a10B0/paBa jennaunny (42) Ha 11e710j
peamnoj mpasoj. Ipyrum peumma, CBAKO 7) € ¢ gedUHUINE jeTHOMAPAMETAPCKY
noarpymy (v,(R),+) Jlujese rpyme (G, -). Kpusa vy, moxe na ce onuite u Ha Apyru
HA4YUH, Kao jeduncmeenu xomomopdusam JlujeBux rpyna

Tn * (R7+) - (G7 )

3a KOju je %(0) = 1. Excnonenyujarno npecauxasarve ua Jlujesoj amrebpu g je
[PECUKABAIHE
expig— G, exp(n) = (1), (43)
Hexa je

G — Symp(M,w)
CUMIIIIEKTHYKO JiejcTBo JInjere rpyme G Ha CHMIUIEKTHYKO] MHOrocTpyKocTH (M, w).
CBaku esieMeHT 1) € g gedHUHAIIE BEKTOPCKO TT0HE

d

= iltzoexp(tn) -z € T,M.

IMomo je nejerBo cuMmaekTHYKO, hbopma X, 1w je 3aTBOpeHa 3a cse 1) € g. JejcTBo
je crabo Xamuamornoso ako je 3a CBaKO 1) € ¢

X,aw = dH,

M sz X, (2):

3a Heky rmarky dymknujy H, : M — R. ®ymknumja H, je nedunncana no Ha
AJIMTUBHY KOHCTAHTY; IPUPOIHO je u3abpaTu Ty KOHCTAHTY TAKO JIA [PECITUKABALE

g— C°(M), nw— H, (44)
Oyme muneapHo. Axo je mpm Tome (44) mopdwuzam Jlujesux amrebpm (g, [-,:]) u
(C>°(M),{-,-}), onma xaxemo 1a je aejcreo rpyne G jaxo Xamuimonoso.

IIpecinkaBame
prM =gt (ulx),n) = Hy(x)
HA3HBA C€ MOMEHMHUM NPECAUKAEAIbeM XAMAITOHOBOT J€jCTBA.

Cuenujasno, ako je G = U(1) rpyna jequnuunux Komiuiekcuux 6pojesa, ca Jlu-
jerom aznre6pom u(1) =2 R = u(1)*, MOMEHTHO NpecanKaBambe je caM XaMUITOHNjaH
nejersa St x M — M.

I'pyna G = SO(3) poranuja npocropa R3 nedunnmie XaMuaTOHOBO /1EjCTBO Ha
CHMILTEKTHYIKOj MHOTocTpyKocta T*R3 22 RS:

SO(3) x (R* xR%),  (A,(q,p)) — (A-q,A p).
Tpu KOMIIOHEHTE MOMEHTHOT MPECTHKABAA OBOT J1€jCTBA

p:T*R® = s0(3)* = R?
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HA3WBAjy Ce Y2aOHUM MOMeHMUMa. KOMIIOHEHTe MOMEHTHOTI TPECTHKABAHA Je-
jerBa rpyme tpancrammja (R, +) ma (R?), koje Ha cTHIaH Ha9MH HHAYKYje CHM-
IeKTHIKO aejerso Ha T*R3, HasuBajy ce AuHeapHUM MOMEHMUMA. f

Hamomena 12. Axo je va Jlujesoj rpynu G 3amara GunnsapujanTHa (1ceya0)
PumanoBa merpuka (-, -), Tj. TakBa 1a je

ouza je nedunurmja (43) €KCIOHEHIMjaIHOT IPEC/INKABAbA EKBUBAJICHTHA J1eDUHY-
IIMjU eKCIOHEHITHjaTHOT MPecInKaBamha Ha PUMAHOBO] MHOTOCTPYKOCTH KOjy CMO
namu y Imasu 1. UnTerpamujom mo XapoBoj Mepu MOXKe Ja €€ JIOKaXKe 1a CBAKa
koMilakTHa Jlujesa rpyuna uma 6uunsapujanruy (nceyso) PumanoBy merpuky: 1po-
U3BOJbHY METPUKY Ha TG MOYKEMO /1 MPOIUPUMO 10 JIEBONHBAPHUJAHTHE METPUKE

(+,+) Ha TG, momohy sepnx tpancnamuja. Ha cimuan wHaumH mMoxkeMo 1a aedwH-
HIIeMO JeBomHBapujanTHy ¢dopmy 3ampemune ). Tazga je ca

(X,.Y,) s /G (Rn). (9) X, (Rn). (9)Y,) Q)

nedUHICAHA OUMHBAPUjAHTHA, METPUKa Ha G. o

3amarak 24. Heka JlujeBa rpyna G riaTko aejcTByje Ha MHOrOCTpyKocTH N
U Heka je, 3a ¢pukcupano g € G,

Dyg:TpN = Tye N
M3BOJI TIpecanKaBama ¢ — gx. /lokasatn ma je ca
GxT*N — T*N, (9,a) = (Dyg~H*a, (45)
3a o € T N, nebunucano XaMuaTOHOBO JejcTBO rpyne G Ha T* N, ca XaMHUITOHH-
jaHoM
H, :T"M — R, H,(a) = —a(Xy)
rae je, 3a 1 € g, X, BEKTOpCcKo mojbe Ha N gedwunmcano gejcrsom G ma N Kao y

IIpumepy 19. YmyrcrBo: nokasaru mpso aa je Jluysuiosa dopma va T* N unBapu-
jaaTHA y onHoCy Ha zejcrBo (45), na je wen JIujes u3Bo/ y MpaBily BEKTOPCKOL M0Jba

X, ma T*N pebunucanor nejcrsom (45) xao y Ilpumepy 19 jemnak mymu. Ilpu-
mernnTn 3atum Kapranosy ¢gpopmymy L)zn)\ = d(X,2\) + X,,0d\ 1 kKapakTepu3ammjy
JluyBusose dpopme nary y Jlemu 2 na crp. 127. v

3amarak 25. Heka je O(§) cuMIIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT (OpOHMTA KOA]yH-
roBaHor gejcrea Jlujese rpyne GG) nedunucana y Ipumepy 13. [dokasaru ja je
nejerso rpyne G na O(§), nedunucano ca

(g,6) = Ad(g~")*s

Xammaronoso, ca Xamunronnjanom H,(s) = —ad(n)*s u ga je MOMEHTHO mpec-
JIAKABAIHE

p:0OE) =g
uHKIy3nja p(s) = . v

Ocobune Ilyaconosux 3arpaga u3 Tephemwa 8 u Jlajoaunoso npasuio (37) mo-
TUBHIIIY HAC 3 JaMo caemeny medpuHHUImjy.
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Hedununnuja 22. [Tyaconosa muozocmpyrocm je map (M, {-,-}), rue je M
rJIaTka MHOroCcTpykKoct, a {-, -} Jlujesa 3arpana na C*° koja 3amoBosbaBa J1ajoHu-
noso npasuio (37). Ilyaconose 3arpase nasusajy ce jowr u ITyaconosom cmpyk-
mypom ua, Ilyaconoroj muorocrpykoctu. Ilpeciukasame [ : N — M IlyacoHoBux
muorocrpykoct (N, {-,-}n) u (M, {-, -} ) ce nazusa Iyaconosum npeciurasaroem
aKo je

{H. Ko f={Hof Ko}y
3a cee H, K € C>(M). O

ITpumep 20. Csaka riaarka muorocrpykocr M momymrra IlyacoHoBy crpyk-
Typy: TpuBujanna Ilyacomosa 3arpama {-,-} = 0 nedunume JlujeBy 3arpany Ha
C*°(M) xoja 3am0Bo/baBa JIajGHUIIOBO TIPABHIIO. it

Ipumep 21. Heka je V C R? orsopen noackyn. Taza je, sa H, K € C=(V),
MELIOBUTHM IIPOH3BOIOM
{H,K}(z) = (x,VH x VK)
nebwunrucana Ilyaconosa crpykrypa na V. f

IIpumep 22. 13 Hanomene 10 cmenn ga cBaKa CUMILIEKTUYIKA MHOTOCTPYKOCT
uma npuponny IlyaconoBy crpykrypy {H, K} = w(Xg, Xk). f

JHe¢punuunuja 23. Heka je (M, {-,}) Ilyaconosa muorocrpykocr. Xamuamo-
H060 6eKMOPCKO nosve rerepucano dynknujom H € C° (M) je BekTopcko nosme X g
neduHECAHO ca,

dK(Xg)={H,K}
3a cee K € C*°(M). O

IIpumerumo na u3 6Gununeapuoctu u Jlajoaumosor npasuia cienn 1a je XaMmui-
TOHOBO BEKTOPCKO 10Jbe 1106po jedunucano (Bugeru Jebununujy 2 va crp. 5).

3anarak 26. /lokasartu ma je mpeciukaBamwe H — X xomomopduzam Jluje-
BUX a"HFG6pI/I (COO(M)a{v}) u (X(M)7[a]) v

Jepununnuja 24. @Pyuxuuje koje upunaunajy jesrpy ker(H — Xy ) xomomop-
dbm3ma u3 3amarka 26 HaszuBajy ce Kasumuposum Gynryujama. O

3amarak 27. Onucaru Kazumupose dpyHKIHje HA CUMILTEKTHIKIM MHOTOCTPY-
koctuma u Ha IlyaconoBum muOrocrpykocruma u3 Ilpumepa 20 u 21. v

2.3. Japb6yoBa teopema. Kao mro cMO pek/in, CUMIJIEKTHYIKE MHOTOCTDPY-
KOCTH HEMAjy JIOKAJIHE WHBAPHUjAHTE — CBE Cy JIOKAJIHO n30MOpdHE:

Teopema 7. (Jap0Oy) Csara mauxap € M cumnaexmuyke mHo20CMPyKocmu
(M,w) uma xoopdunamny oxoauny (U, @), maxsy da je

w|U = ¢*(dgy Ndpy + ... + dgn, A dpr),
2de jen = %dim M.

A Hexka je (V,1) npousBo/bHa KOODAMHATHA OKOJMHA TAYKE D U HEKA j€ wi =
(w’l)*w|v. He ymamyjyhiu ommrocr (omuocHo, kommonyjyhu ¢ ca juneapHoMm
rTpancdopManujom) MOXKeMO Ja npernocraBumo aa je ¥ (p) = 0 u ga je 3anuc dpopme
w1y HyIH

w1(0) = dg1 Adpy + ... + dgn A dpy,
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(cBOheme cumiiekTHuke hbopme Ha 0Baj 00/UK je crBap Jluneapue ajrebpe).

dopmMe w; ¥ Wy Cy CUMILIEKTHYKe (popMe y Hekoj okomunu W myre y R27,
JloBosbHO je 11a JoKaxkeMo 11a mocToju nudeomopdu3am ¢ HeKe OKOJIMHE HyJle, TAKAB
na je o*w; = wp :=dgi Adpy + ... + dgy, N dp,. TlocmaTpajmo myx

wp = (1 — t)wp + tws, 0<t<1
y Q2(W), ca kpajebuma wo u wi. Ilpumerumo 1a cy cse dbopMe w; 3aTBOpPeHe:
dw; = (1 —t)dwo +tdw; =0  3acse te|0,1]

Hokazahemo na mocroju dbavmunmja mudeomopduzama ¢, nedUHUCAHUX Y HEKO]
okoymHEN Hy71e y R2", Takpa 1a je

Yiwe = wp 3a cee t€[0,1]. (46)

Qamvmunnjy @ hemo ga nedunuiniemo noMohy BEKTOPCKOr 110Jba X KOje je renepuiiie,
Tj. Kao pemiemne audepeHInjaHe jeTHaInHe

WD _ X)), o) =z, (17)

rae hemMo BEKTOPCKO mojbe Ja u3abepeMo Tako Ja Oyzae obesbeheno (46). dpyrum
peduMa, peliaBame HeJmHeapHor npobieMa (46) cBOAMMO HA jeJHOCTABHU]U, JIMH-
eapu, Tako 1ro audepennupamo (46) 1o ¢ u pemasamo uobujeny (y3 momoh Kap-
TaHoBe HOpMyse) jeTHAUnHY

)
d(X;wp) + Xyodws + % =0,
t

OJTHOCHO
d(X;awt) + wi — wp = 0. (48)

mo X;. Axko je X; pemieme OBe jemHaduHe, €r3UCTEHIMja TPAXKEHOr Tr(EoMOp-
dbusma p; ciaeau u3 MpUMEHe TeOPEME O €r3UCTEHIUjU PeIerha AudepeHIrjaTHuX
jennaunna na (47).

Jakie, ocTaje caMo J1a TIOKaXKeMO Ja JuHeapHa jeanaunna (48) nma pereme.

IMomrro je wy = wy y Hynw, ciaean na je wy(0) = wo 3a cee t. U3 Hemerenep-
ncanoctu hopMe wy U YNIEHUIIE /14 jeé HEeJEreHePUCAHOCT OTBOPEHO CBOjCTBO CJIEIN
J1a cy y HeKoj orBopenoj jontu B C W nyne cBe dpopme w,; negerenepucane. Popme
wo U wy Cy CHMILTEKTHYKE, 1Ma je popMma wy — wi 3arBopena. U3 IToerkapeose jgeme
(rj. KOXOMOJIOILKE TPUBUJAJHOCTU JIOITE) CJeAu Ja pecrpukiuja Gopme wy — wi
Ha B rmauna, 1j. 1a #Ha B Baxkum wy — wy = ds 3a Heky l-dopmy ¢. Tama ce
jennauuna (48) cBoqM Ha jeIHAYMHY

Xiow =g,
KOja MMa pereme 3007 HeJEreHEPUCAHOCTH Wi. \V4

Hamomena 13. /lapOyoBa Teopema He Baxku 6e3 ycjiaoBa dw = 0: dhopma Koja
HUje 3aTBOpEHA He MOXKe 113 Oy/e JiokaaHo audeomopdna 3aTrBopenoj dopmu. Heme-
reHepucana, He 00aBe3HO 3aTBOpeHA, 2—(hopMa HABUBA CE CKOPO CUMNACKMUYKOM
GOPMOM; CKOPO CUMNALKMUNKE MHO20CTPYKOCM, j& MHOTOCTPYKOCT Ca CKOPO CHUM-
wieKTuIKOM (popmom. CKOPO CUMILIEKTUYKE MHOIOCTPYKOCTH MOLY JIOKAJIHO Ja Ce
pasnuKyjy, kao u PumanoBe. CKOpPO CHMIJIEKTHYKA (DOPMA W j& CUMILIEKTUIKA aKO
3a/10BOJbaBa nudepennujaany jennaunny dw = 0. Anajorua nudepeHiyjaHa, jeI-
HauwHa 3a PumanoBy merpuky 6ma 6u R = 0, tae je R xpuBuna. 13 Teopeme 14
una crp. 108 cieau ma cy TakBe MHOTOCTPYKOCTH JIOKAJIHO eyKiauiacke. lIpumernmo
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J1a je CBaKa TOBPIII Ca CKOPO CHUMIIJIEKTUIKOM (DOPMOM, Tj. CBAaKa JBOJANMEH3NOHA
CKOPO CHMILTEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT, 00aBE3HO CHMILIEKTHIKA, TOK JIOKaTHa Pu-
MaHOBa TeOMEeTPHja MOBPIIH MOXKe /1a Oy/ie HeTPUBHjATHA. o

Hanomena 14. Toka3 Teopeme 7 Koju cmo HaBenn jao je J. Mozep y [45].
M3noxenn meron pernapama HeIHHEAPHUX jeHAYUNHA, TIOMONY KOHCTPYyKInje ¢da-
MuUJIdje jeJHAYMHA [1apaMeTPU30BAHE DEAJHUM [apamMerpoM (Tj. XOMOTOILCKE Je-
dopmauyje nosazue jenHauune) u cBohersa HesMHEAPHOr LPOOJIEMA HA JIMHEAPHU
u Ha mudepeHujanny jeqnadnny nasuBa ce Moseposum memodom dedopmayuje.
Moszep je y [45] nokazao Hemrro npyradnjy sepsujy Teopeme 7. Ilpeniazkemo 4u-
TaoIly Ja J0Ka3 Tor TBphema, koje dbopmynunemo kao Teopemy 8, n3Beme cam 1o
yrueny Ha noka3 Teopewme 7. o

Teopema 8. Hexa M sameopena (komnaxmna 6es epanuye) MHOZOCMPYKOCM
U HEKQ Je Wy 2AaKG Pamuaiuja cumnaekmuskus gopmu na M, maxea da je

[wt] =cE HgR(M)7

mj. maxea da yeo nym w; € Q?(M) npunada jednoj xoromoroukoj xaacu. Tada
cy cee mmozocmpyrkocmu (M, w;) cumnaexmomopdre; mavnuje, nocmoju 2aamra
pamusuja dupeomoppusama pr : M — M maxsa da je pjw; = wp.

Hanomena 15. ¥ [41] je gar npumep damuinje CHMIUIEKTHIKEX (HOPMH Wy
Ha KOMITAKTHO] IIECTOANMEH3UOHO] MHOrocTpykKocTu M, TakBe 1a je

[wo] = [w1] € Hir (M),

3a koje e mocroju audeomopduszam ¢ : M — M takaB ma je ¢ w; = wy. To
nokasyje ga y Teopemu 8 ycios na dpamuiuja cumMiuieKTu9KuX (DOPMH HE HAILYIITA
duKCcHpaHy KOXOMOJIOIIKY KJIACY HE MOYKe, y OIMIITEeM CIy4ajy, Ja Ce W30CTABH.
N3y3erak cy OBOAMMEH3UOHE CHMILIEKTHIKE MHOTOCTPYKOCTH, Tj. OpHjeHTaOUIHE
mopiu. Lo mokazyje ciemehwu, Hemro ommituje dbopmysinucaH, 3amaTak, Jduje je
rBpheme rakofe canpxkano y [45], kao jom jeaua usiycrpanuja Moseposor merona
nedopmaryje. o

3anarak 28. Heka je M 3arBOpeHa OpujeHTAOMIHA MHOTOCTPYKOCT IUMEH3M]e
n u weka cy Qo, Y € Q"(M) npe dbopme 3anpemune Ha woj. Jokazaru na je

JE
M M

aKo u camo ako nocroju nudeomopdusam f : M — M rtakas ma je f*Q; = Q.
Cuernujanno, ako je 3 KOMIAKTHA TOBPIN 03 MPaHUIe U Wy, W1 JABE CHMILIEKTHYKE
dopme Ha BOj, onja cy MHOrocTpyKocTu (X, wg) u (2, wr) cumiuiekromopdHe ako u
CaMO aKo je TIOBPIIUHA MOBPIIH Y, MEpeHa (hOPMOM Wy, jeTHAKA MOBPIIWNHE MEPEHO]
dopMoM w1. v

JlapbyoBa Teopema nma cieaehe yomnmreme, KOje ce HeKal HA3UBA PeAaMUCGHOM
Llapbyosom meopemonm.

Teopema 9. Hexa je M muozocmpyrocm dumensuje 2n uw N C M xomnarxmma
nodmmozocmpykocm. Hexa cy wo,wy € Q2(M) dee cumnaexmuuxe dopme na M,
maxee da je

wo 3a cee q € N.

T,M — wl}TqM
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Tada nocmoje omsopene okoaune Vo u Vi ckyna N u dupeomoppusam ¢ : Vo — Vi,
maxae da je

¢l =idy v ¢Fwr = wo.

Hoka3 Teopeme 9 je ckopo mcru kao goka3 Teopeme 7. Jemuna paziuka ce
cacroju y Tome mto ymecto [loenkapeose jieme Tpeba MPUMEHUTH HeHY PEJIATUBHY
Bep3ujy, KOjy m3aBajaMo Kao cieaehe TBpheme.

Jlema 11. (PenaruBHa IloenkapeoBa Jiema) Hexa je M eaaamxa mmo-
2ocmpyxocm, N rena 2aamka nodmmozocmpykocm u 3 € QF(M) sameopena k-
dopma, maxsa da je B(TN) = {0}. Tada nocmoju oxoauna VO N u dugpepenyu-
jaana gopma o € QF1(V) marea da je

ﬁ|v =do U o(TnM) = {0}.

A Hexka je V nesacra okosuHa noamuorocrpykocru N. Taza je npojekuuja 7 :
V =2 vN — N xXoMOTONHA HAEHTHYIKOM IpeciankaBamy idy : V — V; xomoronmjy
ocTBapyje xomoreruja £ — t- £ Ha CJ0jeBUMA HOPMAJIHOT paciojema. O3HaunMO Ty
xomoronujy ca hy (hy = idy, hg = 7). U3 B(TnM) = {0} cnenu hip = 7*5 = 0,
na u3 Kapranose dopmyse u ycnosa df = 0 gobujamo

1 d 1 .
s=hip—nyg= | Lhisde= [ hidhis)at
0 0

Opare cienm na je o = fol hz((ht_lﬁ) dt Tpaxena dpopma. \V4

3anarak 29. 3eectu moka3 Teopeme 9 ciemehu kopake mokasa Teopewme 7

n noka3atu ma PenaruBHa IloenkapeoBa snema obe36ehyje Tagnoct dpopme aé’f u

yCII0B Xt‘N = 0 (omaxme caemn ¢‘N = idy). v

JlapOyoBa Teopema HaM TIOMaXke Ja JOKaxKeMo cieqehe TBpheme.

Tepbemwme 9. Jejcmeo zpyne Ham(M) na noee3amnoj cumniexmuuroj muo-
2ocmpyxocmu M je mpandumusHo.

A JloBosbHO je mokasarn na na Ham(M) mejerByje TpaH3WTHBHO Ha cBakoj Jlap-
6yOBOj KOODIMHATHOj OKOJIMHH. 3aucra, HEKa Cy p,q € M mnpou3Bo/bHE TauKe U
v : 10,1 = M uyr koju ux cuaja. Kpusy ([0, 1]) moxemo na mokpujemo Jlap-
6yoBum KoopiuHaraum kaprama Uy, Us, ..., Uy, takBum na je p = (0) € Uy,
qg=7(1) € Uy, UyNUjy1 # 0. Axo p mozkeMO a2 npecaukamo XaMuITOHOBUM
mudeomopdusmom y Tauky y(tg) € Uy N Us y ucroj dapbyosoj okonuun Uy, oHIA
Taj TMOCTYIAK MOYKEMO J1a MOHOBUMO 3a Tadke Y(tg) u y(t1) € U N Us y apbyosoj
okosmau Us wtxa; Ha Kpajy mobujamMo XaMuITOHOB mudeoMopdu3am KOju je KOM-
no3uirja k Tako KOHCTPYHCAHUX XAMUJITOHOBHUX audeomopdu3amMa M KOjU CIUKA
Py q

Hokasknumo na Ham(M) nejcreyje tpamsutusro y Hap6yoroj xaptu (U, ).
He ymamyjyhn ommrocr, Moxkemo ma mpermoctaBumo 1a je o(U) aomra. Heka
cy p,q € U mpomssomue Tauke. Tauky ¢(p) € R?" moxeMo ja TpeciamKaMo
vy ©(q) € R?" rpancnanmjom. Y Ilpumepy 16 ma crp. 146 cmo Bumenn ga je
TPaHCJANK]a TeHeprCcaHa BeKTOPCKuM mojbeM X TakBuM 13 je X _w = dh 3a Heky
riaarky Gyuknmjy b : R?® — R. Heka cy V u W 0rBOpeHH CKyLOBH KOjU CapzKe
IyX [p, q], TakBu 12 je

W CV Cp(U)
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I Heka je x : R?™ — R ruaTtka GyHKIHTja, TakBa 1a je

1 zeW

x(@) = 0 z¢V.

Tana je dyukuuja H(z) := x(z)h(x) rnarka u jennaka h na W, na je moMm rexep-
ncan XaMmJITOHOB 1yT Koju ce y W He pasiukyje o OHOr reHepucaHor byHKIH-
jom h, Tj. BekTopckum mosbeMm X. Ilomiro je wocau dyukumje H campxan y V,
dyurnuja ¢* H Moxe ma ce mpoay u 10 riarke dyukiuje va M. Ouna medunwnire
XamuaToHoB audeomopdu3zaM Koju MpecankaBa Py . \V4

Hamomena 16. Muoxemwe Xavunronujana H dbynkuujom X y mokasy Tsphe-
wa 9 je Baxkan nocrynak koju Ham omoryhasa na Xamuiaronos gudeomopduzam
U3MEHUMO ¥ jeIHOj 0OIACTH MHOTOCTPYKOCTHU, & OCTABUMO ', HEIIPOMEIEHUM Y IPY-
roj. Taj mocTymax MoXKe J1a ce NCKOPUCTH 113, ce peru ciaenehu 3a1aTax. o

3anarak 30. Joka3zaru 1a JOBOFHO Majia KOHTPAKTUOWIHA MET/ha HA TOPYCY
T? mozxke ga ce pasusoju o cebe XamunronosuM aucdeoMopdusMoM. YIyTCTBO:
CBAKM CAMILIEKTOMOP(HU3AM je JOKATHO XaMUITOHOB; KOHTPAKTUONIIHA, IeT/ha, HMa,
MIPOCTO TOBE3aHy OKOJIMHY. v

Hamomena 17. HekonrpakTubuiina mer/ba Ha TOPYCYy HE MOXKE Ja C€ pa3l-
Boju 011 cebe Xamunronosum audeomopduszmom. OBa dnbeHNUIA HEje TPUBUjATHA.
IIpumernmo g2 HEKOHTPAKTUOM/THA IET/ha MOZKE & Ce PA3IBOjH O ceOe CUMILIEKTO-
MopduamoM, Tj. mudeomopduzmom Topyca T2 koju uysa mospmmry. Ha mpmMep,
nersba St x {1} C S! x S! moxe ma ce pazaBoju on cebe porarujom

Ra . (6i91,€i92) — (ei9176i(02+a)).
Poranuja Topyca je cummiekromopduszam, Koju Huje XaMuITOHOB (0BO CMO BUJIE/IN
y Ilpumepy 18 na crp. 147). Ha HeKOHTpaKTUOUJIHY MET/bY HE MOMKEMO Jia IIPH-

MEHUMO MeTOJI periena 3aaarka 30 3aTo [MITo OHA HEMa TPOCTO MOBE3aHY OKOJIUHY.
o

2.4. KomMIiuieKcHe U CKOpPO KOMIJIEKCHE CTPYKType. Komnaexcna cmpy-
KMYpa Ha, BEKTOPCKOM TIpocTopy V Haj mosbeM R je JmHEapHO MpecInKaBarbe

J:V =V  3zaxojesaxkn  J°=—idy,
rae je J?:=JoJ. Uz
(=1)3m V' — det (—idy) = det (J?) = (det J)?

CeM I CKOPO KOMILTEKCHA CTPYKTYPa MOCTOJH CaMO Ha BEKTOPCKHAM IPOCTOPHMA
napue qumensuje u 12 je |det J| = 1. Cuenujasno, J je suneaphuu uzomopdusam.

IIpumep 23. (Kommuiekcun BekTopcku npocropu) Heka je V BekTopckn
npocrop Hax C u meka je dime V = n. Tazga je ca
J: V=V Ju = 1w
nebunncana Komiuiekcaa crpykrypa ua V. IlpeciukaBame J je mzomopdusam, ma
ako je vi,...,v, 0aza y V, ouma je u Juy,...,Jv, 6a3a. Ilpocrop V wmoxke ma

ce TmocMaTpa Kao BEKTOPCKH TpocTop Hajd R: MHOXKeme ckamapoMm V x R — V je
pecrpuknuja MHOXKEHa V X C — V. Bekropu

{vi,. .U, Jur, .., Jupt = {v1, ..., o, 01, ... i0p )
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cy JinHeapHo He3aBucHu HaJ R, jep Ou y MpOTUBHOM BEKTOPH V1, . .., Uy OUJIU JIMH-
eapHo 3asucau HaJ1 C, 1o je Hemoryhe nomrro ouu dpopmupajy 6a3y. Oparie cienu
1a je muMmeHsuja mpocropa V', Kao peasiHor BEKTOPCKOr npocropa, dimg V = 2n.
Cucrem BeKTOpPA
V1yevnsUn, JUL, ..., JU,

je jemna 6a3a BexkTopckor mpocropa V mazg R.

O6puyTo, ako je V Bekropcku npocrop Haj R napHe gumensuje dimV = 2n,
OHJIA Ha WMy I0CTOju KoMmmyiekcHa crpykrypall J : V — V, mna je ca

(a+ib)v := av + bJv, a,beR, veV

nedunucano muoxkeme V x C — V KoMIIeKCHIM CKajapoM, a V uMa u CTpyKTypy
BekTopckor mpocropa Han C auvensuje dime V = n. i

W3 nperxonuor nmpumepa cieau 1a peajiHe BEKTOPCKE IPOCTOPE IMapHe TUMEH-
3uje HA KOjHUMa je 3aJaTa KOMILIEKCHA CTPYKTYpPa MOXKEMO J1a HACHTH(UKYjeMO ca
KOMIIJIEKCHIM BEKTOPCKNM TTPOCTOPHMA IBOCTPYKO Maibe numensuje. Cremnmjaino,
rpyna cumerpuja crpykrype (V) J), rae je V Bekropcku mpocrop nas R aumen-
3uje 2n ca KOMILIEKCHOM cTpyKTypoMm J je mzomopdua rpymu GL(n,C). Ona je
MO/IrPyNa IPyIie CHMETPHUja BEKTOPCKOr mpocrtopa V), koja je m3omopdHA rpynu
GL(2n,R): enementu rpyne GL(n,C) cy nuneapuu uzomopbusmu S : R2" — R
KOJ¥ 9yBajy KOMTJEKCHY CTPYKTYDY

0 idy,
JO_[—idn 0]

So JO = Jo oS.
Nukiysuja GL(n,C) < GL(2n,R) nasusa ce peasnom penpesenmayujom Jlujese
rpyune GL(n,C). Axo npeciaukasame S mocMarpamo Kao npeciaukasambe S : C" —
C™ u pa3aBojuMO Ha peajiHu U UMarnHapHU 10, PeajiHa pelpe3eHTanyja je 3a1ara,
Yy MATPUYHOM OOJIUKY, Ca

Tj. 3a KOje BaxKu

S:A—&—iBH{ A B]

-B A

IIpumep 24. (Komruiekcudukamnuja) Ao je V peasHn mpocTop IUMeH3Mje
dimg V = n, ouga je V ® C KOMIJIEKCHE BEKTOPCKHU MPOCTOp Aumen3uje dime V ®
C = n. Osnaj mpocTop Ha3WBa CE€ KOMNACKCUPUKAYUJOM BEKTOPCKOT pocTopa V.
13 Ilpumepa 23 crnenm na V ® C moxke ma ce mocMarpa Kao PEATTHH BEKTOPCKHU
npocrop aumensuje dimg V ® C = 2n ca npupogHo peduHUCAHOM KOMILIEKCHOM
CTPYKTYPOM. f

Hepuuumnuja 25. Ckopo komnaexcna cmpyxmypa ua Muorocrpykoctu M je
damunja KOMILIEKCHUX CTPYKTYPa

Jp: TpM = T,M,  J?=—idr,m

KOja MJIATKO 3aBUCH OJf, p. JIpyrum pednma, CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTYPA je TIIaTKO
upecaukasawe TM — T M koje je nmuneapro Ha BiaakHuMa (1j. Mopdusam pacso-

jema), TakBo aa je J o J = —idrps. Ckopo Komnaexcha MHOZOCMPYKOCM j€ riaTKa
MHOTOCTPYKOCT Ha K0jOj je 3a7aTa CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTYPA. %
OHpp. aedunucana ca J : (v1,..., 00, W1, ..., wn) = (W, ..., Wn,—v1,..., —wp) 33 HEKY

6azy (V1,...,Un,Wi,...,Wn).
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Jlema 12. Csaka ckopo KOMNAEKCHA MHOZOCTPYKOCT j€ OPUJEHMAOUAHG U UMG
NapHy OUMEH3UJY.

A Tlapaoct gumen3uje cMoO Beh H0Ka3ajM y JUHEAPDHOM CJIy4ajy, Ta CBAKW TAH-
renTnu npocrop 1, M, a TuMe u MHOrOCTpPYKOCT M, uMa HapHy JUMEH3H]Y.

Heka je dim M = 2n u meka cy y cBakoj koopauHaTHOj Kaptu U 1aTa BEKTOPCKA
oJba,

Xl,...7XnZU—>TUM%JTU,

TakBa Ja cy 3a cBako p € U Bexropu X1 (p), ..., X,(p) € T, M nuneapHO HE3aBHCHH.
Kao mro cmo suzmenn y Ilpumepy 23, Xq,...,X,,JJXq,...,JX, je 6aza y T, M.
Marpuna npeiacka ca jeJHe TakO KOHCTpyucane Oaze Ha JApYyry LPHUIIALA IPYIU
GL(n,C), na je, Ha OCHOBY MO3HATE YWIbEHUIIE U3 JluHeapHe aaredpe

S eR*P 2 C™" = detg S = |detc S, (49)

IbEHA, IETEPMUHAHTA TO3UTHBHA. 10 HaMm omoryhasa ga aeduHunemMo opujeHTucanu
armac {(Uy, ¢a)} Ha M, 3aXT€BOM Ja je 3a CBaKO p

(©x)«(P)X1(P); - -+ (22)=(P) X (), (P2)(P) T X1 (D), - - (02)«(P) T Xn(p)  (50)

opujenTucana 6aza y R?".

Wnu, IpyrEM peumMa, 33 CBaKO A HocToju 2n—dopMma iy y R?" xoja je mos-
urrBHa Ha Gasu (50). 36or (49) u36op Takse dhopme He 3aBUCH O M300pa TAKBE
6aze. Kopucrehu paznaramwe jenunune, nomohy dbavumumje {uy}y MoKeMO 1a KOH-
crpywuiemo ¢popmy opujerTtammje Ha M. \V4

Hamomena 18. Tsphewme 06puyTo TBphemy Jleme 12 me Baku; Hmp. cdepa
S* je opujenTabunHa ¥ UMa HAPHY JUMEH3H]y, K He JOIYIITA CKOPO KOMIITEKCHY
crpykrypy (reopema Epecmana u Xonda). o

Iedbununuja 26. Ilo anasoruju ca neduHAIjOM X0JOMOPQPHOCTH MPECTUKA-
Bama y KoMmmiuekcnoj anamusm, kao csojctBa C—mmHEApHOCTH MPBOT M3BOJA, ITPEC-
sukasawe f : N — M ckopo komiiekcuux muorocrpykocru (N, Jy) u (M, Jas)
HA3UBAMO NCEYIO TOAOMOPPHUM, UK, HeKal, Kpahie, ToasomopdHum aKo je

DfOJNZJMODf.

Ako kenuMo Jia TIOABYYEMO O KOjUM Ce CKOPO KOMILTEKCHHM CTPYKTypama pPaju,
kopucrumo repmut (Jy, Jar)—roromopdna npecaurasarsa. Axo je N = C" u Jy
cTaHJapHa KoMmiuiekcua crpykrypa #a C" u J komiuiekcHa crpykrypa Ha M ko-
PHUCTUMO ¥ TePMUH J —zosomopdra npecaukasaroa. Cruenujaarno, roromopdua xpuea
je xomomopdHO mpecimkaBamwe f @ X — M jemHOAMMEH3MOHE KOMILIEKCHE MHO-
roctpykoctu Xy M. JenHommMmeH3nOHE KOMILJIEKCHE MHOTOCTPYKOCTH HA3UBAjy Ce
Pumarosum nospusuma. %

Hanowmena 19. ¥V nokagy Jleme 12 cMmo Buae n qa KOMIIJIEKCHO JIMTHEAPHA TIPEC-
JIMKaBamba uMajy cBojcrBo (49), omakie ciaenu jJa oHA dyBajy opujentauujy. U3
ucror pasiora, (nceyzuo) xosoMopdHa MPec/uKaBama 4yBajy OPUjeHTAlUjy CKOPO
KOMILJIEKCHUX MHOIOCTPYKOCTH, yCTaHOBJbeHY Jlemom 12. o

IIpumep 25. Cdepa S? mma cKOPo KOMILIEKCHY CTPYKTYPY, JepHHICAHY Ha
cinenehin naunn. ITocmarpajmo S? ma yobuuajenn nauun, kao noackyn y R3. Iomro
je cdepa opujeHTaOUIHA, HA O] MOCTOJH MOJBE jeIMHUIHAX HOPMAJTHUX BEKTOPA

N :S? - (TSH)*L.
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3a cBako p € S? ca
Jp  T,S* = T,8%,  Jpy(X):=X x N,

rie je X Bekropcku mpoussos y R3, je 1006po AeduHICAHO JIUHEAPHO IPECIHKABADE
KOje 3a7T0BOJhaBa, Jg = —idr,s2, IaKJIe CKOPO KOMIUIEKCHA CTPYKTypa Ha S2.

Ouurienso je Ja HA WCTH HAYMH MOXKEMO A CHAOIEMO KOMILIEKCHOM CTPYK-
TYpPOM CBaKy OpHjeHTabuiHy nospir y R3.

ITo3maro je 7a BEKTOPCKHU MTPOU3BO/] MOYKEMO 12 HAEHTU(MUKYEMO Ca MHOXKEHEM
uMaruHapHux ksarepanona. Ha ciamyan nadnn, kopucrehu MHOXKEHE IMArHHAPHAX
Kejnujerux 6pojeBa (OkTaBa), MOXKEMO 113 JeUHUIIEMO CKOPO KOMILJIEKCHY CTPYK-
TYpy Ha CBaKoOj opmjeHTabmaHOj Xunepnospum y R7. Cmermjamno, chepa S® mva
CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYDPY-

OBaj MeTo He MOXKEMO 13 KMUTHPAMO y OCTAJIUM JIUMEH3HjaMa, jep je MO3HATO
na Ha R™ mocToju MHOXKEE Koje je OMInHeapHo U Y OHOCY HA KOje Cy CBU €JIEMEHTH
ceM HyJle MHBEPTHOUJIHY aKO U caMo ako je n € {1,2,4,8}. JIpyrum peduma, peannu
U KOMILJIEKCHU OpOjeBHM, KBATEPHWOHU W OKTaBE Cy jeauHe ajredpe ca IesberheM
(oBO TBphEme Cy, HE3ABUCHO jemad o apyror, gqokasaiau Kepsep u Mumop 1958.
rOJIMHE, METOJIAMa XOMOTOIICKE TOIOJIOTH]E).

Bopen u Cep cy, 1953. roaune, nokazanu ma cy jeause cdepe Koje JOmymrajy
ckopo Komiuiexeny crpykrypy S? u S8, Cuenujasinu ciyuaj Tor rsphema je reopema,
Epecvana u Xonda, comenyra y Hamomenn 18. i

Tepbemwe 10. Ha csakoj cumnaexmuuroj muozocmpyrocmu (M, w) nocmoju
Komnaexcra cmpykmypa J, makxea da je
w(X,JX)>0 v wJY,JZ)=w(Y,2Z) (51)
3a cee manzenmmue sexmope X #0,Y, Z.

A Heka je (-,-) upoussossna Pumanosa merpuka na M. Ilomro je w nemerenep-

MCAHA W AHTUCHUMETpUYHA, U3 PucoBe TeopeMe O pempe3eHTAVju OUIHHEAPHUX

dyHKIMOHAIA CIIEIN 13 TTOCTOjU AHTUCUMETPUIHU W30MOpP(MHU3aM PACIOjerha
A:TM —TM, w(X,Y)=(AX,Y).

13 Jluneapue anredpe Ham je IMO3HATO JA CBAKU WHBEPTUOWIHY JIMHEADPHHU OLEPATOD
uMa jeJUHCTBEHO TIOJMapHO pasnarame A = PJ, rme je P = vV AAT mosurusHO
neduHERTHN cuMeTpHdHH, a J = P~' A OopTOroHaJHH OIEpaTop, Tj.

(PX,X)>0 3a X#0 u (JX,JY)=(X,Y).

Huje Temko Bugeru na oneparopu P u A xomyrupajy'!, a camum tam u P~ u A.
Ognarie cnequ JP = PJ.
W3 anTucumerpudHOCTH Ooneparopa A ciemu

PI=A=-A"=—(PJ) =-(JP)" =-P"J" =-PJT,
1j. J = —J . IowrTo je oneparop .J opToronaian, ojarie J061jaMo
J?=—J"J = —id,
qUMe je JOKa3aHo Ja je J CKOpO KOMILJIEKCHA CTPYKTYpa.
ITpsa jemnakocr y (51) cienu u3
w(X,JX)=(AX,JX)=(JPX,JX)=(PX,X)

T Axo Marpuna A KOMyTHPa Ca MaTpunoM B, OHJa OH KOMYTHDA U Ca CBAKOM AHAJIUTHIKOM
dyuxuujom ox B, f(B) = > 77, cnB™, a KBaIpATHH KOPEH je AaHATUTHIKA DyHKIH]a.
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u no3uTuBHE nedbuHUTHOCTH Oormeparopa P. pyra jeanakoct ciaenu u3 aeduHuUImje
omeparopa A, komyrarusaocru AJ = JA u oproronagHocTu omneparopa J. \V4

Hanowmena 20. O6puyro rBpheme He Baxku: y [Ipumepy 25 cmo Bumenu ja
chepa S momymTa ¢KOpPO KOMILIEKCHY CTPYKTYpY, MOK 360r H3p (S°) = 0 me no-
HyH_ITa CI/IMHﬂeKTI/Iqu. <&

3amarak 31. Ja mu maorocTpykoct S' x S momymra

(a) CKOPO KOMILIEKCHY;
(6) cuMmIeRTHUKY

CTPYKTYypY?’ v

Hedbmaumuja 27. Kaxkemo 1a je CKOPO KOMILIEKCHA CTPYKTYPa CAG2AGCHG Ca
cumnaexmuukom gopmom w ako je ucuymwen yciaos (51) Tephemwa 10. O

Ako je kommekcHa crpykTypa J carmacHa ca w, oHma je w(-,J-) Pumanosa
MeTpuKa Ha M.

Hamomena 21. ¥ gokasy Tsphema 10 aucmo kopuctuin yciaos dw = 0, mTo
3HAYM 114 TO TBPhEmE BAXKKM 33 CBAKY HEJIEreHepucaHy, He 00aBe3HO 3aTBODEHY,
dopmy w € Q?(M). Heka je V koBapujanTHm m3BOJ, y OAHOCY Ha PuMaHOBY
MeTpuky (-, -) = w(J+,-). Tazma je

dw(X,Y, Z) = (Vx )Y, Z) + (V2 /)X, Y) + (Vv ])Z, X), (52)

rae je VyJ : TM — TM xoBapuwjanTHU W3BOJ Tipeciukasama J : TM — TM,
neduHECAH ca

(Vy )W =V (JW) — JVy W

(1. yormrremwem Jlajorunosor npasuna: Vy (JW) = (Vy )W + JVyW). Coeuu-
jAIHO, HA CUMIUIEKTMYKKMM MHOIOCTPYKOCTUMA, j€ JlecHa cTpana u3pasa (52) jeanaka
HYJIA. o

Tepbhemwe 11. Ckyn J, C6UT CKOPO KOMNAEKCHUL CMPYKMYPs HA CUMNAELK-
muukoj muozocmpykocmu (M,w), ceeaachuT ca w, uMa CMPYKMYPY KOHMPAK-
MubUAHOZ TONOAOWKOZ NPOCTNOPa. 2

A Heka je G ckyn PumanoBux merpuka na M u
f:Jw—G, f(J):w(Jv)

Heka je g : G — J, npeciukaBame KoHCTpyucano y nokady Tephema 10 (ono
je no6po nedunrcano 3600 jeAMHCTBEHOCTH IOJAPHOr passarama). I[lomro je G
aduHE MPOCTOP, OH je KOoHTpakTubmiax, na je f o g =~ idg. U3 koncrpykiuje
npecankaBama f u g cnean go f =idy, ma je J, ~ G. \V4

3anarak 32. Heka je (M,w) cuMIUIEKTHYKA MHOIMOCTPYKOCT, J CKOPO KOM-
IJIEKCHA, CTPYKTypa cariacHa caw 1 N C M CKOPO KOMILIEKCHA IOJMHOIOCTPYKOCT
(Tj. MOAMHOrOCTPYKOCT MHOrOCTpyKOCTH M, 3aTBOPEHA y OZHOCY HA MHOXKEHE Ca
J: J(I'N) C TN). Hokazaru na je (N,w|N) CUMIUIEKTHYIKA MHOIOCTPYKOCT. v

LM Moxe na ce [gOoKaxke u Buce: J, je KOHTPAKTHOMIHA OECKOHAYHO AWMEH3HOHA
MHOTOCTPYKOCT.
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Hanomena 22. Ako je H € C(M) (ayronomun) XaMHJITOHHjaH, HETOBO
XaMHITOHOBO BEKTOPCKO MOJbe X 7 je mepuHUCAHO Ca

w(Xp,Y)=dH(Y) 3a cBe Y. (53)

[Tomro je y mpucyctBy Pumanose merpuke nedunncan rpaaujent VH, Kao Bek-
TOPCKO ToJbe JyastHo (y OJHOCY Ha Ty PHUMaHOBY METPHKY) KOBEKTOPCKOM IOJbY
dH, Tj.
dH(Y) =w(JVH,Y) 3a CBe Y,
u3 (53) crenu na je
Xy =JVH.

Cuenmjanno, Baxku Xy I VH. o

3amarar 33. Heka je C 3arBopena Kpusa Ha opujeHTrcanoj mospiuu (X, w) u
ueka je H : 3 — R Xamunronujan. Jokazaru ga je Xy Herne ranrentro Ha C. v

2.5. ®aykc xomomopduzam. Heka je (M,w) 3arBopena (Tj. KOMIAKTHA
6e3 rpanuue) cumiuiekruuka muorocrpykocr. Kao u paunuje, ca Sympy(M) o3-
HAYaBaMO KOMIIOHEHTY TOBE3aHOCTH TpyMe cnMiiekToMopdusama Symp(M) koja
CaJIpKM UIEHTUYIKO npecankaBame idy,. Heka je

7 Sympy (M) — Sympy (M) (54)

YHUBEP3aJIHO HATKpuBame rpyue Symp,(M). 3uamo ja yHUBEP3aJIHO HATKPUBAE
TOMHOJIOHIKOI' ITPOCTOPA Ca MCTAKHYTOM TA4YKOM MOXKE /14 Ce Peasm3yje Kao CKyI
XOMOTOTICKMX KJIACA MyTeBa Ca (DPUKCHUPAHUM KPAjeBUMa. Y KOHKDPETHOM CIIyd9ajy,

Symp, (M) je ckym cBux Kiaca ekBHBaJieHIHje myTeBa ¢, € Sympy (M) (0 < ¢ < 1)
Yy OJTHOCY Ha peJIallijy €eKBUBAJIEHITH]Ee

Y~ @ = Y1 =¢1 B Yy = Py,

r7e ce MO XOMOTOMMjOM =~ TOAPa3yMeBa XOMOTOMHUja Ca (PUKCHPAHUM KDajeBUMA.
ITpojekmmja (54) nedunncana je ca w([t):]) = ¥)1.
Ha Symp, (M) moxemo 1a 3a1amMo0 cTpykTypy rpyme’? ca

(V] - [¢e] == [Yr 0 ], (55)

WJIM, eKBUBAJIEHTHO, IOMONY HACTABJ/bAA IIyTEBA:

, ) 0<t<1/2
Wl =0, meje 9= 2 (s
Yar10¢1 1/2<t <1
Jlako ce Bumm 1a je v o ¢y =~ ¥ ca HPUKCUPAHUM KPAjEBUMA.
Hepunurmnuja 28. Dayrc romomoppusam je TpeCITNKABAIHE
—_ 1
F : Sympy (M) — Hig (M), F([¢y]) := / [X;ow] dt, (57)
0
rae je Xy = % o, 1 cuMILIeKTHYKO BeKTOPCKO mosbe nedunncano myrem . O

13080 Baxu y OWmIITEM CJIy9ajy, Ha HCTH HAUWH Ce 33aje CTPYKTypa IPyle HA YHUBEP3AJIHOM
HATKpHUBaky NpOU3BOJbHE JlnjeBe rpyme.
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Jla bucmo Bumeau 1a je oBa medunuimja 100pa, mpumernMo ga u3 CTokcose
Teopeme ciie/u Ja je, 3a nopesany muorocrpykoct M, Hip (M) = Hom(m (M), R);
oBa nuentudurammujal? ce ocreapyje ca

Hin(M) 5 o] [ 7o
S
rie je v : S' 2 R/27Z — M rnarkn npeacrapauk xaace [y] € w1 (M). Taxo ce
duyke xomomopduzam upenrudukyje ca xomomopduszmom m (M) — R

s / / w(X,(4(5)), 3(s)) dds. (58)

ITomro je BekTopcko nosbe X; cumiuiekTudko, popma X, iw je 3arBopeHa, ma JecHa
crpana y (58) 3aBuCH caMO OJ XOMOTOIICKE KJjIace MeT/be . IIOKayKuMO U J1a OHA
3aBHUCH CAMO OJ XOMOTOIICKE KJIace MmyTa 1; ca (pukcupanuM kKpajesuma. Hexka je

c:SUx[0,1] = M, (s, t) =7 (y(s))

WUIIMHIAD JOOUjeH eBOJLy oM neTbe 7y () Ay2K CUMILIEKTUYKOL Iy Ta 1 L Mudep-
ennupameM u3pasa i (c(s,t)) = y(s) pobujamo

A = @eges Xulals)) = ). g

na m3pa3 (58) MoXKe 1a ce HAMMWINE KAo

v = // c*w.
§1x[0,1]

N3 CrokcoBe Teopeme cienm Ja JECHA CTPAHA OBOI M3Pa3a 3aBUCH CAMO OJ XO-
MOTOIICKE KJjace LUIMHIpa ¢ 4duje cy Oase mersbe v U ) 1oy, na ce me mema
aKO Ce MyT ?; BaApWpa y HCTOj XOMOTOICKOj KJiacu ca (DUKCUPAHUM KPajeBUMA.
Tuwme je mokazano nma je mpeciaukaBame F 100po medbwrmcano. [la je oHO xOMO-
mopduzam ce Buau u3 gedununmje Muoxema (56), nebununuje diaykca (57) u
CMeHe MpOMEH/bUBE y mHTerpasy. Wnm, HA Apyrn HadwH, moMmMohy meduHuUIMje
MHOXKea (55) u uumbeHulle Ja je, ako ¢y Xy u Yy CUMIUIEKTHYKA BEKTOPCKA 110Jba
neduHICcaHa TyTEBUMA Yy U ¢y, TIYT ¢ O oy TEHEPUCAH CUMIITIEKTHIKUM BEKTOPCKUM
nosbeM X; + (¢1).Y:.

Haoomena 23. Ako je M HEKOMIIAKTHA CHUMILIEKTUYKA MHOTOCTPYKOCT, HA
uctu HAUWH ce nedunuie (Gayke xomoMopdu3am

F : Symp§(M) — Hig (M)

rae je H ,}R7C(M ) ne PamoBa koxomosioruja ca kommnakTHuM HOocadeM. dedbununuja
y ClIy4ajy KOMIIAKTHE MHOTOCTPYKOCTH jé CITeIHjajIHu CJIy4aj oBe mAeduHuImje, jep
je mama Sympg (M) = Sympy (M) u Hig (M) = Hig (M). o

3anarak 34. /lokazaru ja je y KOTAHI€HTHOM DPACJIOjerby, WJIH, OIIITH]E, HA
CBaKO] MauHoj cumnaexmuykoj muozocmpyrocmu (M,w) (Tj. TakBOj Ja je chuMm-
miekTuyaKa popMa w = —d\ 3a Heky 1-dopmy A),

F([gu]) = [A = 91
135 nosesano M penanuja H(IM; G) = Hom(m (M), G) Baxku 3a cBaky Abenosy rpyny G.

OBo canenn n3 @opmyne yHuBep3aaHux Koedunmjenara u Xypesuuene Teopeme o Be3u uaMely
rpyna Hp(M,Z) n mn(M) 3a n = 1.
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3a cBakdW myT ¢ € 1, € Sympg(M). Ilpumernmo ga n3 CTOKCOBE TeopeMe Ciiein
Jla TAYHA CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT HE MOXKe Ja Oy/ie 3aTBOPeHa, TaKo /1a HaM
je y oBoM 3asarky neomnxonna jgebunuinmja duykca n3 Hamomene 23. v

Teopema 10. Cumnaexmomoppusam v € Sympg(M) je Xamuamonos axo u
CaMO aKO NOCMOJU TNYM

[Oﬂ 1] - SympO(M)a 1/)0 = ide ¢1 = 1/1
maxas da je F([¢]) = 0.

A (=) Axo je 1y Xamunronos iyt u X; mume JedUHUCAHO XAMUJITOHOBO MOJbE,
oHza je X;w Tauna dopwma, ma je F([¢y]) = 0.

(<) Heka je ¢ nyT y Sympg (M) xoju cuaja idys u 1, Takas na je F/([14]) = 0.
Jokazahemo /12 je OH XOMOTOIICKY €KBUBAJIEHTAH, Ca (PUKCUPAHUM KPAjeBUMA, MyTy
y Ham(M).

Heka je X; cUMIIEKTUYKO BEKTOPCKO TOJbe JeuHUCAHO myTeM ;. 1o mper-
mocTaBin, popMa

1
/ X;awdt € QL(M)
0

neduHnITe TPUBHJATHY KJIACy Y H5R7C(M), Tj.
1
/ Xiwdt =dF
0

3a mexy bynkmjy K € C®(M). Ona medbunume XaMunToHos Tok ¢X xoju je
ayronoman, ma je ¢X, = ¢X o ¢f*. Cnemmjasmo, (¢X)~1 = ¢%,. TIlomro je
(¢pF) =1 = (¢X,) Xammnronos mudeomopdusam, TOBOBHO je Ja JOKaKeMO J1a je
mdeomopduzam ¢ = (¢F) ! 09 Xamunronos. Iy

s 0<t<1/2
T oK ow 1/2<t <1

y Sympg(M) cnaja idys w . Moskemo, mocsie pernapaMeTpusalije yKOINKO je
norpebuo (Buzern 3agarak 15 Ha crp. 147), 1a IPETIIOCTABUMO 13 j€ OH MeéHEPUCAH
CUMIIJIEKTUYIKHM BEKTOPCKHM IIOJbEM }/t: TaKBHUM J1a je

1
/Ytdt:O.
0

t
Zy:=— | Y,du.
0
t

Hexa je

IlomTo je
d(Zyw) = —/ d(Yyow)du=0
0

nome Zy je cummiaekrudko. Heka je, 3a dukcupano ¢, xs: € Sympg(M) mume
regepucan myr cumiiekromopdusama. Ilowro je Zg = Z7 = 0, caengu na je Xs,0 =
Xs,1 = idps-

W3 gumenune ga je F xomomopdu3aMm u Ja 3aBUCH CaAMO OJ XOMOTOTICKE KJTace
nyTa, cieau Ja je, 3a ceako T' € [0,1]

T
F([x1t o pilo<i<r) = [Zraw] + /) [V aw] dt = 0.
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To 3na4n 1a je, ako je V; CHMIIEKTHYKO BEKTOPCKO MOJbe KOje TeHEPHIIe IyT X1 .+ O
©t, bopma

T
/ Viwdt € QL(M)
0

TadHa 3a cBako 1, Tj. 1a je

T
/ Viawdt = dGr
0

3a Heko Gp € C°(M). Hudepenuupamwem no T 3akspydyjemo Ja je Viiw Tadna
dopma, Tj. ga je x1.: o ¢ Xammiaronos myr. Cnemmjanno, @1 = X1,1 © @1 je
XamuaroHoB audeomopduza. \V4

ITocanemuua 6. Hexa je 1y nym y Sympg(M), maxas da je F([1)1]) = 0. Tada
je vy zomomonan, ca gurcupanum kpajesuma, nymy y Ham(M).

A Joxka3 je cagpzkan y jgokasy Teopewme 10. \V4
IMocanemuuma 7. Ham(M) je nopmanana nodepyna epyne Sympg(M).

A OBo je npyru Hauus ja ce gokaxke [locmeguma 3 na crp. 148. Jearpo xomomop-
dusma rpyma je yBeK HOpMaJIHa [TOATPYIA; €KCIIUIUTHH]E, aKO je 1; XaMUJITOHOB
TOK, a ¢y yT y Sympg (M) xoju momasm u3 ¢g = idy, oHza je

F(lge oo (¢¢)']) =0,

na je, na ocuosy Teopeme 10, ¢1 0 1 o (¢1) "] Xammaronos nudeomopduzam. 7

Hedumannuja 29. Crarka XOMOTOICKAX KIaca MET/bA
Ly, := F(m(Sympj(M))) C Hig (M)

npu gaykc xomomopdusmy F' nasusa ce Payxrc epynom unu Karabujesom epynom
mHOrocTpykoctu (M, w). O

Teopema 10 maje kpurepujym, y TepMuUHUMA (DIYKCA, 338 MOCTOjArHe XAMIUJI-
TOHOBOT' TOKA 33 CHMILIEKTOMOpdu3am 1, TakBor aa je ¢ = ¥. Komkperan myT
Py € Sympg (M) xoju cnaja ¢y u idy #e Mopa Ja Oyme XaMHITOHOB TOK, H aKO
11 jecte Xamuntonos gudeomopduszam. Kapakrepuzanujy XaMuITOHOBUX TU(EO-
Mopduzama momohy ¢iykca, y OBAaKBUM CJIydajeBEMA, Jaje caeaeha Teopema.

Teopema 11. Hexa je 1 nym y Sympg(M), maxae da je g = idps. Tada je
1 Xamuamonos dugpeomopdusam axo u camo axo je F([1):]) € Ty,.

A (=) Axo je ¥y € Ham(M), onzna nocroju XaMUJITOHOB TOK ¢, TaKaB J1a je ¢y =
1. Uz Tocnenune 6 ciaemu na nocroju nerba y kiaacu [(¢q) ~toy] € w1 (Sympg(M))
raksa ja je F([(¢:)7!]) =0, na je F([(¢r) ' o)) = F([¢be]), na je F([1y]) € Tw.

(<) Axo je F([¢y]) € T, omma mocroju merspa ¢; y Sympg, TakBa ma je
F([¢4]) = F([¢e]). Hexa je ¢ myT y Sympg(M), Taxas 1a je ¢o = idar, ¢1 = 1 1
[(¢¢)~" o Y] = [ip¢]. TIomrTo je

F([n]) = F([ed) = F([(60) ) + F(lu]),

3akJbydyjemo 1a je F'([¢;]) = 0, na u3z Teopeme 10 cienu na je ¢ = 1p1 XaMuiIroHos
nudeomopduzam. v

ITocnenuma Teopeme 11 je Teopema 5 Ha ctp. 149; oBne je uzasajamo y ciaeaehoj
dopmymamnmju:
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Hocnemuua 8. Hexa je ¢y nym y Ham(M). Tada je

d
%Jw € QL(M)
mauna dopma.

A MoxKeMO Jia [PeTIocTaBuMo J1a je ¢g = idps; y IpOTUBHOM OMCMO LOCMAaTpaJsId
myT 1/;61 o ;. Ilpumernmo na TBpheme HHje TPUBMjAJIHO HU y OBOM CIy4ajy: 3a
ceako s € [0,1] audeomopduzam 15 mMoxke na ce croju ca idy XaMHITOHOBUM
TOKOM ¢¢ 5. Mu Tpeba 1a moKaxkeMo Ja je U caM IyT v XaMHJITOHOB TOK.

Heka je x5+ nemmsay Sympg (M) nobuena HamoBesusambeM myTa ¢ 38 0 < ¢ < s
u XaMUITOHOBOD TOKa ¢ s KOju cuaja idas ca ¢, (pemapamerpusyjeMo oBe TOKOBE
TaKO M3 J00MjeMo TMeT/by, Tj. [Oa mapaMerap pacte on idps 10 g, a 3aTuMm OmeT
pacte of, s 10 idps. IlomTo je ¢ ; XaMUATOHOB TOK, HeroB IIyKC je HylIa, ma je
F([¢io<i<s) € Tw-

N3 (58) cneam na ce Bpeanoct diykca Ha nembn y Sympg (M) mobuja xao ns-
Terpas cuMIIeKTHake dpopme w 1o topycy T? < M, ma je ckyn merosux moryhux
BPEIHOCTHU TOJCKYT CKYTIa,

{{[w], 4 [T°]) H[w], H2(M; Z)),

rae je 3a j : T2 — M ca j.[T?] osnadena cimka dymnmzamenranne knace [T?] €
Hy(T?;Z) npu npeciukapamy jx : Hao(T?;Z) — Ho(M;Z), a ca ([w], 7[T?]) spex-
HOCT KOXOMOJIOIIKE KJace [w] Ha xomomomkoj kiaach j,[T?], 1j. [1, j*w. Homro je
ckyn ([w], Ho(M; 7)) npebpojus, onarie caemn na je I'y, auckperan ckym, ma je

s+ F([tht)o<t<s) € T C Hig (M)

KOHCTAHTHO TpecankaBame. [lomTo je 3a s = (0 OHO jeTHAKO HYJHU, CITEIN 113 je 3a
cBako s € [0,1] dopma

/ X, awdt € QL(M)
0

(rze je X; CUMILIEKTHYIKO BEKTOPCKO IOJbe Koje renepuiie ;) rauna. ludepeniu-
pameMm 10 s 3ak/bydyjemo aa je Xg_w Tagna Gopma. \V4

2.6. JlarpamxeBe nmoagmHorocrpykoctu. Beh cmo ce cycpenn ca meduru-
nujoM JlarpaH:KeBux IOAMHOIOCTPYKOCTH: ako je (M, w) CUMILIeKTHUYKa MHOIO-
CTPYKOCT JauMeH3uje 2n, oHma je momMmHoroctpykoct L JlarpamzkeBa ako je meHa
aumensuja n u w(X,Y) = 0 3a ceaku nap X, Y Bekropa ranrenrnux na L. U3
HEJIEreHePUCAHOCTY CUMILIEKTUYKe (opme cieu Ja je n MAKCUMAJIHA JIUMEH3H]a
MOIMHOTOCTPYKOCTH HA, KOjOj Cé CUMILJIEKTHYKA, (DOPMA aHy/INpa; JlarpamHkese MHO-
TOCTPYKOCTH CY, JaKJje, MAKCUMAJHEe ¥ TOM CMUCIY.

IIpumep 26. Csaxka raTka peryjiapHa KpPUBa, HA JBOJAWMEH3WOHO] CHMILIEK-
TUYKOj MHOTOCTPYKOCTH (OpUjeHTabuiIHOj HOBpIIK) je JlarpaHKeBa I10JIMHOMOCTDY-
kocr. Cremujanno, S' je Jlarpamxesa muorocrpykocr y C = T*R. Ilomro je
craHjapaHa cuMiLiekTudka opma na C" = T*R™ jgara Kao JUPEKTaH LPOU3BO/,
cremu ma je Topyc T™ =2 (S!)" Jlarpamxkesa nogmuoroctpykoct y C". Tlomo je,
Ha ocHOBy JlapOyoBe Teopeme, CBakKa CHMIIJIEKTHYKA MHOIOCTPYKOCT JIOKAJIHO €YK-
JINJICKA, CJAeVW 1A Yy OKOJIMHYW TPOU3BOJbHE TAYKE CHUMILIEKTUYKE MHOTOCTDYKOCTH
mocroju Jlarpanxesa nmomMHOrocTpykoct — Jlarpanxkes Topyc. f
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ITpumep 27. Tlokaxkumo jJa je moamuoroctpykoct M, u3 Apaona—Jluysuiose
reopeme (Teopema 6 na crp. 151) Jlarpanxkesa HOIAMHOTOCTPYKOCT.

Ilo mpermocraBunm, ¢ je perynapHa Tadka mnpeciukasBama I, ma je M. mHO-
rocTpykoct Ha ocHOBY Teopeme o panry (ITociemnma 1 wa ctp. 7).

ITomrTo je, 300r HemEreHEePHUCAHOCTH CUMILIEKTHYKE (hOPME, MPECTUKABAE

TM = T*M, X — X.w

n3omopdusam, u3 HesaBucHocTU audepennujana dFy, ..., dF, ciean HE3aBUCHOCT
XaMUITOHOBUX BEKTOPCKUX 1Oba Xf,...,Xp,, Ia OHA Jajy 0a3y TAaHIeHTHOT
npocropa 1, M, 3a cBako p € M,. Omparae cregm ma je dim M. = n. IlomTo
je

W(XFijFk) = {FJ’Fk} =0

M, je JlarpamzkeBa MOIMHOTOCTPYKOCT. f

IIpumep 28. Buaesnu cmo na Ha KOTaHreHTHOM paciojemy 1M mocroju xa-
HOHCKA, CUMIUIEKTUYKA CTPYKTYpPa wo = —dA, rue je A JluysBuiosa 1-dopma. Ako
je cama MHOrOCTpYKOCT M CHUMIIJIEKTHUYKA, C& CUMILIEKTHIKOM (DOPMOM Wy, OHJIA
ce nmomohy m3omopduzma

O:TM —T*M, DV = Viwny

u cuMmIiekTudke popme wy Ha T*M 3amaje cummaekTrdka (popma wy = P*wy u
"a T'M.

Hexka je X : M — TM cedeme TaHTE€HTHOT PACI0je€ma, Tj. BEKTOPCKO TOJHE
va M. Tana je X(M) C TM noaMHOroCTpyKOCT JMMEH3Hje %dim TM. Osa
MOJIMHOTOCTPYKOCT je Jlarpam:kesa (Kao MOAMHOTOCTPYKOCT CHMILIEKTHYIKE MHO-
rocrpykoctn (T'M,wi)) ako 1 caMo aKo je BeKTOPCKO Mosbe X CHMIUIEKTHYKO (Kao
BEKTOPCKO TIOJbe Ha CHMIUIEKTHYKOj MHOTocTpyKocTH (M, wyr). OBo je anamornja
ITpumepa 8 wa crp. 133. i

3amarak 35. O3Hake ¥ MOJMOBU y OBOM 3aJIaTKy opuoce ce Ha I[Ipumep 28.

(a) TokazaTu 1a je cuMmruiekTruKa opma wy U3 TadHa, mro Ham omoryhasa ga
nedunuinemo maune Jlagpanorcese nodmmozocmpykocmu y TAHTEHTHOM PACIIOjerby
TM cumnaexmuyke MEOTOCTpyKOCTH M .

(6) Hdokazaru na je X (M) rauna JlarpanxkeBa HOAMHOTOCTPYKOCT aKO U CAMO
aKo je BeKTOPCKO 1oJjbe X XaMUuITOHOBO. v

Ilojam mawwne Jlarpam»keBe MOAMHOTOCTPYKOCTH WMa CMHUCJIA y TAYHO] CHM-
NJIEKTUYKO] MHOIOCTPYKOCTH, Tj. CHMILJIEKTHYKO] MHOrocTpykoctu (M, w) rae je
w = da 3a Heky 1-popmy a. PopMa « ce y TOM CIAydajy HA3UBA CUMNACKMULKUM
NOMEHYUIANOM.

Jlako je BUAeTH Ja He TIOCTOjW KOMTAKTHA TadHa Jlarpan:keBa MOIMHOTOCTDY-
kocTr y C — axo je ¢ : S' — C ynarame u A\ = pdq JIluysunosa dopma y C, u3
CrokcoBe Teopeme ciaenu ga t* A He Moxke na Oyme Tauna ¢opma. Herpusujaman
pesysrar, Koju je mokasao I'pomos y [33], je Ja He mocroju koMnakTHa TadHa Jla-
rpaHxkeBa Muorocrpykoct y C" um 3a jemno n.

IIpumerumo ma cnomenyTu ['poMOBIbEB pe3yiaTar He BaxKu 0€3 IIPETIIOCTABKE O
KOMITAKTHOCTH: Kao IITO CMO BHUJAEJIN y naparpady o KOTAaHTeHTHUM PAaCIojemhuMa,
MTOCTOj¥ MHOTO MIPUMEPA HEKOMITAKTHUX TAYHUX JIarpaHKeBUX MOAMHOTOCTPYKOCTH
y T*R"™ = C". Takobe, pesynrar o memoryhuoctu tadnor JlarpamkeBor ymarama
muorocrpykoct y C" He npenocu ce na umepsuje; mup. S' Moxe Ja ce yloxu y
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C kao rauna Jlarpam:xesa nmmepsuja, kKao ,ocmuna’. la 6u ,ocmura”’ Ouja TadHa
JlarpamxeBa nmep3uja, mOTPeOHO je u TOBOJHHO J1a 1BA KPYTa O KOjUX je CAYnheHa
MMajy MUCTe IOBPINKWHE — TaJA je uHTerpajom Jluysunose popme ay2K Kpuse 100pO
neduHUCAHA HeHa TpuMuTHBHA GyHKIHja. OBy KOHCTPYKIHjy yomrmrrasa ciaenehn
mpuMep.

IIpumep 29. (BuraujeBa umepsuja) [Tocmarpajmo chepy S™ kao ckyn
S" = {(z,y) € R" x R | [|2?|| + y* = 1} c R**!
IEH TAHTeHTHHU IIPOCTOP je
TayS"={(X,Y)eR" xR |2 - X +yY = 0}. (59)
IIpecoukaBame
wW:sS" — C", W(z,y) = (14 iy)z
UMa, U3BOT

Wi(2,y) : Tz,)S" — C", (X,Y)— X +i(yX +zY).

Ounrnenno je ga je (X,Y) € ker W, (z,y) ako n camo ako je X = 0un Y = 0,
mTo 3Ha4ju A3 je YV umepsuja. [Ipumernmo ma je VW na komimeMenTy Jy»KHOT U
CesepHor nosia cdepe bujeknuja u 1a ce 0ba mosa caukajy y uyiy, ma YV uma jeany
JIBOCTPYKY TA4KY.

Bpemnocr cummiektudke dbopme Ha TaHTeHTHOM TpocTopy (59) Moxke ma ce
M3padyHa eKCIIAIUTHO:

U.}(Xl +Z(yX1 +.’EY1>,X2+’L(:(]X2+$Y§)) = (Xl(yX2+.’IIY2)—X2(yX1 +.’EY1>) = O

Ouarie cueau ja je umepsuja W Jlarpanzkesa, a nowro je m1(S™) = 03an > 1 ona
je 3a Te n tauna Jlarpamxkesa. 3a n = 1 kpusa W(S!) maxko Moxke fa ce cKummpa
W 73 Ce BUIM A Ce PaJd O ,,0OCMHIM’ KOja ONMHCYje JIBa KpyTa jeJHAaKe TOBPIIHE,
omakJje ciaeau na je VV tauna Jlarpam:keBa uMep3uja Uy TOM CIydajy. f

IIpumep 30. Kpyr S! je jeauna cdepa S™ xoja moxke jga ce yuoxu Kao Jla-
rpanxkeBa noamuaorocTpykoct y C", 6e3 3axreBa Taunoctu: 3a n > 1 cdhepa S” je
POCTO TIOBE3aHa, Ma je cBaka 3arBopena 1-dopma Ha 0] TauHa. Axo je cdepa S™
Jlarpamxkesa, onga je Ha m0j dA = w = 0, na je A tauna ¢dpopma. To 3Haum xa je
cBaka Jlarpankesa cdepa qumensuje n > 1 rauna Jlarpankesa mogMHOTOCTPYKOCT,
na u3 'pomoBibeBe Teopeme cienu ga me Moxke jga ce yuoxu y C”.

VY ommrem ciaydajy, cdhepa S" MpoM3BO/bHE NMMEH3Wje MOXKE A Ce peajn3yje
ka0 Jlarpam:keBa MOIMHOTOCTPYKOCT CHMILIEKTHYKE MHOTOCTPYKOCTH IBOCTPYKO
Behe numensuje. JI. Iloareposud je y [11] mao cremehy xomcrpykimjy. Heka je
wrs Oybunu—Crynujesa cummiekruyuka dopma na CP™ (Buneru IIpumep 12 na
crp. 141), wo crangapaa cummiektHdka dopma xa C* ! u mexa je M = CP™ x
Cntl cummekTHYKA MHOTOCTPYKOCT Ca CHMTLIEKTHIKOM hOpMOM Tiwrs + Tiwo,
rzie cy

m,: M — CP", 7ot M — C™HL
[POjeKIrje Ha IPBY U JAPYrYy KOMIOHEHTY. 3HAMO /@ IIPOJEKTUBHU [IPOCTOPH MOLY
Jla ce TIOCMATPajy Kao 06a3e TIaBHOT PACIOjema

Sl N S2n+1

™
cpn
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(Bugeru Ilpumep 42 ua crp. 115). U3 medunuunumje @ybunu—Cryaujese dbopme
cJieu Jia je pecIuKaBambe

LS M, (z) = (7(z),2) (60)

JlarpamxeBo ymarame. Ilomohy mera Moxkemo [1a KOHCTpyHUIemo jomr apa Jla-
rpamkesa ymarama: yaarame chepe STy ropye CP" x T2+ (kopucrehn
YUILEHUILY /1 je cepa KOMIAKTHA U MPETACKOM Ha KOJTUIHUX Y APYroj KOMIOHEHTH
M) u upojekrusuor npocropa CP™ y CP™ x CP™ (upesackom Ha oxrosapajyhu
KOJIMYIHUK y JoMeHy u Kogomeny). Crenujasnno, chepa S? Mozke /a ce ylnoxu Kao
Jlarpanzesa omvHorocTpykoct y CP! x CP1.

Y Be3u ca oBMUM mpEMepmMa, JlarpaHkeBor yimarama cdepa WHTEPECAHTHO je
ciomenyTu pesynrar I1. Cajaena [47] na cdepa S™ e moxe na ce ynoxu y CP"
kao Jlarpamxkesa nommuaorocrpykoct. Omninruje, ako KOMIAKTHA N—IAMEH3UOHA
MHOrocTpyKocT L MOxKe j1a ce ynoxku kao Jlarpanzxkesa moamuorocrpykocr 'y CP™,
ouza je H'(L; Zo(nt1y) # 0.

Bupan n Hwnanbak cy mokasanm y [16] ma ako KOMMakTHa 2n—INMEH3WOHA
muoroctpykocT L moxke na ce ynoxu y CP™ x CP™ kao Jlarpan:xeBa MmoaMHO-
rocrpykoct, ouma je HY(L;Z) # 0 uwma H?(L;Z) # 0. Cnenujanno, jemuno Jla-
rpaHzKeBO ymarame cdepe y Ipou3BOJ, MPOjeKTUBHAX ITPOCTOPA UCTE AUMEH3Hje je
Beh croMeHyT ciIydaj nBOAMMEH3UOHE cdepe. f

IIpumep 31. (PukcHe Tauke aHTUCUMILIEKTUYKNX WHBoOJymuja) Heka
je [ anmucumnaexmuura uneosyyuje cuMiieKTHIKe Muorocrpykocru (M, w), 1j.
upecaukapamwe f : M — M xoje 3a10Bo/paBa

ffo=-w w  fof=idu, (61)
7 HeKa je L CKyIl iheHuX (PUKCHUX TATAKAa:

L={peM| f(z) =z}

Taza je L JlarpamskeBa MOJAMHOTOCTPYKOCT MM MPA3AH CKYIT .
Sancra, akKO 3a TPEHYTaK MOBEpPyjeMO 13 je L TOAMHOTOCTPYKOCT JUMEH3HUje
1

n = 5 dim M, na cnenehn HauuH MOXKeMO Jia BUAUMO Ja je ona Jlarpamxena. Ako

ca ¢ : L — M o3nauumo usHKIy3ujy, oHzaa je f ot = ¢ (mowro je f|L =1idy) na je,
Cw=(for)'w=1"0 ffw=—1"w,

na je t*w = 0.

HokaxkuMo cajsia 1a je L mMOAMHOTOCTPYKOCT auMensuje n. llpumernmo mpBo
na us (61) cremu na je f = f~! u, cnenmwjanno, na je f mudeomopduzam. Mozxemo
Jla TIPETIIOCTABEMO JIa je f W M30METPHja y OIHOCY Ha HeKy PHMaHOBY METPHKY
Ha M — w3abepumo mpousBosbHY PumMaHOBy merpuky (-,-); Tama je (-,-) + f*(-,-)
PumanoBa MeTpuKa y ofHoCy Ha Kojy je (36or f2 =idy), f mzomerpujall.

15CKyH (UKCHUX Tavaka AHTUCHMILIEKTHYKE WHBOJYIU]Ee 3aMCTa MOXKe na Oyae mpasaH:
mudeomopduzam Topyca St x St (61,02) — (—61,02 + ™) je aHTHCHMILTEKTHYKA MHBOJYIIH]a
6e3 (PUKCHUX TadaKa.

163601 WHBOJIy THBHOCTH, NIPEC/INKaBame f MOXKe [a Ce TMOCMaTpa Kao AejcTBO rpyme Zg Ha
M, a xoHcTpyucana PuMaHOBa MeTPUKA KA0 YCPEIhaBAhe IPOU3BOJbHE METPUKE 10 TOM JI€]CTBY;
CAMYHO OMCMO MOCTYIUIIN Y CAYYajy JejCTBa MPOU3BO/bHE KOMIIAKTHE TOIOJIOIIKE rpyIe, y3 noMoh
XapoBe Mepe Ha HOj.
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Axo je z € L, onya je f(z) = x, ma je (fi(z))? = Idg,p. Opmarsie cienu na y
Hekoj 6a3u npocropa T, M marpuna npeciukaBamba fy(x) uma 06auK

r@l={5 ]

rae je I, jequHuWYHA 1 X M MATPHUIA. 3aUCTa, aKO je A WHBOJIyTHBHA MATPWIIA,
1j. A% = 1,,, onna A noummTasa nonunom p(A) = (A — 1)(A + 1). Oxarae cienn
Jla MUHUMAJIHU TOJIMHOM MaTpuie A [eju TOJUHOM p, Ta Ce W OH pasjiayke Ha
snuneapHe dakrope. To je MOBOBHO 1a ce 3akbydn jga Marpuna A Moxe ma ce
JIMjarOHAJIU3Yyje; JTUjarOHAJIHU €JIEMEHTH Cy HyJie MUHMMAJIHOL IIOJIMHOMA, 114 je
A:[@ 0 }
0 —Im—k

Y cayqajy marpune [f.(x)] je m = 2n u, 36or ycnosa ffw = —w, k=m — k = n.

Heka je X € T,,M ranrenTHu BekTOp 32 KOju je fi(x)X = X n v jeanncTBeHa
TeoIe3njCKa, JIMHKja oapelenHa ycJaoBuMa,

10) ==z,  AH(0)=X (62)
napaMerpu3oBaHa npupoaHuM napamerpom. llomro m3omerpwuja ciamka reozjesu-
jCKe JIMHUje y reoe3njcKe JIMHKje, a reole3njcKe JTHHUje Cy jeTHO3HATHO onpehene
noueTHuM ycaoruMma (62), ciemw ga je foy = v, 1j. (t) C L. To 3Haum na
€KCIIOHEHITIjATHO TIPECINKABAbe CIUKA N—TUMEH3UOHHU ITOTIPOCTOD

{XeT,M| fux)X =X} CT, M
y L, anme je mokazano ma je L mOAMHOTOCTPYKOCT AUMEH3HjE M. f

3anarak 36. Kopucrehu uznejy u3 Ilpumepa 31 nokazaru ga je ckyn buk-
CHUX Tauaka n3omMerprje PuManoBe MHOTOCTPYKOCTH TOTATHO T€0IE3MjCKA MTOIMHO-
TrOCTPYKOCT. v

3anarak 37. lokasaru 1a je cKyn (DUKCHUX TadaKa MPOU3BOJHHE TJIATKE WH-
BOJIyIIFj€ yHHUja MOBE3aHUX IVIATKUX 3AaTBOPEHUX MOAMHOTOCTPYKOCTH, Y OMIITEM
CIIYy4ajy Pas3sIuduTHX JUMEH3U]a. v

IIpumep 32. Kommiexcuna xonjyranuja z — z y C"*! nedbunume anrucum-
IUIEKTUYKY UHBOJIYIHU]Y HA cuMIieKTuIKOj MmHorocrpykocru CP™ ca @younu—Cry-
aujeBoM cuMILIEKTUIKOM (popmoM. CKym (DUKCHUX Tadaka OBE WHBOIYIHjE je pe-
asHyu pojekTuHu npoctop RP™ C CP™, 1j. cauka 7(R™) npu npojekimju

m:C"tt 5 CP™.
Omnmruje, ako je M C CP™ riaTku KOMILUIEKCHU TPOJEKTHBHU Bapujerer (BUIETH

ITpumep 12 na crp. 141) 3azar noJMHUMEMA Ca peATHUM KOehUIMjEHTUMA, OHIA je
peannu npojektuBau Bapujerer M NRP™ Jlarpamxkesa nogmuorocrpykoct y M. #

3anarar 38. Kopucreliu IIpumep 31 nokazaru ja je npeciukasame (60) Jla-
I'PAHXKEBO yJlarambe. v

Cuienehie TBpheme je Baxkuo yorireme Japbyose Teopeme.

Teopema 12. (Bejucreju) Hexa je (M,w) cumniexmuura mrozocmpyrocm u
L C M xomnaxmmna Jlazpanosicesa nodmnozocmpyrxocm. Hexa je wy wanoncka cum-
naexkmuyuxa gopma va T L, dobujena dugepenyuparsem Jluysunose gopme. Tada
nocmoje omeopena oxosuna U D L u omeopena oxosuna V. C T* L nyamoa ceuerva
0 = L, maxee da cy muozocmpyxocmu (U,w) u (V,wy) cumnaexmomopgne.
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A Heka je J ckopo KOMILIEKCHA CTPYKTypa Ha L, caryacHa ca w. U3 uumenune 1a
je mogmuorocTpykoct L Jlarpamkesa cienu 1a je

TLM =TL® JTL, (63)

na je vL =2 JTL. Tlo Teopemu o meBacToj OKOnHH, HEKy okojuHy U MOAMHO-
rOCTPYKOCTH L MOYKeMO n1a MIeHTU(PUKYjeMO ca OKOJIMHOM HYJITOT CevYerha PaCio-
jema JTL.

I[Ipumerumo ma pacmojesa T'L, JT'L w T*L wan L umajy uctu panr. ledbwun-
UIIAMO MPECTUKABAHE

¢:JTL —»T*L, X+ X.w. (64)

Axkoje p(Y)=03aneko Y = JX € JTL, ouna je 0 = w(X,Y) = w(X, JX), mro
je, 30or cariacuoctu J u w, moryhe camo 3a X = 0. To 3naun ga je ¥ uzomopduzam
BEKTOPCKUX paciiojema. Ako uaeHTudukyjemMo OKOauHy HyaTor ceuema y JT L ca
meBacToMm okosimHoM U moamuorocrpykoctu Ly M, Moxkemo ga cMaTrpamo 1a je i
upecaukapawe gedunucano Ha U. Heka je V' = ¢(U). Ilowro npeciukasate 9
HATKPWUBA, UIEHTUYKO MPECINKaBame idy, 1 IMHeapHo je Ha BIAKHUMA, HerOB U3BOJ
Ha mapy BekTopa X @Y u3 (63) je Y. (X @Y) = X @ ¢(Y), na je

P wo(X1 @ Y1, Xo @ Y2) = wo(X1 © (Y1), Xo @ 9(Y2)). (65)

U3 nedununmje kanoucke cumiiekruuke popme va T* L (koja yommrasa [Ipumep 1
Ha crp. 123), u nedununuje (64) npeciaukasamwa 1 ciaenu Ja je

wo(X1 @ (Y1), Xo @ (Ya)) = (Y2) X1 — (Y1) X2 = w(X1 ® Yy, X2 @ Ya). (66)

U3 (65) u (66) cienu ma je ¥*wg = w wa TpM, unme je, Ha OCHOBY PEJIATUBHE
Hap6yose teopeme (Teopema 9 na crp. 158) moka3 3aBpIieH. \V4

Hamomena 24. Jupekrna cyma y (63) je oproronanua y oxsocy na Pumanosy
merpuky w(J-, ).

Axo je Jlarpan:keBa MOIMHOTOCTPYKOCT L TIOICKYT HEKOT HUBOA TJIATKe (hyH-
kmmje H : M — R, tj. L C H !(c) 3a mexy xoncranty ¢ € R, onga je VH LL,
(nomro je VH LH™1(c)), ma je XaMuiITOHOBO BEKTOPCKO MO/be X gy TAHIEHTHO HA
L (Bumeru Hanomeny 22 na crp. 165). Oso tBphemwe no3uaro je u kao Xamuamon—
Jaxobujesa meopema. VI3 we cnegu na je nmommuOrocrpykoct L wHBapujantaa y
0IHOCY HAa XaMWJITOHOB TOK TEHEPHCAH TAKBUM XAMUITOHW]AHOM.

Crenujanuo, ako L 331210 Kao ceuerse Tagne hopme dS y KOTAaHT€HTHOM PACIIO-
jewy T*N (Bumeru [Ipumep 8 ua crp. 133), Xamuiron—Jakobujesa Teopema riacu

H(gq,dS) = ¢, (67)

rae cy (q,p) nokanne koopaunare y T*N. Jennauuna (67) nasusa ce Xamuamon—
Jaxobujesom jednavunom. OBa napuujaina sudepeHIdjaiHa jeHaunHa M0Be3yje
Xamunronnjan H renepurnyhy dbyukimjy S taune Jlarpamkese MOAMHOTOCTPYKO-
ctu 106ujene moMohy cederba KOTAHTEHTHOT PACJIOjeha U CAAPIKAHE Y HEKOj XUTIep-
nopmm H = c.

Y Ilpumepy 27 ma crp. 170 cmo Bumenu ma cy moamuoroctpykoctu M, o xo-
juma je peu y Apuosa—JIuysusnosoj reopemu (Teopema 6 na crp. 151) Jlarpanxese.
N3 Xamunron—JakoOujeBe Teopeme ClIenu 11a Cy OHE WHBAPUjaHTHE y OTHOCY HA
XaMHITOHOBE TOKOBE @f R gpf " medpuncane Xamunaronmjaguma F, ..., F, o Ko-
juma je peu y Apnona—JIuysunoBoj Teopemu. Axo je M. KOMIIAKTHA, OBU TOKOBH
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cy neduHucanu 3a cBako t. VI3 mpermocTraBke O MHBOJYTUBHOCTH TIPBUAX WHTErPAJIa
u [locmennne 4 na crp. 149 ciemm
(XFy, Xr ) = {Fj, Fi} =0,
ma jel”
F; F
o’ opy”
Opmarse cimeau 1a je ca

(t,x)Ht'm::gof?O...ocpf:(x), 3a t=(t1,...,tn) €R", x € M, (68)

k

= <pf: o ki 3a cBe a,bcR.

nedbunucano gejerso Abesose rpyne (R™, +) na M.

JlokakuMo 1a je OBO JiejcTBO TpaH3uTuBHO. IIOIMTO Cy, Kao MITO CMO BUIETH Y
IIpumepy 27, BekTopcka nomwa Xp,, ..., XF, JAHEADHO HE3ABHCHA, 33 CBAKO (DUK-
cupano x € M, upeciukasarme (68) je jokanau gaudeomopdusaM, ma je Herosa
ciuka orBoped ckyn y M.. To 3maum na cy opbure mejcrBa (68) aucjyHKTHH
oTBOpeHH MoACKyoBu. Ako je M, noBesana, ofariie CJelu Ja IOCTOJH CAMO jeIHa,
opbuta, Tj. Ja je [1ejCTBO TPAH3UTUBHO.

Heka je X, crabumusarop tauke x € M,. Iomro je nejcrso (68) rmarko, ckymn
Y, je mackperHa moarpymna rpymne (R™ +), Tj.

h %{mlel—l—...—&—mken ‘ mi...,mg EZ}’EZk,
mna je
M, = R"/ZF = Rk x T*,
Ilomrro je M. xommakTHa, caean fa je k = n, 1j. M, = T", unMe cMO TOKa3aIH
oBo TBpheme n3 Apnonn—J/luysusiose reopeme. o

3anmarak 39. Sappluru 10Kka3 Apuosa—Jluysuiose Teopeme Ha cienehu Ha-
qun. Heka je xo € M, dukcupana tauka. 3 rpaasurusaocta naejcrsa (68) ciemnu
J1a 3a TPOU3BOJbHY TauKy x € M, moctoju t, € R™ TakBo 1a je © = t,-xo. Jokazatn
Ia cy ca
O(x) :=t, (mod ()Z")eT"
106po nedunucane koopauunare § = (61, ...,0,) na M. koje 3a10B0/baBajy 1oCIE/1-
we repheme Apnosia—/Iuysuiiose Teopeme. v

Hamowmena 25. [logmuorocrpykoct L aumensuje n y 2n—InMeH3UOHO] CKOPO
KOMILJIEKCHO] MHOrocTpykocru (M, J) 3a kojy Baxu (63), 6e3 3aXTeBa OPTOrOHAJ-
HocTH Te cyme (dak u 0e3 MPUCYCTBA IPUPOJHE METPUKE) je IPUMED MOMaAAHO
peaane nodmmozocmpyrocmu. OUIITHje, TOAMHOIOCTPYKOCT L CKOPO KOMILIEKCHE
muorocrpykocru (M, J) je momaano peaana axo je JIL NTL = {0}. Axo je
dim M =2n u L C M ToTasHO peajHa MOAMHOTOCTPYKOCT, oHAa je dim L < n.

Mausa medopMalija TOTAJHO peaiHe MOIMHOTOCTPYKOCTH j€ TOTAJIHO PEeaTHA
HOAMHOTOCTPYKOCT (APYyTUM peduMa, ,OUTH TOTAJIHO PeasiHa MOAMHOTOCTPYKOCT”
je orBopeno cBojcrBo). OBO He Baxku 3a JlarpaHkeBe HOAMHOTOCTPYKOCTH: Y (ba-
MWIHJU JIBOAUMEH3UOHUX TOJMHOTOCTPYKOCTH

L. = {(91792,592,0) ‘ (91,92) S Sl X Sz} C T*T2

17 Ako cy X,Y ayTOHOMHA BEKTOPCKA TOJBA U Y, Pt HUMA TEHEPUCAHU TOKOBM, OHIA CY
caeqehn ycnosu exksusasientHu: (1) [X, Y] = 0; (2) (¢¢)«Y =Y (3) ¢t 0 s = ps 0. OBoO cieqn
u3 pedununyje Jlujesor ussona [X,Y] = LxY = % {tzo(w*t)*y’ y3 MaJj0o gudepeHnupara, Hip.
L (i)Y = 2| _ (Wi—s)xY = (¥0)«[X, Y] wrm.
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y KOTAaHT€HTHOM DPaC/IOjemy TOpyca, MapaMeTPU30BAHUX MapaMeTpoM &, caMo je Lg
Jlarpamxkesa, jep je w|LE = (df1 Adpy + dbfs A dp2)|LE = edfy N\ dbs. o

Nudununresumasnue gedopmanuje Jlarpamnkese mommuorocrpykocru L cy ma-
pamerpuzoBane mpocropom 3arBopennx l—dopmu wva L. Ilpenusnuje, neka je N
rJIaTKa MHOrOCTPYKOCT auMensuje n u (M, w) CHMIJIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT JTH-
Menswuje 2n. Heka je E(N, M) ckyn ceux Jlarpauskesux ynarama ¢ : N — M. Ipyna
G mudeomopduzamva ¢ : N — N mejcrByje HA E(N, M) o mpaBmIy ¢ — Lo @. YKO-
JIMKO KeJIMMO [Ta, TocMaTpaMo JlarpanzxkeBe MOAMHOTOCTPYKOCTH KAaO TeOMETPHjCKe
obGjekre, Tj. camo Kao ciuke ((N) C M, nocMarpaMo uX Kao Tadke IPOCTopa

L(N,M) :=L(N,M)/G.

Tanrenrau nupocrop Tp L(N, M) y tauku L npupouHo je uieHTudukoBaT ca Ipoc-
TopoM 3arBopennx 1-dopmu Ha L, 1j. medunucaru'® ca

TLL(N,M) = {v € w'(L) | dv = 0}. (69)

Baucra, neka je Liii(N), 3a ueko ymarame 1 : N — M, nyr y L(N,M). Taza je
tjw = 0, ma qudepennupameM J0OIjaMo

dbt
d(—_.w) = 0.
()
Baucra, Heka je, 3a HeKO t; : N — M, Ly = 14(N) nyr y L(N, M), rakas ja je
Lo = L. Tana je tjw = 0, na nudepennupameM J100HjaMo
dl,t
d(—ow) =0.
3arBopeny dbopmy %|t:0_lw UIeHTHOUKYJEMO Ca TAHTEHTHAM BEKTOPOM %L‘/:OL"/'
Ilomrro je ¢y : N — Ly nudpeomopduszam, caky gopmy Ha N MOKEMO & HICH-
tudukyjemo ca popmom Ha L;, mro hemo u ma paanmo, kopucrehu ucry o3HaKy.
Taxko, ka1 TOBOPUMO 0 (DOPMU I/ KAO TAHTEHTHOM BEKTOpY HA myT L; JlarpanxkeBux
TOJIMHOTOCTPYKOCTH y Tadk® Lg, MOKeMo 1a je cmarpamo dopmom u3 QY (N) umm
OY(Lg). Camuno, TaHTEHTHO BEKTOPCKO MO/be Ha TyT L; MOKe Ja ce TTocMaTpa Kao
dbamummja dopmu v, € QH(N) wm v, € QH(Ly).
Hexa je

Hy = {vew' (L) | v=dh} u H = U Hr.
LEL(N,M)

Tazna je ‘H unoxpaciojewe pacaojewa T L(N, M), 1j. mucrpubyuuja na L(N, M).
Nurerpanne kpuse 1e pucrpubyuuje kpos L € L(N, M) cy nebopmauuje L; Jla-
rpamzkeBe moaMHorocrpykoctu L = Lo, Takse ma je %Lt (y3 uperxoiuy ujeHTu-
dukanmjy ca dopmama) tauna dhopma.

Iepunurnuja 30. Unterpasnie kpuse auctpudyyje H HazuBamMo maunum Jla-
epandtcesum deopmayujama. %

18 aurenTtHy npocTop y TauKu GECKOHAYHE JUMEH3HOHE MHOTOCTPYKOCTH MOYKE 13, ce AedpuH-
HIlle, 10 AaHAJOIUjH Ca KOHAYHO JUMEH3HOHHM CJydajeM, Kao KJiaca eKBHBAJEHIHje CBUX IIyTEBA
KOju mMajy Tauky momupa pexa sehier om 1, y caywajy L(N, M) n3 re meduuunuje cregm (69).
Jla ce He 6mucMO [gy»Ke 3aJpXKaBajd Ha OINCY TOIOJOTHje B CTPYKType MHOTOCTPYKOCTH Ha
L(N, M), cmarpahemo (69) medurmnmjoM, a pesoBe KO CIe4e MOTHBALNUjOM KOja OUPABLABA
TaKBy AeduHUIUT]Y.
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Teopema 13. Hexa je (M,w) cumnaexmuuka mnozocmpyrocm dumensuje 2n
u N xomnaxmua mmnozocmpyrocm dumensuje n. Kpuea Ly € L(N, M) je mauna
Jazpanotcesa degpopmayuja axo u camo axo nocmoju nym Xamuaimonosux dugeo-
moppuzama ¥y : M — M maxas da je Ly = 1(Lo).

A (<) Hexa je ¢! Xammmaronos myT remepucan Xammnromnjarnom Hy, Xp oaro-
Bapajyhie XaMHUJITOHOBO BEKTOPCKO ITOJbE U
w(N) = L = ¢{' (Lo)
IIyT YHje je TAHPEHTHO BEKTOPCKO IOJbe
di
V= .

Tazna je, 3a cBako = € N,
st
dt

ua je tyvy = dhy, rie je

(#)aw = X (11(2)) w = dHy (1 (),

htiN%R, ht:HtOLt.

Tuwme je mokazano ma je v; Tadna popma, Tj. vy € H.

(=) Heka je Ly = ¢;(N) unrerpanna kpusa quctpudynuje H. Hbeno ranrenTHo
BEKTOPCKO MO MOXKEMO [1a HACHTH(PUKYjeMo ca (paMuInjoMm TadauX POpMHA vy €
QY(N). Tama nocroju bamummja dynkuuja hy € C(N), taksa 1a je dh; = v;.
Koucrpyucahiemo Xamuinronujau H € C° (M), rakas na je H; o 1, = hy; Tpaxkena
XawmuaronoBa medopmanyja i; buhe rermepucana mume. To hiemo ma mocTuraemMo
Tako mTo hemo h; /1a MPOAYKMUMO Ha HEeKy OKOJIMHY cKyna L, mazehu na nobujeHun
XaMmuiToHHujaH ocTBapyje nedopmanujy L.

Heka je J CKOpO KOMILIEKCHA CTPYKTypa CArjlaCHA ca w. 3a CBaKO ¢ MHO-
rocrpykoct L, je Jlarpamxkesa, na je mopmasno paciojewe v Ly = JTL,. Ilomro
je N KOMTaKTHa MHOTOCTPYKOCT, 3& JTOBOJHHO MAJO £ > () Tpec/InKaBame

TL; : M, Xp = exp,(JpXp) 34 Xp €TpLy
3a cBe t € [0, 1] nndeomopduszam Heke okommHe HyaTOT cevera Ly =2 0r, C TL; Ha
OTBOpEHY OKOJIUHY
Up = {exp,(JpXp) | p € L, X € TpLy, | Xpl| <e} C M

noxmuorocrpykoctu L. Heka je x : [0, +00) — R rmarka dbyHKnnja, Taksa 1a je

1, x<e/3
X(m)_{o, v > 2/3.

Hedbwnnumumo dbynxunjy Hy : M — R ca

X(IXphe oM (p),  p € L, Xp € T,Le, | Xl <€

Ht(epr(JXp)) = {0 D e M\Ut

3a wy Baxu

HtOLt:ht n d(Ht|Lt):dht'

IIpema mokazanom mery Teopeme, XaMuITOHOBA Aedopmaliuja gedbuHICaAHA XaMUII-
rounjanoM H; ocTBapyje medopmariujy dmje je TAHTE€HTHO BEKTOPCKO IObe Vp =
t*dhy, a To je ynpaso medpopmanmja Ly. v
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Hocnemuua 9. Pamusuja Jaeparocesur yaaearva vy : N — L, Ly = 1,(M) je
mauna Jlazpansicesa dedopmanyuja axo u camo axo je

du
?;Jw S Ql(Lt)

mawna dopma 3a ceéaxo t.

Hamomena 26. Awanoruja Teopeme 13 He Baxku 3a TPOM3BObHE KDPUBE Y
L(N,M). Axo je L C L(N,M) JlarpanxeBa HOAMHOTOCTPYKOCTH W 1)y IyT y
Symp(M), ouna je, napasuo, L := (L) uyr y L(N, M), anu He Bazku u 06PHYTO:
He moxke caku 1yt y L(N, M) na ce peanu3syje aMOUjEHTHOM CHUMIUIEKTHYKOM JI€-
dopmarnmjom. o

3anarak 40. Heka je M rmavna CHUMMJIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT W L; TyIaTKa
damvunnja raunux Jlarpamkesux moaMHOorocrpykocru. Jlokasaru na je Ly TadHa
Jlarpamxesa medopmanuja. Ymopeautu 1O ca Jlemom 7 ma cTp. 134. v

2.7. CumiuieKTr4dka peaykKmuja. IIpunukoMm m3sohema Kemnepopux 3ako-
Ha (Bagarak 22) npucycTBO CUMETpHje CHCTEMa HaM je oMoryhusio Ja TpoAuMeH-
3UOHU [IPOOJIEM CBEJIEMO HA JBOJMMEH3UOHHU, a 3aTUM U Ha jennogumensuonn. OBO
je mpuMep peayKImje CUCTeMa KOjU je MHBAPUjaHTAH Y OIHOCY Ha JejCcTBO JIujere
Tpyme — IMEeHTPATHO TIOJhE je MHBAPHUJAHTHO Y OMHOCY HA JEjCTBO IPyIe M30METPHU-
jckux TpancdopManyja koje puKCupajy KOOpANHATHU MOYETAK.

Kemneposu 3akoHn HaM [1ajy IpuUMep PeAyKIHje Y MPUCYCTBY CUMETPHje ajre-
0apCKOTr THIIA, Tj. /I€jCTBA IPYIIE y OAHOCY HA KOjy je cHCTeM WHBapujanTaH. Ipyru
MpUMep PEayKINje CHCTEMa Ha CUCTEM HUXKE IUMEH3Uje BUIeINo cMo y ApHomamn—
JInyBUJIOBOj TEOpEMU: TPUCYCTBO N MPBUX UHTErPAJIA Y MHBOIYIHjU (KOj€, KAO KOH-
cranTe XaMHJITOHOBOT KpeTara, TaKoje MOXKeMO Jla CMaTpaMoO CHMEeTPHjaMa CHC-
rema) omoryfiaBa HaM JIa UHTErPalUjy CUCTEMA HA 2N—IMMEH3UOHO] CUMILIEKTUIKO]
MHOT'OCTPYKOCTH CBE/IeMO Ha MHTErDAIIN]y Ha WHBAPHUjaHTHUM JlarpankeBuMm TOpy-
cuma jumensuje n. OBa pejyKiuja je reoMeTpUjcKOr TUIa; XaMUITOHOBA BEK-
TOPCKA, T0Jba WHTErPAJIa Y WHBOIYIUJU AeMDUHUIITY TAHTEHTHO PACTIOjeHhe WHBAPU-
jauTHOT JlarpaHKeBOT TOpyca Ha KOjU Ce CHUCTEM PEeIyKyje

Nneja reomerpujcke pemykimje cucreMa AudepeHInjaTHX jeJHadnHa, KOja
norude of E. Kaprana u C. Jluja, moxe ma ce onuine, 6e3 Beher 3aapkaBama Ha
JgerajbuMa, Ha ciaegehn Haumn. Heka je N riarka MHOrOCTPYKOCT M 3 3aTBOPEHA
2-dopma va N. Heka je

E} :={X, € T,N | (WY, € T,N) | 3(X,,Y;) =0} u E°:=|]E}
pEN

Kaxemo nma je ¢opma S pezyaaphna ako dim Eg ucra 3a cse p; u3 Jlapbyose u
Idadose Teopeme (Bumetu crp. 26) cieau ma je To ciaydaj Kaga je hopma [ KOH-
cranTHOr panra. Mozke 12 ce IoKazke Ja je y Tom ciydajy FP BeKTopcko paciojerme.
s

LX:’iXOd+dOiX n Z‘[va]:LXO’L.y—iyOLX

cleu 1A je peryjapHa aucTpuOynyja wHTerpabusina. Hbene mHTErpasHe mMOIMHO-
FOCTPYKOCTH JeDUHUIILY pasaucmasarse Win gosujayujy F MuOTOCTpyKOCTH M.

Jedpuuunuja 31. Pasarucmasare (wnu goaujayuja) F = {F, | a € A} aumen-
3uje k Ha N—IUMEH3UOHOj MHOTOCTPYKOCTH M je KOJeKInja AUCjYHKTHUX TOBE3AHUX
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noAcKymnoBa F,, TakBa Ja je
M=JF,
acA

7 Ja CBaKa Tavyka Ha M mMma KoopAawHATHY OKonHy U ca JIOKAJTHUM KOODIMHATAMA,
(x1,...,T,) y KOjuMa je 3a cBe a € A

UNF, ={z1=ci(a),..., onk = cn_r(a)}

3a HeKe KoHCTaHTe ¢;(a). CkymoBu Fy, KOju Cy, JIOKATHO, k—IUMEH3UOHE IOIMHO-
TOCTPYKOCTH Ce€ HA3UBajy AUCMOBUMA DOTHjAII]e. O

Axo maenTndukyjeMo Tauke Koje ce Haja3e y MCTOM JICTY, TO0MjaMO KO-
4Ky npocrop M/F. Ako je M/F muorocrpykoct u 7 : M — M /F cybmepsuja,
MOKe Ja ce jiokaxe ga ¢gopma [ MHIAYKYje CUMILUIEKTUYKY CTPYKTYypy Ha M /F.

Mu hemo 1a pa3MOTPUMO CAMO jeIaH CIEIUjaJTHH CIydaj OB KOHCTPYKIIHjE.

Heka je (M,w) cumiiekTuuka MHOrOCTPYKOCT 1 N HEHA LOIMHOIOCTPYKOCT.
Ca (T,N)“ o3HAYABAMO CUMMACKIMUYKY OPIMOZOHANHY KOMNAEMENT, HEHOD TaH-
reaTHor npocropa 1,N, Tj.

(TyN)* ={Xp € T,M [ (VY, € T,N)w(X,,Yy) = 0}
Tana je
(TN)* = |J (1,N)”
peEN
BEKTOPCKO pacjojerbe Ha V.

W3 ommrux cBojcraBa [3—OPTOrOHAIHOI KOMILIEMEHTA 3a HeJereHepucany Ou-
snuneapuy dopmy 8 (Bumeru (2) ma crp. 121) crneau

rang (TN)“ 4+ dim N = dim M. (70)

Hepununuja 32. Ilogmuoroctpykoct N C M CHMIITIEKTHYIKE MHOTOCTPYKOCTH
(M,w) nazusa ce

(1) usomponmnom axo je TN C (T'N)¥;
(2) wousomponmnom axo je (IT'N)“ C TN.
pyruMm pednma, MOAMHOTOCTPYKOCT N je M30TPONHA aKo je w‘T y = 0, a xomso-

TporHa ako u3 (X w = 0 creqn na je X TanrenTHO Ha N. O

)’TN

Axo je dim M = 2n u N C M wusorponna noxmuorocrpykocr, u3 (70) cuaenu
ga je dim N < n. Axko je N Kousorpousa, oHza je dim N > n.

IIpumep 33. CBaka riiarka KpuBa Ha CUMILIEKTHYIKOj MHOTOCTPYKOCTH j€ W30-
TPOITHA, & CBAKa XUIIEPIOBPII KOM3OTPOIHA TOAMHOTOCTPYKOCT. f

IIpumep 34. Heka je M mpoumsBosbHA TJIATKA MHOTOCTPYKOCTH M N TheHa,
nogmuorocTpykocT. Taza je T M KOM30TPONHA HOJMHOTOCTPYKOCT CUMIIEKTHIKE
muoroctpykoctu T M. Omna je Jlarpamxkesa ako u camo axo je dim N = 0. f

3anarak 41. lokazaru 1a je nogmuorocrpykoct Jlarpanzkesa ako u caMo aKo
j€ M M30TPOTMHA W KOM3OTPOITHA. v

Teopema 14. Hexa je N ®ousomponua noomMHo20CMPYyKocm CuUMNACKMUYKEe
muozocmpykocmu, (M, w). Tada je ducmpubyyuja (TN)¥ na N unmezpabuana.
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A Heka cy X,Y : N — (T'N)“ nBa Bekropcka nosba aucrpuoynuje (TN)“. Tana
je
w(X,Z2)=0 u w¥,Z)=0
3a CBAKO BEKTOPCKO mojbe Z : N — T'N. Onarie u u3 Jleme 2 ma crp. 24 cimenn 1a
je
dw(X,Y,Z) = w([X,Y], Z).

TTomrro je dopma w 3arBopena, omarie cienn na je w([X,Y],Z) = 0 3a cBa Bek-
Topcka oba Z y TN, na je [X,Y] € (T'N)¥. 13 ®pobennjycose TeopeMe Ciean
na je pucrpubyiuja (TN)“ unrerpabusHa. \V4

U3 Teopeme 14 caenu pa pucrpubyuuja (T'N)® na N uma MHTErpasiHe IOJMHO-
roCTpyKoCTH. MakcuMasHe WHTErpaaHe MOAMHOTOCTPYKOCTH (Y OJHOCY HA WHKITY3-
ujy) re mucrpubyumnje nedununtyy dommjanujy F. Kommunwakn npocrop N/F
peJianje eKBUBAJICHIIH]jE

x~y & (AFeF)x,y€F,

y OIILITEM CJIy4ajy, HHjé MHOIOCTPYKOCT. AKO IPETIOCTAaBHMO Ja jecre W Ja je
KaAHOHCKa, IPOjeKITHja,

7m: N —= N/F
cybmep3uja, OHZIa BaXKu caegeha Teopema.

Teopema 15. Tanzenmmno pacaojerwe T(N/F) mooice da ce udenmugduryje ca
pacaojerem TN/(TN)¥. Qopma w undykyje nedezenepucany sameopeny dopmy Ha
mom pacaojervy, na je N/F cumniekmuuka mHo20CMpyKocm.

A Ako je BekTOpCKO nosbe X ranreHTHO HA et I donujanuje F, onga je
Lxw=X_.dw + d(X_lw) =0
(nmpBu cabupax je jesHak Hysu 300r 3aTBOPEHOCTH CUMILIEKTHYKE (DOpME, & JPYru
36or X sw = 0 3a X u3 aucrpubyuuje (T'N)¥). Ogarne cieau na je hbopMa w KOH-
cTaHTHa Ha cBakoM Jjcry F', na nedununie dhopmy wr na N/F, Koja 3a10B0/baBa
Vw=m"wr
rae je ¢ : N — M wunkiaysuja. Oparie ciaean 1a je wr CHUMILUIEKTHYKA hopMa HA
M/F. 4

Hedpuaunumja 33. CumMiuiektrndka MHorocrpykoct N/JF Hasupa ce cumniex-
muYkom pedykyujom KOU30TPOITHE MOJIMHOTOCTPYKOCTH [N CHUMIIJIEKTUIKE MHOI'O-
crpykoctu M. O

3amarak 42. JlokazaTu 12 je CHMILIEKTHIKA PEIYKIHja KOM30TPOIHE MHO-
rocrpykocra 15 M cumnnektudake MHOrocrpykocru 1M cuMiiekToMopdHa CHM-
ILUIEKTUYKO] MHOrOcTpyKoctu 1*N. v

JlarpamzkeBe MOAMHOIOCTPYKOCTH C€, Y3 U3BECHE IIPETIOCTABKE, [IPU CHMILIEK-
TUYKOj PELyKIUju IIPECIUKABAjy y Jlarpanxkese, y ommreMm ciaydajy, umep3suje. la
6ucMo TO mperu3Ho Gopmyucaau, morpedbHa Ham je caemeha nedbunumja.

Iedwmuumnuja 34. Ionvuoroctpykoct L, N C M ce cexy wucmo aKo je ’bUXOB
npecek L N N TIOJIMHOTOCTPYKOCT U

T,(LNN)=T,LNT,N
zaceepe LNN. 0
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Tepbeme 12. Hexa je (M,w) cumnaexmuyka muozocmpykocn N C M wena
Kouzomponma nodmmozocmpyxocm u L C M Jlazpanocesa nodmmozocmpyrocm Koja
ce wucmo ceue ca N. Axo je N/F mmuozocmpyxocm dobujena Cumniekmuirkom
pedyruyujom nodmmozocmpyrocmu N u

7m: N —= N/F
cybmepsuja, onda je Ly = (L N N) Jlaepanoicesa umepsuja.

A Jokaz ma je Ly wmep3uja ocTaB/haMO YHUTAOILY; JOKaXKWMO na je ona Jla-
rpamkeBa. TanrenTHu nmpoctop Ha Ly je

T,Ly = (T,LNT,N) + (T,N)~,

na je (I,Lny)* = T,Ln (Bumeru 3amarakl ma crp. 121). Opgatie cienu ma je
muOTOCTpYKOCT Ly Jlarpam:xkesa. \V

Cuenyjannu ciaydaj (reomerpujcku JeduHUCAHE) CUMILIEKTUYKE PELYKIIUAje KO-
M30TPOIIHE OAMHOTOCTPpYKOCcTH je cimemeha, T3B. Mapcaen—Bejucrejuosa, pemyk-
nuja, anredapcke mpupome. IlpermocraBumo 1a je 3a1aTo XaMUITOHOBO J€jCTBO
JIujeBe rpyne G Ha CUMIJIEKTUIKOj MHOTOCTPYKOCTH M, ca& MOMEHTHHUM IPECINKA-
BambEM

w:M—g*
(Bumeru Ipumep 19 va crp. 154).

Teopema 16. Axo je Xamuamonoso dejemeo Jlujese zpyne G wa cumnaek-
muukoj muozocmpyxocmu M ca060010 u conecmeeno (maxo da je M /G mmozocmpy-
xocm) u axo je 0 € g* pezyaaphna epednocm momenmuoz npecauxasarsa i : G — g*,
onda je N := p~1(0) xousomponna nodmmozocmpyxocm y M. Omna dedunuwe
doaujayujy F wuju cy aucmosu opbume dejecmea epyne G. Cumniexmuyka pe-
dyxyuja N/ F ce npupodno udenmugduryje ca xoruunuurum npocmopom = 1(0)/G;
OHG JE CUMNAEKTNUYKG MHO2ocTpyKocm dumenduje dim M — dim G.

A Heka je O opbura tatuke p € M. Tama je T,0(p) = {n, | n € g}, rze je
7 byHIaMEeHTATHO BEKTOPCKO mosbe Ha M mpuapy:keHo BekTOpy 1) € ¢ (BHIeTn
Hedbununujy 34 na crp. 114).

IIpermocraBumo na je p(p) = 0. Tazxa je, 3a ce n € g,

H,(p) = (u(p),n) = 0.

rae je H, XamuaToHujaH MOMEHTHOI LpeciuKaBaiba, yBeaen y [Ipumepy 19. Oxa-
e ciaeau na je je H, xoucranrtan na N = p~1(0), na je 3a csako X, € T,N

w(n, Xp) = dH,(X,) = 0.
3 Tora 3akspydyjeMo ma je
T,0(p) C (T,N)*. (71)
Ilomrro je
dim 7,0(p) = dim O(p) = dim G = codim N = dim (T,,N)“,

unkiy3uja (71) je jenmaxkocr. W3 3akona ompxkama enepruje ciean O(p) C N ma
je (I,N)¥ C T,N. Tume je noxazano aa je N KOM30TPOIHA IOJMHOTOCTPYKOCT.
Tlocrojame CHMIIEKTHYKE CTPYKTYpe HA KOJMHIHHIKOM IMIPOCTOPY TOKA3AHO je y
Teopemu 15. \V4
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Heoununuja 35. Cummiextudka muorocrpykoct i~ (0)/G, koja ce 06manHO
oznauasa ca M//G, nazusa ce Mapcden—Bejucmenosom pedyryujom CUMILIIEKTUYKE
MHorocrpykoctu My onHocy Ha XaMUITOHOBO JejcTBO rpyie G. O

3amarak 43. XaMuaTonnjaH
n
H:RQnHR, H(qla"'aQnapl,“'apn):Zak(pi+qz)7
k=1

rje Cy ai,. .., a, NO3UTUBHHA OPOjeBH, OIKCYyje MEXaHUIKH CHCTEM IIO3HAT KaO Lap-
MOHUJCKU OCUUAGMOP.

(a) Pemntu XaMuaTOHOBE jeJHAYUHE 33 OBaj CUCTEM.

(6) Haliu cBa nepuopmuna pererma Ha xuneprospiu H = h > 0.

(B) Jokazaru na 3a a; = ... = a, = 1 oBaj cucrem JeduHuIIe JI€jCTBO rpyle
S! ma S?"~! u na je upocrop opbura osor gejcrsa CP™ L, v

3. IIpojeKTUBHA KOTaHTeHTHA PACJIOjerhba U [IeT pacjojerha

3.1. IIpojekTnBHA KOTAaHIe€HTHA pacjiojerba. TepMuH KoHmaxmma cmpyk-
mypa TOTUYE OT IOJMA KOHMAKHMUL eAeMEHAMA TIATKE MHOTOCTPYKOCTH.

Iedbununuja 36. Konwmaxmuu eaemenm Mmuoroctpykoctu M y tauku p € M
je xuneppasan y tanrentaom npocropy 1, M. Axo je A, C T}, KOHTAKTHHU €JIeMEHT,
TaYKa P Ce HABMBA HEMOBOM MAYKOM KOHMAKMA. O

Axko je dim M = n, cKyn cBUX KOHTaKTHHX eJIeMeHaTa y Tauku p je ['pacManoBa
muoroctpykoct Gy, —1(T,M). W3 usomopdbuzma'? Gi(R™) 22 Gy, ((R™)*) cienu 1a
j€ CKyn CBUX KOHTAKTHHX €JIEMEHATA y TA4KH P W30MOP(MAH MPOCTOPY Gl(T; M),
OTHOCHO TIPOjeKTUBU3AINjU P(T; M) xoraureHTHOr TpocTOpa y Tadku p. Ckyn
CBUX KOHTAKTHHX eeMeHara Ha M je mpojeKTMBHO KOTAHTEHTHO PAC/IOjerhe

m: PT*"M — M

J100MjeHo 01 KOTAHTE€HTHOT paciojerma 1™ M npuMeHoM MOCTYIKA IPOjeKTUBHU3AIIN]e
Ha BJaKHEMA. [IPOjEKTHBHO KOTAHTE€HTHO PACIOjeibe jé MHOMOCTPYKOCT JUMEH3Mje
2n — 1.

W nentudukanmjy mpocTopa KOHTAKTHUX €JIEMEHATa Ca MPOjeKTUBHUM KOTAH-
TeHTHUM PACJIOjeeM MOYKEMO /1 BUAUMO U HA cienehn naunu. Ako je A, € T,M
KOHTAKTHH €JIEMEHT, Fhera MOXKeMo Ja Jeduaumemo TaukoMm v, € T7 M, rakBom
Aa je

A, = keruv,. (72)
Ilomrro je kerv, = kertv, 3a t € R\ {0}, cBe Tauke mpase [, Kpo3 Hy1y (OCHM
uyne) y Ty M nedunuiny ucTu KOHTAKTHH €l€MEHT, TAKO Ja Ce CKyll KOHTAKTHUX
€JIEMEHATA, Y TAYKU P NPUPOAHO uieHTU(DHUKYje Ca CKYLOM IIPABUX KPO3 HYILYy Y
npocropy 1)y M, Tj. ca NPOjeKTHBU3AIMJOM TOT MPOCTOPA.

IIpojeKTHBHO KOTAHTEHTHO PaCjOjerhe MMa MPUPOAHY KOHTAKTHY CTPYKTYDPY,
nedbunncany Ha cienehn naumn. Tanrentnu sexTop Xa, € Ta,(PT*M) je donyc-
MU6 aKO HeroBa IPOjeKIHja HA TAHIEHTHHU IIPOCTOP Y TAYKH KOHTAKTA P IMPUIIAIA
KOHTAaKTHOM ejieMeHTy Ay, Tj. aKo je

m.(Xa,) € A, (73)

190/1H0CHO7 n3 IlpuHOUNA 1yaJHOCTH Yy IPOjeKTHBHO] FeOMETPHU]HU.
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Ckyn cBux JOIyCTHBHX BeKTOpa je xumeppasan &, y npocropy Ta, (PT*M); da-
MUJIFja OBUX XUIMEPPABHU AePUHUINE KOHTAKTHY CTPYKTYypy & Ha PT* M.

Jla 6ucMO IPOBEPUIN YCTIOB MAKCUMAJTHE HEMHTETPAOUIHOCTH, HCKOPUCTUNEMO
JInyBunoBy dhopMy A Ha KOTAHTEHTHOM paciojemy. Tadke BIaKHA TPOjEKTHUBHOT
KOTaHTeHTHOr pacsojema PT7M cy npase y 17 M xpo3 Hyiy, Tako aa Jlnysunosa
bopma y Tauku [I,] € PT,; M nuje 106po nedunucana, aiu mweHo jesrpo jecre, jep
je ycioB A = 0 wHBapHjaHTaH y OHOCY HA BepTHKAJHY Tpanciaanujy v 7M. Heka
je A, xonrakTHu enement y Tauku p € M koju je onpeben Taukom v, € T;M
nomohy (72) u meka je [, npasa xpos nymy y T, M xoja caapxu v,. Bexrop

Xa, € Ta, PT*M =T, PT*M

uciymasa ycios (73) ako u camo ako je vy (m.(Xa,)) = 0, mT0 je ekBuBajenTHO ca
T(Xa,) € ker \. Oparie cieau ja je xkonmrakrTha crpykrypa ¢ wa PT*M jesrpo
Jlnysuiaose dopme A, koje uma cvmucaa u vHa T(PT*PM) nako cama dpopma A Huje
HA TOM TIPOCTOPY 100p0 JedUHHUCAHA.

JluyBmiaoBa dopma A y mokamauMm KoopaumHarama Ha 1T M uma 3anuc

A =pidg + ...+ pndgy.

Axo ¢y (q1,--yqn,[P1 ¢ -.. i DPn] onroBapajyhe xomorene koopgmuare na PT*M,
OHZIA, Y KAPTH y KO0jOj je p, # 0, JIuyBusosoj dopmu omrosapa dpopma

n—1

a=dg, — > p;dg,

j=1
rde je p; = —p;j/pn. Popma a je cranmapama KortaktHa dopma na R kojy
cvo Beh cycpenn y Ilpumepy 2 ma crp. 125. Tume cmo nokazasnu na je £ 3aumcra
KOHTaKTHA CTPpyKTypa Ha PT* M.

IIpumep 35. Topyc T" nma TpWBHUjaTHO KOTAHTEHTHO Pacsojerhe, Ta je
PT*T" = T" x RP" 1.

OBa MHOIOCTDPYKOCT je HeopHjeHTabuIHA aKo je n HemapaH Opoj. Ilpumermmo ga
je KoHTakTHa MHOrOCpyKocT M opujeHTabuIHA AaKO HeHa KOHTAKTHA CTPYKTYpa
MoOzKe Ja Oyzae 3a7ara rio0aHO JepUHUCAHOM KOHTAKTHOM (OpMOM «, jep je y
Tom cayuajy a A (da) 4™ M gopwa zanmpevmme.

Crenujaino, ako je n = 2, OHJIQ je MPOjeKTUBHO KOTAHTEHTHO PACJIOjemhe

PT*T? = T? x RP?

je mudeoMopdHO TPOAUMEH3MOHOM TOpycy. KOHTaKTHa CTPYKTypa Ha ImHEeMy je
JaTa ca

sinfdx — cosfdy = 0, (74)
rie ¢y (z,y) xoopmumare ma T? = S! x S!, a § koopaunara ma RP! = R/7Z.
IIpumerumo s1a npu 0BakBoj uaeHTHduKammjn RP! ca kpyrom aecna crpana y (74)
Huje 1oopo medwuHICaHA (HOPMA, T4 KOHTAKTHA CTPYKTYpPa AeUHUCAHA TOM jeII-
HAYMHOM HHUjE KOOpHjeHTabuIHa (CEeTUMO Ce 3 KOOPHUjeHTAOHJIHUM KOHTAKTHUM
CTPpYKTypaMa Ha3uBaMO OHE Koje cy Aedunncane riio0aJHO 33aTOM KOHTAKTHOM
dopmom). DPopma Ha necHoj crpanu y (74) jecre mobpo nedunucana dpopma Ha
topycy T? = T? x S! ca mnenrudukamujom St = R/27Z. JIpyrum pedanma, ako
[OCMATPAMO JBOJIUCHO HATKPUBAE

T3 T3
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nedunucano nomohy msosucuor markpusama S' — S 20 koopujenTabuina KoH-
TaKHTa CTPYKTypa HA TOTAJTHOM IMPOCTOPY J00Mja ce Kao MOIU3ame HEKOOODH-
jeHTabmIHEe KOHTAKTHE CTPYKType Ha 6a3m. f

Cnenehu 3agarak tpeba ynopenuru ca [Ipumepom 10 mHa cTp. 134.

3anarak 44. Heka je M riarka maoroctpykoct u N C M mOIMHOTOCTPYKOCT.

(a) Hokasaru ja je ckyn L KOHTaKTHUX eJleMeHaTa y Ha MHOrocrpykocru M
TAHTEHTHUX HA MOAMHOTOCTPYKOCT N HMHTErpasHa IIOAMHOTOCTPYKOCT KOHTAKTHE
crpykrype .

(6) Hdokazaru na je

dim L =dim M — 1,

6e3 003upa Ha aumen3ujy N, Tako Ja je Ta MHOrocTpykoct Jlexxauaposa y PT* M
(Buneru Hedbununumjy 5 na crp. 125).

(8) Ako je N xunepuospii, nokasaru 1a je L = N. v

3amarak 45. (CdepHa koraHreHTHa paciiojemwa) Heka je na T*M nara
MeTpHWKa Ha BIAKHUMA. Paciojeme

ST*M := | J{v, e TyM | |l =1},
peEM

umja cy Bmakna cdepe S”!, mazusa ce cheprum paciojervem paciojema T M.
Jokazaru j1a JIBOJTMCHO HATKPUBAHE

m: ST*M — PT*M

neduHuIe KOHTaKTHY CTPpYKTypy Ha ST*M, Koja moxe ja ce uieHtudukyje ca
IPOCTOPOM OPUJEHMUCAHUT KOHMAKHMUT esemenama Ha M, 1j. maposa (A,,0,),
rae je A, C T,M KOHTAaKTHH €JIeMEHT, & O, IeroBa OpHjeHTanuja (Tj. u360p
opujerTucane 6a3e BEKTOPCKOT IPOCTOPa Ap). v

3.2. Iler pacaojema. Y [nasu 0 cmo Bumenun Kako audepeHnyjajHe jem-
HAYMHE MOYKEMO /I3 MOCMATPaMO W3 JlyaJHe NepCcrnekTuse (BUIEeTH IpUMep 5 Ha
crp. 25). 3aApKUMO ce Ha jeHAYMHAMA IPBOr peja. IIpernocraBumo a TpaxumMo

dyukuujy z = z(z1, ..., T,) KOja 330BOJbABA CUCTEM NAPIUjAIHUX jEJIHAYMHA [IP-
BOT' pe/a
aa—;:pl(xl,...,xmz), a%zn:pn(xl,...,xn,z). (75)
Jedbunnmumo y mpocropy R ca koopmumarama (21, ...,2T,,2), madepeHiy-
jamae dbopme
n
o= dz—ijdxj u Q:=dri N...\Ndz,. (76)
j=1

Pemasame cuctema (75) je eKBUBAJIEHTHO HaJayKery XUMepIoBprm ¢ : Y — R
TaKBe JIa je
a =0, u QL #£0
(apyru ycnos nam obe36ehyje na (%) 6yae rpaduk dbyukuuje no (1, ...,%,)).
ITocmarpajmo caza oBy reomerpusanujy jeanaqute (75) maso duekcubuinuje.
IIpernocraBumo 3a rpenyTak aa pi,...,pn y (76) nucy dynkuuje, Hero neasucte

2OCneLuijamHI/I cimydaj natkpuBama S” — RP™ 3a n = 1.
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npoMensbuBe. Tama je o KomTaxTHa dopMa y R?"T1. ITocMmarpajMo, yMecTo cuc-
rema (75), HeJlMHEAPHY jeJHAYMHY IIPBOI PeJa

0z 0z
F(xl,...,a:n,z,axl,...,axn)0, (77)

rae je
F: R LR, (X1ye ooy Ty 2,01 ooy Pn) = Foy, o Ty 2, p1 o, Pn)
rirarka ¢yunkuuja. IIpernocrasuhemo na je 3 8—F # (0 3a HEKO j, Ja OHCMO MOIJIH,
Ha ocHoBy TeopeMe O MMILIUIIUTHO] (byHKLu/IJI/I Jla 3aKJbydnMO 11a je, y3 O3HaKe
x=(x1,...,2p) up=(P1,---,0n),
S :={(z,z,p) € R*T | F(z,2,p) =0}
JIaTKa MOAMHOIOCTPYKOCT U JIa je HPOjeKIiuja
78— R (z,z,p) — (z,2)

rinarka cybmepsuja. Heka je ¢ : S — R?" ! yuknysuja n a|S PeCTPUKINjA KOHTAK-
e opme Ha S:

n
p— * — —_ . .
a|S—La, o =dz E pidx;.
Jj=1
PemaBame jennauune (77) je €KBUBAJIEHTHO HAJIAXKEHhy UHTEIPAJHHUX [OAMHOIO-
CTPYKOCTH JuCTpudyImje kera| g Ha S. Te mopMHOrOCTPYKOCTH Cy OOIHKA

{(x, f(z),Df(x)) |z €U CR"} C S.

Uspas jLf := (x, f(x), Df(x)) nasusa ce 1-yemom dbynkiumje f y taukn x. AKo je
f € C*(R"™), onza je nedpunucano u npecjaukaBarbe

Grf i R — R L x L f.

Pemewe z = f(x1,...,2,) jennaunue (77) je dynkuuja f : R®™ — R, raksa 1a je
JUF(R™) C S.
BekTopcko moswe
23 (L () 2 s
B ap] 895] J@pj 0z Ox;j Pitg, Opj

3a710BO/bABA yCJ‘IOBe

a(Z)=0 u dF(Z) =0,
OJlaKJIe CTeIN [1a je OHO TAHTeHTHO Ha TOBPIN KOja AeUHHUINE pPeIlermhe jeIHa-
gune (77). Bekropcko nospe (78) Ha3uBa ce KapaKMEPUCTIUNHUM BEKMOPCKUM NOA-
jem unu Kowujesom kapaxmepucmurom.

IIpermocTaBuMO Ja TpaxkuMo perriere z = f (1, ..., 2, ) jeqnadunte (77) 3a1aT0
FPAHUYIHUM YCJIOBOM f ‘ x = ¢, 3a mexy xunmepnospm Cy C R" n HeKy rmatky
dbyukuujy ¢ : Co — R (anp. f(t1,...,tn—1,0) = ¢(t1,...,tn—1) y HEKHUM KOOD-
munarama (t1,...,t,) sa R™). Twum rpasudHuM ycJIOBUMA Cy 3aJaTH U U3BOIH
dyukuuje [y npasiy Bekropa ranrenraux Ha Cy (naplujaiHu u3BOAM 110 IPOMEH-
JbuBUM t1,...,t,—1 y cuomenyrum koopaunarama). IIpernocraBumo na ussox y
npeocTasioM, Tpanceepsaninom ua Cg, mpasiyy (u3BOA 1O t,) MOXKeMO 13 Hahemo
u3 jemmauuse (77), momolly reopeme O UMILIUIUTHO] (DYHKIMjU MPUMEHEHE HA
byuruujy F. Taga pecrpukiuja dyuknuje f u merux n3Boma na xumeprospirn Cy
nedurnme noppur C' = j! f(Cy) qumensuje n—1y S. AKo IpeTHocTaBuMO J1a je oBa
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MOBPIN TpaHCBep3a/IHa Ha BEKTOPCKO mobe Z, ospr jL f(R™) C S je, 6ap mokasHo,
YHUja MHTErPAJHAX KPUBUX MO/ba Z KOje MoJia3e U3 Tadaka MOJIMHOTNOCTPYKOCTH
C. Tuwme cmMo pemaBatbe napuujasne jexanadune (77) CBeid HA PelIaBabe CUCTEMA,
00UIHUX MU(PEPEHIINjaTHAX jeTHAUNHA — HHTETPAJTHIX KPUBUX BEKTOPCKOT TO/ha, Z .
OBaj MeTo/ pernaBama HEJIMHEAPHUX MAPIHjaTHUX jeTHAUNHA MPBOT PEIA MO3HAT
je Kao memod kapaxmepucmuka.

Pasmorpumo caza cBe oBo 6e3 KoopamHATA. Y OMIITEM CJIy4ajy, mojam 1-iera
dyukuje naje caeneha medunummja.

JTedpuuunumja 37. Heka je M rmarka muoroctpykocr. Heka je x € M n C*°(z)
CKYTI KJIaca eKBUBaJIeHIMja (DYHKIHUja rJIaTKUX y OKOJIMHY Tauke = (aBe dyHKIMje
Cy eKBUBAJEHTHE aKO Ce IMOKJAlajy Yy HEeKOj OKOJUHU Tadyke &; BUAeTH CTpP. 4).
Yeeaumo na C'° () HOBY peJlalinjy €KBUBAJICHIMje, ~1, Ca

frg & f@) = g(x) ndf(z) = dg(x).
Knacy exsusanennuje dbynkimje f y oHOCY Ha pefaiujy ~1 o3Hauasamo ca jL(f) u
HazuBaMmo I-yemom Ppynkyuje f y raukn x. Ckyn cBux 1-1ieToBa riaTkux QyHKINja
f: M — R,

JYOMR) = {jLf |2 € M, f € C=(M)}
HA3UBaAMO pacaojervem 1—yemosa. O

Cxyn 1-rzerosa J1 (M, R) je BekTOpCKO paciojeme Hag M; HUje TEIKo BUAETH
aa je
JYM,R) = T*M x R. (79)
Crnenujanno, 3a M = R™ nobujamo J!(R", R) = R?"+1,

Hamomena 27. Hexka je
m:E— M (80)
IJIATKO paciojeme. Jledunncemo penanyjy eKBUBAJIEHIIN]E ~j HA MPOCTOPY CEYeHa
oBOr paciojema Ha ciaenehn waunna. Heka cy s1,s2 : U — E aBa cedema, gedun-
ucana y Hekoj okosimau U tauke x € M. Hedunumumo penarujy

1~ S2 & D%1=D%q 3a 0< |a| <k,
re je
ol

MapIMjaliHd W3BOJ, DeJid || y KOODAMHATHWM Kaprama Koje CajpiKe Tauky T, U
s1(x) = sa(x). Jlako ce Buau Ja oBa nedbuHUIUja HE 3aBUCH 0] U300pa KOODIUHATA,
ma je mwome 100po nedpuHuCaHa peamija eKBUBAJICHIje Ha CKYIy TVIATKUX Ceuerha,
nedraECcaHUX y OKOMHK Tadke r. Kjacy eKBUBaJIEHIIHje cederma S O3HATIABAMO
ca j¥s u nasusamo k-uemom cedema s y tauku r. CKyn cux k-ierosa cederba
paciojema (80) ozmagasamo ca J*¥E u mazmsamo pacaojervem k—uemoea (y ommrem
cily4ajy, OBO paciojerme Huje BeKTopcko). Cako ceueme s : M — E nedunuie
cedeme

D~ 38 a=(ai,...,a,) € (NU{O})", o] == a1+...+a,

ks M — J*E, x»—)jfs.
Ioackyn R C J¥E wazusamo napuyujairom dudeperyujarrom pesayujom pena k,
a ceueme s : M — E, takso ma je j*s(M) C R memum pememem. Ilapumjasnme
nudepeHIrjaHe jeTHAURHE Cy CHeINjaTHA CIy9a) MapIinja X JuQepeHITrjaTHuX
penanmja y kKojuma je ckyn R nedunncan HEKOM jegHAMHHOM.
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Ocum npojexnuje 7 : J¥E — M koja cuabnesa J'E cTpyKTypoM paciojemba
Haa M, moCcTOju MIPUPOIHA TPOJEKITH]a,

m_ JYE — JE, (81)

Koja ,3a60paBmba’ k-1u mw3Box. Omna cmabuesa J*E crpykTypoM adumOr pacio-
jema®l mam JFIE.

Crenmjanmo, 3a k = 1, paciojeme 7 : J'E — M ce cacToju of Kiaca ex-
BHUBAJIEHIINje Cederba, Y OTHOCY Ha PeJallijy eKBUBAJeHIHje ne]prHuCcCaHy yCI0BOM
TaHreHTHOT Jojupa. JIpyrum pednmma, l-mer jls mowxe na ce muenrudukyje ca
TaHTeHTHUM TPOCTOPOM S (T M) C T,y E. To 3maum ma paciojeme J'E moxe 1a
ce uaeHTuduKyje ca Ckynom csux mormnpocropa H, C T, F TpaHcBep3aHUX HA BEp-
rukasau npocrop V. = kerm, (e) C T, E. Ipyrum peduma, cederma paciojema (81),
Tj. pacjaojema

s J'E — J'E (82)
KOje ,,3a00paB/ba U3BOIE” , MOI'Y Ja Ce UIAEHT(MUKY]y ca KOHeKchjama Ha F.

Ako je E = M X F TpuBHjajiHO pacjiojerbe, heropa cedeba MOKEMO J1a, HJIeHTH-
dukyjemo ca npeciaukaBamuma, f : M — F; y TOM CJIy4ajy rOBOPUMO O [IETOBUMA,
npeciukasama n3 M y F u mamemo J* (M, F) ymecro JFE. Axo je k = 1, unen-
tuduxanmja mpocropa J'E ca XOpH30HTAJIHEM papHEMa y TE n m3omopdmsam
TE = TM x TF cuabnesajy J'(M, F) crpykrypom paciojema nan T'(B x F) auje
je BIaKHO HaJ TadykoM x € B ckyn xopuzoHTajsHuX paBau HaJ r. CBaka paBan
KOja je TpaHCBep3a/IHa Ha BEPTUKAJIHY MOYXKE Ja Ce MBATH Ka0 rpaduK JIMHEAPHOT
TIpEC/INKABaba, TIa UMAMO PAC/IOjermhe

Hom (T,M,T,F) — JY(M,F)
1 1
(z,v) € MxF

JBa cnemmjaaa caydaja cy M =R un F =R, Tj.
JNR,F)2RxTF wu  JYMR)=ZT*M xR.

Mu hemo ce meraspHUje 3apKATHA CAMO HA TOCIEIHEM PACIOjerby, 300T TPUCYCTBA
IPUPOIHE KOHTAKTHE CTPYKTYPE Ha HBEMY. o

Axko je f: M — R rnarka dyHknuja, oHga je
f M= JYMR),  pejf

cedeme paciojerba 1-1ieropa. YHIja TaHTEHTHUX MpocTopa Ha ciauke jbf(M) cux
OBaKBHX ceverba JlebUHUIIe KOHTAHTHY CTPYKTYpY Ha MuOroctpykoctu J'(M,R).
OBa KOHTaKTHa CTPYKTypa 3a/1aTa je KOHTaKTHOM (opMoM

a=dz— )\

21y jIoKaIHEM KOOpIMHATAMA, CEUeHe MOXKEMO Ja HAMIIeMO Kao s(z) = (z, f(z)), a k—yer
dyuxnuje f : R®™ — R™, rge je n = dim M u m + n = dim E, M0OXeMO0 Aa IPeICTABUMO Ca
ik f = (f(), f(z),. .., f®) (z). Omarne BuguMO A cxyn w,’jil(c) MOXKeMO [ IOHCTOBETHMO I3
npocropom RT(nHE=DY(n=Dk! = Opy yrenrndukanmja HEje KAHOHCKA, Tj. ako je i : R™ — R™
pemapameTpmaanuja BiakHa, u3ron DF(f o)) yrmyuyje cee usBome pema < k. Oxarme cieqn jga
He [IOCTOjM KAHOHCKA TPHBHjajH3alyja paciojema (81) Koja je JIuHeapHA Ha CBUM BJIAKHHMA, I1a
TO pPaCJIOjere HeMa BEKTOPCKY, HETO caMo adury CTpyKTypy. M3 HCTOr pas3jora, He MOXKEMO A3
rosopumMo o uuKaysuju J¥~1E C JEE, Beh camo o npojexmuju (81).
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Ha (79), rue je A JluyBunosa dbopma va T* M u dz tauna dhopma va R. VY jnokamHum
koopamaarama, JluysumoBa dbopma je A = p1dgy + ... + ppdqy, Ta je

a=dz—pidq + ...+ pudq,

JoKaTHE 3amuc KoutakTHe dopme Ha J'(M,R). Cnermjamno, 3a M = R™ pacio-
jeme J1(R™, R) je xontakTHA MHOrOCTpyKOCcT R?"*! ca crammapHOM KOHKTAKTHOM
dopmom (Ilpumep 2 na crp. 125).

[pernoctasumo 1a je S C J1(M,R) xumepnospim, TpaHcBep3aHa Ha KOHTaK-
THY CTPYKTYpy & ¥ Tauku p (Tj. &, je Tpamcsep3anuo na 1,S). Tazma je

codim (T,S N§p) = codimT,S + codimé, =1+1=2,

(Bumern Teopemy 4 ma crp. 10), onuocro dim (1,5 N¢,) = 2n — 2 = dim §, — 1,
na je £, NT,S xuneppasan y &,. Ako je o kontaktHa dopma Koja gedunnie &,
u3 ycaosa mHemnTerpadbmmnoctn o A (da)™ # 0 cremn ma je da HemereHepucaHa
omnuneapua dpopma Ha &.

Hepunumnuja 38. Kapaxmepucmuuno 6eKmopcro nose Ha XUTIEPIOBPINT S je
BEKTOPCKO mosbe Z : S — £, TakBo ja je??

Z, € (&N T,S9)%

3a cBako p € S. MHTerpasine KpruBe KapaKTePUCTUIHOT BEKTOPCKOT IM0Jba HA3MBAMO
KAPAKMEPUCMULHUM KPUBAMG. %

Hormro je &, N T,,S xumnepnpocrop y mpocTopy &, caemn aa je (&, NT,S9)% C
&, NT,S, na je KAPAKTEPUCTUIHO BEKTOPCKO O/ TAHIEHTHO HA S (& CAMHEM THM,
KapaKTEepUCTUIHE KpuBe Jiexke y S).

KapakTepucTnaHo mosbe je jeIuHCTBEHO 10 HAa MYJITHILTHKATHBHY KOHCTAHTY,
na jeduHUIIe JeIMHCTBEHO T0/bE KAPAKMEPUCTNUNHUL NPABUT HA TAHTEHTHOM pa-
cojemy, Tj. moapaciaojeme parra 1y T'S.

3anarak 46. Kopucrehu ynmenniry 1a je kouTakTHa POPMA (¢ jeIMHCTBEHA 0
HA MHOXKee (DYyHKIHUJOM PA3IHIUTOM O[] HyJle, JOKA3aTh Ja NpeTxonHa geduHu-
[I1ja He 3aBUCH 01 M300pa KOHTAKTHE (hOpME. v

3amarak 47. Heka je Z KapakTepUCTUYIHO MOJbe HA XUIEPIOBPINU S U (¢ KOH-
rakrHa dpopma. Jokazaru na je na T'S
Zda = fa (83)
3a HeKy raTky GYHKIHy f KOja je cByaa paziawaumra OJf HyJIe. v
3anarar 48. Heka je xunepnospiu 3ajara jeanadunom F(z) = 0. dokasaru
713 je KapaKTEePUCTUIHO BEKTOPCKO Z TO/he JTe(MPUHUCAHO YCIOBHMA,
a(Z)=0 u Zyda(X) =dF(X)
3a cBako nojbe X ca Bpeguocruma y £. Jlokazaru 3aTuM 13 je BEKTOPCKO mojbe (78)

3anMcTa KapaKTEPUCTUIHO BEKTOPCKO mosbe y cmuciay Hedununmje 38. v

DOpMYNMHATIIMO CaJTa METO, KapaKTEPUCTHKA, O KOMEe CMO TOBOPUJIM PaHUje, HA
WHBAPHUjaHTAH HAYWH, 0€3 KOODINHATA.

22]1oacerumo ce ga cmo ca WP o3HauaBaiun S—OpTOrOHAHE KOMIJIEMEHT HOTHpOcTopa Wi
sugeru cTp. 121. IIpoctop (£ N TpS)do‘ je da—opTOroHaJHH KOMIIJIEMEHT HmoTupocTopa & NTpS

y IpocTopy &p.
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Teopema 17. Hexa je S zunepnospw y J'(M,R) u nexa je C C S nodmmo-
20cmpyrocm dumenduje n — 1, maxea da je TC C £. Axo je y mawku x € C
xapaxmepucmuyna npasa | C T,S mpanceepsasna na T, C, onda je ynuja xapax-
MEPUCTNUNHUL KPUBUT Y OKOAUHU mavke x Jleoscandposa nodmmozocmpyrocm y
JY(M,R).

A Heka je v¢; damunuja nudeomopduszama reHepucaHa KapaKTEPUCTUIHUM BEK-
TOPCKHM II0/beM Z; oBa (aMuinja je geduHmcana JOKAJIHO, Y HEKOj okouHu U
rauke = ¥ 3a |t| < e. Tpeba ma mokaxemo 1a je L := {¢(z) |z € CNUT, [t| < e}
JlesanmpoBa moaMHOTOCTPYKOCT. llOmTO je TpaHCBep3aJHOCT OTBOPEHO CBOjCTBO,
MOKeMO Jia npernoctaBuMo (cmambyjyhin ckyn U ako je morpebHO), Ja je Cy Kapak-
TepucTUYHe mpase TpancBep3ande Ha C'y cBakoj rauku u3 U N C. Ogarie cienn
na je L mmorocrpykocr numensuje n. Csaku Bextop u3 X, € T,L moxe ga ce
Pa3JIoXKuU HA, 30WP

Xp =aZy + (Y)Y, (84)
rie je Z, KapaKTepPUCTHIN BEKTOp U Y € th_l(p)C. W3 yumwenune na je Z xapak-
TEPUCTUIHO MOJbE CJIEIN JIa je

a(Xp) = Pya(Y).
N3 Kapranose dopmyie n a(Z) = 0 cneqn

SUialY) = i (Zada) = (7 o b e, (55)

rae je f dyskuuja uz (83). Iomro je TC C € u Y ranrentnu Bekrop Ha C,
mudepertpjanaa jeapadnta (85) mo y(t) = ;oY) 3am0Bo/baBa MOYETHH YCJIOB
y(0) = 0. U3 jenuncreenocru pemiema ciaeau aa je y = 0, uume je J0Ka3aHo Ja je
a =0 na TL. Tlomro je y3 TO

dmL=dmC+1=(n—-1)+1=mn,
creau na je L JlexxanapoBa mogMHOTOTPYKOCT. \V4

3anarak 49. Heka je f : M — R rnarka dyaknuja. /lokaszaru na je cedeme
jtf(M) Jlexanaposa MOIMHOTOCTPYKOCT. v

Y Ilpumepy 8 ua crp. 133 cmo Bugenu na nudepennujas riarke GpyHKIuje
nedwuruUite Tauny JlarpanxkeBy moamuaOrOCTpyKOCT v 1% M; 3amarak 49 je KOHTaK-
THA Bep3uja Tor TBphema. Cieneha medununmja je koHTaKTHA anajoruja aeduHm-
nuje 10 ma cTp. 136.

Hedununuja 39. Jlexxanaposa noamuoroctpykoer L C JH(M,R) je zamara
eenepuwyhom Pynryujom, ako mocToju paciojeme F wam 6azom M u dbyHKIOH]ja
S : E — R, takBa Jia je cky

os:={e € E | dyatS(e) =0}
MOJIMHOTOCTPYKOCT y E, a mpecankapame
ig:Xg — T*M, is(e) :=j'S(e) = (dS(e), S(e))

yJarame, TakBo Ja je L = ig(Xg). Oumruje, ako je ig umep3uja, kaxemo za je L
Jlexkanposa umep3uja 3anara remepuiryhom QyHKIIjoM. %

3anmarak 50. @opmynucatu u J0Ka3aTH KOHTAKTHY Bep3ujy Teopeme 2 Ha
crp. 137. v
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3anmarak 51. Heka je L C T*M JlarpanxkeBa momMHOrOCTpyKoCT, A Jlu-
yBuiioBa 1-dopma va T*M u x¢ € L dukcupana tauka. /lokazaru na je ckym

L:= {(xAA) |x€L,7:[0,1]—>L77(0):x077(1):x} c JYM,R),

JlexkanipoBa MOAMHOTOCTPYKOCT. JloKa3aTn fa je pecTpUKIIja IPOjeKIrje
m:T"M xR —T"M (86)

ua L narkpusawe 7|7 : L — L. Cuenujanuo, ako je muorocrpykocr L mnpocro

moBe3ana, muorocrpykoctu L u L cy mudeomopdue. v

3amarak 52. Heka je LcJ L(M,R) JleskanapoBa TOIMHOTOCTPYKOCT KOja
je TpancBepsaJiHa Ha BjakHa npojekuuje (86). lokaszatu na je L = m (L) Tauna
Jlarpamxkesa mommuOrocTpykoct y 1% M. v

Hepunumnuja 40. Taracnu dpowm Jlescandpose nodmmozocmpyrocmu LcC
JY(M,R) je ckyn

W; = n(L) € JO(M,R) = M x R,

e je g« JYM,R) — J°(M,R) upojexuuja (82).
Taracnu pponm maune Jlazpanocese nodmuozocmpykcemu L C T*M je ckyn

Wy = {(r(z), f(x)) |z € L} C M xR,

rae je w: T*M — M kanoncka mpojekmuja, a f : L — R morennujan pecrpukimje
Jluysusose dopme na L, 1j. dynkuuja 3a kojy je )\}L =df. %

IMpumerumo na je tanacuu dpour Wi, nedunucan 10 Ha Tpanciauujy (g,t) —
(¢,t + ¢), nomro je norenuujan l—-bopme nedunucan no na xKoucraury. U3 3a-
nmarka 51 cienm na je tamacuum dpont Jlarpamkese MOIMHOIOCTPYKOCTH, 0 HA
BEPTUKAJHY TpaHcjaanujy, rpaduk Bume3Hadne QyHKIMje

x»—>/)\
v

rre je vy nyTy L koju caja dbukcupany tauky rg € L ca z. Jedurncanoct tajsacHor
¢dponTa camo 10 HA BePTUKAJIHY TPAHCIAINN]Y je MOCIeIHIia TPOU3BO/HLHOCTH n360pa
Ta4Ke Z(-

4. KoHTaKTHE MHOTOCTPYKOCTH

4.1. KourtakTomopdusmu. IIpuposme cuMerpuje KOHTAKTHHX MHOTOCTPY-
KOCTH cy audeoMopdu3Mu KOju IyBajy KOHTAKTHY CTPYKTYPY. UakK u aKO Ce PaJu
0 KOOPHjeHTAOU/THOj KOHTAKTHO] MHOI'OCTPYKOCTH, Tj. U aKO je KOHTAKTHA JIUC-
TpubyIHMja 3amara KOHTAKTHOM (hOpMOM, OBakBu audeoMopdu3Mu He MOPAjy I1a
qyBajy u KoHTakTHY dopmy. Ilperusna nedununmja je cieneha.

Hedpuuunumja 41. Heka cy (M7,&1) u (Ms, &) KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH.
Hudeomopdusam ¢ : My — My ce HA3UBA KOHMAKMHUM OUPEOMOPHUSMOM AN
KOHMAKMoMopPusmom axo je P& = &. Cnenmjanno, KOHTAKTOMOpMU3aM KOH-
rakTHe MuHOrocrpykocru (M, &) je mudeomopduzam ¢ : M — M, rakas na je
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Banmarak 53. Heka cy (M1,&1) u (M2, &) KoopujeHTaONIHE KOHTAKTHE MHO-
TOCTPYKOCTH Ca KOHTAKTHUM popMaMa v u ao. Jlokazaru ga je mudeomopduzam
Y : My — My xKonrakroMopdusaMm ako u camo je Y*as = fap 3a HEKy LJIaTKy

dbyuxmmjy f: M; — R\ {0}. v

3anmarak 54. Hexka je o xontakrna dpopma y R?" 1 ysenena y IIpumepy 2 na
crp. 125 u

a1 :=dz + ijdqj, Qg :=dz + Z rJQ- df; = dz + Z(qjdpj —p;dg;),
j=1 j=1 j=1

rae cy (rj,0;) momapue koopauuare y (g, p;)—pasuu. JIoxkasaru aa ose Tpu (opme
nedbuHUTYy KOHTaKTHE CTpyKType &, & u & ma R?™! u na cy xomTakTHe MHO-
rocrpykocru (R, €), (R, &) u (R, &) xourakromopdme. v

IIpumep 36. IIpecamkaBame
GRS R (q,p,2) = (rq, rp,P2)

je, 3a cBako r > 0, kourakroMopdusam npocropa R ca crammapiHom KOHTaKH-
Tom crpykrypom u3 [Ipumepa 2 wa crp. 125. Oparsie ciaenu Ja je cBaka JiomnTa
KOHTAaKTOMOpP(HA jeAUHUYIHO] JionTh. [IprMeTnMo, Kao CHUMIIJIEKTUYKNA KOHTPACT
OBe KOHTAaKTHEe TojaBe, JAa n3 JInyBuaoBe TeopeMe y CHMIJIEKTHYIKO] T€OMETPHUjI
cleu 1a Cy JIBe JIONTE CHMILIEKTOMOP(@HE aKO W CAMO aKO UMAjy WCTH MOJIYIped-

Heka je ¢y : M — M davunmja gudeomopduszama KOOpujeHTaOUIHE KOHTAK-
THE MHOTOCTPYKOCTH M€HEPHCAHA BEKTOPCKUM mosbeMm X. I3

d
aw;ka =} (d(X sa) + X adav)
cllesin J1a, aKo je
d(X0)+ X da=0 (87)
oHza Yy dyBa Kowmaxmny dopmy «. Cuenmjanan ciydaj BEKTOPCKOD IOJba KOje
3ajoBosbaBa (87) uznsajamo crenehom medunuTmIjoM.

Iedwmuumnuja 42. Heka je M koopujenTabusina KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT Ca,
KOHTAKTHOM (popmoMm «. Bexkropcko mosse R na M, KOje 33/10BO/baBA

Rida =0 u a(R) =1
Ha3uBa ce Pubosum 6eKmMOPCKUM NObEM. O

Jlema 13. 3a ceaxy xonmaxmuy Popmy & ma K00PpUjeHmabuiHoj KOHmMaKxmmoyj
mrozocmpyrocmu M nocmoju jedurncmeeno Puboso sexmopcko nome R.

A U3 (da)™ # 0 cnemm na je E := ker da mompacmojeme panra 1 TanrenTHOT
pacmojera TM, a u3 a A (da)™™ # 0 ma je o # 0 ma F, ma je HOpMagu3ammjom
a(R) =1 jennosnauno oapeheno cevemwe R: M — E. \V/

Hamnomena 28. Baxno je umaru #Ha ymy 1a je PuboBo BeKTOpKO mosbe meduH-
HCAHO KOHMAKIMHOM POPMOM (v, & HE KOHMAKIMHOM CMPykmypom £. 3aTO ce IecTo
KOPHCTH ¥ O3HAaKA R,. Y ommreM cny4ajy je Ry, # R, 3a KoHTakTHE dOpMe ap
7 (o Koje mepuHUITy KOHTATKHY CTPYKTYpPY &. o
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Ia 6u mudeomopduszam 1 : M — M KoopujeHTabUIHE KOHTAKTHE MHOTOCTPY-
koctu (M, ) ca konrakTHOM (hOpMOM (v 6O KOHTaKTOMOPdU3aM, JIOBOJLHO je, aju
HE ¥ HEOIIXOJHO, Ja OH 4yBa dopMmy a — [ = & Baxku u ako je Y*a = fa 3a HeKy
rmatky byskuujy f : M — R\ {0}. To snaum ma BekTOpcKo TObe X TeHepwuiie
damunujy koarakromopduzama 1 ako 3a710B0osbaBa Moaudukanujy jeaaadune (87)

d(Xsa) + Xada = fia,
3a Heky rviarky damuinjy dyuknuja fi : M — R.

Hedbwmanmuja 43. Bexropcko nome X : M — T'M koje 3a10B0/paBa

d(Xsa) + X uda = fa, (88)
3a Heky raarky dbyukmujy f: M — R\ {0} nasusa ce xonmaxmmuum sexmopcrum
noMmeM. O

ITpBu cabupak na jeBoj crpanu y (88) je audepenuujan dynkuuje
H:=oaX): M =R (89)
AKo npermnocraBuMo Ja je
X.ida =dH(R,)a — dH, (90)
rae je R, PuboBo BekTOpCKO mosbe jepuHrcaHo KOHTAKTHOM (hOPMOM (v, OHJIA je
d(X.a) + Xada = dH(R,,).
To 3naun ma je X KOHTAKTHO BEKTOPCKO IOJHE.

JHepunuunuja 44. @yukuujy H : M — R 3a kojy Baxu (89) u (90) nasusamo
KOHMAKmHum X amMusmonujaHom TeHEPUCAHIM KOHTAKTHIM BEKTOPCKUM MOJbeM X .

¢

Cuneneha Teopema mokasyje Jja Cy CBa KOHTAKTHA BEKTOPCKA I0/bA F€HEPUCAHA
KOHTAKTHUM XaMUJITOHUjaHUMA (33 PA3JIUKY Ol CUMILIEKTHYKOL CIydaja) u ja je
CBaKa ryiaTka PyHKIMja KOHTAKTHH XAMUJITOHUjaH HEKOI KOHTAKTHOI BEKTOPCKOL
1I0JbA.

Teopema 18. Hexa je (M, &) Koopujenmabuina KOHRMAKHMG MHO20CMPYKOCT,
a konmaxmua gopma u R, Puboso sexmopcko nosme.

(a) Bexmopcko nome X : M — M je xonmaxmmo axo u camo axo nocmoju
aaamxa pynxyuja H : M — R, maxsa da je
a(X)=H u Xidoa =dH(R,)o — dH. (91)

(6) 3a ceaxy eaamry Pynxuyujy H : M — R nocmoju jeduncmeseno xonmax-
muo eexmopcko nose X xoje 3adosowasa (91).

A'Y nuckycuju npe dhopMyanuje oBe TeopeMe JOKa3aIu CMO UMILTUKAIM]y (<) y
(a). O6GpuyTO, aKo je X KOHTAKTHO BEKTOPCKO IOJbE, U3PAdyHABAHEM BPEIHOCTH
1-opmu y (88) na PuGoBoM BEKTOPCKOM TI0JbY 100UjaMO

d(a(X))(Ra) = f-
Heka je H := a(X). U3 nperxonue jenguaxkocru ciaeau f := dH(R,), na u3 (88)

Jo6mjamMo
dH + X yda = dH(R,,)a.

Tume je nokasamno (a).
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Ha 6ucmo nokazanu (6), npumerumo ja u3 Hegeredepucanocru dpopme do Ha &
CJTe[IN [1a TIOCTOjH jeUHCTBEHO BEKTOPCKO mosbe Y : M — &, TakBoO 1a je

Y4d04|g = dH|€.
Tana je X :=Y + HR, Tpa:keHO KOHTAKTHO BEKTOPCKO TOJbE. \V4

Teopema 19. (I'pejeBa crabusnoct) Heka je M xomnaxmua mHozocmpy-
Kocm Oe3 epanuue u &, t € [0,1], Pamuauje K00PUJEHMAGUAHUT KOHMAKMHUL
CPYKMYPGE HA HOJ, 360aMa eaamkom damusujom oy kKoumaxmuur Gopmu. Tada
nocmoju gamuauja dupeomoppusama vy : M — M, maxea da je (V)& = & 3a
ceet € [0,1].

A Qamunmja ¥ KOjy TPaXKUMO je pelere HelnHeapHe jeTHAINHE

iy = froy, (92)

3a Heky ruarky damuinjy dykuuja fi : M —]0,+oo]. Kao u y ocramum npumep-
nma npumene MozeposBor merona medopmaruje, mudepeHIupameM o ¢ 1001jaMo
JIMHEAPHY jeJIHaYrHY

0
d(XtJOét) -+ XtJdOét + % = gt0q, (93)
re je
dy _ d _
Xt:ditto%l u gt:%(logft)‘”/’t L (94)

Axo nahemo BexTopcko nosbe X; u byHKIM]Y g; KOjU 338,10B0/baBajy jeanaunny (93),
ouzma he pemema 1y, f; jenuaunne (94) Ha KOMIaKTHOj MHOrTOCTpyKOocTH M 12
3a,/10BOJbABAjy TparKeHH ycioB (92).

Pemewe X; jennauune (93) rpaxkuhemo rako ma 6yme X; € & (ro nojemsoc-
TaBJbyje Hasaxemwe dyHkuuje g; u goka3 reopeme). Tazna (93) nocraje
% = gtQt. (95)
AKo u3padyHamo BpeaHOCT 00e cTpaHe OBe jegHaunte y PuboBoM BEKTOPCKOM IIOJbY
R, nobujamo

XtJdOét +

8th

S (Ra) = g1 (96)
To 3nauu ga, ako jeguauuna (95) uma pemera, oHua je g; maro uspazom (96).
Jlakne, HeMaMo Apyru m300p HEro JAa TUM HM3pa3oM AeduHHUIIeMO ¢;. 1peda ma
JIOKAZKEMO J1a, 3a Tako JedUHUCAHO ¢p, jeanaduna (95) uMa jeJIMHCTBEHO pellee
X;. Meljyruwm, Ta jequnaunna je je jenrnakoct 1-dopmu Koje MMajy uCTy BPEIHOCT HA,
R 3a cBaku u360p nosba Xy y &. Ilomro je cBaku BekTop Y; obmuka Y; = R, + Z;
3a HEKO Z; € &, nmpobJieM ce CBOIU Ha HaJaXKeme noba Xy € & 3a xoje (95) Baxu
Ha &. Ersucrennuja u jeIMHCTBEHOCT TAKBOT MOJbA CJIEJE U3 HEJIEreHEPUCAHOCTH

dopme dat|&. \V4
Teopema 20. (dap6y) Hexa je (M, &) xonmaxmua muozocmpykocm dumen-
suje 2n + 1. Tada 3a ceaxy mauky p € M u céaky xonmaxmuy popmy o y Koja

3adaje & y okoaunu p, nocmoju koopduramua okoaura U ca koopdunamama (q, p, z)
Y KojuMma je

a=dz+ qudpj.
j=1
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A Tpheme je JOKaIHO, Ia Ta je J0BOJLHO JoKazard 33 M = R?™+! g p = 0. Heka
je a KoHTakTHaA dopma Koja 3amaje & y OKOJIUHN HyJIe U HEKa je

n
apg =dz + g q;idp;.
j=1
ITomohy enmemenTapue JIuneapte aaredbpe MOXKEMO 73 3aKJbYIUMO 13, HE YMaIby]eMO
OTIMITOCT aKO MPETIIOCTABUMO Ja je o = « y myau. Heka je

ay :=ta+ (1 —t)ay, t €10,1].

Taja je y nyiu oy = o u doy = da, na je agp A (dag)™ # 0 y HeKoj okoJuHu
HyJIe, TITO 3HAYU 1A je op (PaMuInja KOHTAKTHUX (POpMu. Y YKeJbU /14 TPUMEHUMO
Mo3zepos meToa aedopmariije, TOCMATPAJMO jeTHATMHY

Yrar = ag (97)

o ;. Hbeno pemreme 1)1 06e30elyje koopauHaTHY KapTy ¥ KOjOj ( UMa TPArKEHH 3a-
e, Tj. Yja; = ap. Jdudepennmpamem 1o t HemnHeapHy jenHaunny (97) cBommmo
Ha JIMHEAPHY

aOét
5 0. (98)
Axo nabhemo BekTopcko nosme X; Koje je peieme jeanauune (98), jeaHonapam-
erapcka damuinja gudeoMopdu3aMa 1; KOjy OHO T'€HEPHIIE je TPAXKEHO PeIIenhe
jemnaunne (97).

Pememe jemnaunne (98) moxemo na tpaxkumo y obmuky Xy = HiR,, + Yi,
rze je R,, PuboBo BeKTOpPCKO mosbe KOHTAKTHE dhopMe oy, H; rinarka dbyHKOuja u
Y; € kera;. Kaga y (98) craBumo X; y ToM 006/IMKY ¥ U3padyHAMO BpPEIHOCT 00e
crpane (koje cy 1-dopwme) y R, nobujamo
80615
ot
Opnarne moxemo ma Halemo H; 3a cBako (PUKCUPAHO t, WHTErPAIMjOM YK WH-
TerpajHuX KpUBUX vy PubOBOr BEKTOPCKOT 1mojba (y3 M300p MOYETHUX YCIOBA HA
TPAHCBEP3AJIHO] XUIIEPIIOBPINK), YKOJUKO T€ KpuBe HUCY nepuoauune. Taj ycios
MOXKEMO J1a TIOCTUTHEMO Yy JOBOJHHO Masioj okosmau Hyne. Kana mmamo Hy, Bek-
TOPCKO 10Jbe Y} HaJla3uMo Tako Ja Baxku (98), 1j. Tako ua je

d(Oét(Xt)) + thdat +

dHt(RDtt) + (ROét) =0.

da
dH; + Yiaday + —= = 0.
ot
OBa jemmaunHa WMa jeIWHCTBEHO pereme Y; € keray, 3aTO IMTO je KOHTAKTHA
dopma do; HemereneprucaHa Ha KOHTAKTHO] aucTpuOymju & = ker ay. \V4

4.2. XunepnospIiiid KOHTAKTHOr THUMAa. BakaH nmpuMep KOHTAKTHHX MHO-
FOCTPYKOCTH j€ U3BECHa KJIACca XHUIIEPIOBPIIU Y CHMILIEKTHYKO] MHOTOCTPYKOCTH.
Heka je (M, w) cuMiieKTHYKAa MHOIOCTPYKOCT.

Iedwmuumnuja 45. Bekropcko mosbe Y HA CUMINIEKTHYKO] MHOIOCTPYKOCTH
(M,w) nazusa ce Jluysusosum 6eKmMOPCKUM NOMHEM AKO je

Lyw=w.

Xunepmospt N C M koja je Tpancep3ansa Ha JIuyBUIOBO BEKTOPCKO MObE HA3W-
BaMO TUNEPNOSPUWL KOHRMAKMHO2 muna. . %
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Teopema 21. Axo je Y Jluysuro60 6eKmMopcko nome Ha CUMNACKIMUYKO] MHO-
2ocmpyrocmu (M,w) u N zunepnospw, xonmaxmmuoz muna, onda je o = Y _w
xoumaxmua dopma na N. pysum pevuma, ducmpubyyujo & = kera y TN je
Koumaxmma cmpyxmypa wa N.

A Heka je dim M = 2n. U3 gedununuje JInyBrioBor BEKTOPCKOr moba, GopMe «
n Kapranose dpopmyse cremn

w=Lyw=d(Yw) = da,
mna je
a A (da) D = (Y Aw) Aw D = pm (Y Lw)M,
Iormrro je Y tpamceep3anno Ha TN, n3 HEIEreHEPUCIAHOCTH CUMILIEKTHIKE (hOpMe

clTe/In 71 je ToC/ae by n3pas3 pa3andaut o uyne Ha T'N. Tume je mokazano ga je o
KOHTaKTHA (popma HaA N. \V4

IIpumep 37. Cdepa
Sl ={gG+... +@E+pi+... i =1](q1,- 0 P1, ... Pn) € R?"}

j€ KOHTaTHA MHOTOCTPYKOCT Ca KOHTAKTHOM (hOPMOM

n

a= Z(Qj dpj — p; dq;)-

j=1
Jla bucmo TO MOKa3asu, IPUMETHMO A je
r 0
200’
r7e je r paaujasHa chepHa KOOPANHATA, JIMyBUIBO BEKTOPCKO MOJBE TPAHCBEP3AIHO
Ha cdepy. 3auncra, y JlekapToBUM KOODINHATAMA, j€

1 & ) )
Y =- 4 -)7
2 ; (qj 3pj pJ an

na je Lyw = d(Y.w) = w. TpancsepsajsHocr paaujajHor mosba Ha cdepy je
ounrieaHa, ma je cdepa XUmepuoBpin KoHTakTHOr Tuma. M3 Teopeme 21 cremm
J1a je OHA KOHTAKTHA MHOrocTpykoct ca dpopmom Y w. Hemocpenro ce mposepasa
za je osa dbopma jennaka dhopmu /2 (Koja 3a7aje UCTY KOHTAKTHY CTPYKTYDY Kao
u dopma ). f

3anarak 55. Heka cy (q1,...,qn,D1,- .-, Pn) CTAHAADHE JIOKAJIHE KOODHUHATE
wa T*M, y xojuma JIuysunosa 1-hopma uma 3amnuc

/\:pldq1++pndqn
Joxkazatu na je
0 0
Y=pp—+...+0n—
plapl P Opn

JIMyBUIIOBO BEKTOPCKO TOBE. SaKByUUTH 1A je C(PEePHO KOTAHTTEHTHO PACTIOjeHHe
XUIEPHOBPII KOHTaKTHOr THia (ynopeauru ca [Ipumepom 45 Ha crp. 184). v
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4.3. CuMmiulekTusanuja KOHTaKTHE MHOTOocTpyKocTu. ¥ Teopemu 21 cmo
JIOKA3AJIA [1a Cy XUAMEPIOBPIITN KOHTAKTHOT TUIA Y CUMILIEKTHIKUM MHOTOCTPYKOC-
THMa KOOpHUjeHTabU/IHEe KOHTAKTHE MHOrOCTpyKOcTH. OBe XWUIIEPIOBPIIY Cy BHIIE
0/l CAMO jeTHOT TMpUMepa KOHTAKTHUX MHOTOCTPYKOCTH: CBaKa KOOPHWjeHTAOWIIHA,
KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT MOXKe 13 ce mobmje Ha Taj mauywH. [Ipe Hero mro To
BUJIUMO, YBEIUMO jeJHY BayKHY KJIACy TAUHUX CUMIJIEKTHIKUX MHOTOCTPYKOCTH.
Hexka je a korTakTHa POpMa HA KOHTAKTHO] MHOrocTpykoctu M aumenswuje 2n — 1
1w := d(e’a) 2-bopma na M x R. Taza je

W = (et dt A a+ et da)" = ne™ dt Ao A (doa)NTY £ 0,
ma je w CUMILIEKTHYIKa PopMa.

Tedpuuumnuja 46. Heka je (M, §) KoopnjeHTaONIHA KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT
ca kouTakTHOM (bopmoM . Ilap (M x R,d(e'a)) nasumsa ce cumnaexmusayujom
KOHTaKTHE MHOTOCTpyKocTH M. O

Axko je M x R cummaexTu3amnmja KOOPpUjeHTAOUIHE KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH
M, ouga jeY = 9/0t JInyBUIOBO BEKTOPCKO MOJbe TpaHcBep3aiano Ha M X {to} 3a
cBako tg € R, ma je M x {to} = M xuneprnoBpin KOHTAKTHOT THIIA.

3anarak 56. Heka je M koopujeHTaOMIHA KOHTAKTHA MHOTOCTPYKOCT U M X R
heHa cuMIIeKTn3anuja. Jlokazarn ja je mommuorocTpykoct L C M Jlexanaposa
ako u camo ako je L x R C M x R Jlarpan:kesa. v

CuMmiekTr3anmja KOHTAKTHE MHOTOCTPYKOCTH MOXKe 1a ce medwunwuiie u 0e3
npernocraBke o koopujentabununocru. Heka je (M, £) KOHTaKTHA MHOIOCTPYKOCT.
3a cBako p € M KOHTAaKTHA XUIIEPPABAH MOXKE /13 Ce OIUIEe KA0 je3rpo (pyHKIHU-
onana l, € Ty M \ {0}, xoju je jeMHCTBEH 10 Ha MyITHILTHKATHBHY KOHCTAHTHY.
OBe dyHKIMOHATIE HABUBAMO KOHMAKMHUM Pynkyuonasuma. Heka je E C T*M
CKYII CBMX KOHTAKTHUX (DYHKIIMOHAJIA, Tj. pacjojeme aeduHNUCAHO ca

ly€ By & kerlg=¢,  E:= ] E,
qeEM
ITpumernmo ga E Huje BekTOpCKO pacieojeme: E, = R\ {0} 3a cBaxo ¢ € M.
3anarak 57. [lokazaru ma cy cieneha TBplema eKBUBAJIEHTHA:
(a) KoHTaKTHA CTPYKTYpa & je KoopHjeHTabuIHa,;

(6) paciojewe E uma ceuemne;
(B) mpocTop F MMa JiBe KOMIIOHEHTE OBE3AHOCTH. v

Hexa je o € Q' (E) 1-dbopma gedbunucana ca
Op 1= (D>

rae je ™ : . — M pectpukimja KaHoHCKe nipojeknuje 7w : T*M — M. pyrum
peunma, ako je p € Eq nu X, € T,E, tana je (mp).(X,) € T,M, u

ap(Xp) = p((7p)(Xp))-

Hedunuumnuja 47. Tlap (E, do) nasusa ce cumniekmu3ayiujom KOHTAaKTHE MHO-
rocrpykocru (M, €). %

Cummiektuzanuja u3 ledbunurmje 46 3aBucu ox n300pa KOHTAKTHE GOPME, TOK
je cuvmmtektuzanuja y ledbununuju 47 KaHOHCKYM M3BEAEHA W3 KOHTAKTHE CTPYK-
rype. Axo je konTakTHa MHOrocrpykocr (M, ) koopujenrabuina, npocrop E uma
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JIBe KOMIIOHEHTe ToBe3aHoCTH; (bOopMa o Ha, CBaKOj OJ HUX je NPONOPIMOHAIHA
dbopuu ela uz dedununuje 46.

4.4. KoHTakTH3anmja cCUMILIEKTUYKe MHOrocrpykoctu. Heka je (M, w)
TavHa CUMIIJIEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT AUMEH3Wje 2n, Tj. HeKa je w = dA 3a HeKy
1-dbopmy A mva M. Tazga je ca

ap=dz — € QM xR) (99)

neduancana kontakTHa dopma Ha F = M X R. YcaoB MakcuMaine HEHHTErPa-
ounnocTr hoOpMe (g CJIETU U3 HEJIEreHEPUCAHOCTH CUMILIEKTHIKE (hopMe w:

ag A (dag)™ = (dz = A) AW =dz Aw™ #0

(y mocsesmo]j jeHaKoCTH CMO MCKOPHCTHIIE YHIbeHUIY fa je A A w™ € Q2 HL(M),
na je, 36or dim M = 2n, A Aw™ = 0). Ha ucru nauun ce nokasyje zia je

ap:=df — \ (100)
KOHTaKTHa popma Ha P = M x Sh.

Iedpuuunumja 48. Muorocrpykoct FE = M X R ca xorrakTaOM dopmom (99)
(mmr P = M x S' ca xonraxTrOoM dopmom (100)) ce HasmBa KOHMAKMUSAUUIOM
TavHE CUMILIEKTUIKE MHOTOCTpYKOCcTH M . O

Ipumep 38. Konrakrusamuja koranrentsor paciojemwa T*M je J1(M,R). 4

Bamarak 58. Heka cy E = M xRuu P = M x S! konrakrusamuje Tausne
CUMILJIEKTHYIKE MHOrocTpykoctu M.

(a) Hokazaru na je nopmuorocrpykocr L C M rauna Jlarpanxkesa ako u
caMO aKo IOCTOju cedemse s : M — E Takso ma je moamuorocrpykocr s(L) C E
Jlexkanaposa.

(6) Heka je, 3a nogmuorocrpykocr L C M u ceuewe s : M — P, noamuo-
rocrpykocr s(L) C P Jlexanaposa. lokazaru ja je nogmuorocrpykocr L Jla-
IpaHzKeBa. v

Hamowmena 29. Konrakrtusamujy je moryhe copoBectu u 1moj ciaabujoM mper-
HOCTABKOM Ja je, 3a ueko h > 0, [w/h] yeaobpojna koxomosowka kaaca, tj. na
je

[w/h] € H*(M;Z) C H*(M;R) = H3g (M)
(wrro je exBusasnentro ca [, w € h-Z3a cee A € Hy(M;Z)). Taga nocroju riasuo
U(1)-pacnojeme P mam M, ca KOHEKCHjoM KOjoj je w dbopma xpusune?®. Ta KOHeK-
cuja neduHUIe KOHTAKTHY CTPYKTYpy HA P. 3a MHOrocTpykoct P, ceMm TepMuHa
KOHMAKMU3AYUja, KODUCTH CE U TEPMHUH npedk6aHmusayuja MHOTOCTpyKocT M.
Xormhoso paciojerme
Sl - SQn+1
b
cpm.

(IIpumep 42 na crp. 115) moxe na ce Jobuje KaO0 KOHTAKTU3ALUja CUMILIEKTUYKE
muorocrpykocru CP™, wro je jow jejgad Ha4uH 13 cHabneMo cgepy HelapHe Jiu-
MEeH31je KOHTAKTHOM CTPYKTypoM (Bugeru Ilpumep 37).

23KpI/IBI/IHy cmo peduuucanu Ha cTp. 119, xao dopmy Ha P, a e ma M. Mehyrum, moxkeMmo
na je cmarpaMo u ¢dhopmMoM Ha M, momTo Ta AedUHUIHMjA YKBYIYje XOPHU30HTAJIHY MPOjEKITU]Y.
ExBuBaJeHTHO, MOXKEMO 13 roBopuMO 0 GhOpMu KpusuHE 7 w HA P, roe je m: P — M KaHOHCKA
MIPOjeKIThja.
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3a u3abpano h, pacnojeme P je jeqmHCcTBEHO 10 HA M30MOpUd3aM, 8 KOHTAKTHA
CTPYKTYpa, Tj. KOHEKCHja 4Huja je KPpUBUHA W, j€ jeIMHCTBEHA JI0 Ha KOHTAKTOMOP-
duzam: ako cy &1 u & aBe TaKBE KOHTAKTHE CTPYKTYPE, IOCTOju qudeoMopdu3am
f: P — P rakae na je f.& = &s.

MehyTtum, nmpomeHa KOHCTaHTE i Mema ¥ TOMOJIOrHjy paciojema P. Tauma
CHMIIJIEKTHYIKA MHOTOCTPYKOCT, Tj. ciydaj [w] = 0, je cmenmjasHu ciaydaj oBe
KOHCTPYKIIHje; J00mjeHo paciojese P je y TOM Caydajy TPUBHjATHO PACIOjerhe
M x U(1) 2 M x S! ca xonraxTHOM opmom (100). o
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