Msuorocrpykocru y dbusumy (1 oGpHyTO)
— jemHo HedbOPMAJIHO IpeJaBame’—

Hapko Muanakosuh

ITus oBoOr Tekcra je [1a Ha IITO €JIEMEHTAPHUjA HAYUH MOTHUBHIIE W yBEJE II0j-
MOBE Be3aHe 33 TeOPHjy MHOIOCTPYKOCTH U HAaBe/e HeKe 3aKOHe (DU3UKEe KOju MOry
na ce dopmynuity Ha jesuky muorocrpykocru. lloasiaummo ma ce pajgu camo o
ymoTpebu jesuka mHozocmpykocmu, 0e3 amourmje na 1ydibe pazmarpamMo HU3MIKe
WHTEpIpeTayje Behune mojMoBa.

§1. IIlta cy mHOrocrpykoctu? Maremarudapu 4ecro 2KeJie J1a Pelle jeJHaYUuHY
F(z) =yo rne je F : X — Y neka dynknuja, X, Y ckymosu u yo € Y. pyrum
pednma, xeje 1a Hahy CKyIr

(1) S=F"'(y)={z € X | F(z) =yo}.

V tome perko ycrnesajy! Beoma masm Opoj jemHaduwHa MOXKeE /13 CE€ DPEIId eKCILIU-
IIATHO.

Kao (na upsu norsies) mate aMOULMO3aH LU/b, MOXKEMO Ja LOCTABUMO 3a/1aTaK
Jla OLMILEMO CTPYKTYPy CKyma S, Tj. Ja onumumemo wiTa Taj cKyl Hacsaehyje on
(upernocraB/beHe Wik BEIITAYKU HaMeTrHyTe) crpykrype ckyua X, y3 nomol (uper-
[OCTAaB/bEHE UJIM KOHCTPYHCAHE) CTPYKTYDE CKyla Y ¥, HapaBHO, OCOOMHA IIpec-
JIMKaBama F'.
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Cruxka 1: MuBep3Ha cauka Tadke Yo

Jla 6ucMO MIIyCTPOBAJIM OBaj IIPHUHITAIL, IIPETIIOCTABAMO 13 Cy X U Y BEKTOPCKH
upocropu (1aKJie, pedeHa JA0JaTHa CIPYKTYPa je CIPYKTyPa JIMHEAPHOL LIPOCTOPA,).
[Ipobuiem onuca ckyna S paszasojulieMo Ha ABa ciydaja:

(A) IIpecsmkaBame F je siuaeapHo. Akojeyo =0 € Y, onza je S BeKTOpCcKH
IPOCTOpP. 3a MPOU3BOJBHO Yo € Y, cKym S je acdbuHM mIpOCTOp.

LOppsxano y anpuay 2011. y jemHOM Of TepMEHA Kypca 0 TeopHji peTaTHBHOCTH KOje je pKao
npod. 2K. Mujajoosuh ma Maremarmakom dakyarery.
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IIpumep: Heka je X =Y = C*(R), ckyn Geckonaguo myTa nudepeHimjadbui-
HUX peajHux (yHKIH]a peasHe IpoMeHsbuse’ u

mn

F(x) =

d
andt—n:t(t) +ota E:E(t) + apx(t).

Jennauuna F(x) = y je auneapra dudepenyujanna jednawuna n-ror pena. Teopuja
OBaKBUX JEJHAYMHA 33 MHOIO TOra MOXKe 13 3axBaju JluneapHoj anrebpu (,cKym
S nacsiehyje suneapuy crpykrypy”) u Banaxosoj reopemu o dukcHoj rauku, Koja
rapasryje ersucreHuujy peiiewa obudne audepenuujasine jegnadune (,MMILIUKA-
yje TOIMOJIONIKe CTPYKType ckyna X Ha ckym S”).

(B) IlpecaukaBame F' Huje quHeapHOo. OBIe HACTAjy BEJMKE KOMIIMKALU-
je. Hamycrumo 3aro ciioxkene, GECKOHAYHO JUMEH3UOHE, BEKTOPCKE [IPOCTOPE U3
MIPETXOIHOT TIpUMepa, W OrPAaHIUMO ce Ha ciaydaj kama je X = R" u Y = R. Tana
Baxku cjiegeha sema.

JIema: IIpoussossan 3arBopen ckyu S C R™ moxe ga ce nanuie y obuuky (1)
3a HEeKy raTky pyamujy F.

Ckuya doxasa: Heka je V,, D S Hu3 OTBOpEHHX CKYNOBA, TAKBHUX Ja je NS>, V, =
S u meka je V,, D U, D S. Heka je, 3a cBako n, 1, miarka GyHKIHEja TAKBA J1a
je Yn(x) = 1 ma Uy, ¥p(x) = 0Ban V, u 0 < ¢,(z) < 1 (oBakBa dynkmmja ce
koucrpyne y3 nomoh bynkuuje e~/*"). Tagza F(z) = oo 127 My () 3am0BO-
JbaBa yciose Jleme. (]

Hapasoy4ennje: Ma koauko na je jemna dbynkmuja F, ckym S moxke 1a Oyme
HEOMUCHBO HempaBuaad. Jlakie, ma 6ucMo OUIN y CcTamy Ja OMUIIEMO CTPYKTYDY
ckyna (1) norpebuo nam je jow mewrro cem Jenore byukuuje F. Cueneha nedunu-
uuja nam obesbelyje ro ,Hewro” (Buieru Teopemy usa e).

Hedbununmuja: Heka je D orsopen moackyn y R™ u F' : R — R rnmarka
dyukuuja. Tauka x¢g € D nazusa ce cunzysaprom mavwkom dyuxuuje F ako je
VF(z9) =0. Tauka yo € Y je pezysapna epednocm byukuumje F ako yo Huje camka
HEKE CUHIYJIapHE TadKe.

Teopema: Ako je yo perynapna spegnoct bynkmuje F u S = F~1(yo), onna je
un S = () wiu cBaka Tadka T € S uma okoauny U raksy ga je UNS xomeomopdHO
HEKOM OTBOPEHOM CKyIiy y R™ 1,

Zokas: cnemu w3 Teopeme o uMIIuIUTHOj] QyHKIMjU, mr TeopeMe 0 paHTy, UK
Teopeme 0 unsep3noj dyHKUuju (CBE OBE TEOPEME Cy EKBUBAJIEHTHE). O

Hanomena: Axko je maro sumie dyHKimja Fi, ..., Fy, OHIa TadKy To Ha3W-
BaMO CHHIYJIAPHOM ako cy rpamujentu VFi(xo),..., VFg(xo) JuHeapHO 3aBUCHMU.
Couky (Fi(z0), ..., Fr(20)) € RF cunrynaphe tauke Ha3MBaMO cuH2yAapHOM 6ped-
nowhy k—ropke byuxuuja Fi, ..., Fj, a cBe ocrase tadke y R¥ menum pezyaaprum
epednocmuma. Baxku reopema Koja yomiiraBa IperxoJHy Ha OBy curyauujy: Hn-
BEP3HA CAUKG DPE2YAGPHE 6PEIHOCTIU Je UAU NPA3HG UAL AOKAAHO LOMEOMOPPHA
omeoperom ckyny y R IIperxomuna Teopema je, OYUIIEHO, CICIUjATHE CIIyda]
oBe nHanomene 3a k = 1.

20Bakse dyuknuje hemo y oBom rekcry 3Baru rsiarkuMm. Cse (pyHKIMje, BEKTOPCKA 110Jba U
ocraje objekTe (3a KOje TO MMa CMHUCJIA) KOJjU Ce y TEKCTY I0jaBbyjy cMarpalemo IJIaTKuM, daK
U aKO TO HE KaKE€MO EKCILJIMIIUTHO.



CkynoBe Koje onucyje mperxoHa reopeMa (M IPeTXO/HaA HAOMEHA) U3BajaMo
caenehom medbunuIIjOM.

Hedununmja: Xaycaopdos ronosiomwky npocrop M Ha3uBa ce MHO20CMPYKo-
why dumensuje n aKO cBakKa Tadka rg € M uMa OTBOPEHY OKOJIMHY KOja je XOMeo-
MopdHA OTBOPEHOM CKYITy Y €yKJUIACKOM mpoctopy R”™.

OuurseHo je 1a je cBaku OTBOPEH MOACKYIT MHOTOCTPYKOCTH U CAM MHOT'OCTPY-
KOCT.

IIpumepu: 1. Kpusa r = 2sinf je jenHonuMeH3MOHA MHOTOCTPYKOCT, & KPUBA
r? = 4 cosf nuje (r u 6 cy nonapue xkoopaunare y R x R).

2. KpuBa r = 1 — cosf je jeqHoauMeH3M0Ha, MHOIOCTPYKOCT, aJId HEMA, TAHI'EHTY
y (0,0).

3. Csaka jeJHOJMMEH3MOHA MHOIOCTPYKOCT je XOMeoMOpdHa, (TOIMOJIONIKY eKBH-
BaJIEHTHA) KPYKHUIU UJIM TIPABO].

4. JIsomumensuona cdepa je aBojuMeH3uoHa MHorocrpykocr. CBe ABOIUMEH-
3UOHE KOMITAKTHE MHOIOCTPYKOCTH Cy KJIacuUKOBAHE U JIOOMjajy ce TaKO LITO Ce Ha,
cdepu HAITPABU HEKOJIMKO PYIIa U OHE ce 3amyiie uwin MebujycoBum Tpakama, Uin
pyukama. Hmop. cdepa ca jemnom pydkom je Topyc, cdepa ca jeqaom MebujycoBom
TPAKOM je TpojeKTuBHA, paBaH, a cdepa ca ase Mebujycose Tpake je Kiajaosa
daama. Cse oBe NOBpIIN y CBAKOj TAYKK MMajy TAHI€HTHY DaBaH.

Ciuka 2: JIBOJIMMEH3UOHE MHOIOCTPYKOCTH - TIOBPIIH

5. Knacudukanuja maorocrpykocru gumensuje 3 je orBoper npobsem, a Kiacu-
dukamnuja maorocrpykocru nuMensuje sehe ox 3 je mepewmus npobsiem, jep je cso-
JuB Ha KJjacuduKanujy KOHAYHO reHepucanux rpyua (6yayhiu na ce cBaka KOHA4HO
reHepUCcaHa IPyIa MOYKe Pean30BaTH Kao PyHIaMEHRMAAHA 2PYNa MHOTOCTPYKOCTH
numensuje sehie ox 3), a mocsenmu mpobieM je vepemms (npobaem pewu, Teopema
MasbueBa u3 MaremMarndke JIOTHKE).

6. Cxyu cBUX MaTpuua 1 X n je MHOIOCTPYKOCT, jep je oBaj ckyu (xomeomopdan
ca) R™*". Ckyu GL(n) uneprubusinux n X n Marpuua je rakofje MHOrocTpyKocr,
jep je To orsopen nogckyn y R™*™ Gyayhu na je merepMuHaHTa HENIPEKUIHO (I10JIU-
HOMCKO) IIpeciuKaBame, a ckyn GL(n) je kommiement ckyma det™*(0). U ocrase
[O3HATE MATpU4HE rpyne cy MHOrocrpykocru. Ha mpumep, rpyma O(n) oproro-
HAJIHAX MATPUIA je MHOrocrpykocr, jep jenmaumue A - AT = E, cxsaliene 1o ko-
opauHaTaMa Kao jesHadmHe y R™*™ 3a10BO/baBajy yCJIOBE IPETXOJHE TEOPEME 1
HALIOMEHe U3a e (Maja ce rpeda MalluTH OJI0BKE U Lalupa J1a 61 ce TO IPOBEPUIIO).

Uwmajyhu y By HACTIOB OBOT TEKCTA W YUIHEHUITY 1A jé BEKTOpP Op3WHE TAHT€HTHH
BEKTOD Ha TPajeKTOpHjy KojoM ce Taduka kpehe, ybynyhe hemo mox mHOrocTpyko-
CTHMa [OAPA3yMEBATH CAMO T3B. 2AGIMKE MHOZOCMPYKOCU, Tj. OHE KOje HMajy
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TAHTEHTHHU MPOCTOP y CBAKOj TAYKu®. 3HAYA] OBOT JOTOBOpA WIIyCTpyje ciemehu

3aJaTaK.

Bagarak: Opo je ommomax u3 npude Cep A. K. Jlojma Camocmancka wronra:

— Kao wmo sudume, 0o6aj mpaz je 0cmasuo 3a cobom buyuks koju je doaazuo 00
wKone.

— A 3ap buyurs Huje mozao da ude npema wroru?

— He, ne, dpazu moj Bomcone. 3na ce da 3adrbu mowak, Ha Kojem je medtcuwsme
YUIMaeoz mepema, ocmasna dyome mpazose. Cuzypho cme npumemuat 06 je 3a0ru
MOYAK, NPEWABWLY, HA HEKOAUKO MECME NPeKo mpaza npedroez MoK, NOMNYHO
3ampo rwezose mpazose koju cy nauhu. To necymrueo dokasyje da je buyuraucma
doaasuo 0od wxroae.

(a) Uma sm cmucia oso wro rosopu lepaok Xoumc?

(6) Mozke s ga ce oapeiy cMep Kperatba OUUKMK/IA HA OCHOBY HEroBOI Tpara’
[[Ipeysero u3 I'eomempuja u mawma, Kousej, Joji, Funman, Tperon.]

§2. IbyrHOoBa MexaHuka: Teopuja audepeHIujaTHnX jegHaumHa. lpyru
BbyrHOoB 3aKkoH riacu

d’q 1

a2 m

3a 3a1a10 BeKTOpcKO mosbe F : R? — R3 0Bo je obmma qudepenujaina jeTHaTnHa,
apyror pena mo q. U3 reopuje audepeHnujaanux jeJHAYNHA HaM je TTO3HATO A OHA
UMa jeJUHCTBEHO PEIIehe YKOJIMKO Cy 3a/aTa Ba yCJIOoBa (jep ce paju O jeJHauuHu
JIPyror peja), HIp. [OYEeTHHU 110JI02Kaj u noderna 6p3una. OBo cy aBa BeKropa y
R3. Takse, ceaka Tauka npocropa R3 x R? onpebhyje jenno pememe jeanaqaune (2),
OJJHOCHO cBaKu ypehenu nap Bekropa u3 ror npocropa, cxpahen kao nap (1ouertu
[OJI0Kaj, MOYeTHa OP3UHA), MOTIYHO oapehyje TpajekTopujy no Kojoj ce Teio kpehe.
IIpoctop R? x R? masmpa ce kon@uzypayuonum npocmopom CACTEMa y KOMe CHJIa
F nejcrByje Ha jegHo tesno.

OmmTrje, aKo ce CHCTEM CaCTOjH O 1 Tea, KOH(UIyPaIHoHn IpocTop je R3™ x
R3", a jenmaunna (2) 3a 3amaro BekTopcko nosbe F @ R — R3" (pexropu cuma
KOje Jellyjy Ha CBAKO OJ] Teja; Ha JECHOj cTpaHu jenHauuHe (2) CBAKU O HUX
Ce MHOXKHM DEIUNpPOYHOM BpeiHomlly mace oiaroapajyher Tena) je jeaHaduua mno
HEMO3HATOj BeKTOPCKO-BpeaHOCHO] dbynkmmjn q : R — R3" (Bekrop momoxaja n
Tejla y TPOJMMEH3UMOHOM cBery y Tpenyrky ¢ € R).

(2) F = ma, OJJHOCHO

3MHOI‘OCprKOCTI/I nobujeHe, Kao y IPETXOJHOj TEOpeMHU, Ka0 HHBEP3HE CIUKe PeryjlapHe Bpes-
HOCTH IVIATKUX IIPEC/IMKABAba, jecy IJIATKE — BbUXOBUA TAHI'€HTHU IIPOCTOPU CYy OPTOrOHAJIHU KOM-
IJIEMEHTH IpajujeHT—BeKTOpa (pyHKIMja Koje ux jgedbunumy. Popmaasna depurunyuja 2aamre
Mmuozocmpykocmu: Muorocrpykoct M nuMmeH3uje n je zaamkae aKo 3a CBAKy Taduky ¢ € M
nocroju okojuua U S x u xomeomopduszam Yy : U — By okosmse U Ha OTBOPEH MOACKYI
By C R™ rakBu ma je, ako je (V,vy,By) jom jeaHa Tpojka TaKBUX XoMeoMmopdwusama, HIpec-
JINKABAmE Py O zp;l Yy (UNV) = Yy (UNV) qudbeomopduzam 0TBOpPEHHX IOACKyIoBa y R™.
Tpojke (V, ¥y, By) (unu, Hekaj, caMa IPECIMKABABA 1)y ) HABUBAMO AOKAAHUM KADPMAMA, I
A0KGARUM KoOpIuHamama. Kaxkemo na ce ase kpuse 1,72 : (—e,e) — M gopupyjy y Tadku
g = v1(0) = 72(0) € M axo xpuse ¥ o~y m ¥ o y2 umajy ucru u3sog y 0 3a mexky (& cBaky)
JIOKaJIHY KapTy ¢. Kiacy ekBuBasieHIuje KPDUBHUX KOje ce noaupyjy y ¢ € M Ha3uBaMo manzeHm-
HUM 6€KIMOPOM Y TOj TAUKH, & CKYI CBHX TAHTEHTHHX BEKTOPA Y ¢ — MAHZEHMHUM TPOCTMOPOM
y q u o3Ha4uasamo ra ca Ty M. Ha riarkum MHOrOCTPYKOCTHMAa MOXKEMO /1 I'OBOPUMO O IVIATKHM
npecnukaBamuMa — f 1 M — N je eaamko ako je 3a cBaky (< HeKy) KapTy ¢ Ha M u ¢ na N
1o fo¢T! rIarko nmpeciuKaBame eyK/IHICKHX MTPOCTOPA.



Axko y jenpauunu (2) u3BpuMMo cMeny r = ¢ + tv gobujamo
d’r 1

a2 m’’
mro je jennaduna (2) no HOBOj npomensbuBoj r. laxie, Jdpyru EbyrHos 3akoH je
WHBAPHUjaHTAH Y OJHOCY HA MPECINKABAMHA

(3) I:R*xR - R®xR, [(q,t) = (q+tv,t).
Cununo, 0bumk jeguadune (2) ce He Meba AKO y by YBEIEMO CMEHe
4) r=q+u wwm r=Rq,

rae je u xkoncranran Bekrop u3 R®, a R mMarpuia poraije, Tj. OPTOrOHAJIHA Ma-
rpuna 3a Kojy je det R = 1. Tpaucdopmanuje (4) cy aupekTHe M30METpHUjCKe
TpaucdopMaIyje eyKIUIACKOT MPOCTOPa, Tj. TpaHchOpMalidje TpPoCcTOpa KOje dy-
Bajy pacrojatbe u OpujeHTalu]jy.

Tpauncdopmanuje (3), (4) u cBe wuxose Komuo3uluje Hazusamo laauaejesum
mpanchopmayujomae; ckyn Lanunejesux rpancdopmanuja je rpyua, 3osemo je Ia-
auaejesom epynom. Vlusapujanrroct jeanadunna (2) y onsocy na LanusejeBe Tpanc-
dopmaryje 3Haun 1a ce 3akoHu EbyTHOBE MexaHUKe HE MEHA]y y KOODIUHATHOM
CUCTEMY KOjU Ce HaJIa3W Ha JPYrOM MECTy y MpOCTOpY, uiau ce Kpehe KOHCTaHTOM
6pP3UHOM y OAHOCY Ha 1o4YerHu (110J YCJIOBOM Ja je UCTO OPUJEHTHUCAH).

Ilorsnenajmo 1Ba mpuMepa U3 CBAKOIHEBHOI KUBOTA.

Bagarak: (a) o 1988. rogune CBETCKU PEKOP/L HA TAKMUYEHUMA, Y u30aluBamby
gena u3 Oome mamMmamia n3nocuo je 109 croma u 6 mHYM, a ApKAO ra je KameTaH
Bpurancke kpaspescke apruibepuje Majka Xuia. Kojom 6p3unom je r. Xusa uzbammo
yen u3 Oore, ako ce 3Ha Ja je 6oIy ApKA0 HA HOBPLIMHE 3eMJbe HOJ, yryioMm o, 45
crerenu?

(6) Hosu cBercku pekopa o 177 croua u 9 unum nocrurao je 5. jyna 1988.
roIvHEe, Ha TakMudewy y BuHapuju ,Bynbapu Bajujapac”, mpodecop E. Xajupux
ca Ilomurexumukor wacruryra y Pencenepy. Own je mpu usbanuBamy uemna 00ty
JIP?KA0 HA BUCUHU 0OJ] 4 cTolle M3HAJ NOBPIIMHE 3eMibe 10, yriioMm of 45 cremnenu.
Kojom 6p3unom je npodecop Xajapux u3dauuo den us 6ome?

[IIpeysero u3z Tomacose mamemamuyke 6ubauge, cpu. upesou, uzn. 'K Beorpan.]

3apgarak: Y mohwm 6e3 mMeceunHe y9YeHWK CTOjU HA TOPEY BHUCOKOM Y METapa,
a IeroB yuuresb kjydoa (YMETHOCTH PYKOBakba JIyKOM M CTPEJIOM) CMUDPEHO CTOjU
yIasb€H T MeTapa Off TOPHa, Ca MOBE30M IPEeKO 04hjy. Y TPeHyTKYy KaJ yIeHUK
Oara jabyKy ca TOpiba, YIUTEsb OJAIUILE CTPEILY MOYETHOM OP3UMHOM v MO, YIJIOM
a = arctan(y/z) u norala jabyky y Jsery. la i je oBo nocaenuna;

(a) cayuajHo n06po uszabpane moueTHe Op3UHE Vg

(6) yuurespbeBe MHTYUIIMjE U BEIITUHE KOHIEHTDALM]E

(B) Huuera o mouyherux oarosopa?

IToenra nperxogHor 3aJaTka je y TOME Ja CTPEJal y CBAKOM Ciy4ajy mnoraha
jabyKy, 6e3 003upa KOJIUKO jaKO je y CTaiby Ja HAIHE JIYK U KOJOM OP3UHOM O/IAITHE
crpesty (110 yC/I0BOM Ja 3HA Ja u3padyHa yrao 104 KojuMm rpeba Ja je ojaiiHe).
Haxne, 3axBasbyjyhu gudepennujagaum jeqHadnHama, jabyKy MOKe a TOTOIu
CBAaKO, Ma, KOJIMKO Ja je HejaK, HECIPEeTaH WM ILIAN/buB. 10 Ce MOXKe CMaTpaTh
nogeTkoM yBohema geMoKparuje y Kjyno®.

4... mro je, moC/Ie JUYIHO, JTOBEJIO [0 IPOMIACTH OBE IJIEMEHHTE BEIITHHE U IeHOT Iaa y 3a00pas.



83. Mexannka Kao BapujanmuoHu pa4dyH. Heka je
L:R"xR™xR—R
[JIATKO TIPeC/IuKaBambe (HA3uBaMo ra Agzpanoicujarom). 3a kpusy q : [0,1] — R™

koja cnaja rauke q(0) = a u q(1) = b medurnmmUMO

(5) S(q) = / Liq.&.t) d,

rJe je ca  O3HaYeH U3BO/I %q. Bapujauuonu pauyn ce 6aBu Mmunumusanujom (uiu,
OIIIIITHUjE, HAJIAZKEIbEM EKCIMPEMAAE) OBAKBUX U CAUIHUX (DYHKIMOHAJIA.

Hawuwme, kpusa [0,1] 5 ¢ — q(t) € R™
ce HA3UBA EKCTMPEMANOM HYHKUUOHALA 9s

a b
Sy npocmopy Kpusuxr ca GUKCUPAHUM
Kpajesuma aKo 3a CBAaKYy 6apujauujy
KpuBe q Koja (pukcupa Kpajese, Tj. 3a Cnuxka 3: Bapwujanuja xkpuse
cBaky haMunjy KpUBUX
qs : [0,1] = R™, ,—e<s<e¢,
raxsy Ja je qs(0) = a, qs(1) = b, qo(t) = q(t), Baxu
d
6 — S t)) =0.
(6) | S

Hudepennmpamem uspasa (5) mox 3HaKoM uHTErpasa u3 yciaosa (6) mobujamo

/1 aquS+aqu5 dt/l 8qus+d AL dq d (OL\ dqs ”
~Jo \O0q ds 04 ds ~Jo |O0q ds  dt\Oq ds dt\0q ) ds

[Tocnenma jeanakocr cieiu u3 npocre npumene JIajoHUIOBOI HPABUIIA 338 H3BO/L
npousBoga. UHrerpas cpenger cabupKa HA JECHOj CTPAHM je jeTHAK Hyau 300r
Bbyru-Jlajonunose dbopmysie n dumenunrie 12 je qs pamuinja kpuBux koja pukcupa
Kpajese, ma je meH u3BoA mo § 3at = 0 u t = 1 jegnak Hynu. 3aT0 U3 MOCIEIIHE
JEIHAKOCTH CJIeIn 12 je q eKcTpeMaJsa (GhyHKIMOHAIA S aKO U CAMO aKo je

1
/(%—ia—?)d%dt:o
o \dq dtoq/ ds

3a ceaky Bapujarmjy qs Koja pukcupa Kpajese. To je moryhe camo ako je

(7) = - —===0.

OBo cy uysene Ojuep—/laepanoicese jednavwure.

Bamarak: Heka je L(q,q,t) = ||q||. Tana je

S(q) = / )] d,

rae je || - || osnaka 3a ayxuny (uHTEH3UTET) BEKTOpA, ayxkuHa Kpuse q(t). Ko-
pucrehu Ojmep—Jlarpamkese jeqHadnHe HOKA3aTH A CY €KCTPeMaJie OBOT (OYyHKIIH-
onasa upase (,upasa je najkpahe pacrojamwe usmely use rauke”).

3a HaC je 3aHUMJBUB CJIy4aj KaJ je m = 3n u narpamnxujad L dyuknuja gedunu-
cana Ha (a3HOM npocTopy (Koja, y OIIITeM CIydajy, MOXKe Jia 3aBUCH U O] BpEMEHa,



Tj. He Mopa 1a Oyae aymonomnua). Ilpernocrasumo ma je moswe cuie F : D — R™
nedbunncano y mekoj obsactu D C R™. Kaxkemo ma je mose F nomenyujaano ako
nocroju ckasapaa pyaknuja V : D — R takBa 12 BaxKn

(8) F(q)=-VV(q) 3acBe qe€R™

Oyukipja V Ha3uBa ce nomenyujaiom BEKTOPCKOr noba F uiu nomenyujanrom
erepeujom pa3MaTpaHOr CUCTEMA; NPUMETHUMO [a je oHa dedunucana do Ha KO-
cmanmy. Heonxonan ycsioB ersucrennuje noreHnujasa Jaror BEKTOPCKOr 1mosba F
je
VxF=0

(jep je V x VV = 0). Osaj ycisioB je u n10Bosban, yKoIuko je obnacr D y kojoj je
nedunucano nowse F npocmo nosezana, tj. ako cBaka 1pocTra 3arBopeHa Kpusa y D
orpaHuYaBa AUCK KOju Takohe npunaja obsacru D (Hup. pasan 6e3 KOOPAMHATHOD
[OYeTKa, Huje MPOCTO OBE3AHA).

ITpernocraBumo (pajy jeIHOCTABHOCTH 3AIMCA; CYMITHHCKUA TO HE OrPAaHUYABA
ommmroct, Beh camMo uzberaBa KOMILIMKOBAHUJU 3AIIUC CA BUIIE MACA, M1, - . . , M) 1
Ce CHCTEM CACTOJU M3 jeJHOT TeIa U IOCMATPAjMO (DYHKIH)y

_mfal?

L(a,4,t) = “50- — V(a),

(m3paz m||¢||?/2 nasusa ce xunemuuxom enepeujom). Ojrep—Jlarpanzkese jenHa-
qune (7) upumemene Ha ry bynxkuujy he ruacuru

2

d°q

wro je, umajyhu y suny (8), yupaso Ipyru Ebyruos 3akon. Takie, nokazanu cMo
ciaenehy Teopemy:

Teopema: Tpajekropuje MOTEHIUjAIHOI CHCTEMA Cy eKcrpemaJe (PyHKIMOHA-
aa (5) 3a dynkuujy L Koja je pasiuka KMHETHYKE U OTEHUM]aJIHEe eHepruje.

3anarak: Heka je V = 0. Jdokasaru ga cy pewema Ojnep—JlarpanxkebBux jei-
HauuHa npase (mTo je carmacho ca IIpsum EbyrHosuM 3akoHOM®).

84. Mexanuka kao PumanoBa reomerpuja: JlarpamkeBa mexanuka. [Iper-
IIOCTABUMO Ja KeJTIMO [1a, OMHUIIEeMO KpeTame KJIaTHaA KOje OCIUIYje Y jeTHOj PaBHH.
Ha mera ocum cujie rpaBuTaliuje feiyje u CHia 3aTe3aba KaHAIla 3a KOjU je Be3aHO.
To 3uaun na je Bexrop cuie y Ipyrom EbyraoBom 3akony, Tj. necHa crpana gudep-
eHIjasIHe jenHadnHe (2), CIOKEHUjU HEero y Cllydajy Tesa Koje ce ca0boaHo kpehe
y TPaBUTAIMOHOM I0JbY (Ka0 y 3aJaluMa O KjyJ0y u maMnamiy). Ty anajiaTudaky
KOMIILJIUKAIIH]Y MOKEeMO /1 eJIMMUHUIIIEMO aKO IIPUCTAHEMO HA TO da Ha Ipyeu HAYUH
a2aedamo npocmop. Haume, cuira 3are3arba uMa npeaBujbuB edeKar: KIATHO Ce
kpehe mo kpyzkmmiwm, Tj. mMuorocrpykocru S'. I'pasuraruja ocraje rpasuranumja.
Jlaksie, KJIaTHO MO2KEMO J[a [IOCMATPAMO UCTO KA0 U CTPEJy Wiy den (DJIalle mam-
mamIa KOju yKuBe y mpocTopy S': mpobiem ommca meroBor KpeTama MO¥Ke Ja Ce

51 Bume oJ, Tora: pesyJrar oBor 3ajarka je yupaso IIpsu EbyTHOB 3aK0H, jep peliesme j10/1a3u
ca TaYHOM IIapaMeTPHU3ANHjoM (A THMe H C3 TAIHO oxpeheHnM, KOHCTAHTHHM, BEKTOPOM Op3HHE).
YHopeauT 0BO Ca IPETXOAHUM 3a4aTKOM, L€ Cy Pelieha TaKohe buiie npase, ajau ca 6110 KaKBOM
napamerpusanujom. Paszior sexu y Tome mrto [ ||¢(t)|| dt me 3aBucu ox mapamerpusanmje, a
J 14(®)||? dt zaBmcu. Jesuxom PumaHOBe reoMeTpHje: CBOJCTBO ,OHTH TeOf€3HjCKa JTHHUjA” HEje
MHBAPUJAHTHO Yy OJHOCY Ha pernapamerpusanujy. Oso hemo gorahu u y ciuenehem naparpady.



dopMyuIIe Kao MpobieM ommca KpeTama Tadke mo S! ma Kojy gemyje cumia rpas-
uranmje. Ipyrum pednma, KOH(GUrypanuoHu npocTop (CeTUMO ce Jia jé TO MpOCTop
[IOYETHUX [OJIOXKA]A U [MOYEeTHUX OpP3UHA, JAKJE MapOBa MAYKAG—MAH2EHMHU BEK-
mop) MeXaHHIKOr cucrema ,KiaarHo” je TS! — manzenmno pacaojeroe® xpyzxuure.

/) O

Ciuka 4: Knarno u KpyKHUALA

Cirano, KOHPUTYPALKOHY [IPOCTOP JBOCTPYKOL KJIATHA j&é TAHPEHTHO PACIOjEHhe

topyca S' x St

Cmnuka 5: JIBOCTPYKO KJIATHO U TOPYC

3aparak: Ilosmaru Georpajcku cHaraTrop, akpobara, XyMaHWCTA, (DUIMCKH
pexkucep, riymai 1 KoBad Iparoby6 Asekcuhi (1910-1985) sereo je uznan Kase-

merjgana apxkehu ce camo 3ybuma 3a yke npuaspiiheso 3a aBuon. OQuucaru KOH-

(buryparuony mpocTop y KOMe ce oBa akpobargja onsujasa.’.

6 aurenruo pac/ojebe MHOIOCTPYKOCTH je YHHja TAHIEHTHHX IPOCTOPA Yy CBHM IHEHHM
TAIKAMA.

7Amexkcuh je TAKO JeTO W M3HAJ HEKHX APYTHX €BPOICKHX IPajOBA, a H3BOJHO je H ApyTe
HEBEPOBATHE TAYKe: XOJambe II0 KUK pasaneroj u3mehy srpajsa (6e3 3amrurHe Mpexe), caBujambe
desJIMYHE IIHIKe, ociobahame U3 KaBe3a KOju BHCH BHCOKO HAa JIPBETY, JOK I'OpH (DUTHUJB HA €K-
CILUIO3UBY 3aKAQ4EHOM 3@ JIaHAIl KOjuM je KaBe3 npuuspuihen. He masie npuxose oz cBojux akpobar-
CKHX [PECTaBa MOKJIAA0 je PA3HUM XyMaHHTAPHHUM, COIOPTCKUM W APYTHM YADPYyKemHMa, 360T
dera je 6MO MHOI'O CJIaBJBEH y €BPOICKOj mramuu u3mehy nsa para. Ca rpynom enrysujacra, 1942,
roguHe, IO HEMATIKOM OKYIAIMjOM, Y AMaTePCKUM YCIOBHMA je CHHMHO MIPBHU CPIICKHA TOH (DUIM
»HesunocT 6e3 3amrure” (01 KOra Cy CadyBaHH CaMO A€JIOBU; OHH CE€ MOIY BHAETH Y HCTOMMEHOM
dbunmy dymana Makasejea u3 1968). Crapu Beorpabanu npudajy ga o amiay3a NPUIAKOM Hbe-
rOBUX IPOjeKIHja y OKyIHPAHOM Beorpajay Huje Morsa ga ce dyje My3HKa y CyCeJHOM, HEMAIKOM
6mockomy. Autekcuh je mMao HEBO/bA Ca HEMATUKHM OKYIAIMOHHM BJIACTHMA XU OHO ONTYXKEH 3a
nogpusame Tpeher pajxa. [locnme para, HOBa BiacT ra je 300r cHEMama (QUIMA IOJ OKYIAIIHjOM
OLTY2KUJIA 33 Capa/iby Ca OKYIIATOPOM U JIBA IIyTa U3BeJIa LPEeJ Cy/, KOju ra je oba myra 0csiob0-
IO CBHUX ONTYXKOHM. YMpO je y BeJuKOj 6e1u M CHPOMAIITBY Y CTapadKOM JOMY Ha BerkaHHjCKOj
Kocu. Jlanac y 3emyny nocroju Yiuuna akpobare Asiexcuha.



IIperxomau mpumepu HAM TOBOpe ciaerxehe: ako je MexaHWYKW MpOOJIEM TaKaB
Jla je jacHO ma JesioBarbe HeKuX cuja (KOje HAa3MBaMO CUAGMG 6€3€) OrpaHNYaBa
KpeTame CHCTEMa, Ha MHOTOCTPYKOCT M, OHJa MEXaHWKY TOI' CHCTEMa MOZKEMO J1a,
dopmynumeMo Kao Mexanuky y ¢azuom mnpocropy TM. la ducMo MEXaHUKY Ha
MHOrocTpykocruma opmymucann y ayxy HbyTHoBe MexaHwKe, MOPAMO /13 U3BP-
mmmo Masy pesusujy dbopmysie F = ma. Haume, y BbyTHOBO] Mexanunu (MexaHuim
y eyKJIMICKOM OPOCTOPY), MACHTU(MDUKY]EMO BEKTOPE KOJU UMGJY UCTIU UWHIMEH-
3umem, NPasay, U cMep, Tj. OHE KOjU Ce NaAPAAEAHOM MPIHCAGUUJOM MOTY [IPEBECTH
jeman y apyru. Ha MHOrOCTpyKOCTH, TAHT€HTHE BEKTOPE Y PA3IHMIUTAM TAIKAMA
HE MOXKEMO 13, UIeHTU(DHUKYjeMO, cabupaMo, OAy3uMaMO: [OjaM IIapAJIETHOCTH He
IOCTOJH KaO KaAHOMCKUS T10jaM, a HeroBO MOCTY/IUPAHe je eKBHBAJIEHTHO 300Dy
onrosapajyhe meopuje Korexcuje, OTHOCHO mMeopuje Napasesroe nperoca, KOju HaM
omoryhasa Jia 1aMo CMrCa0 BEKTOPY yOp3ama Kao n3Boay Bekropa Op3unae. Hanwme,
nu3pas

9) a(to) = Tim v(to + h) — v(to)
h—0 h

YKJbydyje ,,cabupame BEKTOpPa M3 PA3JIUIUTHX IPOCTOPA”: TAHMEHTHUX BEKTOPA
rpajekropuje q(t) y taukama q(to) u q(to + h). Y ciydajy eyKIUACKOr IPOCTOPA,
OBY YWIbEHHUILY U He mpuMenyjemMo, jep CMO ce HABUKJIM /13 UIEHTUMOUKYJEMO BEKTOPE
mapaJieJTHOM TpaHcaanujom. MehyTum, mapasenina TpaHCIauja HE MOCTOJU Kao
KAQHOHCKH 110jaM Ha MHOIOCTPYKOCTH, HUTH ce Hacaelyje u3 ambujentHor mpocropa’.
Mebyrum, MO2keMO J1a Ce JOrOBOPUMO [ IO, HAPAJIETHIUM [IPEHOCOM BEKTOPa V U3
ranrerrHor upocropa T, M muorocrpykocru M C R™ (ue 3abopaBumo ga je Haiua
MHOTOCTPYKOCT M Hacrajga y eyKJIUIACKOM IIPOCTOPY, KAO Pe3yJTaT PECTPHUKIHjaA
CuJjla BE3e Ha CUCTEM; y CJIydajy KJaTHA Ta CHUJIa Be3e je CuJjia 3aTe3arba KaHaIa) y
rauku * € M y ranrenrnu npocrop Ty M y tauku y € M noxpasymMeBaMo BEKTOD
KOju ce Jobuja Tako wro ce v napasienso (y cmuciay R™) rpanciupa g0 Tadke y, a
LIOTOM OPTOIOHAJIHO (y CMUCJLY €yKJIMJICKOL CKaJapHOr pou3soda y R™) upojekryje
Ha ipoctop Ty, M. OBaj HauMH napaJsesHoT TPeHOCa BEKTOPa Ha3MBa, Ce KOHEKCUJOM
ma M1,

Ha raj nayun u uzpas (9) uma CMUCIIA, TAKO 1a MOKEMO Ja AeDUHUIIEMO U3BOJL
OM/I0 KOI' TAHMEHTHOI BEKTOPCKOT 1M0/ba Y Ha MHOrocrpykocru M y mpasmy X.

8,,KaH0HCKH” 3Ha4u ,,00jambuB y3 oMoh 0 caja pedunucanux nojmosa”. Hup. kaga gedu-
HHUIIEMO BEKTOPCKH IIPOCTOP, MOXKEMO Ja KasKeMO Ja [IOCTOjH Hm30Mopdu3aM u3Mehy BEKTOPCKOT
npocropa V' u merosor ayasa V* (Tj. ckyna cBux juHeapHux mpeciukasama V. — R). Mebyruw,
He IIOCTOjU ,,KAaHOHCKH~ u30Mopdu3aM: ga OMCMO KOHCTPYHCAJIU TaKaB m3oMopdusam, norpebHa
HaM je jom Heka CTPYKTypa OCHM OHE O KOjoj mpum4aMo (BeKTOpCke): 6a3a, CKaJapHH IIPOH3BOJ,
WJIM HEIITO CIUYHO. Jlakiie, pedeHu KaAHOHCKU U30MOpdU3aM He IOCTOjU y KaTerOPUjU BEKTOPCKUX
IPOCTOPA, AU IOCTOJU HIP. ¥ KATErOPHjA BEKTOPCKHUX MIPOCTOPA CA CKAJAPHHUM IPOU3BOLOM.

9an. ako je T BeKTOp KOju je TaHreHTaH Ha cdepy Ha CEBEPHOM LOJY, HEMY HapajesiaH
BEKTOp Ha eKBAaTOPy He IIPHIAJa TAHTEHTHOM IIPOCTOpPY cdepe.

10HOCTOje Pa3TUYINTH HAIUHE Ja Ce BEKTOp IpojekTyje Ha Ty M, ma mocToje W pasimduTe
KOHekcHje. Mu cMO 0Bje 0ogabpasiv OPTOrOHAJIHY HPOjEKIHjy, HITO YK/by4dyje METPUKY, TAKO 3 je
nobujeHa KOHEKCHja M3BedeHa u3 MeTpuke. TakBa KOHEKCHja Ha3UBa Ce METPHUYKOM, wiu JleBu—
YuBuruHOM, KOHEKCHjoM. llpumermmo ga cMmo ce oBze 3a AePUHHANK]Y KOHEKCHje IIOCILYKHJIH
aMbujeHTHUM (eyKJIUACKHM ) IIPOCTOPOM Yy KOJjH je MHOIOCTPYKOCT CMeIITeHa; KOHEKCHjy je moryhe
nedunucaru u 6e3 Tora, oHa je yHympawry 0bjeKaT Ha MHOTOCTPYKOCTH, HE3ABUCAH OJ aMOujeHTa
y KOME Ceé MHOrOCTPYKOCT Hasa3u uiu He Hasasu (dopmanna gedununuja MHOrocrpykocrn y §1
He IOoApa3yMeBa HUKaKaB aMOHjeHT, MHOMOCTPYKOCT MO’Ke Ja Ce He HaJa3d HH y KaKBOM BelieMm
ambujenry).
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Hapasuo, oBaj u3Box mehie Outu ncTO MTO M OOMYAH W3BOJ y MPABIY — OBIE je
yKJbydeHa 1 npojeknuja Ha Ty M. Taj HOBU U3B0J] 30B€MO KOBAPUjaHTHUM U3BOJOM
BEKTOPCKOr 110/ba Y y mpasiy X, u o3HadaBamo ca VxY.

Bagarak: Hokazaru na VxY mma cieneha cojcrsa
VixyevZ = fVxZ +gVyZ,

(10) VxY +2)=VxY +VxZ,
Vx(fY) = fVxY + df(X)Y.

THpyru Hbyraos 3akon ¥ = m™'F cama moxe ga ce popMyIuiie y o0JIHKy
(11) Vi =m 'FT,
rye je FT ranrentna KoMmonenTa BekTopa cuiie (y ciydajy KpeTamba KIaTHa CXBa-
henor Kao Kperame Tadke 1m0 S! TO je TaHreHTHa KOMIIOHEHTa BEKTODA CHUJIE I'DaB-
uranuje F = —mgk).

Jennauuna (11) exkBuBajentHa je cieznelioj reopemu.

Teopema: Tpajekropuje v cucrema Ha M 33/10BO/bABAJY jeTHAMNHE

d?~y

3a cBako & € TM, rue je ca (-,-) O3HAYEH CKAJapHU MPOU3BOJ, Y aMOMjEHTHOM
(eyKJMICKOM) LIPOCTOPY.

OBa reopema ce nasusa JasambepoBum npunnunoM win IIpunyunom supmyen-
HUT NOMEPArba U HeKal, ce (popmynuiie Ha ciaenehin nayun: Pad cuae ese wa npo-
UBBOHHOM BUPTNYEAHOM TLOMEPAILY j€ JeOHAK HYAU.

my—F

BUPTYEJIHO IIOMepatbe

nmoMepame IyK TpajeKTopuje

Ciuka 6: JasramMGepoB npuHIuI

YmecTo gybsber ynacka y Teopujy KOHeKCHja, MeXaHUKy Ha MHorocrpykoctu M
MO2KeMO, mMajyhu y Buay mperxomau naparpad, ga dopmynumeMo Ha ciaegehn
nauud. Heka je V' norenumjas cuia xoje penyjy nHa cucrem (ne padynajyhiu cuse
Koje ra npuuybhyjy ma ce kpehe mo muorocrpykocru M, 4uju je yrumaj ypadyHar
»leoMeTpujcku”, yipaso Kao orpanuyese Ja ce cucrem kpehe no M). Tana Baxu:

Teopema: Tpajekropuje cucrema Ha MHOTOCTpyKOocTH M ca moTeHImjagoMm V :
M — R cy ekcrpemaJie GyHKIIHOHATA

S(y) = / (K V),

rze je K KuHeTHYKa eHepruja CUCTeMa, Ha IPOCTOPY KPUBHUX HA MHOZOCTPYKOCTIIU
M ca durcupanuM KpajeBuMa.
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Bagarak: Jlokasarm ma W3 NMpPETXOJHE TEOpEeMe CJeau KOBapHjaHTHa (OpMy-
namuja Ipyror Fbyraosor 3akona (11).

OBO CMO HPAKTUYHO JOKa3aau y nperxogHom maparpady. Osxe camo rpebda
Ma’KJ/bUBO TOHOBUTHU PAYYH CIPOBEIEH TaMO, OTKPWBAajylim ycmyT Koja CBOjCTBa
0OMYHOT M3BO/a MMa KOBAPUjaHTHU, IITO je (buHA BekOa 3a HEKOra KO OBO PaIu
MIPBH IIyT.

[Ipumerumo 4 je KuHeTHuka eHepruja cucreMa K = ml[v||?/2, ommocuo, 3a
CHCTEM Ca BHUIIE TEJIa )
K = 13 mlul?,
%

rze je |v]|? unrensurer Bekropa 6psune v. Kazkemo na je na muorocrpykoctu M 3a-
nara Pumanosa cmpyxmypa ako je 3aara riaarka dhpaMuigja CKajJapHuxX IPOU3B0Ia

g:TMxTM —R

Ha TaHIeHTHUM OpocropuMa. MHOrocTrpykocTu ca OBaKBOM CIPYKTYPOM Ha3W-
BaMO Pumarnosum mmozocmpykocmuma. KuHeTmdaky eHeprujy, Koja je KBaJpaTHa
dopma va T'M, MmoxkeMO 13 cXBaTuMO Kao PumaHOBy cTpyKTypy, ma (yHKInOHA
S MOZKeMO Ja HAIIMIIEMO Kao

Sy) = / (9(3.4) = V(7)) dt.
Crengjanmo, 3a V =0,
S(y) = /g(%ﬁ) dt.

Excrpemasie oBor dbyHKINOHAIA HA3UBAMO 2e00e3ujckum AuHujama. Moxke ma ce
JIOKazKe J1a Cy OHE YjeJHO U eKCcTpeMatie GyHKyuoraia dyscune Kpuee

(12) I(7) = / VIR dt,

Tj. reoJIe3ujCKe JIMHUje HA MHOIOCTPYKOCTHU YOIILITABA]y IIpaBe y eyKJ/IUICKOM IIPOC-
Topy (BHIETH 3a7aTKe W3 IpeTxoaHor maparpada)ll. OBo mac moBoam 10 ceseher
yonwmerva IIpsoe Fbymmnoeoe 3axona:

Teopema: Ako na cucrem na muorocrpykocru M He nenyjy apyre cuie (cem
onux koje ra npunyhyjy ma ce kpehe mo muorocrpykoctu M), OHIA Cy HEroBe
TPajeKTOpHje Teoe3njcKe JINHITjE.

Ilocaeauma: ['eose3ujcke munuje cy pernema audepennyujaste jeHaduHe Ipy-
ror peja
Viy=0

(jenuaumna (11) Ges cuie)'?,

11Meljy BUMa, MehyTuM, [IOCTOjU BaKHA PA3JIMKA: I'E0/e3UjCKe JIMHKjEe CAMO A0KAAHO MUHU-
Mu3yjy pacrojame. Hmp. reomesmjcke nummje Ha JBOAMMEH3HOHO] cepu S? Cy BEJIHKH KPYrOBH:
npecenu cdepe Ca PaBHEMA KPO3 HEH [EHTap.

L2y JIMTEPATYPH CE YeCTO OBa, je/IHAYNHA y3UMa, 34 JAeUHULK]Y re01e3ujcKux Junuja. Hhen 3a-

- d%z k dz; drg _ k
LUC Y KOOPAMHATAMA, j€ 75 +Zi,j Fij o ar —0sak=1,...,n,raecy Fz‘j 138. Kpucrodenosu
cumbosin. OOpaTuMO MaXXiby HA UHILEHUIY Ja je IpaBa T = t,y = ¢ reome3njCcKa y eyKJIHACKO]
paBHH, anu g2 (Ta ucral) mpaBa T = t3, y = t3 uuje — mojam ,,6uTu reome3ujcka’ He 3aBHCH CaMO

ox myTa, Beh u ox 6p3une, Tj. mapamerpusanuje!
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Mehytum, u y ciy4ajy mpucycrBa MOTEHIMjaJa V, ONWCHBAIGE TPAJEKTOPHU)a
MOJKe JIa Ce CBeJle Ha ONMCHBAaIbE 'e0/Ie3UjCKUX JIMHUjA, Al Ca IPOMEHEHOM MeT-
PHUKOM:

Teopema:'? Heka je M PumaHOoBa MHOTOCTPYKOCT ca PHMaHOBOM MeTpuKOM ¢
(koja nedunuiie kunerndxy eseprujy). Taja cy Tpajekropuje cucrema ca yKyiHOM
eneprujom E reopesujcke munmje merpuke g = (F — V)g.

85. MexaHuKa Kao CUMILIEKTAYKA reoMerpuja: XaMUJITOHOBA MeXaHUKa.
Heka je F' : R¥ — R xousekcna (1j. ca 103uTuBHO jeDMHATHOM MATPHUIOM JIPY-
ror uzsoga) dyukuuja. Jeorcandposom mpancopmayujom dyukuuje F nazusa ce
dyuknmja
G(p) =p-x— F(x),

e je p = ‘g—i

Teopema: IIpernocraBumo ga je cucrem 3amar ganrpamkujanom L : R™ x R™ x
R — R konBekcHuM 10 Apyroj npomensbusoj u ueka je H Jlexxanaposa Tpancdop-
manuja GyHKIHje L 10 TOj IPOMEHIbUBO]:

. . oL
(13) H(q,p,t):==p-4—L(q,q,t), p:= 94
Tana je cucrem (7) jeqHaduHa APYror pela eKBUBAJIEHTAH CUCTEMY
dq OH
dt 8p
14
" do __on
dt  0q’
jemHauYWHA TPBOT Pea.
Zokas: dudepenmupamem m00ujamo
oOH 0OH 0OH oL oL
dH = —dq+ —dp + —dt = ——d qdp — —dt
9q 4T T P T g AT AP~ G
OIAKJIE CJICOH
. OH 0L OH 0oL O0OH
(15) 4= — - == — 27 = o
Jp 0q dq ot ot
U3 (7) u (13) cnenu p = %—g, na ybarusameM y (15) nobujamo cucrem (14). O
Hedbununmja: Heka je cucrem 3amar sarpamxkujanom L. [IpomenpuBy
oL
].6 = —
(16) P=5q

HazuBaMo umnyacom. Cucrem jepnaquna (14) nazusamo Xamuamonosum jednawu-
HAMQ.

HamnomeHa: YV eyK/miaCKOM [IPOCTOPY, aKO je OP3uHA BEKTOD V, KHHETHUYKA €H-
eprnja K = m||v||?/2, a narpamxujan L = K(v) — V(q), ummyic p = mv, jep je
av = %{f = mv. Mehyrum, umnyiic u Op3uHa HUCY 00jeKkMU UCMoz 2e0MemPuUjcKoe
muna. bBp3una je eremenT TanreHTHOr pacsaojema T'M, NOK je MMIIYJIC mAyajHu
objekar — koBekTop (Tj. JmHeapuu dyuximonan). Ilpsu cabupak y (13) Tpeba

CXBATUTH KA0 JI€JCTBO KOBEKTOPA P Ha BEKTOPY q (KOje y €yKJHICKOM IIPOCTOPY

130sa Teopema je manudecranuja T38. MOmeprujeBor npuHIUIA, Y JUTEPATYPH Ce 10jaBibyje
u Kao JakobujeBa Teopema.
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YBEK MOXKe Jja Ce peajmusyje IMyTeM CKaJapHOT IPOU3BOAA; OTYIA Ce Ty HMIIYJIC
MOXKE CXBATUTH U Kao BekTop). OBe ce omeT paju O NOCTOjarby KAHOHCKUX UIEH-
TUPUKANK]A Y €yKJAUJICKOM IIPOCTOPY Ha KOjé CMO HABUKJIH, aJd KOje HE IOCTOje
y OIIITUjUM CATyalmjaMa. 3aTo je MPUPOJA UMILYJICA BUJJbUBUjA Y MEXAHUIM HA
MHOI'OCTPYKOCTHMA.

ITozabasuhemo ce caza maso peraspuuje opom HanomenoMm. ledbunucahemo Jle-
JKaHIPOBY TpaHchOPMaIujy HE3aBHCHO OJ Koopauuara'?.

Hexa je T, M ranrenTHu IpocTop ryaTke MHorocrpykoctu M y rtauku q € M.
tberos myan T,/ M wasupa ce komaneenmnum npocmopom y TauKu ¢, a yHHja

"M = | T;M
qeM
Komaxzenmuum pacaojervem muorocrpykocru M. Koranrentno paciojeme 1M
HAa3UBAa Ce jOII U PasHUuM NPOCMOPOM MEXAHUIKOL CHCTEMA YHjH je KOH(MUTYPAIMOHN
pocrop TM.
Y ommrem caydajy, ako je M muorocrpykoct, Jlexxannposa rpancopdmanyja
nedunucana narpamxkujanom L : T'M — R ocrBapyje uzomopduszam

DyertL : TM =3 T*M,

rae je Dyert: BepTUKAIHE U3BOJ, (U3BOJ [yK KOMIIOHEHTE Op3uHe
dbyukuju L xamunronujan H : T*M — R.

H(n,t) := <77= (DvertL)_177> - L((DvertL)_lnut)-

Osne je (-, ) cnapusame dbynknmmonana u Bekropa. Kosekrop ( mma aBe KOMIO-
HeHre, IPocTOpHY (Be3any 3a Muorocrpykocr M) u Beprukasdy (iby 30BEMO UMNYA-
com), Be3any 3a eKTopcku npocrop Ty M. Wmmyic je ca 6p3unom nosesan nomohy
BEPTUKAJIHOT u3BOAA, Dyert L, KOju MpECINKaBa TAHTEHTHU MPOCTOP Y KOTAHTEHTHU
npoctop. Jlakie, Op3uHe KUBE y TAHTEHTHOM, & UMITYJICH Y KOTAHT€HTHOM DPACJIO-
jemy.

) u mpuapyKyje

ok je Jlarpam:keBa MexaHUKa MeXaHUKa TAHTEHTHOT Pacjojema, XaMUITOHOBA,
MEXaHUKA jeé MEXaHWKA KOTAHIEHTHOI' PAC/Ojerba. ¥ I[PeTXOAHOM naparpady cMmo
BHUE/H JA je MaTeMaTuyKu je3uk Jlarpanxkese mexanuke — Pumanosa reomerpuja.
Nako je KoTaHIeHTHO paciojerse u30MOPMHO TaHreHTHOM (Y TOLOJIOLIKOM U aJire-
6apCKOM CMUC/IY), OHO MMa CTPYKTYPY KOjy TAHPEHTHO PAC/IOjerhe HEMa — CTPYK-
TYPY CUMNAEKMUYKe MHozocmpykocmu. a 6u CMO By yBeIHd, HOTPEOHO HAM je
MaJIO HOBE TEPMUHOJIOTU]E.

Heka je f : M — R rnarka bynkuuja u ¢ € M. Tana je df(q) € T, M — 3a
csaku Bekrop v € T, M spennocr dbyuknuonana df (q)(v) je usson byunkuuje® fy

MAxo mexn objekar neduHHUIIEMO y KOOpJWHATaAMa Ha MHOIOCTDYKOCTH, YaK M aKO Ce pajau
0 JIOKQJIHOM O00jeKTy, HEOIXOJHO je YTBPAUTH Ja Ju je Ta geduHunMja He3aBUCHA 04 u3bopa
JIOKaJTHUX KoopauHaTa. To je MecTo Ha KoMe ce rybe MHOre uaeHTAMHUKANNje HA KOje CMO HaBUKJIU
Yy €YKJIHACKOM IMIPOCTOPY — Hpesa3 W3 jeJHOr CHCTEeMa KOODJUHATA y APYLH HE MOPA /Ja dyBa Te
uneHTudUKAIT]E.

15360r Tora mam je moTpebHA IPETIOCTaBKA O HEJIEreHEePUCAHOCTU JAPYTOr U3BOAA.

6TTomTo je u3BOx yHKIHje N IPOMEH/bUBUX JIOKAIHO nedHHUCAH 0OjekaT, IojaM H3BOJA
y OpaBIly UMa CMHCIa, uMajyhu y Buny ,,bopmanny nedUHUNHjy IVIATKHX MHOTOCTPYKOCTH’ Ca
[IOYeTKa TeKCTa. lIpuMeTuMo ja y OBOM Ciy4ajy, UaKo je JOoMeH (PYyHKIHje MHOIOCTPYKOCT, HEMA,
KOMILIMKAIIAja Ka0 y CJIy4ajy AUCKYTOBAHOM y IPETXOJHOM maparpady y Be3u ca KOHEKCHjaMa,
KaJa ce paguio 0 audepeHnupamy BeKTOPCKUX II0JbA.
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MpaBILy BeKTopa V. [lakje, MOXKeMO Ja HAIUIIeMO:
(17) df : M — T*M.
Omrrruje, CBaKO MPECINKABAE

s:M—>T*M

Koje 3a710B0/baBa ycios s(q) € T, M nazusamo ceuervem KOTAHTEHTHOT DPacyiojerba.
Ha mpumep, ymecrto mudepeniiujaa, KOju y JIOKAJTHAM KOOPIAUHATAMA, MOYXKE 1A Ce

HaIIUIle Kao
E dI k
890 k ’

MOZKEeMO Ja IIOCMaTpaMO OHLHTI/IJI/I uspas

(18) Z ak d:Ek,

rue cy dzy qudepenuujaiu koopauHariux GyHkuuja (cuenujasinu ciydaj QyHKiuu-
onana df kaja je f upojekumja na xp—ocy). Oso je jeauo (0Kanno aedunuca-
HO) ceuembe. Byayhu na cy dyukiuonanu dry JuHEApHO HE3ABUCHU, & UMa UX N,
CJIe/IN J1a CBAKO Ceuerbe KOTAHIEeHTHOI PACJIOjerba MOKe JIOKAJIHO J1a Ce 3allHIile y
06suky (18). Ceuemwa KOTAHI€HTHOI pacJojerma Ha3upaMo dugdepenyujasnum 1—
popmama.

Hexka je V Bexkropcku npoctop, u L1, Ly : V — naBa JimHEapHA MPECTHKABAbA.
Buxos cnomawrbu npouseod Ly A Lo je OumnHeapHO MPECINKABAHE

LiNLy: VXV =R, Li A Lg(fl,gg) := det [Li(gj)]i,jzlﬂ-

W3 aHTHCUMETPUIHOCTH AeTepMUHAHTE ciien Aa je Ly A Ly aHTUCUMETPUIHO Tpec-
JINKaBabe: L1 /\L2(€17 §2) = —L1 /\LQ (52, 51) TaKolje, BaXKu 1 L1 /\L2 = —L2 /\Ll.

Bynyhu na cy nudepenmnujaaae 1-dbopme y cBakoj Tauku g € M jguHeapHa mpec-
jukasamwa Ty M — R, uMa cMuCIa POBOPUTH O CLHO/bALIBEM MHOXKey dopmu. Y3
oMol wera, nedunumemo u cnovawrey dugepenyujan 1-dopume (18) kao

(19) da(q) == Z day(q) A dxy,

rae je dayp mudepennujan dyakuyje ar. Hbera moxkemo ma 3ammiremo kao day =
> %(q) dzj, omakie n06ujamo
J

Js

)

ak

q)dx; A dzy.

Q

<.

ZTj
1

N3paze obnuka

Z bl (q) dzj A dy,
7,k=1

HaszuBaMo dugeperyujasrum 2-popmama. Awnanoruo ce pedununy audepeHim-
jasme k—dopme u muxosu AudepeHmjag | 3a mpou3BosbHO k.

7 Crhomammsu nudepennujan Gopme je jemmosmauHo oxpehen momohy Tpm akcmome: JimH-
eapHocry, Jlajouunosor npasuna d(aA ) = (da) NS+ aA (dS), rae 3HaKk + 3aBUCH O NAPHOCTH
creneHa opme «, u 3axreBa ja je Ha 0—dpopmama, tj. dyskujama, d craHgapaHu gudepeHnnjal.
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Heka je M wmmuorocrpykoct maumensuje n u ¢y : U — By jokaiaHa Kapra u3
dopmanne nedunuimje maorocrpykoctn y §1. Tana ce 3a cBaky n—dopmy Q2 vHa M
MOKe JIe(DUHUCATH HBeH mHTerpas mo kaprtu U Kao

- aw—l aw—l
‘/[JQ—//BUQ((?xl’,a—In dfl/'l...dx]g,

TJe je MHTerpaJ Ha JeCHOj CTpaHu cTaHIapAau n—uarerpaa y R”. llpumernmo na,
aKO ITPOMEHNMO OPHjeHTaIlHjy, Tj. aKO OCe T; U T; 3aMeHe MeCTa, OBaKO JeWHICAH
WHTErpaJj Mema 3HaK. 10 3Ha4YM 13 je MHTerpas MHBAPHUJAHTAH Yy OJHOCY HA CMEHY
IIPOMEH/BUBHUX, Tj. CMEHY KOODJIWHATA Yy O gb;l u3 neUuHANEje MHOIOCTPYKOCTH,

ako 1 caMo ako jgudeomopduzam Yy o gb;l 4dyBa opujenrauujy (rj. uMa 103uTH-
BaH jakoOujan). MHOrOCTPYKOCT HA3UBAMO 0PUJEHTMAOUAHOM AKO CE OHA, [EJIa MOYKE
IIOKPHUTHU KOOPIMHATHUM OKOJIMHAMA, TAKBUM JIa CBE CMeHe KOOpNHATA TyBajy OpH-
jeHTammjy. Y TOM CIydajy MOxKe ma ce aedunure f s §1 — HHTErpaj mpou3BOJbHE
n—GdopMe 10 11eJI0j MHOIOCTPYKOCTH.

Ako je rpanuna opujeHrabusiHe MHorocrpykocru M gumeH3uje n rjiarka MHO-
roctpykoct OM mumensuje n — 1, ouna je u OM opwujentabuina u Baxku Cmokcosa

popmyaa:
/ doe = / S}
M oM

ITocmaTpajmo caa KOTAHTEHTHO Pac/IOjemhe Kao HOBY MHOTOCTpPYKoCT, P = T* M.
[Tocroju KaHOHCKA MIPOjeKIHja

3a cBaky (n — 1)—dopmy O.

m:P=T"M — M.

1

Taurenrno npeciukasame® npeciukasama 7 : P — M je mpeciuxasaibe

(20) T : TP —TM

Jebnancano Ha ciaenehm maumn. Heka je X, € T,P TanrenTHn BekTop Ha Py
tauku p € P. Tana je OH TaHreHTHM BEKTOD Ha HeKy KpuBy 7 : (—¢,&) — P
y tauku 7(0) = p. Bexrop (X)) medbunumemo kao sexrop y Tr M xoju je
TaHreHTaH Ha KpuBy 7 o Y(t) y Taukm m o y(0) = m(p).

Hedbununuja: Juysuaosa dopma je nudepennujanna l-dpopma 6 HA MHO-
rocrpykoctu P = T*M nedbununcana ca

0(p)(X,p) :== (p,m(Xp)), 3acsako p€ P wucsako X, € T,P.

3arpa/ie Ha J€CHOj CTPAHE 03HATABA]Y CIIAPUBAE KOBEKTOPA P Ca BEKTOPOM T, (X )
— Tadvka p y 0BOj JeUHUIM)A UIPa NCTOBPEMEHO YJIOTY TadKe MHOrOCTpyKocTH P
u juneapuor ¢yukuuonasna wa T'M (jep je P =T*M).

Dopmy w := —df 30BEMO KAGHOHCKOM CUMNAEKMUSKOM HOPMOM HG KOMAH2EHM-
HOM PACAOJErY.

3aparak: Jlokasaru ma ce dpopma 6 MOXKe OKapaKTEpUCATH KaO jeIUHCTBEHA
1-dopma na P = T*M koja 3a10BosbaBa
(21) s*0=s
3a cBako cederse s : M — T M KoTaHreHTHOT paciiojema, e je s* iyasl TAHreHTHOT

npec/inKaBatba Six.

18... UJii [IPBU U3BOJL
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Hanomena: Huje Temko moka3aru fa je CUMILIEKTHYKA dhopMa w

1. HemeremepmcaHa: 3a CBAaKW TAHTEHTHH BEKTOpP X TOCTOjU TAHTE€HTHHU BEKTOD
Y rakas na je w(X,Y) #£ 0,

2. 3arBopena: dw = 0.

Hedununmja: Muorocrpykoct P Ha k0joj mocroju mudepennujaina 2— dopma
KOja MMa JIBA CBOjCTBA M3 MPETXOHE HATIOMEHE HA3WBA, CE CUMNAEKMUUKOM MH020-
cmpykowdhy.

13 nBa anrebapcka CBOjCTBaA O KOjUMA je ped y MPEeTXOHOj JAebUHUTIAJU CIIeIn
MHOI'O TOIOJIOIIKUX, HIIP. CBAKA CUMILUIEKTUIKA MHOIOCTPYKOCT je OpUjeHTabuIHA,
¥“Ma MapHYy JUMEH3Hjy, aKO je KOMIIAKTHA WMa HETPHUBHjaJIHe MapHe KOXOMOJIOIIKE
rpyue ura. Ilpumerumo Besuky pasiuky usMely rora u Pumanose merpuke (koja je
Takohe OunmaeapHa HopMa Ha MHOTOCTPYKOCTH, aJId CAMETPUYHA, JOK je CUMILIEK-
ruuka Bhopma, Kao u csaka Judepenuujainua Gpopma, anrucumerpudna). Pumanosa
MHOIOCTPYKOCT HEMa HEKa H0ceOHA rIohAJIHA TOHOJIONIKA CBOJCTBA: CBAKA DJIATKA
MHOrocTpykoct gomnyinra PumanoBy crpykrypy. Kao koarpacr rome, jequna cdepa
S™ xoja je cummekTHYKa je S? — cBe ocTase NMajy TPUBUjaTHY APYTY KOXOMOJIOTH]Y.
Ca npyre crpane, PumanoBe MHOrOCTPYKOCTH MMajy MHOIO JIOKQJIHUX WHBAPHUjAHTH
(Hup. Ten3op KpusuHe HaM omoryhasa na JIOKaJIHO pasiukyjemo Pumanose mMHO-
rocrpykocru). Hacyupor tome, cBe CUMILUIEKTUYKE MHOIOCTPYKOCTH CY AOKAAHO
n3oMopdHe:

HdapbyoBa Teopema: CBaka TadKa CHMIJIEKTUIKE MHOTOCTPYKOCTHA MM OKO-
JMHY KOja je CHMIIEKTHYKE H30MOP(MHA OTBOPEHOM CKyIy y R?" ca cTamIapIHOM
CUMILIEKTHIKOM (hOPMOM

wo =dp1 ANdq1 + - - -+ dpn, A\ dgy,.

Baxkne mociienune Hemerenepucanoctu. Henerenepucanocr Pumanose me-
Tpuke omoryhasa Ham ga medwunueMo zpadujenm dbynknuje Ha PumanoBoj MHO-
rocrpykoctu:'? rpamujent Vf je jeanosuauno oapehen BEKTOp KOjU 3a/10BOJbaBA

(22) df (p)(&) = g(Vf,£) 3a cBaku TanrenTnu Bekrop ¢&.

Jlako ce Bugu ga je sekrop V[ nobpo nmedunucan (jeanosnauno oxpeben) 3ax-
Basbyjyhu HesnerenepucanocTu Pumanose merpuke?.

Crugro Tome, 3a dyHKIMjy H HA CHMIJIEKTUIKO] MHOTOCTPYKOCTH MOXKEMO
12 1epUHUILIEMO CUMNAEKMUYKY 2padujeHm Kao jeaHo3HadHo ogpelen sekrop X g
KOj# 33/I0BOJbaBa

dH(p)(§) = w(Xpm,§) 3a cBaku TaHT€HTHH BEKTOp &.

19Bes npucycrsa PuManoBe MeTPHKE IPaMjeHT MOXKEMO Aa AeMHUIIEMO CaMO Y JIOKAJIHHM
KOOpJIHWHATaMa, ajlu Ta ,Aeduruiuja” 6u 3aBHCHIA O] JIOKAJHUX KOODJAWHATA, Tj. He Ou neduH-
nucasa mumra. 1o je jom jemam mpumep npobsieMa KOjU Ce IOjaBibyjy IPHU LIPeIacKy U3 eyKJIHICKOD
[IPOCTOpPA Ha MHOI'OCTPYKOCT.

20HpI/IM8TI/IMO na je nudepennujan dyuaknuje (17) gqedunucan caMo Ha OCHOBY IVIATKE CTPYK-
Type (1 caMo Ox e 3aBUCH), 40K HaM je 33 aedununmjy (22) rpasmjenta (Kao BEKTOPa AyaJHOT
nudeperiyjaty) norpebna PumanoBa Merpuka (y OZHOCY Ha KOjy FOBOPHUMO O TOj AYaJHOCTH, K
oJ] Koje oH 3aBucu). I'pagujent y JlekaproBuM KoopauHarama y R™ Ha KOju CMO HABUKJIU Ha YBOJ-
HHUM KyPCEBUMa aHaJU3e je jyaJs gudepeHnujana ¥y 00HoCY Ha eykaudcky mempuky. I'pagujent y
HCTUM KOODJMHATAMA Yy OJHOCY Ha HEKY ADPYry METPHKY (HIp. MeTpuky reomerpuje Jlo6aueBcKor)
UMa CaCBUM JIPYT'd 3aluUC.
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CUMIIJIEKTHYKY TPAJUJEHT Ce YeCTO Ha3UBA XAMUAMOHOBUM BEKMOPCKUM TOMHEM
dyuknuje H, a cama dyukmuja H zamuasmonujarom. Ilperxoauy dopmyny moxe-
MO J[a HanmiieMo u Ha ciejehn Hauud. 3a 2—GopMy w BEKTOPCKO 1m0Jbe X 03HAYUMO
ca i(X)w 1-dopmy nebunncany ca i(X)w(Y) = w(X,Y). Tana je XamurToHOBO
BEKTOPCKO OJbe J1ePUHUCAHO Ca

(23) dH = i(Xg)w.

Tpeba nmomsyhu jemuy BakHy pas3iauky w3melly OOMYHOT M CHMILIEKTHYKOT T'DAIU-
jEeHTa, KOja MPOM3WIA3U U3 UUILEHHUIE 13 je npsBu jaedpuHrcad noMohy cuMmerpudHe
oununeapue ¢popme ¢, a apyru nomohy anrucumerputdne w. Hanme, y nebununujy
obuyHOr rpajujenta crasumo & = V f nobujamo

df (p)(Vf(p)) = 9(Vf(p), V() = IVF (D) >0,

JIOK MCTH [IOCTYIIaK 33 XaMHITOHOBA BEKTOPCKA I10Jba /1aje

(24) dH (p)(Xu(p)) = w(Xu(p), Xu(p)) =0,
300r aHTUCUMETPUIHOCTH.

3ajsarak: Heka je X opujeHTHCAHA MOBPII U CHUMILIEKTHIKA (POPMa W — IHEHA
dopma nospimue. Jokazaru ja 3a caky 3arsopeny Kpusy C' C X u cBaku XaMuii-
rouujan H : ¥ — R mocroju tadka zo € C'y kK0joj je XaMUITOHOBO BEKTOPCKO MOJbE
Xy raurenrno ua C.

Heka je ¢y : P — P, t € R jegnomapamerapcka damuauja audeomopduszama
kommakTHe?! MHOrocTpykoctu P u %(p) = X;(¢(p)). Tama BekTOpCKO MOJBE X
Ha MHOrOCTpykocTu P jemunosnauno oapebhyje damumujy v, Kao perieme 0budHe
mudepeHIujaane jeqHadnne

dipy
— ()= Xe(¥:(p)), o(p) =p.

Haxe, 3axBampyjyhu Teopemu 0 €r3uCTeHIN)U U je IMHCTBEHOCTHU PEIIEHa O0MIHIX
mrdepeHIjaTHIX jeJHAYnHA, 3aJaBambe jeqHonapaMerapcke havumnje nudeomop-
dbusama (HesmueapHOr 06jeKTa) je €KBMBAJEHTHO 33/aBaky IVIATKOI BEKTOPCKOT
noJsba (wro je suneapan objekar). Tana kaxkemo ua je amuauja o, 2enepucana eex-
mopckum novem Xy, Crenujasino, ako je bamuimja vy reaepucaia XaMUJITOHOBUM
BEKTODPCKUM II0JBEM, 30BEMO je damunujom Xamuamonosur dupeomoppusama, a
CBAKO TIOjeTHUATHO 1y, Xamuamonosum dudeomopdusmom®>.

ITpumerumo na ako H He 3aBucH 07 BpeMeHa 1 ako je daMuinja vy reHepucaHa
XaMunToHOBMM BEKTOPCKUM nosbeM X pr, nudepennupamem sesmanae H (¢ (p)) no
t u npumenom (24) 3akspydyjemo na je H KOHCTaHTHO myxk Tpajekropuja 1:(p).
Bynyhu na je H eneprumja, oBO J0Ka3yje 3aK0H 04Y6arba enepauje y KIACHIHO]
mMexaHuim: Bpeduocm aymonommnoz ramusmornujana 0ysc XamMusmorosux nymesa
j€e KOHCMAHIHG.

[MokaxkuMo caja 1a Cy XaMUJITOHOBU IIyTE€BH 3AlIPABO MHBAPUjAHTHO OIMUCAHA
(6e3 yuorpebe KoopiuHATa) pellena jeqaadune kperamwa (14).

2l IpernocraBKa 0 KOMIAKTHOCTH Ce, Y3 HeKa 00jallmbersa WM APYTe yCI0BE, MOXKE yKJIOHUTH
WA OCJIabUuTH.

22 A0 je ©¢ remepucano xaMuiaTOHUjaHOM Hy, a ¢y xammaronujanom Ky, u3 nedununuje (23)
JIAKO Ce JOoKa3yje na je Taga 1! remepucano XaMmITOHEjaHOM — Htot, a Y 0 ¢ XaMHUITOHH]AHOM
Hi + Ko, ~. Oparae cuean jga je ckyn XaMuiITOHOBUX Judeomopdusama rpyua.



18

XaMuITOHOBa BEKTOPCKA 10Jba y KoopauHaTtama: Ako je Xy XaMuiaro-
HOBO BEKTOPCKO TIOJbe MeHEePUCAHO XaMUJITOHUjaHoM H , jeHavMHA

%¢t($) = Xu(oi(z)), do(z) = .

y xoopzunarama q = (qi,..-,qn), P = (P1,-.,Pn) 0 KOjuma je ped y TapGyosoj
reopemu uma obsuk (14).

Joxas: Bynyhn na je cummiekruuka BekTopcka dopma y R2? o kojoj je peu y
Jlap6yoBoj Teopemu 36up cumitekTuakux gopmu y R?, 1080sbHO je jennaauny (23),
Tj. jegHAUUHY

~. 0 9\ « "~ OH OH
{ k=— + Pk =— dpr. N\ dqi, = ——dq, + ——dp
110 (i, Pk, PeIUTU 32 N = 1, OJJHOCHO peluTu
p_od,  OH
= &1+ ap

=t | D=5

Oparie caenu 10Ka3 rephema. O

OH _  0H
&a.

Teopema: Qamuinuja gudeomopdusamva ¢p : P — P CHUMILIEKTHIKE MHO-
rocrpykoctu (P, w) renepucana BEKTOPCKUM MOJbEM X 9yBa CUMILUIEKTUYUKY (hOpMY
ako u caMo ako je 1-dopma i(X;) w 3arBopena, tj. d(i(X;)w) = 0.

Zloxas: AKO 1 4yBajy CUMILIEKTUYKY (POpMY, OHJIA je

d
Yjw =w, OTHOCHO %UJ:M =0.

[Mocrenbu u3pa3 ce nudepeHnupa OBaKo>

d . ;
Ez/)tw =y (d(i(Xe) w) + i(Xy) dw).

[Momro je dw = 0, caequ d(i(X:)w) = 0. O

[Ipumersyjyhu padyH ciuM4yad OBOM M3 J0Ka3a TEOPEME, MOXKEMO /13 yPaJMMO
caenehu 3asarak.

Bamarak (Bapujanmona dopmysnanuja XaMUJITOHOBE MeXaHUKe): 3a Xa-
vunrorujan Hy : T*M — R u kpusy 7 : [0,1] = T*M nedurnmmmo Xamuamoros
PyrKyUOHas dejcnea

An(y) = / (20 — Hi(y)) dt.

Heka je v, Bapujauuja myra v; v9 =y u § = dis |s:075 (t) € T,P. Hoxasaru na je

(25) dAp (7)€ = — / W(EA — Xpr())dt + 0(v(1)E — 0(4(0)E.

U U3BECTH OJIATIIE 3aK/bYIAK A Cy XaMUJITOHOBH IIyTEBU eKCTpeMadsie (DyHKIMOHAIIA
A Ha IPOCTOPY KPUBUX Ca TPAHUYHUM yCJIOBAMA

(a) v(0) = (1) (mepuomuyaHM rpaHUYHA yCIOBH])

(6) v(0),v(1) € 0ps, e je Opr ckym CBUX HyJla—KOBEKTOpa (Hys1a—]yHKIMOHAIA,)
u3 T*M (JlarpaHKeBu TDAHUYHU YCJIOBH).

23110 T3B. »2KapranoBoj ¢dopmynu 3a Be3y JlujeBor, CHOJpalIlber U YHYTpAIIHber U3BOAA”:
Lx =i(X)od+doi(X).
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W3 nedwunuUIMje KOMyTaTUBHOCTH APYTUX MapIUjaJHUX W3BOAA [VIATKUX (DYH-
Kipja (Tj. HE3aBUCHOCTH O] IOpeTKa audepeHupana) u pandje gare gedbuHuimje
audepennyjasia gudepernuujaide gopme, ciaeau ga je ¢popma [ Koja je mauna,
1j. TakBa ga je B = do, obase3no u 3arsopena’?, 1j. Baxku dod = 0. Ako je
H, (y ouwrem ciy4dajy HeayTOHOMHU) XaMUJITOHU]aH U X p, HEroBO XaMUJITOHOBO
BEKTOPCKO T0Jbe, M0 JePUHANK]U TAKBUX 10/bAa UMAMO YIIPABO Ty CUTYAIlHUjy:

i(XHt)w = dHt,

1j. bopma i(Xpy,)w je Tauna, ma TuMe U 3aTBOpEHA. 3axBasbyjyhu ToMe, MMaMo
ciesiehy HOCIenIly IPETXO/IHE TeOPEME.

ITocaenuna: Xamuiaronosu nudeoMopdu3Mu qyBajy CUMIIEKTHIKY (hopmy.

Opatie ciaenu ma je u3ydaBare XaMUJITOHOBE MEXaHUKE YIIPDABO — M3ydaBaibe
CUMILIEKTUYKE PeoMeTpuje, udydasarmeM (LOArpylie) IPyLe heHUX CUMETPUjA, LITO
je remepanuzanuja Kmajuosor Epianrenckor mporpaMa Ha CHMILIEKTHIKKA aMOu-
JEeHT.

udeomopdusme koju 4yBajy CUMILIEKTUIKY (hopmy Ha3uBaheMO cumniexmu-
YKUM OUPeoMopPusMuMa U cumniexmomoppusmuma. Jlako je Bumeru ma je
rpyma XaMuITOHOBUX jgudeomopduzama mpaBa MOArPYIA IPYIe CUMILIEKTHIKIX
mudeomopduzama, Tj. J1a HOCTOje CHUMILIEKTHYIKHA gudeoMopdu3Mu KOju HUCY
XamuwitoHOBH. 3aHUMIbKBA je cieneha Teopema.

Teopema: I'pyna Xamumironosux mudeomopduszama je HOPMAIHA IOAIPYIA
rpyne CUMILIEKTHYKuX audeomopdusama.

Zlokas: Heka je ¢ cummiektuuku nudeomopduszam u ¢y dpamuianja XaMUITOHO-
Bux audeomopduszama remepucana xamuiaronrjanom Hy. Hemocpenaum mudepen-
nupameM u npuMeHoM (23) ce nmposepaBa ga Taja xamuironujan Hy o ¢ renepuie
dbamummjy ¢! o, 0 ¢. Jdaxie, u ta pammiuja je XaMIITOHOBA. ([

IIperxomna Teopema Moxke 13 ce (DOPMYJIHIIE U OBAKO: CHMILIEKTAYKH TA(EO-
mopduszMu dysajy 0b6iuk Xamuiaronosux jeanaduna (14). Cumiiekruuku audeo-
MOpGhU3MU Ce HA3UBAjY jOII U KAHOKCKUM MPAHCHOPMAYUIaMa y KIACUIHO] MEXAHHU-
mu. OHuE ce MOy CXBATUTH KA0 CMEHE KOODJIMHATE KOje 4yBajy 3aK0He XaMUITOHOBE
mexaHuke. Kao mociemuny gopmasnsMa yBeneHOr y oBoM naparpady, u3BOauMo
ciesehe aBe KJACUIHE TEOpeMe.

JImyBuiioBa TeopemMa: XaMUJITOHOBA KpPeTama U KAHOHCKE TpaHcdopMmarluje y
EYKJIMJICKOM [IPOCTOPY 4yBajy 3alipeMuHy (DA3HOI [IPOCTOPA.

Jlokas: Axo je w cranmapana cumiiekTaka hopma y R?" (omucana y JTap6yoBoj

TEOpEMHU), OHJIA je

1 1

Q= —|wA": —|w/\~--/\w:dp1 ANdgy A -+ Ndpyp A dgy,

n! n!
crasjapana dhopma 3anpemute. Ilowro u kanoncke rpancdopmanuje (CUMIIEK-
ruaku gudeomopdusmu) u Xamusiaronosu JudeomopdusMu 4yBajy CUMIIEKTUIKY
dopmy w, Tj. 3a00BO/bABAJY jesHAYMHY Y w = w, 3au0B0/baBalie u

PA=V (WA Aw) =9 WA - AP Ww=wA - Aw =1,
24O6pHyTo HHje Ta49HO; T3B. Ae PaMOBe KOXOMOJIOHmIKE rpymne OIHCYjy KOJUIHUYKU IPOCTOP

IPOCTOpa 3aTBOPEHUX M TAYHUX (POPMH; HCIIOCTABJ/bA C€ JA je OH ofpeheH TOIOJIOTHjoM HHUXOBOI
JIOMEHa.
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IITO 3HAYM Ja fie YyBaTy U 3alpeMuHY. O

OBa TeopeMa BazKh 3a CBAKU (1)33HH IIpOCTOP, a nu OHH.ITI/IjeZ CUMNAEKTNOMOP-
¢U3,M,U "tyGGjy 3aNpPemMury ceaxKe CuMnAekmuvke MHo20CmMmpyrocmuy (?eg‘}unucany ca
_ 1, . An

IToenkapeoBa Teopema: Ako je M KOMIAKTHA CUIIMJIEKTHIKA, MHOTOCTPYKOCT,
¢ cumnerkTudku audeomopbuszam u p € M OmI0 KOja Tadka, OHIAA 33 CBAKY
oxosuiy V' 3 p nocroju upupoian 6poj k takas aa je ¢F (V)NV # 0 (¢F = ¢o- - -0¢).

Joxas: N3 JluyBuiioBe Teopeme ciieiu Jia ¢ dyBa 3anpeMuty. 300r KOMIIAKT-
HOCTH MHOroCTpyKOoCcTH M (Tj. KOHAYHOCTH HeHe 3anpemune), ckymosu V, ¢(V),
¢*(V) = ¢(¢(V)),- -+ me mory ma Gysay mucjynxram, ma je ¢ (V) N ¢*(V) # 0, 3a
HeKe I u 8, T > 5. Amm onga je " 5(V)NV £ (). O

ITocaenuma: Ceaku cucreMm Koju ce Kpehe y OrpaHudeHOM IPOCTOPY Ce MOCIIe
n3BeCHOT BpeMeHa Bpaha y mpou3BOJpHY OJIM3WHY MOYETHOr MOJIOXKAja.

Croomenumo ma ce oxpeljen O6poj Tadaka MEXaHUYIKOD CHCTEMA, TOC/E W3BECHOT
BpemeHna Bpaha barr y modeTny Tadky, a He caMo y ey Oiu3uny. Bpoj tux ragaxa
MO2K€ Jla Ce OIIUIe TOIOJIOI'MjOM MHOI'OCTPYKOCTM Ha KOjOj Ce KpeTarbe OJIBUjA.
Hermiro Buiie o Tome hemo pehu y §10, a cana maBegumo jeman upumep. Cuenelie
tBpheme ce Hekas 30Be Ilocaedrwom Iloenkapeosom meopemom, a vexan Ioenkape—
Bupzogosom meopemom. Popmynucao ra je Iloermkape 1912, a xacHwmje mokazao
Bupxod:

Teopema: Cpaku xomeomopdusam nperena St x [a, b] Koju qyBa noBpuHy 1
OpHjeHTaNujy, a IpaHUYHe KPYKHHUIE POTUPA Y CYIPOTHOM CMEpy, MMa HajMarbe
nBe (DUKCHE TAYKE.

Bynyhu na XamuiToHOBa KpeTama 4yBajy MOBPIIUHY W OPHUjEHTAIU]Y, & 1a Ce
JIEIJBEELEM JIBA, [IPCTEHA JyzK IPAHUIE J00HMja JBOJUMEH3UOHU TOPYC, OJABIE Y3
MaJIO JIUCKYyCHje MOXKe Ja ce u3see ciegeha nociaeauna.

ITocaegnma: Csako XaMUITOHOBO KpEeTame HA JIBOJWMEH3UOHOM TODPYCY HMa,
Hajmame 4 nepuomudHe OpouTe.

§6. CuMILIeKTHYKa ToIoJioruja m xoomopdue kpuse. 3 Japbyose reo-
peme u3 nperxoaHor naparpada ciaeay Ja CUMILIEKTUYKe MHOIOCTPYKOCTH HeMajy
JIOKAQJIHUX MHBAPHUjAHTH — CBE CYy ,JIOKAJHO paBHe” y CUMIJIEKTHYKOM CMUCIY, Tj.
JIOKAJIHO ©30MOP(HE CUMILJIEKTUYKOM eyKJInICKOM npocropy. To 3uaum ja ce cum-
IUIEKTHYKE MHOIOCTPYKOCTH MOI'Y Pa3J/IMKOBATU CaMO KaO [JI00AJIHU, JIAKJIE TOIO-
JIOIIKA ODjeKTH.

Bazxny ynory y CHMIVIEKTHYIKO] TOIIOJIOTHjH UMa IIPUCYCTBO jOIII jeJHe CTPYKType
Ha CHMIUIEKTHYKAM MHOTOCTPYKOCTHMAa — CKOPO KOMILJIEKCHE CTpyKType. To je
damunnja IuHEAPHUX IPECTUKABAHA

Jp T P—>T,P, z€P
KOja TJIaTKO 3aBUCH OJT T, TAKBa Ja je

J? = —1d,
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rae je J2 = J o J. MHOrOCTPYKOCT KOja, HMa, CKOPO KOMILIEKCHY CTPYKTYPY Ha3H-
BAMO CKOPO KOMNAEKCHOM MHO20CTpYKowdiy®> .

IIpumep: Cpaxa opujeHTabmana mospm ¥ C R? nMa KOMIIEKCHY CTPYKTYDY.
3aucra, u3 OpujeHTabUIIHOCTH CJIEIN A TOCTOjU IVIATKO JeIMHUIHO BEKTOPCKO MTOJhE
Y mopmasiro Ha Y. Taza je srako Bujeru Ja je ca

TY 3 X—=XxYeTlX,

e je X Ha JecHoj CTpaHHW BeKTOPCKH Tpom3Bo y R3, mobpo medmurmcama ckopo
KOMILJIEKCHA, CTPYKTypa Ha Y. [Ipumernmo 1a je ce BekTopcku poussos y R? mozxe
CXBATUTH KAO MHOXKEIE UMArMHAPHUX KBarepHuOHA. CJIMYHO, CBAKA XUIEPIIOBPIIL
y R7 nMa, cKOpO KOMIITIEKCHY CTPYKTYpY KOja je Ha HCTH HaduH AeduHIcana moMohy
MHOXKea IMarnHapanx KeanjeBux oKTaBa.

Baxwu cieneha reopema.

Teopema: Cpaka CUMILIEKTHYKA MHOTOCTPYKOCT (P, w) mMa CKOPO KOMILIEKCHY
CTPYKTYPY J KOja je cazaacha ca CUMNAEKMUNKOM CMPYKMYPOM Y CMUCTY 14 je ca

9(X,Y) = (X, JY)
nedunncana Pumanosa merpuka #a P.

Cruya doxasa: Heka je g 6umno koja Pumanosa merpuka na M. Tama je w(-,-) =
9(-, A-) 3a Heky anTucumerpuyty (IOLITO je g CUMETPUYHA, & W aHTUCUMETPUYHA,

dbopma) marpumy A. Axo je A2 = —Id, nokas je 3aBpmien. Y MpPOTHBHOM, KO-
pucreiin —A% = AT A > 0, moxkemo sa ysmemo J 1= A(v/—A2)7L, O

JlaxJie, cBaKa CUMILICKTHYKA MHOIOCTPYKOCT je CKOpo KoMmiuiekcua?s,

Y KowmiiekcHOj aHaau3u IJIaTKa [IPEC/IUKABAbHA Yuju je JudepeHnujas JInHea-
pan wag C (1j. KoMyTupa ca MHOXKEmeM Ca i = /—1) HAa3UBAMO LOAOMOPPHHUM.
AnaJjiorso Tome, MpecIuKaBambe

’U,IPl—)PQ

usmely ckopo komiiekcuux mMuorocrpykocru (Py, Ji) u (P, Jo) Hasusa ce nceydo-
TONOMOPPHUM KO BAKH

(26) dqul = JQOdU.

Cnerujasino, ako je ¥ opujeHTaOUIHA JABOJAMMEH3UOHA HOBPII (Tj. 00jeKarT Kom-
naekcne dumensuje 1), a P CKOPO KOMILIEKCHA MHOMOCTPYKOCT, IICEYI0X0I0MOpdhHA
[IPEC/INKABaba

u:d— P

HA3UBAMO ToaomopPrum kpusama y P. Tazna je ycios (26) ekBuBaJIEHTAH CUCTEMY
nesimaeapanx Kommr—-PumanoBux jegHaqmaa

ou ou

rze cy (s,t) JIoKajiHe KOOpAuHaTe Ha L.

0,

25K omitexcre MHOIOCTPYKOCTH Cy CHEIMjaJIaH CJIy4daj CKOPO KOMILIEKCHUX; OBjie HeheMo ysia3-
UTH y JeTajbe pasyiuKe u3Mehy Ta JgBa mojMa.

26O6pHyTo Huje Tauno. Hup. Beh cmo Bujgenu jga ¢ depa S8 muje cummiekrnuxa, jep mma
TPUBHjaIHy APYTy KOXOMOJOMIKY rpyiy. MehyTum, y mperxommoM mpumepy cMo Bugenu ga je SO
CKOPO KOMILJIEKCHA.
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W3 nedununuje narerpasa 2—dopme mo ABOAMMEH3NOHO] MHOTOCTPYKOCTH JIAKO
ce u3Boau ciaeneha gema.

JIema: Heka je (P,w) CUMILIEKTUYKA MHOIOCTPYKOCT, & U : % — P xojomopdHa
kpuBa. Tama je

(28) /u*w: 1/ [l du|?.
) 2 s

3agarak: /lokazaru nemy.

3Hauaj mperxoiHe JieMe BHUAW Ce Y TOME INTO je W3pa3 Ha Ha [IEeCHOj CTPAHU!
aHAAUTIUYKG BEIMYUHA, a U3pa3 Ha j1esoj monosowka’ . To mam omoryhasa ma
TOIOJIOMIKY KOHTPOJIUIIEMO KOHBEPIeHIMje HU30Ba X0JI0MOP(MHUX KPUBUX Y PA3HUM
LP u WP? upocropuma (npocmopuma Cobomwesa). Kopucrehu 1y durenuiy, Kkao
U YUEbEHUILY JIa, jé CUCTEM NapIUjAJHUX jeAHadnHa (27) eUNTUYKY, Tj. Ja je He-
rosa juneapusaruja ®peaxonmosa, M. I'pomos je 1985. romume mokaszao ciaemehy
Teopemy.

Teopema: Heka je J CKOpO KOMILIEKCHA CTPYKTypa Ha KOMIAKTHO] CHMILIEK-
Tudkoj MHOrocrpykocru P u ueka je A € Ho(P,7Z) dbukcupana XOMOJIOMIKA KJIaca.
Heka je M j(A) ckyn J—xouomopduux kpusux v : % — P koje 3a10BosbaBajy
ycaoB u,[X] = A. 3a ckopo cBaky CKOPO KOMILIEKCHY cTPyKTypy J ckyn M j(A) je
MHOTOCTPYKOCT KOHauHe auMen3uje. OBa MHOIOCTPYKOCT je WJIM KOMITAKTHA, JIA
Cé IeHA HEKOMIIAKTHOCT MOKE OIMCATU y TEPMUHUMA, XOMOJIOIIKe Kjace A.

OBa Teopema, KOja je MOTIYHO MPOMEHWJIA HAYWH IJIEIAMha HA CUMILIEKTHIKY
TOMOJIOTHjy, MMA MHOTO BaxKHuWX mociaeauna. OBae w3aBajamMo caMo jemHy. ¥
§5 cMO BuAeIW 3 je rpyna CHMILUIEKTHYKUX audeoMopdusama moArpymna rpyre
nudeomopduzama Koju uysajy 3aupemuty (JIuysusosa teopema). Cpaku CKyl
ce MOXKe MPeCcJuKaTH y CKyl Behie 3ampemume Tako 1a My €€ O9yBa 3alPEMHUHA.
Cneneha repema ['pomoBa moka3syje Ja ce TO HE MOXKE YBEK YIMHUTH TaKO & CE
0YyBa CUMILJIEKTUYIKA (popMa.

Teopema: Heka je B?" C C" jonra nonynpednuka 7, Zr C C" numunmap
D x C"! rne je Dr :={z € C| |z| < R} u neka je ¢ : C" — C" cHMIIEKTHIKO
TIpEeCINKBaMbe TaKBO A je

Y(B,) C Zg.
Tama je r < R.

Hoeja dowasa: Hexa je C xomomopdnu muck y B2" Koju mposa3u Kpo3 HMeHTap
jonte u duju je py6 ua pyOy sonre. Hek je A(C) nospuuna kpuse C. Ilosuaru
pesysrar u3 reopuje Munumasnux nospiuu (Jema o monomonocmu) Kaxe ua je

(29) A(C) > mrt.

2733XB8bejth/I CrokcoBoj dhopMmynu u ummeHHNU a3 je dw = 0, m3pa3 Ha JIeBOj CTPAHHU je
»BPEHOCT KOXOMOJIOIIKE KJace [w]| Ha XOMOJIOWKOj Kiaacu [u(3)]”.

[Towrro je C' xonomopdHha,
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(jep je ¥ cummiaekTuuko). Axo npommmpumo ¥(C) mo xosomopdue Kpuse C ca
rpaaunoM Ha 0D g, umaliemo

/ wg/w:/ w:wR2,
»(C) C Dr

ofaKJe, 30or (29), ciequ r < R.

Jla bucMo ocTBApUI OBY KOHCTPYKIH]Y XOJ0MOP(dHE KpruBe C , YTOIIIMO OKOJIMHY
ciuke Y(B2") C Z y (komnakriy muorocrpykocr) M := S2xT?" =2 rue je S? cdepa
noppmmHe 712 + ¢, a T?"~2 topyc. Heka je Jy cTammapaHa KOMIIEKCHa CTPYKTYPa,
na B2" C C?" u meka je J ckopo KoMmIjleKcHa cTpyKTypa na M koja je ma ¢(C)
jenmaxa 1,Jo. Iomro je m2(T?"~2) = 0, a KOMIAKTHOCT MPOCTOPA XOJTOMOPGMHIX
KDUBUX MOKE JIa C€ KOHTPOJIMILE TOLoJIorujoM (perxoHa reopema), ciaenulie ja
je Mj(A) 3a A =[S? x %] komnakTHa MHOTOCTPYKOCT. IIpecinkasame

(30) ev: My(A) xgS* = M, (u,2) > u(z),

e je G = PSL(2,C) 2pyna Mebujycosus mpanchopmayuja uma crenen 1 (axo
je J = ¢ x J' To je ouwrnemHo, a OMNTH CIy9aj CIEIU W3 OBOT CIEIMjaJHOT,
HA OCHOBY XOMOTOIICKE MHBAPHUJAHTHOCTH CTENEHA MPEC/IMKaBamba). 3aTO IOCTOjU
J—xosomodHa KpuBa Kpo3 cBaky Tadky y M, ma u kpo3 ¥(0). Vusep3ua ciuka
Te KpuUBE Lpu lLpeciukapamwy 1 je Jp—xosomopdua kpupa C, 3a KOjy ce MOxKe
CIIPOBECTH [IPETXO/IHO PE3OHOBAIHE. O

Hamomena: Y uperxonnoj reopemu 6a3a uuiuniapa je y (qi, p1)—pasau. Ako
6a3y uzabepemo, perumo, y (g1, g2 )—pasau, Tpancdopmanuja

(qa p) = (EQ17571p175Q27571p2a q3,P3," - 7qr7.ap’n.)

qyBa CUMILIEKTHIKY Gopmy > dgi Adpy, u npeciankasa (1360pOM JOBOJBHO MAJIOT €)
cdepy Beher y nunuagap Mamer moaynpedanka. Jlakiie, mperxoaHa TeopeMa Baxku
caMo aKo je 06a3a MUINHIPA ,KOOPAWHATHA PABAH MOJI0XKAja W UMITYJICA decTure” .
Nmajyhu y Bugy MEeXaHWIKYy HHTEPIPETAIU]Yy CHMILIEKTOMOPPU3aMa IUCKYTOBAHY
y IPETXOJHOM maparpady, OBy TEOPEMY MOXKEMO CMaTPATU ,aHAJOIHjoM Xaj3eH-
OeproBor npuHIUIIA HeojgeheHocTn y KaacudHoj mexanunu’ . HapaBHo, He pamgu ce
O NPUHIWINY KOjU MMa KUCTYy HWHTEPIPETANWjy U HOCAeIUIle, Her0 O CIWIHOCTH Ha
HUBOY MaTEeMaTUYIKEe CTPYKTYDPeE.

87. KBanTtusanuja: ajarebpausanuja MexaHuke. Y KIACUIHO] PUBUIM, CTAHE
CUCTEMA je y CBAKOM TPEHYTKYy oapeljeHo bu3mdkmM BelndnHaMa, KOje Ha3WBAMO
dunamukum sapujabrama’®) Kao MTO Cy BEKTODPH TOJOXKaja M MMITYJICH YECTHTIA,
KOje umHe cucTeM. AKO mMaMo JOBOJFHO MH(MOPMAIIHja O CTalby CHCTEMa, Y jeJIHOM
TPEHYTKY, [0 3aKOHUMA KJIACUIHE MEXAHUKE MOXKEMO JIa PEKOHCTPYUIIEMO MAKAP
OJIMCKY HCTOPHjy CHCTEMa, KaKO IIPOILIy, Tako u Oyayhy. Wiu, pedeHo jesmkom
MaTEMATUKE, aKO UMaMO JIOBOJHHO MOUYETHHUX YCJIOBA MOYKEMO JIOKAJIHO (Y BPEMEHY )
¥ jeTHO3HATHO /13 OJIPEIUMO perreme audepeHiinjaate jeJHadnHe.

28Tj. 6uxomomopdumx penapamerpusanuja chepe CPL. Tpyma G agjersyje ma M y(A) x S?
no npasuiy ¢ - (u,z) = (uo¢~1, $(2)); upocrop ua sesoj crpanu y (30) je upocrop opbura oBor
JiejcTBa.

29 JlunamMuuKoM Bapujab/IoM MOXKEMO CMATPATH CBaKy, y OLLITEM Cllydajy 3aBUCHY OJ BpeMEHa,
byurnujy #a dhaszmom mpoctopy, HIp. cBaky dysrmujy A : T*M — Rum A: T*M xR - Ry
XaMUJITOHOBO] MEXAHUIA.
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MebhyTum, eKCriepuMeHTAHYA PE3YJITATH U3 MIPBE JBE JeleHnje X X BEeKa MOKA3AJIN
Cy /a y MHUKDOCBETY He BJIaJia OBakaB JerepMmuHn3aM. (OCHOBHA MPETIOCTABKA
KBAHTHE MEXAHUKE j€ J]a HUKAKBO 3HAIGE O CUCTEMY Y [OYETHOM ITOJIOXKAJy HE MOXKE
Jia HaM IIOMOTHE I3 Ta9HO OIUIIEMO Tpajekropujy cucrema y Oymyhuocru. Hajsu-
1Ie IITO MOXKEMO JIa, KAXKEMO O CUCTEMY je TO Ca KOJIMKOM BEpPOBATHONOM CHCTEM
y maroMm TpeHyTKy Hahu y omapehenom cramy. Jeman on moryhux naumna na ce

bopMyIHIIe KBaHTHA MEeXaHWKa, je caeqehn ckym mocrymara’’.

ITpBu mocrymnar: Cramby QU3MIKOr CHCTEMA MOXKEMO 3 IPUJIPYKUMO KOM-
IIJIEKCHO BPEIHOCHY PYHKUUJY CMatba WA Masachy GynKyujy ¥ Koja caapkKu CBe
nadOopMaImje Koje MOKEMO Ja UMaMO O CUCTEMY, IpHu demy (DyHKIHje ¥ u A\ 3a
A € C\ {0} onmcyjy ucro crame.

Tanacua dyukuuja 1¥(q,t), rae je q BeKTOp (WIu BEKTODH, Y CJIydajy BHUIIE Yec-
TULA) 110JI02Kaja, a t BpeMe MOXKe Ja Ce MHTEepPLpeTupa Kao I'yCruHa BepoBarHohe
Jla ce cucreM y TpeHyTky t Hahe Ha MeCTy q, yKOJIHMKO MOXKEMO, CAIJIACHO 3aKOHY
Ja je yKyIHa BepoBaTHONA je/aH, Ja je HOPMAJIN3yjeMO TaKO Ja je

(31) / o, DI dg = 1.

Ogaj 3axTeB HaM TIOKa3zyje jJa 6m 6uo Jerno 1a je nmpoctop dbyHknuja cramba L2(R™)
— mpoctop GbYHKIHja Ca WHTErpabWIHUM KBaJApaToM Momaysia. Ha kasoct, 0BO He
MO2KEMO /I3 LOCTYJMPAMO, jep ce 4ecro jemasa Ja (QyHKuuje cramba (10 KOjux
JI0JIA3UMO HA, HAYUH KOju NeMo yCKOPO Jia LOCTYJIMPAMO) HE IIPUIIAJIA]y OBOM LIPOC-
topy. Ajm, npermocraBulieMo na (yHKIHjE CTarmba YBEK MPUMaIajy XujIbepToBOM
npoctopy, L? uiam HeKoM Jpyrom.

[Ipumerumo na dyukuje \p u ¥ uaeHTudUKyjeMO MoC/Ie HOpMaJIU3alnje, Kao u
na €% u 1) umajy uery nopmasmsanujy. 3aro je uciupasHO nocMarpary QyHKIuje
CTaba U Ka0 TAYKe IIPOJeKTUBHOL IIPOCTOPA, AU OBJe HeheMO 3ay3uMaT Ty TAYKy
[JIE/IUAIITA.

Jpyru nmocryiar: Ako je rajacHa QyHKIja Y1 HpUAPYKeHa jegHoM Moryhem
cramy cucreMa, a QPYHKIHja 12 APyromM Moryhem cramy, OHIA je W HUXOBA, JIMH-
eapHa KOMOMHAIHja

A1 + Ao, A, A2 €C
ranacua dbyHkimja Hekor Moryher crama cucrema ([Ipunyun cynepnosuyuge). Ipy-
UM pednMa, CKyT (hYHKIMja CTAA jé BEKTOPCKHU MPOCTOP.

Tpehu mocrynar: Csakoj AuHAMUYKO] Bapujabiam A MpUAPYKYyjeMO CHMET-
pUYaH JUHEeapHU omeparop A koju AejcTByje Ha XuadepToBOM MpoCcTOpy MYHKIN)jA
crama. I cam oBaj omeparop Ha3WBA Ce AUHAMUYIKOM BapwjadIOM y KBAHTHO]
MEXAHUIIH.

OBo npumpyzkuBame BpmuMO 1m0 cienehem ,npasuiry”: y u3pasy 3a KJIaCHIHY
nuHaMudky Bapujabiy A(qi, ..., Gn,D1s-- -, Pn,t) yBEIEMO CMeHY

0
(32) Pk —lha—qk, qr = Q-

300ge [IOCTyJIaTe HaBOJHUMO Y II0jeTHOCTABJHEHO] (POPMH, HIP. HIHOPHIIEMO JIMHEAPHE Ollepa-
TOpe Ha IpoCTOpy (YHKIUja CTarha KOjU HEMAjy JUCKpeTaH cuekrap. Hbux y onmreMm ciydajy He
MOKEMO & 3a00uhemo, a/iu 3a BUXOBO pa3MaTpambe Cy HaM HOTpeOHEe HETPUBHjaJIHE KOHCTPYKIUje
U3 CIHEeKTpaJHe TeopHje oneparopa (CIeKTPaIHA Mepa M CIeKTPAJIHH HHTErpaj) Kao U eJIeMEeHTH
Teopuje guctpubynunja.
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Tj. HMIIYJIC 3aMerbyjeMO OIepaTopoM andepeHnupama, a KOOPJAUHATY OlepaTopoM
MHOXKE€Ha, KOOpAuHATHOM dyHKujom. Ha mpumep, ako je H Kjacu9HM XaMUJITOHU-
jaH KOju CMO pasMarpaju y XaMUJITOHOBOj MEXAHUIM, OHJIA, je

1 & 2
H(qla" <y Q4n,P1, - 7pn) = % Zpi +V(q)7 H= _%A—i_v(q)a
k=1

rae je A = VoV Jlamnacujan. Ped ,upaBuiio” cMO craBuiiu 110/1 3HAKe HABOJA 3001
TOra WTO OBAj LOCTYLAK HUje 100po Jedunucan (Tj. KBAHTU3ALU]a KJIACUIHOD CUC-
TemMa y ouwreM ciy4ajy uuje peuted upobsiem). Hup. 3a qunamuuky Bapujabiy
A(q,p) = p*q Basku u A(p,q) = pgp = qp?, am Ta TpU W3pasa Aajy TPU Pa3IUTUTa
JIMHEeapHa orneparopa, Oyayhu na mudepernupame (onepaTrop p) U MHOXKEHE KOOD-
punarsoM yHkuujom (oteparop q) He Komyrupajy, seli 3a10BosbaBajy ciaoxenuje,
JIajOoHuoBO IPaBUIIO.

Oueparopu px = —2'7"18—2),c u qx = Q- cy ayauanu y ciaenehem cmuciay. Heka
je f : R® — C unrerpabusina dyskuuja, mwena Qypujeosa mpanchopmayuja je
byuknuja

~

(33) (pl,...,pn):(Zﬂ)_"/2/'~- F(qu, ..., qn)e”Prastdendn) go, - dg..
]Rn

HudepennupameM 10 pg 100HjaMO MPBY, a HAPIUjATHOM HHTETPAIIJOM JIPYLy O/
caeaehux dopaymra’t

— 9. 2. .
34 qf=i—f u —f=1ipsf.
(34) Ipk Oqx
Haxue, oneparopu audepeHuupama 1 MHOXKeba Cy JAyaind (40 Ha MyJITHILIMKA-
TUBHY KOHCTaHTy) y ogsocy Ha @ypujeosy rpancdopmanujy.

YerBpTH nIOCTyJIAT: Jeaunu moryhu pe3ysiraru Mepema JruHaMudKe sapujadiie
A cy comcTBeHe BpemIHOCTH omeparopa A.

IIpumernmo na 0Baj MOCTY/IAT MMA CMEC/IA 3aXBajbyjyhu CHMETPHYIHOCTH ITOC-
TyJIUPAHE y MPETXOJHOM — COIICTBEHE BPEIHOCTH CHMETPUYIHOI OIEpaTopa Cy pe-
aJTHr OpPOjeBH, Tj. MOXKEMO 0 BUX IONU MEPEHEM.

3aparak: Jlokasaru 1a Cy CONCTBEHE BPEIHOCTH CHMETPUYHOL OIEpaTopa pe-
aJHe W 1@ PA3JIUIUTUM COTICTBEHUM BPEIHOCTHMA O/TOBApAajy OPTOTOHAJHU COTI-
CTBEHU BEKTOPH.

Ako je rasacua dyukuuja cucrema ¥, (rj. ako je cucrem y crawy 1,) jesad
0/J1, COLICTBEHUX BEKTOPa oleparopa A KOju 0JroBapa COLCTBEHO] BPEAHOCTH Ap, Tj.
axo je

Adjn = )\ndjnu

onga he mepeme Bapujabme A 6utn \,. Mehyrum, ako cucTeM HHje y COMCTBEHOM
cratby oneparopa A, OHJa MOXKEMO JIa POBOPUMO CAMO O MATEMATUIKOM OUYEKUBALDY
pesynrara Mepema. OHO ce yBomu y cieneheM mocrysary.

310po saxresa HU3BECHY IHUCKYCHjy, KOjy OBJe 3a00mia3uMoO. YMECTO TOora 3aJ0Bo/bHheMO ce
npumendoM ja je u3Boheme oBux OpPMyIa TPUBUJAIHO AKO je f rirarka MYHKOHja ca KOMIAKTHIM
mocaueMm. Opatie, mocie pedeHe auckycuje (KOja yKJbydyje HIpP. ¥ OAIOBOD HA MUTAIbE LITA je
nudepernupame ako f Huje IVaTKa), CIeAM K ONIITU CJIydaj.
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ITeru mocTystar: AKO je CHCTEM y CTaby OMUCAHOM (DYHKITHjOM CTarba, 1), OYeKH-
BaHa BPEIHOCT Mepema IuHAMUYKe Bapujadie A je

1 (A1)
(35) (A) =
(W )
rae o3Haka (- | -) HA JECHO] CTPaHM O3HAYABA CKAJAPHU IIPOU3BOJ Y HPOCTOPY
craba.

HTectu moctynar: Caka ranacHa GyHKIEja KOja onucyje Mmoryhe crame cuc-
TeMa MOXKE J]a Ce HAlWIIe KaO JIMHEeApHA KOMOWHAIM]a COICTBEHUX BEKTOpA JIU-
Hamuuke Bapujabie A,

W3 cumerpuynocTu oneparopa A rapanroBane TpeliuM HOCTYJIATOM CJIEIH /1 Pa-
BJIIMYUTUM COLICTBEHUM BPEJHOCTUMA OJAIOBAPAjy OPTOIOHAJIHU BEKTOPH (MOXKEMO
UX, LOC/Ie MHOXKEHha CKAJIaPOM, CMarparu oproHopmupanum). U3 ouure reopuje
OypujeoBUX peIoBa HAM je MO3HATO JI3 jé CBAKU NomMmnyH>> OPTOHOPMUPAH CHCTEM y
XwubepToBoM mpocTopy 0aza. MehyTum, HEMA]y CBU CUMETPUYHU OMEPATOPHU TIOT-
IIyH CHCTEM CONCTBEHuX BeKTopa. OHe KOju mMajy HAa3UBAMO jOII U ONCEPEAOAAMA.

Heka je A oncepsabiia 1 10, OPTOHOPMUPAH CHUCTEM HEHUX COILICTBEHUX BEKTOPA
KOjU OJ/IFOBAPajy COICTBEHUM BPEIHOCTAMA A,. Heka je crame CHCTeMa OIMHCAHO
byrkmmjoM crama ¥; MoxKeMo Ja npeanocrasumo aa je (¢ | ) = [ |¢* = 1. Tana
M3 IIeCTOr MOCTYJIATa CIIe/IH

(36) 1/) = Z Crﬂ/’nv

rze je, 300r OpTOHOPMUPAHOCTH CUCTEMA, Yy, ,

N3pasu (36) u (37) mMory ce HammcaTu Kao
= (0| Yn)n,

Wi, ako ,,06puiemo 1) ca obe crpane” >
) b))

1= | ) (¥ |-

Caza u3 neror mocryiara CJieIu Jia je O9eKUBaHa BPEIHOCT Meperba orcepsabdie A
<A> = <A¢7 ¢> = Z Zémcn)\n<¢nu ¢m> = Z )\n|cn|27
m n

jep je ¥, opronopmupan cucrem, Tj. (¥n | ) = dpm. Benuuuna

leal? = 1Wn | D)

ce MHTepIpeTupa Kao BepoBaTHONA J1a, ce Ipu Mepemy Bapujabie A cucrema y cramby
1 pobuje pesyirar A,. Ilowro cy A, jeaunu moryhu pesynraru mepema (npema
YETBPTOM [OCTYJIATY) U HOIITO je

D leal” =1

n
32 . Tj. TaKaB Ja MY je JIHHEapHH OMOTAa4 CBYZA I'yCT
330mneparopu | ¢) n (¢ | masusajy ce 6pa u kem (om emrs. bracket) omeparopuma. MW3pas
| $)(¢ | MmOke ma mejcTByje Ha BEKTOpe Ha TPH HAYWHA: CJI€BA, 37E€CHA U CJIE€BA U 37eCHA. Y IPBA
JIBa Cily4aja pes3yJirar je BeKrop, a y rpehem ckasap.
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(36or (¢ | ) = 1), oBa uHTEppeTaNUja je carjacHa ca 3aXTEBOM Ja je yKyIHa
BepoBarnoha 1. Koedbunmjenru (37) nasusajy ce amnaumydama seposammohe.
Heka cy A u B aBe omncepsabiie KOje UMajy UCTE€ COLCTBEHE BEKTOPE:

[Tomrro je, mpema IIECTOM IIOCTYJIATY, CUCTEM 1), 0a3a, CBAKH BEKTOP U3 IIPOCTOPA
cTamba MOXKe [[a Ce HAMMUIIe Kao ¥ = Y ant),. Onxarie, y3 momoh (38) cienn

(AB—BA)Y =Y a,(AB—BA)p, = Y an(tnAthy — \B,) =0,
Tj.
(39) [A,B] =0,

rae je [A,B] = AB — BA xomymamop auneapnuz onepamopa. O6pryto, u3 (39)
ciequ ga A u B umajy ucre concrBene BekrTope. OBO je o4uriieiHO ako jejan
oJ1, omieparopa, Hip. A, WMa HeJIereHepUCAHE COMCTBEHE BPEIHOCTH, Tj. MMa CAMO
jeTHOMMMEH3MOHe CONCTBeHe mpocTope. Taja 3a cBako A1 mocToju jeduncmeen 00
HO MYATUNAUKGTUBHY KOHCIMAHMY BEKTOD 1, KOju 3aa0BojbaBa A, = A\,i,.
Onarme u u3 (39) cnenu A(B1),) = A\, B, na 360r jenuacreenocru ¢, crnenu na cy
B, u ¢, napasesnu. Y ciy4ajy ga Cy HEKe COLCTBEHE BPEIHOCTH JIEr€HEPUCAHE,
JIOKa3 Ce CBO/JM HA PEIIABAE J&THOI XOMOPEHOI CUCTEMa, JIMHEAPHUX jeTHAYNHA.

WNwmajyhu y Buay oBaj 3akibydak, Kao M HUETBPTH ITOCTYJIAT, MOXKEMO Ja 3a-
KJBYYMMO /13 je Moryhe mCTOBpeMEHO TA9YHO U3MEPUTU BPEIHOCTH [IBE JUHAMUYKE
Bapujabiyie caMO aKO BHUMa IPUIPYKEHH OIMEePATOPU KOMYTHPA]y, jep CaMo Taja
cucTeM MOXKe 113 ce Hahe y comcTBeHOM cramy obe Bapujabsie. Panuje cmo Bumie-
JI I3 OLEPATOPU LIPUJPYKEHU MMILYJICY U 10JIOXKajy He Komyrupajy (Beh 3an0-
BO/baBajy JlajoHUIOBO MPABUIIO), OJAKJIE CJIEAU Ja Ce UMITYJIC U II0JIO¥XKAj HE MOIY
ucroBpemeno meputu. OBo je Xajsenbepzos npunyun veodpehenocmu y KBaAHTHO]
MEXaHUIIH.

Hanomena: OBaj mocTynar cMO, paau jeJHOCTABHOCTH, (DOPMYJIMCAIN 3 OII-
cepBabJie KOje UMajy AUCKPETAH CIeKTap. ¥ OIMIITEM CIydajy, orncepBabie MOry mia
“Majy KOHTHHYyAaJaH, JaKjae Hempedpojus eo cuekrpa. Jlakie, m Takse Bapujadie
rpeba yKbyuuru y oBaj nocryiar. Ananoruja dpopmyda (36) u (37) 3a mwux 6u 6usa

(40) %= / CNadr, (N = (i | 6.

[TormyHO KOpEKTaH OMHUC MPETXOIHOT WHTErpaJia [aje Cé y OKBUPY CIEKTpPaJIHE
teopuje oneparopa’?. ITocaenma GopMyia 4ecTo ce mume u y 06IuKy

(41) = / EXICNES

Baucra, ,mHoxemwem obe crpaue jennakocru (41) ca 10” nobuja ce (40).

Cenmu mocryinar: Tanacua dbyskimja ¢ cucrema ca xamunaronujanom H 3a-
noBosbaBa Illpedurnzeposy jednawuny
N

(42) ih— = Hy

34BI/I,£LeTI/I Hip. Pynwkyuonaaky amnasudy B. Pyauna.



28

Y caydajy KIacHIHOT XaMUJITOHUjaHa,
1
(43) H(pla" sy Pnyq1, - --7(Jmt) = %(p% + - +p,21) +V(q1, .. 7Qn7t)
jemnaumna (42) mocraje

oY h?
44 th— = ——AY+V(q,..., .
(44) 5 5 A+ Vias, .- qn)¥
CranmapIHy HAYUH PEITaBaha OBAKBUX MAPIUjAJTHUX jJeJHAUNHA je mMemod pa3dea-
jara npomensusur. Hanve, pemierse TpaxKumMo y 0OJIUKY

1Z)(qla ce s Qn, t) = ‘Ij(qlv ceey qn)T(t)

Yb6auusamwem osor uspasa y (44) nobujamo

h2
W ()Y (q1,. .., qn) = ( — %A\Il(ql, cosqn) Vg1, -5 60)%(q1, - - ,qn))T(t).

VY nociieim0j jeHaMuHT MO2KEMO CBe u3pase Koju cajpzke ¢ qa npedarmumo Ha je/iHy,

a CBe OHe Koje canpxe (¢1,...,qy) Ha APYTy cTpany jemHakocrtu. Tako mobujamo
’ h?
th _ — 5= AV + VU
T v
JleBa cTpaHa OBe jeJHAKOCTH HE 3aBUCH OF (q1, . .., (n), & JECHA HE 3ABUCH O , 1A

OHA BaxKM CAMO aKO Cy 0O0e IbeHe CIPaHe jeJHAaKe HeKOj KOHCTaHTU (O3HAYUMO TY
KOHCTAaHTY, Koja hie umaru nuMensuje edepruje, ca E), mro naje

h? —iFt
VAV VO =EY, T ="
2m h

, TAKO 713 je OTIITE peIlerme jeTHa-

T.

Pememe apyre jenmaumue je T(t) = e iFH/n

qnHe (44)

¢(Q1a . '7qn7t) = e_iEt/h\I](qlu . '7qn)7

rae je U pememe epemencru HezasucHe Wian cmayuonapre Ilpedunzepose jedna-
YUHE

2
(45) ELEYN
2m

[Ipumerumo ma oBo 3Ha4m Aa je E comcrsena Bpeanoct omeparopa H mpuapyzkenor
xamuaTonujany H, a pereme ¥ HeroB CONCTBEHU BEKTOD.
BaapxkuMo ce 3a TpeHyTak Ha caydajy n = 1. Taza je (45) obuuna nudepeniy-
jaJIHA jelHa4YuHA JIPYIOl peja
h2

%\If”(x) +(E=V(2)¥(z) =0.

[IpernocraBumo 1a ce pagu o0 ca0600H0j wecmuyu, Tj. ga je V = const. Taga cy
pelrema TPeTXOIHe jeTHATNHE
(46) U(x) = e®,

rae je (h€)? = 2m(E — V). Axo je E <V, KoncranTa £ je mMaruHapHa, perermhe
je HeorpaHnveHo u HeMma busnuky mHTepuperanujy. llpermocrasumo ma je V <
E. Tana je £ mo3uTuBaH WM HErATHUBAH peayiaH OpOj, Tj. MMaAMO JBa JUHEAPHO
HE3aBUCHA PEIICHA

(47) U, (z) = e, U_(z) =e
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[Tpumerumo ga cy, Ha OCHOBY omuca Jaror y TpeheMm MOCTyJaTy, OBO COICTBEHH
BEKTOPHU OIT€PATOPA, UMITYJICA, P = —ih%, JIOK Cy, TIPEMa, 9eTBPTOM IMOCTYJIATY, Hhe-
rose corcrsene BpeguHocTu Moryhe speanocru umiyiica. lakie, U, rae je umiyic
k > 0, npezacraBiba decruily xoja ce kpehe na decno, a V_ decruiy Koja ce xpehe
na aeso. I13 mecror mocrysnara ciaegu 1a je cBaKa rajacHa (PyHKIUja JIHHEAPHA
KOMOMHAIIja OBE JIBe.

IIpobajmo caza ga eaumMuHHUIIEMO TpeTnocTaBKy V = const. IlpermocraBumo
IIPBO Jia je HOCA4 BEKTOpa CUje KOMIIAKTaH, Tj. 1a je V rinarka pyHKOuja Taksa
na je V = const Ban maTepBana [a,b]. I3 mperxomHor pasMarpama ciaeam aa je
JIEBO U JIECHO O/ OBOI' MHTEPBAJIA CBAKA TaJaCHA (PYHKIIM]ja JIMHEAPHA KOMOUHAIM]A
dbyukuuja (47), naxie v JeBO U AECHO Ol OBOI HHTEPBAJIA MMAMO CJI0OOIHY YECTHUILY.
[Tpumernmo ga ce, npumenom Ojnepose dopmyiie, 6a3a (47) Moxke 3aMeHuTH 6a30M

C(z) = coskz, S(x) = sin k.

Heduuumumo onepamop moHodpomuje Kao OLEPATOP KOjU TaJaCHO] PYHKLIMJHU CJIO-
0O/HE YECTHUIE Ca JIeBe CTpaHe WHTEPBAJIa MPUIPYKYje HmeHy TaJacHy (QyHKIH]jy
Ha JecHOj crpanu naTepBasa. Cneneha teopema je anasoruja JIluysuiose Teopeme
n3 §5.

Teopema: Marpuna oneparopa mouoapomuje y 6azu {C(z),S(x)} npunana
rpymu SL(2,R) marpuiia Koje dyBajy NOBPIIUHY eyKJIUACKe paBHu. Marpuia ome-
paropa monoapomuje y 6a3u { W, U_} npunama rpynu SU (1, 1) u3omerpuja paBan
Jlobauesckor.

Hanomernumo na rpyma SU(1,1) moxke na ce cxBarm u Kao TPyla KOMILIEK-
CHEX 2 X 2 MaTPHIA Ca JETEPMUHAHTOM jeHAKOM 1, KOje IyBajy epMHUTCKY (POpPMY
(¢,m) = [¢]* — |n]?. Csaxoj Taxsoj marpumu (a;;) oArosBapa W30MeTpHja DABHH
Jlobauesckor (y Mozesy jeauHudIHOr Aucka) z — (a11z + a12)/(a212 + az2).

Bamarak: (a) Ja qm wectuna koja ynasu y [a,b] ca jgeBe crpame MOXKe ma ce
onpuje nazan! pyrum peduma, ma jiu je moryhe ga Tasmacua QyHKImja Oyse umeH-
THYKW jeTHAKA HYIW 33 T > b, & pa3auauTta of Hysie 33 © < af

(6) da qu gecruria Koja OyTyje Ha JECHO [0 TadKe a, MOXKe Ja mpohe Kpo3 [a, b]
U HACTABH N3 MyTYyje Ha JAECHO Kpo3 [b, +00)?

(8) Jokazaru Ja 4ecruua He MOXKE Ja UMa TalacHy QyHKIUjy jejHaKy Ae™FT pa
(—00,a] u Be % ya [b, +00). nTepuperuparu 0BO Kao ,He IOCTOjH J10J1a3aK 663
onjracka’” .

[U3: B. Apuong, I'eomempujcrku memodu y meopuju dudepenyujostur jednauuna.]

IIpernocrasumo cazma aa je dpyuknuja V' mekoncranTHa Ha R, 6e3 mpermocTaBke O
Hocauy [a,b]. Taga oner MoxkeMo Ja OKymamo 1a Hahemo pererme y 06/uKy (46),
C THM IITO CaJa, KaJ je V HEeKOHCTAHTHO, JO3BOIUMO Ja U & Oyrae HEKOHCTAHTHO.
Jlakje, TpaXkKuMO periemne y 00Ky

U(z) =¥

3a Heky peaJsiny dpyHKuujy S, Koja ce Hasuba asnom pyrryujom. Tana penun-
reposa jequaduna (45) nocraje jeqnaduna 1mo S

SO | ) -p)- L

2m

S’ (z) =0.

2m
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Axo h cMarpamo ,MajuM” 1 IIyCTHMO I'a 3, ,,TesKu Hyau” %0 mociaeamy cabupak Ha
JIEBOj CTPAHU HecTaje u J00HjaMo

S/ 2
@S v =B 1. HS(@) = E.
2m
[Mocreamwa jennauuna (o memosuaroj S) Hasusa ce Xamuamon—Jaxobujesom jeo-
HAYUHOM.

Bagarak: (a) Heka je H ruarka ¢dpyHKIMja 1 HEKa je

OH
H(x07y0) = E7 _(x07y0) # 0.

dy
Hokazaru na Xamuiaron—-JakoOujesa jelHAYMHA UMA A0KGAHO PEULEHHE Y OKOJIMHU
xo (1j. ma mocroju € > 0 u dyukumja S : (rg — €,20 + €) — R rmaksa ma je
H(z,5(x)) = E 3ax € (x9g — €,x0 + €)) KOje 3am0B0sbaBa ycioB S'(zg) = yo.
(6) Hahu rimarky dbyukiujy H TakBy ga XaMunToH—JakoOujeBa jeHAIMHA HEMA
riobanuo pememse S : R — R uvu 3a jenny Bpeanocr E € R.

XamuiroH—JakobujeBy jeqHaYMHY MOXKEMO J1a padymeMmo u reomerpujcku. Ce-
TuMO ce na je mudepentujan dS mpeciukaBame dS @ R — TR =2 R x R, na
Xamuiaron—JakoOujesa jeqHadnHa MOXKE Ja Ce HAIMIIE Ko

Im(dS) € H™Y(E),

rJie je Ha JeCHOj CTPaHu MOACKYI (Pa3HOr [IPOCTOPA HA KOME KAGCUYHU XAMUITOHU-
jan H (1j. enepruja) uma xoncraurny speguocr E. Oso ycuocrasiba cienehy eesy
Kaacuwre u keanmue meranurxe: Pyuknuja S Ha Ba3HOM IPOCTOPY KJIACHYHOT
MeXaHIIKor cucreMa je dasna dynxnuja anpokcumarmje® permema Ilpeumrepo-
Be jeJHAYMHE aKO je BPEIHOCT HHeHOr mumdepeHIjaia CKyn Ha KOME je KJIACHIHU
XaMUJITOHMjaH KOHCTaHTaH. [Ipumernmo ma je, 3a ayTOHOMHE XaMUJITOHUjAHE, CKYTI
H~1(E) yupaso cKyn y KoMe ce o[Buja KpeTame KJACHYHOr cucreMa (110 3aKOHy
OlpKaba eHepruje).

OBaj reomerpujcku norsies va lllpeauarepoBy jenHadnay HAM TOMYIITA 2 JIAKO
VONIIITAMO TPETXONHY AUCKYCH]Y O jeHOj UeCTHUIM Ha MTPOWU3BOJHAH CHUCTEM Ol N
YeCTULA, AJIM U BUIIE OJ TOra: MOXKEMO /13 FOBOPUMO O KBAHTU3AIU]A KJIACHIHOLD
CHCTEeMa HA KOTAHTEHTHOM pacjojemby T* M 3amaTor KIaCHIHUM XaMUJITOHHA)AHOM
H : T*M — R 3a npoussosbay muorocrpykocr M. @yuxuujy S : M — R nasupamo
donycmueom, aKO OHA, 33/I0BOJbaBA XaMUITOH—JaKOOHjeBy jeqHATHHY

H(dS(q)) = E.
[Ipumernmo na cavka L = dS(M) C T*M 3anoBo/baBa ciaeneha cojcrsa:

(A1): dim L = n = dimT*M
(A2): pecrpuknuja 0|L Jlnysuiose dbopme Ha L je tauna dopma.

35OnpaB;|;a,H0 MOZKe J]a Ce [IOCTABU IIUTake IIITa 3Ha4u Ja ,,[I1aHKoBa Korcmarnma Texxu Hyua” .
Oprosop moxe ga Oyme caegehu. Cucrem cMmarpaMo ,MaKPOCKOICKHM” AKO Cy IbErOBE BeJId-
quHe (Maca, 3ampeMuHa UTA) Beauke y mopebemy ca h. Ilonamame TaKBOI CHCTEMA je OHO IITO
»BEIMMO”, Tj. ONUCYjeMO 3aKOHHMa KJIACHIHE MEXAHUKE. 3AKOHH KBaHTHE (pu3uxe (Ka0 U CBAKe
TeopHje Koja objallmaBa CBET, OHAKAB KAKBAM Ida MH J0XKHBJ/HaBAMO) Tpeba /1a OCIHKABAjy OHO
WITO BUAMMO, Tj. Teopuja Tpeba na Oyne Taxsa aa xaxn h (koje ,He Buammo”, jep je qumensuje peaa
10733¢m), czealieno ka0 GOPMAAHU MAMEMATNUNKEY TAPAMEMAD, TEXKH HyJTH.

36y cmuciy uperxosue dycHore
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IMocnenmwe tepheme cueau u3 (21). YKoIUKO ce ped ,radHa’ 3aMeHu ca ,3aTBO-
pena”3" | (A1) u (A2) nedunumy Jlazpanoicesy nodmmozocmpyxocm 'y T* M.

Baparak: lokaszaru na je byskmmja H : T*M — R j0okajgHO KOHCTAHTHA
ua Jlarpamxkesoj mommuOorocrpykoctu L C T*M ako u camo ako je XaMUITOHOBO
BEKTOPCKO oJbe X jj TAaHM€HTHO Ha L.

OBaj 3amaTak MOXKe 7[a Ce CXBATH KAO YOIIITemhe XaMUJITOH—JaKoOujeBux je-
HAYWHA, 8 KBAHTU3AIMja KJIACHIHOT CUCTEMA KAO TPUIAPYKUBaWE Jlarpanzxkese
IO/IMHOIOCTPYKOCTH KJIaCHYHOM XaMuaTonujany. [Ipumernmo na je ckyn H1(E)
muoro sehu o L (cem y ciyuajy n = 1): upsu ckyu je xunepuospiu (ako je E pe-
2yaapua epednocm dpyukuuje H y cmucay §1), a muorocrpykocr L uma jaumeHsujy
7 KOTUMEH3HjY N.

Y §5 cMO crIOMEeHYJIH /13 ce KJIaCHMYHA MEXaHWKa MOKe PAJIUTH HA [IPOU3BOJHHO]
cuMILIEKTUYKO] MHOrocrpykocru. [lomro cy Jlarpamnkese mogmMHOrocTpykocTu Jie-
dunucane u raza, MOXKEMO Ja FOBOPUMO O KBAHTU3AIMUjU XAMHUITOHOBOI CUCTEMA
HA CHUMIUIEKTUYKO] MHOIOCTPYKOCTH (KOja HUje 00aBE3HO KOTAHIEHTHO PACJ/IOjerbe).
Y onmreM ciy4ajy, Ha CHMILUIEKTUYKOj MHOTOCTPYKOCTH je pa3jnKoBame usmehy
MMITYJICA U TI0JI0Kaja CaMoO JIOKAJIHO U YCJIOBHO, Tj. 3aBHUCH O U300pa KOOp/MHATA,
ma 0e3 reoMerpu3alije KOjy CMO U3Ben, HEe OMCMO MOIUIM /1a TOBOPUMO O KBAHTH-
sauuju, caepehiu camo peuenr (32) uz rpehier nocrynara. Y KBaHTHOj MexaHuLu
IIOCTOjH CJAUYHA ,,PABHOIPABHOCT yJI0ra”’ HMMIIYJICA U IIOJ0XKaja, ocrBapeHa Pypu-
jeoBom Tpancdopmaimjom (33).

3aparak: Heka je {/1\ ®ypujeosa rpancdopmalmja ranacue gyukuuje ¥ (dyn-
Kiuja J HA3UBA CE MAALCHOM HYHKUUJOM Y NPOCTNOPY UMNYACGL) CUCTEMA CA KJla-

cuanum xamuironujanom (43). Jokasaru ja ona 3auososbasa [llpedunzeposy jeo-
HAYUHY Y TPOCTIOPY UMNYAC

L0~ Pit- 4~ 2T
ih=—0(p1, ..., Pnst) = Z——)(p1, ..., P, t) + 27) 2V 5 (p1,. . ., P, b)),
ot 2m
e je ca * o3HadeHa komeoayyuja>® bynkmmja V (-, t),¥(-,t) : R" — C.
3aBuCHOCT TajlacHe DYHKIHjE O BPpeMeHa MOXKEMO Ja ONUIIeMO MOMONy onepa-
mopa esosyyuje U(t, 1)) — yHHTAPHOT OmepaTopa KOju ONUCYyje MPOMEHY TaJacHe
dyHKIHjEe 011 TPEHYTKA to I0 TPEHYTKa t:

(48) P(-, 1) = Ul t0)¥ (- to)-

W3 lpeguarepoBe jeaHavdnne Caeau Ja je

0
(49) ih=- Ut to) = HU(t, to).
AKO XaMHITOHHjaH He 3aBUCH O BpEMEHa, OJAT/Ie CJIeIn
(50) Ult, to) = exp< - %H(t - to)) .

W3pa3 Ha mecHoj cTpaHu je aHaauTudIka (PYHKIHja Yhja, je MPOMEH/bUBA OIEPATOP;
oHA MOXKe Ja ce jeduHHIIe IOMONY CTEeHOr Peja akO je OIeparop OIPAHUYEH,
OJIHOCHO IIOMONY cnexmpaaroz uHmezpasa y HEKUM OIIITHjUM CJIy4ajeBHMA.

37TByayhu sa je df = w cummiexTuuka popuma, (A2) ompa rmacu w|r, = 0 u uMa cMucaa Ha
MIPOXU3BOJHHOj CUMILTIEKTHIKO] MHOIOCTPYKOCTH.

3Bfxg(@) = fpn fl@—y)gly) dy
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Omnwuc xkBaHTHOr cucTema momohy TajacHe (yHKIMje KOja 3aBUCH O BPEMEHA,
nasusa ce lpedunzeposom caukom. KBanTHa MexauHmka MOxKe Ja ce (DOPMYJINIITE U
y okBupy Xajaenbepzose cauke, y KOjoj Ce CHCTEM OIKCYje TAIACHOM (PYHKIHjOM y
TPeHyTKy t = to u oueparopom eposyuuje. Ako je A nuHamudka Bapujabiia, OHIA
je

A¢(= t) = AU(t, toW('a to).
VKOIMKO KeJIMMO JIa TOCMATPaMO 0Baj u3pa3 y OKBUpPY Xaj3eHbeprose ciauke, Tpeda
Jla onuIineMo rajacHe pyHKIMje y TpenyTky t = to. One cy

Uil(tv tO)A¢(5 t) = U71 (tv tO)AU(tv tO)w('v tO)'

Haxue, na ranacuy dyskuujy y rpenyrky ¢ = to (y KoMe je OHa jejuHo u 3aJara y
Xaj3enbeprosoj cuauuu) Aejcryje oueparop

A :=U"'(t,t,)AU

Crenujasmo, oBako u of xamunronnjana H mobujamo omeparop H. Tana u3 (49)
creau

d~  ix oo (DAY

Oga jenuauuna je y Xajzeubepropoj cauiy ouo mrro je [penunreposa y Hlpeaun-
repeoBoj. daxkse, llpeaunreposa ciuka je bopmyialiija KBAHTHE MEXAHUKE Y KOjOj
ce ca BpeMEHOM Mema TasacHa (YHKIMja U OIUC JUHAMHUKE CUCTEMA CACTOjU Ce Y
ommcy mpomMene TajacHe dyukiuje. Y Xaj3eHObepropoj cauiu TajacHa QYyHKINjA
HE 3aBUCH O] BpEMEHa, aJIi JUHAMHUIKE Bapujadse 3aBHCE U IUHAMHUKA, CHCTEMA, CEe
OIIUCYj€e HUXOBOM IIPOMEHOM.

Hanomena: Iloctynmmpame KBaHTHE MeXaHUKE KOje CMO M3JI0KUJIN je BEOMa, MOo-
jenHocTaB/beHO (HeKa| ce HA3UBa U ,HAUBHOM KBAHTU3ALMjoOM”) U 3aXTEBA MHOLIO
00pasiokKema, KOMEHTapa U IPOIIUpemha. A, MU ra OBJIe HABOAMMO CAMO Ja
6ucmo MoruBucaiu yBohemwe jesuka muorocrpykocru y ciaegehem naparpady (ap-
xkelin ce Tako TeMe U3 HAC/AOBA) M OHO je 3a Ty CBPXYy 3aloBosbaBajyhie. Umax,
mirycrpoBahiemMo Heke 071 mMpobJ/ieMa, KOju Ce OBIE jaB/hajy 9akK W y caydajy n = 1
(jeana vecruna koja ce kpehe y jennoj numensuju) Ha asa upumepa. Oueparop

MIPU/IPYKEH UMITYJICY, —ihdiq, KUM@ COIICTBEHe BEKTOpe

(51) P = e/h

KOju OArOBapajy comcrBeroj Bpemuoctu A. OBe QyHKIMje HE MPUTATAJY TPOCTOPY
L?(R). Ca oneparopoM IpUAPYKEeHHM UMIIYJICY CTBAD CTOjH jOII rOpe — OLepaTop
MHOKEIbA, Ca ¢ Hema corcrBene ¢ynkiuje. Hberosu ,comcrBenn BeKTOpH’ KOju
oJroBapajy coucrsesoj speatocru A uucy dynkuuje, seh ducmpubyyugje (suneapua
npec/uKaBama Ha pocTopy dyHknmja) ¥y = 0(q — A), nedunucane Kao

(52) 8g =N+ f = {f [a) < SO,

Hakiie, upocrop L?, nako je mpuponan ambujent 3a rycrune seposaruoha, Huje
noronan Xuabepros IpocTop crama. llpumernmo na ce ¢yuxuuje u3 L2 raxobe
MOT'Y CXBATHTH Ka0 JHCTPHOyIHje: cBaka byHKnuja g € L2 nedunume auHeapHO
npeciukasame f — (f | g) na L2. 3aTo ce nucTpubynuje Ha3UBajy jour u yonuime-
HUM PYHKLUIAMA.
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IIpumepu: 1. Xapmoumjcku ocomiaarop. Ha dgectuiy mace m koja ce
kpehe Ay x oce, a npuuspiiheHa je 32 KOOPAMHATHH [TOYETAK €JTaCTHIHOM OIIPY-
rom, zejcTByje cuia 3are3ama F = —kx, rae je k xoedunumjent 3are3ama ompyre.
Knacuaan XaMuaroHujan OBOr CHCTEMA, je

2
P 1
(53) H = "— + —mw?2?,
2m 2
rae je w = k/m. Opyru IbyTHOB 3aK0oH 3a mera raacu mi + kx = 0. Pemema ose
jeHaUMHE, Tj. TPajeKTopuje KIACHIHOT XapMOHUjCKOT OCITUIATOPA, CY
x = C'sin (wt + @),

IITO Cy ocrujanuje ca ppekBennujom w u ammautyaom C'.
Kpanruzanuja xamunronujana (53) Moxke na ce Hanuuie y obJuKy

H= E(AA* +A*A),

rae ¢y A, A* oneparopu na Xunbeprosom npocropy L?(R) nedunucanu® ca

xS R

N3 [x,p] =i cnegn [A, A*] =1, ma je
1
Heka je N = A*A. Tana je

(54) IN,Al = —A, [N,A=A" [A A=

IITO Ce JIAKO HpoBepasa, jaupexTauM padynom*’.

3aparak: /lokasaru ma je jennaunna At = () eKBUBAJIEHTHA jeTHAIUHA

d¢_
aw

U 3aK/bYYMTHU OJIATJIE [1a MOCTOjU BEKTOD 1y Takas aa je ||vol =1 u Ay = 0.

Heka je 1 Bexrop u3 uperxoguor 3azarka. 13 (54) caenu aa je raja

Hu = S
ma je
HA ™y = A" Huo + [H, A"y = w(n + 1/2) A" 1)g.
Haxsie, A*™)y cy coucreednn Bekropu oneparopa H koju oarosapajy concrBeHuM
spenoctuma w(n + 1/2). Uenocrasiba ce! ja ose concrsene spejmocru dune 1eo
cnexkrap oneparopa H. Heka cy 1), mopmammsoBanu (1j. Takem na je |[¢n] = 1

corncTBeHU BeKTopH xamuironujaHa H Koju onrosapajy COICTBEHMM BDPEIHOCTAMA
w(n+1/2).

Bamarak: [lokazaty 1a je A, = /np,_1 1 A*, = vn+ 1, 11.

3903naxe HHUCY CJIy4ajHO u3abpaHe — JIaKO je BHJETH /3 Cy OBa JBa OIEPATOPa aijyHIOBAaHA.

40J1HjeBa anrebpa reHepuCaHa Ca TPH €JIEMEHTA KOju 3a10BosbaBajy (54) Hasusa ce Xajzenbep-
2060M anz2ebpom.

41BI/I,£LeTI/I Tunm, Jade: Keanumna dusura — ca mavke eaeduwma GyHKUUOHAAHOZ UHMEZPANG.
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ITocmaTpajMo eBOIyIIHjy XapMOHMjCKOT OCITMIATOpPA TOKOM BPEMEHCKOT HHTEp-
Basa [to,t1]. ToMm HpUIMKOM, Hall OCHUJIATOD CTYNA y WHTEPAKIM]Y Ca HEKUM
CIIOJBAIIEbUM YTHUIAJUMA, KOjUX HHje OWIO IIpe TPEeHyTKa to W KOjuX HeMa IIOCIIe
TpenyTka t1. Heka je ou y TpenyTKy to 6uo y concrBeHOM cTamy ¥,. Ilocse eBoiry-
uuje on t = to 10 t = t1 (rokom Koje ce XaMUJITOHMJAH [IPOMEHMO, 3axBasbyjyliu
CIIOJBAINBUM YTHIAJUMA), CHCEM Ce HaJa3H y CTamy ¢ = >, Cpt)r. Mepeme eH-
epruje ocuuaaTopa y TpenyTky ¢ = t1 mahe pesynrar (m + 1/2)w ca BepoBarHohiom
lem|?. Onarne cienn na he pesynTaTn HOHOB/LEHHX Meperba JIATH JUCKPETHY pas-
JMKy u3Mehy BpenHocTu eHepruje y t = tg u t = t1, Tj. pedyararu he butu 1meso-
OpojHH 10 HA MYJITHILINKATABHY KOHCTAHTY. To ce HeKas (hOPMY/IHUIIE PEUIrMA:
TAPMOHUJCKY OCUUAATROP MOdICe 04 ancopOyje Uy emuimyje eHepeujy camo Y 4eao-
bpojHuM MHOMCUTNES UM OPOja W, UMENY KOJUT NPABY , K6AHMHU CKOK”.

2. KpaHTH3amnmja MoMeHTa UMILyJjica. Bekrop
L:=rxp
Ha3WBA CE KUHETMUYKUM MOMEHITOM, Y2AOHUM MOMEHITIOM, MOMEHTIOM UMNYACE
WA MOMEHTNOM KOAUMUKE kpemarba. EberoBa KBaHTH3aIM]ja je ollepaTop
J = —ih(r x V).
Axo nammmemo L = (L, Ly, L), u ca J;, Jy, J, kBanrusanuje xkomnonenru Ly,
Ly, L., onzna Baxe pejanyje

(55) Iz Jyl =ihI,, [Jy,d.] =ihd,, [J.,Jd] =ihd,,
Koje cy eksuBaJjienTHe ca J X J = ihiJ (oBo je npumep pesanuje Koja, 360r HEKOMY-
TATHBHOCTH, BAXKH 34 OIEPATOPE, a HE MOXKE Ja BAKH 33 BEKTOpe'? — BEeKTOPCKH

LIPOU3BOJ, BEKTOPA €4 caMuM coDOM je yBeK Hyiia).

Y kBauTHO] (PU3MLK Ce CBAKUM CHMETDUYHU OLIEPATOp KOju 3a/10Bosbasa (55)
Ha3uBa MOMEHTTIOM UMTYACA, WA Y2aonum momenmom. Axo osnaamvo ca j(j+1)h2
comcrBene BpeHoCTH oneparopa J? = J2 + J7 + JZ u3 (55) MOXKeMO [a H3BeseMO
Ja bpojeBu j mMory ga Oyay camo
Crenujaauu ciIydaj yraOHOT MOMEHTA je ChuH onepamop S, KOju ce TIPHUAPYyXKyje
CBAaKOj €JIeMEHTAapHO] YECTULU KAO CMeNner yrHympawre caobode u cuenupuyan je
3a kBantHy usuky. Concrsene spennoctu omneparopa S2 cy s(s + 1)h%, rae s
(cnumn wecmuuye) Mozke 1a Oye HeHeraTUBaH 1eo 6pOj (M TaKBe YeCTHIIE Ce HABUBA]Y
6030HUMa) WU MOJIOBUHA HENAPHOT IPUPOJHOr Opoja (TaKBe YECTHUIE Ce HA3BUBA]Y
pepmuoruma.

5)
2,=,...
7727

3. Cymnepcumerpuja. Cynepcumerpudse KBaHTHE TEOPUje CE 3ACHUBA]Yy HA
[IPETIIOCTABIM /13 CBAKOj YECTHUIM OJIroBapa JpPyra YecTHld, IheH CYnepnapmuep,
YUju ce CIUH PA3JIUKYje 3a %, ¥ 13 TIOCTOj€ CHMETpHje KOje Memajy y/aory 0030Ha,
n bepMUOHA — T3B. 2eHEPAIMoOPy cynepcumempuje, onHocHo oreparopu Qi, ..., Qn
KOJH 3a/I0BOJbABAJY PeAGyuje aHmMuKoMYymamueHhocmy

def

{Qi,Q;} ¥ QiQ,; +Q;Q; =0 3a i#j.

2Hacyupor pesnamujama V-(VXF) = 0u VX Vf = 0 koje MOL'Y jia ce 10KaxKy ,reoMeTpujcku”,
jep y muMma u3Meby nBe V He cToju HuinTa, I1a Ce HE UCIIO/bABA HEKOMYTATUBHOCT JUMEpEHINPaba
(JIaj6un0BO MPABMIIO).
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Crenujanuo, 3a N = 2 XunbepToB MpoCTOp CTaka MOKE /13, C€ HAIWIIE KO JUPEK-
THA CyMa,

(56) H="H & Hs

u @ : Hi — Ha, Q2 : Ho — Hip, mro ce HOpMyIHINE Ca 2eHEPATMOPU CYNEp-
cumempuje merajy yaozy 603016 U HEPMUOHA.

§8. I'eomerpujcka dopMmyianmuja KBanTHe Mexanuke. Pusuuapu A. Amre-
kap u T.A. Hlumunr cy, y pagy mybmumkoanom 1998, cyrepucanu cierehu re-
oMeTpujcku npuctyn kBaHTHO] dusunu. Heka je H xomriekcHu XuiabepToB mpoc-
Top. EpmMurcku ckajapHu mpousBof (-, ) Ha HBEMy MOXKE Ja Ce HANWIIe Kao 30up
PEAJIHOr U UMATMHAPHOL JIeJ1a;

1 )

W3 nedununyje epMUTCKOr CKAJAPHOI IIPOU3BO/A JIAKO cjieiu /3 je (G peajiHu CKa-
JIApHU TIPOM3BOJ, a () cumiiekTudka dopma (3a i = /—1). PesepBuinumo o3naky
Z > iz 3a MHOYKEHe KOMILJIEKCHIX OpojeBa ca i, a ca J 03HaAYNMO MPECTUKABAHE

J:H—H, 1.
[Towrro je (¢, Jo) = (v, @), cnenu na je G(, ¢) = Q(p, J¢). Y oBum o3HaKaMa,

[MIpenunreposa jennaunna (42) MoxKe ja ce HaIMUIIE y OOJIUKY

dip 1

— = ——JHy,

dt h v
[IPY Y€MY HA JIEBO] CTPAHM IIUIIEMO OOMYIAH U3BO/I IO { YMECTO HaPIUjaaIHOT, jep ¥
Tperupamo Kao BekTop y H, a He kao GyHkuujy (Koja cem ¢ uma joul ipoMeH/bUBUX )

y L%. Hexa je

(57) H:H—R,  Hw) ™ w, Hy).

Bagarak: Jokaszaru ja je fl(@/}) = -Gy, Hy) = 5-Q(v, JHY).
Hexka je n € TyH = H. Tana je

_ d _
dH (1) = = (v +tn, H(y + 1)) = (i, Hn) + (5, Hy) = Q(=h~ THY, 7).
To 3naun na Bexropcko mosbe X (1) = h~1JHY na H 3370Bo/baBa jeTHATHHY
dH =i(X5)Q,

Tj. X je XaMuITOHOBO BEKTOPCKO ToJbe xamuironujana H. Opariae ciemyu na
[IpenmaTepoBa jeqHAYMHA MOYKE /Ia Ce CXBATH Ka0 XaMHUJITOHOBA jeTHAUNHA

dy v
Fri X5()
Ha H.

Heka je

S w,0) =1y = (| (1/2M)GW,¥) =1}
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jenuanyna chepay H u P = S/ ~ npojekmuenu Xuabepmos npocrnop: KOJIMd-
HUYKI IPOCTOP y OJHOCY Ha penamujy ¢ ~ e'%4. IlomTo cy BeKTOpH CTama HOp-
masuzoBanu (Bugeru (31)) u ¥ u A\ o3nauasajy ucro cratbe, HPUPOAAH LPOCTOP
crama je P, a ue H. Heka cy

j:S—>H u 7:S§—>7P
[IPUPO/IHA MHKJIy31ja U IIPOjeKInja.

3anarak: /lokazaru ma 1ocroju jeuHCTBEHA CUMILIEKTAYKA dopma w HA P
TakBa J1a je mrw = j Q.

U3 nedbununuje (57) cnenu na je dyukuuja H WHBApUjaHTHA y OTHOCY Ha PO-
ranpjy ¢ — €%, na nocroju jenuncrsena dynxmuja h @ P — R raksa ga je
fom = Hoj, wro je, na ocHosy (35), exBuBasentro ca fow = (H)|s. Onarne
cJie/iu Jia je 3a KJacudHy orcepsadiy (ogHocHO dyHKIMjy aedbunucany Ha (da3HOM
upocropy) F npuponso nedunucaru kBaHTHY orcepsabiy kao (yHkuujy na P
romohy

(58) fom=(F)s.

Crenujasno, kiracuanom xamuirronujany H : T*M — R npuapyxkyjemo dysmmjy
h:P — R, aymecro Hlpenunrepose jennadnte, KBAHTHU CUCTEM OIUCYJEMO Ka0 U
KJIACHYHM — XAMUJITOHOBOM j€JIHAYMHOM — aJu Ha OECKOHAYHO JMMEH3HOHO] CHUM-
MJIEKTHIKO] MHOTOCTPYKOCTH P.

Y §7 cmo Bumenu ga cy moryhu pesynaratu Mepema KjacudHe Bapujabdiie cor-
CTBEHE BPEIHOCTHU OIeparopa npuapyxenoj Bapujadau. Heka je F' : T"M — R
KJjacuuHa Bapujabia, F : H — H mwena kpanruszauuja, u [ : P — R dyskumja
Jgedunucana nomoly (58). Heka je X Xamuironoso Bekropceko nosse. Taga je 3a
CBAKO BEKTOPCKO I0/be Y

df(Y) = w(Xp,Y),
a HUje TEITKO pemuTu cjieaehu 3a1aTak.

3aparak: Heka je v jeIMHUYHM COICTBEHU BEKTOP CHMETPUYHOr omeparopa F
u A € R oxgrosapajyha concrsena BpesHOCT:

Fiy = M.
Hokazaru na je A kpurnana speanoct Gynkmuje f, a w(¢)) meHa KpUTHIHA TaIKA.

OjiaBze 3aK/bydyjeMO Ja KBAHTHY MEXAHUKY MOXKEMO JIa IIOCTYJIMPAMO Yy CHM-
IUIEKTHYKOM aMOUjeHTy:

e Daszuu npocTop je (y ommreM ciaydajy 66CKOHAYHO AUMEH3UOHA) CUMILIEK-
THYKa MHOTOCTPYKOCT P.

o Dusuuke oncepsabie cy riarke dyHknuje Ha P, a moryhu pesynraru me-
pema Cy BbUXOBE KPUTUIHE BPEIHOCTH.

e Epoaymuja cucrema je nedununcana XaMUITOHOBOM jeIHAIAHOM Ha P.

89. Teopwmja crpyHa: TomoJsorusamnuja kBauTHe dusuke. Ilocmarpajmo
caoboany (ca norenumjasom V= 0) uecruuy koja ce kpehe y jennoj aumensuju.
Bben knacuynn xamunronujau je H = %. Heka ce ona y Tpenyrky t Hajaasum y
TOJI0KA]y OMUCAHOM COTICTBEHUM BEKTOPOM 1) OITEPATOPA, ITOJI0XKAja g KOjU OAroBapa
COIICTBEHO] BpeaHocru ¢. U3 mecror nmocrynara (crenujainno, dbopmyste (37) u (40))

u u3 onuca esoayuuje (48), (50) cienu na je sepoBarHoha Ja ce y TPEHYTKY 1
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yecTua Hahe y COICTBEHOM CTamy 1 KOje OAroBapa COIICTBEHOj BDPEIHOCTH (1
jenHaka

(59) (1 | exp(—i/hH(t: — 1)) = (1 | exp(—i(t1 —t)/(2hm)p*)¢)).

Heka cy ¢, comcrsene dyukimje omeparopa ummyica p. Hwmajyhu y sumy (41),
IperxoaHnn u3dpa3 MO2KEMO /JIBa IIyTa [Ja IIOMHOXKHMO Ca

1:/R|¢p><¢p| dp.

Tume gmecua crpana y (59) nocraje

(60) //R 1 60) {6 |65} (6 | 0 0/ i,

Osie cMO uckopucTuau u ciegely YumbeHuIly: ako je o COICTBEHA BPEIHOCT Olle-
paropa A KoOja oiropapa COIICTBEHOM BEKTOPY ¢, OHJA je €% COLCTBeHa BPEJHOCT
omeparopa e Koja o1roBapa HCTOM COIICTBEHOM BekTopy ¢. MMmajyhu y Buy na je

f]R | op.)(@py | dp1 =1, u3 (60), (51) u (52) nobujamo

(b1 | expl(—i/H (12— )p) = [ erleoemittr/em) g,
R

[Tocnenmu naTErPaAl KOHBEPIUPA CAMO AKO IIPETIIOCTABUMO /1 [IPUPAINTAj BPEMEHa,
At = t; — t uma HeraTuBaH uMaruHapuu 1eo. To hemo u ypajauru, He yIIyIiTajy-
hu ce y dusnuku cmucao te npernocraske. lIpumernmo na ce, KOMIJIETHPabEM
KBaJpaTa OMHOMA II0 P y €KCIIOHEHTY, OBaj MHTErpaJjl CBOJM HAa MO3HATH laycos
unTerpas [p e~ dx = \/m/c (3a ¢ > 0), na noGujanmo

(1 | exp(—i/FEL(t, — 1)) = ,/%eimmﬁqwzm_

[IpermocraBumo ma ce gectuna Kpehe o ¢ 10 ¢ KoHCTanTHOM Op3unom. Tasma je
uspa3 m(q1 — q)?/2 y eKCIOHEeHTY MPEeTXOIHOr U3Pa3a HheHa KUHeTHYKa eHepruja
mv? /2, Tj.

m mlla 2
(61) (1 | exp(—i/BH(t; — 1))Y)) = ,/ﬁe){pc/l ||2q|| dt)

rae je I uarepBas Bpemena. ¥ OIINTEM CiIy4ajy, JesberbeM uHTepBaia I na uo-
bunuresumanne nogunrepsase u upumenom Gopmyse (41) n uyra JjeBy crpady
y (61) MOKeMO 1a HANWIIIEMO Kao

/-'-/wl|w2><w2|¢3>...<¢n|w<t>>dq1...dqn,

rae je ¥(t) = exp(—i/hH(t1 — t))v. Ha cBakm wian npousBoja moj WHTErPAJIOM
MO2K€eMO Ja npumenumo (61).
Ako Ha oBoM MecTy opmasto npehemo Ha aumec Kad n — 0o, 100UjaMo

(62) (61 | exp(—i/HH(t, — £)))) = /p 500 (D],

rae je

(63) S(y) = / 2 d
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kaacnaan dbyHKIHOHAN Aejera’?, P mpocrop myresa u [Dy] dopmanna mepama P.

Koucrpykiuja mepe [Dv] npezacrasiba npobiem, 6yayhu na je mpocrop P bec-
KOHAUHO QUMEHZUOHA MHOZ0CTNPYKOCT U KAO TAKAB HUje JIOKAJIHO KOMIIAKTAH (J10-
KaJlHa KOMIIAKTHOCT je Ipernocrapka y KoHcrpykuuju Bopesose mepel?). Tloc-
TOju BuLle upucryna upobsemy 3acHuBama unrerpada (62). Mu hemo ykparko
M3JI0KUTH jeHy KoHCTpyKnujy E. Burtena n3 1988. koja jorude u taj npobiem.

Hexa je M mpocrop-Bpeme?. YMecTo ja decTHIly cXBaTHMO Kao TA4Ky KOja, ce
kpelie mpocropom R?, nedunumenmo je kao crpyny?® koja ce kpelie mo M. Taza rpar
KOjU OHA OCTaBJ/ba HUje jeJHOAMMEH3UOHK (KPUBa, uiu rpad) Hero JBOAUMEH3UOHMU.
[Tpumernmo ma 0BO y M3BECHOM CMUCILY NOjedHOCMaABHDYjJe CIUKY KPETabha YeCTUIE;
HIIp. Tpar KOju OCTaje TIPU PACMa/ly KJIACHYHE YeCTUIle HUje MHOTOCTPYKOCT, TOK
Tpar KOju IpeJcTaB/ba pacna/i dectuiie cxBaheHe Kkao crpyHe — jecre.

e

Cauka 7: Pacman gecture

Yiory upeciukasama vy y (63) casa upeysuma HPeCIUKABABE
w:X— M,
rIe je X aoamMens3noHa mospii. Heka cy Ha X mw M 3amare PumanoBe Merpuke, u

Heka je Ha Y. 3ajara Mepa p. Taga ymecro uarerpaja (63) mocMarpamMo uHTErpaJl
(mpermocraBuMO g Cy jeauHule Mepe usabpane Tako jaa je m = 1)

1
S = [ ldulP dn

rze je || - || Hopma oneparopa gedunucana momohy PumaHOBMX Merpuka Ha X U
M. Camnuno kao dopmysna (28) 3a xonomopdHa Lpec/uKaBaba, J0Ka3yje ce HheHO
yormremne — hopMmyia

(64) S(u):/z||5u||2du+/zu*w

3a TMPOWM3BOJbHA [JIATKA MpecauKaBama u : %L — M. Ywmecro unTerpaia (62)

nmahemo
/ e~ [Dy)
F

rae je F upocrop csux npeciukasama nospiuu y M. Ilocnenmu unrerpan je, Ha
ocuoBy (64) jenuak

(65) /]r o~ (s I0ul dut [ ) 1y

43Pa,;|;1/1 jenmocraBHOCTH cMO npernocraBuau V. = 0, y ommrem ciuydajy y (62) 6u crajano
S(v) = [(FIFII? = V(7)) dt.

4BI/I;|;eTI/I HIp. Peaany u xomnaexcny anaausy B. Pynuna.

45<I)H3anp1/1 ce cope OKO Tora Kako uariena Ceemup, 3aTo ra o3nadasBamo ca M, He HHCHC-
rupajyhu na R*. Mebyrum, npernocrasbamo ga M nMa CHMIUIEKTHYKY CTPYKTYDY-

46Koja moxe Guru unTepBas (,reopmja orBOpeHEMX CTpyHA”) muu KpyxkHuUA (,TEopuja
3aTBOPEHUX CTPyHA’).
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ITocmaTpajmMo yMecTo mera WHTerpa
/ o (¢ i 10l dyit [ ) (Du).
].'

Kazna 6u oBaj unrerpas 6mo 106po neduHucan, MOLIO 6u ga ce mokazxke!! ma on
He 3aBucu o t. Tazja, mpemackoMm Ha, JUMeC KaJ ¢ — +00 3aK/bydyjeMo 1a je
unTerpasn (65) jeAHAK MHTErpAJy

(66) [ et o)

e je M ckyn npeciukasama u @ ¥ — M koja 3amosospasajy Ou = 0, Tj. CKym
xosoMopdHEX HpeciukaBamba. Mehyrum, y §6 cMo Buenu ga je raj cKyn KOHAYHO
JuMeH3uoHa MHOrocrpykocr. Jlakie, uarerpas (66) o memy je KOPEKTHO 3aCHO-
Ban’®) Te ce Moke yzeTn 3a mETepHpeTanujy mHTerpana (65).

810. Mopc—®JsopoBa Teopuja: cTpyHe y kjgacuaaoMm cBery. A. Iloenkape
je 1900. roaumme mocraBmO XWIIOTE3Y KOja Ce, MOJEPHUM PEYHUKOM, MOxKe (hop-
mysucaru oBako: Hexa je M komnaxmmua npocmo noee3ana n—0umMeH3uora eAamea
MHOZOCPYKOCTN, 0€3 2PAHUYE YUJa Je TOMOA0LUJE U3OMOPPHA ToMmorozufu chepe S™.
Tada je M = S™. Onme = 03HAYaBA TOMOJIOMIKY €KBUBAJIEHTHOCT, Tj. XOMEOMOD-
busam?®. C. Cmejn je 1956. rogume 10Ka3a0 OBy Xumoresy 3a n > b; KacHuje je
XHUIIOTE3a, JI0Ka3aHa 1 3a npeocraje ase aumensuje’’. CMejios 10Ka3 ociiama ce Ha
Teopujy Mopca; maremMaTndKu amapar KOju je TOM IPUINKOM Pa3BUjEeH HA3HWBA CE
meopujom h—Kkobopdusama, a Ta Teopuja je KacHuje GpopMaIN30BaAHA KPO3 TEOPHU]Y
Mopcose zomonozuje Kojy hemo oB/ie BpJIO KPATKO U I10jeJHOCTAB/HEHO U3JIOKHUTH.
Heka je M rsiarka muorocrpykocr u f : M — R rinarka dynkuuja. Kaxemo na
je f Mopcosa gynryuja ako je y cBaKOj BbeHOj KpUTUYIHO] Tadku (Tj. CBAKO] TaYKu
r y Ko0joj je df(r) = 0) marpuna apyror mssona (Xecujan) D?f(x) nemerenep-
ucana. Mumekc oBe marpuile Ha3uBa ce Mopcosum uHOeKkCcOM KDUTUYHE Ta9Ke T U
o3uHauaBa ca my(x). Baxu cnemehe tBpheme (Mopcosa nema): Ceakxa kpumuwuna
maywka r Mopcose pynryuje f uma okoauny y Kojoj nocmoje woopduname y Ko-
juma je f nedezenepucana xeadpamma gdopma undexca my(z). Onmasae cieau aa
cy kpuruune tauke Mopcose dyukuuje uzosnosane (jep je jequHa KpUruiHa TauKa
kBaaparue dopme 0), a ako je muorocrpykocr M xomnaxrha (mro hiemo oBae u
[PETIOCTABUTH ), CKyll KpUTUIHUX Tadaka Mopcose dyukuuje je konauan. Heka je
Crit,(f) ckyn xpuruaanx tadaka Mopcose dyuknuje f Mopcosor nniekca p u

Cp(f) = {Z apxy | o € Crity(f), ax € Z}

47OBa,j »Jl0Ka3” MOXKEMO [Jla CXBATHMO KaO €KCIIEDHMEHTHUCAE Ca, jOII YBeK HeaedUHHCAHUM,
unTerpajgom. He rTpeba ja u3rybumo u3 Buia ja OBje upudaMo o ¢usunu. Teopujcka dusuxa
[IpeCTaBsba JOIMYKO yOoOJIMdaBame pe3ysiTaTa eKcriepuMeHara. Pusndapu UMajy Ty IPUBUJIETH)Y
[1a OJTyde Kaj je eKCnepuMeHT 3aspumeH (ka0 mro dyabaacku Cyamja MOXKe Aa OAJjlydd Kasja he
Jla CBUpA Kpaj, wau npodecop kKajga hie ga 3aBpumim 4ac); MaHHUIYJIAlKje Ca OBHM ,AHTErpajom”
MO2KEMO /13, CMAaTPaMO [€J0M EeKCIePHMEHTa, KOJH Ce YIPABO O/IMXKH KPajy.

48 u 1o ce moxe CMaTpaTH ,KPajeM €KCIEPUMEHTA” U IOYEeTKOM TEOpHuje

49],1. MustHOp je J0Ka3a0 Jjia LOCTOje ,er30THYHE CeAMOJAMMeH3uoHe cdepe”’ — rjlarke MHO-
rOCTPYKOCTH KOje Cy XoMeoMOopdHe (TOIOJIONIKY €KBHBAJIEHTHE), aiu He u qudeomopdue (riaTko
exsusasiente) cepu S7.

50713 KJIacuUKaIje je JHOTUMEH3UOHAX U JBOIUMEH3HOHUX MHOTOCTPYKOCTH CIIOMEHyTe y §1
jacHo je ma je xunoresa radHa 3a n < 2. M. @pujgman je 1986. pokazao xunoresy 3an =4, a .
Ilepenman 2003. 3a n = 3.
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cKyn cBux (POpMaJIHUX JIMHEAPHUX KoMOuHanuja oBux Tadaka (1j. caobodnu Z—
modya renepucan ca Crit,(f)). Ipummano merpusujamaom npumenom Teopeme o
AMIUIMIATHO] PYHKIMjU HA T3B. BaHAXOBUM MHOIOCTPYKOCTHMA MOXKE /13 Ce JOKa-
xKe ja je, 3a x4 € Crity(f), x— € Crity(f) upocrop M(x_, x4+ ) xpusux v : R — M
KOje 3a/I0BO/baBajy He2amueHy 2padujeHmuy jednawuny

(67) il =-Vf, ~(£oo) ==z

dt

MHOTOCTPYKOCT JUMEH3Mje p — ¢, 3a Horojad (radnuje, CKOpo cBaku) u3bop Pu-
maHoBe Mmerpuke Ha M ynorpeGibene 3a aedununmjy rpagujenta Vo (cerumo ce
OHOr'a IITO CMO pPEeKJIM npu ysohemy rpamujenta y (22)). I'pyma R aejcryje nHa
M(x_,z) TparcHanmjama QyK t—0Ce; KOIMIHUYKH IPOCTOP OBOT JEjCTBa jé MHO-
rocTpyKocT nuMensuje p—q—1. Y ciay4ajy p = ¢— 1 oBa MHOrOCTPYKOCT je KOMIIAK-
tHA®! MHOTOCTpYKOCT IUMeH3Hje Hymda, Jakiae konawar ckyn mawara. O3HaTIMO
can(x_,xs) BUXOB 6pOj U JedUHUIIMMO JIHHEAPHO IIPECTUKABAE

9: Cp(f) = Cp-1(/f)

Tako wro aeduHMIIEMO Berose Bpeanoctu Ha remeparopuma & € Crit,(f) ca

O(x) := Z n(x,y)y.

y€Crit,_1(f)

Anamuzom (ne)komuaknocru MuOrocrpykocru M(z_,24) 1 onuca HUXOBUX I'Da-
HUIIA MOXKE Ce JI0Ka3aTH Ja je

000 =0,
ma, MOKeMo 113 aeduHuinemo Mopcose romorowke 2pyne Ka0 KOJHIHUIKE IIPOCTOPE

Ker(9)
H.(f):= (e
m(9)
Wcnocrasiba ce J1a cy oBe rpyiie H30MOPQHE 2pYynama Cur2ysaPHE TOMOAOZUJe MHO-
rocrpykoctu M. Onarne cienu ma je 6poj Kpurudnux tadaka Mopcose dyHKIH]E,
Kao 6poj reneparopa jangacrux rpyna Cp koje geduHuIry XOMOJIOrHjy, OrPAHIYEH
0103110 36upom Berujesux 6pojesa’? muorocrpykocrr M. Hakse, jeaHo aHagHTH-
YKO CBOjCTBO (DYHKIIMje KOHTPOJIMIIE CE TOMOJIOTHjOM HeHOT JOMeHa .

Motusucan Iloerkape—BupxodoBoM T€OpeMOM U HEHOM ITOCJIEAUIIOM KOje CMO
masenun y §5, B. Aprosns je 1976. roguHe mocTaBuo XUMOTE3Y 1A C6aKYU X AMUATIOHOG
CUCMeEM Ha CUMNAEKMUYKO] muozocmpykocmu M uma wajmarse > B, (M) nepu-
oduunuzr opbuma. Toxom '80ux rommma A. ®uop je gokazao opy xumoresy®t y
cepuju paJioBa y KOjUMA je KOHCTPYyHUCAO XOMOJIOILIKY TEOPHjy, JAHAC O3HATY Kao

Daoposa TOMOA0RUIA.

51K omnaxraocr crenn u3 Apuena—Ackonujese reopeme, y3 nomoh (67) u xommakrrOCTH M.

52k_ru Berujes 6poj Tomosomkor mpocropa M, Bip(M) je pamr rpyme Hy (M) cuurymapne
xoMosoruje Tor mpoctopa. Hmp, 3a Topyc asommmensuonn topyc T2 je Bo(T?) = B2(T2) = 1,
B1(T?) = 2.

Ilocroju Bume npucryma MopcoBoj Teopuju, 0Baj KOJH CMO H3JIO2KHJIH MOTHBHCAH je PAafoM
dusnuapa E. Burena o cynepcumerpuju; o Tome hemo peunm jomr nmap pedm y jenHoj dycHOTH
KacHHje.

54<I)J1op je mpu ToMe yBeO HeKe JO/aTHE IIPETIOCTABKE O TOIOJIOTHjU MHOTOCTPDYKOCTH, KOje Cy
710 JaHAC JOOPUM JIEJIOM €JIMMUHUCAHE.
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ITonazehn ox BapujamuoHor npuHIUIa y XaMUITOHOBO] Mexanuiy, ®Jop je uH-
reprperupao dopmyiay (25) (koja y ciaydajy nepuogmdHux OpOHUTa HEMA MOCTIE-
wa apa cabupka, jep ce onu mehycobuo ckpaliyjy) kao dedunuyujy epadujenma
bynxyuonara Ag y odnocy na L% -mempuxy fol w(+, J-)dt (monoso ce cehamo dop-
mysie (22) o pedbununuju rpajgujeHTa noMoly MEpTPHUKE, Yy OBOM CJydajy Ha 0ec-
KOHA9YHO JTMMEH3MOHOM mpocTopy ca merpukom L2). Wwmajyhwm y Buay ma cy me-
pronuane XaMUJITOHOBE OpOMTE KPUTHUYHE Tadke (DyHKIMOHAJIA JejcTBa, Dop je
KOHCTPYHCA0 XOMOJIOLIKe rpyne ciamane Mopcosum, ca Ay ymecro f.

Hajseha remkoha Kojy je mpu TOMe IpeBa3HUINA0 CACTOjaa CE y TOME A jeji-
Ha4mHe Koje 0jroBapajy rpajumjeHTHMM jemnadnnama (67) 3a L2-rpamjent dbyn-
KIIMOHAJIA [1ejcTBA HUCY obwdne, Beh maprujasne jennaumne. 3amcTa, aHAJIOTH]A
rpajekropuje v u3 (67) koja cmaja ase kpuruune tauke Mopcose byukiuje f je
TPajeKToOpHuja % KOja Claja JIBe ,KPUTUIHE TAYKe”, Tj. HePUOJAuIHEe XaMUJITOHOBE
opbure. [lakie, u je nym y npocmopy nemsu, OJNHOCHO ABOAUMEH3UuOHHU (a He
jesnomuMensuonn Kao ) objexar. U3 nebunumuje L? rpajujenta ce JIako BEIX 1
je jennauuna Koja he onrosaparu jeauaunnu (67) 3a ciaydaj dyHKIMOHAA AEjCTBA

ou ou
(68) i (5 - XH(u)>.

Axo mpebarmo peu cabupak ca JecHe CTpaHe Ha JIEBY, Ha JIeBOj CTPAHU J00HjaMo
nesmaeapan Komm—PuMmaHOoB onepaTop, Tako 7ia Cy peliema IPaIijeHTHe je THATHe
dyHKIIMOHAIA AEjCTBA, 3AIPABO PEIIeHa, Heromozere HeauHeapre Kowu—Pumanose
jednavure, OJHOCHO ,11epTypOOBAHO—X0/JI0MOP(MHU HUIMHAPKU” .

Ciuka 8: Ilyr Ha MHOIOCTPYKOCTH U Yy IPOCTOPY HETIbH

Mogaudukyjyhu reopujy ['pomosa u3 §6 ma oBaj caydaj, @uop je gokazao ja je
bEIOBA XOMOJIOLIKA TEOPHja KOPEKTHO 3aCHOBAHA U, Y3 ojpehere TonoJiomike nper-
moctaBke 0 M, mzomopdua Mopcosoj. Onarie ciaequ ma HajMamu OPOj mepuomrt-
HuX opOuTa XaMuaToHOBOr cucreMa (Kao Opoj rereparopa PJ1opoBe XOMOJIOrUje) He
MoxKe OuTu Marbu 0/l HajMamer Opoja Kpurudnux radaka Mopcose dyukuuje (kao
6poja reneparopa Mopcose xomouioruje). To je, umajyhiu y Buiy cuomenyru pesyii-
TaT O JO0WOj rpaHuly Opoja KpurudHux Ttadaka Mopcose dyHKIHje, U JOKA3AI0
ApuonmoBy xumoresy.

Y cvucity nperxonHor maparpada, mpesiga3 ca Mopcose Ha @opoBy TeopHjy, Tj.
ca jenquauune (67) ma (68), ogroBapa Ipesacky ca KJIACUYHUX KBAHTHUX YECTHUIA,
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ua crpyre. OBze je Taj mpesa3 omoryhuo pemieme mpodeMa KJIaCHIHE MEXaHWKe
— npobJiema Opoja mepuoAMIHNX OpOUTa XaAMUJITOHOBOT CHCTEMA..

§11. TomoJsomika KBaHTHa Teopuja mosba. Kpajem ’80ux roguna E. Buren
je yBeO TojaM monosowke K8aHMHE meopuje Nosbae KAaO Teophje Koja He 3aBUCH
o/, u360pa reoMeTpUjCKUX BejnuuHa (MeTpuke, KpuBuHe u cJ). Maeja akcuoma-
TH3AIFje OBe Teopuje, Kojy je mpemioxkuo je M. Armja, HA XeypUCTHIKOM HHUBOY
je crmemeha. Pa3smumibajMo 0 mMpOCTOPHO—BPEMEHCKO] €BOJYIUjH KAO O OPHjeHTH-
canoj muorocrpykocru M numensuje d+ 1 ca OpujeHTHCAHOM I'PAHUIIOM JIUMEH3HUje
d (ump. rpad Kao eBOJIyIMja YEeCTHIE, UJIMA TIOBPII Ca I'PAHUIIOM KA0 E€BOJIYLHUja
crpyHe). JemaH Jeo rpaHulle MpeiCcTaB/ba CUCTEM Ha MOYETKY, & JAPYTU Ha Kpajy
nocMaTpama’”. JacHo je na HaM je, 13 GHCMO ONUCAJH €BOJIYIHjy CHCTEMa Y AyXy
KBaHTHE (pu3nKe, morpebHo /1a 0BaKO CxBaNe€HO] rPAHUIM IPUIPYKUMO XIOEPTOB
IIPOCTOP, & IEJI0j MHOMOCTPYKOCTH oreparop eposyrmje. IIpumernmo ma je omep-
arop eBojyldje, 0 KoMe je 6umiio pedn y §7, JIMHEAPHU OLepaTop, U Ja je CBaKW
smueapuau omeparop L : V' — W moryhe mocmarpary u Kao BEKTOD

(69) L e Hom(V,IW) = V* @ W.
OBa pasmunbama MOXKeMO j1a hopMaiu3yjeMo Ha cielehn HaduH.

Hedununmja: Tomosomka KBaHTHA TeOpHUja mojba AuMen3uje d je GyHKTOp 2
KOjU TIPUJIPYXKYje
® CBAKOj KOMITAKTHO] TJIATKO] OPUjEHTHUCAHO] d—IMMEH3WOHO] MHOTOCTPYKO-
cru ¥ BekTOpcKu npocrop Z(X) uax mosem C
® CBAKOj KOMITAKTHO] IJTATKOj OpujeHTucanoj (d+1)—1uMen3nonoj MHOrocTpy-
kocru Y ca rpanunom 9Y sexrop Zy € Z(9Y)
1 KOju 33/10BOJbaBa ciejiehe akcuome:
(A1): UrBonyruBHocr: Z(X*) = Z(X)*, nae * Ha JeBOj CTpaHH O3HAYaBa
[IPOMEHY OpHUjeHTalikje, a Ha JIECHOj JyaJHu HIPOCTOP.
(A2): Mynrtunmmkarusaoct: Z(31UYs) = Z(X1) ® Z(X2), rae je U ducjymk-
mHa yHuja.
(A3): AconmjarueHocr: Heka cy Y7 u Yz d—amMmeH3MOHE MHOIOCTPYKOCTH
Takee 7a je 0Y; = X1UX, Y, = XUYs. Akoje Y = YiUsYs MEOTOCTPYKOCT
JobujeHa JierbemheM MHOTOCTPYKOCTH Y71 M Yo Ny’K X, OHJA je

Iy = Zy2 o Zy1 € HOHI(Z(El), Z(Eg))

Osze je uckopuriheno (69), o Ha JeCHOj CTpaHU je KOMIIO3UIU]a, JIHHEAPHUX

oreparopa.
(A4): Z(0) =C.
(A5): Axo je I unrepsan y R, onnaje Zsxr = Idz(x), rae cy kpajesu upiman-

npa ¥ X I cyIpoTHO OpHjeHTHCAHH ",

55K0j1/1 Jleo IpaHuIle je ,mo4uerak”’, a KOju ,,Kpaj” IPUPOJHO ce medunmre noMohy opujeHTanuje.
Ilouerak je OHAj /1€0 rpaHULE YKja je OpHUjeHTAlMja CarJlacHa, ca opujerTanujom M ako joj ce moja
YHYMPAWba HOPMAJIa, JOK Ha KPajy Ty YOIy HMa CRobauitba HOpMaJa (HIp. JBe KPYXKHHUIE Koje
Cy PAaHUIA NUJIMHAPA CY CYIPOTHO OPHUJEHTHCAHE AKO je/lHa HPEeJICTaB/ba IHOYETAK, & JAPyra Kpaj
esosynyje). IlpumernMo fa u modeTak W Kpaj MOTY jJa UMAajy BUIIE KOMIOHEHTH [IOBE3aHOCTHU, K
3 6poj THX KOMIIOHEHTH HE MOPa Aa Oyae jeqHak Ha MOYETKY W Ha Kpajy (HOp. pacmaj 4ecTuue
nMa jeJaH [MOYETHU W ABa 3aBPIIHA Kpaja).

56 Ao cy oba Kpaja HCTO OPHjeHTHUCAHA, OHJa Cy 00a modeTHa uiau 00a 3aBpIIHA, HA je ZyxT
»Ckagaapau npousson” Z(X) ® Z(X) — C.
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Ha jesuxy meopuje xamezopuja, KBaHTHA TeOpHja MOJbAa MOXKE /1a Ce€ aKCHOMa-
TU3Yje Kao (yHKmop U3 KaTeropuje opujenmmucanus kobopdusama®’ y Kareropujy
BEKTOPCKUX LIPOCTOpa (uium, ouwruje, moiayna). To nam, mehyrum, usriena cysuiie
AIICTPAKTHO 3a TEKCT KOjU y MOIHACIOBY UMa ped ,HedopMaaHo” .

Hanomena: Mozxemo 1a npuMerumMo /13 Ce Ha CJIUYaH HAYUH MOXKE I'€OMEeTpU-
30BATH €BOJIYIHMja KJIACHIHAX Bapujabyid; OHO IITO je CIenuUIHOCT KBAHTHOI
caydaja je Akcuoma mysnrursiukarusHoctu (A2). CuerududHOCT KBAHTHE TEOPUje
je Ma MUCjyHKTHUM YHUjaMa MPHUAPYKYje TEH30PCKU MPOU3BO, TOK UM KJIACHIHA
npuapyxyje Jekapros®®. Ilpumernmo ma JIeKapTOB IPOU3BOM HMa CMHUCIA HA
HUBOY CKYIIOBA, JIOK je 33 TEH30PCKH IIPOU3BO, HEONTOOKA aA2e0apCKa CMPYKmMYpa.
3a TomoJiora je OBO BaxKHA pa3JidKa, jep OHA 3HA4YU Ja Cy KBaHTHe reopuje 6o-
raruje ajaredbapCKOM CTPYKTYpPOM, ma cy 300r Tora 60raTuju u3BOD MONOAOUWKUL
UHBAPUJAHMU OT KITACUIHUX.

IIpumepu: 1. OjuepoBa kapakrepucruka. Heka je X MHOrocTpykocr u
Y C X nopmuorocrpykocr. Jdebunummmo pesamusny Ojaeposy Kapaxmepucmury
Kao ajrepHupajyhy cymy auMeH3uja PejIaTUBHUX KOXOMOJIOMIKHX IPyla ca Koedu-
nujeHTuMa y R

dimY
X(X,Y) = Y dim Hy(X,Y;R).
k=0
Axo je Y1 = X1 UX u 9Ys D X, onjia je
(70) X(}/l Us }/2721) :X(}/lazl)_FX(}/QvZ)a

1j. OjIepoBa KapaKTepUCTHKa je aauTupHa . [la 6HCMO T0OHIH My ITHITNKATHBHY
teopujy, mocmarpajmo e X(Y) | Medunummmo

Z(x)=C

34 CBAKy KOMIIAKTHY OPHjEHTHUCAHY IJIATKY MHOIOCTPYKOCT X Jgumen3uje d. 3a
IJIATKY KOMIIAKTHY OPUjEeHTHCAHYy MHOTOCTPYKOCT Y numensuje d 4+ 1 ca rpaHurnom
Y = X1 U X, rae je Xy ,uo4erHu”, a Yo ,,3aBpluHun” €0 I'PaHuLe, AePUHULLIIMO

Zy 1 Z(31) = Z(Z2), Zy(C) = eX(Y'S1) ¢,

U3 (70) cnenu na je oBume 106po JeduHucana KBAaHTHA TEOPHUja 1LI0JbA.

570pujentucane maorocrpykoct My u Mo puMensuje m Cy opujenmucano Ko6opdanmme ako
[IOCTOjU OpHjeHTUCaHA MHOrocrpykoct N mumensuje n = m + 1 taksBa ma je ON = M1 U Ma, ca
OpUjEHTAIM]jOM CArJIACHOM OPHjEHTALUjU I'PAHULE. Y JIUTEPATYyPU Ce OjMOBU KODOpau3Ma u OOp-
U3Ma HeJOCJIeTHO KODUCTE; HEeKaJI Ce OBO MITO CMO JeHUHHCAIH HA3UBA 60pduzmom, Oyayhu ma
ce W3 [MepCIeKTHUBE YOIIITEHUX XOMOJIOIIKHX TEOPHja MOXKE CMaTPATH yOILITEHOM XOMOJIOIHjOM,
JIOK Ce TepMHUH KoOopam3aM ynorpebspaBa 3a AYyaJHy, KOXOMOJIOMKY Teopujy. Mebhyrum, repmu-
HOJIOTHja 33 KOjy CMO Ce OBJIe OJIYYHJIH je OHa KOjy je 1954. ronune yseo P. Towm, kopucrehu uspa3s
»KOBOpAaHTan” 1O yryeay Ha aHAJOTHE reOMETPUjCKe TePMUHE, HuP. ,KosumHeapan” (co — border,
»3ajeJHO rpanuna’).

58V §1 cmo Buzenu 1a je KpeTame KiacHdaHe decTurie oapeljeno KoopauuaTama y (hasHoM Ipoc-
ropy RS, a kperame n He3aBHCHUX YECTHIA KOOPAMHATAMA y N—~TOCTPYKOM JleKapToBoM npousBomLy
RS, JIpyraumje cToju cTBAp KO KBAHTHE WECTHIE — AKO TAJacHy (DyHKIH]y <YeCTHIE HHTEp-
nperupaMo Kao rycTuHy BepoBarHohe, TasacHa (PyHKIHja n HE3aBHCHUX 4eCTHNA ofpebhena je
[IPOM3BOJIOM TI'yCTHHA BepoBarTHONE CBake IOjeAuHE dYeCcTHIE (& TO je YIPABO HHUXOB TEH30PCKH
pOM3BOj), IO HO3HATOM LPABUILy pPadyHama BeposarHOLa mpeceka n gorabaja.

590B0 ce MO2Ke BIIETH K3 JLyTOT TATHOT XOMOJIOIKOT HE33 I TEOPEME H3DE3HBAA (nmm Majep—
Bueropucosor Hu3a).
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2. ®Ppobenujycose asuredbpe. Kowmyrarusna aconujaruBHa anredbpa V nHazg
nojbem C, cHabieBeHa CKaJapHUM MOPOM3BOIAOM (-, ) ce HazuBa DPpobenujycosom
anzebpom ako nocroju pyurnuonan § € V* rakas na Baxwu

(71) (v, w) = O(u xv),

r7e je * MHOXKeme y ajareopu V.

Heka je Z xBanTHa Teopuja mospa 3a d = 1. CBaka KOMIAKTHA MHOTOCTPYKOCT
nuvensuje 1 je mucjyHKTHa yHHja KoHauHOT Opoja Kpyxuuma S'. Omarie, Ha oc-
HoBy Akcuome mysnrunsukarusaocru (A2), cienu Ja Cy CBU BEKTOPCKU LIPOCTOPU
KBAHTHE TEOPHUje I0/ba 4 TEH30PCKHU IIPOU3BOIM KOHAYHOr OpOja KOIHja jeTHOT BEK-
topckor mpocropa V. = Z(S') (nedunucanor 3a dukcupany opujenramujy S') u
weroBux ayasa. /la oucmo omucanu Mopdusme Zy, IPUMETAMO 3 Ce CBAKA KOM-
IIaKTHA OPUjeHTUCAHA JBOJIMMEH3NOHA ITOBPIII Ca IPAHUIIOM MOYKE IIPEJICTABUTH Kao
YHUja [UIMHIAPA, JUCKOBA U maHTajgona. Opawie u u3 AKCHoMe acolujaruBHOCTH
(A3) caenu ja je ceaku Zy mopduszam oapehen nomohy rpu mopdusma oapehena
osum nospimuMa. Huje Temko Bugeru jga quck ogapehyje muHeapHo npecivkaBambe

0:V —-C, ommoco 0eV*
(jep je ,mouerna” rpamuma mucka S!, a ,kpajma’ () xojoj, mo (A4) oarosapa C).
Hununmap oapehyje mopduzam
g:V = V*  oamocHo Gununaeapno npeciamkaBame (-, ) : V x V — C.

[TanTasione nedrHUITY MHOXKEHE

x:VxV >V

Ciuka 9: JlekoMIio3uiiuja MOBPIIK HA JUCKOBE, HUJIMHJIPE U HAHTAJIOHE

Jlewpewem (mim camo ryiejambeM) OBUX LOBPILIM U LIPUMEHOM AKCHOME acouuja-
TUBHOCTH JIAKO Ce JI0Ka3yje Jla je MHOXKEHe * aCOlUjATUBHO, KOMYTATUBHO U JIa
Baxu (71). akse, 3a/jaBame KBaHTHE Teopuje 1mosba 38 d = 1 je eKBUBaJIEHTHO
3amaBamy jeaae @pobenujycoBe anredpe.

3. Pemnpesenranuje cuMmerpudHux rpyna. CBaka KBaHTHA TeOpUja 110Jba,
3a d = 1 je nedumamme jenan sexTopcku npocrop V = Z({x}), rme je {x} mmuo-
rOCTPYKOCT KOja ce cacroju oj jeaue tadke. (CBaka KOMIIAKTHA MHOIOCTPYKOCT
mamensuje 0 je yHuja n Tadaka (mb0j je MPUJIPYYKEH BEKTOPCKU npoctop VO =
V®- V), a cBaku jeIHOAUMEH3UOHU KOOOpAM3aM je jeHa [epMyTalyja THX
tagaka. 10 3HaYM [a KBAHTHA Teopwja mojha 3a d = ( mepMmyTaluju n Tadaka
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OpUApYKyje xomoMopdu3aM BeKTopckor mpocropa VO =V ® .- @ V. U3 Ax-
cuome acoimjaruBuocTr (A3) ciieau Ja je OBO NPUADYIKUBAE PENPe3eHMayuje
cumempuune zpyne Sy,

4. KsanrtHa KOoxomoJoruja. Heka je M KOMIaKTHa CHUMILIEKTHYKA MHO-
rocrpykocr. Ha woj ce moxe (y3 oapebene upernocraske o ronosuoruju M) nedbun-
ucaru ,,1epOPMUCAHE KaIl IPOU3BO’ MOMONY Opoja mceyao xomomopdHuX cdepa
KOje peaJiu3yjy JaTy XOMOJIOLIKY Kjacy A u noaupyjy Tpu XOMOJIOLIKE KJiace «, 3,
v. Taunwnje, nexa je

ev® : My(A) xg (S*)P = M3 =M x M x M
eBaslyauuja y tpu radke (upoussos upecaukasawa (30)). Tana je, 3a xomosouike
KJIace
ax fBxvyeH,(M*Z)
onpebenux aumensuja m00po aedunucana ['pomos—Bumenosa uneapujarma  xkao
,0p0j xosomopduux cdhepa Koje Joaupyjy KJace «, 3, ", OIHOCHO, Hpeuu3Huje,
Kao undexc npecexa
D, B,7) = ev® - (ax B x7).
Heka cy a,b € H*(M) xoxomouorke kinace 1 « = PD(a), 5 = PD(b) muxosu
Ioenxapeosu dyasu. Hedunummmo

(72) axb® Z(a s 4 b)ger /N
A
rie je a x4 b nedpurucano momohy

/a * A b= (I)A(auﬁu’y)a
v

g dbopmainnu napamerap koju ce (dbopmasno) cmarpa napamerpom creuesa N (36or
norpeba KacHUjer rpaayucama; Hehemo uhin y neraspe Tora) u ¢1(A) Bpennocr jenue
KapaKTEepUCTUYIHE KOXOMOJIONIKE Kjiace ¢1 (npsa Heprosa kaaca) Ha XOMOJIOIIKO]
kiaacu A. Ilpumernmo 1a je 3a A =0

a*gb=aUb

CTaH AP/ HE KOXOMOJIOMIKH ,Kall 1pou3Boa’?, ma ce (72) noHeKa | HA3UBa KE6AHIMHOM
dedpopmayujom Kan npouseoda.
MHoxeme (72) ce mpommpyje Ha

- def s
QH*(M) = H*(M)® Z|q]
rze je Z[q], kao u Ha

« def _

QH*(M)'= H*(M)®Zlg,q '],

rae je Z[q,q '] npcren Jlopanosux mojmnoMa. JloGujenu objeKTH Ha3uBajy ce
KBAHMHUM KOLOMON02UJAMA, & TTPOU3BOJ, * Ha muUMa fAeduHHIe CTPYKTYPy Ppo-
OenujycoBe anrebpe, Takje KBaHTHE TEOPHje mojba aumMen3uje d = 1.

CLOMEHHMMO U /I3 Ce KBAHTHM IIPOM3BOJ, * MOXKE JOBECTU y Be3y ca ILPUpO/-
HuM pon3BosoM y ®IopoBOj XOMOJIOrUju, KOju ce J00uja Ha CIMYaH HAYUH Kao
I'DAHUYHU OLIEPATOP y TOj TEOPUjHU, C THM IITO ce ymecro (ueprypboBaHO) X0J10-
mopduux nunuaaapa (68) npebpojasajy (neprypboBaHo) xogoMopdHE TaHTAJIOHE,

60,[[0Ka3: u3 (28) ciaeam na cy jemuue xonomopdue cdepe Koje peanusyjy HyJITy XOMOJIOTUjy —
KOHCTaHTe, a Kall IIPOU3BOJ je ,uHJIeKC npeceka lloenkapeoBux myama”.
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Tj. pemema neprypbanuje jeauauune (68) na Pumanosoj mospim poga g = 0 ca
rpanumom S U S U (SY)*.

812. Tejuu Teopuje. OcHOBHEM IPHUMED M MOTHBAILMjA IEjII TEOPHja je €JIEKTPO-
martern3aMm. EKCIepuMeHTaIHA YMIbEHUIA j€ 8 HA YeCTHILy Ca HALJIEKTPHCAHEM
q Koja ce kpehe OP3WHOM V W y TPeHYTKy ¢ Hajga3u y moioxkajy r € R aejcrsyje
CHITa

(73) L = ¢(E+v x B).

Cuia L y oBOj jequauunu Hazusa ce JIopenyo80m cusom, BEKTOPCKO mobe B =
B(r,t) maznemnum, a E = E(r,t) esexkmpuunum nowem. 113 dpyror Ebyruosor
3akona u (73) ciaequ Ja je TpajeKTopuja HaeJeKTPUCAHE YeCTUle OnucaHa audep-
€HITNjaTHOM jeTHATHHOM
d’r
74 m— = q(E+ v x B)).
(74 =l )
3aparak: /lokasaru ga u3 oproroHasnoctu v X B 1 v u nedununuje morenu-
jaasor nosba (8) cuenu ja Ha noreHumjassocr noba L ve yruue marnerno nosse B

u 71a je nmosbe L moreHmujaaHo ako u caMo ako je mosbe E morenmujasiHo.

Teopuja eslekTpoMaraeTn3Ma 3aCHOBaHA je Ha cienehe derupu audepeHiiyjaine
jenunauune. bux je 1865. rogune dbopmysucao I1.K. Makcsesn, o kome cy gobuse
ume. OBo cy Makceenose jednarwune:

p 1 OE
V-E=— VxB—-—=— =puod
€0 x 026% Ho
0B
V-B=0 VXE+ —=0.
, X +8t

OBnie je ckanapHa (yHKIMja p ryCTHHA HaeJIEKTPHUCAabad, a BEKTOPCKO Iosbe J
rycruna crpyje. ®@usuuke koHcranre ¢ (Gp3uHa CBETIOCTH Y BaKyyMy61), €0 1 Lo
cy nosesane pesanujoM ¢ = 1/, /€gjig. Ilpumerumo na je y Makcsenosum jenadu-
HaMa CKpuBeHa U Be3a udMehy J np: u3 mpse [aBe jeqHAUNHE JIAKO CIeIU jedHavUHG
HENPeKuIHOCTU IITA 3aKOH 00PAHCAHA HAEAEKMPUCAHE

Idp
V-J+ T 0.
Pamu jennocraBHuUjer 3ammca OHOTA IITO CJIEAN, H3a0EPUMO CUCTEM MEPHUX je]I-
HUIIA TAKO JIa je
C=1, /,LQZ]., 60:1.

Tama cy MakcBesnose jegHadnne

OE

(75) V-E=p VxB-—"=7J
ot
OB

(76) V-B=0, VxEt_ =0

Hanowmena: [Ipse aBe jennadwmre Ccy HEXOMOTreHe, a japyre ase xomorene. Cem
Tora, IPUMETUMO 1 je vy jeanadunama (76) y M3BECHOM CMUCILY IPOMEHEHA, yJI0ra
nosba B u E y oguocy na (75). Ilpeuusnuje pedeno, ako Ha J1€BOj CTPAHU jeJHOD

61K oncranTHOCT Op3uHe CBETJIOCTU je jeJlHa OJ IOJIA3HUX TadaKa Teopuje peslaTHBHOCTH, O
K0joj hemo memrro Bume pehu xacuumje.
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mapa jeqaaunua ymecto B craBumo E u 00pHyTO mobujamo, 10 HA MyJITHILIAKA-
TUBHY KOHCTAHTY, JIEBY CTPAaHy y APYrOM Mapy jeIHAYUHA.

IIpernocrasumo na nosba B u F #emajy cunrymapurera, Tj. ma cy aedpuHUCAHA
na nesom R3. M3 BekTOpCKe aHaIW3e je o3HaTo /1a je Tafa npsa jemnaqnna y (76)
JIOBOJbAH YCJIOB COAEHOUOHOCMU BEKTOPCKOT I0/ba B, Tj. 10BO/BAH yCJIOB 33 HOCTO-
jame sexkmopcroz nomenyujasa A momsa B, 1j. mopa A Taksor ma je

(77) B=VxA.
Ako 0By jesHakocT yBpcTuMO y Apyry jeanaduny y (76) nobujamo

0A

To je ycnos norenrujaanoctu mosba B+ %—‘:‘, Tj. mocrojama ckajgapae ¢pyakiuje P
TaKBe J1a je
0A
78 E+—=-Vo.
(78) 5
U3 jenmauuna (77) u (78) cnenu na nap (P, A) normyno oapebyje E u B. O6payTo
Huje TadHO: jegHauwne (77) u (78) cy WHBapHjaHTHE y OJZHOCY HA CMeHe
00

(79) A— A+V0, (I)’_)(I)_E'

Tpancdopmanuje (79) Ha3uUBajy ce zeju MPAHCHOPMALUIAMA Y EACKINPOMAZHE-
musmy. Ako pememem Makcsesiose jenadnne cMarpamo ckym naposa (@, A), mro
je na ocuoBy (77) u (78) oupasmano, jep Taj nmap medbunume u nap (B, E), onga
MO2KEMO /18 KazKeMo J1a rejii rpancdopmanyje 0ejemesyjy e cKyny peuwera u 1a je
cKyll epeKTHBHUX pellerba KOJIMIHUYKH IpocTop Tor aejersal?,

ITocmarpajmo caga Makcsenose jeanadune y ayasaHoj popmysntanuju. BexkTop-
CKHUM TIOJbUMA

B=Bii+Bsj+Bsk u E=Fji+ E)j+ Esk
npuApyKuMO audepeniujaaine ¢popme
(80) B =BidyAdz+ Badz ANdx + Bade ANdy w FE = Ejdx + Exdy + Esdz.

Hedunmmumo audepernujaany 2-bopmy F ma mpoctop-spemery R? x R koja 06-
jeauibyje MarHeTHO U eJIEKTPUYHO T0Jbe Ha cienehn nauwn:

(81) F =B+ EAdt.
Hudepennupamem ose dopme (Bugeru (19) u onrosapajyhy dycnory) nobujamo
dF =d(B+ E Adt) =dB + dE A dt.

[Tocne mudepenmupama dbopvu B u E y mociemmem u3pasy u kKpaher padyna
3aKJbydyjeMo Ja cy ape xomorene Makcsesiose jeguauune (76) eKBUBaJICHTHE j€/IHO]
jeHauYuHI
dF = 0.
a bucmo 3amnucasin u npeocrasie ase MakcBesoBe jeHaInHEe Y CIUIHOM ODJIUKY,
upumerumo zga cmo 'y (80) nossy E upuapyzxunu 1-opmy, a nosy B 2—bopmy, 6e3
MKakKBOr objammema. Morau ¢cMO /13 ypaauMo u OOPHYTO, Tj. /1a UM IIPOMEHHMO

62CKyH pemema (P, A) je y u3BeCHOM CMHUCIY jeHOCTABHUjU 0J1 CKyna pemema (B, E): upsu je
nedUHUCAH jeTHOM CKaJapHOM H jeJJHOM BEeKTOPCKOM (YHKIIAjOM, JaKJje ca 4 KOOpAUHATE, a APyTru
ca 6. Mehyrum, upBu CKyn, Ka0 KOJUYHUYKU [IPOCTOP, MOXKE J1a Oy/ie TOIOJIOMIKY CJIOXKEHU)H.
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yaore. Cerumo ce Hamomene nociie jenuaduna (75), (76), Koja roBOpU O TOME KaKO Ta
npoMeHa, ysiora (10 Ha MyJITHILIMKATUBHY KOHCTAHTHY) MeHha jeJaH map jeJHadnHa
y apyru. Hakue, na 6ucmo nanucauu u jepnaduse (75) Ha jesuky audepeniujaiaux
dopmu, Tpeda caMo 13 CMUCIAMO MMPABUJIO 10 KoMe B u F Memajy yiore Tako aa
CIHOMEHYTe MYJITHILIMKATUBHE KOHCTAHTE yBEK UCIAHY TAYHO OHO IITO HAM Tpeba
ma bucmo jobwm jemHadmne Koje keaumo. Taj mocrymak obe3behyje mam Xouoe
36e3da—onepamop.

Heka je g(-,-) Pumanosa (nceydo)mempura® na mmorocrpykocru M mumens-
uje n, Tj. HemereHepucaHa OmauHeapHa (HGOpMa HA HEHOM TAHTEHTHOM PAaCsIOjerby.
[Tomohy e u gyananocTn, MOKEMO /13 JePUHHAIIIEMO U MHOXKebe 1—(hopmu, a omarie
1 MHOXKee k—dpopMu Kao

3

GO A AOF A At det[g(07, 07)].

Heka je ¢gi; = g(dz;,dz;) u mexa je Q dopma 3ampemune Ha M carjmacHa ca
METPHUKOM ¢, Tj. n—dopMa Koja y JIOKAJTHUM KOOpJMHATAMA MMa 3aINC

Q= \/ |d€t[gij]| diEl VARERIAN d{En

Xouos 3eesda onepamop cBakoj k—bopmu [ npuapyxyje (n — k)-bopmy xS no
LPABHILY
(82) aAxB = g(a, B)QL.

O3na4uMo ca * XOIL0B 3B€31a-0Leparop Ha, upocrop—spemeny R3 x R nedunucan
nomohy nceydomempure Munxoscroz®t

(83) g(&m) =&m + &nz + &a3nz — &

I ca %, XOIOB 3Be3/a-omepaTop Ha npocropy R® nedunucan momohy crammapiHe
€YKJIUJICKE MEeTPUKE.

Bagarak: (a) Heka je A = Pi+Qj+ Rk Bekropcko nowe u A = Pdx+Qdy+Rdz
mweMy ayanna 1-dpopma y R3. Jokaszaru na je
*ed *xe A = div A.
(6) Heka je u : R® — R ruarka dbynxuuja u
v 0w O%u
92 "o T o

wen Jlamnacujan. Jokazaru ja je Au = *d *e du.

Au =

Axo npumenumo * na (81) Bunumo® na je
(84) *F =%, FE —x.BAdt

Ako yuopegumo (81) ca (84) Buuumo na cmo nomolly XoLoBor 3Be3/a—01eparopa
OCTBApUJIU OPOMEHY YJIOTa

FE < —%. B, B & x.FE,

63Hcey,/10 METPHKA je HeJereHepUCaHa CUMeTpuYHa OusmHeapHa (opma, He 00aBE3HO I103-
uTUBHO AeduHHTHA. ,Merpuka MwuHKOBCKOr” Kojy hemo yOp30 cycpecTu je mpumep ICeyro
METPHKE; LCEYA0 METPHUKY YeCTO 30BEeMO METPHKOM, KaJ, HaM [O3UTHBHA Je(PUHATHOCT HUjE
3Ha4ajHa.

64Hp8THOCTaBHHH cMo 1a je ¢ = 1, unade 6ucmo umanu g(&,n) = &1n1 + anz + &313 — c2€4my.

65an. Tako mTo HammmeMo 0be crpare y (81) y koopaunarama.
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0 K0jOj CMO rOBOpHJIU Y HaroMenu ocie Makcsesiopux jequauuna (75), (76). Ocraje
jour a ce no3abaBUMO HEXOMOIEHOIITY, OZHOCHO JEeCHOM cTpaHoM y (75).
Hanumumo rycruny crpyje y (75) y koopaunarama

J = Jii+ Joj + J3k,
u gedunummmmMo 1-dopmy
(85) J = Jidx + Jody + J3dz — pdt,

rje je p rycruHa Haejekrpucatba. HerocpeiHum padyHOM ce LIpoBepaBa Ja je
jennauuna (75) eKBUBAJIEHTHA jeIHAYNHY

*dx F = J.
Tume cmo mokazanm caemehy Teopemy.
Teopema: Cucrem MaxkcsenoBux jeanauunna (75), (76) je ekBUBaJIeHTaH CUCTEMY
(86) dF =0, *xdx F = J,
rue je dpopma F' nedunucana ca (81), a popma J ca (85).

Bajmarak: Heka je M KommaxkTHa MHOrOCTpyKOCT 6e3 rpanume u ¥ (M) mpoctop
mudepenrnyujaaanx k—dopmvu Ha M.

(a) Jokazaru ua je xdx = d* y onnocy Ha ckasaphu upoussox va Q* (M) nedbun-
HCAH ca

de
(1,¢) =f/ n A %C.
M
(6) dokazaru Ja je ca
Hy = @pQ*F (M), Ho = @2 (M), Qi =d+d*, Qy=i(d—d)

nedbuHICaHA JeHA CylIEPCUMETPUYHA KBAaHTHA Teopuja 3a N = 2 (Bujeru npumep
Ha Kpajy §7).%°

ITpernocrasumo na je y (86) J = 0. Taxa cy Makcsesose jennauune
(87) dF =0, dxF =0

(ako je mecua crpana y Apyroj jeanaqdunu y (86) jennaka 0, oHza Ha JIEBOj MOKEMO
Jla 0OpULIeMO 3BE3/Y Ca JieBe CrpaHe, oo je x udomopdusam). Jennauuna (87)
je MHBapHjaHTHA Y OJHOCY Ha TPaHCHOPMAIH]Y

F & %F

(koja, cerumo ce, Merba yJOre eJeKTPUYHOI M MarHerHor 1nosba). OBa yumbenuua
HasuBa ce Abesosom S—0yasnowhy y eJleKITPOMArHETHU3MY.

66HOMOhy oBor npuMmepa E. Buten je usrpaguo npuctyn MopcoBOj TEOPHjH KOjH CMO CKHITH-
paau y 8§10 u koju je omoryhuo ®yopoBe reHepasusanyje 0 KOjuMa CMO ropopusu. Haumme, u3
XonoBe Teopwmje je mMO3HATO ga je muMmensmja jesrpa Xouosoz aanaacujonae A = dd* 4+ d*d Ha
QF (M) jenmaka nuvensuju k—re koxomomomke rpyne H®(M). 3a Mopcosy dynxuujy f: M — R
Buten je mocmarpao medopmarnmjy di = e~ ftdeft omeparopa d u mpmapy:xenn XOOB JAILTACH-
jan Ag(t), dumje jesrpo ouursiegHO He 3aBUCH Of t. JeJHOCTABHO je BUJETH Ja je XaMHJITOHHU-
jam H = A(t) ma ®QF(M) neprypbanuja xpanTusanmuje XaMUITOHHjaHA XaPMOHHjCKOT OCIHJIA-
Topa (53) mOTeHIHjaJIoM KOju 3aBUCH Of rpasaujenta dyuknuje f. Bumenu cmo nma je cmexrap
XaMuITOHKjaHA XapPMOHMJCKOr OCImIaTOpa Moryhe ekcrumnuTHO m3padyHaru; Buren je mamao
HAYHH Ja TO UCKOPHUCTH A3 OM HYJITY COICTBEHY BPEIHOCT, KOja fgedumnumie jearpo Ag, T0BEO y
Be3y ca MOpCOBUM HHJIEKCHMA KPUTHIHUX TAIAKa.
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Axo je F 6e3 cunrynapurerta (nedunncano na mnemom R3 x R, onga uz dF =0 u

[Toenxapeose jmeme®” ciemu

(88) F=dA

3a neky l-dopmy A. @opmysaa (88) je szauuc dopmysa (77) u (78) na jesuky
mudepennujamanx dbopvu. Iomro je d? = dod = 0, cremn aa je dbopmyma (88)
WHBApUjaHTHA y OJHOCY Ha CMEHY

(89) A— A+dY,

wro je ayasunu 3auuc reji rpancdopmanuja (79).

IIpumehyjemo na je 3ammc MakcBesioBux jeanaduna momMohy audepeHInjaHux
dopmu jemHOCTABHUjU O OHOr MOMONY BEKTOPCKHUX TOJba. AJM, TO HUje Herona
jenuna npenuoct. Own Ham omoryhasa u cienehy reomerpujcky HMHTEPIIPETAIN]y
eJeKTpOMAarHeTu3Ma. 3a by HaM je norpebHa u ciaeieha nedununmja, Koja yor-
wrasa Jekapros npoussos M x G.

Hexka je M ruarxa muorocrpykocr, a G marpuuna rpyna’®. [imarka mmorocrpy-
xocT P je eaasno G—pacaojerve uam 6a3zom M ako mocroje

e 1IaTKO upeciukasawe 7 : P — M (npojexyuja)

e 1laTKO JecHo gejecrBo P X G — P,
TaKBHU 712 je 3a cBako ¢ € M ckyn 7~ '(q) uHBapHjaHTaH y OJHOCY Ha JEjCTBO, U /14
j€ ZejCTBO HA, TOM CKYIIy CJI00OIHO U TPAH3UTHUBHO.

IIpojektiuju 7 je mpuapyKEHO Ipec-
JmKaBamwe 7, : I'P — TM, ciuanao
kao y (20). Hbume je y cBakoj Tauku
p € P nedwununcan sepmurasru npoc-
mop V,P C T,P. He nocroju KaHOH-
CKM HAYMH 3 JepUHUIIEMO KOMILIEe-
menr T,P © V, uiu zopusonmannu
npocmop. N360p dbavmauje H, C T,P
KOja TJIATKO 3aBUCH O, P, TaKBe Ia je
H,®V, = T,P nazusa ce konexcujom®
na P. Ciuka 10: Pacnojeme

67,,K0x0Monomja eyKJIMJICKOI' IPOCTOPA je TpuBujaJsiHa” .

68I/IJm, ounmruje, Jujesa epyna, Tj. riaarka MHOOCTPYKOCT KOja MMa CTPYKTYDPY IDyIe, TAKBY
1a Cy MHOXKEHe B WHBEP3 I[JIATKE OIepallhje.

69082 nedHHUNMja KOHEKCHje YOIIITaBa OHYy O KOjoj je Ommo peunm y §4. Hehemo osae
VJIa3UTH y [JeTasbe; CIOMEHHMO CaMO Ja CBaka pernpedeHTtanuja rpyme G, Tj. xomomopduzam
G — Hom(V,V) nmedunume sexmopcko pacaojere E = P Xg V wmag M, a kouekcuja na P
WHOyKyje KoHekchjy Ha F. Ako je E TaHTeHTHO paciojeme, OHAA A00HjaMO KoHekcHje u3 §4.

1%

Cuauka 11: BekTopcko paciojeme
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Baparak: [lokasaru ja je npocrop opbura P/G = M.

@QamMunnjy XOpH30HTAJIHHUX MOTHpocTopa H, MoxkeMo na 3amaMo 1 (haMuInjom
JIMHEeApHUX npeciukasawa A, @ T,P — V), raksux na je H, = KerA,. U3 rpan-
suruBHOCcTH sejcrBa G cienu na je V, = TG, rae je g = T,G ranreHTHH 1pocTop
rpyne Gy jenununu, uin Jlujesa anzebpa rpyne GG, 03HAYMMO 0Baj u3doMopduzam
ca

(90) J:Vo =g
Jlakjie, KOHEKCHjy MOXKEMO J1a, AedpuHUIIEMO Kao g—BpeanocHy 1-dopmy wa P, Tj.
A: TP — g, koja uma caeznehe ocobune:
e R;A=Ad(g7")A, re je Ad agjyurosano gejerso’’ G na g.
o A,(X)=j(X)3a X eV, rue je j usomopdusam (90).
Qopma A ce Heka, Ha3UBA POPMOM KOHEKCUJe, HEKAJl KOHEKCUJoM, & HEKA, 2eji
NOMEHYUIANAOM.
Kpusuna xouekcuje A je g—BpennocHa 2—dopma F na P nedunncana ca

1
(91) Fa=dA+SANA,

rae je AN A 2-dopma ca BpeaHOCTHMA Y ¢ HedUHUCAHA €A
d
ANAX,Y) E A, AY)).
Wspa3 ma mecuoj crpanu je Jlujesa 3azpada, nedunmncana momMohy komymamopa
sexmopckux noswa t. Konekcuja ce Hasusa paerom axo je Fu = 0.
Cuienieha siema mam omoryhaBa j1a KOHEKCHjy Ha MJIABHOM pacjojewy m : P — M
nocMarpamo kao g-speasocuy 2—gopmy na M (ymecro na P):

Jlema: Fy = w*ﬁA 3a HEKY g—BpeaHOCHY (hopMmy ﬁA ma M.

Ilomrro je npojeknuja m KaHOHCKA, popme Fa u ﬁA Cy jemHa IpyroM jeJTHO3HATHO
onpehene, ma hemo yOyayhe KOPUCTATH HCTYy O3HAKY F '4 3a obe, 6e3 crpaxa of
3abyHe.

Bparumo ce cazga na enekrpomarserusam. dudepennmjanna dopma Fy (81)
je 2—dopma ca Bpeguocruma y R. Ona ce mMoxke uHTEprperuparu kao opma ca
speanocruma y Jlujesoj anre6pu rpyne U(1) (jep je U(1) =2 S' u T3S! = R), koja
je xomymamuena, tj. [-,-] =0). Omarne cneqm na je y oBom cayaajy AN A =0,
na (88) moxke ja ce unrepnperupa Kao (91) ma U(1)-paciojemy Haz mpocTop—
Bpemenom M = R*.

[IpecaukaBame f : P — P ce HA3UBA aYMOMOPPUIMOM 2AGBHUTL PACAOJEHE AKO
3a cBaxo ¢ € M ciuka 7~ 1(q) y m1(q) u carmacho je ca 1ejeTBOM, Tj. 3a/10BO/baBa
flp-g9)=f(p)-g3acBakop € Pug € G. Ako A konekcuja u f ayromopdusam,
ouna je u f*A xouekcuja. Tpancdopmarimja

(92) Ars f*A

HA3UBA CE 2ejy MPAHCPHOPMAYUjom Ha TIIaBHOM paciojewy. Tpancdopmarmja (92)
yomrrasa (89). W3 mperxoane jeme cienu na ayromopdusmu, Oyayhu na ocras-
/bajy MHBApHUjATHUM CKYMoBe 7 '(q), OCTaB/bajy MHBAPUjaHTHOM M KPUBHUHY KOja

p s g='hg je mejcrBo G ma G xoje cuka e y e; Ad(g) : TeG — TG je u3Bog TOr AjCTBA.

"l Tanrentau Bekropu y TeG ce nomohy jieBuX TpaHCJalUja MOIY HPOIIMPUTH 0 JIEBO HHBAP-
WjaHTHUX BEKTOPCKUX M0Jba HA (G, KOMyTaTOp BEKTOPCKHX II0Jba je m06po medunucad, a Jlujesa
3arpaja je BPpeJHOCT TOr KOMYTaTOpa y €.
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3aBuCU caMo oJ Tayaka 6aze. To je yommreme dumbenue jga rpatcdopmanumje (89)
gyBajy jennaqduny (88).

Nwma cvmucaa ropoputn u 0 yommremy enekrpomarderunsma vHa U(1) paciojema
HaJ, 6asom M Koja mma HerpuBujanmy Tomosormjy 2. Tama m cama paciojema
mory aa Oyay unerpusujanua (rj. He mopajy sa Oyay usomopdua Jexaproom
npoussoay). Heka je L rakso paciojeme. Unenrurer dF = 0 koju 3a10Bo/baBa
dopma KpuBuHe HazuBa ce Bujankujesum udenmumemom; U3 wera ciaeau ga F
nedunmrIe KoxoMouIomKy KJacy. Moxke ce moka3aru na u3 Layc—Boreose Teopeme
cieny 1a je

™

[QLF] € H*(M; 7).

Koxomonomka kinaca c1 (L) = [5F] nHasusa ce npeom Yeprosom xaacom paciojera
L; ucniocrassba ce Ja oHa He 3aBucu of, F' u na kiacudukyje U(1)-paciojema Ha
6azom M.

Omnmryje, ako je G moarpyna rpyne GL(n,C) u P G-rnaBHO paciojeme HaT

6a3om M ca koHekcujom F',

(93) o(P) {det(l + LF)] € H*(M;Z)

2
Ha3uBa ce momanrom Heprnosom kaacom paciojema P. Moxe ma ce mokazxke 1a
¢(P) ue 3aBucu on kpusure F', Beli camo oz Torosioruje paciojema. depHoBe Kjace
Ce HEKa/l HA3UBAaj]y U MONOAOUKUM KEAHMHUM OPOjesuMa.

W3 nperxoHux youlmITema 3aK/by4dyjeMO /13 Ce eJeKTPOMAIHETU3AM MOXKE, Ha
bopmasHOM HUBOY, yoLLITUTH Y Iejil Teopujy (U/iu TeopUjy KOHEKCHUja) Ha [JIABHUM
pacnojemuma. IlocToju Brllle KOHKPETHUX PEATU3AIM]A U TPUMEHA, OBOT YOI TEHA.

Ouznyaapu Janar u Musc ¢y 1954. rogwmHe pasMarTpad TPUCTYT TEOPHUjH aTOMa
[I0 KOME Cy IPOTOH M HEYTPOH UCTa 4YeCTUld, HYKAeOH, KOja Ce IojaBJbyje y JIBa
pazimunTa crama’®. Hykieomy ce mpuapyzkyje omcepsabiia u3ocnum, KOja HMa
/1B COLICTBEHA CTamba, KOja OAroBapajy CrambuMa I[POTOHA W HeyTpoHa. I['pyna
SU(2) cuenujajHux yHUTaAPHUX MATPHUIA A€JCTBYje Ha ABOJAUMEH3UOHOM KOMILIEK-
CHOM IIPOCTOPY T'€HEPUCAHOM THUM COIICTBEHUM cTamuma. Janr u Mujc cy cyrepu-
caJIu Jia ce OBO YHUTAPHO JejCTBO 2.400a.nu3yje, Tj. J1a ce T03BOJIH /13 OHO 3aBUCH OF
oJioKaja decrune y npocropy u spemeny. OBa ujeja je KacHUje UHTEPIPETUDAHA,
y repmunuma SU (2)-rejy reopuje nan 6a3om M numensuje 4. To je, maremaruuku
LJIeJIaHO, jemHo o HeabesnoBux yormrea U(l)-reji Teopuje eIeKTpoMarHeTu3Ma
(3a paznuky ox U(1), rpyna SU(2) je nekomyrarusHa). JlujeBa asrebpa rpyre
SU(2) je su(2), BEKTOPCKHU IPOCTOP KOMILIEKCHUX 2 X 2 Marpuna J Koje 3a10BOjba-
Bajy J +J* =0.

Bagarak: Ussecru u3 (93) 3akibyuak ua je dpyea Yepnosa kaaca rsiaBHOD
SU(2)—paciojewa P jennaka

P = |

rae je F' dopma kpuBune.

™

1
Szt (F A F)] € HY(M;7),

72ﬂ;o caja CMO BHJENIH JOBOJPHO IIPHUMepa KOJjU HaM IIOKa3yjy Ja Hallla CXBaTama IIPOCTOPA
Ka0 eyKJIU/JCKOI CyBHIIE II0jeJHOCTABIbYjy U OIPAHUYABA]Y CAUKY O IIPOCTOPY.

730Ba uaeja ce mojasspyje jom kox Xajserbepra 1932; tepmun usocnun yBeo je E. Burmep
1937.
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Jeanauune nospa y Janr-MuiicoBoj reopuju cy ciauuse jegaauunama (87):
daF =0, daxF =0,

¢ TaM 1TO je oBie d4 KOoBapujanTHu u3BOJ, Audeperiujannux gopmu. OBe jes-
Ha4dMHE MOTY Jla Ce M3Be/y U U3 BapUjal[iOHOr IPHWHIIMIA, Kao eKcrpemasie Jare—
Muancosoe dynryuonana

(94) YM(A) = / tr (FF AxF),

M
rze je tr rpar marpune (F uma Bpenaoctr y su(2)). One excrpemane dbyHKIuOHAIA
Y M xoje cy JOKaJHE MUHHMYMHI Ha3UBajy ce uncmanmonuma. Vlcrnocrasspa ce ga
Ce MHCTAHTOHU MOTY TQ9YHO ME€OMETPUjCKU OMUCATH: TO Cy OHe KoHekcuje A umje cy
KPUBUHE JTyaJjHe cedu y OgHOCy Ha XOIIOBY 3BE3y, JAKJIe TaKBe 1A je

(95) FA :*FA.

Hekaga ce ymecTo KOHeKCHja Yuje KpUBHUHE 3a/10B0JbaBajy (95) nocMarpajy oHe duje
Cy KpUBHHE aHTH/yaJjHe cebu, Tj. TakBe Ja je

(96) FA:—*FA.

OBze y auTepaTypu MOCTOjU U3BECHA HEIOCIEIHOCT Y TEPMWHOJIOTH)W, HEKAJ Ce
KOHEKCHje 4Mje KpUBUHE 33/10BOJbaBajy (96) HA3UBA]Y GHMU—UHCINAHIMOHUMG, &
Heka/l ce Oalll OHe HA3UBA]Yy MHCTAHTOHUMA (YIVIABHOM AKO CE Y TEKCTY HE CLIOMUEY
oue Koje 3a,1080sbaBajy (95). Mebhyrum, oBa ABa 110jMa Cy y CYLITUHU EKBUBAJIEHTHA
—u3 (82) je jacHO 1@ npu NPOMEHU OpUjeHTalyje XOII0Ba 3BE3/a MEeHa 3HAK, TAKO
Ja TpOMEHa OpHjeHTallfje Mema, YI0Te NMHCTAHTOHA, U AHTUUHCTAHTOHA.

Jarr—MuiicoBa Teopuja HEje YCIENTHO MOCTYKUJIa 33 3aCHUBAE TEOpHje HYK-
meona™. Mebhyrum, ona je ogurpasa BeOMa BAasKHy YOIy Y HHUCKOIUMEH3HOHO]
rouoaoruju. 13 npoydasamwa npocropa ekcrpemada dynxuuonana (94) upousa-
mao je @puamanos noka3 Iloerkapeose xumoresde 3a n = 4 KOju CMO CIIOMEHYJIU y
§10, kao u pesyararu C. loHagICOHA O Y€TBOPOAMMEH3NOHUM MHOTOCTPYKOCTHUMA
nyosmkoBaru 1983. U3 pamosa Howmanacona m @puamana mMpoU3alja je U TEO-
peMa O TIOCTOjamby e230MmuUYHUT 2AamKur cmpyxmypa na R, omrocHo mocTojamy
MHOT'OCTPYKOCTH KOje cy xomeoMopdHe, aau Hucy audeomopdHe, IeTBOPOINMEH-
3UOHOM €EYKJIMJICKOM I[POCTOPY. 3aHUMJbUBO je j1a Taj (DEHOMEH y eyKJIMJICKUM
MPOCTOPYMA MTOCTOJU CaMO y AuMeH3uju 4: 3a n # 4 HeMa er3s0TUIHUX CTPYKTYpa
ma R™ — cBaka ryrarka MHOTOCTPYKOCT KOja je XoMeoMOp(dHa eyK/IUICKOM ITPOCTOPY
R™ 3a n # 4, mopa 1a 6yae u gudeomMopdHa TOM MTPOCTOPY .

Ananuza kojy je JdoHaiacon npumenno na cryiupamne Janr—MuicoBux uHCTaH-
TOHA CJIMIHA je OHOj KOjy je KacHuje mpuMeHno ['poMOB Ha CTYIUPAIbE ICEYI0X0I0-
MOpGhHUX KPUBUX, U O KOjoj cMo roBopuiin y §6. Hanme kao u nesmneapue Komm—
Pumanose jennaunne, jennaqune (95) u (96) cy eaunmuuke a Cy CKyNOBU BbUXOBUX
perema (Moaysio rejii rpancdopmanuje (92)) M MHOrOCTPYKOCTH KOHAYHE TUMEH-
3uje’.

74,Z[aHac ce y dusunu cmarpajy ycunemnujum apyre reji reopuje: SU(3)-rejy Teopuja 3Bana
zpomodunamuka, SU(2) x U(1)-reju Teopuja nox umenom Bejnbepe—Canamos moden, kao u Cman-
dapdny moden, Teji TeOpHUja KOja YKIbYIyj€ CBe OCHOBHE CHJIE OCHM I'DAaBUTAIH]E.

751\A[H0I‘0(3prKOCT HMHCTAaHTHOHA M ce CaCTOjI/I U3 BUIIE KOMIIOHEHTH IIOBE3aHOCTH PA3JIUIUTHX
JMMEH3H1]ja; IMMEH31ja CBaKe KOMIIOHEHTE Ce MOXKe u3pasuru noMmohy Bpegsocru Janr—MuiicoBor
dyuknuonana (94) y Hekoj mweHoj Tauku A u romosomkux uuBapujaHTH (OjrepoBe KapaKTepHC-
tuke X(M) u curmarype o(M)) muOrocrpykocru M.
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Ucnocrasspa ce Ja ce Heke nHdopManmje o TONOIOrUju MHOrocTpykocT M Mory
npounTaru u3 onpehenux xommomenTr MHOrOCTpykoct M. Hmp, 3a Heke MHO-
rocrpykoctu M jesan o KpajeBa MEeTOAMMEH3MOHE KOMIIOHEHTE MHOIOCTPYKOCTHU
M je nudeomopdan ca M (xeypucrudku apryMeHT 3a OBO je ,Ja Ce LIPU HEKUM
JIMMECUMa, MHCTAHTOHH jedopmuiry y tadky Ha M7, 1ma je CKym THX Tadaka Iu-
Bepreuiyje kpaj M C OM), a ocranu KpajeBu Cy jeJIHOCTABHUjE MHOTOCTPYKOCTH.
Ca Tux jemHOCTABHUjUX MHOTOCTPYKOCTH MOYKEMO 13, IIPOYUTAMO OHE WHBAPUjAHTE
KOje ce odyBaBajy upu Kobopausmuma (0 kobopauszmuma je buso peun y §11).

Janr-MuwuiicoBa Teopuja je OorBOpmJia M MHOTa APYyra MHTEPECAHTHA LUTAMHA Y
TOIIOJIOIUjU 4eTBOPOAUMEH3HMOHNX MHOrocrpykocru. Heka ox mux cy ocrasa 6e3
oarosopa 10 cpeanue '90ux roguHa, Kaga cy ce y paay dusunuapa H. Cajoepra u E.
Burena 3 1994. 0 gyasaHOCTH y €/IEKTPOMArHeTU3MY, MOHOTIOJIMIMA U CYTepCHMeT-
puaHOj Janr—-MmiicoBOj Teopwju MmojaBuje jeHaUNHE KOje moBe3yjy dupaxkos orme-
paTop, CIMHOPCKA 110/ba ¥ KOHeKcuje y Spin—reju reopuju. E. Buren je nocrasuo
XUIIOTE3Y /14 CE T€ jeJHAMUHE MOI'Y yIOTPeOUTH 33 U3y YaBatbe YeTBOPOINMEH3UOHUX
MHOTOCTpYKOCTH edukacHuje o Jarr-Mmacosux S, ¥V cremehmx HEKOINKO rofmHa
BUINIE OTBOPEHUX MPOOJIEMa HUCKOINMEH3WOHE TOIOJIOTHjE je€ PEIeHO, a 3a HeKe
crape pe3ysrare HaeHa Cy jeTHOCTABHUja PEMIEHa.

SanumibuBa rejii reopuja je reopuja depn—Cajmoncosoe pynkyuonanra. Heka je
M rtpomumensmona muOrocrpykoct u P ranasao SU(2)-pacnojeme man M. Yepu—
Cajmoncos dynkumonan nupoa k cBakoj Konekcuju A wa P upuapyxkyje 6poj

3 2
SM):——/‘H<AAdA+§AAAAA>.
M

0
Bapujanujom o A nobuja ce

d

2| S(A+tB)=0 & dA+ANA=O.

t=0

[Mowrro je FF = dA+ AN A kpuBuna konekcuje A, kpuruane rauke Yepu—Cajmonco-
Bor (bYHKIMOHAJIA Cy pasHe koHekcuje. Dop je mpumeruno cBoj mpuctyn Mopcosoj
Teopuju Ha 0Baj MDYHKIMOHAJ U JI0KA3A0 I3 Cy FHEroBe rPafjeHTHE TPAjEKTOPHje
(anTH)HMHCTAHTOHH, Tj. perrema jenHadnse (96) Ha M x R. MopcoBe XOMOJIONIKe
rpylie KOHCTPYUCAHE HA OBaj HAYMH HA3UBAjy ce uncmarmorckom Daoposom zo-
Mmono2ujom. JlOHAIICOH je MOKa3ao Ja KOOOPAM3MH MHOTOCTPYKOCTH HHIYKY]Y
xomMoMopdu3me mHCTAaHTOHCKUX PIIOPOBUX XOMOJIOTHja, TAKO /I3 je WHCTAHTOHCKA
@Jj10poBa XOMOJIOTHja IIPUMED TOIIOJIOITKE KBAHTHE TEOPHje M0Jha Y AUMEH3Uju d =
3.

§13. PenaruBuoct u reomerpuja JlopeunnoBux muorocrpykocru. ¥ §1 cmo
Bunenu ma cy IbyrHOoBe jennaunne mHBapujanTHe y omHOocy Ha lammiejeBe Tpamc-
dopmanmje. 3a MakcpesioBe jeqHaduHe TO HE BAXKU — OHE HUCY WHBAPUjAHTHE Y
onuocy na (3). Melyrum, u3 wuxosor 3aumuca (86) BUAMMO Aa UPBA jejAHAYMHA
yBek Baxku (Bujankujes uaenrurer), a ga je apyra gedunucana nomohy Xogosor

76,£[I/IpaKOB onepaTop Takohe gedHHUIIE eJUNTHIKY IAPIUjATHY jeJHAIUHY, TaKO Ja je CKyI
pemena Cajoepr-BurenoBux jeqHa<unna Takohe KOHATHO JUMEH3HMOHA MHOTOCTPYKOCT. AJIH, F-eHA
CBOjCTBA je Jlakuie npoydasBaru 300I KOMyTaTWBHOCTH ojaroBapajyhe rejy reopuje, kao u 300r
HEKHX AHAJIUTUIKHUX (DeHOMeHa Be3aHWX 3a KoHBepremnuje (rj. omuc rpanuma M) Koju cy y
JlOHAJIICOHOBO] TEOPHUjH CIIOKEHUJH.
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sBe3ga—oneparopa. Cam Xouos 3Be3ma oneparop (82) je medwunucan y3 momoh
merpuke Munkosckor (83), 04HOCHO

(97) ds® = do* + dy? + dz* — Fdt?.

Haxe, ako Tpancdopmanuje 9yBajy merpuky MuaKOBCKOT, MaKCcBeIOBE jeIHAINHE
he 6uTH MHBapHUjaHTHE y OIHOCY HA HHUX.

3 qumenune ma decTuia He MoxKe /1a ce Kpehe 6p3unom Behom o 6p3une cBer-
JIOCTH, CJIEJM Ja TAHTEHTHU BEKTOD T = (&, §, £) Ha TPAJeKTOPH]y IECTUIE MODA 1A

JIEXKU Y KOHYCY
dz\ > dy 2 dz\? 9
- = =) <
(dt) +(dt> \@) =
miro je, Ha oCHOBY (97), eKBUBAJIEHTHO Ca

(98) ds*(Y,Y) <0 3a Y = %(r,t),

IIpY 9eMy 3HAK jeJHAKOCTH CTOjH CaMO 3a 9eCTHIly KOja ce Kpehe Op3mHOM CBeT-
JIOCTH.

Cruka 12: Bp3une jexe y KOHyCY

Tauke npocTopa MUHKOBCKOT MOXKEMO /13 CMaTpaMo dozahajuma: ,, 9eCTHUIIA, UMa,
koopaunare (x,y, z,t)” 03HauaBa norahaj ,9eCTUA Ce y TPEHYTKY ¢ HAIILIA Y TAIKA
(2,9, 2)

Y §2.3, a u kacauje, BUJEIU CMO Jia aKO (ha3HH [IPOCTOP, IPOCTOP—BPEME, [1PO-
cTope Ha KojuMma cy medunucane yHKIHje CTarba W CA. MOCMATPaAMO Ka0 MHO-
rOCTPYKOCTH, J00MjaMO He CaMO OIIITH]y CJIUKY, Hero u HOBe (reoMerpujcke u
romnoJomke) ysuae. Ilpupoato je, 3aTo, nocmarparu ciezelie yonmreme mpocropa
MunkoBckor.

Hedununmja: [narka muorocrpykocr M aumensuje > 2 ca rjarkoM (pamuiu-
jom OummuueapHux (hopmMu

g:TM xTM — R

koja na csakom Tg M uma curnarypy (+, -+ ,+, —) nasusa ce Jlopenyosom mHo20-
cmpyxowhy.

Hapasuo, npocrop Munkosckor je npumep JlopeHnioBe MHOIOCTPYKOCTH JIAMEH-
suje 4. YumeHuna 1a MHOrOCTPYKOCT MMa (MJIU YOIIIITE JOIYIITa) HEKY CTPYKTYPY
(unp. JIOpeHIOBY, KOMILJIEKCHY, CUMILIEKTUYKY ) KOja MHAYE HOCTOJU Y €YKJIUICKOM
MIPOCTOPY je €KBUBAJEHTHA, UUIHEHUIIN 13, TTOCTOju U300pP JIOKAJHUX KOODIUHATA,
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(Bugeru dopmanny gedununmjy MHOrocTpykoctu y §1) uuja cMena dyBa Ty CTPyK-
typy. akie, 3acuuBame bU3NKe KOja je MHBAPWjAHTHA y OMHOCY HA, M30METPHje
merpuke MunkoBckor ce youmrasa (1 reomerpusyje) 3acHusarem (usuke Ha JIo-
PEHIIOBO] MHOI'OCTPYKOCTH.

ITpu ysobewy Heke cTpyKType Ha MHOIOCTPYKOCTH HPUPOAHO (U HEOLXOIHO) je
IIOCTABUTH IIUTAHe KAKBE MHOIOCTPYKOCTH YOIIIITE JOMYIITajy Ty CTPYKTYpY . 3a
JIopeHIIOBY CTPYKTYpPY BaKu cieseha Teopema.

Teopema: Ha muaoroctpykoctn M mocroju JIopeHIIOBa CTPYKTypa aKo M CaMO
aKO Ha Oj MOCTOjU TAHTEHTHO BEKTOPCKO IMOJbe He—HYJIa BEKTOPA, .

Bagarak: OTKpUTH KOja OJI JIBe UMILIMKAIAje Y OBOj TEOPEMHU je TPUBHUjAJIHA U
JIOKa3aTH je.

Herpusujanna nMoaukandja y MpeTXOdHO] TEOPEMU CJIeId W3 apryMeHaTa W3
asirebapcKe TOIOJIOTH]E, Tj. eIeMEHATA Meopuje OncmpyKyuja.

Y nmpocropy R3 x R Bpeme je u3nBojeHa koopamuarHa oca. Hacympor Towme,
HA LPOU3BOJbHO] (4ETBOPOAMMEH3UOHO] 1 610 KOjoj Apyroj) Jlopennosoj muo-
TOCTPYKOCTH y OIIITEM CIIy4ajy, YaK HU y JOKAJHUM KOODIMHATAMA, HE MOYKEMO
JTa, KaXKeMO KOja 0Ca, je Bpeme — Ta 0Ca He MOopa Ja Oy/le WHBAPUjaHTHA, y OIHOCY
Ha cMeHy Koopauuata. /Jlakie, medununmjom JIopeHIIOBE MHOTOCTPYKOCTH BpEME
je TOTIyHO reoMeTpw30BaHo. TwuMme cMO, Ha W3BECTAaH HAYUWH, YBEIU U OHO IITO Ce
ODOUYHO LIOCTYJIUPA KAO PeaamueHocm (Wil A0KAAHOCT) BPEMEHA. YOLLLTABABEM
nejeanaxocru (98) mosnazumo 1o caenehe nedbununyje.

Hedunnurmja: Kaxemo ga je JIopeHIOBa MHOMOCTPYKOCT 8pEMEHCKU OPUJeHMa-
6uAMa AKO HA 0] LIOCTOjU TAHIEHTHO BEKTOPCKO nosbe X, rakBo ja je g(X, X) < 0.
Taurenrnn sBexkrop Y, € T,M je spemencroez muna axo je g(Yy,Y,) < 0, npocmopnoe
muna axo je g(Yy,Yy) > 0 unu Y, = 0 u ceemaocroe muna axo je g(Yy,Y,) =0, a
Y, 0.

Teopema: Heka je M moBe3ana BpeMeHCKH OpWjeHTHCaHa JIOpeHIIOBa MHO-
roctpykoct u T, = {Y; € ToM | g(Y,,Y;) < 0}M cKyo TaHIeHTHHX BEKTODA
BpeMeHckor tumna. Tazga je ckyn T = qu u Tq OTBOPEH U MMa TAYHO JBE KOMIIO-
HEHTE [TOBE3aHOCTH.

Joka3 nperxojHe TeopemMe y JIOKAJIHO] KAPTHU CJIeAM W3 OMIITUX TOHOJOIIKUX
aprymeHara, a rjodaHo u3 paszbujama jequnure. 3060poMm jemHe o7 KOMIOHEHTH
[IOBE3aHOCTH JI00MjaMO MOIyRHOCT Ja TOBOPUMO O 8€KMOPUME OPUJEHMUCGHUM KA
bydyhnocmu Kao OHUM BEKTOPHMMA BPEMEHCKOr THIIA KOjH INPHUIAJAjy TOj KOMIIO-
HEHTH; BEKTOpDe BPEMEHCKOI' TUIA U3 JIpyre KOMIIOHEHTE 30BEMO 8eKMOpuUMaE 0pU-
JEHMUCAHUM KA NPOULAOCTU.

Kaxkemo Ja je BEKTOp Kay3a.aam aKO je OH BPEMEHCKOI UJIU CBETJIOCHOD THIIA.
Onasne cnemn ma 0 Huje kaysaman sektop. Kpusa v : (a,b) = M je kay3sanna ako
je meH TaHreHTHW BEKTOD *(f) Kay3asaH 3a cBako t € (a,b).

ITapamerap Kojum je KpuBa mapaMeTpu3OBaHa He Tpeba TOBOAUTH Yy BE3y Ca
BPEMEHOM, Ka0 y KJIACMYHO] MeXaHHIM. YMecTo Tora, umamo cienehy nebwunn-
uujy, MOTUBUCAHY 4drbeHuloM Ja u3 (97) ciaenu ja ,3a nocMarpada Koju mupyje”
(dov = dy = dz = 0) Baxu dt?> = —c~2ds®. Oy dopmyiy Ha Clydaj TPOU3BOJLHOL
mocMaTpada yonrrrasa cieneha gedununmgja.

77HHp. v 85 cmo pekiu ga PruMaHOBY CTPYyKTypy AONIYyIITa CBaKa MHOI'OCTPYKOCT, JOK IIOCTOje
MHOTOCTPYKOCTH KOje, U3 TOLOJIOMIKHX Pa3JIora, He JOIYIITA]y CHMIIEKTHIKY CTPYKTYDPY.
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Hedununuja: Heka je v : (a,b) — M ruarka kpusa Ha JIOpEHIIOBOj MHO-

FOCTPYKOCTH YHjH Cy TaHTEHTHH BEKTOPH BPEMEHCKOr THIIA, OPUjeHTHCAHU Ka Oy-
nyhuoctu. Concmseno speme xpuse 7y ox y(a) mo v(b) je Bemanua

(99)

[Ipumerumo Ja roBOpUMO O COLCTBEHOM BpeMeHy kpuge. Ako Tadke Jlopenmnose
MHOrocTpyKocTH (Koja y cebu caap:Ku 1 BPeMe U 1IPOCTOp) cMarpamo jorahajuMa,
onja oBa Jebununmja ysoau (coucrseno) speme usmehy norafjaja A = ~y(a) u
B = ~(b) camo kao mojam Koju mocroju dysic dame kpuee . Ipyrum peumma,
COICTBEHO BpeMme u3Mehy ,ucrtux morahaja” mMoxke OUTH PA3IMYUTO IyK PABIUUU-
TUX KPUBKX, JBa Osiu3anua Koja ce pacrany (norabaj A), na nonoso cperny (uorahaj
B) usmepuhe paziuauro coucrseno speme usmely ra usa porabhaja (wro ce moxe,
a He Mopa, uspehu 36ymwyjyliom pedenunom ,jenan hie na ocrapu 6pxe o apyror”).

CorcTBeHO BpeMe je aHaJjIorhja pacTojama Ha PrMaHOBOj MHOTOCTPYKOCTH, ajiu
Ty aHaJjorujy Tpeba mBarutu onpe3no. Ha npumep, 3a JIOpeHIOBYy MeTpuKy BaxKu
naonaxe Kowu-Ilsapuyosa nejednarocm 3a Kays3aane BekTope: ako cy X m Y
Kay3aJIHA TAHIEHTHU BEKTODH, OHJIA je

lg(X, V)| > IX] - [[Y]-
Opnarie crenu ma 3a J1Ba Kay3ajHa BekTopa X, Y opujeHTmcaHa ka OyayhuocTm
BAXKU HAONAKG HEJeOHAKOCT MPOY2Aa
0 <[ X[I+ Y] < IX + Y.

Kaxemo ga rauka x € M zponosowru npemzxodu tadku y € M ako nocroju
riaTka Kpusa vy : (a,b) — M BpemeHcKor Tmna Koja je ycmepena ka OymyhrocTw,
takBa n1a je y(a) =z, y(b) = .

3ajarak: [IpermocraBumo fga x xporosiomku nperxoau y. Kopucrehu naomaxy
HejeJHAKOCT TPOYyTJya JOKA3aTh Ja je

rze je nHGUMYM y3eT 110 IVIATKUM Kay3aJHUM KpHBaMa KOje Crajajy « u y.

IIperxonam 3amaTak je KOHTPAWMHTYUTHBAH Ca Tadke ryegumTa Pumanose re-
omerpuje — HeMa ,Hajkpaher pacrojama’. Hacympor Tome, mocToju

. b
d(z,y) = sup /

r7e je CympeMyM y3eT IO CKYIy IVIATKMX KPUBUX BPEMEHCKOT THUIA, YCMEPEHUX Ka
Oynyhuocrtu, Koje crajajy x u y. @yHkimja d ce Ha3UBa TPOHOAOULKUM PACTNOJAIHEM.
JacHo je ma d 3a10Bo/baBa HAOMAKY HEjEJTHAKOCT TPOYIIA.

Bamarak: Heka je M = R3 x S' Jlopenmosa MHOIOCIPyKOCT m00Hj€HA KAo
KOJIMYIHIYKHE IpocTop mpocropa Munkosckor R? x R y oamocy ma Z-1ejcrsBo mo
rocJie ih0j KoopAauHaTu. JlokaszaTu ma y H0j CBaKa Ta4Ka XPOHOJIOIIKHU IPEeTX0/I1
cBakoj Tauku (ykibydyjyhiu u camy cebe) u na je d = +oo.

Hedbununuja: IIpocmop—epeme je moBe3aHa, OPUjEHTHCAHA, BPEMEHCKUA OPH-
jeHTHCaHa JIOpeHNOBa MHOTOCTPYKOCT AuMeH3Hje 4.
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[IpumeTumo 1a mpOCTOp—BpEME HE MOXKE 113, Oy/e U TMPOCTO MOBE3AHO U KOMITAK-
THO. 3aucra, Heka je M komnaxmmno npocrop—speme. llomro je, mo medbwaummjn,
M wu opujerTabuiiHO, 3a Wwera Baxu [loeHKapeoBa MyaaHOCT:

Hi(M;Z) = H**(M: 7).

Axo je M mpocTo ToBe3ana MHOTOCTPYKOCT, onia je Hy(M;Z) = 0u HY(M;Z) = 0.
N3 Tloenkapeose ayanrocru cieau Hz(M;Z) = 0. Ilomro je Ho(M;Z) = Z u
H,(M;Z) = Z, u3 xomououike kapakrepusauuje Ojiepose KapakTepUCTuKe
4
X(M) =" (=1)*rang Hy(M; Z)
k=0

ciegu x(M) > 2. OBo je y CympOTHOCTH Ca IpPETHOCTaBKOM ja je M Bpemen-
CKU OPHjEHTHCAHA — U3 E€r3UCTEHIHje TAHMEHTHOI BEKTOPCKOr mo/ha X 3a Koje je
9(X, X) <0 (wro 3naun na X nurge nuje nyna) creau x (M) = 0. Ha ucru nauun
ce JioKasyje u omiruje TBpheme: YHusepsasno Hamrpusarse npocmop—epemena
HUJEe KOMTLAKMHO.

Ilon, aymomopdpusmuma npocmop—epemena nojpasymesamo nsomerpuje Jlopen-
II0OBe MeTpHUKe KOje UyBajy OPHjeHTAIN]y W BPEMEHCKY OPHjeHTAIHjy, W CIUKA]y
BEKTOpE opujeHTHcane Ka OyayhHoCcTH y BeKTOpE opHjeHTHCaHe Ka OyayhHOoCTH.

Ilpumepn: 1. IIpocrop Munkosckor. Hapasno, mmorocrpykocr M = R*
ca merpukoM (97) je upsu upumep npocrop—spemena. Opujenranuja na M je cran-
Japana, 3agara gopmom dx A dy A dz A dt, a BpemMeHCKa OPHjeHTAlHja jeTuHIT-
HAM BEKTOPOM ayk t—oce. TanrenTnu BekTOp X BPEMEHCKOr THUIA Yy MPOCTOPY
Munkosckor je opujenrucan Ka Oymsyhnocru ako je dt(X) > 0.

Ayromopdusmu mpocropa MunkoBckor cy enementu Iloenkapeose epyne

0(3,1) x, R*

— ceMmAMpEKTHOT TpomsBoza’s rpyme O(3,1) marpuna dbopmara 4 X 4 Koje qyBajy
dbopmy (97) u rpyne R* y ommrocy Ha oumrienny pempeseHTaIumjy

p:0(3,1) = Aut (RY).

Cpyna O(3, 1) nazusa ce Jlopernyosom epynom, a wena noarpyna SO(3,1) marpunga
KOja 4dyBajy ¢opmy (97) u opujenrauujy cneyujasrom Jopenyosom 2pynom.

Ose rpyne mory ja ce nocmarpajy u Ha ciegehu naaun. puapyxkumo gorabajy
(r,y,2,t) € M Tauky [z : y : z : t] € RP? y TPOIMMEH3HMOHOM HPOjeKTUBHOM
IpOCTOPY. XOMOTE€HU TTOJTMHOM

Q:R* >R, Q(z,y,z,t) = 2% + 9> + 22 — 212

nedbunume nospm apyror pera X = {[z 1y : 2z : t] | Q(x,y,2,t) = 0} y RP3.
[Monuuom () je uHBapWjaHTaH y OJHOCY Ha KOMIO3ulpje ca Marpunama u3 O(3,1),
Oyayhu na ome uyajy dopmy (97). Ilpumerumo ga je t # 0 ma X, ma npesas
Ha HexoMmorene koopjuuare (x/t,y/t,z/t), naje TaduHy CIUKy O MOBpIIU X, KOja je
y THM KOOpIMHATaMa 3aaTa jemHadnHoM X2 + Y2 + Z2 = 1, mro je jequHndna
cdepa. Omarne cneau na cy enementu rpyne O(3, 1) npojekrusae Tpancdopmanmje

"8Heka cy G u H rpyne u p : H — Aut(G) xomomopdusam rpynma. CKyn CBEX HapoBa
{(g,h) € G x H} ca npoussogom gedunucanuM ca (g1, h1)- (g2, h2) := (p(h1)(g2), h1h2) je rpyma
KOja ce HazuBa cemudupexmuum npoussodom rpyna G u H y onsocy Ha p u o3na4dasa G X, H.
Ha npumep, rpyna fupeKTHHX H30METPHUjCKUX TpaHCHOpMalyja PaBHU je CEMUAUPEKTAH IIPOU3BOJ
rpyiie TPAHCJALMja U IPyIe POTaluja.
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Koje ayBajy jemunnuany chepy ¥ C RP3. U3 Tonosomkux pasiora, oxe he aysatn
u yHyTpammbocT cdepe, Tpomumensuony jonty B3. Byayhu ma ce Q me mema
MHOZKemeM ca -1, u j1a je ynyrpaumoct joure B2 mogen reomerpuje Jlobauesckor y
KOME Ce H30MeTPHujcKe TpaHchopMaImje OMUCyjy Kao IPOjeKTUBHE TPpaHC(hOpMAaInje
KOje dyBajy cdepy, caeau na je rpyma

PO(3,1) Y 0(3,1)/{£1}

rpyna m30MEeTPHUjCKUX TpaHcdOpMalyja TPOAUMEH3UOHOT TpocTopa JlobadeBckor.
Canyno, rpyna PSO(3,1) := SO(3,1)/{£1} je rpyna AMPEKTHUX M30METPUjCKHUX
rpancdopmanuja npocropa Jlobagesckor.

IIpumep Jlopernose rpancdopmanmje (z,y, z,t) = ¢(2’,y', 2',t') y xoopaunara-
Ma je
(100) x=a, y=y, z2=v0W)E +vt), t=v{) (t’ + :—2z/>,
rae je v koucranra u y(v) = 1/4/1 — v?/c2. HamoMeHNMO 12 CMO JI0 OBHX TPAHC-
dopmanmja O CAMO HA OCHOBY MATEMATHYKE CHMETPHje KOjy CMO IOCTYJIH-
pa/u Kao 3axres unBapujanrHocru Jlopennose merpuke. Ipyrum peuuma, (100) y
OBOM TPEHYTKY IIPECTaB/ba CaMO IPUMEDP TpaHcdOpMaIyja Koje 3a10B0/baBajy Ty
cumerpujy. la 6ucmo maju UMUKy WHTEPIPETAIN]y OBUM TPaHC(HOPMAIjaMa,
(cnernmjasibo, ,,koucTanT v”), mojumMo o unmbenIe aa Jlopennose rpancdopmanuje
aysajy dopmy (97):

da? + dy* + dz* — Pdt? = (d2')? + (dy')* + (d2)? — Z(at')>.
Oparne neswemwem ca dt u xopuwhemem (100) 3axspyayjemo aa je v = ||F|| unren-
surer Bekropa 6p3une (y EbyrHoBOM cMuCiy) KOjOM Ce jelaH KOOPAMHATHUA CUCTEM
kpehe y oxnocy Ha Apyru.

ITpumerumo za ce koopaunara t (,FbyrHoso Bpeme”) y (100) rpancdopmuire y ¢’
IO TIPABUITY KOje YKJbydyje 1 IPOCTOPHY KoopAuHaTy z. To 3Ha4n 1a y Teopuju Koja
je mHBapujaHTHA y ofHOCY Ha JlopeHnose TpancdopmMaliije BpeMe Huje qeuHuCAHO
Kao ryiobasiHu objekar, mITO W ONPAB/IABA HAIILY KEJbY J1a [IPOCTOP—BPEME II0CMa-
TPaMO Ka0 MHOI'OCTPYKOCT, 03 IJIODATHOT 0/IBajarba BPEMEHA Kao MOCeOHEe KOOP/IU-
uare. ledununuja concreenor spemena (99) y npocropy MUHKOBCKOr MOXKE 3 ce
HaIuWIe U Kao

(101) dr =/ —c2ds?,

rze je ds? maro ca (97). Us (101) u (99) nobujamo

dr\? dr
) =1 -2
() -1

2

3

dt
miro, 360r paHuje usBeneHe penanuje v = ||t|| maje
dr 1

dt @)’

Bajgatak: Heka je 7 : R* — R, 7(r,y,2,t) = t upojeknuja na k—Ty Koopu-
mary. Hokazaru na nocroju Jlopenmnosa rpancdopmanuja ¢ Taksa Ja je

(a) (m40¢)~1(c) # 7, (c) 3a Heko c,

(6) ¢*dmy(t) > dmy(t), rme je t = (0,0,0,1) jeruHUYHE BEKTOp Iy:K t—OCe yC-
MepeH Ka OymyhHocTH,
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(B) |¢*dm1(1)] > |dm1(1)|, Tae je 1 jeaquHUYIHE BEKTODP JyXK T—OCe.

OBa cBOjcTBa Ce y MOMyJIapHUM TEKCTOBHMA, O Teopuju pejaTuBHOCTU HA3UBAJY
pesnarusomiy HCTOBPEMEHOCTH, KOHTPAKLM]OM JLy?KUHE K [IPO/YKEEHEM BPEMEHA.
Koje oz csojcrasa (a), (6), (B) onrosapa xom ouucy?

Bparumo ce caga esekrpomarentusmy. [logenu cmo na pasmarpamo Jlopennose
Tpancdopmaruje u MeTpuKy MHUHKOBCKOr 13 6ucMo 00e36euin MHBAPUjaHTHOCT
MakcsenmoBux jegnaqmaa. Mehyrum, dpyru HbyTHOB 3aK0H Huje MHBapUjaHTAH
y oxmuocy Ha Jlopenmose TpancdopMmalyje, a TUME HU U3 FHEra U3BEIEJCHA jelI-
HauuHa (74) Koja OIMCyje KpeTame y eJIeKTPOMArHeTHOM 1osby. Ja 6ucmo nobusu
KOH3UCTEHTHY WHBAPHUjaHTHY TeOpujy, Tpedaso ou mga npedopmyauiiemo EbyraoBy
jenaaunnay F' = ma. [locroju Buie HavunHa 13 e MPUCTYIIA TOM Ipobaemy. Mu cmo
y §3 u §4 Bujesm IPETHOCTY BAPUJAIIMOHOL IPUCTYIIA KJIACUIHO] MEXAHUIIM, 114 ieMO
¥ OBJIE HA, TAj HAYWH Ja MIPUCTynuMO npobsemy. ¥ §4 cmo Buzenn na ce Ilpsu Fby-
HOB 3aKOH YOIIIIITaBa, HA TBpheme 11a ce cIoboaHa decTuria Kpehe mo reoe3mjckum
nuHujama PuMaHoBe MeTpuke, Tj. 1O ekcrpeMasiama (yHKnuoHasua Ayxube (12).
V3MUMO TO KA0 HOJIA3HY TAYKYy PEJATHBUCTAYKE MEXaHUKe — (DYHKIIMOHAJ [1y2KUHE
y upocropy Muukosckor je (99), ajiu mberose eKcrpeMalie Cy uCre Kao u eKCrpemMalie
dyuknuonaa

S(1) = A / s,

rae je ds = /—ds2, a ds? maro ca (97), 3a KOHCTaHTy A\ KOjy GMCMO BOJETH 71a
n3abepemMo Tako Ja Ce OBaj BapHUjaIMOHU MPOOJIEM CBOAM HA BAPWjAMOHU TPOOIEM
u3 §4 xkaj ¢ — +00™. Y ToM umiby, Hanummo S, o yraeuy ma (5), y obiuky
uHTerpada 1o t:

S(y) = / Lat.

N3 dopmymne Jlopennosux Tpauncdopmanyja cieny aa je

L=—-Xey/1—0v2/c

MebyTum, oBaj u3pas rexxu Ka +00 Kaj ¢ — 400, 3a cBako A # 0. Aju, ekcrpemasie
dyHkuuonasa S cy ucre Kao u ekcrpemasie (PyHKIMOHAIA fv(L +mc?)dt, jep je
n3Bo/ KoHcTanTe 0. 3aTO MOYKEMO JIa TPayKUMO JIArPAHKHUjaH y 00INKY

L= —Xe\/1—v2/c2 +mc?.

Ha 6u, Kag ¢ — +00, OBaj U3Pa3 TEKHUO KJIACHIHOM JIATPAHKUJAHY CI000IHE dec-
tune L = mv?/2, tpeba uzabparu A = mc. Tako 106ujamMo pesaTHBUCTHYKH Jia-
TDAHXKUjaH

(102) L =—mc®\/1—v2/c®+mc>.

Oparne, u u3 pedununuje uvnysica y (16) mobujamo u3pa3 3a pelaTUBUCTUYKA
HMILYJIC

(103) oL mv
P=ov ™ V1—02/c2

Y ucrom cmuciy y kom h — 0y §7.
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3aparak: [lo yrueny na uspaze v = q u p = mv u3 byTHoBe MmexaHuke y eyk-
JILJICKOM IIPOCTOPY, MOKeMO y npocTopy MUHKOBCKOT 1 1eUHUIIIEMO %eme0opodu-
MEHIUOHY OP3UHY U 4emBOPOJUMEHIUOHY UMNYAC KAO
dq dq
E n mE 5
rae je q : (a,b) — R* TpajekTopuja WecTHIE y HPOCTOP-BPEMEHY, a T CONCTBEHO
BpeMe.

(a) Kaksa je Be3a uzmehy oBako gedunucanor umiyica u (103)7

(6) Jaru unsapujanrny aeduHunmjy 4€TBOPOAMMEH3MOHOL UMILYJICa oMoy (y-
HKIIMOHAJIA

(104)

ds?
S(W)z—mc/ds:mc —
2! v ds

no yrieny Ha (16), koja hie Guru carsacua ca (104).

Cana moxkemo na pedopmysuiinemo Ipyru EHbyTHOB 3aKOH y MHBapHjaHTHOM
O0JIHKY:

dp
F=—.
dt
Ouarie caenu ja jepnaduna (74) uma pejaruBucTudku 06MK
dp
— =q(E x B
5 = 4(E+vxB)),

rze je p aedunucano ca (103).

Bagarak: Ussecru uz (13) 1a je pejlaTUBUCTUYKY XaMUITOHUjAH (YKYIIHA EHED-

ruja) cJI0BOJHE YECTULE
2

H:m02+p—,
2m

2 33 gecTHIly KOja MHpYje.

ofaKJe caean dyBeHa gopmyna E = mec

2. Ajumrajai—ge Cureposo npocrop—speme. Heka je M = R3 x (0, +o0) u
HEKa Cy
7 M — R3, o : M — (0, +00)
npojexmuje. Heka je go eykmuacka merpuka y R3. Tama je

q déf W;l/gﬂikgo - d7T2 & d7T2

Jlopenmosa merpuka®® ma M. ®opwma 7} (dz A dy A dz) A widt nedbunmme opu-
jenranujy Ha M, a Bektop t nedunucan ca (7).t = 0 u (m2)«(t) = 1 BpemeHcky
opujerranujy. Tume je nedunucano Ajumraju—mge CuTepoBO MPOCTOP—BpPEME.

3. ®pugman—Pobeprcon—BokepoBo nmpocrop—Bpeme. Ajumraju—ae Cu-
TEpOBO MIPOCTOP—BPEME je Crernujaanu caydaj ommrujer, ®puaman—Pobeprcor—Bo-
KEPOBOI' IPOCTOP—BpeMeHa, y KoMe je JIopeHioBa Merpuka jara ca

ds* = a(t)do® — dt?,
rae je do? merpuka y R3. Obaj Mozes1, Ka0 U IIPETXO/HMU, [OJIA3H O/l IPETIIOCTABKE
Jla IIPOCTOPHE KOMITOHEHTE METPHKE MOTY 14 3aBHUCE O/l BpEMEHA U [TOCJIYKHO je Kao

KOCMOJIOIIKY MOJIeJI Teopuja Besmkor npacka (Big Bang) u mupema Csemupa (3a
ynje (opmysianuje je TOTpeOHO MPETHOCTABUTH 3aBHCHOCT METPHUKE OJI BpEMeHa,

803a1uc Merpuke g y koopaunarama je ds2 = t3/4(da? + dy? + dz?) + dt2.
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HIIp. BeIMKH IIpacak MOxKe Ja ce (opMymmIme Kao ,lim; . o g¢ = 07, mupeme
Ceemupa kao ,,g'(X, X) je pacryhe no 7).
4. Kpyckanoso npocrop—Bpeme. Heka je S? jenunmana cdepa,
P={(z,y) e RxR|ay <1}
u M = P x S?. Tlocmarpajmo mpojexiuje
m:M—=P, m:M—=S* u p,p2:P—R

(p; cy xoopaunatHe mpojekmuje y R?). Heka je u > 0 mara komcranTa’!

r: M — (0,+00) riarka cypjekiuja, TakBa Ja je

" HeKa je

(r —2p)e® = —2u(py o m)(p2 0 m).
Bagarak: /lokasaru 1a QyHKIMja r IOCTOJU U /14 je jeMHCTBeHa.
Hexka je

def 16p3 _» 9
g = - e #ld(p1om) ®d(p2om) +d(p2om)®d(prom)| +r T390,

e je go CTaHIapaHa MeTpuKa Ha S, MHIyKOBaHA, eyKJIHJICKOM MeTPUKOM u3 R3.
N3 ceojcrasa dyuknuje r caeau na je g JIopermnosa merpuka; mwome je geduHucano
KpyckasioBo npocrop—speme.

5. IIlBapmmmiazoBo mpocrop—BpeMe. Heka je S? jemunmuna cdepa ca
MeTpUKOM go Hacehenom u3 R3 u crannapanom dopmom nospruse (0aHOCHO dhop-
MOM OpujeHTaluje, uiu cuMiuieKkrudkom dpopmom) Q = zdeAdy—zdyAdz+ydzAdz,
7 HeKa je

A={(z,y) eRxR[z € (0,21) U (2p, +00)}.
Heka je M = A x S? u Heka cy
m:M—=A 7w:M-—=>S* u p,p:A—=R
npojekimje. ledbuHummMo npecinkaBama,
rdifplom M —=R u tdéfpzom M — R.

Bagarak: okazaru ma je (1 — 2u/r) ruarka dyskuuja Koja ciuka M Ha

(—00,0) U (0,1).
Hexa je N = r=(2u, +00). Jedunummmo Jlopenrosy meTpuky #a N ca
g=(1—2u/r) rdr @ dr +r’m5g0 — (1 — 2u/r)dt @ dt.
Jedunnummmo BEKTOPCKa mosba t u r Ha N ca
(m2)u(t) = 0= (m2)u(x), (m)s(t) =1, (m1)u(r)=].
Hexka je maOrocrpykocr N BpeMEHCKH OpHjEeHTHCAHA, ITOMOhy t u opujeHTHCaHA

momohy dr A 3Q A dt. Tako N mocraje mpocrop—Bpeme, Koje ce Haszusa llBapu-
LIUJIIOBUM.

6. I'emesoBo mpocTop—BpeMe. Y 0BOM MOjeiy JIOpeHIoBa IICEyA0 MeTpHUKa
je nara ca

1
ds?® = —dt® + da? — 562‘/5‘“6@2 +d2? — 2V gty

81prCKaJIOBO IPOCTOP—BPEME CJIy2KHU KaO MOZEJ IIPOCTOPA OKO BEJIMKUX CHEPHO CUMETPUIHUX
OPHUX PYIa, 3Be3/a W CJI; [ je Maca TOr TeJa.
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lenenoBo mpocrop—Bpeme je kocmosomku momen CBeMupa KOju pOTHPA yraOHOM
Op3WHOM w. JeaHa 3aHMMJBPUBOCT Yy OBOM MOJIEJY je [1a ¥ EbeMy IOCTOje 3aTBOPEHE
KpHUBE BPEMEHCKOT THUIIA, Tj. Ja je y ibeMy Moryhe myToBambe BPEMEILIOBOM.

OBO cy camMO HEKH OJ MOJIEJa IIPOCTOP—BPEMEHA, KOHCTPYHCAHH 33 1oTpede
O/IrOBOPAa HA KOHKPETHA HUTama. Kperame y CBAKOM O/l THX MOJIEJIA MOXKEMO /2
oumuemo Hup. nomohy Jlarpanzkesor popmasuzama u3 §4 (upusarohesor curyau-
ju y Kojoj merpuka uuje Pumanosa seh Jlopennosa; sugeru (102) 3a mopudukanujy
JarpaHkujada y mMoieny MUHKOBCKOr) WjM, AyaJjHo, XaMuaTOHOBUM (hOpMajiu3-
mMoM ocrBapenuM Jlexkanaposom Tpancdopmanujom (Bugeru dbopmyny (103) u 3a-
Jarak uza we). Hapasuo, Taj nocryuak 3aBucu 0J Merpuke, y3 oMol koje je
JeduHECaH JTarpaHKujaH.

Beh y cayuajy enekrpomarserumaMa cMO BUIENH Ja je n3bop merpuke moryhe
HAIPABUTHU Ha OCHOBY HpucyTHux dusmdkux nosba (y rom ciaydajy E u B). Taj
n300p HAC je JTOBEO 10 MO MPOCTOp—BpeMeHna MUHKOBCKOT, KOju je 3a10BO/ba-
Bajyhu mozmen 3a enekrpogumHamuky. Mehyrum, oBaj Mozmen He yK/bydyje IpaBUTA-
uujy.

Y oniroj reopuju peJaTUBHOCTH, KOja YKJby4dyje rpaBuranujy, U3k mapa-
MeTpH MoJba 06je mmbent cy y Tersopt? T (kao mTo cy y edeKTpoMarserusmy E u
B o6jequmenu y 2—-dopmy F, sumeru (81)). JlopeHiosa mMerpuka Koja MOJEIYje
MIPOCTOP—BPEME je perene AJHwmajHosur jednauuma

817G
(105) Ric — gg +Ag= :—41“.

CBu cabupuu y oBoj jeanadunu (koje hemo y6p3o jedunucaru) Cy BULLEIUMEH-

suonu %3, raxo ja je ona cucrem oz 10 He/MHEAPHMX NAPLMjAIHAX jeJHAYMHA, KOjU

je yrmasaom zemoryhe permmrn®?,

Ha necnoj crpanu jegunaqune (105) T o3uadaBa TeH30p Koju je nedunucan pusu-
4KuM 1osbeM, G je Fbymrosa zpasumayuona KOHCTAKMG U ¢ je OP3UHA CBETIOCTH.
Ha meBoj crpanm A osHadwaBa kocmosowky Koncmanmy®, a g JIOpeHIOBY MeTpHKY
(rj. meuosnary jeauauune). Henosuara g ce y jeqHauunu 110jaBibyje U eKCILIMIUTHO,
aJIi ¥ UMILIAIUTHO, Y OKBUPY IIPEOCTaJ Ia JIBa MOjMa Ha JeCHOj crpand, s u Ric. Jla
O6mcMOo BuX 1eUHUCAIN, BpDATAMO Ce I0jMY KOBapujaHTHOT n3Boza u Jlesu—uBura
konekcuje. OBe nojmose cmo nedbunucau y §4. On uma csojersa (10) u, ocum wux,
3a/10BoJbaBa JIajoHuy060 Npasuso

(106) Y, (X' X?%) = (Vy, X', X?) + (X', Vy, X?),

820 quocuo npecnukasame 1 : TM x TM — R koje je 3a cBako z € M OuimHEapHO HA
TeM x Ty M. Omnmra gedununyja Tenzopa: npecaukasame (TM)P x (T*M)? — R koje je 3a
cBako ¢ € M (p + q)—nuneapro na (T M)P x (T M)? ce nazusa menzopom muna (p,q). Jaxie,
nam Ten3op T je tuma (2,0).

83Tatmnje, pagu ce o cuMmerpudHuM 4 X 4 marpunama; 300r CHMETPHYHOCTH OHE Cy ofpebhene
ca 10 napamerapa.

84Kao, yocTasioM, u BehuHy nudepeHIHjaHUX jeJHAYUHA. YIPKOC TOMe, gudepeHIujasiHe
jenmaumne, ykspydyjyhu um Ajnmrajoose, uMajy Oorary TeOpHjy; CETHMO C€ [a CMO HA HIOYETKY
oBor namdJieTa rOBOPUIN O HAYMHUMA Ja IpuheMo jeJHadnHaMa KOje He YMeMO Jla PEIInMO.

85Hekaz ce cabupak Ag mpebamu Ha JecHy crTpaHy, na ce jexHadmna (105) mojaBibyje y 06-
nuky Ric — %g = SZTGT rge Hoeo T Ha JecHOj cTpaHH yK/bydyje y cebe m Ag. Kocmomomxka
KOHCTAHTa C€ HEKaJl yOINITaBa XUIOTETHIKUM KOHIIEITOM MmamHe eHepzuje, KOju Iu/ba Ha obja-
mmemne dpenomena yop3anor mupema CBemupa. Cmarpa ce jga je CBeMup ymiao y Cajallmy epy
Yy KOjOj JOMHUHHPA TaMHA €Hepruja IIpe HEKOJHMKO MUJIHjapau roguHa. TamMHa eHepruja mpou3BOIU
(deHOMEH CynpOTaH rpaBUTALMUjH, 2PABUMAUUOHO 000ujatbe.
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rae je (-, -) PumaHoBa MeTpuKa, U UMa CBOjCTBO CUMEMPUSHOCTIVU
(107) VxY -VyX =[X,Y].

Ucnocraspa ce na je Ha cakoj (nceymo) PumaHOBOj MHOMOCTPYKOCTH jeAHAYM-
Hama (10), (106) u (107) xoBapujaHTHE U3BOA, jesHO3HAUHO onpelen. OH ce Ha3uBa
Jleun—UuBUTUHIM KOBapUjaHTHUM m3BOAOM uiu Jlesu—YusurunoM KoHekcujom®o,
U 1O je jexHa wena unpapujanrHa (He3aBucHa oj ambujenra) nedbununuja, o yemy
CMO IOBOpMJIK Y jelHOj oz, (PyCHOTA HPUJIMKOM kheHe Jedununuje y §4.

Ax0 Ha MHOTOCTPYKOCTH MMaMO KOHEKCHjy, MOXKEMO N1a IeDUHUIIEMO KPUSUHY
Kao TpecInKaBame KOje TAHM€HTHUM BEKTOPCKUM TojbuMa X, Y, Z TpuIpyxyje
I0Jbe

R(X,Y,)Z Y NyVxZ - VxVyZ+VixyZ,

win, kpahe HamucaHo,

R(X,Y) =Vxy — [Vx, Vy].
Puvujes mensop Ric mpuapyxKyje mapy BeKTOPCKHUX 1T0Jba X Tpar JHHEAPHOT IIpec-
mukasawa ——R(X, )Y, rae je n = dim M:

n—

Ric(X,Y)

1
tr[Z — R(X, Z)X].
n—1
Ucnocrasipa ce®” na Puumjes Tenzop y tauku ¢ € M 3aBUCH CaMO OJI BPEIHOCTH
nowa X, Y, Z y q. Ocraje jomr na peduHuineMo ckajaphy (QyHKIujy s Ha JIEBO]
crpanu y (105). To je ckasaapra xpusuna, Koja ce Jedunuiie Kao

n
s(a) = - 3 Ric(B, B),
k=1
3a ¢ € M u nexy opronopmupany 6a3y { Ej} ranrenrnor upocropa T,M. Hebunu-
nmja Ric u s 3aBucu ox u3dopa kouekcuje. Ilomro oBae pagumo ca Jlesu—HuBura
KOHEKCHjOM, KOja je jemno3uaquno oapehena merpukom, Ric u s 3aBucuhie oz Jlopen-
[OBE METPUKE ¢, IITO CucTeMy napuujajnux jenxadusa (105) naje nenuneapau
KapakTep.

Tako reopuja JlopeHoBUX MHOrOCTPYKOCTH OLUCYj€ I'PABUTAIK]y IIOMONY Kpu-
Bune. Ominra Teopuja PEJATUBHOCTH, KA0 reomerpuja JIOpEHIOBUX MHOIOCTPYKO-
CTH, YKJbyUyje IDABUTAIM]y U €JIEKTPOMATrHETH3aM, aJIi He U KBAHTHY (PU3UKY —
jenunaumne (105) cy 9uCTO reOMETPHjCKE MPUPOJIE, & BUIEIU CMO Ja jé KBAaHTU3alu]ja,
MPUJIMYHO PAJUKAJIAH PACKH, C3 TEOMETPHjOM IPOCTOPA U FHErOBa, AJIreOpan3alin]ja
(nako ce reomerpuja u TOLOJIOIM]A y 1O] LOjaBbyjy y Apyrom obuuky). Ca apyre
crpane, Cuenujasina reopuja pejaruBHocru (cuenujannu ciydaj pase Jlopenuose
reoMerpuje — npocrop MUHKOBCKOr) momyIira MOryliHOCT KBaHTH3alMje, anu je y
0] KPUBUHA TPUBHUjaJIHA, IMITO 3HAYN Ja HEMa I'DABUTAIIH]e.

§14. Kpanrusanuja u(m) pesaTuBHOCT. Y §5 CMO LOKa3a/au KaKO ce, HOMONy
Jlexkarapose Tpancdopmariuje, ca JlarpamnkeBe MexXaHUKe MPEIa3d HA XaMUJITO-
HOBY, a y §7 Kako ce ca XaMUITOHOBOr (pOopMan3Ma Tpesia3d Ha KBAHTU3AIU]Y

86<DopManHo rosopehin, koHeKcHja (IPABU/IO MAPAJIESHOr IIPEHOCA MU IPOjEKIHje) U KOBAPHU-
jamTHE H3BOJ (IpaBUiIO AudEpeHIupaba) Cy PA3IAIATe CTBAPH, &I jeHA Of HUX jeJHO3HAYHO
oxpebyje npyry.

8 Ilojam mewn3opa ce M KOPHUCTH CaMO 3a TakBe O0jeKTe, BUIeTH HIpP. 10 KapMmMoBy Kmury
,2PumaHoBa reomerpuja’.
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KJIACUYHOT MEXaHWYKOr cucTeMa. lIpmMeHnMO caja Taj moCcTymak Ha eIeKTpOMar-
HETH3aM y TpoCcTOpy MUHKOBCKOT.

IIpe cBera, Tpeba na dbopmysumemo Jlarpamkes NPUCTyIl €J€KTPOMATHETU3MY .
3a To heMO MCKOPUCTUTH YuEbEHUIly Ja ce MakcBesoBe jejHadnne MOry CXBATUTH
Ka0 KPUTHYHE TadKe (DyHKIHOHAIA

(108) S(A) = — /M tr (F A +F),

IIPU YeMy IIPETIOCTaB/hAMO JIa je HOCAY eJIEKTPOMArHETHOr I10Jba CaJIPKaH y Or-
panudenoj obsactu M upocropa Munkosckor (Bujerun Janr—Musicos dyHKIMO-
nau (94) u quckycujy oko wera). Oue je, kao wro cMo Budenan y §12, A konekcuja
na rpusyjanuom U (1) paciojery Haj npocropom Munkosckor, a F' bena KpupuHa.

Y KJTaCH9IHOM CJIy9ajy pa3MarpanoMm y §12 cMo umaJju Ty caoboay maa n3adbepemo
KPUBUHY HJIM KOHEKCHjy KaO OCHOBHM 0bOjeKar, MOITo 00a nedrHUIILY eJeKTpoMar-
HETHO 1OoJbe (KOHEKCHja je IIOTEHLMjall, 8 KPUBMHA CAMO 110J/bE; BUIAETU JAUCKYCU]Y
uza ¢opmysie (79)). Mebhyrum, ekcuepumentu y KBanrHoj pusuuy 1OKa3yjy Ja y
KBAHTHO] €JIeKTPOJMHAMUIIA MO2KEMO JIa PErUCTPYjEMO HPUCYCTBO IMOTEHIMjAIA 1
6e3 momma®®, Tako ma Ty Mopamo Kao byHIaMeHTaTH 00jeKaT Ja y3MeMO KOHEKCH]jy
A.

Axo unrerpas (108) HamumiemMo Kao MOHOB/beHU uHTErpasl (npuvenoM DyGunu-
jese Teopeme) 10 t u (x,y, z) U U3PA3UMO KPUBUHY IIPEKO KOHEKCHUjE, a KOHEKCH]Y
npeKo BeKTOpckor mosba (P, A) kao y §12 (P je ckamapHU HOTEHIM]AI €EKTPUYHOT,
a A BEeKTOPCKU MOTEHIIHjal MACHETHOT M0Jba, JOOMjaMO U3pa3

(109) S(A) = /tl L(A,A)dt,

to
rie je

2
(vq> - %) — (V x A)?| dadyd=.

(110) L(A,A) = / =

R3
[Ipumerumo ma P, Koje MokeMO Ja m3abepeMO IIPOU3BOJHHO, HE CMATPAMO IIPO-
menspuBoM dyukiuje L. VI3 oBakse Bapujannone dbopmysamnuje MakcBeIoBuX je-
HAYWHA 3aKJbYyIyjeMO 13 BUX MOXKEMO /13, MOCMATPaMO Kao JlarpamKeBy MeXaHUKY
Ha 6ECKOHAYHO IUMEH3UOHOM KOH(DUTYPAIMOHOM IPOCTOPY (Tj. Ga3HO] MHOMOCTDY-
KocTH y TepMuHMMa §4) Koju ce cacroju oj BeKTopckux moba Ay R3) ca na-
rpanzujanom (110) u dynkuuonanom gejersa (109). Axo caga uspadyHamo um-
wysic 1o anajoruju ca (16), nobujamo

9L _A_vo-E

dA

(mocaema jenHakocT je ekBuBaseHTHa ca (78)). Ha ocHoBy (13), xamuiaronujan
OBOI' CUCTEMA je

1
(111) H=3 / (E2 + B2 4+ 20 V - E) dzdydz.
R3

88AX&p0H0B*BOMOB eKCIIEPUMEHT, TEOPHjCKH 3aMUll/beH 1948. U eKCIIepHMEeHTAJIHO OTBpheH
1986, omoryhasa fja perucrpyjemMo IpoMeHy TasiacHe (OyHKIIHje HaeJeKTpUCaHe YeCTUIle Koja obu-
Jla3u HEKOHTpakTubuian 1wyt y obaacru y kojoj je B =V x A =0, anu A # 0. ®Pusuuapu 0Baj
(bEeHOMEH 30BY UHMEPAKYUUJOM E€AECKMPOMAZHEMHOZ NOMEHYUUIAAG U KOMNAEKCHE (Pade manache
dynKyuje, a MareMaTudapu MOHOOIPOMUJOM 2AG6HO2 PACAOJEHHA.
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JakJie, MO CMO OJf HOTEHIUjaJIa U J0OUIN eleKTpudHo nosbe E Kao umnyacy
XaMUJITOHOBOj hopmynanuju Makceesose teopuje. eduruwumo caga BEKTOPCKO

110Jb€e

BY v xA.

Baparak: Jlokasaru ma oako nedwunucana noba E u B 3amoBo/baBajy cse
Maxcsesose jennaunne®® cem V- E = 0.

Jla 6ucmo cee MakcsesioBe jeqnadusne m100mau U3 XaMUJITOHOBOT (hOPMATU3MA,
jemnaumnay V-E = 0, 1j. Iaycos 3arxon, MOpamo OCEeOHO [1a, ToCTyaupaMo. 10 3na4n
ma h mam da3au TpocTop OWTH MOTHPOCTOP KOTAHTEHTHOr PAC/IOjelha MPOCTOPA
BEKTOPCKHUX M0Jba Y R3, nedunncan jemnaunaom V-E = 0. Excnaunurauje, dasuu
upocrop je (6ap JIOKaJIHO) LPOCTOP LAPOBA, 10JI03aj—UMILYJIC. Y HALIEM CJly4ajy TO
je upocrop naposa (A, E), modyso cmenen zeju caobode. OBo nocsenme 3ua4u 1a
A cmarpamo exBuBasentHum ca A + VV | a ma E 3amoBosbasa [aycos 3akon.

KsanTu3zamnuja oBor cucrema moapasymMesa ofpeljuBame omeparopa AuE koju he
nejerBoBaTH Ha ipocTopy dynKmHja cramba’ U(A). To paauMo Ha HAIHH aHAJOTAH
pasmarpaHoM y §7 (ummyscy oarosapa audepeHuyparbe, a [10J0XKA]y MHOKEHEe
HE3ABUCHOM LIPOMEHJbUBOM ):

Bi(a)¥(A) = =00 (A), Ai(n)U(A) = Au(r)U(A),
k()
rae je E = (Ey, Bz, E3), A = (A1, A3, A3) u € R3. 3arum KBaHTH3Y]jeMO XaMUJI-
rouujaH (111).

Ila 6ucMo jeqHO3HAYHO AePUHUCAE OBY KBAHTH3AIIN]Y, MOPAMO 13 IOCMATPAMO
Ha3Hu IPOCTOP MOJLYJIO reji Tpancdopmanuje,”’ a j1a Ha BePTUKAIHAM IIPOCTOPUMA,
(y kojuma xuse ,umiyiucu” E) namo cmucao Taycosom 3akony (koju 3a oueparope
HeMa cmucia). llpBu mpobJieM pemaBaMO TaKO IITO WJIM IMOCMAaTPaMO MPOCTOD
BEKTOPCKHUX M0Jba MOYJIO Tejii Tpancdopmaryje, win dukcupamo Hiop. Az =0, a
JIPYIH TAKO ITO KBAHTHU ['ayCOB 3aKOH MHTEPHPETHPAMO K0

V-E(z) | ¥) =0.

3a cBaky TajacHy Gyakiujy V.

YKaxKkuM0 Ha Kpajy camo Ha Apa (04 MHOIMX) Lpobsema KOju ce jaBibajy ako
[IOKYIIAMO /I IIPOLEC KBAHTHU3AIM]E eJIEKTPOMAIHETHOI' 110/ba IPUMEHUMO HA I'DAB-
UTAIMOHO Mojbe (Tj. Merpuky Kojom ce oHO omucyje). IIpso, ma Gucmo yomirre
JIOMLIH 10 XaMUJITOHOBOT (hopMasu3Ma, OMIO je moTpedbHO [1a HAIMUIIEMO (DyHKITH-
onasn JgejcrBa y obsuky (109) u ogariie upouuramo Jarpanxujad. da 6ucmo 1o
ypaauin, u3aBojuan cMo mocebno t—ocy u npumennim @yodbunujeBy teopemy. Tako
HEIITO He MOXKEMO [[a yPaJuMO Ha OHIITOj JIOPEeHI0BOj MHOIOCTPYKOCTH, TJE je
BpeMe HeoaBOjuBO ox mpocropa. Moryhe je mokymatu ca meopujom doaujeyuja,

89Pa,;|;1/1 jemnocraBHOCTH, OBJe paguMo ca J =0u p=10

goﬂa b6u ce yHKNHje CTama y OBOM CJIydajy HHTEpIIpeTHpaje Kao ,I'yCTHHe BepoBaTHOha
noTpebHO je ja NPUXBATUMO MHTErpaJi 10 OECKOHAYHO JUMEH3MOHOM IIPOCTOPY, CJAWYaH OHOM U3
89, KAO0 XEYPUCTHYIKUA MOJIEJI.

9170 mro rejii Tpancdopmalje 0CTaB/bajy HHBAPUJAHTHOM KJIACHYHY TEOPHU]y He 3HAa4H Jja he
OCTaBJbATU MHBAPHUjAaHTHOM M KBAHTHU3AIHU]y. 3aTO y KJIACHIHOj TEOPHUjA MOXKEMO JIa UX UTHOPHU-
HIEMO, JI¥ IPU KBAHTU3AIU]H MOPAMO Ha HBUX Ja 00pATHMO HAXKHY.
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aJIi TO [1aje KOMILUIMKOBAHY U MCKJbYYHMBO JIOKAJIHY CJIUKY. Ipyro, mpuimkoM KBaH-
TH3aIMje eJIEKTPOMATrHETHOT T0/ba MOCMATPAIN CMO 0a3HY MHOTOCTPYKOCT MOJIY-
Jgo reji rpancdopmaigje.  AHAJIOrHO OUCMO MOpad Ja MOCTYIAMO U Yy I'DaB-
uranuju. Mehyrum, oBae je moryhe ma reju rpancdopmaruja Oyme ,TpaHcaanuja
Kpo3 Bpeme”. IlpemackoM Ha KOJUYHUYKHU IIPOCTOP M3rydOmiau OMCMO Bpeme, Tj.
nobumm bucmo omuc ,,CBeMupa y KOME Ce HUIITa He JaermaBa’ .

815. 3akspyuak. 1900. romune JTasus Xunbepr je nocrauo 23 npobiema Koja 6u,
10 I€rOBOM MHUIILbEIbY, Tpebaso ma Oymay pemena y XX Beky. Illecru Xwuibepros
pobsem 6mo je mpobiieM akcrnoMaTcKor 3acHuBama dusuke. lamac, y XXI Bexky,
Taj mpobstem je jomr yBek orBopeH. lIpojekar reomerpusarnuje dbusuke, y KOMe Cy
Y9IECTBOBAJIM MHOTH BEJUKU MaTeMaTudapu u hpu3ndapu MIPOIJIOr U OBOT BEKA, je
jeman on Moryhux myreBa Ka HBEroBoM pernemy. Hnak, join yBeK Huje KOHCTPYHUCAH
IIPOCTOP KOju OM Ha 33/10BO/bABAjyNH HAYUH ITOCTY?KHO KAO MOJIEN 3a CBe (hDU3UIKE
Teopuje.
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