
Mnogostrukosti u fizi
i (i obrnuto){ jedno neformalno predava�e1{Darko Milinkovi�Ci	 ovog teksta je da na xto elementarniji naqin motivixe i uvede poj-move vezane za teoriju mnogostrukosti i navede neke zakone fizike koji moguda se formulixu na jeziku mnogostrukosti. Podvlaqimo da se radi samo oupotrebi jezika mnogostrukosti, bez ambi
ije da dub	e razmatramo fiziqkeinterpreta
ije ve�ine pojmova.
§1. Xta su mnogostrukosti? Matematiqari qesto �ele da rexe jednaqinu
F (x) = y0 gde je F : X → Y neka funk
ija, X , Y skupovi i y0 ∈ Y . Drugimreqima, �ele da naÆu skup(1) S = F−1(y0) = {x ∈ X | F (x) = y0}.U tome retko uspevaju! Veoma mali broj jednaqina mo�e da se rexi ekspli-
itno.Kao (na prvi pogled) ma�e ambi
iozan 
i	, mo�emo da postavimo zadatakda opixemo strukturu skupa S, tj. da opixemo xta taj skup nasleÆuje od(pretpostav	ene ili vextaqki nametnute) strukture skupa X , uz pomo� (pret-postav	ene ili konstruisane) strukture skupa Y i, naravno, osobina pres-likava�a F .
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Slika 1: Inverzna slika taqke y0Da bismo ilustrovali ovaj prin
ip, pretpostavimo da su X i Y vektorskiprostori (dakle, reqena dodatna struktura je struktura linearnog prostora).Problem opisa skupa S razdvoji�emo na dva sluqaja:(A) Preslikava�e F je linearno. Ako je y0 = 0 ∈ Y , onda je S vektorskiprostor. Za proizvo	no y0 ∈ Y , skup S je afini prostor.1Odr�ano u aprilu 2011. u jednom od termina kursa o Teoriji relativnosti koje je dr�aoprof. �. Mijajlovi� na Matematiqkom fakultetu.1



2 Primer: Neka je X = Y = C∞(R), skup beskonaqno puta diferen
ijabil-nih realnih funk
ija realne promen	ive2 i
F (x) = an

dn

dtn
x(t) + · · ·+ a1

d

dt
x(t) + a0x(t).Jednaqina F (x) = y je linearna diferen
ijalna jednaqina n-tog reda. Teorijaovakvih jednaqina za mnogo toga mo�e da zahvali Linearnoj algebri (,,skup

S nasleÆuje linearnu strukturu") i Banahovoj teoremi o fiksnoj taqki, kojagarantuje egzisten
iju rexe�a obiqne diferen
ijalne jednaqine (,,implika-
ije topoloxke strukture skupa X na skup S").(B) Preslikava�e F nije linearno. Ovde nastaju velike komplika
i-je. Napustimo zato slo�ene, beskonaqno dimenzione, vektorske prostore izprethodnog primera, i ogranqimo se na sluqaj kada je X = Rn i Y = R. Tadava�i slede�a lema.Lema: Proizvo	an zatvoren skup S ⊂ Rn mo�e da se napixe u obliku (1)za neku glatku funk
iju F .Ski
a dokaza: Neka je Vn ⊃ S niz otvorenih skupova, takvih da je ∩∞
n=1Vn =

S i neka je Vn ⊃ Un ⊃ S. Neka je, za svako n, ψn glatka funk
ija takva daje ψn(x) ≡ 1 na Un, ψn(x) ≡ 0 van Vn i 0 ≤ ψn(x) ≤ 1 (ovakva funk
ija sekonstruixe uz pomo� funk
ije e−1/x2). Tada F (x) =
∑∞

n=1 2
−nψn(x) zadovo-	ava uslove Leme. �Naravouqenije: Ma koliko da je lepa funk
ija F , skup S mo�e da budeneopisivo nepravilan. Dakle, da bismo bili u sta�u da opixemo strukturuskupa (1) potrebno nam je jox nexto sem lepote funk
ije F . Slede�a defini-
ija nam obezbeÆuje to ,,nexto" (videti teoremu iza �e).Defini
ija: Neka je D otvoren podskup u Rn i F : Rn → R glatkafunk
ija. Taqka x0 ∈ D naziva se singularnom taqkom funk
ije F ako je

∇F (x0) = 0. Taqka y0 ∈ Y je regularna vrednost funk
ije F ako y0 nije slikaneke singularne taqke.Teorema: Ako je y0 regularna vrednost funk
ije F i S = F−1(y0), onda jeili S = ∅ ili svaka taqka x0 ∈ S ima okolinu U takvu da je U∩S homeomorfnonekom otvorenom skupu u Rn−1.Dokaz: sledi iz Teoreme o impli
itnoj funk
iji, ili Teoreme o rangu, iliTeoreme o inverznoj funk
iji (sve ove teoreme su ekvivalentne). �Napomena: Ako je dato vixe funk
ija F1, . . . , Fk, onda taqku x0 nazi-vamo singularnom ako su gradijenti ∇F1(x0), . . . ,∇Fk(x0) linearno zavisni.Sliku (F1(x0), . . . , Fk(x0)) ∈ Rk singularne taqke nazivamo singularnom vred-nox�u k{torke funk
ija F1, . . . , Fk, a sve ostale taqke u Rk �enim regularnimvrednostima. Va�i teorema koja uopxtava prethodnu na ovu situa
iju: In-verzna slika regularne vrednosti je ili prazna ili lokalno homeomorfnaotvorenom skupu u Rn−k. Prethodna teorema je, oqigledno, spe
ijalni sluqajove napomene za k = 1.2Ovakve funk
ije �emo u ovom tekstu zvati glatkim. Sve funk
ije, vektorska po	a iostale objekte (za koje to ima smisla) koji se u tekstu pojav	uju smatra�emo glatkim, qaki ako to ne ka�emo ekspli
itno.



3Skupove koje opisuje prethodna teorema (i prethodna napomena) izdvajamoslede�om defini
ijom.Defini
ija: Hausdorfov topoloxki prostor M naziva se mnogostruko-x�u dimenzije n ako svaka taqka x0 ∈M ima otvorenu okolinu koja je homeo-morfna otvorenom skupu u euklidskom prostoru Rn.Oqigledno je da je svaki otvoren podskup mnogostrukosti i sam mnogostru-kost.Primeri: 1. Kriva r = 2 sin θ je jednodimenziona mnogostrukost, a kriva
r2 = 4 cos θ nije (r i θ su polarne koordinate u R× R).2. Kriva r = 1− cos θ je jednodimenziona mnogostrukost, ali nema tangentuu (0, 0).3. Svaka jednodimenziona mnogostrukost je homeomorfna (topoloxki ekvi-valentna) kru�ni
i ili pravoj.4. Dvodimenziona sfera je dvodimenziona mnogostrukost. Sve dvodimen-zione kompaktne mnogostrukosti su klasifikovane i dobijaju se tako xto se nasferi napravi nekoliko rupa i one se zapuxe ili Mebijusovim trakama, iliruqkama. Npr. sfera sa jednom ruqkom je torus, sfera sa jednom Mebijusovomtrakom je projektivna ravan, a sfera sa dve Mebijusove trake je Klajnovaflaxa. Sve ove povrxi u svakoj taqki imaju tangentnu ravan.

Slika 2: Dvodimenzione mnogostrukosti - povrxi5. Klasifika
ija mnogostrukosti dimenzije 3 je otvoren problem, a klasi-fika
ija mnogostrukosti dimenzije ve�e od 3 je nerexiv problem, jer je svo-div na klasifika
iju konaqno generisanih grupa (budu�i da se svaka konaqnogenerisana grupa mo�e realizovati kao fundamentalna grupa mnogostrukostidimenzije ve�e od 3), a posled�i problem je nerexiv (problem reqi, TeoremaMa	
eva iz Matematiqke logike).6. Skup svih matri
a n×n je mnogostrukost, jer je ovaj skup (homeomorfansa) Rn×n. Skup GL(n) invertibilnih n× n matri
a je takoÆe mnogostrukost,jer je to otvoren podskup u Rn×n, budu�i da je determinanta neprekidno (poli-nomsko) preslikava�e, a skup GL(n) je komplement skupa det−1(0). I ostalepoznate matriqne grupe su mnogostrukosti. Na primer, grupa O(n) ortogo-nalnih matri
a je mnogostrukost, jer jednaqine A · AT = E, shva�ene po ko-ordinatama kao jednaqine u Rn×n, zadovo	avaju uslove prethodne teoreme inapomene iza �e (mada se treba maxiti olovke i papira da bi se to proverilo).Imaju�i u vidu naslov ovog teksta i qi�eni
u da je vektor brzine tangentnivektor na trajektoriju kojom se taqka kre�e, ubudu�e �emo pod mnogostruko-stima podrazumevati samo tzv. glatke mnogostrukosti, tj. one koje imaju



4tangentni prostor u svakoj taqki3. Znaqaj ovog dogovora ilustruje slede�izadatak.Zadatak: Ovo je odlomak iz priqe Ser A. K. Dojla Samostanska xkola:{ Kao xto vidite, ovaj trag je ostavio za sobom bi
ikl koji je dolazio odxkole.{ A zar bi
ikl nije mogao da ide prema xkoli?{ Ne, ne, dragi moj Votsone. Zna se da zad�i toqak, na kojem je te�ixteqitavog tereta, ostav	a dub	e tragove. Sigurno ste primetili da je zad�itoqak, prexavxi na nekoliko mesta preko traga pred�eg toqka, potpunozatro �egove tragove koji su pli�i. To nesum�ivo dokazuje da je bi
iklistadolazio od xkole.(a) Ima li smisla ovo xto govori Xerlok Holms?(b) Mo�e li da se odredi smer kreta�a bi
ikla na osnovu �egovog traga?[Preuzeto iz Geometrija i maxta, Konvej, Dojl, Gilman, Trston.℄
§2. �utnova mehanika: teorija diferen
ijalnih jednaqina. Drugi�utnov zakon glasi(2) F = ma, odnosno d2q

dt2
=

1

m
F.Za zadato vektorsko po	e F : R3 → R3 ovo je obiqna diferen
ijalna jednaqinadrugog reda po q. Iz teorije diferen
ijalnih jednaqina nam je poznato da onaima jedinstveno rexe�e ukoliko su zadata dva uslova (jer se radi o jednaqinidrugog reda), npr. poqetni polo�aj i poqetna brzina. Ovo su dva vektora u

R3. Dakle, svaka taqka prostora R3 ×R3 odreÆuje jedno rexe�e jednaqine (2),odnosno svaki ureÆeni par vektora iz tog prostora, shva�en kao par (poqetnipolo�aj, poqetna brzina), potpuno odreÆuje trajektoriju po kojoj se telo kre�e.Prostor R3 × R3 naziva se konfigura
ionim prostorom sistema u kome sila
F dejstvuje na jedno telo.Opxtije, ako se sistem sastoji od n tela, konfigura
ioni prostor je R3n×
R3n, a jednaqina (2) za zadato vektorsko po	e F : R3n → R3n (vektori silakoje deluju na svako od tela; na desnoj strani jednaqine (2) svaki od �ihse mno�i re
iproqnom vrednox�u mase odgovaraju�eg tela) je jednaqina ponepoznatoj vektorsko{vrednosnoj funk
iji q : R → R3n (vektor polo�aja ntela u trodimenzionom svetu u trenutku t ∈ R).3Mnogostrukosti dobijene, kao u prethodnoj teoremi, kao inverzne slike regularne vred-nosti glatkih preslikava�a, jesu glatke { �ihovi tangentni prostori su ortogonalni kom-plementi gradijent{vektora funk
ija koje ih definixu. Formalna defini
ija glatkemnogostrukosti: Mnogostrukost M dimenzije n je glatka ako za svaku taqku x ∈ Mpostoji okolina U ∋ x i homeomorfizam ψU : U → BU okoline U na otvoren podskup
BU ⊂ Rn takvi da je, ako je (V,ψV , BV ) jox jedna trojka takvih homeomorfizama, pres-likava�e ψU ◦ ψ−1

V : ψV (U ∩ V ) → ψU (U ∩ V ) difeomorfizam otvorenih podskupova u Rn.Trojke (V, ψV , BV ) (ili, nekad, sama preslikava�a ψU ) nazivamo lokalnim kartama, ililokalnim koordinatama. Ka�emo da se dve krive γ1, γ2 : (−ε, ε) → M dodiruju u taqki
q = γ1(0) = γ2(0) ∈ M ako krive ψ ◦ γ1 i ψ ◦ γ2 imaju isti izvod u 0 za neku (⇔ svaku)lokalnu kartu ψ. Klasu ekvivalen
ije krivih koje se dodiruju u q ∈ M nazivamo tangent-nim vektorom u toj taqki, a skup svih tangentnih vektora u q { tangentnim prostoromu q i oznaqavamo ga sa TqM . Na glatkim mnogostrukostima mo�emo da govorimo o glatkimpreslikava�ima { f : M → N je glatko ako je za svaku (⇔ neku) kartu φ na M i ψ na N
ψ ◦ f ◦ φ−1 glatko preslikava�e euklidskih prostora.



5Ako u jednaqini (2) izvrximo smenu r = q+ tv dobijamo
d2r

dt2
=

1

m
F,xto je jednaqina (2) po novoj promen	ivoj r. Dakle, Drugi �utnov zakon jeinvarijantan u odnosu na preslikava�a(3) Γ : R3 × R → R3 × R, Γ(q, t) = (q + tv, t).Sliqno, oblik jednaqine (2) se ne me�a ako u �u uvedemo smene(4) r = q+ u ili r = Rq,gde je u konstantan vektor iz R3, a R matri
a rota
ije, tj. ortogonalna ma-tri
a za koju je detR = 1. Transforma
ije (4) su direktne izometrijsketransforma
ije euklidskog prostora, tj. transforma
ije prostora koje qu-vaju rastoja�e i orijenta
iju.Transforma
ije (3), (4) i sve �ihove kompozi
ije nazivamo Galilejevimtransforma
ijama; skup Galilejevih transforma
ija je grupa, zovemo je Ga-lilejevom grupom. Invarijantnost jednaqina (2) u odnosu na Galilejeve trans-forma
ije znaqi da se zakoni �utnove mehanike ne me�aju u koordinatnomsistemu koji se nalazi na drugom mestu u prostoru, ili se kre�e konstantombrzinom u odnosu na poqetni (pod uslovom da je isto orijentisan).Pogledajmo dva primera iz svakodnevnog �ivota.Zadatak: (a) Do 1988. godine svetski rekord na takmiqe�ima u izba
iva�uqepa iz bo
e xampa�
a iznosio je 109 stopa i 6 inqi, a dr�ao ga je kapetanBritanske kra	evske arti	erije Majkl Hil. Kojom brzinom je g. Hil izba
ioqep iz bo
e, ako se zna da je bo
u dr�ao na povrxini Zem	e pod uglom od 45stepeni?(b) Novi svetski rekord od 177 stopa i 9 inqi postigao je 5. juna 1988.godine, na takmiqe�u u vinariji ,,Vudbari Vajnjards", profesor E. Hajnrihsa Politehniqkog instituta u Renseleru. On je pri izba
iva�u qepa bo
udr�ao na visini od 4 stope iznad povrxine Zem	e pod uglom od 45 stepeni.Kojom brzinom je profesor Hajnrih izba
io qep iz bo
e?[Preuzeto iz Tomasove matematiqke biblije, srp. prevod, izd. GK Beograd.℄Zadatak: U no�i bez meseqine uqenik stoji na tor�u visokom y metara,a �egov uqite	 kjudoa (umetnosti rukova�a lukom i strelom) smireno stojiuda	en x metara od tor�a, sa povezom preko oqiju. U trenutku kad uqenikba
a jabuku sa tor�a, uqite	 odapi�e strelu poqetnom brzinom v0 pod uglom

α = arctan(y/x) i pogaÆa jabuku u letu. Da li je ovo posledi
a:(a) sluqajno dobro izabrane poqetne brzine v0(b) uqite	eve intui
ije i vextine kon
entra
ije(v) niqega od ponuÆenih odgovora?Poenta prethodnog zadatka je u tome da strela
 u svakom sluqaju pogaÆajabuku, bez obzira koliko jako je u sta�u da napne luk i kojom brzinom odapnestrelu (pod uslovom da zna da izraquna ugao pod kojim treba da je odapne).Dakle, zahva	uju�i diferen
ijalnim jednaqinama, jabuku mo�e da pogodisvako, ma koliko da je nejak, nespretan ili plax	iv. To se mo�e smatratipoqetkom uvoÆe�a demokratije u kjudo4.4... xto je, poslediqno, dovelo do propasti ove plemenite vextine i �enog pada u zaborav.
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§3. Mehanika kao varija
ioni raqun. Neka je

L : Rm × Rm × R → Rglatko preslikava�e (nazivamo ga lagran�ijanom). Za krivu q : [0, 1] → Rmkoja spaja taqke q(0) = a i q(1) = b definiximo(5) S(q) =

∫ 1

0

L(q, q̇, t) dt,gde je sa q̇ oznaqen izvod d
dtq. Varija
ioni raqun se bavi minimiza
ijom (ili,opxtije, nala�e�em ekstremala) ovakvih i sliqnih funk
ionala.Naime, kriva [0, 1] ∋ t 7→ q(t) ∈ Rmse naziva ekstremalom funk
ionala

S u prostoru krivih sa fiksiranimkrajevima ako za svaku varija
ijukrive q koja fiksira krajeve, tj. za b

bqs
a bSlika 3: Varija
ija krivesvaku familiju krivih

qs : [0, 1] → Rm, ,−ε < s < ε,takvu da je qs(0) ≡ a, qs(1) ≡ b, q0(t) = q(t), va�i(6) d

ds

∣∣∣∣
s=0

S(qs(t)) = 0.Diferen
ira�em izraza (5) pod znakom integrala iz uslova (6) dobijamo
0 =

∫ 1

0

(
∂L

∂q

dqs
ds

+
∂L

∂q̇

dq̇s
ds

)
dt =

∫ 1

0

[
∂L

∂q

dqs
ds

+
d

dt

(
∂L

∂q̇

dqs
ds

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)
dqs
ds

]
dt.Posled�a jednakost sledi iz proste primene Lajbni
ovog pravila za izvodproizvoda. Integral sred�eg sabirka na desnoj strani je jednak nuli zbog�utn{Lajbni
ove formule i qi�eni
e da je qs familija krivih koja fiksirakrajeve, pa je �en izvod po s za t = 0 i t = 1 jednak nuli. Zato iz posled�ejednakosti sledi da je q ekstremala funk
ionala S ako i samo ako je

∫ 1

0

(
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)
dqs
ds

dt = 0za svaku varija
iju qs koja fiksira krajeve. To je mogu�e samo ako je(7) ∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0.Ovo su quvene Ojler{Lagran�eve jednaqine.Zadatak: Neka je L(q, q̇, t) = ‖q̇‖. Tada je

S(q) =

∫ 1

0

‖q̇(t)‖ dt,gde je ‖ · ‖ oznaka za du�inu (intenzitet) vektora, du�ina krive q(t). Ko-riste�i Ojler{Lagran�eve jednaqine dokazati da su ekstremale ovog funk
i-onala prave (,,prava je najkra�e rastoja�e izmeÆu dve taqke").Za nas je zanim	iv sluqaj kad je m = 3n i lagran�ijan L funk
ija defini-sana na faznom prostoru (koja, u opxtem sluqaju, mo�e da zavisi i od vremena,



7tj. ne mora da bude autonomna). Pretpostavimo da je po	e sile F : D → Rmdefinisano u nekoj oblasti D ⊂ Rm. Ka�emo da je po	e F poten
ijalno akopostoji skalarna funk
ija V : D → R takva da va�i(8) F(q) = −∇V (q) za sve q ∈ Rm.Funk
ija V naziva se poten
ijalom vektorskog po	a F ili poten
ijalnomenergijom razmatranog sistema; primetimo da je ona definisana do na kon-stantu. Neophodan uslov egzisten
ije poten
ijala datog vektorskog po	a Fje
∇× F = 0(jer je ∇× ∇V = 0). Ovaj uslov je i dovo	an, ukoliko je oblast D u kojoj jedefinisano po	e F prosto povezana, tj. ako svaka prosta zatvorena kriva u Dograniqava disk koji takoÆe pripada oblasti D (npr. ravan bez koordinatnogpoqetka nije prosto povezana).Pretpostavimo (radi jednostavnosti zapisa; suxtinski to ne ograniqavaopxtost, ve� samo izbegava komplikovaniji zapis sa vixe masa m1, . . . ,mk) dase sistem sastoji iz jednog tela i posmatrajmo funk
iju

L(q, q̇, t) =
m‖q̇‖2

2
− V (q),(izraz m‖q̇‖2/2 naziva se kinetiqkom energijom). Ojler{Lagran�eve jedna-qine (7) prime�ene na tu funk
iju �e glasiti

m
d2q

dt2
+∇V (q) = 0,xto je, imaju�i u vidu (8), upravo Drugi �utnov zakon. Dakle, dokazali smoslede�u teoremu:Teorema: Trajektorije poten
ijalnog sistema su ekstremale funk
iona-la (5) za funk
iju L koja je razlika kinetiqke i poten
ijalne energije.Zadatak: Neka je V ≡ 0. Dokazati da su rexe�a Ojler{Lagran�evih jed-naqina prave (xto je saglasno sa Prvim �utnovim zakonom5).

§4. Mehanika kao Rimanova geometrija: Lagran�eva mehanika. Pret-postavimo da �elimo da opixemo kreta�e klatna koje os
iluje u jednoj ravni.Na �ega osim sile gravita
ije deluje i sila zateza�a kanapa za koji je vezano.To znaqi da je vektor sile u Drugom�utnovom zakonu, tj. desna strana difer-en
ijalne jednaqine (2), slo�eniji nego u sluqaju tela koje se slobodno kre�eu gravita
ionom po	u (kao u zada
ima o kjudou i xampa�
u). Tu analitiqkukomplika
iju mo�emo da eliminixemo ako pristanemo na to da na drugi naqingledamo prostor. Naime, sila zateza�a ima predvid	iv efekat: klatno sekre�e po kru�ni
i, tj. mnogostrukosti S1. Gravita
ija ostaje gravita
ija.Dakle, klatno mo�emo da posmatramo isto kao i strelu ili qep flaxe xam-pa�
a koji �ive u prostoru S1: problem opisa �egovog kreta�a mo�e da se5I vixe od toga: rezultat ovog Zadatka je upravo Prvi �utnov zakon, jer rexe�e dolazisa taqnom parametriza
ijom (a time i sa taqno odreÆenim, konstantnim, vektorom brzine).Uporediti ovo sa prethodnim zadatkom, gde su rexe�a takoÆe bile prave, ali sa bilo kakvomparametriza
ijom. Razlog le�i u tome xto ∫
‖q̇(t)‖ dt ne zavisi od parametriza
ije, a∫

‖q̇(t)‖2 dt zavisi. Jezikom Rimanove geometrije: svojstvo ,,biti geodezijska linija" nijeinvarijantno u odnosu na reparametriza
iju. Ovo �emo dota�i i u slede�em paragrafu.



8formulixe kao problem opisa kreta�a taqke po S1 na koju deluje sila grav-ita
ije. Drugim reqima, konfigura
ioni prostor (setimo se da je to prostorpoqetnih polo�aja i poqetnih brzina, dakle parova taqka{tangentni vek-tor) mehaniqkog sistema ,,klatno" je TS1 { tangentno rasloje�e6 kru�ni
e.
⊕

S1Slika 4: Klatno i kru�ni
aSliqno, konfigura
ioni prostor dvostrukog klatna je tangentno rasloje�etorusa S1 × S1.
⊕

Slika 5: Dvostruko klatno i torusZadatak: Poznati beogradski snagator, akrobata, humanista, filmskire�iser, gluma
 i kovaq Drago	ub Aleksi� (1910{1985) leteo je iznad Kale-megdana dr�e�i se samo zubima za u�e priqvrx�eno za avion. Opisati kon-figura
ioni prostor u kome se ova akroba
ija odvijala7.6Tangentno rasloje�e mnogostrukosti je unija tangentnih prostora u svim �enimtaqkama.7Aleksi� je tako leteo i iznad nekih drugih evropskih gradova, a izvodio je i drugeneverovatne taqke: hoda�e po �i
i razapetoj izmeÆu zgrada (bez zaxtitne mre�e), savija�eqeliqne xipke, oslobaÆa�e iz kaveza koji visi visoko na drvetu, dok gori fiti	 na ek-splozivu zakaqenom za lana
 kojim je kavez priqvrx�en. Ne male prihode od svojih akrobat-skih predstava pokla�ao je raznim humanitarnim, sportskim i drugim udru�e�ima, zbogqega je bio mnogo slav	en u evropskoj xtampi izmeÆu dva rata. Sa grupom entuzijasta, 1942.godine, pod nemaqkom okupa
ijom, u amaterskim uslovima je snimio prvi srpski ton film,,Nevinost bez zaxtite" (od koga su saquvani samo delovi; oni se mogu videti u istoimenomfilmu Duxana Makavejeva iz 1968). Stari BeograÆani priqaju da od aplauza prilikom �e-govih projek
ija u okupiranom Beogradu nije mogla da se quje muzika u susednom, nemaqkombioskopu. Aleksi� je imao nevo	a sa nemaqkim okupa
ionim vlastima i bio optu�en zapodriva�e Tre�eg rajha. Posle rata, nova vlast ga je zbog snima�a filma pod okupa
ijomoptu�ila za sarad�u sa okupatorom i dva puta izvela pred sud, koji ga je oba puta oslobo-dio svih optu�bi. Umro je u velikoj bedi i siromaxtvu u staraqkom domu na Be�anijskojKosi. Danas u Zemunu postoji Uli
a akrobate Aleksi�a.



9Prethodni primeri nam govore slede�e: ako je mehaniqki problem takavda je jasno da delova�e nekih sila (koje nazivamo silama veze) ograniqavakreta�e sistema na mnogostrukost M , onda mehaniku tog sistema mo�emo daformulixemo kao mehaniku u faznom prostoru TM . Da bismo mehaniku namnogostrukostima formulisali u duhu �utnove mehanike, moramo da izvr-ximo malu reviziju formule F = ma. Naime, u�utnovoj mehani
i (mehani
iu euklidskom prostoru), identifikujemo vektore koji imaju isti inten-zitet, prava
 i smer, tj. one koji se paralelnom transla
ijom mogu prevestijedan u drugi. Na mnogostrukosti, tangentne vektore u razliqitim taqkamane mo�emo da identifikujemo, sabiramo, oduzimamo: pojam paralelnosti nepostoji kao kanonski8 pojam, a �egovo postulira�e je ekvivalentno izboruodgovaraju�e teorije koneksije, odnosno teorije paralelnog prenosa, koji namomogu�ava da damo smisao vektoru ubrza�a kao izvodu vektora brzine. Naime,izraz(9) a(t0) = lim
h→0

v(t0 + h)− v(t0)

huk	uquje ,,sabira�e vektora iz razliqitih prostora": tangentnih vektoratrajektorije q(t) u taqkama q(t0) i q(t0 + h). U sluqaju euklidskog prostora,ovu qi�eni
u i ne prime�ujemo, jer smo se navikli da identifikujemo vektoreparalelnom transla
ijom. MeÆutim, paralelna transla
ija ne postoji kaokanonski pojam na mnogostrukosti, niti se nasleÆuje iz ambijentnog prostora9.MeÆutim, mo�emo da se dogovorimo da pod paralelnim prenosom vektora v iztangentnog prostora TxM mnogostrukosti M ⊂ Rn (ne zaboravimo da je naxamnogostrukost M nastala u euklidskom prostoru, kao rezultat restrik
ijasila veze na sistem; u sluqaju klatna ta sila veze je sila zateza�a kanapa) utaqki x ∈ M u tangentni prostor TyM u taqki y ∈ M podrazumevamo vektorkoji se dobija tako xto se v paralelno (u smislu Rn) translira do taqke y, apotom ortogonalno (u smislu euklidskog skalarnog proizvoda u Rn) projektujena prostor TyM . Ovaj naqin paralelnog prenosa vektora naziva se koneksijomna M10.Na taj naqin i izraz (9) ima smisla, tako da mo�emo da definixemo izvodbilo kog tangentnog vektorskog po	a Y na mnogostrukosti M u prav
u X .8,,Kanonski" znaqi ,,objax�iv uz pomo� do sada definisanih pojmova". Npr. kada defi-nixemo vektorski prostor, mo�emo da ka�emo da postoji izomorfizam izmeÆu vektorskogprostora V i �egovog duala V ∗ (tj. skupa svih linearnih preslikava�a V → R). MeÆutim,ne postoji ,,kanonski" izomorfizam: da bismo konstruisali takav izomorfizam, potrebnanam je jox neka struktura osim one o kojoj priqamo (vektorske): baza, skalarni proizvodili nexto sliqno. Dakle, reqeni kanonski izomorfizam ne postoji u kategoriji vektorskihprostora, ali postoji npr. u kategoriji vektorskih prostora sa skalarnim proizvodom.9Npr. ako je T vektor koji je tangentan na sferu na Severnom polu, �emu paralelanvektor na ekvatoru ne pripada tangentnom prostoru sfere.10Postoje razliqiti naqini da se vektor projektuje na TyM , pa postoje i razliqitekoneksije. Mi smo ovde odabrali ortogonalnu projek
iju, xto uk	uquje metriku, tako da jedobijena koneksija izvedena iz metrike. Takva koneksija naziva se metriqkom, ili Levi{Qivitinom, koneksijom. Primetimo da smo se ovde za defini
iju koneksije poslu�iliambijentnim (euklidskim) prostorom u koji je mnogostrukost smextena; koneksiju je mogu�edefinisati i bez toga, ona je unutrax�i objekat na mnogostrukosti, nezavisan od ambijentau kome se mnogostrukost nalazi ili ne nalazi (formalna defini
ija mnogostrukosti u §1ne podrazumeva nikakav ambijent, mnogostrukost mo�e da se ne nalazi ni u kakvom ve�emambijentu).



10Naravno, ovaj izvod ne�e biti isto xto i obiqan izvod u prav
u { ovde jeuk	uqena i projek
ija na TyM . Taj novi izvod zovemo kovarijantnim izvodomvektorskog po	a Y u prav
u X , i oznaqavamo sa ∇XY .Zadatak: Dokazati da ∇XY ima slede�a svojstva(10) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z,

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

∇X(fY ) = f∇XY + df(X)Y.Drugi �utnov zakon γ̈ = m−1F sada mo�e da se formulixe u obliku(11) ∇γ̇ γ̇ = m−1FT ,gde je FT tangentna komponenta vektora sile (u sluqaju kreta�a klatna shva-�enog kao kreta�e taqke po S1 to je tangentna komponenta vektora sile grav-ita
ije F = −mgk).Jednaqina (11) ekvivalentna je slede�oj teoremi.Teorema: Trajektorije γ sistema na M zadovo	avaju jednaqine
〈
m
d2γ

dt2
− F, ξ

〉
= 0za svako ξ ∈ TM , gde je sa 〈·, ·〉 oznaqen skalarni proizvod u ambijentnom(euklidskom) prostoru.Ova teorema se naziva Dalamberovim prin
ipom ili Prin
ipom virtuel-nih pomera�a i nekad se formulixe na slede�i naqin: Rad sile veze na pro-izvo	nom virtuelnom pomera�u je jednak nuli.

mγ̈ − F

ξ
virtuelno pomera�epomera�e du� trajektorijeSlika 6: Dalamberov prin
ipUmesto dub	eg ulaska u teoriju koneksija, mehaniku na mnogostrukosti Mmo�emo, imaju�i u vidu prethodni paragraf, da formulixemo na slede�inaqin. Neka je V poten
ijal sila koje deluju na sistem (ne raqunaju�i silekoje ga prinuÆuju da se kre�e po mnogostrukosti M , qiji je uti
aj uraqunat,,geometrijski", upravo kao ograniqe�e da se sistem kre�e po M). Tada va�i:Teorema: Trajektorije sistema na mnogostrukosti M sa poten
ijalom V :

M → R su ekstremale funk
ionala
S(γ) =

∫

γ

(K − V ) dt,gde je K kinetiqka energija sistema, na prostoru krivih na mnogostrukosti
M sa fiksiranim krajevima.



11Zadatak: Dokazati da iz prethodne teoreme sledi kovarijantna formu-la
ija Drugog �utnovog zakona (11).Ovo smo praktiqno dokazali u prethodnom paragrafu. Ovde samo trebapa�	ivo ponoviti raqun sproveden tamo, otkrivaju�i usput koja svojstvaobiqnog izvoda ima kovarijantni, xto je fina ve�ba za nekoga ko ovo radiprvi put.Primetimo da je kinetiqka energija sistema K = m‖v‖2/2, odnosno, zasistem sa vixe tela
K =

1

2

∑

k

mk‖vk‖2,gde je ‖v‖2 intenzitet vektora brzine v. Ka�emo da je na mnogostrukostiM za-data Rimanova struktura ako je zadata glatka familija skalarnih proizvoda
g : TM × TM → Rna tangentnim prostorima. Mnogostrukosti sa ovakvom strukturom nazi-vamo Rimanovim mnogostrukostima. Kinetiqku energiju, koja je kvadratnaforma na TM , mo�emo da shvatimo kao Rimanovu strukturu, pa funk
ional

S mo�emo da napixemo kao
S(γ) =

∫

γ

(g(γ̇, γ̇)− V (γ)) dt.Spe
ijalno, za V = 0,
S(γ) =

∫

γ

g(γ̇, γ̇) dt.Ekstremale ovog funk
ionala nazivamo geodezijskim linijama. Mo�e da sedoka�e da su one ujedno i ekstremale funk
ionala du�ine krive(12) l(γ) =

∫

γ

√
g(γ̇, γ̇) dt,tj. geodezijske linije na mnogostrukosti uopxtavaju prave u euklidskom pros-toru (videti zadatke iz prethodnog paragrafa)11. Ovo nas dovodi do slede�eguopxte�a Prvog �utnovog zakona:Teorema: Ako na sistem na mnogostrukosti M ne deluju druge sile (semonih koje ga prinuÆuju da se kre�e po mnogostrukosti M), onda su �egovetrajektorije geodezijske linije.Posledi
a: Geodezijske linije su rexe�a diferen
ijalne jednaqine dru-gog reda

∇γ̇ γ̇ = 0(jednaqina (11) bez sile)12.11MeÆu �ima, meÆutim, postoji va�na razlika: geodezijske linije samo lokalno mini-mizuju rastoja�e. Npr. geodezijske linije na dvodimenzionoj sferi S2 su veliki krugovi:prese
i sfere sa ravnima kroz �en 
entar.12U literaturi se qesto ova jednaqina uzima za defini
iju geodezijskih linija. �en za-pis u koordinatama je d2xk

dt2
+
∑

i,j Γ
k
ij

dxi
dt

dxj

dt
= 0 za k = 1, . . . , n, gde su Γk

ij tzv. Kristofelovisimboli. Obratimo pa��u na qi�eni
u da je prava x = t, y = t geodezijska u euklidskojravni, ali da (ta ista!) prava x = t3, y = t3 nije { pojam ,,biti geodezijska" ne zavisi samood puta, ve� i od brzine, tj. parametriza
ije!



12 MeÆutim, i u sluqaju prisustva poten
ijala V , opisiva�e trajektorijamo�e da se svede na opisiva�e geodezijskih linija, ali sa prome�enom met-rikom:Teorema:13 Neka je M Rimanova mnogostrukost sa Rimanovom metrikom g(koja definixe kinetiqku energiju). Tada su trajektorije sistema sa ukupnomenergijom E geodezijske linije metrike gE := (E − V )g.
§5. Mehanika kao simplektiqka geometrija: Hamiltonova mehanika.Neka je F : Rk → R konveksna (tj. sa pozitivno definitnom matri
om dru-gog izvoda) funk
ija. Le�androvom transforma
ijom funk
ije F naziva sefunk
ija

G(p) = p · x− F (x),gde je p := ∂F
∂x .Teorema: Pretpostavimo da je sistem zadat langran�ijanom L : Rn×Rn×

R → R konveksnim po drugoj promen	ivoj i neka je H Le�androva transfor-ma
ija funk
ije L po toj promen	ivoj:(13) H(q,p, t) := p · q̇− L(q, q̇, t), p :=
∂L

∂q̇
.Tada je sistem (7) jednaqina drugog reda ekvivalentan sistemu(14) 




dq

dt
=
∂H

∂p

dp

dt
= −∂H

∂q
.jednaqina prvog reda.Dokaz: Diferen
ira�em dobijamo

dH =
∂H

∂q
dq+

∂H

∂p
dp+

∂H

∂t
dt = −∂L

∂q
dq+ q̇dp− ∂L

∂t
dt,odakle sledi(15) q̇ =

∂H

∂p
, −∂L

∂q
= −∂H

∂q
, −∂L

∂t
=
∂H

∂t
.Iz (7) i (13) sledi ṗ = ∂H

∂q , pa uba
iva�em u (15) dobijamo sistem (14). �Defini
ija: Neka je sistem zadat lagran�ijanom L. Promen	ivu(16) p :=
∂L

∂q̇nazivamo impulsom. Sistem jednaqina (14) nazivamo Hamiltonovim jednaqi-nama.Napomena: U euklidskom prostoru, ako je brzina vektor v, kinetiqka en-ergija K = m‖v‖2/2, a lagran�ijan L = K(v) − V (q), impuls p = mv, jer je
∂L
∂v = ∂K

∂v = mv. MeÆutim, impuls i brzina nisu objekti istog geometrijskogtipa. Brzina je element tangentnog rasloje�a TM , dok je impuls dualniobjekat { kovektor (tj. linearni funk
ional). Prvi sabirak u (13) trebashvatiti kao dejstvo kovektora p na vektoru q̇ (koje u euklidskom prostoru13Ova teorema je manifesta
ija tzv. Mopertijevog prin
ipa, u literaturi se pojav	ujei kao Jakobijeva teorema.



13uvek mo�e da se realizuje putem skalarnog proizvoda; otuda se tu impulsmo�e shvatiti i kao vektor). Ovde se opet radi o postoja�u kanonskih iden-tifika
ija u euklidskom prostoru na koje smo navikli, ali koje ne postojeu opxtijim situa
ijama. Zato je priroda impulsa vid	ivija u mehani
i namnogostrukostima.Pozabavi�emo se sada malo deta	nije ovom napomenom. Definisa�emo Le-�androvu transforma
iju nezavisno od koordinata14.Neka je TqM tangentni prostor glatke mnogostrukosti M u taqki q ∈ M .�egov dual T ∗
qM naziva se kotangentnim prostorom u taqki q, a unija

T ∗M :=
⋃

q∈M
T ∗
qMkotangentnim rasloje�em mnogostrukosti M . Kotangentno rasloje�e T ∗Mnaziva se jox i faznim prostorom mehaniqkog sistema qiji je konfigura
ioniprostor TM .U opxtem sluqaju, ako je M mnogostrukost, Le�androva transorfma
ijadefinisana lagran�ijanom L : TM → R ostvaruje izomorfizam

DvertL : TM
∼=−→ T ∗M,gde je Dvert· vertikalni izvod (izvod du� komponente brzine)15 i pridru�ujefunk
iji L hamiltonijan H : T ∗M → R:

H(η, t) :=
〈
η, (DvertL)

−1η
〉
− L((DvertL)

−1η, t).Ovde je 〈·, ·〉 spariva�e funk
ionala i vektora. Kovektor ζ ima dve kompo-nente, prostornu (vezanu za mnogostrukostM) i vertikalnu (�u zovemo impul-som), vezanu za vektorski prostor T ∗
qM . Impuls je sa brzinom povezan pomo�uvertikalnog izvoda DvertL, koji preslikava tangentni prostor u kotangentniprostor. Dakle, brzine �ive u tangentnom, a impulsi u kotangentnom raslo-je�u.Dok je Lagran�eva mehanika mehanika tangentnog rasloje�a, Hamiltonovamehanika je mehanika kotangentnog rasloje�a. U prethodnom paragrafu smovideli da je matematiqki jezik Lagran�eve mehanike { Rimanova geometrija.Iako je kotangentno rasloje�e izomorfno tangentnom (u topoloxkom i alge-barskom smislu), ono ima strukturu koju tangentno rasloje�e nema { struk-turu simplektiqke mnogostrukosti. Da bi smo �u uveli, potrebno nam jemalo nove terminologije.Neka je f : M → R glatka funk
ija i q ∈ M . Tada je df(q) ∈ T ∗

qM { zasvaki vektor v ∈ TqM vrednost funk
ionala df(q)(v) je izvod funk
ije16 f u14Ako neki objekat definixemo u koordinatama na mnogostrukosti, qak i ako se radio lokalnom objektu, neophodno je utvrditi da li je ta defini
ija nezavisna od izboralokalnih koordinata. To je mesto na kome se gube mnoge identifika
ije na koje smo navikliu euklidskom prostoru { prelaz iz jednog sistema koordinata u drugi ne mora da quva teidentifika
ije.15Zbog toga nam je potrebna pretpostavka o nedegenerisanosti drugog izvoda.16Poxto je izvod funk
ije n promen	ivih lokalno definisan objekat, pojam izvodau prav
u ima smisla, imaju�i u vidu ,,formalnu defini
iju glatkih mnogostrukosti" sapoqetka teksta. Primetimo da u ovom sluqaju, iako je domen funk
ije mnogostrukost, nemakomplika
ija kao u sluqaju diskutovanom u prethodnom paragrafu u vezi sa koneksijama,kada se radilo o diferen
ira�u vektorskih po	a.



14prav
u vektora v. Dakle, mo�emo da napixemo:(17) df : M → T ∗M.Opxtije, svako preslikava�e
s :M → T ∗Mkoje zadovo	ava uslov s(q) ∈ T ∗

qM nazivamo seqe�em kotangentnog rasloje�a.Na primer, umesto diferen
ijala, koji u lokalnim koordinatama mo�e da senapixe kao
df(q) =

n∑

k=1

∂f

∂xk
(q) dxk,mo�emo da posmatramo opxtiji izraz(18) α(q) =

n∑

k=1

ak(q) dxk,gde su dxk diferen
ijali koordinatnih funk
ija (spe
ijalni sluqaj funk
i-onala df kada je f projek
ija na xk{osu). Ovo je jedno (lokalno definisa-no) seqe�e. Budu�i da su funk
ionali dxk linearno nezavisni, a ima ih n,sledi da svako seqe�e kotangentnog rasloje�a mo�e lokalno da se zapixe uobliku (18). Seqe�a kotangentnog rasloje�a nazivamo diferen
ijalnim 1{formama.Neka je V vektorski prostor, i L1, L2 : V → dva linearna preslikava�a.�ihov spo	ax�i proizvod L1 ∧ L2 je bilinearno preslikava�e
L1 ∧ L2 : V × V → R, L1 ∧ L2(ξ1, ξ2) := det [Li(ξj)]i,j=1,2.Iz antisimetriqnosti determinante sledi da je L1∧L2 antisimetriqno pres-likava�e: L1∧L2(ξ1, ξ2) = −L1∧L2(ξ2, ξ1). TakoÆe, va�i i L1∧L2 = −L2∧L1.Budu�i da su diferen
ijalne 1{forme u svakoj taqki q ∈M linearna pres-likava�a TqM → R, ima smisla govoriti o spo	ax�em mno�e�u formi. Uzpomo� �ega, definixemo i spo	ax�i diferen
ijal 1{forme (18) kao(19) dα(q) :=

n∑

k=1

dak(q) ∧ dxk,gde je dak diferen
ijal funk
ije ak. �ega mo�emo da zapixemo kao dak =∑n
j=1

∂ak
∂xj

(q) dxj , odakle dobijamo
dα(q) =

n∑

j,k=1

∂ak
∂xj

(q) dxj ∧ dxk.Izraze oblika
β(q) =

n∑

j,k=1

bjk(q) dxj ∧ dxknazivamo diferen
ijalnim 2{formama. Analogno se definixu diferen
i-jalne k{forme i �ihovi diferen
ijali17 za proizvo	no k.17Spo	ax�i diferen
ijal forme je jednoznaqno odreÆen pomo�u tri aksiome: lin-earnosti, Lajbni
ovog pravila d(α∧ β) = (dα)∧ β±α∧ (dβ), gde znak ± zavisi od parnostistepena forme α, i zahteva da je na 0{formama, tj. funk
ijama, d standardni diferen
ijal.



15Neka je M mnogostrukost dimenzije n i ψU : U → BU lokalna karta izformalne defini
ije mnogostrukosti u §1. Tada se za svaku n{formu Ω naMmo�e definisati �en integral po karti U kao
∫

U

Ω :=

∫
· · ·
∫

BU

Ω

(
∂ψ−1

∂x1
, . . . ,

∂ψ−1

∂xn

)
dx1 . . . dxk,gde je integral na desnoj strani standardni n{integral u Rn. Primetimo da,ako promenimo orijenta
iju, tj. ako ose xi i xj zamene mesta, ovako definisanintegral me�a znak. To znaqi da je integral invarijantan u odnosu na smenupromen	ivih, tj. smenu koordinata ψU ◦ ψ−1

V iz defini
ije mnogostrukosti,ako i samo ako difeomorfizam ψU ◦ ψ−1
V quva orijenta
iju (tj. ima poziti-van jakobijan). Mnogostrukost nazivamo orijentabilnom ako se ona 
ela mo�epokriti koordinatnim okolinama, takvim da sve smene koordinata quvaju ori-jenta
iju. U tom sluqaju mo�e da se definixe ∫M Ω { integral proizvo	ne

n{forme po 
eloj mnogostrukosti.Ako je grani
a orijentabilne mnogostrukosti M dimenzije n glatka mno-gostrukost ∂M dimenzije n− 1, onda je i ∂M orijentabilna i va�i Stoksovaformula: ∫

M

dΘ =

∫

∂M

Θza svaku (n− 1){formu Θ.Posmatrajmo sada kotangentno rasloje�e kao novu mnogostrukost, P = T ∗M .Postoji kanonska projek
ija
π : P = T ∗M →M.Tangentno preslikava�e18 preslikava�a π : P → M je preslikava�e(20) π∗ : TP → TMdefinisano na slede�i naqin. Neka je Xp ∈ TpP tangentni vektor na P utaqki p ∈ P . Tada je on tangentni vektor na neku krivu γ : (−ε, ε) → Pu taqki γ(0) = p. Vektor π∗(Xp) definixemo kao vektor u Tπ(p)M koji jetangentan na krivu π ◦ γ(t) u taqki π ◦ γ(0) = π(p).Defini
ija: Liuvilova forma je diferen
ijalna 1{forma θ na mno-gostrukosti P = T ∗M definisana sa

θ(p)(Xp) := 〈p, π∗(Xp)〉, za svako p ∈ P i svako Xp ∈ TpP.Zagrade na desnoj strani oznaqavaju spariva�e kovektora p sa vektorom π∗(Xp){ taqka p u ovoj defini
iji igra istovremeno ulogu taqke mnogostrukosti Pi linearnog funk
ionala na TM (jer je P = T ∗M).Formu ω := −dθ zovemo kanonskom simplektiqkom formom na kotangent-nom rasloje�u.Zadatak: Dokazati da se forma θ mo�e okarakterisati kao jedinstvena1{forma na P = T ∗M koja zadovo	ava(21) s∗θ = sza svako seqe�e s :M → T ∗M kotangentnog rasloje�a, gde je s∗ dual tangentnogpreslikava�a s∗.18... ili prvi izvod



16 Napomena: Nije texko pokazati da je simplektiqka forma ω1. nedegenerisana: za svaki tangentni vektor X postoji tangentni vektor
Y takav da je ω(X,Y ) 6= 0,2. zatvorena: dω = 0.Defini
ija: Mnogostrukost P na kojoj postoji diferen
ijalna 2{ formakoja ima dva svojstva iz prethodne napomene naziva se simplektiqkom mnogo-strukox�u.Iz dva algebarska svojstva o kojima je req u prethodnoj defini
iji sledimnogo topoloxkih, npr. svaka simplektiqka mnogostrukost je orijentabilna,ima parnu dimenziju, ako je kompaktna ima netrivijalne parne kohomoloxkegrupe itd. Primetimo veliku razliku izmeÆu toga i Rimanove metrike (koja jetakoÆe bilinearna forma na mnogostrukosti, ali simetriqna, dok je simplek-tiqka forma, kao i svaka diferen
ijalna forma, antisimetriqna). Rimanovamnogostrukost nema neka posebna globalna topoloxka svojstva: svaka glatkamnogostrukost dopuxta Rimanovu strukturu. Kao kontrast tome, jedina sfera
Sn koja je simplektiqka je S2 { sve ostale imaju trivijalnu drugu kohomologiju.Sa druge strane, Rimanove mnogostrukosti imaju mnogo lokalnih invarijanti(npr. tenzor krivine nam omogu�ava da lokalno razlikujemo Rimanove mno-gostrukosti). Nasuprot tome, sve simplektiqke mnogostrukosti su lokalnoizomorfne:Darbuova teorema: Svaka taqka simplektiqke mnogostrukosti ima oko-linu koja je simplektiqki izomorfna otvorenom skupu u R2n sa standardnomsimplektiqkom formom

ω0 = dp1 ∧ dq1 + · · ·+ dpn ∧ dqn.Va�ne posledi
e nedegenerisanosti. Nedegenerisanost Rimanove me-trike omogu�ava nam da definixemo gradijent funk
ije na Rimanovoj mno-gostrukosti:19 gradijent ∇f je jednoznaqno odreÆen vektor koji zadovo	ava(22) df(p)(ξ) = g(∇f, ξ) za svaki tangentni vektor ξ.Lako se vidi da je vektor ∇f dobro definisan (jednoznaqno odreÆen) zah-va	uju�i nedegenerisanosti Rimanove metrike20.Sliqno tome, za funk
iju H na simplektiqkoj mnogostrukosti mo�emoda definixemo simplektiqki gradijent kao jednoznaqno odreÆen vektor XHkoji zadovo	ava
dH(p)(ξ) = ω(XH , ξ) za svaki tangentni vektor ξ.19Bez prisustva Rimanove metrike gradijent mo�emo da definixemo samo u lokalnimkoordinatama, ali ta ,,defini
ija" bi zavisila od lokalnih koordinata, tj. ne bi defin-isala nixta. To je jox jedan primer problema koji se pojav	uju pri prelasku iz euklidskogprostora na mnogostrukost.20Primetimo da je diferen
ijal funk
ije (17) definisan samo na osnovu glatke struk-ture (i samo od �e zavisi), dok nam je za defini
iju (22) gradijenta (kao vektora dualnogdiferen
ijalu) potrebna Rimanova metrika (u odnosu na koju govorimo o toj dualnosti, iod koje on zavisi). Gradijent u Dekartovim koordinatama u Rn na koji smo navikli na uvod-nim kursevima analize je dual diferen
ijala u odnosu na euklidsku metriku. Gradijent uistim koordinatama u odnosu na neku drugu metriku (npr. metriku geometrije Lobaqevskog)ima sasvim drugi zapis.



17Simplektiqki gradijent se qesto naziva Hamiltonovim vektorskim po	emfunk
ije H , a sama funk
ija H hamiltonijanom. Prethodnu formulu mo�e-mo da napixemo i na slede�i naqin. Za 2{formu ω vektorsko po	eX oznaqimosa i(X)ω 1{formu definisanu sa i(X)ω(Y ) = ω(X,Y ). Tada je Hamiltonovovektorsko po	e definisano sa(23) dH = i(XH)ω.Treba podvu�i jednu va�nu razliku izmeÆu obiqnog i simplektiqkog gradi-jenta, koja proizilazi iz qi�eni
e da je prvi definisan pomo�u simetriqnebilinearne forme g, a drugi pomo�u antisimetriqne ω. Naime, u defini
ijuobiqnog gradijenta stavimo ξ = ∇f dobijamo
df(p)(∇f(p)) = g(∇f(p),∇f(p)) = ‖∇f(p)‖2 ≥ 0,dok isti postupak za Hamiltonova vektorska po	a daje(24) dH(p)(XH(p)) = ω(XH(p), XH(p)) = 0,zbog antisimetriqnosti.Zadatak: Neka je Σ orijentisana povrx i simplektiqka forma ω { �enaforma povrxine. Dokazati da za svaku zatvorenu krivu C ⊂ Σ i svaki Hamil-tonijan H : Σ → R postoji taqka x0 ∈ C u kojoj je Hamiltonovo vektorsko po	e

XH tangentno na C.Neka je ψt : P → P , t ∈ R jednoparametarska familija difeomorfizamakompaktne21 mnogostrukosti P i dψt

dt (p) = Xt(ψt(p)). Tada vektorsko po	e Xtna mnogostrukosti P jednoznaqno odreÆuje familiju ψt, kao rexe�e obiqnediferen
ijalne jednaqine
dψt
dt

(p) = Xt(ψt(p)), ψ0(p) = p.Dakle, zahva	uju�i Teoremi o egzisten
iji i jedinstvenosti rexe�a obiqnihdiferen
ijalnih jednaqina, zadava�e jednoparametarske familije difeomor-fizama (nelinearnog objekta) je ekvivalentno zadava�u glatkog vektorskogpo	a (xto je linearan objekat). Tada ka�emo da je familija ψt generisana vek-torskim po	em Xt. Spe
ijalno, ako je familija ψt generisana Hamiltonovimvektorskim po	em, zovemo je familijom Hamiltonovih difeomorfizama, asvako pojedniaqno ψt0 Hamiltonovim difeomorfizmom22.Primetimo da ako H ne zavisi od vremena i ako je familija ψt generisanaHamiltonovim vektorskim po	em XH , diferen
ira�em veliqine H(ψt(p)) po
t i primenom (24) zak	uqujemo da je H konstantno du� trajektorija ψt(p).Budu�i da je H energija, ovo dokazuje zakon oquva�a energije u klasiqnojmehani
i: Vrednost autonomnog hamiltonijana du� Hamiltonovih putevaje konstantna.Poka�imo sada da su hamiltonovi putevi zapravo invarijantno opisana(bez upotrebe koordinata) rexe�a jednaqine kreta�a (14).21Pretpostavka o kompaktnosti se, uz neka objax�e�a ili druge uslove, mo�e uklonitiili oslabiti.22Ako je ψt generisano hamiltonijanom Ht, a φt hamiltonijanom Kt, iz defini
ije (23)lako se dokazuje da je tada ψ−1 generisano hamiltonijanom −Ht◦ψt, a ψt◦φt hamiltonijanom
Ht +Kt ◦ ψ

−1

t . Odatle sledi da je skup Hamiltonovih difeomorfizama grupa.



18 Hamiltonova vektorska po	a u koordinatama: Ako je XH Hamilto-novo vektorsko po	e generisano hamiltonijanom H , jednaqina
d

dt
φt(x) = XH(φt(x)), φ0(x) = x.u koordinatama q = (q1, . . . , qn), p = (p1, . . . , pn) o kojima je req u Darbuovojteoremi ima oblik (14).Dokaz: Budu�i da je simplektiqka vektorska forma u R2n o kojoj je req uDarbuovoj teoremi zbir simplektiqkih formi u R2, dovo	no je jednaqinu (23),tj. jednaqinu

i

(
n∑

k=1

q̇k
∂

∂qk
+ ṗk

∂

∂pk

)
n∑

k=1

dpk ∧ dqk =

n∑

k=1

∂H

∂qk
dqk +

∂H

∂pk
dpkpo q̇k, ṗk, rexiti za n = 1, odnosno rexiti

(∀ξ = (ξ1, ξ2))

∣∣∣∣
q̇ ṗ
ξ1 ξ2

∣∣∣∣ =
∂H

∂q
ξ1 +

∂H

∂p
ξ2.Odatle sledi dokaz tvrÆe�a. �Teorema: Familija difeomorfizama φt : P → P simplektiqke mno-gostrukosti (P, ω) generisana vektorskim po	em Xt quva simplektiqku formuako i samo ako je 1{forma i(Xt)ω zatvorena, tj. d(i(Xt)ω) = 0.Dokaz: Ako ψt quvaju simplektiqku formu, onda je

ψ∗
t ω = ω, odnosno d

dt
ψ∗
t ω = 0.Posled�i izraz se diferen
ira ovako23

d

dt
ψ∗
t ω = ψ∗

t (d(i(Xt)ω) + i(Xt) dω).Poxto je dω = 0, sledi d(i(Xt)ω) = 0. �Prime�uju�i raqun sliqan ovom iz dokaza teoreme, mo�emo da uradimoslede�i zadatak.Zadatak (varija
iona formula
ija Hamiltonove mehanike): Za ha-miltonijan Ht : T
∗M → R i krivu γ : [0, 1] → T ∗M definiximo Hamiltonovfunk
ional dejstva

AH(γ) =

∫ 1

0

(γ∗θ −Ht(γ)) dt.Neka je γs varija
ija puta γ; γ0 = γ i ξ = d
ds

∣∣
s=0

γs(t) ∈ TγP . Dokazati da je(25) dAH(γ)ξ = −
∫ 1

0

ω(ξ, γ̇ −XH(γ))dt+ θ(γ(1))ξ − θ(γ(0))ξ.i izvesti odatle zak	uqak da su Hamiltonovi putevi ekstremale funk
ionala
AH na prostoru krivih sa graniqnim uslovima(a) γ(0) = γ(1) (periodiqni graniqni uslovi)(b) γ(0), γ(1) ∈ 0M , gde je 0M skup svih nula{kovektora (nula{funk
ionala)iz T ∗M (Lagran�evi graniqni uslovi).23Po tzv. ,,Kartanovoj formuli za vezu Lijevog, spo	ax�eg i unutrax�eg izvoda":
LX = i(X) ◦ d+ d ◦ i(X).



19Iz defini
ije komutativnosti drugih par
ijalnih izvoda glatkih fun-k
ija (tj. nezavisnosti od poretka diferen
ira�a) i ranije date defini
ijediferen
ijala diferen
ijalne forme, sledi da je forma β koja je taqna,tj. takva da je β = dα, obavezno i zatvorena24, tj. va�i d ◦ d = 0. Ako je
Ht (u opxtem sluqaju neautonomni) hamiltonijan i XHt

�egovo Hamiltonovovektorsko po	e, po defini
iji takvih po	a imamo upravo tu situa
iju:
i(XHt

)ω = dHt,tj. forma i(XHt
)ω je taqna, pa time i zatvorena. Zahva	uju�i tome, imamoslede�u posledi
u prethodne teoreme.Posledi
a: Hamiltonovi difeomorfizmi quvaju simplektiqku formu.Odatle sledi da je izuqava�e Hamiltonove mehanike upravo { izuqava�esimplektiqke geometrije, izuqava�em (podgrupe) grupe �enih simetrija, xtoje generaliza
ija Klajnovog Erlangenskog programa na simplektiqki ambi-jent.Difeomorfizme koji quvaju simplektiqku formu naziva�emo simplekti-qkim difeomorfizmima ili simplektomorfizmima. Lako je videti da jegrupa Hamiltonovih difeomorfizama prava podgrupa grupe simplektiqkihdifeomorfizama, tj. da postoje simplektiqki difeomorfizmi koji nisuHamiltonovi. Zanim	iva je slede�a teorema.Teorema: Grupa Hamiltonovih difeomorfizama je normalna podgrupagrupe simplektiqkih difeomorfizama.Dokaz: Neka je φ simplektiqki difeomorfizam i ψt familija Hamiltono-vih difeomorfizama generisana hamiltonijanom Ht. Neposrednim diferen-
ira�em i primenom (23) se proverava da tada hamiltonijan Ht ◦ φ generixefamiliju φ−1 ◦ ψt ◦ φ. Dakle, i ta familija je Hamiltonova. �Prethodna teorema mo�e da se formulixe i ovako: simplektiqki difeo-morfizmi quvaju oblik Hamiltonovih jednaqina (14). Simplektiqki difeo-morfizmi se nazivaju jox i kanonskim transforma
ijama u klasiqnoj mehani-
i. Oni se mogu shvatiti kao smene koordinate koje quvaju zakone Hamiltonovemehanike. Kao posledi
u formalizma uvedenog u ovom paragrafu, izvodimoslede�e dve klasiqne teoreme.Liuvilova teorema: Hamiltonova kreta�a i kanonske transforma
ije ueuklidskom prostoru quvaju zapreminu faznog prostora.Dokaz: Ako je ω standardna simplektiqka forma u R2n (opisana u Darbuovojteoremi), onda je

Ω =
1

n!
ω∧n =

1

n!
ω ∧ · · · ∧ ω = dp1 ∧ dq1 ∧ · · · ∧ dpn ∧ dqnstandardna forma zapremine. Poxto i kanonske transforma
ije (simplek-tiqki difeomorfizmi) i Hamiltonovi difeomorfizmi quvaju simplektiqkuformu ω, tj. zadovo	avaju jednaqinu ψ∗ω = ω, zadovo	ava�e i

ψ∗Ω = ψ∗(ω ∧ · · · ∧ ω) = ψ∗ω ∧ · · · ∧ ψ∗ω = ω ∧ · · · ∧ ω = Ω,24Obrnuto nije taqno; tzv. de Ramove kohomoloxke grupe opisuju koliqniqki prostorprostora zatvorenih i taqnih formi; ispostav	a se da je on odreÆen topologijom �ihovogdomena.



20xto znaqi da �e quvati i zapreminu. �Ova teorema va�i za svaki fazni prostor, a i opxtije: simplektomor-fizmi quvaju zapreminu svake simplektiqke mnogostrukosti definisanu sa
Ω = 1

n!ω
∧n.Poenkareova teorema: Ako jeM kompaktna sipmlektiqka mnogostrukost,

φ simplektiqki difeomorfizam i p ∈ M bilo koja taqka, onda za svakuokolinu V ∋ p postoji prirodan broj k takav da je φk(V )∩V 6= ∅ (φk = φ◦· · ·◦φ).Dokaz: Iz Liuvilove teoreme sledi da φ quva zapreminu. Zbog kompakt-nosti mnogostrukosti M (tj. konaqnosti �ene zapremine), skupovi V , φ(V ),
φ2(V ) = φ(φ(V )), · · · ne mogu da budu disjunktni, pa je φr(V ) ∩ φs(V ) 6= ∅, zaneke r i s, r > s. Ali onda je φr−s(V ) ∩ V 6= ∅. �Posledi
a: Svaki sistem koji se kre�e u ograniqenom prostoru se posleizvesnog vremena vra�a u proizvo	nu blizinu poqetnog polo�aja.Spomenimo da se odreÆen broj taqaka mehaniqkog sistema posle izvesnogvremena vra�a bax u poqetnu taqku, a ne samo u �enu blizinu. Broj tih taqakamo�e da se opixe topologijom mnogostrukosti na kojoj se kreta�e odvija.Nexto vixe o tome �emo re�i u §10, a sada navedimo jedan primer. Slede�etvrÆe�e se nekad zove Posled�om Poenkareovom teoremom, a nekad Poenkare{Birhofovom teoremom. Formulisao ga je Poenkare 1912, a kasnije dokazaoBirhof:Teorema: Svaki homeomorfizam prstena S1 × [a, b] koji quva povrxinu iorijenta
iju, a graniqne kru�ni
e rotira u suprotnom smeru, ima najma�edve fiksne taqke.Budu�i da Hamiltonova kreta�a quvaju povrxinu i orijenta
iju, a da selep	e�em dva prstena du� grani
e dobija dvodimenzioni torus, odavde uzmalo diskusije mo�e da se izvede slede�a posledi
a.Posledi
a: Svako Hamiltonovo kreta�e na dvodimenzionom torusu imanajma�e 4 periodiqne orbite.
§6. Simplektiqka topologija i holomorfne krive. Iz Darbuove teo-reme iz prethodnog paragrafa sledi da simplektiqke mnogostrukosti nemajulokalnih invarijanti { sve su ,,lokalno ravne" u simplektiqkom smislu, tj.lokalno izomorfne simplektiqkom euklidskom prostoru. To znaqi da se sim-plektiqke mnogostrukosti mogu razlikovati samo kao globalni, dakle topo-loxki objekti.Va�nu ulogu u simplektiqkoj topologiji ima prisustvo jox jedne strukturena simplektiqkim mnogostrukostima { skoro kompleksne strukture. To jefamilija linearnih preslikava�a

Jx : TxP → TxP, x ∈ Pkoja glatko zavisi od x, takva da je
J2 = −Id,



21gde je J2 = J ◦ J . Mnogostrukost koja ima skoro kompleksnu strukturu nazi-vamo skoro kompleksnom mnogostrukox�u25.Primer: Svaka orijentabilna povrx Σ ⊂ R3 ima kompleksnu strukturu.Zaista, iz orijentabilnosti sledi da postoji glatko jediniqno vektorsko po	e
Y normalno na Σ. Tada je lako videti da je sa

TΣ ∋ X 7→ X × Y ∈ TΣ,gde je × na desnoj strani vektorski proizvod u R3, dobro definisana skorokompleksna struktura na Σ. Primetimo da je se vektorski proizvod u R3 mo�eshvatiti kao mno�e�e imaginarnih kvaterniona. Sliqno, svaka hiperpovrxu R7 ima skoro kompleksnu strukturu koja je na isti naqin definisana pomo�umno�e�a imaginarnih Kelijevih oktava.Va�i slede�a teorema.Teorema: Svaka simplektiqka mnogostrukost (P, ω) ima skoro kompleksnustrukturu J koja je saglasna sa simplektiqkom strukturom u smislu da je sa
g(X,Y ) := ω(X, JY )definisana Rimanova metrika na P .Ski
a dokaza: Neka je g bilo koja Rimanova metrika na M . Tada je ω(·, ·) =

g(·, A·) za neku antisimetriqnu (poxto je g simetriqna, a ω antisimetriqnaforma) matri
u A. Ako je A2 = −Id, dokaz je zavrxen. U protivnom, ko-riste�i −A2 = A⊤A > 0, mo�emo da uzmemo J := A(
√
−A2)−1. �Dakle, svaka simplektiqka mnogostrukost je skoro kompleksna26.U Kompleksnoj analizi glatka preslikava�a qiji je diferen
ijal linea-ran nad C (tj. komutira sa mno�e�em sa i = √

−1) nazivamo holomorfnim.Analogno tome, preslikava�e
u : P1 → P2izmeÆu skoro kompleksnih mnogostrukosti (P1, J1) i (P2, J2) naziva se pseudo-holomorfnim ako va�i(26) du ◦ J1 = J2 ◦ du.Spe
ijalno, ako je Σ orijentabilna dvodimenziona povrx (tj. objekat kom-pleksne dimenzije 1), a P skoro kompleksna mnogostrukost, pseudoholomorfnapreslikava�a
u : Σ → Pnazivamo holomorfnim krivama u P . Tada je uslov (26) ekvivalentan sistemunelinearnih Koxi{Rimanovih jednaqina(27) ∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
= 0,gde su (s, t) lokalne koordinate na Σ.25Kompleksne mnogostrukosti su spe
ijalan sluqaj skoro kompleksnih; ovde ne�emo ulaz-iti u deta	e razlike izmeÆu ta dva pojma.26Obrnuto nije taqno. Npr. ve� smo videli da s fera S6 nije simplektiqka, jer imatrivijalnu drugu kohomoloxku grupu. MeÆutim, u prethodnom primeru smo videli da je S6skoro kompleksna.



22 Iz defini
ije integrala 2{forme po dvodimenzionoj mnogostrukosti lakose izvodi slede�a lema.Lema: Neka je (P, ω) simplektiqka mnogostrukost, a u : Σ → P holomorfnakriva. Tada je(28) ∫

Σ

u∗ω =
1

2

∫

Σ

‖du‖2.Zadatak: Dokazati lemu.Znaqaj prethodne leme vidi se u tome xto je izraz na na desnoj stranianalitiqka veliqina, a izraz na levoj topoloxka27. To nam omogu�ava datopoloxki kontrolixemo konvergen
ije nizova holomorfnih krivih u raznim
Lp i W p,q prostorima (prostorima Sobo	eva). Koriste�i tu qi�eni
u, kaoi qi�eni
u da je sistem par
ijalnih jednaqina (27) eliptiqki, tj. da je �e-gova lineariza
ija Fredholmova, M. Gromov je 1985. godine dokazao slede�uteoremu.Teorema: Neka je J skoro kompleksna struktura na kompaktnoj simplek-tiqkoj mnogostrukosti P i neka je A ∈ H2(P,Z) fiksirana homoloxka klasa.Neka je MJ(A) skup J−holomorfnih krivih u : Σ → P koje zadovo	avajuuslov u∗[Σ] ≡ A. Za skoro svaku skoro kompleksnu strukturu J skup MJ(A) jemnogostrukost konaqne dimenzije. Ova mnogostrukost je ili kompaktna, ilise �ena nekompaktnost mo�e opisati u terminima homoloxke klase A.Ova teorema, koja je potpuno promenila naqin gleda�a na simplektiqkutopologiju, ima mnogo va�nih posledi
a. Ovde izdvajamo samo jednu. U
§5 smo videli da je grupa simplektiqkih difeomorfizama podgrupa grupedifeomorfizama koji quvaju zapreminu (Liuvilova teorema). Svaki skupse mo�e preslikati u skup ve�e zapremine tako da mu se oquva zapremina.Slede�a terema Gromova pokazuje da se to ne mo�e uvek uqiniti tako da seoquva simplektiqka forma.Teorema: Neka je B2n

r ⊂ Cn lopta polupreqnika r, ZR ⊂ Cn 
ilindar
DR × Cn−1, gde je DR := {z ∈ C | |z| < R} i neka je ψ : Cn → Cn simplektiqkopreslikva�e takvo da je

ψ(Br) ⊂ ZR.Tada je r ≤ R.Ideja dokaza: Neka je C holomorfni disk u B2n
r koji prolazi kroz 
entarlopte i qiji je rub na rubu lopte. Nek je A(C) povrxina krive C. Poznatirezultat iz teorije minimalnih povrxi (Lema o monotonosti) ka�e da je(29) A(C) ≥ πr2.Poxto je C holomorfna,

A(C) =

∫

C

ω =

∫

ψ(C)

ω27Zahva	uju�i Stoksovoj formuli i qi�eni
i da je dω = 0, izraz na levoj strani je,,vrednost kohomoloxke klase [ω] na homoloxkoj klasi [u(Σ)]".



23(jer je ψ simplektiqko). Ako proxirimo ψ(C) do holomorfne krive C̃ sagrani
om na ∂DR, ima�emo∫

ψ(C)

ω ≤
∫

C

ω =

∫

DR

ω = πR2,odakle, zbog (29), sledi r ≤ R.Da bismo ostvarili ovu konstruk
iju holomorfne krive C̃, utopimo okolinuslike ψ(B2n
r ) ⊂ Z u (kompaktnu mnogostrukost)M := S2×T2n−2, gde je S2 sferapovrxine πr2 + ε, a T2n−2 torus. Neka je J0 standardna kompleksna strukturana B2n

r ⊂ C2n i neka je J skoro kompleksna struktura na M koja je na ψ(C)jednaka ψ∗J0. Poxto je π2(T2n−2) = 0, a kompaktnost prostora holomorfnihkrivih mo�e da se kontrolixe topologijom (prethodna teorema), sledi�e daje MJ(A) za A = [S2 × ∗] kompaktna mnogostrukost. Preslikava�e(30) ev : MJ(A)×G S2 → M, (u, z) 7→ u(z),gde je G = PSL(2,C) grupa Mebijusovih transforma
ija28 ima stepen 1 (akoje J = i × J ′ to je oqigledno, a opxti sluqaj sledi iz ovog spe
ijalnog,na osnovu homotopske invarijantnosti stepena preslikava�a). Zato postoji
J−holomofna kriva kroz svaku taqku u M , pa i kroz ψ(0). Inverzna slikate krive pri preslikava�u ψ je J0−holomorfna kriva C, za koju se mo�esprovesti prethodno rezonova�e. �Napomena: U prethodnoj teoremi baza 
ilindra je u (q1, p1){ravni. Akobazu izaberemo, re
imo, u (q1, q2){ravni, transforma
ija

(q,p) 7→ (εq1, ε
−1p1, εq2, ε

−1p2, q3, p3, · · · , qn, pn)quva simplektiqku formu∑ dqk∧dpk i preslikava (izborom dovo	no malog ε)sferu ve�eg u 
ilindar ma�eg polupreqnika. Dakle, prethodna teorema va�isamo ako je baza 
ilindra ,,koordinatna ravan polo�aja i impulsa qesti
e".Imaju�i u vidu mehaniqku interpreta
iju simplektomorfizama diskutovanuu prethodnom paragrafu, ovu teoremu mo�emo smatrati ,,analogijom Hajzen-bergovog prin
ipa neodeÆenosti u klasiqnoj mehani
i". Naravno, ne radi seo prin
ipu koji ima istu interpreta
iju i posledi
e, nego o sliqnosti nanivou matematiqke strukture.
§7. Kvantiza
ija: algebraiza
ija mehanike. U klasiqnoj fizi
i, sta�esistema je u svakom trenutku odreÆeno fiziqkim veliqinama, koje nazivamodinamiqkim varijablama29, kao xto su vektori polo�aja i impulsi qesti
akoje qine sistem. Ako imamo dovo	no informa
ija o sta�u sistema u jednomtrenutku, po zakonima klasiqne mehanike mo�emo da rekonstruixemo makarblisku istoriju sistema, kako proxlu, tako i budu�u. Ili, reqeno jezikommatematike, ako imamo dovo	no poqetnih uslova mo�emo lokalno (u vremenu)i jednoznaqno da odredimo rexe�e diferen
ijalne jednaqine.28tj. biholomorfnih reparametriza
ija sfere CP 1. Grupa G dejstvuje na MJ(A) × S2po pravilu φ · (u, z) = (u ◦ φ−1, φ(z)); prostor na levoj strani u (30) je prostor orbita ovogdejstva.29Dinamiqkom varijablom mo�emo smatrati svaku, u opxtem sluqaju zavisnu od vremena,funk
iju na faznom prostoru, npr. svaku funk
iju A : T ∗M → R ili A : T ∗M × R → R uHamiltonovoj mehani
i.



24 MeÆutim, eksperimentalni rezultati iz prve dve de
enije XX veka pokazalisu da u mikrosvetu ne vlada ovakav determinizam. Osnovna pretpostavkakvantne mehanike je da nikakvo zna�e o sistemu u poqetnom polo�aju ne mo�eda nam pomogne da taqno opixemo trajektoriju sistema u budu�nosti. Najvi-xe xto mo�emo da ka�emo o sistemu je to sa kolikom verovatno�om sistemu datom trenutku na�i u odreÆenom sta�u. Jedan od mogu�ih naqina da seformulixe kvantna mehanika je slede�i skup postulata30.Prvi postulat: Sta�u fiziqkog sistema mo�emo da pridru�imo kom-pleksno vrednosnu funk
iju sta�a ili talasnu funk
iju ψ koja sadr�i sveinforma
ije koje mo�emo da imamo o sistemu, pri qemu funk
ije ψ i λψ za
λ ∈ C \ {0} opisuju isto sta�e.Talasna funk
ija ψ(q, t), gde je q vektor (ili vektori, u sluqaju vixe qes-ti
a) polo�aja, a t vreme mo�e da se interpretira kao gustina verovatno�eda se sistem u trenutku t naÆe na mestu q, ukoliko mo�emo, saglasno zakonuda je ukupna verovatno�a jedan, da je normalizujemo tako da je(31) ∫

|ψ(q, t)|2 dq = 1.Ovaj zahtev nam pokazuje da bi bilo lepo da je prostor funk
ija sta�a L2(Rn){ prostor funk
ija sa integrabilnim kvadratom modula. Na �alost, ovo nemo�emo da postuliramo, jer se qesto dexava da funk
ije sta�a (do kojihdolazimo na naqin koji �emo uskoro da postuliramo) ne pripadaju ovom pros-toru. Ali, pretpostavi�emo da funk
ije sta�a uvek pripadaju Hilbertovomprostoru, L2 ili nekom drugom.Primetimo da funk
ije λψ i ψ identifikujemo posle normaliza
ije, kao ida eiαψ i ψ imaju istu normaliza
iju. Zato je ispravno posmatrati funk
ijesta�a i kao taqke projektivnog prostora, ali ovde ne�emo zauzimati tu taqkugledixta.Drugi postulat: Ako je talasna funk
ija ψ1 pridru�ena jednom mogu�emsta�u sistema, a funk
ija ψ2 drugom mogu�em sta�u, onda je i �ihova lin-earna kombina
ija
λ1ψ1 + λ2ψ2, λ1, λ2 ∈ Ctalasna funk
ija nekog mogu�eg sta�a sistema (Prin
ip superpozi
ije). Dru-gim reqima, skup funk
ija sta�a je vektorski prostor.Tre�i postulat: Svakoj dinamiqkoj varijabli A pridru�ujemo simet-riqan linearni operator A koji dejstvuje na Hilbertovom prostoru funk
ijasta�a. I sam ovaj operator naziva se dinamiqkom varijablom u kvantnojmehani
i.Ovo pridru�iva�e vrximo po slede�em ,,pravilu": u izrazu za klasiqnudinamiqku varijablu A(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) uvedemo smenu(32) pk 7→ −i~ ∂

∂qk
, qk 7→ qk·,30Ove postulate navodimo u pojednostav	enoj formi, npr. ignorixemo linearne opera-tore na prostoru funk
ija sta�a koji nemaju diskretan spektar. �ih u opxtem sluqaju nemo�emo da zaobiÆemo, ali za �ihovo razmatra�e su nam potrebne netrivijalne konstruk
ijeiz spektralne teorije operatora (spektralna mera i spektralni integral) kao i elementiteorije distribu
ija.



25tj. impuls zame�ujemo operatorom diferen
ira�a, a koordinatu operatorommno�e�a koordinatnom funk
ijom. Na primer, ako je H klasiqni hamiltoni-jan koji smo razmatrali u Hamiltonovoj mehani
i, onda je
H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) =

1

2m

n∑

k=1

p2k + V (q), H = − ~2

2m
∆+ V (q),gde je ∆ = ∇◦∇ Laplasijan. Req ,,pravilo" smo stavili pod znake navoda zbogtoga xto ovaj postupak nije dobro definisan (tj. kvantiza
ija klasiqnog sis-tema u opxtem sluqaju nije rexen problem). Npr. za dinamiqku varijablu

A(q, p) = p2q va�i i A(p, q) = pqp = qp2, ali ta tri izraza daju tri razliqitalinearna operatora, budu�i da diferen
ira�e (operator p) i mno�e�e koor-dinatnom funk
ijom (operator q) ne komutiraju, ve� zadovo	avaju slo�enije,Lajbni
ovo pravilo.Operatori pk = −i~ ∂
∂qk

i qk = qk· su dualni u slede�em smislu. Nekaje f : Rn → C integrabilna funk
ija, �ena Furijeova transforma
ija jefunk
ija(33) f̂(p1, . . . , pn) = (2π)−n/2
∫

· · ·
∫

Rn

f(q1, . . . , qn)e
−i(p1q1+···+pnqn) dq1 . . . dqn.Diferen
ira�em po pk dobijamo prvu, a par
ijalnom integra
ijom drugu odslede�ih formula31(34) q̂kf = i

∂

∂pk
f̂ i ∂̂

∂qk
f = ipkf̂ .Dakle, operatori diferen
ira�a i mno�e�a su dualni (do na multiplika-tivnu konstantu) u odnosu na Furijeovu transforma
iju.Qetvrti postulat: Jedini mogu�i rezultati mere�a dinamiqke varijable

A su sopstvene vrednosti operatora A.Primetimo da ovaj postulat ima smisla zahva	uju�i simetriqnosti pos-tulirane u prethodnom { sopstvene vrednosti simetriqnog operatora su re-alni brojevi, tj. mo�emo do �ih do�i mere�em.Zadatak: Dokazati da su sopstvene vrednosti simetriqnog operatora re-alne i da razliqitim sopstvenim vrednostima odgovaraju ortogonalni sop-stveni vektori.Ako je talasna funk
ija sistema ψn (tj. ako je sistem u sta�u ψn) jedanod sopstvenih vektora operatora A koji odgovara sopstvenoj vrednosti λn, tj.ako je
Aψn = λnψn,onda �e mere�e varijable A biti λn. MeÆutim, ako sistem nije u sopstvenomsta�u operatoraA, onda mo�emo da govorimo samo o matematiqkom oqekiva�urezultata mere�a. Ono se uvodi u slede�em postulatu.31Ovo zahteva izvesnu diskusiju, koju ovde zaobilazimo. Umesto toga zadovo	i�emo seprimedbom da je izvoÆe�e ovih formula trivijalno ako je f glatka funk
ija sa kompaktnimnosaqem. Odatle, posle reqene diskusije (koja uk	uquje npr. i odgovor na pita�e xta jediferen
ira�e ako f nije glatka), sledi i opxti sluqaj.



26 Peti postulat: Ako je sistem u sta�u opisanom funk
ijom sta�a ψ, oqeki-vana vrednost mere�a dinamiqke varijable A je(35) 〈A〉 = 〈Aψ | ψ〉
〈ψ | ψ〉 ,gde oznaka 〈· | ·〉 na desnoj strani oznaqava skalarni proizvod u prostorusta�a.Xesti postulat: Svaka talasna funk
ija koja opisuje mogu�e sta�e sis-tema mo�e da se napixe kao linearna kombina
ija sopstvenih vektora di-namiqke varijable A.Iz simetriqnosti operatoraA garantovane tre�im postulatom sledi da ra-zliqitim sopstvenim vrednostima odgovaraju ortogonalni vektori (mo�emoih, posle mno�e�a skalarom, smatrati ortonormiranim). Iz opxte teorijeFurijeovih redova nam je poznato da je svaki potpun32 ortonormiran sistem uHilbertovom prostoru baza. MeÆutim, nemaju svi simetriqni operatori pot-pun sistem sopstvenih vektora. One koji imaju nazivamo jox i opservablama.Neka je A opservabla i ψn ortonormiran sistem �enih sopstvenih vektorakoji odgovaraju sopstvenim vrednostima λn. Neka je sta�e sistema opisanofunk
ijom sta�a ψ; mo�emo da predpostavimo da je 〈ψ | ψ〉 =

∫
|ψ|2 = 1. Tadaiz xestog postulata sledi(36) ψ =

∑

n

cnψn,gde je, zbog ortonormiranosti sistema ψn,(37) cn = 〈ψ | ψn〉.Izrazi (36) i (37) mogu se napisati kao
ψ =

∑
〈ψ | ψn〉ψn,ili, ako ,,obrixemo ψ sa obe strane"33

1 =
∑

| ψn〉〈ψn | .Sada iz petog postulata sledi da je oqekivana vrednost mere�a opservable A
〈A〉 = 〈Aψ, ψ〉 =

∑

m

∑

n

c̄mcnλn〈ψn, ψm〉 =
∑

λn|cn|2,jer je ψn ortonormiran sistem, tj. 〈ψn | ψm〉 = δnm. Veliqina
|cn|2 = |〈ψn | ψ〉|2se interpretira kao verovatno�a da se pri mere�u varijableA sistema u sta�u

ψ dobije rezultat λn. Poxto su λn jedini mogu�i rezultati mere�a (premaqetvrtom postulatu) i poxto je
∑

n

|cn|2 = 132... tj. takav da mu je linearni omotaq svuda gust33Operatori | φ〉 i 〈φ | nazivaju se bra i ket (od engl. bracket) operatorima. Izraz
| φ〉〈φ | mo�e da dejstvuje na vektore na tri naqina: sleva, zdesna i sleva i zdesna. U prvadva sluqaja rezultat je vektor, a u tre�em skalar.



27(zbog 〈ψ | ψ〉 = 1), ova interpreta
ija je saglasna sa zahtevom da je ukupnaverovatno�a 1. Koefi
ijenti (37) nazivaju se amplitudama verovatno�e.Neka su A i B dve opservable koje imaju iste sopstvene vektore:(38) Aψn = λnψn, Bψn = µnψn.Poxto je, prema xestom postulatu, sistem ψn baza, svaki vektor iz prostorasta�a mo�e da se napixe kao ψ =
∑
anψn. Odatle, uz pomo� (38) sledi

(AB−BA)ψ =
∑

n

an(AB−BA)ψn =
∑

n

an(µnAψn − λnBψn) = 0,tj.(39) [A,B] = 0,gde je [A,B] = AB −BA komutator linearnih operatora. Obrnuto, iz (39)sledi da A i B imaju iste sopstvene vektore. Ovo je oqigledno ako jedanod operatora, npr. A, ima nedegenerisane sopstvene vrednosti, tj. ima samojednodimenzione sopstvene prostore. Tada za svako λ1 postoji jedinstven dona multiplikativnu konstantu vektor ψn koji zadovo	ava Aψn = λnψn.Odatle i iz (39) slediA(Bψn) = λnBψn, pa zbog jedinstvenosti ψn sledi da su
Bψn i ψn paralelni. U sluqaju da su neke sopstvene vrednosti degenerisane,dokaz se svodi na rexava�e jednog homogenog sistema linearnih jednaqina.Imaju�i u vidu ovaj zak	uqak, kao i qetvrti postulat, mo�emo da za-k	uqimo da je mogu�e istovremeno taqno izmeriti vrednosti dve dinamiqkevarijable samo ako �ima pridru�eni operatori komutiraju, jer samo tadasistem mo�e da se naÆe u sopstvenom sta�u obe varijable. Ranije smo vide-li da operatori pridru�eni impulsu i polo�aju ne komutiraju (ve� zado-vo	avaju Lajbni
ovo pravilo), odakle sledi da se impuls i polo�aj ne moguistovremeno meriti. Ovo je Hajzenbergov prin
ip neodreÆenosti u kvantnojmehani
i.Napomena: Ovaj postulat smo, radi jednostavnosti, formulisali za op-servable koje imaju diskretan spektar. U opxtem sluqaju, opservable mogu daimaju kontinualan, dakle neprebrojiv deo spektra. Dakle, i takve varijabletreba uk	uqiti u ovaj postulat. Analogija formula (36) i (37) za �ih bi bila(40) ψ =

∫

R

c(λ)ψλ dλ, c(λ) = 〈ψλ | ψ〉.Potpuno korektan opis prethodnog integrala daje se u okviru spektralneteorije operatora34. Posled�a formula qesto se pixe i u obliku(41) 1 =

∫

R

| ψλ〉〈ψλ | dλ.Zaista, ,,mno�e�em obe strane jednakosti (41) sa ψ" dobija se (40).Sedmi postulat: Talasna funk
ija ψ sistema sa hamiltonijanom H za-dovo	ava Xredingerovu jednaqinu(42) i~
∂ψ

∂t
= Hψ34Videti npr. Funk
ionalnu analizu V. Rudina.



28 U sluqaju klasiqnog hamiltonijana(43) H(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, t) =
1

2m
(p21 + · · ·+ p2n) + V (q1, . . . , qn, t)jednaqina (42) postaje(44) i~

∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∆ψ + V (q1, . . . , qn)ψ.Standardni naqin rexava�a ovakvih par
ijalnih jednaqina je metod razdva-ja�a promen	ivih. Naime, rexe�e tra�imo u obliku

ψ(q1, . . . , qn, t) = Ψ(q1, . . . , qn)T (t).Uba
iva�em ovog izraza u (44) dobijamo
i~T ′(t)Ψ(q1, . . . , qn) =

(
− ~2

2m
∆Ψ(q1, . . . , qn) + V (q1, . . . , qn)Ψ(q1, . . . , qn)

)
T (t).U posled�oj jednaqini mo�emo sve izraze koji sadr�e t da preba
imo na jednu,a sve one koje sadr�e (q1, . . . , qn) na drugu stranu jednakosti. Tako dobijamo

i~
T ′

T
=

− ~
2

2m∆Ψ+ VΨ

ΨLeva strana ove jednakosti ne zavisi od (q1, . . . , qn), a desna ne zavisi od t, paona va�i samo ako su obe �ene strane jednake nekoj konstanti (oznaqimo tukonstantu, koja �e imati dimenzije energije, sa E), xto daje
− ~2

2m
∆Ψ+ VΨ = EΨ, T ′ =

−iEt
~

T.Rexe�e druge jednaqine je T (t) = e−iEt/~, tako da je opxte rexe�e jedna-qine (44)
ψ(q1, . . . , qn, t) = e−iEt/~Ψ(q1, . . . , qn),gde je Ψ rexe�e vremenski nezavisne ili sta
ionarne Xredingerove jedna-qine(45) − ~2

2m
∆Ψ+ VΨ = EΨ.Primetimo da ovo znaqi da je E sopstvena vrednost operatoraH pridru�enoghamiltonijanu H , a rexe�e Ψ �egov sopstveni vektor.Zadr�imo se za trenutak na sluqaju n = 1. Tada je (45) obiqna diferen
i-jalna jednaqina drugog reda

~2

2m
Ψ′′(x) + (E − V (x))Ψ(x) = 0.Pretpostavimo da se radi o slobodnoj qesti
i, tj. da je V = const. Tada surexe�a prethodne jednaqine(46) Ψ(x) = eiξx,gde je (~ξ)2 = 2m(E − V ). Ako je E < V , konstanta ξ je imaginarna, rexe�eje neograniqeno i nema fiziqku interpreta
iju. Pretpostavimo da je V <

E. Tada je ξ pozitivan ili negativan realan broj, tj. imamo dva linearnonezavisna rexe�a(47) Ψ+(x) = eikx, Ψ−(x) = e−ikx.



29Primetimo da su, na osnovu opisa datog u tre�em postulatu, ovo sopstvenivektori operatora impulsa p = −i~ d
dx , dok su, prema qetvrtom postulatu, �e-gove sopstvene vrednosti mogu�e vrednosti impulsa. Dakle, Ψ+, gde je impuls

k > 0, predstav	a qesti
u koja se kre�e na desno, a Ψ− qesti
u koja se kre�ena levo. Iz xestog postulata sledi da je svaka talasna funk
ija linearnakombina
ija ove dve.Probajmo sada da eliminixemo pretpostavku V = const. Pretpostavimoprvo da je nosaq vektora sile kompaktan, tj. da je V glatka funk
ija takvada je V = const van intervala [a, b]. Iz prethodnog razmatra�a sledi da jelevo i desno od ovog intervala svaka talasna funk
ija linearna kombina
ijafunk
ija (47), dakle i levo i desno od ovog intervala imamo slobodnu qesti
u.Primetimo da se, primenom Ojlerove formule, baza (47) mo�e zameniti bazom
C(x) = cos kx, S(x) = sin kx.Definiximo operator monodromije kao operator koji talasnoj funk
iji slo-bodne qesti
e sa leve strane intervala pridru�uje �enu talasnu funk
ijuna desnoj strani intervala. Slede�a teorema je analogija Liuvilove teoremeiz §5.Teorema: Matri
a operatora monodromije u bazi {C(x), S(x)} pripadagrupi SL(2,R) matri
a koje quvaju povrxinu euklidske ravni. Matri
a ope-ratora monodromije u bazi {Ψ+,Ψ−} pripada grupi SU(1, 1) izometrija ravniLobaqevskog.Napomenimo da grupa SU(1, 1) mo�e da se shvati i kao grupa komplek-snih 2× 2 matri
a sa determinantom jednakom 1, koje quvaju ermitsku formu

(ζ, η) 7→ |ζ|2 − |η|2. Svakoj takvoj matri
i (aij) odgovara izometrija ravniLobaqevskog (u modelu jediniqnog diska) z 7→ (a11z + a12)/(a21z + a22).Zadatak: (a) Da li qesti
a koja ulazi u [a, b] sa leve strane mo�e da seodbije nazad? Drugim reqima, da li je mogu�e da talasna funk
ija bude iden-tiqki jednaka nuli za x > b, a razliqita od nule za x < a?(b) Da li qesti
a koja putuje na desno do taqke a, mo�e da proÆe kroz [a, b]i nastavi da putuje na desno kroz [b,+∞)?(v) Dokazati da qesti
a ne mo�e da ima talasnu funk
iju jednaku Aeikx na
(−∞, a] i Be−ikx na [b,+∞). Interpretirati ovo kao ,,ne postoji dolazak bezodlaska".[Iz: V. Arnold, Geometrijski metodi u teoriji diferen
ijalnih jednaqina.℄Pretpostavimo sada da je funk
ija V nekonstantna na R, bez pretpostavke onosaqu [a, b]. Tada opet mo�emo da pokuxamo da naÆemo rexe�e u obliku (46),s tim xto sada, kad je V nekonstantno, dozvolimo da i ξ bude nekonstantno.Dakle, tra�imo rexe�e u obliku

Ψ(x) = eiS(x)za neku realnu funk
iju S, koja se naziva faznom funk
ijom. Tada Xredin-gerova jednaqina (45) postaje jednaqina po S
(S′(x))2

2m
+ (V (x) − E)− i~

2m
S′′(x) = 0.



30Ako ~ smatramo ,,malim" i pustimo ga da ,,te�i nuli",35 posled�i sabirak nalevoj strani nestaje i dobijamo
(S′(x))2

2m
+ V (x) = E, tj. H(x, S′(x)) = E.Posled�a jednaqina (po nepoznatoj S) naziva se Hamilton{Jakobijevom jed-naqinom.Zadatak: (a) Neka je H glatka funk
ija i neka je

H(x0, y0) = E,
∂H

∂y
(x0, y0) 6= 0.Dokazati da Hamilton{Jakobijeva jednaqina ima lokalno rexe�e u okolini

x0 (tj. da postoji ε > 0 i funk
ija S : (x0 − ε, x0 + ε) → R takva da je
H(x, S′(x)) = E za x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)) koje zadovo	ava uslov S′(x0) = y0.(b) Na�i glatku funk
iju H takvu da Hamilton{Jakobijeva jednaqina nemaglobalno rexe�e S : R → R ni za jednu vrednost E ∈ R.Hamilton{Jakobijevu jednaqinu mo�emo da razumemo i geometrijski. Se-timo se da je diferen
ijal dS preslikava�e dS : R → T ∗R ∼= R × R, paHamilton{Jakobijeva jednaqina mo�e da se napixe kao

Im(dS) ∈ H−1(E),gde je na desnoj strani podskup faznog prostora na kome klasiqni hamiltoni-jan H (tj. energija) ima konstantnu vrednost E. Ovo uspostav	a slede�u vezuklasiqne i kvantne mehanike: Funk
ija S na faznom prostoru klasiqnogmehaniqkog sistema je fazna funk
ija aproksima
ije36 rexe�a Xredingero-ve jednaqine ako je vrednost �enog diferen
ijala skup na kome je klasiqnihamiltonijan konstantan. Primetimo da je, za autonomne hamiltonijane, skup
H−1(E) upravo skup u kome se odvija kreta�e klasiqnog sistema (po zakonuodr�a�a energije).Ovaj geometrijski pogled na Xredingerovu jednaqinu nam dopuxta da lakouopxtimo prethodnu diskusiju o jednoj qesti
i na proizvo	an sistem od nqesti
a, ali i vixe od toga: mo�emo da govorimo o kvantiza
iji klasiqnogsistema na kotangentnom rasloje�u T ∗M zadatog klasiqnim hamiltonijanom
H : T ∗M → R za proizvo	nu mnogostrukostM . Funk
iju S :M → R nazivamodopustivom, ako ona zadovo	ava Hamilton{Jakobijevu jednaqinu

H(dS(q)) = E.Primetimo da slika L = dS(M) ⊂ T ∗M zadovo	ava slede�a svojstva:(Λ1): dimL = n = dimT ∗M(Λ2): restrik
ija θ|L Liuvilove forme na L je taqna forma.35Opravdano mo�e da se postavi pita�e xta znaqi da ,,Plankova konstanta te�i nuli".Odgovor mo�e da bude slede�i. Sistem smatramo ,,makroskopskim" ako su �egove veli-qine (masa, zapremina itd) velike u poreÆe�u sa ~. Ponaxa�e takvog sistema je ono xto,,vidimo", tj. opisujemo zakonima klasiqne mehanike. Zakoni kvantne fizike (kao i svaketeorije koja objax�ava svet, onakav kakvim ga mi do�iv	avamo) treba da oslikavaju onoxto vidimo, tj. teorija treba da bude takva da kad ~ (koje ,,ne vidimo", jer je dimenzije reda
10−33cm), shva�eno kao formalni matematiqki parametar, te�i nuli.36u smislu prethodne fusnote



31Posled�e tvrÆe�e sledi iz (21). Ukoliko se req ,,taqna" zameni sa ,,zatvo-rena"37 , (Λ1) i (Λ2) definixu Lagran�evu podmnogostrukost u T ∗M .Zadatak: Dokazati da je funk
ija H : T ∗M → R lokalno konstantnana Lagran�evoj podmnogostrukosti L ⊂ T ∗M ako i samo ako je Hamiltonovovektorsko po	e XH tangentno na L.Ovaj zadatak mo�e da se shvati kao uopxte�e Hamilton{Jakobijevih jed-naqina, a kvantiza
ija klasiqnog sistema kao pridru�iva�e Lagran�evepodmnogostrukosti klasiqnom hamiltonijanu. Primetimo da je skup H−1(E)mnogo ve�i od L (sem u sluqaju n = 1): prvi skup je hiperpovrx (ako je E re-gularna vrednost funk
ije H u smislu §1), a mnogostrukost L ima dimenzijui kodimenziju n.U §5 smo spomenuli da se klasiqna mehanika mo�e raditi na proizvo	nojsimplektiqkoj mnogostrukosti. Poxto su Lagran�eve podmnogostrukosti de-finisane i tada, mo�emo da govorimo o kvantiza
iji Hamiltonovog sistemana simplektiqkoj mnogostrukosti (koja nije obavezno kotangentno rasloje�e).U opxtem sluqaju, na simplektiqkoj mnogostrukosti je razlikova�e izmeÆuimpulsa i polo�aja samo lokalno i uslovno, tj. zavisi od izbora koordinata,pa bez geometriza
ije koju smo izveli, ne bismo mogli da govorimo o kvanti-za
iji, slede�i samo re
ept (32) iz tre�eg postulata. U kvantnoj mehani
ipostoji sliqna ,,ravnopravnost uloga" impulsa i polo�aja, ostvarena Furi-jeovom transforma
ijom (33).Zadatak: Neka je ψ̂ Furijeova transforma
ija talasne funk
ije ψ (fun-k
ija ψ̂ naziva se talasnom funk
ijom u prostoru impulsa) sistema sa kla-siqnim hamiltonijanom (43). Dokazati da ona zadovo	ava Xredingerovu jed-naqinu u prostoru impulsa
i~
∂

∂t
ψ̂(p1, . . . , pn, t) =

p21 + · · ·+ p2n
2m

ψ̂(p1, . . . , pn, t) + (2π)−n/2V̂ ∗ ψ̂(p1, . . . , pn, t),gde je sa ∗ oznaqena konvolu
ija38 funk
ija V (·, t), ψ(·, t) : Rn → C.Zavisnost talasne funk
ije od vremena mo�emo da opixemo pomo�u opera-tora evolu
ije U(t, t0) { unitarnog operatora koji opisuje promenu talasnefunk
ije od trenutka t0 do trenutka t:(48) ψ(·, t) = U(t, t0)ψ(·, t0).Iz Xredingerove jednaqine sledi da je(49) i~
∂

∂t
U(t, t0) = HU(t, t0).Ako hamiltonijan ne zavisi od vremena, odatle sledi(50) U(t, t0) = exp

(
− i

~
H(t− t0)

)
.Izraz na desnoj strani je analitiqka funk
ija qija je promen	iva operator;ona mo�e da se definixe pomo�u stepenog reda ako je operator ograniqen,odnosno pomo�u spektralnog integrala u nekim opxtijim sluqajevima.37Budu�i da je dθ = ω simplektiqka forma, (Λ2) onda glasi ω|L = 0 i ima smisla naproizvo	noj simplektiqkoj mnogostrukosti.38f ∗ g(x) =

∫
Rn f(x− y)g(y) dy



32 Opis kvantnog sistema pomo�u talasne funk
ije koja zavisi od vremenanaziva seXredingerovom slikom. Kvantna mehanika mo�e da se formulixe iu okviru Hajzenbergove slike, u kojoj se sistem opisuje talasnom funk
ijom utrenutku t = t0 i operatorom evolu
ije. Ako je A dinamiqka varijabla, ondaje
Aψ(·, t) = AU(t, t0)ψ(·, t0).Ukoliko �elimo da posmatramo ovaj izraz u okviru Hajzenbergove slike, trebada opixemo talasne funk
ije u trenutku t = t0. One su

U−1(t, t0)Aψ(·, t) = U−1(t, t0)AU(t, t0)ψ(·, t0).Dakle, na talasnu funk
iju u trenutku t = t0 (u kome je ona jedino i zadata uHajzenbergovoj sli
i) dejstvuje operator
Â := U−1(t, t0)AUSpe
ijalno, ovako i od hamiltonijana H dobijamo operator Ĥ. Tada iz (49)sledi

d

dt
Â = − i

~
[Â, Ĥ] +

(̂
∂A

∂t

)
.Ova jednaqina je u Hajzenbergovoj sli
i ono xto je Xredingerova u Xredin-gereovoj. Dakle, Xredingerova slika je formula
ija kvantne mehanike u kojojse sa vremenom me�a talasna funk
ija i opis dinamike sistema sastoji se uopisu promene talasne funk
ije. U Hajzenbergovoj sli
i talasna funk
ijane zavisi od vremena, ali dinamiqke varijable zavise i dinamika sistema seopisuje �ihovom promenom.Napomena: Postulira�e kvantne mehanike koje smo izlo�ili je veoma po-jednostav	eno (nekad se naziva i ,,naivnom kvantiza
ijom") i zahteva mnogoobrazlo�e�a, komentara i proxire�a. Ali, mi ga ovde navodimo samo dabismo motivisali uvoÆe�e jezika mnogostrukosti u slede�em paragrafu (dr-�e�i se tako teme iz naslova) i ono je za tu svrhu zadovo	avaju�e. Ipak,ilustrova�emo neke od problema koji se ovde jav	aju qak i u sluqaju n = 1(jedna qesti
a koja se kre�e u jednoj dimenziji) na dva primera. Operatorpridru�en impulsu, −i~ d

dq , ima sopstvene vektore(51) φλ = eiλq/~koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti λ. Ove funk
ije ne pripadaju prostoru
L2(R). Sa operatorom pridru�enim impulsu stvar stoji jox gore { operatormno�e�a sa q nema sopstvene funk
ije. �egovi ,,sopstveni vektori" kojiodgovaraju sopstvenoj vrednosti λ nisu funk
ije, ve� distribu
ije (linearnapreslikava�a na prostoru funk
ija) ψλ = δ(q − λ), definisane kao(52) δ(q − λ) : f 7→ 〈f | ψλ〉 def

= f(λ).Dakle, prostor L2, iako je prirodan ambijent za gustine verovatno�a, nijepogodan Hilbertov prostor sta�a. Primetimo da se funk
ije iz L2 takoÆemogu shvatiti kao distribu
ije: svaka funk
ija g ∈ L2 definixe linearnopreslikava�e f 7→ 〈f | g〉 na L2. Zato se distribu
ije nazivaju jox i uopxte-nim funk
ijama.



33Primeri: 1. Harmonijski os
ilator. Na qesti
u mase m koja sekre�e du� x ose, a priqvrx�ena je za koordinatni poqetak elastiqnom opru-gom, dejstvuje sila zateza�a F = −kx, gde je k koefi
ijent zateza�a opruge.Klasiqni Hamiltonijan ovog sistema je(53) H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2,gde je ω = k/m. Drugi �utnov zakon za �ega glasi mẍ+ kx = 0. Rexe�a ovejednaqine, tj. trajektorije klasiqnog harmonijskog os
ilatora, su

x = C sin (ωt+ α),xto su os
ila
ije sa frekven
ijom ω i amplitudom C.Kvantiza
ija hamiltonijana (53) mo�e da se napixe u obliku
H =

1

2
(AA∗ +A∗A),gde su A, A∗ operatori na Hilbertovom prostoru L2(R) definisani39 sa

A =

√
mω

2
x+ i

√
1

2mω
p, A∗ =

√
mω

2
x− i

√
1

2mω
p.Iz [x,p] = i sledi [A,A∗] = 1, pa je

H = ω

(
A∗A+

1

2

)
.Neka je N = A∗A. Tada je(54) [N,A] = −A, [N,A∗] = A∗, [A,A∗] = 1,xto se lako proverava direktnim raqunom40.Zadatak: Dokazati da je jednaqina Aψ = 0 ekvivalentna jednaqini

dψ

dx
= −xψi zak	uqiti odatle da postoji vektor ψ0 takav da je ‖ψ0‖ = 1 i Aψ0 = 0.Neka je ψ0 vektor iz prethodnog zadatka. Iz (54) sledi da je tada

Hψ0 =
ω

2
ψ0pa je

HA∗nψ0 = A∗nHψ0 + [H,A∗n]ψ0 = ω(n+ 1/2)A∗nψ0.Dakle, A∗nψ0 su sopstveni vektori operatora H koji odgovaraju sopstvenimvrednostima ω(n+1/2). Ispostav	a se41 da ove sopstvene vrednosti qine 
eospektar operatora H. Neka su ψn normalizovani (tj. takvi da je ‖ψn‖ = 1sopstveni vektori hamiltonijana H koji odgovaraju sopstvenim vrednostima
ω(n+ 1/2).Zadatak: Dokazati da je Aψn =

√
nψn−1 i A∗ψn =

√
n+ 1ψn+1.39Oznake nisu sluqajno izabrane { lako je videti da su ova dva operatora adjungovana.40Lijeva algebra generisana sa tri elementa koji zadovo	avaju (54) naziva se Hajzenber-govom algebrom.41Videti Glim, Jafe: Kvantna fizika { sa taqke gledixta funk
ionalnog integrala.



34 Posmatrajmo evolu
iju harmonijskog os
ilatora tokom vremenskog inter-vala [t0, t1]. Tom prilikom, nax os
ilator stupa u interak
iju sa nekimspo	ax�im uti
ajima, kojih nije bilo pre trenutka t0 i kojih nema posletrenutka t1. Neka je on u trenutku t0 bio u sopstvenom sta�u ψn. Posle evolu-
ije od t = t0 do t = t1 (tokom koje se Hamiltonijan promenio, zahva	uju�ispo	ax�im uti
ajima), sisem se nalazi u sta�u ψ =
∑
k ckψk. Mere�e en-ergije os
ilatora u trenutku t = t1 da�e rezultat (m+1/2)ω sa verovatno�om

|cm|2. Odatle sledi da �e rezultati ponov	enih mere�a dati diskretnu raz-liku izmeÆu vrednosti energije u t = t0 i t = t1, tj. rezultati �e biti 
elo-brojni do na multiplikativnu konstantu. To se nekad formulixe reqima:harmonijski os
ilator mo�e da apsorbuje ili emituje energiju samo u 
elo-brojnim mno�ite	ima broja ω, izmeÆu kojih pravi ,,kvantni skok".2. Kvantiza
ija momenta impulsa. Vektor
L := r× pnaziva se kinetiqkim momentom, ugaonim momentom, momentom impulsaili momentom koliqine kreta�a. �egova kvantiza
ija je operator

J = −i~(r×∇).Ako napixemo L = (Lx,Ly,Lz), i sa Jx, Jy , Jz kvantiza
ije komponenti Lx,
Ly, Lz, onda va�e rela
ije(55) [Jx,Jy] = i~Jz, [Jy,Jz ] = i~Jx, [Jz ,Jx] = i~Jy,koje su ekvivalentne sa J× J = i~J (ovo je primer rela
ije koja, zbog nekomu-tativnosti, va�i za operatore, a ne mo�e da va�i za vektore42 { vektorskiproizvod vektora sa samim sobom je uvek nula).U kvantnoj fizi
i se svaki simetriqni operator koji zadovo	ava (55)nazivamomentom impulsa, ili ugaonim momentom. Ako oznaqimo sa j(j+1)~2sopstvene vrednosti operatora J2 = J2

x + J2
y + J2

z iz (55) mo�emo da izvedemoda brojevi j mogu da budu samo
j = 0,

1

2
, 1,

3

2
, 2,

5

2
, . . .Spe
ijalni sluqaj ugaonog momenta je spin operator S, koji se pridru�ujesvakoj elementarnoj qesti
i kao stepen unutrax�e slobode i spe
ifiqan jeza kvantnu fiziku. Sopstvene vrednosti operatora S2 su s(s + 1)~2, gde s(spin qesti
e) mo�e da bude nenegativan 
eo broj (i takve qesti
e se nazivajubozonima) ili polovina neparnog prirodnog broja (takve qesti
e se nazivajufermionima.3. Supersimetrija. Supersimetriqne kvantne teorije se zasnivaju napretpostav
i da svakoj qesti
i odgovara druga qesti
a, �en superpartner,qiji se spin razlikuje za 1

2 , i da postoje simetrije koje me�aju ulogu bozonai fermiona { tzv. generatori supersimetrije, odnosno operatori Q1, . . . ,QNkoji zadovo	avaju rela
ije antikomutativnosti
{Qi,Qj} def= QiQj +QjQi = 0 za i 6= j.42Nasuprot rela
ijama ∇·(∇×F) = 0 i∇×∇f = 0 koje mogu da se doka�u ,,geometrijski",jer u �ima izmeÆu dve ∇ ne stoji nixta, pa se ne ispo	ava nekomutativnost diferen
ira�a(Lajbni
ovo pravilo).



35Spe
ijalno, za N = 2 Hilbertov prostor sta�a mo�e da se napixe kao direk-tna suma(56) H = H1 ⊕H2i Q1 : H1 → H2, Q2 : H2 → H1, xto se formulixe sa generatori super-simetrije me�aju ulogu bozona i fermiona.
§8. Geometrijska formula
ija kvantne mehanike. Fiziqari A. Axte-kar i T.A. Xiling su, u radu publikovanom 1998, sugerisali slede�i ge-ometrijski pristup kvantnoj fizi
i. Neka je H kompleksni Hilbertov pros-tor. Ermitski skalarni proizvod 〈·, ·〉 na �emu mo�e da se napixe kao zbirrealnog i imaginarnog dela:

〈ψ, φ〉 = 1

2~
G(ψ, φ) +

i

2~
Ω(ψ, φ).Iz defini
ije ermitskog skalarnog proizvoda lako sledi da je G realni ska-larni proizvod, a Ω simplektiqka forma (za i = √

−1). Rezerviximo oznaku
z 7→ iz za mno�e�e kompleksnih brojeva sa i, a sa J oznaqimo preslikava�e

J : H → H, ψ 7→ i · ψ.Poxto je 〈ψ, Jφ〉 = i〈ψ, φ〉, sledi da je G(ψ, φ) = Ω(ψ, Jφ). U ovim oznakama,Xredingerova jednaqina (42) mo�e da se napixe u obliku
dψ

dt
= − 1

~
JHψ,pri qemu na levoj strani pixemo obiqan izvod po t umesto par
ijalnog, jer ψtretiramo kao vektor uH, a ne kao funk
iju (koja sem t ima jox promen	ivih)u L2. Neka je(57) H̃ : H → R, H̃(ψ)

def
= 〈ψ,Hψ〉.Zadatak: Dokazati da je H̃(ψ) = 1

2~G(ψ,Hψ) =
1
2~Ω(ψ, JHψ).Neka je η ∈ TψH ∼= H. Tada je

dH̃(η) =
d

dt
〈ψ + tη,H(ψ + tη)〉 = 〈ψ,Hη〉+ 〈η,Hψ〉 = Ω(−~−1JHψ, η).To znaqi da vektorsko po	e XH̃(ψ) = ~−1JHψ na H zadovo	ava jednaqinu

dH̃ = i(XH̃)Ω,tj. XH̃ je Hamiltonovo vektorsko po	e hamiltonijana H̃ . Odatle sledi daXredingerova jednaqina mo�e da se shvati kao Hamiltonova jednaqina
dψ

dt
= XH̃(ψ)na H.Neka je

S def
= {ψ | 〈ψ, ψ〉 = 1} = {ψ | (1/2~)G(ψ, ψ) = 1}



36jediniqna sfera u H i P = S/ ∼ projektivni Hilbertov prostor: koliq-niqki prostor u odnosu na rela
iju ψ ∼ eiθψ. Poxto su vektori sta�a nor-malizovani (videti (31)) i ψ i λψ oznaqavaju isto sta�e, prirodan prostorsta�a je P , a ne H. Neka su
j : S → H i π : S → Pprirodna inkluzija i projek
ija.Zadatak: Dokazati da postoji jedinstvena simplektiqka forma ω na Ptakva da je π∗ω = j∗Ω.Iz defini
ije (57) sledi da je funk
ija H̃ invarijantna u odnosu na ro-ta
iju ψ 7→ eiθψ, pa postoji jedinstvena funk
ija h : P → R takva da je

f ◦ π = H̃ ◦ j, xto je, na osnovu (35), ekvivalentno sa f ◦ π = 〈H〉|S . Odatlesledi da je za klasiqnu opservablu (odnosno funk
iju definisanu na faznomprostoru) F prirodno definisati kvantnu opservablu kao funk
iju na Ppomo�u(58) f ◦ π = 〈F 〉|S .Spe
ijalno, klasiqnom hamiltonijanu H : T ∗M → R pridru�ujemo funk
iju
h : P → R, a umesto Xredingerove jednaqine, kvantni sistem opisujemo kao iklasiqni { Hamiltonovom jednaqinom { ali na beskonaqno dimenzionoj sim-plektiqkoj mnogostrukosti P .U §7 smo videli da su mogu�i rezulatati mere�a klasiqne varijable sop-stvene vrednosti operatora pridru�enoj varijabli. Neka je F : T ∗M → Rklasiqna varijabla, F : H → H �ena kvantiza
ija, i f : P → R funk
ijadefinisana pomo�u (58). Neka je Xf Hamiltonovo vektorsko po	e. Tada je zasvako vektorsko po	e Y

df(Y ) = ω(Xf , Y ),pa nije texko rexiti slede�i zadatak.Zadatak: Neka je ψ jediniqni sopstveni vektor simetriqnog operatora Fi λ ∈ R odgovaraju�a sopstvena vrednost:
Fψ = λψ.Dokazati da je λ kritiqna vrednost funk
ije f , a π(ψ) �ena kritiqna taqka.Odavde zak	uqujemo da kvantnu mehaniku mo�emo da postuliramo u sim-plektiqkom ambijentu:

• Fazni prostor je (u opxtem sluqaju beskonaqno dimenziona) simplek-tiqka mnogostrukost P .
• Fiziqke opservable su glatke funk
ije na P , a mogu�i rezultati me-re�a su �ihove kritiqne vrednosti.
• Evolu
ija sistema je definisana Hamiltonovom jednaqinom na P .

§9. Teorija struna: topologiza
ija kvantne fizike. Posmatrajmoslobodnu (sa poten
ijalom V ≡ 0) qesti
u koja se kre�e u jednoj dimenziji.�en klasiqni hamiltonijan je H = p2

2m . Neka se ona u trenutku t nalazi upolo�aju opisanom sopstvenim vektorom ψ operatora polo�aja q koji odgovarasopstvenoj vrednosti q. Iz xestog postulata (spe
ijalno, formule (37) i (40))i iz opisa evolu
ije (48), (50) sledi da je verovatno�a da se u trenutku t1



37qesti
a naÆe u sopstvenom sta�u ψ1 koje odgovara sopstvenoj vrednosti q1jednaka(59) 〈ψ1 | exp(−i/~H(t1 − t)ψ)〉 = 〈ψ1 | exp(−i(t1 − t)/(2~m)p2)ψ〉.Neka su φp sopstvene funk
ije operatora impulsa p. Imaju�i u vidu (41),prethodni izraz mo�emo dva puta da pomno�imo sa
1 =

∫

R

| φp〉〈φp | dp.Time desna strana u (59) postaje(60) ∫∫

R×R

〈ψ1 | φp1〉〈φp1 | φp〉〈φp | ψ〉e−i(t1−t)p
2/(2~m) dpdp1.Ovde smo iskoristili i slede�u qi�eni
u: ako je α sopstvena vrednost ope-ratora A koja odgovara sopstvenom vektoru φ, onda je eα sopstvena vrednostoperatora eA koja odgovara istom sopstvenom vektoru φ. Imaju�i u vidu da je∫

R
| φp1〉〈φp1 | dp1 = 1, iz (60), (51) i (52) dobijamo

〈ψ1 | exp(−i/~H(t1 − t))ψ)〉 =
∫

R

eip(q1−q)e−i(t1−t)p
2/(2~m) dp.Posled�i integral konvergira samo ako pretpostavimo da priraxtaj vremena

∆t = t1 − t ima negativan imaginarni deo. To �emo i uraditi, ne upuxtaju-�i se u fiziqki smisao te pretpostavke. Primetimo da se, kompletira�emkvadrata binoma po p u eksponentu, ovaj integral svodi na poznati Gausovintegral ∫
R
e−cx

2

dx =
√
π/c (za c > 0), pa dobijamo

〈ψ1 | exp(−i/~H(t1 − t))ψ)〉 =
√

~m

2πi∆t
eim(q1−q)2/2∆t.Pretpostavimo da se qesti
a kre�e od q do q1 konstantnom brzinom. Tada jeizraz m(q1 − q)2/2 u eksponentu prethodnog izraza �ena kinetiqka energija

mv2/2, tj.(61) 〈ψ1 | exp(−i/~H(t1 − t))ψ)〉 =
√

~m

2πi∆t
exp

(
i

∫

I

m‖q̇‖2
2

dt

)gde je I interval vremena. U opxtem sluqaju, de	e�em intervala I na in-finitezimalne podintervale i primenom formule (41) n puta levu stranuu (61) mo�emo da napixemo kao
∫

· · ·
∫
〈ψ1 | ψ2〉〈ψ2 | ψ3〉 . . . 〈ψn | ψ(t)〉 dq1 . . . dqn,gde je ψ(t) = exp(−i/~H(t1 − t))ψ. Na svaki qlan proizvoda pod integralommo�emo da primenimo (61).Ako na ovom mestu formalno preÆemo na limes kad n→ ∞, dobijamo(62) 〈ψ1 | exp(−i/~H(t1 − t))ψ)〉 =

∫

P
eiS(γ) [Dγ],gde je(63) S(γ) =

∫

I

m

2
‖γ̇‖2 dt



38klasiqni funk
ional dejstva43, P prostor puteva i [Dγ] formalna mera na P .Konstruk
ija mere [Dγ] predstav	a problem, budu�i da je prostor P bes-konaqno dimenziona mnogostrukost i kao takav nije lokalno kompaktan (lo-kalna kompaktnost je pretpostavka u konstruk
iji Borelove mere44). Pos-toji vixe pristupa problemu zasniva�a integrala (62). Mi �emo ukratkoizlo�iti jednu konstruk
iju E. Vitena iz 1988. koja dotiqe i taj problem.Neka je M prostor{vreme45. Umesto da qesti
u shvatimo kao taqku koja sekre�e prostorom R3, definixemo je kao strunu46 koja se kre�e poM . Tada tragkoji ona ostav	a nije jednodimenzioni (kriva, ili graf) nego dvodimenzioni.Primetimo da ovo u izvesnom smislu pojednostav	uje sliku kreta�a qesti
e;npr. trag koji ostaje pri raspadu klasiqne qesti
e nije mnogostrukost, doktrag koji predstav	a raspad qesti
e shva�ene kao strune { jeste.
Slika 7: Raspad qesti
eUlogu preslikava�a γ u (63) sada preuzima preslikava�e

u : Σ →M,gde je Σ dvodimenziona povrx. Neka su na Σ i M zadate Rimanove metrike, ineka je na Σ zadata mera µ. Tada umesto integrala (63) posmatramo integral(pretpostavimo da su jedini
e mere izabrane tako da je m = 1)
S(u) =

1

2

∫

Σ

‖du‖2 dµ,gde je ‖ · ‖ norma operatora definisana pomo�u Rimanovih metrika na Σ i
M . Sliqno kao formula (28) za holomorfna preslikava�a, dokazuje se �enouopxte�e { formula(64) S(u) =

∫

Σ

‖∂̄u‖2 dµ+

∫

Σ

u∗ωza proizvo	na glatka preslikava�a u : Σ → M . Umesto integrala (62)ima�emo ∫

F
e−S(u) [Du]gde je F prostor svih preslikava�a povrxi u M . Posled�i integral je, naosnovu (64) jednak(65) ∫

F
e−
( ∫

Σ
‖∂̄u‖2 dµ+

∫
Σ
u∗ω
)
[Du].43Radi jednostavnosti smo pretpostavili V ≡ 0, u opxtem sluqaju u (62) bi stajalo

S(γ) =
∫
(m
2
‖γ̇‖2 − V (γ)) dt.44Videti npr. Realnu i kompleksnu analizu V. Rudina.45Fiziqari se spore oko toga kako izgleda Svemir, zato ga oznaqavamo sa M , ne insis-tiraju�i na R4. MeÆutim, pretpostav	amo da M ima simplektiqku strukturu.46Koja mo�e biti interval (,,teorija otvorenih struna") ili kru�ni
a (,,teorijazatvorenih struna").



39Posmatrajmo umesto �ega integral∫

F
e−
(
t
∫
Σ
‖∂̄u‖2 dµ+

∫
Σ
u∗ω
)
[Du].Kada bi ovaj integral bio dobro definisan, moglo bi da se poka�e47 da onne zavisi od t. Tada, prelaskom na limes kad t → +∞ zak	uqujemo da jeintegral (65) jednak integralu(66) ∫

M
e−

∫
Σ
u∗ω [Du],gde je M skup preslikava�a u : Σ → M koja zadovo	avaju ∂̄u = 0, tj. skupholomorfnih preslikava�a. MeÆutim, u §6 smo videli da je taj skup konaqnodimenziona mnogostrukost. Dakle, integral (66) po �emu je korektno zasno-van48, te se mo�e uzeti za interpreta
iju integrala (65).

§10. Mors{Florova teorija: strune u klasiqnom svetu. A. Poenkareje 1900. godine postavio hipotezu koja se, modernim reqnikom, mo�e for-mulisati ovako: Neka je M kompaktna prosto povezana n{dimenziona glatkamnogostrukost bez grani
e qija je homologija izomorfna homologiji sfere Sn.Tada je M ∼= Sn. Ovde ∼= oznaqava topoloxku ekvivalentnost, tj. homeomor-fizam49. S. Smejl je 1956. godine dokazao ovu hipotezu za n ≥ 5; kasnije jehipoteza dokazana i za preostale dve dimenzije50. Smejlov dokaz osla�a se naTeoriju Morsa; matematiqki aparat koji je tom prilikom razvijen naziva seteorijom h{kobordizama, a ta teorija je kasnije formalizovana kroz teorijuMorsove homologije koju �emo ovde vrlo kratko i pojednostav	eno izlo�iti.Neka je M glatka mnogostrukost i f :M → R glatka funk
ija. Ka�emo daje f Morsova funk
ija ako je u svakoj �enoj kritiqnoj taqki (tj. svakoj taqki
x u kojoj je df(x) = 0) matri
a drugog izvoda (Hesijan) D2f(x) nedegener-isana. Indeks ove matri
e naziva se Morsovim indeksom kritiqne taqke x ioznaqava sa mf (x). Va�i slede�e tvrÆe�e (Morsova lema): Svaka kritiqnataqka x Morsove funk
ije f ima okolinu u kojoj postoje koordinate u ko-jima je f nedegenerisana kvadratna forma indeksa mf (x). Odavde sledi dasu kritiqne taqke Morsove funk
ije izolovane (jer je jedina kritiqna taqkakvadratne forme 0), a ako je mnogostrukost M kompaktna (xto �emo ovde ipretpostaviti), skup kritiqnih taqaka Morsove funk
ije je konaqan. Neka je
Critp(f) skup kritiqnih taqaka Morsove funk
ije f Morsovog indeksa p i

Cp(f) :=
{∑

αkxk | xk ∈ Critp(f), αk ∈ Z

}47Ovaj ,,dokaz" mo�emo da shvatimo kao eksperimentisa�e sa, jox uvek nedefinisanim,integralom. Ne treba da izgubimo iz vida da ovde priqamo o fizi
i. Teorijska fizikapredstav	a logiqko uobliqava�e rezultata eksperimenata. Fiziqari imaju tu privilegijuda odluqe kad je eksperiment zavrxen (kao xto fudbalski sudija mo�e da odluqi kada �eda svira kraj, ili profesor kada �e da zavrxi qas); manipula
ije sa ovim ,,integralom"mo�emo da smatramo delom eksperimenta, koji se upravo bli�i kraju.48... i to se mo�e smatrati ,,krajem eksperimenta" i poqetkom teorije49�. Milnor je dokazao da postoje ,,egzotiqne sedmodimenzione sfere" { glatke mno-gostrukosti koje su homeomorfne (topoloxki ekvivalentne), ali ne i difeomorfne (glatkoekvivalentne) sferi S7.50Iz klasifika
ije jednodimenzionih i dvodimenzionih mnogostrukosti spomenute u §1jasno je da je hipoteza taqna za n ≤ 2. M. Fridman je 1986. dokazao hipotezu za n = 4, a G.Perelman 2003. za n = 3.



40skup svih formalnih linearnih kombina
ija ovih taqaka (tj. slobodni Z{modul generisan sa Critp(f)). Priliqno netrivijalnom primenom Teoreme oimpli
itnoj funk
iji na tzv. Banahovim mnogostrukostima mo�e da se doka-�e da je, za x+ ∈ Critp(f), x− ∈ Critq(f) prostor M(x−, x+) krivih γ : R →Mkoje zadovo	avaju negativnu gradijentnu jednaqinu(67) dγ

dt
= −∇f, γ(±∞) = ±xmnogostrukost dimenzije p − q, za pogodan (taqnije, skoro svaki) izbor Ri-manove metrike na M upotreb	ene za defini
iju gradijenta ∇ (setimo seonoga xto smo rekli pri uvoÆe�u gradijenta u (22)). Grupa R dejstvuje na

M(x−, x+) transla
ijama du� t{ose; koliqniqki prostor ovog dejstva je mno-gostrukost dimenzije p−q−1. U sluqaju p = q−1 ova mnogostrukost je kompak-tna51 mnogostrukost dimenzije nula, dakle konaqan skup taqaka. Oznaqimosa n(x−, x+) �ihov broj i definiximo linearno preslikava�e
∂ : Cp(f) → Cp−1(f)tako xto definixemo �egove vrednosti na generatorima x ∈ Critp(f) sa

∂(x) :=
∑

y∈Critp−1(f)

n(x, y)y.Analizom (ne)kompaknosti mnogostrukosti M(x−, x+) i opisa �ihovih gra-ni
a mo�e se dokazati da je
∂ ◦ ∂ = 0,pa mo�emo da definixemoMorsove homoloxke grupe kao koliqniqke prostore

H∗(f) :=
Ker(∂)

Im(∂)
.Ispostav	a se da su ove grupe izomorfne grupama singularne homologije mno-gostrukosti M . Odatle sledi da je broj kritiqnih taqaka Morsove funk
ije,kao broj generatora lanqastih grupa Cp koje definixu homologiju, ograniqenodozdo zbirom Betijevih brojeva52 mnogostrukosti M . Dakle, jedno analiti-qko svojstvo funk
ije kontrolixe se topologijom �enog domena53.Motivisan Poenkare{Birhofovom teoremom i �enom posledi
om koje smonaveli u §5, V. Arnold je 1976. godine postavio hipotezu da svaki Hamiltonovsistem na simplektiqkoj mnogostrukosti M ima najma�e ∑ βk(M) peri-odiqnih orbita. Tokom '80ih godina A. Flor je dokazao ovu hipotezu54 useriji radova u kojima je konstruisao homoloxku teoriju, danas poznatu kaoFlorova homologija.51Kompaktnost sledi iz Ar
ela{Askolijeve teoreme, uz pomo� (67) i kompaktnosti M .52k{ti Betijev broj topoloxkog prostora M , βk(M) je rang grupe Hk(M) singularnehomologije tog prostora. Npr, za torus dvodimenzioni torus T2 je β0(T2) = β2(T2) = 1,

β1(T2) = 2.53Postoji vixe pristupa Morsovoj teoriji, ovaj koji smo izlo�ili motivisan je radomfiziqara E. Vitena o supersimetriji; o tome �emo reqi jox par reqi u jednoj fusnotikasnije.54Flor je pri tome uveo neke dodatne pretpostavke o topologiji mnogostrukosti, koje sudo danas dobrim delom eliminisane.



41Polaze�i od varija
ionog prin
ipa u Hamiltonovoj mehani
i, Flor je in-terpretirao formulu (25) (koja u sluqaju periodiqnih orbita nema posled-�a dva sabirka, jer se oni meÆusobno skra�uju) kao defini
iju gradijentafunk
ionala AH u odnosu na L2{metriku ∫ 1

0
ω(·, J ·)dt (ponovo se se�amo for-mule (22) o defini
iji gradijenta pomo�u mertrike, u ovom sluqaju na bes-konaqno dimenzionom prostoru sa metrikom L2). Imaju�i u vidu da su pe-riodiqne Hamiltonove orbite kritiqne taqke funk
ionala dejstva, Flor jekonstruisao homoloxke grupe sliqne Morsovim, sa AH umesto f .Najve�a texko�a koju je pri tome prevazixao sastojala se u tome da jed-naqine koje odgovaraju gradijentnim jednaqinama (67) za L2{gradijent fun-k
ionala dejstva nisu obiqne, ve� par
ijalne jednaqine. Zaista, analogijatrajektorije γ iz (67) koja spaja dve kritiqne taqke Morsove funk
ije f jetrajektorija u koja spaja dve ,,kritiqne taqke", tj. periodiqne Hamiltonoveorbite. Dakle, u je put u prostoru pet	i, odnosno dvodimenzioni (a nejednodimenzioni kao γ) objekat. Iz defini
ije L2 gradijenta se lako vidi daje jednaqina koja �e odgovarati jednaqini (67) za sluqaj funk
ionala dejstva(68) ∂u

∂s
= −J

(
∂u

∂t
−XH(u)

)
.Ako preba
imo prvi sabirak sa desne strane na levu, na levoj strani dobijamonelinearni Koxi{Rimanov operator, tako da su rexe�a gradijentne jednaqinefunk
ionala dejstva zapravo rexe�a nehomogene nelinearne Koxi{Rimanovejednaqine, odnosno ,,perturbovano{holomorfni 
ilindri".

γ
u

Slika 8: Put na mnogostrukosti i u prostoru pet	iModifikuju�i teoriju Gromova iz §6 na ovaj sluqaj, Flor je dokazao da je�egova homoloxka teorija korektno zasnovana i, uz odreÆene topoloxke pret-postavke o M , izomorfna Morsovoj. Odatle sledi da najma�i broj periodiq-nih orbita Hamiltonovog sistema (kao broj generatora Florove homologije) nemo�e biti ma�i od najma�eg broja kritiqnih taqaka Morsove funk
ije (kaobroja generatora Morsove homologije). To je, imaju�i u vidu spomenuti rezul-tat o do�oj grani
i broja kritiqnih taqaka Morsove funk
ije, i dokazaloArnoldovu hipotezu.U smislu prethodnog paragrafa, prelaz sa Morsove na Florovu teoriju, tj.sa jednaqine (67) na (68), odgovara prelasku sa klasiqnih kvantnih qesti
a



42na strune. Ovde je taj prelaz omogu�io rexe�e problema klasiqne mehanike{ problema broja periodiqnih orbita Hamiltonovog sistema.
§11. Topoloxka kvantna teorija po	a. Krajem '80ih godina E. Vitenje uveo pojam topoloxke kvantne teorije po	a kao teorije koja ne zavisiod izbora geometrijskih veliqina (metrike, krivine i sl). Ideja aksioma-tiza
ije ove teorije, koju je predlo�io je M. Atija, na heuristiqkom nivouje slede�a. Razmix	ajmo o prostorno{vremenskoj evolu
iji kao o orijenti-sanoj mnogostrukostiM dimenzije d+1 sa orijentisanom grani
om dimenzije
d (npr. graf kao evolu
ija qesti
e, ili povrx sa grani
om kao evolu
ijastrune). Jedan deo grani
e predstav	a sistem na poqetku, a drugi na krajuposmatra�a55. Jasno je da nam je, da bismo opisali evolu
iju sistema u duhukvantne fizike, potrebno da ovako shva�enoj grani
i pridru�imo Hilbertovprostor, a 
eloj mnogostrukosti operator evolu
ije. Primetimo da je oper-ator evolu
ije, o kome je bilo reqi u §7, linearni operator, i da je svakilinearni operator L : V →W mogu�e posmatrati i kao vektor(69) L ∈ Hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W.Ova razmix	a�a mo�emo da formalizujemo na slede�i naqin.Defini
ija: Topoloxka kvantna teorija po	a dimenzije d je funktor Zkoji pridru�uje

• svakoj kompaktnoj glatkoj orijentisanoj d{dimenzionoj mnogostruko-sti Σ vektorski prostor Z(Σ) nad po	em C

• svakoj kompaktnoj glatkoj orijentisanoj (d+1){dimenzionoj mnogostru-kosti Y sa grani
om ∂Y vektor ZY ∈ Z(∂Y )i koji zadovo	ava slede�e aksiome:(A1): Involutivnost: Z(Σ∗) = Z(Σ)∗, gde ∗ na levoj strani oznaqavapromenu orijenta
ije, a na desnoj dualni prostor.(A2): Multiplikativnost: Z(Σ1∪Σ2) = Z(Σ1)⊗Z(Σ2), gde je ∪ disjunk-tna unija.(A3): Aso
ijativnost: Neka su Y1 i Y2 d{dimenzione mnogostrukostitakve da je ∂Y1 = Σ1∪Σ, ∂Y2 = Σ∪Σ2. Ako je Y = Y1∪ΣY2 mnogostrukostdobijena lep	e�em mnogostrukosti Y1 i Y2 du� Σ, onda je
ZY = ZY2

◦ ZY1
∈ Hom(Z(Σ1), Z(Σ2)).Ovde je iskorix�eno (69), ◦ na desnoj strani je kompozi
ija linearnihoperatora.(A4): Z(∅) = C.(A5): Ako je I interval u R, onda je ZΣ×I = IdZ(Σ), gde su krajevi 
ilin-dra Σ× I suprotno orijentisani56.55Koji deo grani
e je ,,poqetak", a koji ,,kraj" prirodno se definxe pomo�u orijenta
ije.Poqetak je onaj deo grani
e qija je orijenta
ija saglasna sa orijenta
ijom M ako joj se dodaunutrax�a normala, dok na kraju tu ulogu ima spo	ax�a normala (npr. dve kru�ni
e kojesu grani
a 
ilindra su suprotno orijentisane ako jedna predstav	a poqetak, a druga krajevolu
ije). Primetimo da i poqetak i kraj mogu da imaju vixe komponenti povezanosti, ida broj tih komponenti ne mora da bude jednak na poqetku i na kraju (npr. raspad qesti
eima jedan poqetni i dva zavrxna kraja).56Ako su oba kraja isto orijentisana, onda su oba poqetna ili oba zavrxna, pa je ZΣ×I,,skalarni proizvod" Z(Σ)⊗ Z(Σ) → C.



43Na jeziku teorije kategorija, kvantna teorija po	a mo�e da se aksioma-tizuje kao funktor iz kategorije orijentisanih kobordizama57 u kategorijuvektorskih prostora (ili, opxtije, modula). To nam, meÆutim, izgleda suvixeapstraktno za tekst koji u podnaslovu ima req ,,neformalno".Napomena: Mo�emo da primetimo da se na sliqan naqin mo�e geometri-zovati evolu
ija klasiqnih varijabli; ono xto je spe
ifiqnost kvantnogsluqaja je Aksioma multiplikativnosti (A2). Spe
ifiqnost kvantne teorijeje da disjunktnim unijama pridru�uje tenzorski proizvod, dok im klasiqnapridru�uje Dekartov58. Primetimo da Dekartov proizvod ima smisla nanivou skupova, dok je za tenzorski proizvod neophodna algebarska struktura.Za topologa je ovo va�na razlika, jer ona znaqi da su kvantne teorije bo-gatije algebarskom strukturom, pa su zbog toga bogatiji izvor topoloxkihinvarijanti od klasiqnih.Primeri: 1. Ojlerova karakteristika. Neka je X mnogostrukost i
Y ⊂ X podmnogostrukost. Definiximo relativnu Ojlerovu karakteristikukao alterniraju�u sumu dimenzija relativnih kohomoloxkih grupa sa koefi-
ijentima u R

χ(X,Y ) =

dimY∑

k=0

dimHk(X,Y ;R).Ako je ∂Y1 = Σ1 ∪ Σ i ∂Y2 ⊃ Σ, onda je(70) χ(Y1 ∪Σ Y2,Σ1) = χ(Y1,Σ1) + χ(Y2,Σ),tj. Ojlerova karakteristika je aditivna59. Da bismo dobili multiplikativnuteoriju, posmatrajmo eiχ(Y ). Definiximo
Z(Σ) = Cza svaku kompaktnu orijentisanu glatku mnogostrukost Σ dimenzije d. Zaglatku kompaktnu orijentisanu mnogostrukost Y dimenzije d+ 1 sa grani
om

∂Y = Σ1 ∪ Σ2, gde je Σ1 ,,poqetni", a Σ2 ,,zavrxni" deo grani
e, definiximo
ZY : Z(Σ1) → Z(Σ2), ZY (ζ) = eiχ(Y,Σ1)ζ.Iz (70) sledi da je ovime dobro definisana kvantna teorija po	a.57Orijentisane mnogostrukosti M1 i M2 dimenzije m su orijentisano kobordantne akopostoji orijentisana mnogostrukost N dimenzije n = m + 1 takva da je ∂N = M1 ∪M2, saorijenta
ijom saglasnom orijenta
iji grani
e. U literaturi se pojmovi kobordizma i bor-dizma nedosledno koriste; nekad se ovo xto smo definisali naziva bordizmom, budu�i dase iz perspektive uopxtenih homoloxkih teorija mo�e smatrati uopxtenom homologijom,dok se termin kobordizam upotreb	ava za dualnu, kohomoloxku teoriju. MeÆutim, termi-nologija za koju smo se ovde odluqili je ona koju je 1954. godine uveo R. Tom, koriste�i izraz,,kobordantan" po ugledu na analogne geometrijske termine, npr. ,,kolinearan" (co − border,,,zajedno grani
a").58U §1 smo videli da je kreta�e klasiqne qesti
e odreÆeno koordinatama u faznom pros-toru R6, a kreta�e n nezavisnih qesti
a koordinatama u n{tostrukom Dekartovom proizvodu

R6n. Drugaqije stoji stvar kod kvantne qesti
e { ako talasnu funk
iju qesti
e inter-pretiramo kao gustinu verovatno�e, talasna funk
ija n nezavisnih qesti
a odreÆena jeproizvodom gustina verovatno�e svake pojedine qesti
e (a to je upravo �ihov tenzorskiproizvod), po poznatom pravilu raquna�a verovatno�a preseka n dogaÆaja.59Ovo se mo�e videti iz dugog taqnog homoloxkog niza i teoreme izreziva�a (ili Majer{Vietorisovog niza).



44 2. Frobenijusove algebre. Komutativna aso
ijativna algebra V nadpo	em C, snabdevena skalarnim proizvodom 〈·, ·〉 se naziva Frobenijusovomalgebrom ako postoji funk
ional θ ∈ V ∗ takav da va�i(71) 〈v, w〉 = θ(u ∗ v),gde je ∗ mno�e�e u algebri V .Neka je Z kvantna teorija po	a za d = 1. Svaka kompaktna mnogostrukostdimenzije 1 je disjunktna unija konaqnog broja kru�ni
a S1. Odatle, na os-novu Aksiome multiplikativnosti (A2), sledi da su svi vektorski prostorikvantne teorije po	a Z tenzorski proizvodi konaqnog broja kopija jednog vek-torskog prostora V = Z(S1) (definisanog za fiksiranu orijenta
iju S1) i�egovih duala. Da bismo opisali morfizme ZY , primetimo da se svaka kom-paktna orijentisana dvodimenziona povrx sa grani
om mo�e predstaviti kaounija 
ilindara, diskova i pantalona. Odatle i iz Aksiome aso
ijativnosti(A3) sledi da je svaki ZY morfizam odreÆen pomo�u tri morfizma odreÆenaovim povrxima. Nije texko videti da disk odreÆuje linearno preslikava�e
θ : V → C, odnosno θ ∈ V ∗(jer je ,,poqetna" grani
a diska S1, a ,,kraj�a" ∅ kojoj, po (A4) odgovara C).Cilindar odreÆuje morfizam

g : V → V ∗, odnosno bilinearno preslikava�e 〈·, ·〉 : V × V → C.Pantalone definixu mno�e�e
∗ : V × V → V.

Slika 9: Dekompozi
ija povrxi na diskove, 
ilindre i pantaloneLep	e�em (ili samo gleda�em) ovih povrxi i primenom Aksiome aso
ija-tivnosti lako se dokazuje da je mno�e�e ∗ aso
ijativno, komutativno i dava�i (71). Dakle, zadava�e kvantne teorije po	a za d = 1 je ekvivalentnozadava�u jedne Frobenijusove algebre.3. Reprezenta
ije simetriqnih grupa. Svaka kvantna teorija po	aza d = 1 je definixe jedan vektorski prostor V = Z({∗}), gde je {∗} mno-gostrukost koja se sastoji od jedne taqke. Svaka kompaktna mnogostrukostdimenzije 0 je unija n taqaka (�oj je pridru�en vektorski prostor V ⊗n =
V ⊗ · · · ⊗ V ), a svaki jednodimenzioni kobordizam je jedna permuta
ija tihtaqaka. To znaqi da kvantna teorija po	a za d = 0 permuta
iji n taqaka



45pridru�uje homomorfizam vektorskog prostora V ⊗n = V ⊗ · · · ⊗ V . Iz Ak-siome aso
ijativnosti (A3) sledi da je ovo pridru�iva�e reprezenta
ijasimetriqne grupe Sn.4. Kvantna kohomologija. Neka je M kompaktna simplektiqka mno-gostrukost. Na �oj se mo�e (uz odreÆene pretpostavke o topologijiM) defin-isati ,,deformisani kap proizvod" pomo�u broja pseudo holomorfnih sferakoje realizuju datu homoloxku klasu A i dodiruju tri homoloxke klase α, β,
γ. Taqnije, neka je

ev3 : MJ(A) ×G (S2)3 →M3 =M ×M ×Mevalua
ija u tri taqke (proizvod preslikava�a (30)). Tada je, za homoloxkeklase
α× β × γ ∈ H∗(M

3;Z)odreÆenih dimenzija dobro definisana Gromov{Vitenova invarijanta Φ kao,,broj holomorfnih sfera koje dodiruju klase α, β, γ", odnosno, pre
iznije,kao indeks preseka
ΦA(α, β, γ) = ev3 · (α× β × γ).Neka su a, b ∈ H∗(M) kohomoloxke klase i α = PD(a), β = PD(b) �ihoviPoenkareovi duali. Definiximo(72) a ∗ b def=

∑

A

(a ∗A b)qc1(A)/N ,gde je a ∗A b definisano pomo�u∫

γ

a ∗A b = ΦA(α, β, γ),

q formalni parametar koji se (formalno) smatra parametrom stepena N (zbogpotreba kasnijeg graduisa�a; ne�emo i�i u deta	e toga) i c1(A) vrednost jednekarakteristiqne kohomoloxke klase c1 (prva Qernova klasa) na homoloxkojklasi A. Primetimo da je za A = 0

a ∗0 b = a ∪ bstandardni kohomoloxki ,,kap proizvod60, pa se (72) ponekad naziva kvantnomdeforma
ijom kap proizvoda.Mno�e�e (72) se proxiruje na
Q̃H∗(M)

def
= H∗(M)⊗ Z[q]gde je Z[q], kao i na

QH∗(M)
def
= H∗(M)⊗ Z[q, q−1],gde je Z[q, q−1] prsten Loranovih polinoma. Dobijeni objekti nazivaju sekvantnim kohomologijama, a proizvod ∗ na �ima definixe strukturu Fro-benijusove algebre, dakle kvantne teorije po	a dimenzije d = 1.Spomenimo i da se kvantni proizvod ∗ mo�e dovesti u vezu sa prirod-nim proizvodom u Florovoj homologiji, koji se dobija na sliqan naqin kaograniqni operator u toj teoriji, s tim xto se umesto (perturbovano) holo-morfnih 
ilindara (68) prebrojavaju (perturbovano) holomorfne pantalone,60Dokaz: iz (28) sledi da su jedine holomorfne sfere koje realizuju nultu homologiju {konstante, a kap proizvod je ,,indeks preseka Poenkareovih duala".



46tj. rexe�a perturba
ije jednaqine (68) na Rimanovoj povrxi roda g = 0 sagrani
om S1 ∪ S1 ∪ (S1)∗.
§12. Gej
 teorije. Osnovni primer i motiva
ija gej
 teorija je elektro-magnetizam. Eksperimentalna qi�eni
a je da na qesti
u sa naelektrisa�em
q koja se kre�e brzinom v i u trenutku t nalazi u polo�aju r ∈ R3 dejstvujesila(73) L = q(E+ v ×B).Sila L u ovoj jednaqini naziva se Loren
ovom silom, vektorsko po	e B =
B(r, t) magnetnim, a E = E(r, t) elektriqnim po	em. Iz Drugog �utnovogzakona i (73) sledi da je trajektorija naelektrisane qesti
e opisana difer-en
ijalnom jednaqinom(74) m

d2r

dt2
= q(E+ v ×B)).Zadatak: Dokazati da iz ortogonalnosti v×B⊥v i defini
ije poten
i-jalnog po	a (8) sledi da na poten
ijalnost po	a L ne utiqe magnetno po	e Bi da je po	e L poten
ijalno ako i samo ako je po	e E poten
ijalno.Teorija elektromagnetizma zasnovana je na slede�e qetiri diferen
ijalnejednaqine. �ih je 1865. godine formulisao �.K. Maksvel, po kome su dobileime. Ovo su Maksvelove jednaqine:

∇ · E =
ρ

ǫ0
∇×B− 1

c2
∂E

∂t
= µ0J

∇ ·B = 0, ∇×E+
∂B

∂t
= 0.Ovde je skalarna funk
ija ρ gustina naelektrisa�a, a vektorsko po	e Jgustina struje. Fiziqke konstante c (brzina svetlosti u vakuumu61), ǫ0 i µ0su povezane rela
ijom c = 1/

√
ǫ0µ0. Primetimo da je u Maksvelovim jednaqi-nama skrivena i veza izmeÆu J iρ: iz prve dve jednaqine lako sledi jednaqinaneprekidnosti ili zakon odr�a�a naelektrisa�a
∇ · J + ∂ρ

∂t
= 0.Radi jednostavnijeg zapisa onoga xto sledi, izaberimo sistem mernih jed-ni
a tako da je

c = 1, µ0 = 1, ǫ0 = 1.Tada su Maksvelove jednaqine(75) ∇ · E = ρ ∇×B− ∂E

∂t
= J(76) ∇ ·B = 0, ∇×E+

∂B

∂t
= 0.Napomena: Prve dve jednaqine su nehomogene, a druge dve homogene. Semtoga, primetimo da je u jednaqinama (76) u izvesnom smislu prome�ena ulogapo	a B i E u odnosu na (75). Pre
iznije reqeno, ako na levoj strani jednog61Konstantnost brzine svetlosti je jedna od polaznih taqaka Teorije relativnosti, okojoj �emo nexto vixe re�i kasnije.



47para jednaqina umesto B stavimo E i obrnuto dobijamo, do na multiplika-tivnu konstantu, levu stranu u drugom paru jednaqina.Pretpostavimo da po	a B i F nemaju singulariteta, tj. da su definisanana 
elom R3. Iz vektorske analize je poznato da je tada prva jednaqina u (76)dovo	an uslov solenoidnosti vektorskog po	a B, tj. dovo	an uslov za posto-ja�e vektorskog poten
ijala A po	a B, tj. po	a A takvog da je(77) B = ∇×A.Ako ovu jednakost uvrstimo u drugu jednaqinu u (76) dobijamo
∇×

(
E+

∂A

∂t

)
= 0.To je uslov poten
ijalnosti po	a E+ ∂A

∂t , tj. postoja�a skalarne funk
ije Φtakve da je(78) E+
∂A

∂t
= −∇Φ.Iz jednaqina (77) i (78) sledi da par (Φ,A) potpuno odreÆuje E i B. Obrnutonije taqno: jednaqine (77) i (78) su invarijantne u odnosu na smene(79) A 7→ A+∇θ, Φ 7→ Φ− ∂θ

∂t
.Transforma
ije (79) nazivaju se gej
 transforma
ijama u elektromagne-tizmu. Ako rexe�em Maksvelove jednaqine smatramo skup parova (Φ,A), xtoje na osnovu (77) i (78) opravdano, jer taj par definixe i par (B,E), ondamo�emo da ka�emo da gej
 transforma
ije dejstvuju na skupu rexe�a i da jeskup efektivnih rexe�a koliqniqki prostor tog dejstva62.Posmatrajmo sada Maksvelove jednaqine u dualnoj formula
iji. Vektor-skim po	ima

B = B1i+B2j+B3k i E = E1i+ E2j+ E3kpridru�imo diferen
ijalne forme(80) B = B1dy ∧ dz +B2dz ∧ dx+B2dx ∧ dy i E = E1dx+ E2dy + E3dz.Definiximo diferen
ijalnu 2{formu F na prostor{vremenu R3 ×R koja ob-jedi�uje magnetno i elektriqno po	e na slede�i naqin:(81) F = B + E ∧ dt.Diferen
ira�em ove forme (videti (19) i odgovaraju�u fusnotu) dobijamo
dF = d(B + E ∧ dt) = dB + dE ∧ dt.Posle diferen
ira�a formi B i E u posled�em izrazu i kra�eg raqunazak	uqujemo da su dve homogene Maksvelove jednaqine (76) ekvivalentne jednojjednaqini

dF = 0.Da bismo zapisali i preostale dve Maksvelove jednaqine u sliqnom obliku,primetimo da smo u (80) po	u E pridru�ili 1{formu, a po	u B 2{formu, bezikakvog objax�e�a. Mogli smo da uradimo i obrnuto, tj. da im promenimo62Skup rexe�a (Φ,A) je u izvesnom smislu jednostavniji od skupa rexe�a (B,E): prvi jedefinisan jednom skalarnom i jednom vektorskom funk
ijom, dakle sa 4 koordinate, a drugisa 6. MeÆutim, prvi skup, kao koliqniqki prostor, mo�e da bude topoloxki slo�eniji.



48uloge. Setimo se napomene posle jednaqina (75), (76), koja govori o tome kako tapromena uloga (do na multiplikativnu konstantnu) me�a jedan par jednaqinau drugi. Dakle, da bismo napisali i jednaqine (75) na jeziku diferen
ijalnihformi, treba samo da smislimo pravilo po kome B i E me�aju uloge tako daspomenute multiplikativne konstante uvek ispadnu taqno ono xto nam trebada bismo dobili jednaqine koje �elimo. Taj postupak obezbeÆuje nam Ho
ovzvezda{operator.Neka je g(·, ·) Rimanova (pseudo)metrika63 na mnogostrukosti M dimenz-ije n, tj. nedegenerisana bilinearna forma na �enom tangentnom rasloje�u.Pomo�u �e i dualnosti, mo�emo da definixemo i mno�e�e 1{formi, a odatlei mno�e�e k{formi kao
g(θ1 ∧ · · · ∧ θk, σ1 ∧ · · · ∧ σk) def= det[g(θi, σj)].Neka je gij = g(dxi, dxj) i neka je Ω forma zapremine na M saglasna sametrikom g, tj. n{forma koja u lokalnim koordinatama ima zapis

Ω =
√
|det[gij ]| dx1 ∧ · · · ∧ dxnHo
ov zvezda operator svakoj k{formi β pridru�uje (n − k){formu ⋆β popravilu(82) α ∧ ⋆β = g(α, β)Ω.Oznaqimo sa ⋆ Ho
ov zvezda{operator na prostor{vremenu R3 × R definisanpomo�u pseudometrike Minkovskog64(83) g(ξ, η) = ξ1η1 + ξ2η2 + ξ3η3 − ξ4η4i sa ⋆e Ho
ov zvezda{operator na prostoru R3 definisan pomo�u standardneeuklidske metrike.Zadatak: (a) Neka jeA = P i+Qj+Rk vektorsko po	e i A = Pdx+Qdy+Rdz�emu dualna 1{forma u R3. Dokazati da je
⋆ed ⋆e A = divA.(b) Neka je u : R3 → R glatka funk
ija i

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2�en Laplasijan. Dokazati da je ∆u = ⋆ed ⋆e du.Ako primenimo ⋆ na (81) vidimo65 da je(84) ⋆F = ⋆eE − ⋆eB ∧ dtAko uporedimo (81) sa (84) vidimo da smo pomo�u Ho
ovog zvezda{operatoraostvarili promenu uloga
E ↔ − ⋆e B, B ↔ ⋆eE,63Pseudo metrika je nedegenerisana simetriqna bilinearna forma, ne obavezno poz-itivno definitna. ,,Metrika Minkovskog" koju �emo ubrzo susresti je primer pseudometrike; pseudo metriku qesto zovemo metrikom, kad nam pozitivna definitnost nijeznaqajna.64Pretpostavili smo da je c = 1, inaqe bismo imali g(ξ, η) = ξ1η1 + ξ2η2 + ξ3η3 − c2ξ4η4.65Npr. tako xto napixemo obe strane u (81) u koordinatama.



49o kojoj smo govorili u napomeni posle Maksvelovih jednaqina (75), (76). Ostajejox da se pozabavimo nehomogenox�u, odnosno desnom stranom u (75).Napiximo gustinu struje u (75) u koordinatama
J = J1i+ J2j+ J3k,i definiximo 1{formu(85) J = J1dx + J2dy + J3dz − ρdt,gde je ρ gustina naelektrisa�a. Neposrednim raqunom se proverava da jejednaqina (75) ekvivalentna jednaqini

⋆d ⋆ F = J.Time smo dokazali slede�u teoremu.Teorema: Sistem Maksvelovih jednaqina (75), (76) je ekvivalentan sistemu(86) dF = 0, ⋆d ⋆ F = J,gde je forma F definisana sa (81), a forma J sa (85).Zadatak: Neka jeM kompaktna mnogostrukost bez grani
e i Ωk(M) prostordiferen
ijalnih k{formi na M .(a) Dokazati da je ⋆d⋆ = d∗ u odnosu na skalarni proizvod na Ω∗(M) defin-isan sa
(η, ζ)

def
=

∫

M

η ∧ ⋆ζ.(b) Dokazati da je sa
H1 = ⊕kΩ2k(M), H2 = ⊕kΩ2k+1(M), Q1 = d+ d∗, Q2 = i(d− d∗)definisana jedna supersimetriqna kvantna teorija za N = 2 (videti primerna kraju §7).66Pretpostavimo da je u (86) J = 0. Tada su Maksvelove jednaqine(87) dF = 0, d ⋆ F = 0(ako je desna strana u drugoj jednaqini u (86) jednaka 0, onda na levoj mo�emoda obrixemo zvezdu sa leve strane, poxto je ⋆ izomorfizam). Jednaqina (87)je invarijantna u odnosu na transforma
iju

F ↔ ⋆F(koja, setimo se, me�a uloge elektriqnog i magnetnog po	a). Ova qi�eni
anaziva se Abelovom S{dualnox�u u elektromagnetizmu.66Pomo�u ovog primera E. Viten je izgradio pristup Morsovoj teoriji koji smo ski
i-rali u §10 i koji je omogu�io Florove generaliza
ije o kojima smo govorili. Naime, izHo
ove teorije je poznato da je dimenzija jezgra Ho
ovog laplasijana ∆k = dd∗ + d∗d na
Ωk(M) jednaka dimenziji k{te kohomoloxke grupe Hk(M). Za Morsovu funk
iju f :M → RViten je posmatrao deforma
iju dt = e−ftdeft operatora d i pridru�eni Ho
ov laplasi-jan ∆k(t), qije jezgro oqigledno ne zavisi od t. Jednostavno je videti da je hamiltoni-jan H = ∆(t) na ⊕Ωk(M) perturba
ija kvantiza
ije Hamiltonijana harmonijskog os
ila-tora (53) poten
ijalom koji zavisi od gradijenta funk
ije f . Videli smo da je spektarHamiltonijana harmonijskog os
ilatora mogu�e ekspli
itno izraqunati; Viten je naxaonaqin da to iskoristi da bi nultu sopstvenu vrednost, koja definixe jezgro ∆k, doveo uvezu sa Morsovim indeksima kritiqnih taqaka.



50 Ako je F bez singulariteta (definisano na 
elom R3 ×R, onda iz dF = 0 iPoenkareove leme67 sledi(88) F = dAza neku 1{formu A. Formula (88) je zapis formula (77) i (78) na jezikudiferen
ijalnih formi. Poxto je d2 = d ◦ d = 0, sledi da je formula (88)invarijantna u odnosu na smenu(89) A 7→ A+ dΨ,xto je dualni zapis gej
 transforma
ija (79).Prime�ujemo da je zapis Maksvelovih jednaqina pomo�u diferen
ijalnihformi jednostavniji od onog pomo�u vektorskih po	a. Ali, to nije �egovajedina prednost. On nam omogu�ava i slede�u geometrijsku interpreta
ijuelektromagnetizma. Za �u nam je potrebna i slede�a defini
ija, koja uop-xtava Dekartov proizvod M ×G.Neka je M glatka mnogostrukost, a G matriqna grupa68. Glatka mnogostru-kost P je glavno G{rasloje�e nad bazom M ako postoje
• glatko preslikava�e π : P →M (projek
ija)
• glatko desno dejstvo P ×G→ P ,takvi da je za svako q ∈M skup π−1(q) invarijantan u odnosu na dejstvo, i daje dejstvo na tom skupu slobodno i tranzitivno.Projek
iji π je pridru�eno pres-likava�e π∗ : TP → TM , sliqnokao u (20). �ime je u svakoj taqki

p ∈ P definisan vertikalni pros-tor VpP ⊂ TpP . Ne postoji kanon-ski naqin da definixemo komple-ment TpP ⊖ Vp ili horizontalniprostor. Izbor familije Hp ⊂ TpPkoja glatko zavisi od p, takve da je
Hp⊕Vp = TpP naziva se koneksijom69na P . Slika 10: Rasloje�e67,,Kohomologija euklidskog prostora je trivijalna".68Ili, opxtije, Lijeva grupa, tj. glatka mnogostrukost koja ima strukturu grupe, takvuda su mno�e�e i inverz glatke opera
ije.69Ova defini
ija koneksije uopxtava onu o kojoj je bilo reqi u §4. Ne�emo ovdeulaziti u deta	e; spomenimo samo da svaka reprezenta
ija grupe G, tj. homomorfizam
G → Hom(V, V ) definixe vektorsko rasloje�e E = P ×G V nad M , a koneksija na Pindukuje koneksiju na E. Ako je E tangentno rasloje�e, onda dobijamo koneksije iz §4.

∼=Slika 11: Vektorsko rasloje�e



51Zadatak: Dokazati da je prostor orbita P/G ∼=M .Familiju horizontalnih potprostora Hp mo�emo da zadamo i familijomlinearnih preslikava�a Ap : TpP → Vp takvih da je Hp = KerAp. Iz tran-zitivnosti dejstva G sledi da je Vp ∼= TeG, gde je g = TeG tangentni prostorgrupe G u jedini
i, ili Lijeva algebra grupe G, oznaqimo ovaj izomorfizamsa(90) j : Vp
∼=→ g.Dakle, koneksiju mo�emo da definixemo kao g{vrednosnu 1{formu na P , tj.

A : TP → g, koja ima slede�e osobine:
• R∗

gA = Ad(g−1)A, gde je Ad adjungovano dejstvo70 G na g.
• Ap(X) = j(X) za X ∈ Vp, gde je j izomorfizam (90).Forma A se nekad naziva formom koneksije, nekad koneksijom, a nekad gej
poten
ijalom.Krivina koneksije A je g{vrednosna 2{forma F na P definisana sa(91) FA = dA+

1

2
A ∧ A,gde je A ∧A 2{forma sa vrednostima u g definisana sa

A ∧A (X,Y )
def
= [A(X), A(Y )].Izraz na desnoj strani je Lijeva zagrada, definisana pomo�u komutatoravektorskih po	a71. Koneksija se naziva ravnom ako je FA = 0.Slede�a lema nam omogu�ava da koneksiju na glavnom rasloje�u π : P →Mposmatramo kao g{vrednosnu 2{formu na M (umesto na P ):Lema: FA = π∗F̃A za neku g{vrednosnu formu F̃A na M .Poxto je projek
ija π kanonska, forme FA i F̃A su jedna drugom jednoznaqnoodreÆene, pa �emo ubudu�e koristiti istu oznaku F̃A za obe, bez straha odzabune.Vratimo se sada na elektromagnetizam. Diferen
ijalna forma F u (81)je 2{forma sa vrednostima u R. Ona se mo�e interpretirati kao forma savrednostima u Lijevoj algebri grupe U(1) (jer je U(1) ∼= S1 i T1S1 ∼= R), kojaje komutativna, tj. [·, ·] ≡ 0). Odatle sledi da je u ovom sluqaju A ∧ A = 0,pa (88) mo�e da se interpretira kao (91) na U(1){rasloje�u nad prostor{vremenom M = R4.Preslikava�e f : P → P se naziva automorfizmom glavnih rasloje�a akoza svako q ∈M slika π−1(q) u π−1(q) i saglasno je sa dejstvom, tj. zadovo	ava

f(p · g) = f(p) · g za svako p ∈ P i g ∈ G. Ako A koneksija i f automorfizam,onda je i f∗A koneksija. Transforma
ija(92) A 7→ f∗Anaziva se gej
 transforma
ijom na glavnom rasloje�u. Transforma
ija (92)uopxtava (89). Iz prethodne leme sledi da automorfizmi, budu�i da ostav-	aju invarijatnim skupove π−1(q), ostav	aju invarijantnom i krivinu koja70h 7→ g−1hg je dejstvo G na G koje slika e u e; Ad(g) : TeG → TeG je izvod tog dejstva.71Tangentni vektori u TeG se pomo�u levih transla
ija mogu proxiriti do levo invar-ijantnih vektorskih po	a na G, komutator vektorskih po	a je dobro definisan, a Lijevazagrada je vrednost tog komutatora u e.



52zavisi samo od taqaka baze. To je uopxte�e qi�eni
e da transforma
ije (89)quvaju jednaqinu (88).Ima smisla govoriti i o uopxte�u elektromagnetizma na U(1) rasloje�anad bazom M koja ima netrivijalnu topologiju72. Tada i sama rasloje�amogu da budu netrivijalna (tj. ne moraju da budu izomorfna Dekartovomproizvodu). Neka je L takvo rasloje�e. Identitet dF = 0 koji zadovo	avaforma krivine naziva se Bijankijevim identitetom; iz �ega sledi da Fdefinixe kohomoloxku klasu. Mo�e se dokazati da iz Gaus{Boneove teoremesledi da je [
i

2π
F

]
∈ H2(M ;Z).Kohomoloxka klasa c1(L) = [ 1

2πF ] naziva se prvom Qernovom klasom rasloje�a
L; ispostav	a se da ona ne zavisi od F i da klasifikuje U(1){rasloje�a nadbazom M .Opxtije, ako je G podgrupa grupe GL(n,C) i P G{glavno rasloje�e nadbazom M sa koneksijom F ,(93) c(P )

def
=

[
det

(
1 +

i

2π
F

)]
∈ H∗(M ;Z)naziva se totalnom Qernovom klasom rasloje�a P . Mo�e da se poka�e da

c(P ) ne zavisi od krivine F , ve� samo od topologije rasloje�a. Qernove klasese nekad nazivaju i topoloxkim kvantnim brojevima.Iz prethodnih uopxte�a zak	uqujemo da se elektromagnetizam mo�e, naformalnom nivou, uopxtiti u gej
 teoriju (ili teoriju koneksija) na glavnimrasloje�ima. Postoji vixe konkretnih realiza
ija i primena ovog uopxte�a.Fiziqari Jang i Mils su 1954. godine razmatrali pristup teoriji atomapo kome su proton i neutron ista qesti
a, nukleon, koja se pojav	uje u dvarazliqita sta�a73. Nukleonu se pridru�uje opservabla izospin, koja imadva sopstvena sta�a, koja odgovaraju sta�ima protona i neutrona. Grupa
SU(2) spe
ijalnih unitarnih matri
a dejstvuje na dvodimenzionom komplek-snom prostoru generisanom tim sopstvenim sta�ima. Jang i Mils su sugeri-sali da se ovo unitarno dejstvo globalizuje, tj. da se dozvoli da ono zavisi odpolo�aja qesti
e u prostoru i vremenu. Ova ideja je kasnije interpretiranau terminima SU(2){gej
 teorije nad bazomM dimenzije 4. To je, matematiqkigledano, jedno od neabelovih uopxte�a U(1){gej
 teorije elektromagnetizma(za razliku od U(1), grupa SU(2) je nekomutativna). Lijeva algebra grupe
SU(2) je su(2), vektorski prostor kompleksnih 2× 2 matri
a J koje zadovo	a-vaju J + J∗ = 0.Zadatak: Izvesti iz (93) zak	uqak da je druga Qernova klasa glavnog
SU(2){rasloje�a P jednaka

c2(P ) =

[
1

8π2
tr (F ∧ F )

]
∈ H4(M ;Z),gde je F forma krivine.72Do sada smo videli dovo	no primera koji nam pokazuju da naxa shvata�a prostorakao euklidskog suvixe pojednostav	uju i ograniqavaju sliku o prostoru.73Ova ideja se pojav	uje jox kod Hajzenberga 1932; termin izospin uveo je E. Vigner1937.



53Jednaqine po	a u Jang{Milsovoj teoriji su sliqne jednaqinama (87):
dAF = 0, dA ⋆ F = 0,s tim xto je ovde dA kovarijantni izvod diferen
ijalnih formi. Ove jed-naqine mogu da se izvedu i iz varija
ionog prin
ipa, kao ekstremale Jang{Milsovog funk
ionala(94) YM(A) =

∫

M

tr (F ∧ ⋆F ),gde je tr trag matri
e (F ima vrednosti u su(2)). One ekstremale funk
ionala
YM koje su lokalni minimumi nazivaju se instantonima. Ispostav	a se dase instantoni mogu taqno geometrijski opisati: to su one koneksije A qije sukrivine dualne sebi u odnosu na Ho
ovu zvezdu, dakle takve da je(95) FA = ⋆FA.Nekada se umesto koneksija qije krivine zadovo	avaju (95) posmatraju one qijesu krivine antidualne sebi, tj. takve da je(96) FA = − ⋆ FA.Ovde u literaturi postoji izvesna nedoslednost u terminologiji, nekad sekoneksije qije krivine zadovo	avaju (96) nazivaju anti{instantonima, anekad se bax one nazivaju instantonima (uglavnom ako se u tekstu ne spomi�uone koje zadovo	avaju (95). MeÆutim, ova dva pojma su u suxtini ekvivalentna{ iz (82) je jasno da pri promeni orijenta
ije Ho
ova zvezda me�a znak, takoda promena orijenta
ije me�a uloge instantona i antiinstantona.Jang{Milsova teorija nije uspexno poslu�ila za zasniva�e teorije nuk-leona74. MeÆutim, ona je odigrala veoma va�nu ulogu u niskodimenzionojtopologiji. Iz prouqava�a prostora ekstremala funk
ionala (94) proiza-xao je Fridmanov dokaz Poenkareove hipoteze za n = 4 koji smo spomenuli u
§10, kao i rezultati S. Donaldsona o qetvorodimenzionim mnogostrukostimapublikovani 1983. Iz radova Donaldsona i Fridmana proizaxla je i teo-rema o postoja�u egzotiqnih glatkih struktura na R4, odnosno postoja�umnogostrukosti koje su homeomorfne, ali nisu difeomorfne, qetvorodimen-zionom euklidskom prostoru. Zanim	ivo je da taj fenomen u euklidskimprostorima postoji samo u dimenziji 4: za n 6= 4 nema egzotiqnih strukturana Rn { svaka glatka mnogostrukost koja je homeomorfna euklidskom prostoru
Rn za n 6= 4, mora da bude i difeomorfna tom prostoru.Analiza koju je Donaldson primenio na studira�e Jang{Milsovih instan-tona sliqna je onoj koju je kasnije primenio Gromov na studira�e pseudoholo-morfnih krivih, i o kojoj smo govorili u §6. Naime kao i nelinearne Koxi{Rimanove jednaqine, jednaqine (95) i (96) su eliptiqke pa su skupovi �ihovihrexe�a (modulo gej
 transforma
ije (92)) M mnogostrukosti konaqne dimen-zije75.74Danas se u fizi
i smatraju uspexnijim druge gej
 teorije: SU(3){gej
 teorija zvanahromodinamika, SU(2)×U(1){gej
 teorija pod imenom Vejnberg{Salamov model, kao i Stan-dardni model, gej
 teorija koja uk	uquje sve osnovne sile osim gravita
ije.75Mnogostrukost instantnona M se sastoji iz vixe komponenti povezanosti razliqitihdimenzija; dimenzija svake komponente se mo�e izraziti pomo�u vrednosti Jang{Milsovogfunk
ionala (94) u nekoj �enoj taqki A i topoloxkih invarijanti (Ojlerove karakteris-tike χ(M) i signature σ(M)) mnogostrukosti M .



54 Ispostav	a se da se neke informa
ije o topologiji mnogostrukostiM moguproqitati iz odreÆenih komponenti mnogostrukosti M. Npr, za neke mno-gostrukosti M jedan od krajeva petodimenzione komponente mnogostrukosti
M je difeomorfan sa M (heuristiqki argument za ovo je ,,da se pri nekimlimesima instantoni deformixu u taqku na M", pa je skup tih taqaka di-vergen
ije kraj M ⊂ ∂M), a ostali krajevi su jednostavnije mnogostrukosti.Sa tih jednostavnijih mnogostrukosti mo�emo da proqitamo one invarijantekoje se oquvavaju pri kobordizmima (o kobordizmima je bilo reqi u §11).Jang{Milsova teorija je otvorila i mnoga druga interesantna pita�a utopologiji qetvorodimenzionih mnogostrukosti. Neka od �ih su ostala bezodgovora do sredine '90ih godina, kada su se u radu fiziqara N. Sajberga i E.Vitena iz 1994. o dualnosti u elektromagnetizmu, monopolima i supersimet-riqnoj Jang{Milsovoj teoriji pojavile jednaqine koje povezuju Dirakov ope-rator, spinorska po	a i koneksije u Spinc{gej
 teoriji. E. Viten je postaviohipotezu da se te jednaqine mogu upotrebiti za izuqava�e qetvorodimenzionihmnogostrukosti efikasnije od Jang{Milsovih76. U slede�ih nekoliko godinavixe otvorenih problema niskodimenzione topologije je rexeno, a za nekestare rezultate naÆena su jednostavnija rexe�a.Zanim	iva gej
 teorija je teorija Qern{Sajmonsovog funk
ionala. Neka je
M trodimenziona mnogostrukost i P glavno SU(2){rasloje�e nad M . Qern{Sajmonsov funk
ional nivoa k svakoj koneksiji A na P pridru�uje broj

S(A) =
k

4π

∫

M

tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧ A

)
.Varija
ijom po A dobija se

d

dt

∣∣∣∣
t=0

S(A+ tB) = 0 ⇔ dA+A ∧ A = 0.Poxto je F = dA+A∧A krivina koneksije A, kritiqne taqke Qern{Sajmonso-vog funk
ionala su ravne koneksije. Flor je primenio svoj pristup Morsovojteoriji na ovaj funk
ional i dokazao da su �egove gradijentne trajektorije(anti)instantoni, tj. rexe�a jednaqine (96) na M × R. Morsove homoloxkegrupe konstruisane na ovaj naqin nazivaju se instantonskom Florovom ho-mologijom. Donaldson je dokazao da kobordizmi mnogostrukosti indukujuhomomorfizme instantonskih Florovih homologija, tako da je instantonskaFlorova homologija primer topoloxke kvantne teorije po	a u dimenziji d =
3.
§13. Relativnost i geometrija Loren
ovih mnogostrukosti. U §1 smovideli da su �utnove jednaqine invarijantne u odnosu na Galilejeve trans-forma
ije. Za Maksvelove jednaqine to ne va�i { one nisu invarijantne uodnosu na (3). MeÆutim, iz �ihovog zapisa (86) vidimo da prva jednaqinauvek va�i (Bijankijev identitet), a da je druga definisana pomo�u Ho
ovog76Dirakov operator takoÆe definixe eliptiqku par
ijalnu jednaqinu, tako da je skuprexe�a Sajberg{Vitenovih jednaqina takoÆe konaqno dimenziona mnogostrukost. Ali, �enasvojstva je lakxe prouqavati zbog komutativnosti odgovaraju�e gej
 teorije, kao i zbognekih analitiqkih fenomena vezanih za konvergen
ije (tj. opis grani
a M) koji su uDonaldsonovoj teoriji slo�eniji.



55zvezda{operatora. Sam Ho
ov zvezda operator (82) je definisan uz pomo�metrike Minkovskog (83), odnosno(97) ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2.Dakle, ako transforma
ije quvaju metriku Minkovskog, Maksvelove jednaqine�e biti invarijantne u odnosu na �ih.Iz qi�eni
e da qesti
a ne mo�e da se kre�e brzinom ve�om od brzine svet-losti, sledi da tangentni vektor ṙ = (ẋ, ẏ, ż) na trajektoriju qesti
e mora dale�i u konusu (
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

≤ c2,xto je, na osnovu (97), ekvivalentno sa(98) ds2(Y, Y ) ≤ 0 za Y =
d

dt
(r, t),pri qemu znak jednakosti stoji samo za qesti
u koja se kre�e brzinom svet-losti.

Slika 12: Brzine le�e u konusuTaqke prostora Minkovskog mo�emo da smatramo dogaÆajima: ,,qesti
a imakoordinate (x, y, z, t)" oznaqava dogaÆaj ,,qesti
a se u trenutku t naxla u taqki
(x, y, z)U §2,3, a i kasnije, videli smo da ako fazni prostor, prostor{vreme, pro-store na kojima su definisane funk
ije sta�a i sl. posmatramo kao mno-gostrukosti, dobijamo ne samo opxtiju sliku, nego i nove (geometrijske itopoloxke) uvide. Prirodno je, zato, posmatrati slede�e uopxte�e prostoraMinkovskog.Defini
ija: Glatka mnogostrukostM dimenzije ≥ 2 sa glatkom famili-jom bilinearnih formi

g : TM × TM → Rkoja na svakom TqM ima signaturu (+, · · · ,+,−) naziva se Loren
ovom mnogo-strukox�u.Naravno, prostor Minkovskog je primer Loren
ove mnogostrukosti dimen-zije 4. Qi�eni
a da mnogostrukost ima (ili uopxte dopuxta) neku strukturu(npr. Loren
ovu, kompleksnu, simplektiqku) koja inaqe postoji u euklidskomprostoru je ekvivalentna qi�eni
i da postoji izbor lokalnih koordinata



56(videti formalnu defini
iju mnogostrukosti u §1) qija smena quva tu struk-turu. Dakle, zasniva�e fizike koja je invarijantna u odnosu na izometrijemetrike Minkovskog se uopxtava (i geometrizuje) zasniva�em fizike na Lo-ren
ovoj mnogostrukosti.Pri uvoÆe�u neke strukture na mnogostrukosti prirodno (i neophodno) jepostaviti pita�e kakve mnogostrukosti uopxte dopuxtaju tu strukturu77. ZaLoren
ovu strukturu va�i slede�a teorema.Teorema: Na mnogostrukosti M postoji Loren
ova struktura ako i samoako na �oj postoji tangentno vektorsko po	e ne{nula vektora .Zadatak: Otkriti koja od dve implika
ije u ovoj teoremi je trivijalna idokazati je.Netrivijalna implika
ija u prethodnoj teoremi sledi iz argumenata izalgebarske topologije, tj. elemenata teorije opstruk
ija.U prostoru R3 × R vreme je izdvojena koordinatna osa. Nasuprot tome,na proizvo	noj (qetvorodimenzionoj ili bilo kojoj drugoj) Loren
ovoj mno-gostrukosti u opxtem sluqaju, qak ni u lokalnim koordinatama, ne mo�emoda ka�emo koja osa je vreme { ta osa ne mora da bude invarijantna u odnosuna smenu koordinata. Dakle, defini
ijom Loren
ove mnogostrukosti vremeje potpuno geometrizovano. Time smo, na izvestan naqin, uveli i ono xto seobiqno postulira kao relativnost (ili lokalnost) vremena. Uopxtava�emnejednakosti (98) dolazimo do slede�e defini
ije.Defini
ija: Ka�emo da je Loren
ova mnogostrukost vremenski orijenta-bilna ako na �oj postoji tangentno vektorsko po	e X , takvo da je g(X,X) < 0.Tangentni vektor Yq ∈ TqM je vremenskog tipa ako je g(Yq, Yq) < 0, prostornogtipa ako je g(Yq, Yq) > 0 ili Yq = 0 i svetlosnog tipa ako je g(Yq, Yq) = 0, a
Yq 6= 0.Teorema: Neka je M povezana vremenski orijentisana Loren
ova mno-gostrukost i Tq = {Yq ∈ TqM | g(Yq, Yq) < 0}M skup tangentnih vektoravremenskog tipa. Tada je skup T =

⋃
q∈M Tq otvoren i ima taqno dve kompo-nente povezanosti.Dokaz prethodne teoreme u lokalnoj karti sledi iz opxtih topoloxkihargumenata, a globalno iz razbija�a jedini
e. Izborom jedne od komponentipovezanosti dobijamo mogu�nost da govorimo o vektorima orijentisanim kabudu�nosti kao onim vektorima vremenskog tipa koji pripadaju toj kompo-nenti; vektore vremenskog tipa iz druge komponente zovemo vektorima ori-jentisanim ka proxlosti.Ka�emo da je vektor kauzalan ako je on vremenskog ili svetlosnog tipa.Odavde sledi da 0 nije kauzalan vektor. Kriva γ : (a, b) →M je kauzalna akoje �en tangentni vektor γ̇(t) kauzalan za svako t ∈ (a, b).Parametar kojim je kriva parametrizovana ne treba dovoditi u vezu savremenom, kao u klasiqnoj mehani
i. Umesto toga, imamo slede�u defini-
iju, motivisanu qi�eni
om da iz (97) sledi da ,,za posmatraqa koji miruje"(dx = dy = dz = 0) va�i dt2 = −c−2ds2. Ovu formulu na sluqaj proizvo	nogposmatraqa uopxtava slede�a defini
ija.77Npr. u §5 smo rekli da Rimanovu strukturu dopuxta svaka mnogostrukost, dok postojemnogostrukosti koje, iz topoloxkih razloga, ne dopuxtaju simplektiqku strukturu.



57Defini
ija: Neka je γ : (a, b) → M glatka kriva na Loren
ovoj mno-gostrukosti qiji su tangentni vektori vremenskog tipa, orijentisani ka bu-du�nosti. Sopstveno vreme krive γ od γ(a) do γ(b) je veliqina(99) τ =
1

c

∫ b

a

√
−g
(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
dt.Primetimo da govorimo o sopstvenom vremenu krive. Ako taqke Loren
ovemnogostrukosti (koja u sebi sadr�i i vreme i prostor) smatramo dogaÆajima,onda ova defini
ija uvodi (sopstveno) vreme izmeÆu dogaÆaja A = γ(a) i

B = γ(b) samo kao pojam koji postoji du� date krive γ. Drugim reqima,sopstveno vreme izmeÆu ,,istih dogaÆaja" mo�e biti razliqito du� razliqi-tih krivih, dva blizan
a koja se rastanu (dogaÆajA), pa ponovo sretnu (dogaÆaj
B) izmeri�e razliqito sopstveno vreme izmeÆu ta dva dogaÆaja (xto se mo�e,a ne mora, izre�i zbu�uju�om reqeni
om ,,jedan �e da ostari br�e od drugog").Sopstveno vreme je analogija rastoja�a na Rimanovoj mnogostrukosti, alitu analogiju treba xvatiti oprezno. Na primer, za Loren
ovu metriku va�inaopaka Koxi{Xvar
ova nejednakost za kauzalne vektore: ako su X i Ykauzalni tangentni vektori, onda je

|g(X,Y )| ≥ ‖X‖ · ‖Y ‖.Odatle sledi da za dva kauzalna vektora X,Y orijentisana ka budu�nostiva�i naopaka nejednakost trougla
0 < ‖X‖+ ‖Y ‖ ≤ ‖X + Y ‖.Ka�emo da taqka x ∈ M hronoloxki prethodi taqki y ∈ M ako postojiglatka kriva γ : (a, b) → M vremenskog tipa koja je usmerena ka budu�nosti,takva da je γ(a) = x, γ(b) = y.Zadatak: Pretpostavimo da x hronoloxki prethodi y. Koriste�i naopakunejednakost trougla dokazati da je
inf

∫ b

a

√
−g
(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
dt = 0.gde je infimum uzet po glatkim kauzalnim krivama koje spajaju x i y.Prethodni zadatak je kontraintuitivan sa taqke gledixta Rimanove ge-ometrije { nema ,,najkra�eg rastoja�a". Nasuprot tome, postoji

d(x, y)
def
= sup

∫ b

a

√
−g
(
dγ

dt
,
dγ

dt

)
dt,gde je supremum uzet po skupu glatkih krivih vremenskog tipa, usmerenih kabudu�nosti, koje spajaju x i y. Funk
ija d se naziva hronoloxkim rastoja�em.Jasno je da d zadovo	ava naopaku nejednakost trougla.Zadatak: Neka je M = R3 × S1 Loren
ova mnogostrukost dobijena kaokoliqniqki prostor prostora Minkovskog R3 × R u odnosu na Z{dejstvo poposled�oj koordinati. Dokazati da u �oj svaka taqka hronoloxki prethodisvakoj taqki (uk	uquju�i i samu sebe) i da je d = +∞.Defini
ija: Prostor{vreme je povezana, orijentisana, vremenski ori-jentisana Loren
ova mnogostrukost dimenzije 4.



58 Primetimo da prostor{vreme ne mo�e da bude i prosto povezano i kompak-tno. Zaista, neka je M kompaktno prostor{vreme. Poxto je, po defini
iji,
M i orijentabilno, za �ega va�i Poenkareova dualnost:

Hk(M ;Z) ∼= H4−k(M ;Z).Ako jeM prosto povezana mnogostrukost, onda jeH1(M ;Z) ∼= 0 i H1(M ;Z) = 0.Iz Poenkareove dualnosti sledi H3(M ;Z) = 0. Poxto je H0(M ;Z) ∼= Z i
H4(M ;Z) ∼= Z, iz homoloxke karakteriza
ije Ojlerove karakteristike

χ(M) =
4∑

k=0

(−1)krangHk(M ;Z)sledi χ(M) ≥ 2. Ovo je u suprotnosti sa pretpostavkom da je M vremen-ski orijentisana { iz egzisten
ije tangentnog vektorskog po	a X za koje je
g(X,X) < 0 (xto znaqi da X nigde nije nula) sledi χ(M) = 0. Na isti naqinse dokazuje i opxtije tvrÆe�e: Univerzalno natkriva�e prostor{vremenanije kompaktno.Pod automorfizmima prostor{vremena podrazumevamo izometrije Loren-
ove metrike koje quvaju orijenta
iju i vremensku orijenta
iju, i slikajuvektore orijentisane ka budu�nosti u vektore orijentisane ka budu�nosti.Primeri: 1. Prostor Minkovskog. Naravno, mnogostrukost M = R4sa metrikom (97) je prvi primer prostor{vremena. Orijenta
ija naM je stan-dardna, zadata formom dx ∧ dy ∧ dz ∧ dt, a vremenska orijenta
ija jediniq-nim vektorom du� t{ose. Tangentni vektor X vremenskog tipa u prostoruMinkovskog je orijentisan ka budu�nosti ako je dt(X) > 0.Automorfizmi prostora Minkovskog su elementi Poenkareove grupe

O(3, 1)×ρ R4{ semidirektnog proizvoda78 grupe O(3, 1) matri
a formata 4× 4 koje quvajuformu (97) i grupe R4 u odnosu na oqiglednu reprezenta
iju
ρ : O(3, 1) → Aut (R4).Grupa O(3, 1) naziva se Loren
ovom grupom, a �ena podgrupa SO(3, 1) matri
akoja quvaju formu (97) i orijenta
iju spe
ijalnom Loren
ovom grupom.Ove grupe mogu da se posmatraju i na slede�i naqin. Pridru�imo dogaÆaju

(x, y, z, t) ∈ M taqku [x : y : z : t] ∈ RP 3 u trodimenzionom projektivnomprostoru. Homogeni polinom
Q : R4 → R, Q(x, y, z, t) = x2 + y2 + z2 − c2t2.definixe povrx drugog reda Σ = {[x : y : z : t] | Q(x, y, z, t) = 0} u RP 3.Polinom Q je invarijantan u odnosu na kompozi
ije sa matri
ama iz O(3, 1),budu�i da one quvaju formu (97). Primetimo da je t 6= 0 na Σ, pa prelazna nehomogene koordinate (x/t, y/t, z/t), daje taqnu sliku o povrxi Σ, koja jeu tim koordinatama zadata jednaqinom X2 + Y 2 + Z2 = 1, xto je jediniqnasfera. Odatle sledi da su elementi grupe O(3, 1) projektivne transforma
ije78Neka su G i H grupe i ρ : H → Aut (G) homomorfizam grupa. Skup svih parova

{(g, h) ∈ G×H} sa proizvodom definisanim sa (g1, h1) · (g2, h2) := (ρ(h1)(g2), h1h2) je grupakoja se naziva semidirektnim proizvodom grupa G i H u odnosu na ρ i oznaqava G ×ρ H.Na primer, grupa direktnih izometrijskih transforma
ija ravni je semidirektan proizvodgrupe transla
ija i grupe rota
ija.



59koje quvaju jediniqnu sferu Σ ⊂ RP 3. Iz topoloxkih razloga, one �e quvatii unutrax�ost sfere, trodimenzionu loptu B3. Budu�i da se Q ne me�amno�e�em sa -1, i da je unutrax�ost lopte B3 model geometrije Lobaqevskog ukome se izometrijske transforma
ije opisuju kao projektivne transforma
ijekoje quvaju sferu, sledi da je grupa
PO(3, 1)

def
= O(3, 1)/{±1}grupa izometrijskih transforma
ija trodimenzionog prostora Lobaqevskog.Sliqno, grupa PSO(3, 1) := SO(3, 1)/{±1} je grupa direktnih izometrijskihtransforma
ija prostora Lobaqevskog.Primer Loren
ove transforma
ije (x, y, z, t) = φ(x′, y′, z′, t′) u koordinata-ma je(100) x = x′, y = y′, z = γ(v)(z′ + vt′), t = γ(v)

(
t′ +

v

c2
z′
)
,gde je v konstanta i γ(v) = 1/

√
1− v2/c2. Napomenimo da smo do ovih trans-forma
ija doxli samo na osnovu matematiqke simetrije koju smo postuli-rali kao zahtev invarijantnosti Loren
ove metrike. Drugim reqima, (100) uovom trenutku predstav	a samo primer transforma
ija koje zadovo	avaju tusimetriju. Da bismo dali fiziqku interpreta
iju ovim transforma
ijama(spe
ijalno, ,,konstanti v"), poÆimo od qi�en
e da Loren
ove transforma
ijequvaju formu (97):

dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 = (dx′)2 + (dy′)2 + (dz′)2 − c2(dt′)2.Odatle de	e�em sa dt i korix�e�em (100) zak	uqujemo da je v = ‖ṙ‖ inten-zitet vektora brzine (u �utnovom smislu) kojom se jedan koordinatni sistemkre�e u odnosu na drugi.Primetimo da se koordinata t (,,�utnovo vreme") u (100) transformixe u t′po pravilu koje uk	uquje i prostornu koordinatu z. To znaqi da u teoriji kojaje invarijantna u odnosu na Loren
ove transforma
ije vreme nije definisanokao globalni objekat, xto i opravdava naxu �e	u da prostor{vreme posma-tramo kao mnogostrukost, bez globalnog odvaja�a vremena kao posebne koordi-nate. Defini
ija sopstvenog vremena (99) u prostoru Minkovskog mo�e da senapixe i kao(101) dτ =
√
−c−2ds2,gde je ds2 dato sa (97). Iz (101) i (99) dobijamo

(
dτ

dt

)2

= 1− c−2

∥∥∥∥
dr

dt

∥∥∥∥
2

,xto, zbog ranije izvedene rela
ije v = ‖ṙ‖ daje
dτ

dt
=

1

γ(v)
.Zadatak: Neka je πk : R4 → R, π(x, y, z, t) = t projek
ija na k{tu koordi-natu. Dokazati da postoji Loren
ova transforma
ija φ takva da je(a) (π4 ◦ φ)−1(c) 6= π−1

4 (c) za neko c,(b) φ∗dπ4(t) > dπ4(t), gde je t = (0, 0, 0, 1) jediniqni vektor du� t{ose us-meren ka budu�nosti,



60 (v) |φ∗dπ1(i)| > |dπ1(i)|, gde je i jediniqni vektor du� x{ose.Ova svojstva se u popularnim tekstovima o Teoriji relativnosti nazivajurelativnox�u istovremenosti, kontrak
ijom du�ine i produ�e�em vremena.Koje od svojstava (a), (b), (v) odgovara kom opisu?Vratimo se sada elektromagentizmu. Poqeli smo da razmatramo Loren
ovetransforma
ije i metriku Minkovskog da bismo obezbedili invarijantnostMaksvelovih jednaqina. MeÆutim, Drugi �utnov zakon nije invarijantanu odnosu na Loren
ove transforma
ije, a time ni iz �ega izvededena jed-naqina (74) koja opisuje kreta�e u elektromagnetnom po	u. Da bismo dobilikonzistentnu invarijantnu teoriju, trebalo bi da preformulixemo �utnovujednaqinu F = ma. Postoji vixe naqina da se pristupi tom problemu. Mi smou §3 i §4 videli prednosti varija
ionog pristupa klasiqnoj mehani
i, pa �emoi ovde na taj naqin da pristupimo problemu. U §4 smo videli da se Prvi �ut-nov zakon uopxtava na tvrÆe�e da se slobodna qesti
a kre�e po geodezijskimlinijama Rimanove metrike, tj. po ekstremalama funk
ionala du�ine (12).Uzmimo to kao polaznu taqku relativistiqke mehanike { funk
ional du�ineu prostoru Minkovskog je (99), ali �egove ekstremale su iste kao i ekstremalefunk
ionala
S(γ) = λ

∫

γ

ds,gde je ds =
√
−ds2, a ds2 dato sa (97), za konstantu λ koju bismo voleli daizaberemo tako da se ovaj varija
ioni problem svodi na varija
ioni problemiz §4 kad c → +∞79. U tom 
i	u, napiximo S, po ugledu na (5), u oblikuintegrala po t:

S(γ) =

∫

γ

Ldt.Iz formule Loren
ovih transforma
ija sledi da je
L = −λc

√
1− v2/c2.MeÆutim, ovaj izraz te�i ka ±∞ kad c→ +∞, za svako λ 6= 0. Ali, ekstremalefunk
ionala S su iste kao i ekstremale funk
ionala ∫

γ
(L + mc2) dt, jer jeizvod konstante 0. Zato mo�emo da tra�imo lagran�ijan u obliku

L = −λc
√
1− v2/c2 +mc2.Da bi, kad c → +∞, ovaj izraz te�io klasiqnom lagran�ijanu slobodne qes-ti
e L = mv2/2, treba izabrati λ = mc. Tako dobijamo relativistiqki la-gran�ijan(102) L = −mc2
√
1− v2/c2 +mc2.Odatle, i iz defini
ije impulsa u (16) dobijamo izraz za relativistiqkiimpuls(103) p =

∂L

∂v
=

mv√
1− v2/c2

.79U istom smislu u kom ~ → 0 u §7.



61Zadatak: Po ugledu na izraze v = q̇ i p = mv iz �utnove mehanike u euk-lidskom prostoru, mo�emo u prostoru Minkovskog da definixemo qetvorodi-menzionu brzinu i qetvorodimenzioni impuls kao(104) dq

dτ
i m

dq

dτ
,gde je q : (a, b) → R4 trajektorija qesti
e u prostor{vremenu, a τ sopstvenovreme.(a) Kakva je veza izmeÆu ovako definisanog impulsa i (103)?(b) Dati invarijantnu defini
iju qetvorodimenzionog impulsa pomo�u fu-nk
ionala

S(γ) = −mc
∫

γ

ds = mc

∫

γ

ds2

dspo ugledu na (16), koja �e biti saglasna sa (104).Sada mo�emo da reformulixemo Drugi �utnov zakon u invarijantnomobliku:
F =

dp

dt
.Odatle sledi da jednaqina (74) ima relativistiqki oblik

dp

dt
= q(E+ v ×B)),gde je p definisano sa (103).Zadatak: Izvesti iz (13) da je relativistiqki hamiltonijan (ukupna ener-gija) slobodne qesti
e
H = mc2 +

p2

2m
,odakle sledi quvena formula E = mc2 za qesti
u koja miruje.2. Ajnxtajn{de Siterovo prostor{vreme. Neka je M = R3 × (0,+∞) ineka su

π1 :M → R3, π2 : M → (0,+∞)projek
ije. Neka je g0 euklidska metrika u R3. Tada je
g
def
= π

4/3
2 π∗

1g0 − dπ2 ⊗ dπ2Loren
ova metrika80 na M . Forma π∗
1(dx ∧ dy ∧ dz) ∧ π∗

2dt definixe ori-jenta
iju na M , a vektor t definisan sa (π1)∗t = 0 i (π2)∗(t) = 1 vremenskuorijenta
iju. Time je definisano Ajnxtajn{de Siterovo prostor{vreme.3. Fridman{Robertson{Vokerovo prostor{vreme. Ajnxtajn{de Si-terovo prostor{vreme je spe
ijalni sluqaj opxtijeg, Fridman{Robertson{Vo-kerovog prostor{vremena, u kome je Loren
ova metrika data sa
ds2 = a(t)dσ2 − dt2,gde je dσ2 metrika u R3. Ovaj model, kao i prethodni, polazi od pretpostavkeda prostorne komponente metrike mogu da zavise od vremena i poslu�io je kaokosmoloxki model teorija velikog praska (Big Bang) i xire�a Svemira (zaqije formula
ije je potrebno pretpostaviti zavisnost metrike od vremena,80Zapis metrike g u koordinatama je ds2 = t3/4(dx2 + dy2 + dz2) + dt2.



62npr. veliki prasak mo�e da se formulixe kao ,,limt→−∞ gt = 0", xire�eSvemira kao ,,gt(X,X) je rastu�e po t").4. Kruskalovo prostor{vreme. Neka je S2 jediniqna sfera,
P = {(x, y) ∈ R× R | xy < 1}i M = P × S2. Posmatrajmo projek
ije

π1 :M → P, π2 :M → S2 i p1, p2 : P → R(pi su koordinatne projek
ije u R2). Neka je µ > 0 data konstanta81 i neka je
r : M → (0,+∞) glatka surjek
ija, takva da je

(r − 2µ)e
r
2µ = −2µ(p1 ◦ π1)(p2 ◦ π1).Zadatak: Dokazati da funk
ija r postoji i da je jedinstvena.Neka je

g
def
= −16µ3

r
e−

r
µ [d(p1 ◦ π1)⊗ d(p2 ◦ π1) + d(p2 ◦ π1)⊗ d(p1 ◦ π1)] + r2π∗

2g0,gde je g0 standardna metrika na S2, indukovana euklidskom metrikom iz R3.Iz svojstava funk
ije r sledi da je g Loren
ova metrika; �ome je definisanoKruskalovo prostor{vreme.5. Xvar
xildovo prostor{vreme. Neka je S2 jediniqna sfera sametrikom g0 nasleÆenom iz R3 i standardnom formom povrxine (odnosno for-mom orijenta
ije, ili simplektiqkom formom) Ω = zdx∧dy−xdy∧dz+ydz∧dx,i neka je
A = {(x, y) ∈ R× R | x ∈ (0, 2µ) ∪ (2µ,+∞)}.Neka je M = A× S2 i neka su
π1 :M → A, π2 :M → S2 i p1, p2 : A→ Rprojek
ije. Definiximo preslikava�a
r
def
= p1 ◦ π1 : M → R i t

def
= p2 ◦ π1 :M → R.Zadatak: Dokazati da je (1 − 2µ/r) glatka funk
ija koja slika M na

(−∞, 0) ∪ (0, 1).Neka je N = r−1(2µ,+∞). Definiximo Loren
ovu metriku na N sa
g = (1− 2µ/r)−1dr ⊗ dr + r2π∗

2g0 − (1− 2µ/r)dt⊗ dt.Definiximo vektorska po	a t i r na N sa
(π2)∗(t) = 0 = (π2)∗(r), (π1)∗(t) = i, (π1)∗(r) = j.Neka je mnogostrukost N vremenski orijentisana pomo�u t i orijentisanapomo�u dr ∧ π∗
2Ω ∧ dt. Tako N postaje prostor{vreme, koje se naziva Xvar
-xildovim.6. Gedelovo prostor{vreme. U ovom modelu Loren
ova pseudo metrikaje data sa
ds2 = −dt2 + dx2 − 1

2
e2

√
2ωxdy2 + dz2 − 2e

√
2ωxdtdy.81Kruskalovo prostor{vreme slu�i kao model prostora oko velikih sferno simetriqnih
rnih rupa, zvezda i sl; µ je masa tog tela.



63Gedelovo prostor{vreme je kosmoloxki model Svemira koji rotira ugaonombrzinom ω. Jedna zanim	ivost u ovom modelu je da u �emu postoje zatvorenekrive vremenskog tipa, tj. da je u �emu mogu�e putova�e vremeplovom.Ovo su samo neki od modela prostor{vremena, konstruisani za potrebeodgovora na konkretna pita�a. Kreta�e u svakom od tih modela mo�emo daopixemo npr. pomo�u Lagran�evog formalizama iz §4 (prilagoÆenog situa
i-ji u kojoj metrika nije Rimanova ve� Loren
ova; videti (102) za modifika
ijulagran�ijana u modelu Minkovskog) ili, dualno, Hamiltonovim formaliz-mom ostvarenim Le�androvom transforma
ijom (videti formulu (103) i za-datak iza �e). Naravno, taj postupak zavisi od metrike, uz pomo� koje jedefinisan lagran�ijan.Ve� u sluqaju elektromagnetizma smo videli da je izbor metrike mogu�enapraviti na osnovu prisutnih fiziqkih po	a (u tom sluqaju E i B). Tajizbor nas je doveo do modela prostor{vremena Minkovskog, koji je zadovo	a-vaju�i model za elektrodinamiku. MeÆutim, ovaj model ne uk	uquje gravita-
iju.U opxtoj teoriji relativnosti, koja uk	uquje gravita
iju, fiziqki para-metri po	a objedi�eni su u tenzor82 T (kao xto su u elektromagnetizmu E i
B objedi�eni u 2{formu F , videti (81)). Loren
ova metrika koja modelujeprostor{vreme je rexe�e Ajnxtajnovih jednaqina(105) Ric− s

2
g + Λg =

8πG

c4
T.Svi sabir
i u ovoj jednaqini (koje �emo ubrzo definisati) su vixedimen-zioni 83, tako da je ona sistem od 10 nelinearnih par
ijalnih jednaqina, kojije uglavnom nemogu�e rexiti84.Na desnoj strani jednaqine (105) T oznaqava tenzor koji je definisan fizi-qkim po	em, G je �utnova gravita
iona konstanta i c je brzina svetlosti.Na levoj strani Λ oznaqava kosmoloxku konstantu85, a g Loren
ovu metriku(tj. nepoznatu jednaqine). Nepoznata g se u jednaqini pojav	uje i ekspli
itno,ali i impli
itno, u okviru preostala dva pojma na desnoj strani, s i Ric. Dabismo �ih definisali, vratimo se pojmu kovarijantnog izvoda i Levi{Qivitakoneksije. Ove pojmove smo definisali u §4. On ima svojstva (10) i, osim �ih,zadovo	ava Lajbni
ovo pravilo(106) Yp〈X1, X2〉 = 〈∇Yp

X1, X2〉+ 〈X1,∇Yp
X2〉,82Odnosno preslikava�e T : TM × TM → R koje je za svako x ∈ M bilinearno na

TxM × TxM . Opxta defini
ija tenzora: preslikava�e (TM)p × (T ∗M)q → R koje je zasvako x ∈ M (p + q){linearno na (TxM)p × (T ∗

xM)q se naziva tenzorom tipa (p, q). Dakle,nax tenzor T je tipa (2, 0).83Taqnije, radi se o simetriqnim 4 × 4 matri
ama; zbog simetriqnosti one su odreÆenesa 10 parametara.84Kao, uostalom, i ve�inu diferen
ijalnih jednaqina. Uprkos tome, diferen
ijalnejednaqine, uk	uquju�i i Ajnxtajnove, imaju bogatu teoriju; setimo se da smo na poqetkuovog pamfleta govorili o naqinima da priÆemo jednaqinama koje ne umemo da reximo.85Nekad se sabirak Λg preba
i na desnu stranu, pa se jednaqina (105) pojav	uje u ob-liku Ric − s
2
g = 8πG

c4
T gde novo T na desnoj strani uk	uquje u sebe i Λg. Kosmoloxkakonstanta se nekad uopxtava hipotetiqkim kon
eptom tamne energije, koji 
i	a na obja-x�e�e fenomena ubrzanog xire�a Svemira. Smatra se da je Svemir uxao u sadax�u eruu kojoj dominira tamna energija pre nekoliko milijardi godina. Tamna energija proizvodifenomen suprotan gravita
iji, gravita
iono odbija�e.



64gde je 〈·, ·〉 Rimanova metrika, i ima svojstvo simetriqnosti(107) ∇XY −∇YX = [X,Y ].Ispostav	a se da je na svakoj (pseudo) Rimanovoj mnogostrukosti jednaqi-nama (10), (106) i (107) kovarijantni izvod jednoznaqno odreÆen. On se nazivaLevi{Qivitinim kovarijantnim izvodom ili Levi{Qivitinom koneksijom86,i to je jedna �ena invarijantna (nezavisna od ambijenta) defini
ija, o qemusmo govorili u jednoj od fusnota prilikom �ene defini
ije u §4.Ako na mnogostrukosti imamo koneksiju, mo�emo da definixemo krivinukao preslikava�e koje tangentnim vektorskim po	ima X , Y , Z pridru�ujepo	e
R(X,Y, )Z

def
= ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,ili, kra�e napisano,

R(X,Y ) = ∇[X,Y ] − [∇X ,∇Y ].Riqijev tenzor Ric pridru�uje paru vektorskih po	a X trag linearnog pres-likava�a 1
n−1R(X, ·)Y , gde je n = dimM :

Ric(X,Y )
def
=

1

n− 1
tr [Z 7→ R(X,Z)X ].Ispostav	a se87 da Riqijev tenzor u taqki q ∈ M zavisi samo od vrednostipo	a X , Y , Z u q. Ostaje jox da definixemo skalarnu funk
iju s na levojstrani u (105). To je skalarna krivina, koja se definixe kao

s(q) =
1

n

n∑

k=1

Ric(Ek, Ek),za q ∈M i neku ortonormiranu bazu {Ek} tangentnog prostora TqM . Defini-
ija Ric i s zavisi od izbora koneksije. Poxto ovde radimo sa Levi{Qivitakoneksijom, koja je jednoznaqno odreÆena metrikom, Ric i s zavisi�e od Loren-
ove metrike g, xto sistemu par
ijalnih jednaqina (105) daje nelinearnikarakter.Tako teorija Loren
ovih mnogostrukosti opisuje gravita
iju pomo�u kri-vine. Opxta teorija relativnosti, kao geometrija Loren
ovih mnogostruko-sti, uk	uquje gravita
iju i elektromagnetizam, ali ne i kvantnu fiziku {jednaqine (105) su qisto geometrijske prirode, a videli smo da je kvantiza
ijapriliqno radikalan raskid sa geometrijom prostora i �egova algebraiza
ija(iako se geometrija i topologija u �oj pojav	uju u drugom obliku). Sa drugestrane, Spe
ijalna teorija relativnosti (spe
ijalni sluqaj ravne Loren
ovegeometrije { prostor Minkovskog) dopuxta mogu�nost kvantiza
ije, ali je u�oj krivina trivijalna, xto znaqi da nema gravita
ije.
§14. Kvantiza
ija i(li) relativnost. U §5 smo pokazali kako se, pomo�uLe�androve transforma
ije, sa Lagran�eve mehanike prelazi na Hamilto-novu, a u §7 kako se sa Hamiltonovog formalizma prelazi na kvantiza
iju86Formalno govore�i, koneksija (pravilo paralelnog prenosa ili projek
ije) i kovari-jantni izvod (pravilo diferen
ira�a) su razliqite stvari, ali jedna od �ih jednoznaqnoodreÆuje drugu.87Pojam tenzora se i koristi samo za takve objekte, videti npr. do Karmovu k�igu,,Rimanova geometrija".



65klasiqnog mehaniqkog sistema. Primenimo sada taj postupak na elektromag-netizam u prostoru Minkovskog.Pre svega, treba da formulixemo Lagran�ev pristup elektromagnetizmu.Za to �emo iskoristiti qi�eni
u da se Maksvelove jednaqine mogu shvatitikao kritiqne taqke funk
ionala(108) S(A) = −
∫

M

tr (F ∧ ⋆F ),pri qemu pretpostav	amo da je nosaq elektromagnetnog po	a sadr�an u og-raniqenoj oblasti M prostora Minkovskog (videti Jang{Milsov funk
io-nal (94) i diskusiju oko �ega). Ovde je, kao xto smo videli u §12, A koneksijana trivijalnom U(1) rasloje�u nad prostorom Minkovskog, a F �ena krivina.U klasiqnom sluqaju razmatranom u §12 smo imali tu slobodu da izaberemokrivinu ili koneksiju kao osnovni objekat, poxto oba definixu elektromag-netno po	e (koneksija je poten
ijal, a krivina samo po	e; videti diskusijuiza formule (79)). MeÆutim, eksperimenti u kvantnoj fizi
i pokazuju da ukvantnoj elektrodinami
i mo�emo da registrujemo prisustvo poten
ijala ibez po	a88, tako da tu moramo kao fundamentalni objekat da uzmemo koneksiju
A. Ako integral (108) napixemo kao ponov	eni integral (primenom Fubini-jeve teoreme) po t i (x, y, z) i izrazimo krivinu preko koneksije, a koneksijupreko vektorskog po	a (Φ,A) kao u §12 (Φ je skalarni poten
ijal elektriqnog,a A vektorski poten
ijal magnetnog po	a, dobijamo izraz(109) S(A) =

∫ t1

t0

L(A, Ȧ) dt,gde je(110) L(A, Ȧ) =

∫

R3

[(
∇Φ− dA

dt

)2

−
(
∇×A

)2
]
dxdydz.Primetimo da Φ, koje mo�emo da izaberemo proizvo	no, ne smatramo pro-men	ivom funk
ije L. Iz ovakve varija
ione formula
ije Maksvelovih jed-naqina zak	uqujemo da �ih mo�emo da posmatramo kao Lagran�evu mehanikuna beskonaqno dimenzionom konfigura
ionom prostoru (tj. baznoj mnogostru-kosti u terminima §4) koji se sastoji od vektorskih po	a A u R3, sa la-gran�ijanom (110) i funk
ionalom dejstva (109). Ako sada izraqunamo im-puls po analogiji sa (16), dobijamo

dL

dȦ
= Ȧ−∇Φ = E(posled�a jednakost je ekvivalentna sa (78)). Na osnovu (13), hamiltonijanovog sistema je(111) H =

1

2

∫

R3

(E2 +B2 + 2Φ∇ ·E) dxdydz.88Aharonov{Bomov eksperiment, teorijski zamix	en 1948. i eksperimentalno potvrÆen1986, omogu�ava da registrujemo promenu talasne funk
ije naelektrisane qesti
e koja obi-lazi nekontraktibilan put u oblasti u kojoj je B = ∇× A = 0, ali A 6= 0. Fiziqari ovajfenomen zovu interak
ijom elektromagnetnog poten
ijala i kompleksne faze talasnefunk
ije, a matematiqari monodromijom glavnog rasloje�a.



66 Dakle, poxli smo od poten
ijala i dobili elektriqno po	e E kao impuls uhamiltonovoj formula
iji Maksvelove teorije. Definiximo sada vektorskopo	e
B

def
= ∇×A.Zadatak: Dokazati da ovako definisana po	a E i B zadovo	avaju sveMaksvelove jednaqine89 sem ∇ ·E = 0.Da bismo sve Maksvelove jednaqine dobili iz Hamiltonovog formalizma,jednaqinu∇·E = 0, tj. Gausov zakon, moramo posebno da postuliramo. To znaqida � nam fazni prostor biti potprostor kotangentnog rasloje�a prostoravektorskih po	a u R3, definisan jednaqinom ∇·E = 0. Ekspli
itnije, fazniprostor je (bar lokalno) prostor parova polozaj{impuls. U naxem sluqaju toje prostor parova (A,E), modulo stepen gej
 slobode. Ovo posled�e znaqi da

A smatramo ekvivalentnim sa A+∇V , a da E zadovo	ava Gausov zakon.Kvantiza
ija ovog sistema podrazumeva odreÆiva�e operatora Â i Ê koji �edejstvovati na prostoru funk
ija sta�a90 Ψ(A). To radimo na naqin analoganrazmatranom u §7 (impulsu odgovara diferen
ira�e, a polo�aju mno�e�enezavisnom promen	ivom):
Êk(x)Ψ(A) = −i~ ∂Ψ

∂Ak(x)
(A), Âk(x)Ψ(A) = Ak(x)Ψ(A),gde je E = (E1, E2, E3), A = (A1, A2, A3) i x ∈ R3. Zatim kvantizujemo hamil-tonijan (111).Da bismo jednoznaqno definisali ovu kvantiza
iju, moramo da posmatramobazni prostor modulo gej
 transforma
ije,91 a da na vertikalnim prostorima(u kojima �ive ,,impulsi" E) damo smisao Gausovom zakonu (koji za operatorenema smisla). Prvi problem rexavamo tako xto ili posmatramo prostorvektorskih po	a modulo gej
 transforma
ije, ili fiksiramo npr. A3 = 0, adrugi tako xto kvantni Gausov zakon interpretiramo kao

∇ · Ê(x) | Ψ〉 = 0.za svaku talasnu funk
iju Ψ.Uka�imo na kraju samo na dva (od mnogih) problema koji se jav	aju akopokuxamo da pro
es kvantiza
ije elektromagnetnog po	a primenimo na grav-ita
iono po	e (tj. metriku kojom se ono opisuje). Prvo, da bismo uopxtedoxli do Hamiltonovog formalizma, bilo je potrebno da napixemo funk
i-onal dejstva u obliku (109) i odatle proqitamo lagran�ijan. Da bismo touradili, izdvojili smo posebno t{osu i primenili Fubinijevu teoremu. Takonexto ne mo�emo da uradimo na opxtoj Loren
ovoj mnogostrukosti, gde jevreme neodvojivo od prostora. Mogu�e je pokuxati sa teorijom folija
ija,89Radi jednostavnosti, ovde radimo sa J = 0 i ρ = 090Da bi se funk
ije sta�a u ovom sluqaju interpretirale kao ,,gustine verovatno�a"potrebno je da prihvatimo integral po beskonaqno dimenzionom prostoru, sliqan onom iz
§9, kao heuristiqki model.91To xto gej
 transforma
ije ostav	aju invarijantnom klasiqnu teoriju ne znaqi da �eostav	ati invarijantnom i kvantiza
iju. Zato u klasiqnoj teoriji mo�emo da ih ignori-xemo, ali pri kvantiza
iji moramo na �ih da obratimo pa��u.



67ali to daje komplikovanu i isk	uqivo lokalnu sliku. Drugo, prilikom kvan-tiza
ije elektromagnetnog po	a posmatrali smo baznu mnogostrukost modu-lo gej
 transforma
ije. Analogno bismo morali da postupimo i u grav-ita
iji. MeÆutim, ovde je mogu�e da gej
 transforma
ija bude ,,transla
ijakroz vreme". Prelaskom na koliqniqki prostor izgubili bismo vreme, tj.dobili bismo opis ,,Svemira u kome se nixta ne dexava".
§15. Zak	uqak. 1900. godine David Hilbert je postavio 23 problema koja bi,po �egovom mix	e�u, trebalo da budu rexena u XX veku. Xesti Hilbertovproblem bio je problem aksiomatskog zasniva�a fizike. Danas, u XXI veku,taj problem je jox uvek otvoren. Projekat geometriza
ije fizike, u kome suuqestvovali mnogi veliki matematiqari i fiziqari proxlog i ovog veka, jejedan od mogu�ih puteva ka �egovom rexe�u. Ipak, jox uvek nije konstruisanprostor koji bi na zadovo	avaju�i naqin poslu�io kao model za sve fiziqketeorije.Literatura.(1) R. Abraham, J.E. Marsden, Foundations of Mechanics, 2nd ed, Addison–
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