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U ovom radu izlozen je sistem za automatsko dokazivanje geometrijskih teorema
Euklid zasnovan na prvoj verziji dokaziva¢a napisanoj na programskom jeziku PRO-
LOG (zajednicki rad Stevana Kordiéa i autora ovog teksta) i njenim implikacijama. U
ovom tekstu prvi put se izlazu kompletan geometrijski aksiomatski sistem i sistem za
izvodenje dokaza koji se koriste u sistemu Euklid, kao i njihova svojstva. Pored toga,
po prvi put u ovom radu izlozena su neka svojstva algoritma Euklid ukljucujuéi i tzv.
teoremu o domenu.

U prvom delu izlozena je precizna aksiomatika teorije £ koja pokriva veliki deo
uobicajenih geometrijskih sadrzaja. Teorija £ formulisana je u okviru predikatskog
racuna prvog reda i ne ukljuc¢uje teoriju skupova niti teoriju realnih brojeva (¢ime su
stvoreni neophodni preduslovi da bude potpuna). U fomulisanju aksiomatskog sistema
tezilo se preciznosti koju ima aksiomatika Tarskog, ali istovremeno, i tradicionalnoj
formi geometrijskih tvrdenja. Kao karakteristicna poddteorija teorije £, formulisana
je 1 kona¢éno aksiomatizovana teorija £ koja ukljucuje tzv. pseudoneprekidnost i time
takode pokriva znacajan deo uobic¢ajenih geometrijskih sadrzaja. U okviru ovog dela,
izlozena je i nova klasifikacija geometrijskih aksioma prilagodena specificnom sistemu
izvodenja i algoritmu za automatsko izvodenje dokaza.

U drugom delu izlozen je specifican sistem izvodenja koji omogucava dedukovanje
jedne klase tvrdenja teorije £ i to na nacin koji odgovara uobic¢ajenim izvodenjima ge-
ometrijskih dokaza. Sistem je i izgraden sa motivacijom da formalno pokrije uobicajene
geometrijske dokaze, ali moze da se koristi i u drugim matematickim teorijama. Pored
toga, ovaj sistem izvodenja predstavlja i formalni okvir za zaklju¢ivanje uopste (odnosno
za jedan njegov deo), na nacin koji prirodnom, intuitivhom rasudivanju odgovara vise
od Hilbertovog ili Gencenovog sistema.

U trecem delu prezentovan je algoritam koji moze, u kona¢nom broju koraka, da
dokaze svako tvrdenje (preciznije, bilo koje tvrdenje ili neko njemu ekvivalentno) koje
je uopste dokazivo koristi¢i pomenutu aksiomatiku i sistem izvodenja. Taj algoritam
zasnovan je, donekle, na metodi iscrpljivanja, ali usmerenoj specificnim poretkom ak-
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sioma koje se primenjuju i takozvanim principom granic¢nika. Algoritam omogucava
generisanje dokaza na prirodnom jeziku na uobicajeni naéin, blizak nasoj intuiciji (more
geometrico). On pokazuje da je proces prirodnog zaklju¢ivanja moguce formalizovati u
geometriji, ali i u drugim matematic¢im teorijama, pa i u rasudivanju uopste. Ovaj algo-
ritam omogucava primene heuristika koje mogu da ubrzaju proces automatskog gener-
isanja dokaza, kao i proSirivanje geometrijskog znanja uvodenjem slozenijih izvedenih
koncepata (npr. mimoilazne prave, podudarnost trojki tacaka i sl.), kao i koriséenjem
veéeg broja geometrijskih teorema. U ovom radu, akcenat je stavljen na formalizaciju
znanja i metaznanja (sistema zakljucivanja), pa heuristike i sli¢cna moguéa unapredenja
nece biti posebno razmatrani.

U ¢cetvrom delu ukratko su prikazane verzije dokazivaca Euklid na programskom
jeziku PROLOG (zajednicki rad Stevana Kordic¢a i autora ovog teksta) i na program-
skom jeziku C. U dodatku su navedene geometrijske aksiomatike Hilberta, Tarskog i
Luci¢a (¢iju svojevrsnu kombinaciju predstavlja ovde izlozena nova aksiomatika); sis-
temi izvodenja Mendelsona i Gencena (sa kojima je u vezi ovde izlozen novi sistem) i
nekoliko dokaza generisanih od strane dokazivaca Euklid (C verzija).

Prijatna mi je duznost da se na svesrdnoj pomoc¢i u izradi magistarske teze zah-
valim mentoru dr Zoranu Luciéu, kao i ¢lanovima komisije dr Zarku Mijajloviéu, dr
Aleksandru Jovanovi¢u, dr Dusku Vitasu i dr Aleksandru Kronu koji su mi brojnim
sugestijama pomogli u pisanju ovog teksta. Na korisnim sugestijama i na pomoci
u nabavci potrebne literature zahvaljujem se i dr Slavisi Presi¢u, dr Djordju Vuko-
manovicu, dr Borislavu Bori¢i¢u i mr Mirjani Borisavljevi¢. Zahvaljujem se Stevanu
Kordiéu, koji je izuzetno pazljivo procitao tekst i svojim savetima pomogao mi da ga
uoblicim. Deo rezultata iznetih u ovoj tezi zasnovan je na zajednickim idejama koje
su se odnosile na prvu verziju dokazivaca FEuklid. Stevanu Kordi¢u se zahvaljujem i
na pomoci u formulisanju tih ideja u okviru ove teze. Zahvaljujem se i svima ostalima
koji su mi na bilo koji nacin pomogli u radu na magistarskoj tezi, a posebno mojim
roditeljima na dragocenoj podrsci i velikom razumevanju.

Beograd, jun 1996.
Predrag Janici¢
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0

UVvVOD

Automatsko dokazivanje teorema jedan je od najznacajnijih segmenata vestacke in-
teligencije, koji ima ne samo teorijski, matematicki znacaj, ve¢ i istaknuto mesto u
izgradnji ekspertnih sistema i, uopste, sistema za automatsko odlucivanje. U nekom
obliku, automatsko dokazivanje teorema pocelo je da se razvija uporedo sa modernom
matematickom logikom i teorijom izracunljivosti, a ubrzano od pojave prvih rac¢unara.
Dalji razvoj racunarstva i novi rezultati matematicke logike mnogih znacajnih matematicara
(Cesto, poput Tjuringa, angazovanih u obe discipline) bili su praceni razvojem vestacke
inteligencije i pogotovu automatske dedukcije. Prvi sistemi koji su imali atribute ”in-
teligentnog odlucivanja” realizovani su ve¢ pedesetih godina na tadasnjim rac¢unarima
malih mogu¢nosti. Rezultati koje su ti sistemi pruzali bili su skromni, ali dovoljno
znacajni da nagoveste nove rezultate, nove velike poduhvate i jos vec¢a ocekivanja od
automatskog dokazivanja teorema. Krajem pedesetih i pocetkom Sezdesetih godina
pojavili su se, izmedu ostalih, znacajni sistemi Njuela, Saua i Sajmona, Gilmoura,
Dzelerntera i drugih. Ti, pionirski sistemi za automatsko dokazivanje teorema, Sezdesetih
i pocetkom sedamdesetih godina uglavnom su potisnuti ”uniformnim procedurama
dokaza” kao sto je Robinsonov metod rezolucije i Betov metod tabloa. Kako je vreme
pocelo da pokazuje sustinsku neefikasnost ovih sistema, tokom sedamdesetih godina
ponovo pocinju kvalitativno nova istrazivanja koja su imala za cilj izgradnju dokazivaca
koji koriste specificnosti konkretnih teorija, pa i pojedinih teorema koje treba dokazati.
U tim istrazivanjima posebno mesto davano je izgradnji heuristika koje bi popravile
efikasnost procesa dokazivanja. Pored toga, mnoga istrazivanja su isla i ka sistemima
zakljuc¢ivanja, odnosno izvodenja dokaza koji bi mogli biti upotrebljivani u raznim
domenima. Osamdesetih i u prvoj polovini devedesetih godina, razvijeno je nekoliko
sistema (kao $to je, na primer, Vuov) koji su zasnivajuéi se na specificnostima domena
uspevali da postignu izuzetnu efikasnost.

U svim sistemima za automatsko dokazivanje teorema, a pogotovu u onim koji se
odnose samo na jednu teoriju, izuzetno vazan je izbor aksioma i pravila izvodenja kako
bi bili prikladni za automatsku primenu. To je posebno izrazeno u geometriji koja ima
relativno veliki broj aksioma od kojih su neke veoma slozene. Dodatni problem je u
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2 0. UVOD

tome Sto se geometrija kao aksiomatski sistem najces¢e ne uvodi sasvim precizno, pa
je nejasno koje negeometrijske aksiome (logicke aksiome, aksiome aritmetike, aksiome
teorije skupova) i koja pravila izvodenja ¢ine tzv. pretostavljenu logiku geometrije. Iz
tih, ali i iz formalnih razloga koji su u vezi sa svojstvima aksiomatskih teorija (o kojima
¢e biti rec¢i u prvom delu ovog teksta), sistemi za automatsko dokazivanje geometri-
jskih sistema najcesée su ograniceni na odredeni (jasno definisan) segment geometrije.
Jedan od prvih (i istovremeno jedan od najznacajnijih) sistema za automatsko dokazi-
vanje geometrijskih teorema — Dzelernterova ”Masina za geometriju” (v.[Gel63]) — bio
je ogranicen na mali skup teorema u vezi sa podudarnoséu trouglova. U ovom sistemu
dokazi su ispisivani na prirodnom jeziku i to u obliku koji odgovara uobic¢ajenim dokaz-
ima. Oni nisu zasnivani na primeni aksioma, ve¢ na primeni odredenog broja izabranih
teorema. Ovaj sistem bio je prilicno neefikasan i pokrivao je veoma malu klasu teo-
rema, ali je uveo nekoliko veoma znacajnih novina u automatsko dokazivanje teorema
— tehnike ”dijagrama” i ”analogije”. Verovatno najefikasniji dokazivac¢i geometrijskih
teorema su sistemi zasnovani na Vuovom algoritmu (v.npr.[Ch88]). Vuov algoritam
zasnovan je na ¢injenici da je euklidski geometrijski prostor izomorfan Dekartovom
prostoru i sustinski svodi dokazivanje geometrijskih teorema na deljenje polinoma. Sis-
temi zasnovani na ovom algoritmu su veoma efikasni, ali ne pokrivaju sve geometrijske
teoreme, ne zasnivaju dokaze na aksiomama i ne generisu uobic¢ajene dokaze. Kineski
matematicar Cou (autor verovatno najznacajnije implementacije Vuovog algoritma),
1993. godine realizovao je i jedan sistem za dokazivanje geometrijskih teorema u tradi-
cionalnoj, uobi¢ajenoj formi. Taj program — Fuclid (!), zasnovan na algebarskim meto-
dama, uspeo je da dokaze mnostvo teorema (Paposovu, Paskalovu, Briansonovu) i, po
reCima njegovog autora, verovatno je prvi sistem koji je uspeo da generise tradicionalne
dokaze netrivijalnih geometrijskih teorema.

U ovom radu bice izlozen sistem za automatsko dokazivanje geometrijskih teorema
Euklid koji ukljucuje geometrijsku aksiomatiku, specifican sistem izvodenja dokaza,
algoritam koji ih koristi i odgovaraju¢e programe. Aksiomatski sistem koji se izlaze
precizno je definisan u okviru predikatskog racuna prvog reda i pokriva veliki deo
uobicajenih geometrijskih sadrazaja. S jedne strane, tezilo se preciznosti koju ima ge-
ometrijska aksiomatika Tarskog, a s druge, tradicionalnom obliku tvrdenja uobicajenih
u geometriji viSe od dve i po hiljade godina. Sli¢no, sistem izvodenja definisan je tako da
odgovara uobicajenim izvodenjima geometrijskih dokaza i da pokriva sto veéi segment
predikatskog racuna. Algoritam koji koristi pomenutu aksiomatiku i sistem izvodenja
zasnovan je, donekle, na metodi iscrpljivanja, ali usmerenoj specificnim poretkom ak-
sioma koje se primenjuju. Algoritam tokom izvodenja dokaza daje informacije o tome
koja aksioma je primenjena i omogucava generisanje dokaza na prirodnom jeziku na
uobicajeni nacin, blizak nasoj intuiciji (more geometrico). Pored nove klasifikacije ge-
ometrijskih aksioma, algoritam implicira i nekoliko novih tehnika, izmedu ostalih i tzv.
princip grani¢nika. U razvoju sistema Euklid i u ovom tekstu teorijskim osnovama
je data prednost u odnosu na pitanja heuristika koje ubrzavaju (ili mogu da ubrzaju)



sam proces automatskog dokazivanja teorema. Stoga su nova geometrijska aksiomatika,
poseban sistem izvodenja (primenjiv u ranim domenima) i adekvatan algoritam koji
demonstrira moguénost automatizacije procesa izvodenja dokaza, znac¢ajnije karakteris-
tike sistema od same efikasnosti tog izvodenja. I pored toga, sistem je tako koncipiran
da moze biti lako prosirivan novim geometrijskim teoremama (kako se dokazi ne bi
izvodili do nivoa aksioma) kao i razli¢itim heuristikama.
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AKSIOMATIKA

1.1 Razvoj geometrijske aksiomatike

Pocetkom IIT veka pre n.e., zele¢i da sakupi i sistematizuje deo dotadasnjeg geometri-
jskog znanja, Euklid je napisao svoje remek-delo — Elemente. U Euklidovim FElemen-
tima izlozien je prvi pokusaj aksiomatskog zasnivanja geometrije, ali istovremeno i
bilo koje matematicke discipline. I pored nedostataka ovog aksiomatskog sistema,
veéina od cetiri stotine Sezdeset i Cetiri teoreme dokazana je na nacin besprekoran i po
danasnjim merilima, a Element: su vise od dva milenijuma smatrani "neprevazidenim
uzorom logickog savrSenstva”. U duhu anticke tradicije, geometrija je vekovima bila
neizostavni deo obrazovanja i neprekidno predmet interesovanja matematicara i filo-
zofa, a u tome su Euklidovi Elementi sa brojnim prevodima i izdanjima imali posebnu
ulogu uti¢udi i na razvoj celokupne matematike.

Novi impuls razvoju geometrije dosao je nakon §to su godine (i vekovi) uzaludnog
truda mnogih matematicara da dokazu V Euklidov postulat (o paralelama) pomocu
preostalih aksioma, dovele do sumnje da je takav dokaz uopste moguce izvesti. Lobacevski
i Boljaj, nezavisno jedan od drugog (i to jako slicnim putevima) otkrili su, u prvoj
polovini XIX veka neeuklidsku geometriju. Lobacevski i Boljaj krenuli su od negacije
V Euklidovog postulata tragaju¢i za kontradikcijom. U tom istrazivanju, medutim,
nisu dosli do kontradikcije, ve¢ do zakljucka da sistem zasnovan na negaciji V postu-
lata i ostalim geometrijskim aksiomama i nije kontradiktoran, ve¢ predstavlja logicki
konzistentan sistem. Ta otkri¢a dovela su ne samo do uspostavljanja nove teorije -
hiperbolicke geometrije, ve¢ i do strozijeg zasnivanja euklidske geometrije, bitno uticuci
i na ostale grane matematike.

Jedna od najznacajnijih knjiga u istoriji razvoja geometrije svakako je i Hilber-
tova knjiga Osnovi geometrije (Grundlagen der Geometrie) koja je objavljena 1899.
godine. Njegova formalisticka koncepcija stvorila je preduslove za istrazivanja o ne-
protivrec¢nosti i nezavisnosti aksiomatskih sistema. Geometrijska aksiomatika izneta u
toj knjizi u osnovi je veéine savremenih geometrijskih aksiomatskih sistema (koji su
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6 1. AKSIOMATIKA

ekvivalentni i ne razlikuju se sustinski), pa takve sisteme danas zovemo i hilbertovskim.

Krajem XIX i tokom XX veka javljalo se vise razli¢itih shvatanja i zasnivanja ge-
ometrije!. Tako je Lie geometriju zasnivao na teoriji transformacionih grupa, Tarski
je u svojim istrazivanjima geometriju povezivao sa teorijom realno zatvorenih polja, a
pripadnici grupe Bourbaki smatrali su da geometriju treba razmatrati iskljucivo kao
linearnu vektorsku algebru (i u tom smislu postavili poznati zahtev ” Euclid must go!”).

Mi se, u ovom tekstu, ne¢emo baviti pitanjima ”istinitosti” euklidske i neeuklidske
geometrije; pitanjima ”podudarnosti sa stvarnoséu”; netemo se baviti pitanjima a pri-
ori ili a posteriori poimanja prostora (v. npr. [Ru97]) - pitanjima koja su zaokupl-
jala ili jos uvek zaokupljaju paznju mnogih matematicara i filozofa. U ovom tekstu
proucavacemo geometriju kao formalan sistem i zadovoljiti se istinitos¢u koja karak-
terie sam proces dedukcije. U traganju za aksiomatikom? prikladnom za automatsko
izvodenje teorema pokusacemo da se (kada je to moguée) zadrzimo na onima koja su
bliska naSoj intuiciji - da bismo i pored formalistickog pristupa zadrzali vezu sa ljud-
skim iskustvom iz kojeg je geometrijska aksiomatika i proistekla. Iako je geometrijska
aksiomatika motivisana nasim iskustvom i intuicijom, pravi¢emo distancu izmedu sin-
takse (i procesa formalnog izvodenja) i semantike (tj. znacenja tog izvodenja u skladu
sa nasim uobi¢ajenim intuitivnim predstavama).

1.2 Razliciti pristupi zasnivanju geometrije

1.2.1 Na samom pocetku: osnovni geometrijski objekti

Zasnivanja geometrije ¢esto se razlikuju veé¢ u prvoj recenici:

Geometrija je teorija nekog skupa R cije elemente (A, B,C, ...) nazivamo tackama.
Skup R zovemo prostorom; odredene podskupove od R nazivamo pravama (g, h,k,...),
a druge ravnima (¢,,...). Svojstva tacaka, pravih i ravni prostora R odredena su
aksiomama... (Meskovski, slicno Baldus, Borsuk-Smieleva ...).

ili
Geometrija je teorija koja opisuje tri klase objekata: tacke, prave ¢ ravni ¢ dve

relacije nad njima: podudarno i izmedu... (Hilbert®, Halstrom ...)

lako je smisao ovih recenica jasan, one ipak ostavljaju neka pitanja otvorenim. U
prvom pristupu: ako su tacke elementi, a prave i ravni podskupovi skupa prostor, da
li je incidencija o kojoj se govori u aksiomama nuzno u direktnoj vezi sa skupovnim

Vige o razvoju geometrije i pojedinih grupa aksioma videti npr. u [Lu94].

2U ovom delu rada govorimo samo o razlicitim sistemima aksioma smatrajuéi da se koristi neki od
uobicajenih sistema izvodenja.

3Hilbert je ovakvim pristupom izbegao upotrebu teorije skupova pri uvodenju osnovnih geometrijskih ob-
jekata, ali je veé krug definisao kao ”ukupnost tacaka za koje ...” (v. dodatak). O jednoj moguénosti da se
u zasnivanju geometrije (odnosno jednog njenog dela) ne koristi teorija skupova bice reci u poglavlju 1.4.1.
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odnosima izmedu ovih objekata?* I ako jeste tako, posto se ne navodi deo teorije
skupova koji se koristi, ostaju nerazjasnjeni odnosi izmedu geometrijskih objekata kao
i npr. da li neka tacka, prava ili ravan mogu da pripadaju nekoj tacki. Nejasno deluju
i odrednice "pripada’”, "lezi, "presek” i sl, pa ostaje i pitanje izbora pogodnih simbola
i termina koji oznacavaju incidentnost izmedu tacaka i pravih, tacaka i ravni i pravih
i ravni ("prava a pripada ravni «” ili "prava a je podskup ravni a’7).

U drugom pristupu postavlja se pitanje da li su objekti tipa prostor, ravan i prava
skupovi i $ta su njihovi elementi (samo tacke ili ne?). Ako prave i ravni nisu skupovi
tacaka, problematicno je pitanje definisanje figura kao skupova tacaka (npr. krug), kao
i (izmedu ostalih) pitanje ”preseka” prave i kruga. Pored toga, u Hilbertovom sistemu
nije moguce dokazati (ni opovrgnuti !) sledeée tvrdenje (kao ni mnoga slicna):

Za bilo koje dve tacke A i B, tacka A ne pripada tacki B.

Umesto da se traga za odgovorom na pitanje Sta je sve iz teorije skupova potrebno
(ili neophodno) za zasnivanje geometrije, jedno od moguéih resenje je smatrati inci-
denciju jednom od tipicno geometrijskih relacija koje se uvode aksiomama. Koris-
titi, dakle, samo termin ”incidentno” (umesto termina ”pripada” i ”sadrzi” koji imaju
skupovnu konotaciju) uprkos tome sto nas takav termin udaljava od uobic¢ajene intu-
itivne predstave. U tom slucaju, potrebno je, umesto nasledivanja skupovnih odnosa,
uvesti dodatne definicije kojim se uvode svojstva relacije incidentno®, odnosno aksiome
poput:

Ako je tacka A incidentna pravoj a i prava a incidentna ravni o, onda je tacka A
incidentna ravni of .

Pored aksioma koje precizno uvode (moguée) odnose izmedu geometrijskih ob-
jekata, nuzno je prihvatiti aksiome jednakosti, kao i saglasnost jednakosti sa predika-
tima’. Dokazivanje mnogobrojnih tvrdenja (npr. ”"za svaki n-tougao ...” i sl.) zahteva
uklju¢ivanje aksioma prirodnih brojeva, a uvodenje mere najcesce i aksioma realnih
brojeva.

Opisane dileme u vezi sa izborom osnovnih geometrijskih aksioma, njihovih medusobnih

4Baldus kritikuje Hilbertov sistem zbog toga §to on ne zahteva direktnu vezu izmedu incidencije i skupovnih
odnosa i navodi jednostavan primer realizacije (spornog?!) sistema u kome ta veza ne bi postojala: sve tacke
(iz uobicajenog skupovnog tumadcenja) ostaju nepromenjene, a sve ravni ”pomere se paralelno za odredenu
duzinu ...” T Meskovski prihvata ovu Baldusovu kritiku, ali, ako se odlu¢imo za formalisticki pristup, to svakako
nije obavezno.

SPoput definicije iz [Hi99, str.4] koja kaze da prava a pripada ravni « ako svaka tacka prave a pripada ravni
a.

SNavedena aksioma, ako se u zasnivanju geometrije prihvata pristup tipa Meskovskog, moze da se koristi
kao tvrdenje iz teorije skupova:

(xreyNhyCz) = xz€z.

"Mozemo smatrati da u geometriji nema funkcijskih simbola, pa nije potrebna i aksioma saglasnosti jed-
nakosti sa funkcijama. Uostalom, za svaku teoriju prvog reda postoji ekvivalentna teorija bez funkcijskih
simbola.
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odnosa i potrebnog segmenta teorije skupova izbegnute su sistemima Fordera i Tarskog.
Forder je u [Fo58] izneo sistem geometrijskih aksioma u kome su osnovni objekti
iskljucivo tacke, a prave i ravni se definiSu pomocu tacaka i njihovih medusobnoh
odnosa. [ u sistemu Tarskog od osnovnih objekata postoje samo tacke, a aksiome koje
se (u drugim aksiomatskim sistemima) odnose na prave i ravni interpretirane su preko
relacija izmedu i podudarno. Ovaj aksiomatski sistem je po ovim pitanjima (i ne samo
po njima) verovatno najprecizniji, ali ne pokriva sve uobicajene geometrijske sadrzaje
(koji ne mogu biti formulisani bez koriséenja teorije skupova). Takode, iako precizan,
on je jako daleko od nasih uobicajenih predstava i za izgradnju geometrije prakti¢no
neupotrebljiv.

1.2.2 Aksiome neprekidnosti

Svojstvo neprekidnosti u razli¢itim sistemima obezbeduje se na razlicite nacine, ali ni-
jedan se po svojoj jednostavnosti ne izdvaja od drugih - sazeti iskaz neizostavno povlaci
upotrebu komplikovanih definicija i obratno. Pored toga, ve¢ina aksiomatskih sistema
(sem npr. sistema Tarskog) za obezbedivanje neprekidnosti zahteva i ukljuc¢ivanje
teorije prirodnih brojeva ili (segmenta) teorije skupova. Tako se za aksiomatsko uvodenje
neprekidnosti u [Hi99] koriste nizovi duzi (pri ¢emu, aksioma V, iz [Hi99] prakti¢no
predstavlja metatvrdenje), u [Bo60] se koristi teorija skupova, a u [Mes65] Dedekin-
dovo svojstvo. Takode, meru duzi, koja proistice iz aksioma neprekidnosti i koja je
jedan od motiva za obezbedivanje neprekidnosti, nije moguce definisati bez teorije re-
alnih brojeva. Zbog toga, geometrijski sistem mora da ukljucuje i aksiome realnih
brojeva. Vazno je, medutim, da se mnoga tvrdenja u geometriji (i euklidskoj i hiper-
bolickoj) mogu dokazati bez aksioma neprekidnosti, pa prema tome i bez upotrebe
teorije realnih brojeva. Geometriju zasnovanu na aksiomama incidencije, rasporeda,
podudarnosti i euklidskoj aksiomi o paralelama zovemo elementarnom (euklidskom)
geometrijom®.

U vezi sa aksiomama neprekidnosti veoma su vazni rezultati Tarskog (v. dodatak i
[Ta71]) koji se odnose na (pomenutu) teoriju & — geometrijski aksiomatski sistem ”bez
prosirenja iz teorije skupova” (koji je prilicno daleko od uobic¢ajenog ”geometrijskog
nacina”). U tom sistemu neprekidnost je obezbedena beskonaénom (rekurzivnom)?
familijom aksioma odredenog tipa. Za tako zasnovanu teoriju &, Tarski je pokazao
da je potpuna i odluciva, ali i da ne moze biti konacno aksiomatizovana, sto sugerise
zakljucak da bez ukljuc¢ivanja (dela) teorije skupova nije moguée zasnovati geometriju
kona¢nim sistemom aksioma tako da u njoj vaZe svojstva neprekidnosti'®. U jednoj

80vakvu definiciju elementarne geometrije koristi H.Meskovski u [Mes65]. A.Tarski, medutim, u [Ta71]
elementarnu geometriju odreduje kao deo euklidske geometrije koji moze biti formulisan i dokazan bez upotrebe
teorije skupova. Termin ”elementarna’ koristi se ponekad i za teorije formulisane u okvirima predikatskog
racuna prvog reda.

9Za skup E kazemo da je rekurzivan ako postoji efektivni algoritam koji u svakom pojedinaénom slucaju
moze da odgovori na pitanje da li dati element pripada skupu E ili ne. (Npr. svaki konacan skup je rekurzivan.)

107 poglavlju 1.4.3 biée dokazane analogne teoreme za aksiomatiku koja se uvodi u ovom radu.
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varijanti svog sistema — u teoriji &5, Tarski je familiju aksioma neprekidnosti zamenio
jednom aksiomom kojom se (u terminima drugih aksiomatika) tvrdi da za dve tacke
od kojih je jedna u unutrasnjoj, a druga u spoljasnjoj oblasti kruga postoji treca tacka
koja je izmedu njih i pripada krugu. Sa tako obezbedenom pseudoneprekidnoséu, ovaj
sistem je (naravno) nepotpun, ali pokriva veliki deo uobi¢ajenih geometrijskih sadrzaja
(ukljucujudi i one koji su zasnivani na neprekidnosti).

1.3 Karakteristike geometrijskih aksiomatskih sistema

1.3.1 Tri Hilbertova zahteva

Preispitivanje Euklidove geometrije i njegovog petog postulata dovelo je do zasnivanja
neeuklidske geometrije, do izgradnje prvih formalnih sistema i uticalo na celokupnu
matematiku. 1899. David Hilbert je u svom delu Osnovi geometrije precizirao dotadasnja
znanja iz domena geometrije i obogatio ih svojom formalistickom koncepcijom. U tom
svom delu on je postavio i zahteve koje treba da ispunjava neki aksiomatski sistem (ne
samo geometrijski):

I Sistem aksioma treba da bude neprotivrecan ;
1I Aksiome treba da budu nezavisne ;
111 Sistem aksioma treba da bude potpun .

Prvi Hilbertov zahtev znac¢i da se od sistema aksioma ocekuje da nije moguce iz
njega izvesti tvrdenje A i tvrdenje —.A. Ekvivalentna je formulacija po kojoj za teoriju
T kazemo da je neprotivrecna ako u njoj nije valjana svaka formula. Neprotivreénost
neke teorije moze se dokazati postojanjem njenog modelal’.

Drugi Hilbertov zahtev odnosi se na nezavisnost aksioma — ako je neku aksiomu
moguce dokazati pomoc¢u preostalih aksioma, onda ona treba da bude izostavljena.
Nezavisnost neke aksiome od ostatka sistema najcesée se dokazuje postojanjem nekog
modela u kojem vaze sve aksiome osim one za koju je potrebno dokazati da je nezavisna.
Klasican primer po pitanju nezavisnosti aksioma je onaj koji se odnosi na Euklidov
postulat o paralelama - bilo je potrebno vise od dve hiljade godina da bi se utvrdilo
da Euklidov peti postulat nije moguée dokazati. Poenkareov model dokazuje da je

1 Model je svaka struktura A = (A,R,F,C), gde je A neprazan skup (domen modela A, R je skup relacija
nad A, F je skup operacija nad A i C je skup konstanti.

Neka je L jezik prvog reda. Pod interpretacijom jezika L u modelu A podrazumevamo preslikavanje I sa
domenom L, takvo da vazi:

-ako r pripada skupu predikatskih simbola jezika L, tada je I(r) relacija modela A duzine ar(r);

-ako f pripada skupu funkcijskih simbola jezika L, tada je I(f) operacija modela A duzine ar(f);

-ako ¢ pripada skupu simbola konstanti jezika L, tada I(c) pripada A.

Svaka interpretacija jezika L u skupu A odreduje jedinstven model A = (A, I(Ry),I(Fr),1(CL)). Ovako
uveden model ozna¢avamo kraée A) = (A, I).

Neka je L jezik teorije 7. Za model A = (A, I) kazemo da je model teorije T, ako su u njemu taéne sve
aksiome teorije 7 (v.[Mi87]).
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Euklidov postulat o paralelama nezavisan od aksioma apsolutne geometrije - naime, u
Poenkareovom modelu vaze sve aksiome apsolutne geometrije, ali ne vazi i Euklidov
postulat o paralelama. Nezavisnost sistema aksioma moze biti definisana i strozije (v.
npr. [Mes65], [Ba37] ili [Ba38]). Dokaze tvrdenja o nezavisnosti geometrijskih aksioma
videti npr. u [Hi99, str.31] ili [Bo60, str.194].

Treci Hilbertov zahtev govori o potpunosti. Neki sistem aksioma S zovemo potpunim
ako je za svako pripadno!? tvrdenje A tac¢no jedno od sledeé¢a dva tvrdenja istinito:

A sledi iz sistema aksioma S
- A sledi iz sistema aksioma S.

Ovaj zahtev je svakako bitan, ali ne i nuzan. U savremenoj matematici pos-
toje opste teorije vazne dobrim delom bas zbog svoje nepotpunosti. (Uostalom, i
izuzetno znacajna, apsolutna geometrija je nepotpuna teorija.) Kazemo da je sistem
aksioma monomorfan ili kategorican ako su svaka dva njegova modela iste kardinal-
nosti izomorfna. Ako je sistem aksioma kategorican, onda je on potpun. Zaista, ako
pretpostavimo suprotno - da sistem aksioma teorije 7 nije potpun, to znaci da postoji
neko tvrdenje A koje nije moguce ni dokazati ni opovrgnuti. Tada mozemo skup ak-
sioma teorije T prosiriti tvrdenjima A, odnosno —.A kao aksiomama i time dobiti dve
neprotivrecne (ako je T neprotivrecéna) teorije 7' 1 T”. Neka su M’ i M” modeli ovih
teorija. Svaki od njih je, svakako, i model teorije T, ali kako u 7' vazi A, a u 7" vazi
-A, zakljuéujemo da modeli M’ i M” teorije T nisu izomorfni. Dakle, ako teorija nije
potpuna ona nije kategori¢na (v. [Po63, str.55]). Moze se (koris¢enjem dekartovskog
modela) dokazati da je uobicajeni sistem geometrijskih aksioma kategorican (dokaz
videti npr. u [Bo60, str.277]), sto i dalje ne znaci da je tako zasnovana teorija pot-
puna, jer ona, pored geometrijskih aksioma, ukljucuje i (neke) aksiome teorije skupova
i aksiome teorije realnih brojeva.

Za vedinu geometrijskih aksiomatika tesko je (ili nemoguée) odgovoriti na pitanje
da li one zadovoljavaju navedene Hilbertove zahteve iz razloga Sto najcesée nije pre-
cizirano Sta sve one ukljucuju, tj. Sta predstavlja tzv. pretpostavijenu logiku, Sto se ne
definise skup formula teorije, kao ni sistem izvodjenja koji se koristi (dokazi se obi¢no
izvode intuitivno, neformalno). Tako, za Hilbertov aksiomatski sistem mozemo da kon-
statujemo ili da je neprecizan — jer nema definisan skup formula ili da je nepotpun — jer
se u njemu ne mogu ni dokazati ni opovrgnuti neka tvrdenja'® (v. poglavlje 1.2.1). Za
geometrijske sisteme drugacijeg tipa — za sisteme koji koriste deo teorije skupova, ne
kaze se koji je to deo, pa se i ne moze precizno govoriti o svojstvima tako zasnovane ge-
ometrije. Geometrijski sistemi koji bi ukljucivali celu teoriju skupova ne bi bili potpuni,

12 Pripadnim zovemo tvrdenja koja sadrze samo takve pojmove i relacije koji se veé nalaze u sistemu aksioma.

3Hilbertov sistem formulisan je 1899. godine, dakle, pre nego to je precizno definisan predikatski rac¢un.
Zanimljivo je, medutim, da ni u redigovanom izdanju, objavljenom 1956. u redakciji Pola Bernajsa, ovo nije
ispravljeno, pa ¢ak ni prokomentarisano.
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jer kako je aritmetika, na osnovu Gedelovih rezultata, esencijalno nepotpuna'4(v. npr.
[Mi86,str.58]), onda je i svaka aksiomatska teorija koja sadrzi aritmetiku takode (esen-
cijalno) nepotpuna. Teorija skupova sadrzi aritmetiku, pa je geometrija koja ukljucuje
teoriju skupova (esencijalno) nepotpuna teorija. Upravo u tome i jeste smisao tra-
ganja za geometrijskom aksiomatikom koja ne ukljucuje teoriju skupova, iako u takvoj
teoriji nije moguce formulisati (i dokazati) sve teoreme geometrije koja ukljucuje teoriju
skupova (mada je moguce formulisati znac¢ajan njen segment). Zaista, geometrija moze
biti formulisana bez teorije skupova tako da bude potpuna teorija i tako da pokriva
veliki deo uobicajenih geometrijskih sadrzaja. Kako je potpuna teorija sa rekurzivnim
skupom aksioma odlué¢iva (v. poglavlje 1.3.2), takav pristup ima izuzetan znacaj i u
teoriji izracunljivosti i u oblasti automatskog dokazivanja teorema.

1.3.2 Odlucivost aksiomatske teorije

Nakon Hilbertovih zahteva, pomenué¢emo jos jedno vazno pitanje vezano za aksiomatske
teorije — pitanje odlucivosti teorije i pokusati da delimi¢no odgovorimo na njega kada
je re¢ o euklidskoj geometriji.

Za teoriju T kazemo da je odluciva ako postoji efektivni algoritam koji za svaki
pojedinacni iskaz A te teorije moze da odgovori na pitanje da li je on dokaziv u teoriji
T ili nije. Ako takav algoritam ne postoji, za teoriju kazemo da je neodluciva. Pojam
odlucivosti je, ocigledno, veoma vazan i za oblast automatskog dokazivanja teorema.
Naime, za odlu¢ivu teoriju postoji efektivna procedura (pa i algoritmi i programi)
koji za svako tvrdenje mogu da utvrde da li je teorema ili nije. Takve procedure su,
medutim, zbog svoje slozenosti i neefikasnosti, najéesée neprimenljive u praksi, ali ipak,
bar "u principu” daju resenje problema.

Naglasimo da se pojmovi odlué¢ivosti i potpunosti bitno razlikuju i da postoje teorije
koje su potpune, ali nisu odlucive i one koje su odlucive, ali nisu potpune. Vezu izmedu
potpunih i odlucivih teorija odreduje slede¢a vazna teorema (v.[Ta69, str.14]):

Potpuna teorija T sa standardnom formalizacijom je odluciva akko je aksiomati-
bilna'®.

Za svoj geometrijski sistem &, izgraden bez uklju¢ivanja teorije skupova, Tarski je
dokazao da je potpun, pa na osnovu navedene teoreme i odluciv, i postavio hipotezu
da nijedna njena kona¢no aksiomatizovana podteorija nije odlué¢iva (v.poglavlje 1.4.3).
Tarski je u [Ta7l, str.172] formulisao i teoriju £y, koja se od teorije & razlikuje se po
tome Sto u shemi aksioma neprekidnosti dopusta i upotrebu "malog segmenta teorije
skupova” - upotrebu skupova sa proizvoljnim kona¢nim brojem tacaka. Za teoriju £’y

7a teoriju kazemo da je esencijalno nepotpuna ako je svako njeno neprotivreéno prodirenje nepotpuna
teorija.

157a teoriju T kazemo da je sa standardnom formalizacijom ako moze biti zasnovana u okviru predikatskog
racuna pravog reda sa jednakoscu.

Za teoriju T kazemo da je aksiomatibilna ako postoji rekurzivan skup A dokazivih iskaza iz T takvih da je
svaki iskaz dokaziv u T dokaziv i iz skupa A, tj. ako postoji rekurzivan skup aksioma za teoriju 7.
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koja je sira od & 1 pokriva vise uobicajenih geometrijskih iskaza (npr. za poligone sa
proizvoljnim brojem temena i sl.) Tarski je pokazao da je neodluéiva, i stavise, da je
neodlucivo svako njeno neprotivreéno prosirenje. Ovaj rezultat sugerise i hipotezu da
ne moze biti formulisan odluciv geometrijski sistem koji ukljucuje teoriju skupova ili
njen deo.

1.4 Aksiomatika euklidske geometrije u sistemu EUKLID

Aksiomatika euklidske geometrije koja ¢e ovde biti izlozena proistekla je iz koncepta
dokazivaca geometrijskih teorema EUKLID (v.[JK95a], [JK95b]). Prirodom dokazivaca
odredena je stroga struktura aksioma, ali i njihova nova klasifikacija. Ova aksiomatika
ne ukljucuje teoriju skupova, ali i pored toga, zadrzava, u velikoj meri, pristup more
geometrico. Jedna varijanta sistema — teorija £ ogranic¢ena je na euklidsku geometriju
sa tzv. pseudoneprekidnoscu (v.poglavlje 1.2.2) — na segment koji pokriva veliki deo
uobicajenih geometrijskih sadrzaja.

1.4.1 Teorija £ - osnovni pojmovi i aksiomatski sistem

U zanivanju geometrije (teorije £) koristimo uobicajene logicke simbole V, A, =, = Vi
3; simbole x1, z9, x3, . .. za promenljive; simbole ay, as, as, . .. za (uvedene) konstante i
simbole § za jednoelementni predikat je tacka, £ za jednoelementni predikat je prava,
P za jednoelementni predikat je ravan, = (u infiksnom zapisu) za dvoelementni predikat
identi¢no, I za dvoelementni predikat incidentno, B za troelementni predikat izmedu i

C ili & (u infiksnom zapisu) za cetvoroelementni predikat podudarno.

16Opisani koncept zasnivanja geometrije moze se nadgraditi aksiomatskim uvodenjem i drugih ”tipova”
geometrijskih objekata. Svojstva geometrijskih objekata kao Sto su duz, trougao, krug, unutrasnjost kruga,
poluprava, pramen pravih itd. uvodila bi se aksiomama. Na taj nacin, bez upotrebe teorije skupova, povecéava
se segment ”tradicionalne” geometrije pokriven ovako zasnovanom teorijom. Aksiomatsko uvodenje vise ge-
ometrijskih objekata ima opravdanje jer (¢) na ovaj nac¢in, bez upotrebe teorije skupova, moze da se pokrije
veliki deo uobic¢ajenih geometrijskih sadrzaja i pri tom je, u velikoj meri, moguée zadrzati direktnu vezu sa
tradicionalnim pristupom; (4¢) u tradicionalnom pristupu, u skladu sa odredenom motivacijom, definisu se
odredeni pojmovi, a zatim se dokazuje da oni zadovoljavaju ”Zeljena” svojstva; na ovaj nain aksiomatski
se obezbeduju svojstva koja zelimo da imaju odredeni geometrijski objekti; (ii7) i u veéini tradicionalnih
aksiomatskih sistema prava i ravan se uvode aksiomatski iako ih je mogudée definisati; (iv) ovako izgraden
aksiomatski sistem i dalje bi imao svojstvo nezavisnosti aksioma.
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predikat ¢itamo

S(a) a je tacka

L(b) b je prava

P(c) ¢ je ravan

a=1> a je identi¢no b

Z(a,b) a je incidentno b

B(a,b,c) b je izmedu a i ¢
C(a,b,c,d) (a,b) je podudarno sa (c, d)
((a,b) = (¢,d) | (a,b) je podudarno sa (c,d))
kolin(a, b, c) a,b i ¢ su kolinearne
kompl(a,b,c,d) | a,b,cid su komplanarne
seku_se(a,b) aib se seku

Tabela 3.1. Spisak (osnovnih i izvedenih) predikata u sistemu EUKLID

Definisimo pojam formule teorije £'7:

Definicijal.1 :

Ako su ty ity promenljive ili konstante, onda je t; = ty atomicka formula; Ako su
t1 1 to promenljive ili konstante, onda je Z(tq,ts) atomicka formula; Ako su ti, t9 1 t3
promenljive ili konstante, onda je B(t1,s,t3) atomicka formula. Ako su ty, to, t3 1 t4
promenljive ili konstante, onda je (¢1,ts) = (t3,t4) atomicka formula.

Definicijal.2 :

(1) Ako je A atomicka formula onda su formule A i —A literali.
(2) Izraz je literal samo ako moze biti dobijen na osnovu pravila (1).

Definicijal.3 :

(1) Svaka atomicka formula je formula.
(2) Ako su A; i A, formule i x promenljiva, onda su formule i (=.A4;), (A; A Asp),
(A1 V Az, (A1 = As), (Vo) Ar) i ((3o)A))'e.

(3) Izraz je formula samo ako moze biti dobijen na osnovu pravila (1) i (2).

Formulu a = b ¢itamo geometrijski objekti a i b su identicni. Formulu —(a = b)
zapisujemo drugacije a # b i ¢itamo geometrijski objekti a i b su razliciti. Formulu
Z(a,b) ¢itamo geometrijski objekat a incidentan je geometrijskom objektu b. Formulu
B(a,b, c) ¢itamo geometrijski objekat b je izmedu geometrijskih objekata a i c. Formulu

17U teoriji £ nema funkcijskih simbola, pa je definicija formule teorije £ nesto jednostavnija od opste
definicije. Iz istog razloga, medu aksiomama nema aksiome saglasnosti jednakosti sa funkcijama.
187agrade mozemo da izostavljamo u skladu sa uobi¢ajenim konvencijama.
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C(a,b,c,d) (odnosno (a,b) = (¢,d)) ¢itamo par geometrijskih objekata a, b podudaran
je paru geometrijskih objekata c, d.

Usvajamo i dogovor po kojem ¢emo sintagme tipa

Za geometrijski objekat a za koji vazi S(a) ...

(i slicne) zamenjivati kra¢im sintagmama tipa:

Za tacku a ...

Za pojmove valjana i kontradiktorna formula, kao i dokaziva formula, odnosno teo-
rema'® prihvatamo uobicajene definicije (v.npr.[Men64, str.29]). Na osnovu teoreme o
potpunosti predikatskog racuna, svaka valjana formula teorije £ je teorema i obratno.

Osobine osnovnih geometrijskih predikata uvodimo aksiomama. Prvu grupu cine
tzv. aksiome zasnovanosti, kojima se uvode "tipovi geometrijskih objekata” i opseg
osnovnih relacija?’.

Aksiome zasnovanosti

Z;: (Aksioma razdvajanja) Za svaki geometrijski objekat vazi tacno jedna od
relacija je tacka, je prava ili je ravan.

Vo ((S(z) AN =L(x) AN =P(z)) V (=S(x) A L(x) AN =P(x)) V (=S(x) A =L(z) AN P(x))).

(Aksiome opsega)

25 :VaVy(=(S(z) AS(y) A =(L(x) A L(y)) A=(P(x) ANP(y) = ~(z =y))
Z3 :VaVy(—(S(z) A L(y)) A=(S(x) AP(y) A=(L(x) ANP(y) = ~L(z,y))
Zy NaVyVz(=S(x) vV =S(y) V =S(z) = —B(x,y, 2))

Zs VaVyVaVu(=S(z) V =S(y) V =S(2) V =S (u) = —(z,y) = (2,u))

Aksiome jednakosti i saglasnosti

Ji: Vo (z=ux)

Jo: VeVy(z =y =y =x)

Ty Ve Voo . Vo, Yy (v, = yA®(x1, T2y .o, Ty ooy ) = (21,2, ., Yy o, Th))s
gde je ®(xy, 29, ..., T4, ..., Ty,) literal?!.

Zbog jednostavnosti, za zapis preostalih aksioma umesto navedenog skupa simbola

koristi¢emo tri tipa simbola za promenljive: velika latinicna slova X, X1, X5, ..., Y, Z, ...

(intuitivno za tacke), mala latini¢na slova x, z1, o, ...,y, 2, ... (intuitivno za prave) i
grcka slova @, @1, ¢a, ..., X, ¥, ... (intuitivno za ravni); kao i odgovarajuca tri tipa sim-
bola za (uvedene) konstante: A, Ay, A, ..., B,C,...;a,a1,a9,...,b,c,... 1, a1,a9,..
Npr. koristeéi navedene simbole pisa¢emo IX A(X) (gde je A neka formula) umesto (u

19U dokazivacu EUKLID koristi se specifican sistem izvodenja, ali u ovom delu rada, dok govorimo o
svojstvima teorije £, smatra¢emo da se koristi neki od uobicajenih sistema izvodenja (v.npr.[Men64, str.57]).

20U dokazivacu EUKLID aksiome zasnovanosti koriste se implicitno.

2INaglasimo da se time saglasnost ne uvodi kao shema, veé kao konac¢an niz aksioma. U samom dokazivacu,
kao aksiome se, zbog pojednostavljivanja dokaza, koriste i tvrdenja o saglasnosti jednakosti sa definisanim
predikatima koje se koriste u dokazivacu (v. tabelu 3.1).

By
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najpre uvedenom jeziku) Jz(S(z) A A(z)), VXA(X) umesto Vz(S(z) = A(x)), A(a)
umesto =P (a) V A(a) i sl

Veéina preostalih aksioma zasnovana je na aksiomatskom sistemu iz [Lu94]. Oznake
aksioma u uglastim zagradama predstavljaju oznake aksioma iz tog sistema. Aksioma
N; se ne pojavljuje u pomenutom sistemu, a aksioma A, predstavlja jacu varijantu
aksiome paralelnosti (v. aksiomu paralelnosti iz [Hi99, str.26] i teoremu 26.1 iz [Lu94,
str.204]), pa su za njih oznake u uglastim zagradama izostavljene. Kao adekvatnije za
automatsko dokazivanje geometrijskih teorema, u aksiomatski sistem £ umesto aksiome
12 iz [L.u94] uvrstena je nesto slabija aksioma Py, a umesto 19 nesto jaca aksioma JP;.
Umesto aksiome I7 iz [Lu94], koristi se modifikovna varijanta — aksioma N7s (koja je

u skladu sa aksiomom N7). Aksioma I115 iz [Lu94] razdvojena je na aksiome N3 i
Py, a aksioma I116 na aksiome Py i Ps.

Navedimo najpre definicije koje, zbog jednostavnijeg zapisa, koristimo u formulaciji
geometrijskih aksioma:

Tri tacke X,Y 4 Z su kolinearne ako ¢ samo ako su incidentne nekoj pravoj x.
VXVYVZ3x(kolin(X,Y,Z) = (Z(X,x) NZ(Y,2) NZ(Z, x)))

VXVYVIN2(Z(X,2) NI(Y,2) NI(Z,x)) = kolin(X,Y, Z))

Cetiri tacke X,Y, Z i U su komplanarne ako i samo ako su incidentne nekoj pravoj

0.
VYXVYYVZVU 3¢ (kompl(X,Y, Z,U) = (Z(X, ¢) NI(Y, $) NT(Z, ) NI(U, 9)))

YXVYVZYUYS((Z(X, 6) ALY, d) NI(Z,6) ANT(U, ) = kompl(X,Y, Z))

Dwve prave x 1y se seku ako i samo ako postoji tacka X koja je incidentna i jednoj
i drugoj.
VaVy3dX (seku_se(z,y) = (Z(X,z) NZ(X,y)))

VaVyVX ((Z(X, ) NI(X,y)) = seku_se(x,y))

Prava x i ravan ¢ se seku ako 1 samo ako postoji tacka X koja je incidentna i jednoj
1 drugoj.
VaVo3X (seku_se(z, ) = (Z(X,x) NI(X, ¢)))

VaVov X (Z(X, ) NI(X, ¢)) = seku_se(x, d))

Dve ravni ¢ 1 ¢ se seku ako i samo ako postoji tacka X koja je incidentna i jednoj
i drugoj.
VovIX (sehu_se(, 1) = (Z(X, ) AZ(X, 1))

VoViV X ((Z(X, ¢) NI(X, ) = seku_se(p, 1))
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Neproduktivne aksiome

N : 2 Ako je tacka X incidentna pravoj x, i prava z incidentna ravni ¢, onda je
tacka X incidentna ravni ¢.

VXVaVo(Z(X, 2) AL(z,d) = I(X, ¢))

Ny : Za svaku pravu z, svaku tacku X i svaku ravan ¢ takve da je tacka X
incidentna ravni ¢, a nije incidentna pravoj x i da je prava x incidentna ravni ¢,
postoji najvise jedna prava incidentna ravni ¢ takva da joj je incidentna tacka X, a ne
seCe se sa pravom x, nije joj incidentna nijedna tacka koja je incidentna pravoj x.

VeV XVVyVz(-L(X, 2) NI(X, ¢) NI(x, ¢) NT(X,y) NI(X, 2) NIy, ¢) AI(2, )

N=seku_se(x,y) N\ mseku_se(x, z) = y = z)

N3 [III1] Akosu X,Y, Z, U tacke takve da je (X,Y) = (Z,U)i X =Y, tada je
Z=U.
VXVYVIVU((X,Y) = (ZUAX =Y = Z = U)

Ny [I1I3] Ako su X,Y,Z UV, W tacke takve da je (X,Y) = (Z,U) i, uz to,
(X,Y) = (V,IV) tada je (Z,0) = (V, ).

VXVYVZVUYVYW ((X,Y) = (Z,U) A (X, Y) = (V,W) = (Z,U) = (V,W))

Ns: [I117) Akosu X, Y, Z, X', Y"1 Z' tacke takve da vazi B(X, Z,Y)i B(X', Z',Y")
(X, 2)=2 (X, 2)i(Y,Z2)= (Y, Z) tadajei (X,Y) = (XY).

VXVYVZYX'VYNZ (B(X, Z,Y)ANB(X', 2/ YN (X, Z) = (X', Z)A (Y, Z) = (Y', Z')

= (X,Y) = (X"Y")

Ng @ [I11] Ako za tacke X,Y 1 Z vazi B(X,Y, Z) tada su one razlicite kolinearne
tacke.

VXVYVZ(B(X,Y,Z) = X #Y ANY # ZNZ # X A kolin(z,y, 2))
N7 [I12] Ako je B(X,Y, Z) tada je B(Z,Y, X).
VXYYVZ(B(X,Y, Z) = B(Z,Y, X))
Ng @ [113] Ako je B(X,Y, Z) tada nije B(X, Z,Y).
VXYYVZ(B(X,Y,Z) = —B(X,Z,Y))

22U odnosu na uobicajene aksiomatske sisteme ova aksioma je kvalitativno nova Ai. Po standardnoj klasi-
fikaciji ova aksioma bila bi uvrstena u grupu aksioma incidencije.
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Ny : [I112] Ako su X iY bilo koje dve tacke tada je (X,Y) = (Y, X).
VXVY ((X,Y) = (Y, X))
Nio : [13] Postoji najvise jedna prava kojoj su incidentne dve razlicite tacke.
VXVYVaVy(X 2YIZ( X, 2) NZ(Y,2) NI(X,y) NZ(Y,y) = = =y))
Ni1 @ [I6] Postoji najvise jedna ravan kojoj su incidentne tri nekolinearne tacke.
VXYYV ZY N (=kolin(X, Y, Z)NL(X, o) NZ(Y, §)NL(Z, ) NL(X, Y)NLZ(Y, )AL (Z, )
= ¢ =1))

Nia o [IT] Ako su dve razlicite tacke, koje su incidentne nekoj pravoj, incidentne
nekoj ravni, onda je ta incidentna istoj ravni.

VXVYVVO(X £ Y AT(X,2) AZ(Y,2) ANI(X, 0) NI(Y, ¢) = I(Z, x))

Nis @ [I115] Ako su X 1Y dve razlicite tacke i tacke Z, U; 1 Us incidentne nekoj
pravoj z, takve da su tacke U; i Us razlicite i vazi (X,Y) = (Z,U;) i (X,Y) = (Z,U,)
onda vazi i B(Uy, Z,Us,).

VXVYVZYUNUNZ(X £ Y ANL(Z,2) AUy # UsA

I(Ul,ZE) /\I(UQ,I’) A (X, Y) = (Z, Ul) VAN (X, Y) = (Z, UQ) = B(Ul, Z, UQ)

N o [III7) Ako su X,Y,Z i X1,Y1,Z; dve trojke nekolinearnih tacaka, x i
x1 prave kojima su incidentne tacke X i Y, odnosno X; i Y] i ako su U i U; tacke
incidentne pravama x, odnosno x; takve da je (X,Y) = (X1,Y7), (Y, Z2) = (Y1, 21),
(Z,X) = (2, X1)1 (Y,U) = (Y1,Uy) tada je i (X, U) = (X1, Uy).

VXYYV ZYUYZY X VY V2 VUV (T(X, 2) ANT(Y, 2) A ~L(Z, ) AL(U, z)A

I(Xl,l‘l) /\I(Yl,l’l) A _\I(thlfl) /\I(Ul,l‘l) N ()(7 Y) = (Xl,Yi) A (Y, Z) = (Yl, Zl)/\
(2, X) = (Z1, X0) A (Y U) = (Y1, U0h) = (X, U) = (X4, Uy)

Granajuce aksiome

Gi : [II5] Ako su X,Y,Z tri kolinearne tacke od kojih svake dve nisu identi¢ne
tada je B(X,Y, Z) ili B(Y, Z, X) ili B(Z, X, Y).

VXVYVZ(X £ YAY # ZAZ # X Akolin(X,Y, Z) = B(X,Y, Z)WB(Y, Z, X)VB(Z,X,Y))

Gy [I16] Ako su X,Y,Z tri nekolinearne tacke incidentne ravni ¢, x prava koja
je incidentna ravni ¢ i nije joj incidentna tacka X, i U tacka koja je incidentna pravoj
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x, takva da je B(Y,U, Z), tada je pravoj z incidentna tacka V', takva da je B(Z,V, X)
ili tacka W, takva da je B(X,W,Y).

VXYYV ZVONGYU IV AW (Z(X, §)NL(Y, $)AL(Z, d) AL (2, ))AL(X, 2) AZ(U, 2)AB(Y, U, Z) =
(B(Z,V.X) NI(V,z)) V (B(X,W.Y) NI(W, x)))

Produktivne aksiome

Py . [1116] Ako su X,Y, Z tri nekolinearne tacke i X', Y’ tacke incidentne nekoj
ravni ¢ takve da je daje (X,Y) = (X', Y’), tada postoje tacke Z] i Z} incidentne ravni ¢
takve da je (X, 2) = (X', Z)), (Y Z) = (V', Z)) 1 (X, 2) = (X', Z), (V, 2) = (V", Z})
VXYY VZYX'VYY$IZ| 32 (~kolin(X, Y, Z)NI(X', &) NI(Y', )N (X, Y) = (X', Y') =

(X, 2)= (X" Z2)N(Y,2) = (Y, Z)N(X, 2) = (X, Z) N(Y, Z) = (Y', Z3))

Py i [I116] Ako su tacke XY, Z; i Z, incidentne nekoj ravni ¢, takve dasu X iV
razli¢ite i incidentne nekoj pravoj x, Z; i Z, razlicite i nisu incidentne pravoj x i vazi
(X, Z1) = (X, Zy) 1 (Y, Zy) = (Y, Z,), tada postoji tacka U incidentna pravoj z takva
da je B(Z1,U, Zs).

VXVYVZV ZVaVoTU(Z(X, 6) A T(Y, ) AL(Z1, ¢) AL(Za, §) A Z1 # Zo

I(X, 2) ALY, 2)A~L(Z1, £) A=TL(Za, 2)NX, Z1) =2 (X, Z)NY, Z0) = (Y, Zo) = B(Z1,U, Zs))

Ps : [I8] Ako za dve razlicite ravni postoji jedna tacka koja im je incidentna, onda
postoji najmanje jos jedna tacka koja im je incidentna.

VOVUYXIY (6 # & AT(X,8) AT(X,9) = I(Y,6) AT(Y, ) A X #Y)

Py [12] Za svake dve razlicite tacke postoji bar jedna prava kojoj su incidentne.
VXVYJze(X #Y = IZ(X,2) NZ(Y, x))

Ps . [I5] Za svake tri tacke postoji bar jedna ravan kojoj su incidentne.

VXVYVZ3P(Z(X, ) NZ(Y, ) NI(Z,9))

Ps : [I1] Svakoj pravoj incidentne su najmanje dve razlicite tacke.
Ved XY (Z(X,2) NZ(Y,2) N X #Y)

P; . [I4] Svakoj ravni incidentne su najmanje tri nekolinearne tacke.

VeAXIAYIZ(T(X, ¢) NI(Y, d) ANI(Z, ¢) A —kolin(X,Y, Z))
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Ps o [II14] Ako su X iY dve razlicite tacke, tada postoji tacka Z takva da je
B(X,Y,Z).
VXYY 3Z(B(X.Y, Z))
Py : [I115] Ako su X iY dve razlicite tacke i tacka Z incidentna nekoj pravoj

x, tada postoje tacke U; i U, incidentne pravoj = takve da vazi (X,Y) = (Z,U),
(Xa Y) = (Z’ UQ) 1 B(Ulu Z7 UQ)

VXYYV ZY23U, AU5(X # Y ANL(Z, 2) = T(Ur, 2) AL(Us, 2)A(X,Y) = (Z, U)A(X,Y) 22 (Z,U,)

Jako produktivne aksiome

JPy: [19] Postoje cetiri razli¢ite nekoplanarne tacke.
AXAYVIZIU(X AYAX £ ZANX £UNY % ZAY £ UNZ # UA—~kompl(X,Y, Z,U))

Aksioma neprekidnosti®

C : Sve recenice oblika
VVVW .. A{FZVXY [P AV = B(Z,X,Y)] = UVzy(d AV = B(X,U,Y))}

gde je ® bilo koja formula u kojoj se promenljive X, V,W,... alineiY i Z, pojavljuju
kao slobodne, i slicno ¥ — sa izmenjenim ulogama za X i Y.

Oznaci¢emo sa &’ teoriju koja se dobija kada se u aksiomatskom sistemu teorije
£ shema aksioma C zameni aksiomom C’. Za razliku od teorije &£, teorija &' nije
potpuna, ali je konac¢no aksiomatizovana i pokriva veé¢inu uobicajenih sadrzaja koje
pokriva teorija &.

C

VXVYVYZYX\VZVU Y, (U, X) = (U, X))AU, Z) = (U, Z2)AB(U, X, Z)NB(X, Y, Z) =

(U,Y) = (U, Y)) NB(X1,Y1,721))

23 Aksiome C i C' preuzete su iz aksiomatskog sistema Tarskog.
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Da bi se pojednostavilo izvodenje dokaza, u samom dokazivacu koriste se i sledece
jednostavne teoreme:

Ako je tacka X incidentna pravoj x, onda postoji tacka Y razlicita od tacke X i
incidentna pravoj x.

Ako je tacka X incidentna ravni ¢, onda postoje tacke Y i Z incidentne ravni ¢,
takve da tacke X, Y 1 Z nisu kolinearne.

Ako su tacke X 1Y razlicite i incidentne ravni ¢, onda postoji tacka Z incidentna
ravni ¢, takva da tacke X, Y 1 Z nisu kolinearne.

Ako postogi tacka X, onda postoje tacke Y, Z i U, takve da tacke X, Y, Z i U nisu
komplanarne 1 svake dve su razlicite.

Ako postoje razlicite tacke X 1Y, onda postoje tacke Z 1 U, takve da tacke X, Y,
Z 1 U nisu komplanarne i od te cetiri tacke svake dve su razlicite.

Ako postoje nekolinearne tacke X, Y i Z, onda postoji tacka U, takva da tacke X,
Y, Z 1 U nisu komplanarne i od te cetiri tacke svake dve su razlicite.

Ako vazi kolin(X,Y, Z), onda vazi i kolin(X, Z,Y), kolin(Y, X, Z), kolin(Y, Z, X),
kolin(Z, X,Y) i kolin(Z,Y, X)

Ako vazi kompl(X,Y, Z,U), onda vazi i kompl(X,Y,U, Z), kompl(X, Z,Y,U),
kompl(X, Z,U,Y), kompl(X,U,Y,Z), kompl(X,U,Z,Y), kompl(Y,X,Z U),
kompl(Y,X,U,Z),  kompl(Y,Z,X,U), kompl(Y,Z U X), kompl(Y,U,X,Z),
kompl(Y U, Z, X),  kompl(Z,X,Y,U), kompl(Z, X,U,Y), kompl(Z,Y,X,Z),
kompl(Z,Y,Z, X), kompl(Z,U,X,Y), kompl(Z,UY,X), kompl(UX,Y,Z),
kompl(U, X, Z)Y),  kompl(U,Y,X,Z), kompl(U)Y,Z X)), kompl(U, Z,X,Y)
i kompl(U, Z,Y, X).

Ako su razlicite tacke X, Y 1 Z i prava x takve da su tacke X 1Y incidentne pravoj
x, a tacka Z nije, onda tacke X,Y 1 Z nisu kolinearne .

Ako su tacke X,Y,Z iV, od kojih su svake tri nekolinearne, i ravan ¢ takve da
su tacke X,Y,Z incidentne ravni ¢, a tacka V nije, onda tacke XY, Z 1V mnisu
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komplanarne .

Ako su tacke X, Y i Z kolinearne, i ako su tacke X 1Y razlicite i incidentne su
pravoj x, onda je pravoj x incidentna i tacka Z.

Ako su tacke X, Y, Z i+ U komplanarne, i ako su tacke X, Y i Z nekolinearne 1
incidentne su ravni ¢, onda je ravni ¢ incidentna i tacka U.

Za svake tri tacke X, Y 1 Z, ako vazi B(X,Y,ZC), onda ne vazi (X,Y) = (X, Z2).

Za svaku pravu x, svaku tacku X 1 svaku ravan ¢ takve da je tacka X incidentna
ravnt ¢, a nije incidentna pravoj x © da je prava x incidentna ravni ¢, postoji prava
incidentna ravni ¢ takva da joj je incidentna tacka X, a ne sece se sa pravom .

1.4.2 Klasifikacija i struktura aksioma

Primetimo da, izuzev aksiome neprekidnosti C, sve aksiome teorije &£, ukljucujuci ak-
siome zasnovanosti i aksiome jednakosti, kao i aksioma C’, imaju jednu od slede¢ih
formi:

Vo Vo . Ve, 3y ys - oy (P(xy, 22y ooy ) = (2, Toy ooy Ty Y1, Y2 ooy Um)) (mym > 1)

(1.1)
Vo Ve .. Ve, 3y - . Fym (P21, 29, .y ) = (1.2)
\Dl(xla T2y iy Ty Y1, Y2, -y ym) V \112(1’1,.%2, cey Ty Y1, Y2, 7ym) V...
NV UL(Ty, Ty T, Y15 Y2y o Ym))  (Rym > 1)
Vi Vg .. Vo, (P(xy, za, .y 2) = V(2, 22, .0y 7)) (R >1) (1.3)
31 3a - Iy (Y (Y1, Y25 5 Ym)) (M > 1) (1.4)

gde su @, Ui U, literali nad nekim od promenljivih xq, xs, ..., x,,, odnosno yy, Y, ..., Ym

Jednu od navedenih formi ima i svaka od definicija i teorema navedenih u poglavlju
1.4.1. U dokazivacu EUKLID koristimo i njih na slican (ili isti) na¢in kao aksiome.

Prvu od navedenih formi zva¢emo univerzalno-egzistencijalnom (formom 3V), drugu
univerzalno-egzistencijalno-disjunktnom (formom 3VV), treéu univerzalnom (formom
V) i cetvrtu egzistencijalnom (formom 3) 24, Sve cetiri forme oznacavacemo zajedno sa

F.

240 ovakvim formama geometrijskih aksioma pisao je i Tarski (v. [Ta71, str.171]), ali u drugom kontekstu.
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Strukturom aksioma i efikasnosc¢u izvodenja dokaza i prirodom dokazivaca EUKLID
motivisana je nova klasifikacija geometrijskih aksioma. Po toj klasifikaciji, geometri-
jske aksiome ne delimo (kao Sto je uobic¢ajeno) na aksiome incidencije, rasporeda, po-
dudarnosti, neprekidnosti i paralelnosti - ne delimo ih po "temi” o kojoj govore, veé¢
po njihovoj strukturi i to na:

-logicke aksiome (aksiome zasnovanosti i aksiome jednakosti);

-neproduktivne aksiome (univerzalne aksiome);

-granajuce aksiome (univerzalno-egzistencijalno-disjunktne aksiome);

-produktivne aksiome (univerzalno-egzistencijalne aksiome);

-jako produktivne® aksiome (egzistencijalne aksiome);

Navedena podela aksioma, koja je proistekla iz samog koncepta dokazivaca prirodno
odgovara formama struktura aksioma o kojima je ve¢ bilo reci. Po kriterijumima po
kojima su razvrstane u grupe, aksiome su poredane i okviru grupa. Taj poredak nije
utvrden potpuno egzaktno, ve¢ u skladu sa intuitivnim ocenama stepena u kojem se
ispoljava svojstvo odgovarajuc¢e grupe aksioma, ali i u skladu sa brojnim eksperimen-
tima i potvrdenim primerima ”efikasnih” dokaza. Raspored aksioma u okviru grupa
vazan je zbog efikasnosti izvodenja dokaza, ali ne utice na skup teorema koje dokazivac
EUKLID moze da dokaze.

1.4.3 Svojstva teorije &

U ovom delu teksta, smatrajuéi (za sada) da koristimo neki od uobicajenih sistema
izvodenja, utvrdiéemo svojstva teorije £26. Pre toga, definisa¢emo interpretaciju teorije
&€ u nekom modelu F teorije realno zatvorenog polja.

Neka je sistem F = (F, —, -, <) uredeno polje (F' je skup, + i - su binarne operacije
za koje je F' zatvoren i < je binarna relacija nad elementima iz F'). Kazemo da je
uredeno polje F euklidsko ako je svaki nenegativni element skupa F' kvadrat (tj. ako
vazi Vo3y(0 <z = z =y - y)). Kazemo da je uredeno polje F realno zatvoreno ako je
euklidsko i ako svaki polinom neparnog stepena sa koeficijentima u F', ima nulu u F'

Neka je F* = F x F x F skup svih trojki (z,y, 2) (x,y, 2z € F). Podskupove Ay, A;
i Ay skupa P(F?) (P(F?®) je partitivni skup skupa F®) definisemo na slede¢i nacin:

a € Ag ako i samo ako a = {(z,y, 2)}

a € Ay ako i samo ako JrgIygIzo3 f1I foT fsVaVyVz((z,y,2) € a &

25U jednoj verziji dokazivaca EUKLID, zbog veée efikasnosti izvodenja dokaza, neke od produktivnih aksioma
(one koje zahtevaju ”slabe” uslove) svrstane su medu jako produktivne i celoj grupi dat je poseban status.
Time je smanjena ”produkcija” novih objekata i samim tim poveéana efikasnot izvodenja dokaza. Ipak, upravo
zbog promenjenih kriterijuma za uvodenje novih objekata, ta verzija dokazivaca ne moze da izvede sve dokaze
koje moze osnovna verzija.

Z6Peoreme 1.2 — 1.7 zasnovane su na rezultatima i idejama, iz teksta What is Elementary Geometry 2 Alfreda
Tarskog koje se odnose na geometrijski sistem uveden u tom tekstu (v.[Ta71]).
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fo(x —20) = fi(y — w0), f3(x — x0) = f1(2 — 20))

a € Ay ako i samo ako If13foIf3IfuVaVyVz((x,y,2) €a e fix+ foy + fsz+ fo =0

Neka je Ar = Ag U Ay U Ay. Predikatske simbole S, £, P, =, B i = preslikavamo
(interpretacijom I) u relacije Sz, Lr, Pr, =7, Zr, Br i Dy nad elementima iz Az
definisane na sledeéi nacin:

Sr(a) ako i samo ako a € A,
Lr(a) ako i samo ako a € A,
Pr(a) ako i samo ako a € Ay
a=r bakoisamo akoa =10
Zr(a,b) ako i samo ako a C b

Bz(a, b, c) ako i samo ako
a = {(Za, Y, 2a) }, b = { (2o, 4, 26) }, € = { (e, Yo, 26) }, =(a = b), =(b = ¢),
(Ta = 20) (Y — Ye) = (@ — ) (Wa — 1), (Ta — T6) (20 — 2) = (20 — ) (20 — 2);
0 < (Ta —xp)(Tp — ), 0 < (Yo — ) (U — ¥Ye), 0 < (20 — 25) (25 — 2c)

(a,b) =5 (¢,d) ako i samo ako
a= {(:Ea, Ya, Za)}a b= {(xba Yo, Zb>}> €= {(xm Ye; ZC)}v d= {(:Cda Ya; Zd)}v
(xa - Ib)z + (ya - yb)2 + (Za - Zb)2 - (xc - xd)Q + (yc - yd)2 + (Zc - Zd)2

Teorema 1.1 : D(R) = (Ag, ) je model teorije £**

Dokaz:
Sve aksiome teorije £ tacne su u modelu D(R). Kao ilustraciju, dokazatemo
tvrdenje za nekoliko aksioma.

Aksioma Ps

2R je uredeno polje realnih brojeva.
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Neka su a = {(24, Ya, 24)} 1 b = {(zb, Y, 25) } dve proizvoljne razlicite tacke (Sr(a),
Sr(b)). Postoji prava p (Lgr(p)) takva da je

(ZE,y,Z) €Ep<= (yb_ya)(w_xa = (:L‘b_ma)<y_y0>a (zb_za)($_xa) = (iL’b—ZEa)(Z—ZQ).

NN

Vazia C pibCp,tj. Zr(a,p) i Zr(b, p), sto je i trebalo dokazati.

Aksioma N
Neka su a = {(24, Yo, 2a)} 1 b = {(xp, yp, 25) } dve proizvoljne tacke (Sg(a), Sr(b)).
Tada je

(xa - xb)2 + (ya - yb)2 + (Za - Zb)2 = ($b - xa)Q + (yb - ya)2 + (Zb - za)z

tj. (a,b) =g (b, a), sto je i trebalo dokazati.
Aksioma Py

Neka su a = {(24, Ya, 2a)} 1 b = {(xp, s, 25)} dve proizvoljne razlicite tacke (Sg(a),
Sr(b)). Postoji tacka ¢ (Sgr(c)) takva da je

¢ ={(Te,Yer 2e)},  gdeje xe =21y — Ty Yo = 2 — Yar Ze = 225 — Za-
Neposredno se proverava da za tako odabranu tacku ¢ vazi Br(a,b,c).

Teorema 1.2 : M je model teorije £ ako i samo ako je M izomorfan sa modelom
D(F) nad nekim realno zatorenim poljem F.

Dokaz:

(«:) Na osnovu teoreme 1.1 D(R) je model teorije £. Svako realno zatvoreno polje
F je elementarno ekvivalentno sa poljem R (tj. svaka recenica koja vazi u jednom
polju vazi u drugom i obratno) (v. [Ta51]). Iz toga sledi da je model D(F) nad poljem
F elementarno ekvivalentan sa D(R), pa je D(F) model teorije £. 1z toga proizilazi
da je svaki sistem M koji je izomorfan sa D(F) takode model teorije £.

DR) = D(F)
~ =
M €

(=:) Neka je M model teorije £. (Zbog jednostavnosti, tacke u modelu M oznacavaéemo
velikim, prave malim latiniénim slovima, a ravni slovima grékog alfabeta.) Na osnovu
aksiome [J P, postoje Cetiri razli¢ite nekomplanarne tacke A, B,C' i D.

Na osnovu aksiome P, postoji prava kojoj su incidentnte tacke A i B (neka je to
prava a;). Na osnovu aksiome Pj postoji ravan kojoj su incidentne tacke A, B i C
(ozna¢imo je sa mp). Moze se dokazati da postoji jedinstvena prava (oznacimo je sa
as) takva da je upravna na pravoj a;, da je incidentna ravni m; i da joj je incidentna
tacka A (za definiciju upravnosti i dokaz pomenutog tvrdenja videti npr. [Lu94,str.94]
(analogno bi bili formulisani i za teoriju £)). Moze se dokazati da postoji jedinstvena
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prava (ozna¢imo je sa az) takva da je upravna na ravni 7 i da joj je incidentna
tacka A (za definiciju upravnosti prave i ravni i dokaz pomenutog tvrdenja videti npr.
[Lu94,str.97] (analogno bi bili formulisani i za teoriju £)). Neka su By i Bj tacke
razlicite od tacke A i incidentne redom pravama as i az. Neka je my ravan kojoj su
incidentne prave a; i ag, a m3 ravan kojoj su incidentne prave as i as.

Neka je F' skup svih tacaka koje su incidentne pravoj a;. Definisimo relaciju < za
sve parove tacaka incidentnih pravoj a;. Ako su tacke P i () tacke incidentne pravoj a;
kazemo da je P < @ ako su tacke P i () identi¢ne ili ako je B(P, A, B) i nije B(Q, P, A)
ili ako je B(A, P,Q) i nije B(P, A, B).

Definisimo operaciju + za sve parove tacaka incidentnih pravoj a;. Ako su tacke
P i @ tacke incidentne pravoj ai, paru tacaka (P, Q) pridruzujemo tacku R (piSemo
P+Q@Q = R) takvudaje (A, P) = (Q,R)ivazi A< PiQ < RilivaziP < Ai R < Q.

o—o0

A P Q R B A PR B

Lo

slika 1.1 slika 1.2

Definisimo operaciju - za sve parove tacaka incidentnih pravoj a;. Ako su tacke
P i @ tacke incidentne pravoj a; paru tacaka (P, Q) (pretpostavimo da vazi A < P
i A < Q) pridruzujemo tacku R (pisemo P - @) = R) izabranu na slede¢i na¢in: neka
je B’ tacka incidentna pravoj ay takva da je (A,B) = (A, B’) ; neka je @ tacka
incidentna pravoj ay takva da je (A,Q) = (A, Q') i nije B(B', A,Q’); neka je p prava
kojoj su incidentne tacke P i B’; tacka B’ nije incidentna pravoj a;, pa prave a; i p
nisu identi¢ne; neka je ¢ prava incidentna ravni 7 takva da joj je incidentna tacka @’
i takva da je paralelna pravoj p (za definiciju paralelnosti i dokaz da pomenuta prava
q postoji videti npr. [Lu94, str.193] (analogno bi bili formulisani i za teoriju £)); neka
je R incidentna pravoj a; i pravoj ¢ (takva tacka postoji; zaista, ako se prave a; i ¢
ne bi sekle, to bi znacilo da u ravni m; postoje dve razli¢ite prave (a; i p) kojima je
incidentna tacka P i koje su paralelne pravoj ¢, sto je kontradiktorno sa tvrdenjem
koje se moze dokazati u teoriji £ (za analogni dokaz videti npr. [Lu94,str.204])). Sli¢no
definiSemo operaciju - i akone vazi A < Pi A < Q.

Koriséenjem aksioma sistema £ bez aksiome neprekidnosti moze se dokazati da je



26 1. AKSIOMATIKA

sistem F = (F,+,-, <) uredeno polje, a kori¢enjem i aksiome neprekidnosti moze se
dokazati da je sistem F realno zatvoreno polje.

Neka je T proizvoljna tacka i neka su 77, 7" i T” podnozja upravnih iz tacke ¢t na
pravama a, as i az. Neka je xo tacka incidentna pravoj a; takva da je (A, yr) = (A, Ty)
i B(Ty, A, B) (ukoliko je B(T", A, Bs) ) odnosno =B(T3, A, B) (ukoliko je =B(7T", A, Bs)

).

Neka je T3 tacka incidentna pravoj a; takva da je (A,T") = (A, T3) i B(T3, A, B)
(ukoliko je B(T", A, Bs) ) odnosno —B(T3, A, B) (ukoliko je =B(T", A, Bs) ).

Tacki T pridruzujemo trojku £ = (11, Ty, T3), tj. trojku elemenata realno zatvorenog
polja F. Ta trojka je jedinstveno odredena, i obratno, svakoj trojki odgovara jedin-
stveno odredena tacka. Pravoj p pridruzujemo skup p svih trojki pridruzenih tackama
koje su incidentne pravoj p. Ravni r pridruzujemo skup 7 svih trojki pridruzenih
tackama koje su incidentne ravni p.

Moze se dokazati da vazi

S(a) ako isamo ako Sx(a),

L(a) ako isamo ako Lz(a),

P(a) ako isamo ako Pz(a),

a=1> akoisamo ako a=r

Z(a,b) ako isamo ako Zx(a,b),
B(a,b,c) ako isamo ako Br(a,b,¢é) i

(a,b) = (¢,d) ako isamo ako (a,b) = (é,d),

iz cega sledi da su sistemi M i D(F) izomorfni, sto je i trebalo dokazati.

Posledica: Recenica teorije & je teorema ako i samo ako je ta¢na u modelu D(R).

Dokaz:

(=) Na osnovu teoreme 1.1, D(R) je model teorije £, pa je svaka teorema teorije
€ tacna u D(R).

<«:) Na osnovu teoreme 1.2, sistem D(R) elementarno je ekvivalentan svakom mod-
elu teorije &, pa ukoliko je neka rec¢enica tacna u D(R), onda je ona tacna u svakom
modelu teorije £, iz ¢ega proizilazi da je ona teorema teorije £.

Teorema 1.3 : Teorija £ je potpuna i neprotivrecna.

Dokaz:
Ako za neku teoriju 7 postoji model M takav da je recenica teorema teorije T
ako i samo ako je ona ta¢na u modelu M, onda je ta teorija neprotivrecna i potpuna.
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Dakle, na osnovu posledice teoreme 1.2 neposredno sledi da je teorija £ neprotivrecna
i potpuna.

Svojstvo potpunosti moze se dokazati i na drugi nacin. Naime, teorija je potpuna
ako za svaku njenu recenicu vazi da je tacna u svakom modelu ili u nijednom modelu
teorije, odnosno ako su svaka dva modela elementarno ekvivalntna. Zaista, ako je neka
reCenica teorije £ tacna u modelu Mj, onda je ona ta¢na i u modelu D(R) (jer su oni
elementarno ekvivalentni). Sli¢no, ako je recenica tacna u D(R), onda je ona tacna
i u svakom modelu M, teorije £ (jer su oni elementarno ekvivalentni). Dakle, neka
reCenica je tacna u modelu M ako i samo ako je ta¢na u modelu Ms, pa su svaka dva
modela teorije £ elementarno ekvivalentna, iz ¢ega proizilazi da je teorija £ potpuna.

Teorema 1.4 : Teorija & je odluciva.

Dokaz:

Na osnovu poznate teoreme (v. [Ta7l,str.14]) potpuna teorija sa standardnom
formalizacijom (tj. teorija koje moze biti zasnovana u okviru predikatskog racuna
prvog reda sa jednakoséu) i sa rekurzivnim skupom aksioma je odlu¢iva. Teorija &
je teorija sa standarnom formalizaciom, sa rekurzivnim (iako beskona¢nim) skupom
aksioma i pri tom je, na osnovu teoreme 1.3, potpuna, pa je odluciva.

Teorema 1.5 : Teorija £ ne moze biti kona¢no aksiomatizovana.

Dokaz:

Koriséenjem aksioma sistema & bez aksioma neprekidnosti moze se dokazati da
je sistem F = (F,+,-, <) konstruisan u okviru dokaza teoreme 1.2 uredeno polje.
Beskonacna shema aksioma neprekidnosti moze biti zamenjena prebrojivim skupom
aksioma (tako da su stara i nova teorija ekvivalentne): Sy, Sy, So, ... gde Sy predstavlja
tvrdenje da je polje F euklidsko, a aksioma S,, (n > 0) predstavlja tvrdenje da u polju
F svaki polinom stepena 2n 4 1 ima nulu. Za svaki prost broj p moze se konstruisati
uredeno polje F,, u kojem svaki polinom stepena 2n +1 < p ima nulu i pri tom postoji
polinom stepena p koji nema nulu. Dakle, postoji sistem (D(F,)) (p je prost broj) u
kojem su zadovoljene sve aksiome teorije £ bez aksioma neprekidnosti i aksiome S,
zan < m (2m+ 1 = p), ali ne i aksioma S,,. To znac¢i da aksiomatski sistem koji
¢ine geometrijske aksiome bez neprekidnosti i skup aksioma Sy, 51, Ss, . .. ne moze biti
zamenjen ekvivalentnim konacnim skupom aksioma i dalje, da teorija £ ne moze biti
konaé¢no aksiomatizovana.

Teorija &£, dakle, ne moze biti konacno aksiomatizovana, ali se medu njenim pod-
teorijama izdvaja (kona¢no aksiomatizovana) £, u okviru koje je moguée dokazati
mnostvo teorema teorije £ (veéinu onih iz uobicajenih kurseva geometrije). Izmedu
ostalih teorema teorije £ koje ne vaze u &£ su teoreme koje ne mogu biti dokazane
koriséenjem tzv. elementarnih konstrukcija (pomoc¢u lenjira i Sestara) kao $to je npr.
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teorema koja tvrdi da za svaki ugao postoje dve poluprave koje ga razlazu na tri po-
dudarna ugla.

Teorema 1.6 : M je model teorije £ ako i samo ako je M izomorfan sa modelom
D(F) nad nekim euklidskim poljem F.

Navedena teorema moze biti dokazana na slican nacin kao teorema 1.2. Kako
postoje euklidska polja koja su realno zatvorena i ona koja to nisu, vazi sledi tvrdenje:

Teorema 1.7 : Teorija £ je nepotpuna.

U tekstu What is elementary geometry ¢ Alfred Tarski (v. [Ta7l, str.174]) je za
tamo izlozen geometrijski aksiomatski sistem (analogan sistemu &) izneo je i hipotezu
koja moze biti formulisana i za teoriju £’

Hipoteza Tarskog 1: Teorija £ nije odluciva.

Pored pomenute hipoteze, Tarski je u istom tekstu postavio i hipotezu da vazi jos
jace tvrdenje koje analogno moze biti formulisano za teoriju &:

Hipoteza Tarskog 2: Bilo koja kona¢no aksiomatizovana podteorija teorije £ nije
odluciva.
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DEDUKCIJA

2.1 Razvoj sistema za izvodenje dokaza

Vekovima je izvodenje dokaza bilo zasnivano iskljuc¢ivo na sistemu aristotelovskih silo-
gizama. Verovatno prvi nagovestaj predikatskog racuna i pravila izvodenja kakve danas
poznajemo nalazimo u tekstovima Lajbnica, u kojima on nagovestava svoj veliki pro-
jekat — razvoj "racuna zakljucivanja” (lat. calculus ratiocanator)i”univerzalnog jezika”
(lat. lingua characteristica). Gledajuéi daleko ispred svog vremena, on za svoj plani-
rani sistem govori ”. .. da ¢e biti osloboden nuznosti razmisljanja o stvarima samim, ali
ipak ¢e sve biti ispravno”. Na zalost, u svom ambicioznom projektu koji je trebalo da se
odnosi na sve nauke, Lajbnic nije otiSsao mnogo dalje od Aristotelovog sistema i razvio
je tek mali deo onog Sto danas zovemo Bulovom algebrom. Tek dva veka nakon po-
javljivanja pomenutih Labnicovih ideja, definisan je prvi ”racun zakljucivanja” (Dzordz
Bul, 1847), a dvadesetak godina nakon toga napravljen je i prvi mehanicki sistem
koji ga je koristio — masina za proveravanje bulovskih identiteta koju je 1869. kon-
struisao Stenli Dzevons. Kljuéni rad u definisanju danas uobicajenog predikatskog
racuna, verovatno je Begriffsschrift (”zapisivanje koncepata”) Gotliba Fregea iz 1879.
godine u kojem su, izmedu ostalog, precizno uvedeni fomalni jezik i svojstva kvan-
tifikatora i u kojem je klju¢no mesto u izvodenju dokaza dato pravilu modus ponens.
Ovaj rad moze se smatrati i direktnim zacetnikom moderne logike i formalnih jezika
(ukljucujudi i programske jezike). Nakon toga, sledile su decenije burnog razvoja logike
ispunjene znacajnim rezultatima i oStrim raspravama i suprotstavljanjima po pitanjima
poimanja formalnih jezika, dokaza, beskonacnosti i posebno koncepta intuicionisticke
matematike (u to vreme oli¢enog pre svih u Braueru). U odbranu klasi¢ne matem-
atike od napada intuicionista (koji prihvataju samo konstruktivne metode u izvodenju
dokaza) formulisani su jasni ”metamatematicki programi” u jednom radu Emila Posta
iz 1920. godine (koji se odnosio na iskazni racun) i 1928. godine u znamenitoj knjizi
Grundzuge der Theoretischen Logik Hilberta i Akermana. U ovoj knjizi formulisana
je aksiomatika za predikatski rac¢un i dokazano mnostvo njegovih svojstava (izmedu

29
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ostalog 1 svojstvo potpunosti). Ostao je otvoren tzv. FEntscheidungsproblem — prob-
lem pronalazenja opsteg algoritma koji za datu recenicu proverava da li je teorema.
Negativan odgovor na ovaj problem stigao je nekoliko godina kasnije u rezultatima
Gedela, Skolema i Tjuringa u kojima je dokazano postojanje (esencijano) nepotpunih
i neodlucivih teorija (v.npr.[Men64],[Ta69] ili [Mi86]).

Veé od tog vremena — od prve ¢etvrtine XX veka, istorija razvoja teorije dokaza
gotovo se poklapa sa istorijom razvoja automatskog dokazivanja teorema. Radovi
Skolema i Herbranda iz dvadesetih i tridesetih godina bili su od presudnog uticaja na
veliku veéinu sistema za automatsko dokazivanje teorema (zasnovanih na prikladnim
pravilima izvodenja). To se pogotovu odnosi na Sezdesete i sedamdesete godine kada
oblast automatske dedukcije uzima maha i kada su razvijeni mnogi znacajni sistemi
izvodenja prilagodeni automatskoj primeni — pomenimo samo metod tabloa (Evert Bet,
1958.) 1, jedno vreme dominantan, metod rezolucije (Alen Robinson, 1963.). Uprkos
kociznosti metoda rezolucije koja se ogledala u primeni samo jednog pravila izvodenja
i uprkos ogromnoj energiji ulozenoj u unapredenja, velika pocetna ocekivanja pocela
su da splasnjavaju (najpre pod uticajem istrazivaca sa MIT-a) i sve se manje verovalo
da metod rezolucije, bez obzira na modifikacije, moze da dovede do efikasnih resenja
u automatskom dokazivanju teorema. Veé¢ sedamdesetih godina istrazivaci se okrecu
kvalitativno drugacijim pristupima, tragajuci sve ceS¢e za mogucénostima za formal-
izaciju i oponasanje uobicajenog, intuitivnog rasudivanja. Teorijsku bazu za takve
sisteme cesto predstavlja prirodna dedukcija — sistem koji je tridesetih i cetrdesetih
godina razvio Gerhard Gencen (v. dodatak i [Gen, str 68], [Pr65]) sa po¢etnom moti-
vacijom koju oslikavaju sledece recenice: ”. .. formalizacija logicke dedukcije, pogotovu
kako su je razvili Frege, Rasel i Hilbert, prilicno je daleko od formi dedukcije koje se
u praksi koriste u matematickim dokazima. Zauzvrat su dobijene znacajne formalne
prednosti. Suprotno, ja sam odlucio da izgradim formalni sistem koji je, koliko je to
moguce, blizak stvarnom rasudivanju. Rezultat je ra¢un prirodne dedukcije’ (NJ za
intuicionisticku i NK za klasi¢nu predikatsku logiku) ...”. Na tragu Gencenovih radova
razvijeno je viSe njegovih varijanti i sistema za automatsko dokazivanje teorema.

2.2 Sistem izvodenja dokaza u dokazivacu EUKLID

U izgradnji sistema EUKLID, tezilo se ka formulisanju i primeni pravila izvodenja (u
okvirima predikatskog racuna prvog reda) koja su uobic¢ajena u geometriji, kako bi
generisani dokazi bili §to blizi tradicionalnim, intuitivnim dokazima. S druge strane,
sistemu pravila izvodenja morala se obezbediti prezicnost, a redudancija svesti na sto
manju meru. Sistem izvodenja koji se koristi u dokazivacu EUKLID je "negde izmedu”
Gencenovog i Hilbertovog koncepta i ima ogranicenje da moze da se koristi samo sa
dokazivanje tereoma jedne klase zapisanih u konkretnoj formi (pri ¢emu, u nekom od
uobicajenih sistema (v.npr.[Men64,str 57]), moze da se dokaze da je svaku teoremu
te klase moguée zapisati u toj, specificnoj formi). Jedno od svojstava formulisanog
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sistema je (sli¢no kao i u Gencenovom sistemu) da se intuicionisticka i klasi¢na varijanta
razlikuju u samo jednoj aksiomi (u aksiomi tertium non datur).
Usvojimo najpre dogovor po kojem ¢emo recenice oblika

Vi Vo . Ve, 3y ys - Jym©O (21, Toy o Ty Y1, Y2, - - - Yin)

zapisivati krace kao
vi3je(, )
U dokazivac¢u EUKLID dokazujemo teoreme teorije £ koje imaju jednu od slede¢ih
formi:

vz 35O(7, §)
V2O ()
356 (7)
(© oznacava formulu teorije £ bez kvantifikatora i bez slobodnih promenljivih).

Primetimo da sve aksiome teorije £ imaju jednu od navedenih formi, tj. da su
forme F (v. poglavlje 1.4.2) specijalni slucajevi gore navedenih formi.

2.2.1 Shema dokaza u dokazivacu EUKLID
Pretpostavimo da treba dokazati teoremu oblika
VZ3IyO(Z, v)

(O oznacava formulu teorije £ bez kvantifikatora i bez slobodnih promenljivih). For-
mula ©(Z, ¢) moze se napisati u disjunktivnoj normalnoj formi (v.[Men64,str.25]):

(©; su konjunkcije literala).
Ako su formule ©1,0,,...0 (k > 0) literali (samo) nad promenljivim #, onda je:

O(F, ) = O1(T) V...V O(E) V O (,7) ... V O,(, 7)

OZ,y) = ~(201(Z) A ... AN =2Ok(Z)) V Opp1 (Z,7) ... V O,(Z,Y)

AW
Ako je formula ©,(%) (1 < i < k) atomicka, neka je ®;(Z) oznaka za —0,(Z), a u
suprotnom, ako je formula ©;(Z) negacija atomicke formule A(Z), neka je ®;(Z) oznaka
za A(Z) (u oba slucaja je ®,;(Z) je ekvivalentno sa —0;(Z), a pri tom su sve formule
®,(7) (1 <i < k) literali ; opisana transformacija koristi se kako bi se izbegla dvostruka
negacija i koriséenje odgovarajuceg pravila izvodenja):

O, ) = 2 (Pr(Z) AN ... ANP(Z)) V Ppyr (7, 7) ... V Pp(Z, Y)
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Neka je ®(Z) kradi zapis za $1(Z) A ... A Pk(Z), a V;(Z,9) za (2, 7). Tada je:

@(f,]j) _‘q)(f)v(qjl(f>y_')vv\DQ(f7g)) (q:p_k)

tj:
O(Z,9) = (%) = (V1(Z,§) V...V ¥y (T, 7))
Oznacimo sa ¥(Z, y) disjunkciju V1 (Z,7) V...V U, (7, 7). Dakle,

VI3jO(7, §) = VaIF(@ () = U(T, 7))

tj. treba dokazati formulu:
V(P (T) = ¥(Z,7)) (2.2)

Forma (2.2) odabrana jer se vedina geometrijskih teorema uobicajeno formulise
upravo u tom obliku. Za veéinu recenica ova forma nije jedinstveno odredena (neka od
formula ®; (i < k) moze da bude deo formule ¥, a ne formule ®), ali kada postoji vise
moguénosti biramo onu koja odgovara tradicionalnom geometrijskom pristupu!.

Sistem izvodenja iz [Men64, str.57] (ukljucujuéi i logicke aksiome) oznacava¢emo sa
M. Ako je iz skupa formula I' formula A izvodiva u sistemu izvodenja M zapisava¢emo
to na sledeci nacin:

' A.
Pretpostavimo da smo dokazali:
I, o' (a) - Iy (a,v) (2.3)
(T" oznacava skup aksioma teorije £'; ®'(d) oznacava skup literala ®,(a), Po(a), . . ., Pr(a@);

a oznacava nove simbole konstante, ili preciznije, simbole konstanti koji ne pripadaju
jeziku u kojem su formulisane aksiome teorije £ i formule ®(Z), ¥(Z,7).). Onda vazi
i:

[, ®(a) - 3V (a, g),
(gde je O(Z) = O1(X) A ... A Dp(Z)) iz Cega dalje sledi:
M'F®@) = yv(d,y) ([Menb4, str.61], teorema o dedukeiji)

I'FVZE(P(F) = FyV(Z, 7)) ([Menb4, str.57], generalizacija)
['FVidy(e(7) = V(Z,y)) ([Men64, str.85], preneks normal) (2.4)

Dakle, da bismo dokazali dokazali teoremu Y370 (Z, i) dovoljno je dokazati da vazi
L, ®(a) - v (ad,v)°.

Ako u (2.2) nijedna od formula ®; nije literal nad Z, onda, analogno prvom slucaju,
dokazujemo T' = 35V (@, i) (pri cemu jeziku teorije treba dodati nove konstante @) iz

U samom dokazivaéu teoreme se zadaju u formi (2.2) i u njemu se ne vrsi opisana transformacija.
2U sistemu EUKLID dokazi se izvode u obliku (2.3).
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¢ega proizilazi i T' + V233GV (Z,y) (V(Z,7) je formula u disjunktvino-normalnoj formi
ekvivalentna formuli O(Z, ¥)).

Sliéno, teoreme oblika VZO(Z) zapisujemo u obliku VZ(®(Z) = V(%)) (ako je to
moguce) ili u obliku VZ¥ () (¥ je formula u disjuntivno normalnoj formi) i dokazujemo
da vazi I', ®'(@) + ¥(d) odnosno I'" = W(@) (pri cemu jeziku teorije treba dodati nove
konstante @).

Za teoreme oblika 37O () dokazujemo tvrdenja oblika I' - 37¥ (¢) (¥ (7) je formula
u disjunktvino-normalnoj formi ekvivalentna formuli ©(%)).

2.2.2 Pravila izvodenja i logicke aksiome

Sistem izvodenja u dokazivacu EUKLID ¢ine sheme osam pravila i jedna logicka ak-
sioma.

Pravilo modus ponens (MP)3:

AL(@), As(@), ..., Ap(@)  VE(AD) A As(D) A ... A A (F) = D())
D(a)

(formule A; su literali nad nekim od konstanti @, D(d@) je formula u disjunktivno-
normalnoj formi bez slobodnih promenljivih i bez kvantifikatora).

Pravilo uvodengje konstanti (C):

D))

D(e)

(gde je D(¢) formula u disjunktivno-normalnoj formi bez slobodnih promenljivih i bez
kvantifikatora; ¢ oznacava nove simbole konstanti: ¢, co, ..., Cp).

Pravilo modus ponens sa uvodenjem konstanti (MPC):
Ay(@), Ag(@), .., An(@)  VZIY(AL(E) A As(T) A - A An(F) = D(T, §))
D(@.0)

(formule A; su literali nad nekim od konstanti @, D(d, ¢) je formula u disjunktivno-
normalnoj formi bez slobodnih promenljivih i bez kvantifikatora; ¢ oznacava nove sim-
bole konstanti: ¢, ¢, ..., Cp).

Pravilo wvodenje ¢injenica — introductio facta (IF):

[P1@@)]  [D5(@)] [Py (@)]

A(@), As(@), ..., An(@), Dy @) VD(@) V...V Dp(@) A1 Ay . A,

A

(ako je D;(a@) konjunkcija literala D} (@) A D?(d@) A ... A DY(d), onda [D}(@)] oznacava
uvodenje pretpostavki D} (@), D2(a), ..., DY(d) ; simboli A; oznacavaju ili F (simbol za

3Pravilo modus ponens u sistemu izvodenja E je specijalna instanca uobicajenog pravila modus ponens.
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kontradikciju, "laz”) ili neku re¢enicu W; u instanci ovog pravila u kojoj svi simboli
A,; predstavljaju kontradikciju (za 1 < i < m), kontradikciju oznacava i A; u instanci
ovog pravila u kojoj neki (bar jedan) od simbola A; predstavljaju recenicu ¥, a ostali
predstavljaju kontradikciju, simbol A oznacava re¢enicu V.)

Pravilo kontradikcija (F):

A —A
F

Pravila detekcije dokaza (D1), (D2), (D3):

(A je atomicka formula)

A (b), As(b), . . . ,An(z?)
(W1 (1) V Vo () V... V V(7))

(gde je W;(b) = A (B) A Ay(B) A ... A Ay (D) za neko i)
Pored navedenih pravila u sistem izvodenja dokazivaca EUKLID ulazi (za klasi¢nu
varijantu) i sledeca logicka aksioma — aksioma iskljucenja treéeg — tertium non datur

(TND)%:

AV —-A (A je atomicka formula)

U pravilu oblika % skup formula I" zovemo premisama, a formulu A posledicom.
U pravilima (C) i (MPC) ¢ oznacava nove konstante ci,ca,...c, (v. pravilo C
[Men64, str.73]). Za tako uvedene konstante kazemo da zavise od konstanti ay, as, . . . , a,.

Pravilo (IF) ima mno$tvo instanci, ali za teoriju £ broj disjunkata D; (i istovremeno
broj odgovarajuéih grana) — broj m — vedi je od 1 samo ako je formula D;(a@) V Dy(a@) V
.V D,,,(@) izvedena na osnovu granajuc¢ih aksioma G; (m = 3), Go (m = 2) ili na

*Tzostavljanem ove aksiome dobija se intuicionisti¢ka varijanta sistema. U geometriji je, medutim, broj
teorema koje je moguée dokazati bez koriséenja (u nekoj formi) pravila iskljuéenja treéeg (tertium non datur)
jako mali.
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osnovu aksiome (TND) (m=2). Jedna od takvih je npr. i sledeca instanca pravila
(IF):
[A] [-A]
Ay (@), As(a),..., Ay(a),AV-A F ¥(a)

v(a)

Dokaz izveden sistemom E moze se prikazati i u obliku povezanog usmerenog grafa
koji ima ta¢no jedan ¢vor ka kojem ne vodi nijedna ivica (pocetni évor dokaza) i taéno
jedan ¢vor iz kojeg ne vodi nijedna ivica (zavrsni c¢vor dokaza). Iz jednog ¢évora tog
grafa vodi vise ivica samo ako njemu odgovara primena pravila (IF). U tom ¢voru,
dokaz se grana na nekoliko poddokaza koji, ponovo na osnovu istog pravila (IF), vode
ka jednom c¢voru. Svaki usmereni put od pocetnog do zavrsnog ¢vora dokaza zovemo
granom dokaza.

Ako je iz skupa formula I' primenom navedenih pravila izvodiva formula A za-

pisava¢emo to na sledeci nacin:
E
' A.

U izlozenom sistemu E, ukoliko je formula ®(a@) u kontradikciji sa aksiomama teorije
E
&', moze se dokazati I', &' (@) - F . Ipak, u nekim takvim situacijama moze se (za neku

E
formulu ¥(a, y)) dokazatiiI', ®'(@) - Fy¥(ad, i). lako ne u skladu sa konceptom ”dobro
formiranih odnosa” i relevantne logike, to je u sistemu E (i u veéini drugih) ispravno,
ali se u tradicionalnim geometrijskim dokazima obicno izbegava takvo izvodenje.

Primer 1: Dokazimo sledeéu teoremu teorije £’

VaVy3z(p(z) At(y) A —i(x,y) = r(2) ANi(x, 2) Ni(y, 2))

(Za bilo koju pravu i tacku koja joj nije incidentna postoji ravan kojoj su inci-
dentne.)

Dokaz®:

1 p(a), t(p), ~i(p, a) hipoteze

2 t(q1),t(q2), 7q1 = g2,1(q1,a),i(g2,a) 1, Pg, (MPC)

3 p=gq1V-p=q1 1, 2, TND, (MP)

4 p=gq1 3, (IF) 42 -p=4q1 3, (IF)

51 i(p,a) 2, 41, I3, (MP) 52 P=q2V op=q2 1,2, TND

61 F 1,5, (F) (A=i(p,a)) [ 621  p=gq2 52, (IF) 622  —p=aq> 52, (IF)
721 i(p,a) 2,621, Z3, (MP) 722 r(b),i(p,b),i(q1,b),i(q2,b) 1,2,P5,(MPC)
821 F 1,721, (F), (A=i(p,a)) | 822 i(a,b) 2,722, N12,(MP)

922 Jy(r(y) Nila,y) Ai(p,y)) 722,822 (D2)

102 3y(r(y) Aila,y) Ailp, y)) (IF)

11 Sy(r(y) Adla,y) Ailp, y)) (IF)

5Navedenu teoremu moguée je dokazati i jednostavnije — u manjem broju koraka, ali ovde je izlozen dokaz
koji ilustruje uvedeni sistem izvodenja E
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Navedimo i odgovarajuéi dokaz (more geometrico) na prirodnom jeziku (videti i
sliku 2.1 — prikaz dokaza u obliku grafa):

Na osnovu aksiome Pg postoje dve tacke incidentne pravoj a (neka su to tacke q1 i g2). Tacke p i g1 su identicne
ili nisu identi¢ne.
Pretpostavimo da su tacke p i ¢ identicne. Tacka g; je incidentnta pravoj a, a tacke p i q1 su identi¢ne, pa, na

osnovu aksioma jednakosti, sledi da je tacka p incidentna pravoj a. Dakle, tacka p je incidentna pravoj a i tacka
p nije incidentna pravoj a. Kontradikcija!

Pretpostavimo da tacke p i g1 nisu identi¢ne. Tacke p i g2 su identi¢ne ili nisu identi¢ne.

Pretpostavimo da su tacke p i g2 identi¢ne. Tacka g2 je incidentnta pravoj a, a tacke p i g2 su identicne,
pa na osnovu aksioma jednakosti sledi da je tacka p incidentna pravoj a. Dakle, tacka p je incidentna
pravoj a i tacka p nije incidentna pravoj a. Kontradikcija!

Pretpostavimo da tacke p i g2 nisu identi¢ne. Na osnovu aksiome Pg postoji ravan b kojoj su incidentne
tacke p, q1 i g2. Tacke q1 i g2 su incidentne ravni b, pa je, na osnovu aksiome Ng ravni b incidentna i
prava a. Dakle, postoji ravan kojoj su incidentne tacka p i prava a.

Postoji ravan kojoj su incidentne tacka p i prava a.

Postoji ravan kojoj su incidentne tacka p i prava a.
p=qVp=q

P=a
P=qVp=q

P =q2
T(b)7 Z(p7 b)7 i(Q17 b)7 1

i(a,b)

Jy(r(y) Nia,y) Ai(

“3y(r(y) Aila,y) Ailp, y))

Fy(r(y) Nila,y) Nilp,y))

Slika 2.1

2.2.3 Svojstva sistema izvodenja E

Nedostaci sistema izvodenja E su to Sto on ne pokriva kompletan predikatski racun i
Sto se pretpostavlja da su formule sa kojima sistem operise ve¢ unapred zapisane na
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specifican nacin (to moze biti korigovano dodavanjem novih pravila izvodenja). Pored
toga, slicno Gencenovom sistemu, sistemu nedostaje odredenja formalna elegancija
koja proistice iz relativno velikog broja pravila izvodenja (npr. u odnosu na sistem
M). S druge strane, sistem E omogucava izvodenje dokaza veoma bliskih uobic¢ajenom
zaklju¢ivanju u veéini matematickih disciplina (pogotovu u geometriji). Takode, dokazi
koji se izvode u okviru sistema £ su ne samo prirodni i intuitivno jasni, ve¢ ¢esto i bitno
kra¢i od dokaza u drugim sistemima. U ovom poglavlju naves¢emo nekoliko svojstava
sistema izvodenja FE.

Teorema 2.1 (Teorema o dobroj zasnovanosti — soundness)

E
'-A—TFA.

Dokaz: Pravila (MP), (C), (MPC), (F), (D1), (D2), (D3) i aksioma (TND) su
kombinacije instanci pravila i teorema sistema izvodenja M, pa ako je neka formula
izvodiva primenom ovih pravila u sistemu F, onda je ona oc¢igledno izvodiva i u sistema
izvodenja M. Dokazimo npr. da ako je formula izvodiva pravilom (D2) iz nekog
skupa formula, onda je ona iz tog skupa formula izvodiva i u sistemu M. Neka je

—, - - -

U,(d,b) = Ay(a,b) A As(d,b) A ... AN A,(d,b) za neko i. U sistemu M vazi:

- - —, =

Iy Ai(d,b), Ay(a@,b), ..., An(a,b) = W,(a,b)

T, W;(@,b) - Wy (a@,b) V Wy(a@,b) V ...V W, (,b)
(

= - -

[0y (a, b) v ¥s(a,b) V...V, (ab) - 3y(¥,
odakle sledi i:

-, —, -

I, Ai(a,b), As(d,b), ..., An(d, b) F 3y(V(d,y) vV ¥ (d,y) V...V V,(a, 7)),

Sto je i trebalo dokazati.

Matematickom indukcijom dokazacemo tvrdenje teoreme za primene pravila (IF),
tj. dokazacemo da ako je iz skupa formula I', A, (@), A3(@), ..., An(a@), D1(@) V Dy(@) V
...V D, (@) primenom pravila (IF) u sistemu E moguce izvesti formulu ¢, onda je tu
formulu mogude izvesti i u sistemu M. Pravilo (IF) moze se formulisati i na slede¢i
nacin:

Ako vazi

T, Av(@), As(@), . An(@), DY@ b A, (i=1,2,...,m) (2.5)

onda vazi i
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(ako svi simboli A; oznacavaju kontradikciju, onda kontradikciju oznacava i simbol A;
ako bar jedan od simbola A; oznacava neku formulu v, a ostali oznacavaju kontradik-
ciju, onda simbol A ozna¢ava formulu .)

Za pravilo (IF) primenjeno u nekom dokazu kazemo da je nivoa 1, ako su tvrdenja
(10) (i = 1,2,...,m) dokazana bez korisenja pravila (IF). Za pravilo (IF) primenjeno
u nekom dokazu kazemo da je nivoa [, ako se u dokazima tvrdenja (10) koristi pravilo
(IF) nivoa I; (i = 1,2,...,m), ne koristi se pravilo (IF) veceg nivoa i pri tom vazi
=1+ maxie{1727.,,7m} ll

Ako se u dokazima tvrdenja (10) ne koristi pravilo (IF) i kako su, kako sto je ve¢
receno, sva pravila sistema E kombinacije instanci pravila i teorema sistema izvodenja
M, ocigledno je da vazi i:

[, A1(@), As(d), ..., An(@), Di(a) - A, (i=1,2,...,m),
odakle proizilazi (na osnovu svojstava sistema M) i
I Ay (@), Ao(@), ..., An(@), Dy(@) V Da(@) V ...V Dp(@) F A

(fde simbol A oznacava kontradikciju ako svi simboli A; oznacavaju kontradikeciju,
a formulu v, ako bar jedan od simbola A; oznacava formulu 1, a ostali oznacavaju
kontradikciju; u sistemu M simbol za kontradikciju moze biti definisan kao A A —A,
gde je A bilo koja formula.)

Dakle, tvrdenje teoreme vazi za dokaze u kojima se javlja pravilo (IF) nivoa 1.
Pretpostavimo da tvrdenje teoreme vazi i za dokaze u kojima se javljaju primene pravila
(IF) nivoa manjih od [ (I > 2) i dokazimo da ono vazi i za dokaze u kojima se javlja
pravilo (IF) nivoa I.

Pretpostavimo da se primena pravila (IF) i izvodenje

E
T, Ay(@), As(@), ..., An(@), D1(@) V Do(@) V ... V Dy (@) F A

u nekom dokazu zasniva na tvrdenjima u kojima se javljaju primene pravila (IF)
stepena I; (i = 1,2,...,m) i pri tome je | = 1 + max;eq1,2.m} i (odakle sledi i
Li<l (i=1,2,...,m)):

T, A@), As(@), .. A @), D@ E A (i=1,2,....m).
Na osnovu induktivne hipoteze, onda vazi i

[, A(a), Ax(d@), ..., A (@), Di(@) A (i=1,2,...,m),
odakle proizilazi (na osnovu svojstava sistema M) i

T, A(@), As(@), ..., An(@), D1(@) V Da(@) V ...V Dy(@) - A,
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Sto je i trebalo dokazati.

S obzirom na obrazlozenje iz prethodnog poglavlja, iz teoreme 2.1 sledi sledece
tvrdenje: da bismo npr. dokazali da vazi

T F VZ350(Z, §) ,

tj. da bismo dokazali teoremu
VZ3gO(Z, 1)
odnosno teoremu

vZ3y(e(z) = ¥(Z,7)) ,
dovoljno je dokazati da vazi

E
T, 8'(a) - 390(a, 7) -

U ovom tekstu iznesimo i slede¢u hipotezu: ako je I' skup aksioma teorije £’ i ako
je A formula teorije £ koja ima jednu od sledeée dve forme:

O(a, ),

WO(),
(O oznacava formulu teorije £ bez kvantifikatora i bez slobodnih promenljivih), onda
vazi:
B
r-A—TIFA,

tj. za navedene klase teorema teorije &', sistem E ima svojstvo potpunosti.

Primetimo da ako je u nekom ¢voru neke grane dokaza primenom pravila (MP)
izvednena formula W, onda taj korak dokaza moze biti eliminisan ako je formula W
i pre njega bila izvodiva primenom pravila (D1). Sli¢no, ukoliko je u nekom évoru
neke grane dokaza, primenom pravila (C) ili (MPC) izvedena formula ¥(c3) (gde ¢;
oznacava nove konstante), onda taj korak dokaza moze biti eliminisan, ako je i pre njega,
primenom pravila (D2) ili (D3) bila izvodiva formula ¥(¢7). Od tog ¢vora dokaza sva
pojavljivanja konstanti ¢; mogu da se zamene konstantama ¢; i pri tome sva izvodenja
ostaju ispravna. Iz navedenih ¢injenica o tome kako suvisni koraci dokaza mogu biti
eliminisani proizilazi i tvrdenje slede¢e teoreme vazne i za formulaciju algoritma za
automatsko izvodenje dokaza:

Teorema 2.2 (Teorema o redukeiji)

E
Ukoliko vazi I' - A, onda je iz skupa formula I, u okviru sistema F, moguce izvesti
formulu A tako da nema koraka dokaza u kojem je primenom pravila (MP) izvedena
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formula ¥, a da je pri tom ona mogla da bude izvedena i primenom pravila (D1), kao
ni koraka dokaza u kojem su primenom pravila (C) ili (MPC) uvedene nove konstante
¢5, za koje vazi W(¢3), a da je pri tom primenom pravila (D2) ili (D3) mogla da bude
izvedena formula W(¢;) za neke konstante ¢5.



ALGORITAM

3.1 Algoritmi za automatsko izvodenje dokaza

Jedan od prvih jasno formulisanih algoritama za automatsko izvodenje dokaza bio je
algoritam " British Museum” koji se zasnivao na sukcesivnom sintaksickom izvodenju
svih formula iz onih veé¢ dokazanih. U svakom koraku proverava se da li je, medu
tako generisanim formulama, i ona koja se dokazuje. Ve¢ je sistem Logic Theory Ma-
chine koji su u drugoj polovini pedesetih godina razvili Njuel, Sau i Sajmon (i koji se
odnosio na iskazni racun) ukljucivao i heuristike koje su usmeravale ” British Museum”
algoritam u skladu sa strukturom teoreme koja se dokazuje (v. [NSS83]). Takode kra-
jem pedesetih godina, pojavio se i Dzelernterov sistem Geometry Machine (v. [Gel63],
[Gel83]) za dokazivanje jedne (male) klase geometrijskih teorema zasnovan delimi¢no
na idejama Marvina Minskog. Pomenuti sistem uveo je dve kvalitativne novine u au-
tomatsko dokazivanje teorema. Prva od njih — zakljuc¢ivanje po analogiji — obezbedivala
je da ako se, u okviru dokaza teoreme, dokaze jedno pomoc¢no tvrdenje, nakon toga
prepoznaju i ne dokazuju analogna tvrdenja. Druga, joS znacajnija, tehnika uvedena
sistemom Geometry Machine bilo je tzv. ”koriséenje dijagrama”. ”Dijagram” je, za
svaku teoremu koju treba dokazati, predstavljao jednu njenu konkretnu interpretaciju
(u skupu realnih brojeva). Hipoteze koje bi, ukoliko se potvrde, mogle da vode ka
reSenju problema, proveravaju se najpre na dijagramu i ukoliko su ta¢ne na dijagramu,
dokaziva¢ pokusava i formalno da ih dokaze (koriséenjem odredenog broja geometri-
jskih aksioma i teorema). Ovaj sistem je i pored brojnih nedostataka (izmedu ostalog,
mogao je da dokazuje samo veoma jednostavne teoreme koje se odnose na podudarnost
trouglova) ostavio traga u automatskom dokazivanju teorema i ideje koje su ovim sis-
temom uvedene, primenjivane su, pored geometrije, i u drugim domenima. Jedan od
prvih sistema za automatsko dokazivanje teorema bio je i znacajni sistem koji je 1960.
godine razvio Pol Gilmor i koji je bio zasnovan na Herbrandovoj teoremi i njenim imp-
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likacijama® (v.npr. [Bu87,str.278). Pomenuti sistemi bili su prilicno neefikasni i mogli
su da dokazu samo veoma jednostavne teoreme, ali su, ipak, pokazali da je automatsko
dokazivanje teorema moguce ("bar u principu”) i to je bio dovoljan podstrek za dalja
istrazivanja. Nekoliko godina kasnije pojavio se jedan od klju¢nih rezultata — metod
koji je donekle bio zasnovan na metodologiji Herbranda i Gilmoura, ali znatno efikasniji
— bio je to metod rezolucije Alena Robinsona (v. [Ro60]). Metod rezolucije razresio
je neke od problema koji su uslovljavali neefikasnost Gilmourovog sistema. Uobic¢ajene
aksiome i pravila izvodenja predikatskog rac¢una zamenjena su samo jednim, rela-
tivno komplikovanim, pravilom nazvanim pravilo rezolucije koje je ukljucivalo i novu
znacajnu proceduru — unifikaciju. Broj teorema razlicitih matematickih teorija koje je
bilo moguce automatski dokazati bitno je povecan, a kada je u cilju daljeg povecanja
efikasnosti uvedeno i dodatno pravilo izvodenja - paramodulacija, ¢inilo se da ¢ée pro-
ces kontinuiranog napretka automatskog dokazivanja teorema na osnovama postavl-
jenim metodom rezolucije tec¢i i dalje, nalaze¢i primene u razli¢itim oblastima: ispi-
tivanju postavljenih matematickih hipoteza, u verifikaziji programa, obradi prirodnog
jezika, obrazovanju, svakodnevnog rezonovanja itd. Tokom druge polovine Sezdesetih
i pocetkom sedamdesetih godina implementirani su mnogi sistemi (”zvuénih imena”)
za automatsko dokazivanje teorema zasnovani na metodi rezolucije koji su ukljuc¢ivali
specifican izbor aksioma i klauza za rezoluciju, kao i brojne heuristike, ali kako je i
sa tim unapredenjima i dalje bilo moguée dokazati samo veoma jednostavne teoreme,
prvobitno odusevljenje i ocekivanja od automatskog dokazivanja teorema poceli su da
opadaju. Pored toga sto su ovi sistemi uglavnom veoma neefikasni, dokazi koje su
generisali ovi metodi, iako matematicki korektni, bili su po svojoj strukturi daleko od
uobicajenih dokaza, i prakticno jedini upotrebljiv rezultat bio je potvrdan ili odrecan
odgovor na pitanje da li je zadato tvrdenje teorema. Ipak, metoda rezolucije ostavila
je veliki trag na razvoj automatskog dokazivanja teorema i vestacke inteligencije. Ideje
i tehnike uvedene metodom rezolucije tokom Sezdesetih i sedamdesetih godina i danas
se koriste u logici i racunarstvu. Jedan od najznacajnijih tragova tog perioda, svakako
je i koncept deskriptivnog programiranja i jezik PROLOG koij je neposredni rezultat
razvoja metode rezolucije.

Kako su, pogotovu pod snaznim uticajem istrazivaca sa univeziteta MIT, jacale
sumnje u visoke domete ”"ravnomernih procedure dokaza” (uniform proof procedures)
koje su dominirale Sezdesetih i sedamdesetih godina (pored metoda rezolucije i metod
tabloa), istrazivanja su sve vise isla ka izgradnji specifiénih sistema koji su prilagodeni
konkretnim teorijama i ¢esto, samo delovima tih teorija (v.npr. algoritme za Prezburger
i Bledso realnu aritmetiku u [Bu83,str.132], [B177], [Sh77] ili [Sh79]). U grupi tih
dokazivaca i algoritama, razvijanih osamdesetih i devedesetih godina, svojom efikasnoséu
istice se Vuov algoritam za dokazivanje geometrijskih teorema algebarskim metodama

'"Herbrandova teorema, izmedu ostalog, sugerise tzv. ”dokaz negiranjem” tj. dodavanje negacije zadatog
tvrdenja kao nove aksiome i traganje za kontradikcijom, umesto traganja za tvrdenjem izmedu onih koji se
generiSu. Taj pristup prihvacéen je i u metodama tabloa i rezolucije.
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(v. [Ch88]). Nedostacima ovog elegantnog algoritma (sustinski, svodi se na deljenje
polinoma) mozemo da smatramo to Sto nema svojstvo potpunosti (neke teoreme ne
moze da dokaze) i to $to se u dokazima koje generiSe ne moze prepoznati uobicajeni
geometrijski smisao (u dokazu se i ne koriste uobicajene geometrijske aksiome). Ipak,
kako ovaj algoritam moze veoma efikasno (na danasnjim PC ra¢unarima za svega neko-
liko sekundi) da dokaze brojne netrivijalne i ¢esto izuzetno komplikovane teoreme, on
verovatno predstavlja najveéi domet u automatskom dokazivanju teorema geometrije,
a mozda i u automatskom dokazivanju teorema uopste.

Mozemo da smatramo da su tri kljuéna kriterijuma za ocenu kvaliteta algoritma
za automatsko dokazivanje teorema svojstvo potpunosti, efikasnost i forma izvedenih
dokaza (uobicajena, prirodna forma ili ne). Ovi kriterijumi su, medutim, u velikoj
meri, u suprotnosti jedan sa drugim, pa i ne postoji algoritam koji u znacajnoj meri
zadovoljava sva tri zahteva. Tako, npr. metod rezolicije i metod tabloa imaju svojstvo
potpunosti, ali su neefikasni, dok je Vuov algoritam izuzetno efikasan, ali nema nema
svojstvo potpunosti. Pri tome, dokazi izvedeni koriS¢enjem sve tri pomenute metode
ne odgovaraju uobic¢ajenom ljudskom rasudivanju.

3.2 Algoritam izvodenja dokaza u dokazivacu EUKLID

Aksiomatski sistem geometrije izlozen u prvom i sistem izvodenja dokaza izlozen u
drugom delu ovog rada ¢ine osnovu algoritma za izvodenje dokaza u sistemu EUKLID.
Taj algoritam nezavistan je od konkretne racunarske realizacije, ali i od racunarske
primene uopste. Algoritam pokriva jednu klasu teorema teorije £ (koja sadrzi znacajni
deo standardnih geometrijskih sadrzaja), i razvijen je sa ciljem da generisani dokazi
u potpunosti odgovaraju tradicionalnim dokazima, uobic¢ajenim u matematici dve i
po hiljade godina. Prioritet je dat tom kriterijumu na racun efikasnosti. U osnovnoj
verziji dokazivaca usmeravanje procesa dokazivanja zasniva se na klasifikaciji aksioma i
njihovom poretku u okviru grupa, ali sam koncept ostavlja prostor i za primenu drugih
heuristika i tehnika usmeravanja. U ovom tekstu ne¢emo se baviti tim pitanjima, veé¢
¢emo razmatrati samo osnovni oblik algoritma.

U algoritmu se koristi pojam dopustivi objekti proistekao iz tzv. principa granicnika
upotrebljenog u dokazivacu. Na pocetku izvodenja dokaza, skup dopustivih objekata
je prazan i tokom izvodenja dokaza taj skup se prosiruje pod kontrolom granicnika koji
onemogucava pojavljivanje ”beskonacnih grana” u dokazu.

Tokom izvodenja dokaza proSiruje se, sukcesivnom primenom aksioma tzv. pros-
tor znanja koji sadrzi ¢injenice o objektima ¢ija je egzistencija utvrdena (tj. izvedene
formule nad konstantama). Pri grananju dokaza, prostor znanja prosiruje se i pret-
postavkama tekuce grane. Ovakav koncept odgovara sintaktickom pristupu reprezentaciji
znanja u vesStackoj inteligenciji i razlikuje se od koncepta closed-world assumption
(v.npr. [AI87] ), jer npr. ako u prostoru znanja ne postoji informacija o tome da
se dve prave seku, to jos uvek ne znaci da se one zaista ne seku; na taj nacin ost-
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varuje se princip monotonog rasudivanja (monotonic reasoning; v.npr. [AI87]). U toku
izvodenja dokaza, geometrijske i dodatne aksiome, definicije i teoreme (navedene u
poglavlju 1.4.1) primenjuju se po pravilima izvodenja navedenim u poglavlju 2.2.2.

Navedeni algoritam omogucava izvodenje dokaza za sve teoreme elementarne ge-
ometrije koje mogu biti interpretirane u posebnoj formi (v. poglavlje 2.2), pri ¢emu se
koriste samo osnovni predikati i predikati definisani u poglavlju 1.4.12

Algoritam za izvodenje dokaza je (donekle) zasnovan na "metodi iscrpljivanja”. Da
bi se maksimalno ograni¢ilo uvodenje novih geometrijskih objekata i ¢injenica nepotreb-
nih za dokaz i da bi se povecala efikasnost, aksiome su podeljene u grupe i poredane
u okviru svake od njih (kao $to je to objasnjeno u prvom delu). Takva podela ak-
sioma dala je u izvodenju dokaza dobre rezultate (po pitanju efikasnosti i malog broja
suvisnih koraka) i odredila novu klasifikaciju geometrijskih aksioma. (Dobijeni dokazi,
naravno, mogu biti i (automatski) optimizovani, tako da ne sadrze nepotrebne korake,
ali u ovom tekstu ne¢emo se baviti tim problemom.)

Dokaziva¢ EUKLID tokom izvodenja nekog dokaza sve novouvedene objekte oznacava
redom prirodnim brojevima. Time se, efektivno generiSe prebrojiv model teorije &£ i
to onaj njegov deo koji je potreban za konkretni dokaz. Nezavisno od bilo koje poje-
dina¢ne teoreme, algoritam EUKLID moze, dakle, u beskona¢nom (ali rekurzivnom)
postupku da generiSe prebrojiv model elementarne geometrije. Postojanje prebrojivog
modela teorije & proizilazi iz poznate teoreme (v.[Men64,str.65]), ali se algoritmom
EUKLID takav model i efektivno konstruise. Odatle proistice i zanimljiv problem
pronalazenja prebrojivog modela teorije £ koji se moze jednostavno i efektivno opisati
konac¢nim postupkom.

Navedeni algoritam (i njegova racunarska implementacija) dosledno obezbeduje
strogi formalisticki pristup — dokazi se izvode bez veze sa semantikom koju obi¢no
pripisujemo geometrijskim dokazima. Iz toga proizilazi i odredeni "nesklad” izmedu
sintakse i semantike koji se javlja u nekim dokazima izvedenim na osnovu izlozenog
algoritma (v. poglavlje 2.2.2).

3.2.1 Prostor znanja

U svakom koraku izvodenja dokaza u sistemu EUKLID (primenom aksiome iskljuc¢enja
treceg i pravila (MP), (C), (MPC) navedenih u poglavlju 2.2.2) kao posledica se, na os-
novu zadovoljenih pretpostavki odredenog pravila, izvodi neka formula u disjunktivno-
normalnoj formi bez kvantifikatora D(@) = Di(d) V Do(a@) V ... V D,(d) (D;(d@) su
konjunkcije literala). Neka je Dy(d) = Di(@) A Di(@) A ... AN Dy (d) (formule Di(a su
literali). Kada je dokazana formula D(@), primenom pravila izvodenja (IF) dokaz se
grana na n poddokaza, pri ¢emu se u i-toj grani kao pretpostavka uvodi formula D; (@)
koja je konjunkcija literala Di(@) , Di(a) ...D™(a@). U toj grani dokaza smatra se da

20d teorema elementarne geometrije iz [Lu94] koje ne zahtevaju upotrebu prirodnih ili realnih brojeva, u
navedenom obliku moguée je zapisati veéinu njih.
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su navedeni literali dokazane cinjenice i one se uvode (pojedinacéno, a ne njihova kon-
junkcija) u skup dokazanih ¢injenica - u tzv. prostor znanja. Ovako uvedene Cinjenice
brisu se iz prostora znanja kada se zavrsi taj poddokaz. (U jednom takvom koraku,
poredak uvedenih ¢injenica u prostor znanja nije bitan i ako u njemu postoje dva lit-
erala A i B, smatra se da su tacne i formula A A B i formula B A A.) Ako se dokazuje
tvrdenje oblika

E
[, @(a) - 3y (ad, y)
ili oblika
E
[, ®(a) - ¥(a),

gde je ®(@) = @1 (a)AP2(Q)A. . . AP, (a) (P;(a@) su literali), na samom pocetku izvodenja
dokaza dodaju se oznake za nove konstante @, a u prostor znanja se upisuju ¢injenice
¢1(6)7 (DQ(J)v (pn(a)

Na opisani na¢in, u dokazivaé¢u EUKLID obezbedena je monotonost zakljucivanja (u
svakoj grani dokaza). To znaci da se u jednoj grani dokaza pri dodavanju nove ¢injenice
u prostor znanja iz njega ne izbacuje neka druga (tj. skup dokazanih ¢injenica u svakog
grani dokaza monotono raste).

3.2.2 Dopustivi objekti i princip graniénika

Primena pravila izvodenja (izuzev pravila (C)) pretpostavlja postojanje odredenih kon-
stanti i ¢injenica koje se na njih odnose (odnosno formula bez kvantifikatora). Reéi
¢emo da uvedene konstante oznacavaju objekte i oznacava¢emo ih rednim brojevima
redom kako ih uvodimo. Neka od pravila izvodenja primenjiva¢emo samo na jednom,
posebno definisanom, podskupu objekata — podskupu koji ¢emo zvati dopustivi objekti.
Svi objekti oznaceni su rednim brojevima i u jednom trenutku tokom izvodenja dokaza
dopustivi su oni koji su oznaceni brojem manjim od vrednosti tzv. granicnika. Tokom
izvodenja dokaza vrednost grani¢nika moze da se menja i to na nacin opisan u samom
algoritmu.

3.2.3 Aksiome i ADT modul

U dokazivacu EUKLID, pored geometrijskih aksioma koriste se i aksiome zasnovanosti
(implicitno), aksiome jednakosti, kao i nekoliko definicija i jednostavnih teorema (v.poglavlje
1.4.1). Sve one ¢ine tzv. ADT modul i po uvedenoj klasifikaciji imaju svojstvo "ne-
produktivnosti” (sa izuzetkom nekoliko teorema koje se odnose na egzistenciju Cetiri
tacke, na egistenciju tri tacke incidentne nekoj ravni, odnosno dve tacke incidentne
nekoj pravoj — njih ¢emo, jednostavnosti radi, smatrati dodatnim geometrijskim pro-
duktivnim aksiomama, a ne elementima ADT modula).

Aksiome zasnovanosti u dokazivac¢u se ne koriste eksplicitno. Naime, u svakoj ak-
siomi u kojoj se uvodi novi geometrijski objekt, uvodi se i njegov (jedinstveni) ”tip”.
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Pored toga, nije moguce da se primenom neke aksiome izvede neka formula, a da pre
toga nisu utvrdeni tipovi njenih argumenata. Ako, dakle, u skupu aksioma prosirenom
premisama nema konstanti a za koje nema tacno jedne od formula S(a), L(a) ili
P(a), onda nema potrebe za eksplicitnim koriséenjem aksioma zasnovanosti. Sa tim
ogranicenjem svaka formula 370 (a, ¢) moze biti zapisana u obliku (P (@) = ¥(a, v)),
a formula O(d) moze biti zapisana u obliku ®(@) = V(@) (formula ¢ sadrzi (bar)
predikate o "tipovima” konstanti @; v.poglavlje 2.2.2). Dokaziva¢ pretpostavlja ovo
ogranicenje, pa su tvrdenja koja se dokazuju jednog od slede¢ih oblika:

E
L', ®'(a) - 3y (a,g)

I (@) b (@)

E
T'F 350 () .

3.2.4 Pravila izvodenja i klasifikacija aksioma

Pravila izvodenja navedena u poglavlju 2.2.2 prilagodena su uobicajenim (tradicional-
nim) geometrijskim dokazima i prirodno odgovaraju srukturi geometrijskih aksioma.
Tako se za ”primenu” produktivnih i granajuéih aksioma koristi pravilo (MPC), nepro-
duktivnih pravilo (MP), a jako produktivnih pravilo (C). Formule izvedene primenom
ovih pravila uvode se u prostor znanja primenom pravila (IF), dok se pravila (F), (D1),
(D2), (D3) koriste za "proveru” da li je zadata teorema dokazana. Aksioma iskljucenja
treteg (TND) primenjuje se po pravilu (MP).

3.2.5 Izvodenje dokaza i teorema o redukciji

Na osnovu teoreme 2.2 (teorema o redukciji) sledi da, ako u okviru sistema FE postoji
dokaz neke teoreme, onda je tu teoremu moguce dokazati tako da nema koraka dokaza
u kojem je primenom pravila (MP) izvedena formula ¥, a da je pri tom ona mogla da
bude izvedena i primenom pravila (D1), kao ni koraka dokaza u kojem su primenom
pravila (C) ili (MPC) uvedene nove konstante ¢3, za koje vazi ¥(¢3), a da je pri tom
primenom pravila (D2) ili (D3) mogla da bude izvedena formula W(¢7) za neke konstante
c1. Iz teoreme, dakle, sledi da u dokazu nije potrebno primenjivati pravila izvodenja
koja su u gore opisanom smislu suvisna. U samom algoritmu smatra¢emo da takva
pravila izvodenja nisu moguca.

3.2.6 Algoritam za izvodenje dokaza teoreme

Ako se dokazuje tvrdenje
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ili ;
[, 9'(@) - w(a),

—

gde je ®(a) = Py(a) A Po(@) A ... A P,(a@) (P;(@) su literali), na samom pocetku
izvodenja dokaza uvode se novi objekti ay,as, ..., a, i oznacavaju rednim brojevima
1,2,...,m, a u prostor znanja se upisuju ¢injenice ®1(@), Po(a), ®,(@). Na samom
pocetku izvodenja dokaza nijedan objekt nije dopustiv.

Ako se dokazuje tvrdenje

E
I'F 35 (y)
na samom pocetku izvodenja dokaza prostor znanja je prazan i nijedan objekt nije
dopustiv.

(1) Proveri da li u prostoru znanja postoje dve kontradiktorne ¢injenice odnosno
pokusaj da primenis pravilo izvodenja (F'); ukoliko uspes, time je zavrsen pod-
dokaz po tekuéoj grani, u suprotnom — predi na korak (2);

(2) Proveri da li je moguce primenom pravila (Dy), (Ds) ili (Dj3) izvesti formulu koju
treba dokazati; ako jeste time je zavrsen poddokaz po tekucoj grani, u suprotnom
— predi na korak (3);

(3) Pokusaj da, po pravilu (MP), primenis neki od ¢lanova ADT modula; ako uspes,
onda za izvedenu formulu (koja je konjunkcija literala), po pravilu (IF), uvedi
kao Cinjenice odgovarajuce literale i predi na korak (1); u suprotnom — predi na

korak (4);

(4) Pokusaj da (po pravilu (MP)) primenis neku od neproduktivnih aksioma; ako
uspes, onda za izvedenu formulu (koja je konjunkcija literala), po pravilu (IF),
uvedi kao ¢injenice odgovarajuce literale i predi na korak (1); u suprotnom — predi
na korak (5);

(5) Ukoliko u prostoru znanja ne postoji ni ¢injenica A ni ¢injenica —A, primeni
aksiomu (TND) i po pravilu (IF) uvedi kao ¢injenice A, odnosno —A i izvedi
poddokaz u oba slu¢aja; u suprotnom predi na korak (6);3

3 Aksioma (TND) i ovaj korak algoritma ne primenjuju se na predikate S, £, P (v.poglavlje 3.2.3) niti na
predikat B (jer aksiome kojima se uvodi predikat B predstavljaju odgovarajuéu zamenu).

Primetimo da aksiomu (TND) i ovaj korak nije neophodno primenjivati ni na predikate kolin, kompl i
& Zaista, umesto da se uvode pretpostavke kolin(A, B,C) i kolin(A, B,C), mogu se uvesti ekvivalentne
pretpostavke Z(C,p) i =Z(C, p), gde je p prava kojoj su incidentne tacke A i B (analogno za predikat kompl).
Umesto da se uvode pretpostavke (A, B) = (C, D) i =(A, B) = (C, D), mogu se uvesti pretpostavke D = E i
-D = E, gde je tacka kolinearna sa tackama C i D, takva da je (4, B) = (C,E) i -B(D,C, E) (takva tacka
postoji). Pretpostavke (A, B) = (C, D) i D = E su ekvivalentne jer je u sistem uvrstena teorema:

Za svake tri tacke X, Y 1 Z, ako vazi B(X,Y,Z), onda ne vazi (X,Y) = (X, Z).

U dokazivacu se ovaj korak primenjuje u skladu sa obrazlozim ogranicenjima i to bitno smanjuje grananje
dokaza i samim tim povecava efikasnost dokazivaca.
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(6) Pokusaj da (po pravilu (MPC)) primenis neku od granajucih aksioma nad skupom
dopustivih objekata; ako uspes, onda za izvedenu formulu u disjuntivno-normalnoj
formi, po pravilu (IF), uvedi kao ¢injenice odgovarajuce literale i izvedi poddokaz
za svaki disjunkt; u suprotnom — predi na korak (7);

(7) Pokusaj da (po pravilu (MPC)) primenis neku od produktivnih aksioma nad
skupom dopustivih objekata; ako uspes, onda za izvedenu formulu (koja je kon-
junkcija literala), po pravilu (IF), uvedi kao ¢injenice odgovarajuée literale i predi
na korak (1); u suprotnom — predi na korak (8);

(8) Pokusaj da (po pravilu (C)) primenis neku od jako produktivnih aksioma; ako
uspes, onda za izvedenu formulu (koja je konjunkcija literala), po pravilu (IF),
uvedi kao ¢injenice odgovarajuce literale i predi na korak (1); u suprotnom — predi
na korak (9);

(9) Od svih objekata oznacenih brojevima veéim od trenutne vrednosti granicnika
odaberi onaj koji je oznacen najmanjim brojem i dodaj ga skupu dopustivih
objekata, tj. dodeli grani¢niku njegovu vrednost; idi na korak (1).

(Ukoliko se zamene mesta koracima (8) i (9) algoritma dobija se efikasnija verzija
dokazivaca za jedanu podklasu teorema, ali za ovu verziju ne vazi tvrdenje teoreme
3.1. Pored razlike u strukturi produktivnih i jako produktivnih aksioma, to je drugi
razlog za razdvajanje koraka (7) i (8).)

3.2.7 Teorema o domenu

Teorema 3.1 Ako vazi .

'-ae
onda algoritam EUKLID moze iz skupa formula I" da izvede formulu @, ili (eventualno)
kontradikeiju (ukoliko je skup formula I" protivrecan).

Dokaz:
Pretpostavimo da vazi

E
o
tj. da usistemu F postoji dokaz formule & iz skupa formula I". Razmotrimo proizvoljnu
granu tog dokaza. Redi ¢emo da je dubina pocetnog ¢vora te grane 0 i da je d+1 dubina
neposrednog potomka ¢vora ¢ija je dubina d.
Neka je v ¢vor dubine d koji pripada toj grani i neka je w njegov neposredni po-
tomak. Pretpostavimo da algoritam u jednom trenutku izvodenja, u prostoru znanja

Ovaj korak algoritma primenjuje se (sem na osnovne predikate = i Z) i na izvedeni predikat seku_se, jer bi u
protivnom morale da se uvode pretpostavke tipa JA(Z(A, a) AZ(A,b)) 1 =3A(Z(A,a) NZ(A,b)) koje ukljucuju
kvantifikatore i nisu literali.
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sadrzi sve formule uvedene pretpostavkama ili izvedene pre ¢vora w u grani dokaza
koju razmatramo. S obzirom na stukturu dokaza u sistemu £ i na strukturu pravila
(IF), dovoljno je dokazati da svi putevi grafa dokaza koji generise algoritam i koji vode
od tekuceg ¢vora sadrze ili izvedenu formulu @ ili izvedenu kontradikciju.

Ukoliko évoru w odgovara primena pravila (F), onda ¢e i u algoritmu biti primenjena
ista (ili neka druga) instanca pravila (F) (korak (1) algoritma).

Ukoliko évoru w odgovara primena pravila (D1), (D2), odnosno (D3) (u skladu sa
formom formule ®), onda ¢e i u algoritmu biti primenjena ista instanca pravila (D1),
(D2), odnosno (D3) (korak (2) algoritma).

Ukoliko ¢voru w odgovara primena pravila (MP), (MPC) ili (IF) nad nekim kon-
stantama, onda ¢e u konacno mnogo koraka algoritma sve te konstante da postanu
dostupne i u konaéno mnogo koraka ¢e biti primenjeno pravilo koje odgovara ¢voru w
ili ¢ée u meduvremenu biti dokazana formula @ (ili, eventualno, kontradikcija).

Ukoliko ¢voru w odgovara primena pravila (C), kako je nad kona¢nim skupom
dostupnih konstanti moguée kona¢no puta primeniti instance pravila (MP), (MPC) ili
(IF), pre promene vrednosti grani¢nika bi¢e primenjene i sve moguée instance pravila
(C) (pa i ona koja odgovara ¢voru w) ili ée u meduvremenu biti dokazana formula @
(ili, eventualno, kontradikcija).

(Ukoliko se u algoritmu primene pravila (IF), onda ¢e u svakoj grani da bude pri-
menjeno pravilo koje odgovara ¢voru w ili ¢e, u tom poddokazu, biti dokazana trazena
formula (ili, eventualno, kontradikcija.)

Kako na pocetku primene algoritma prostor znanja sadrzi sve formule I', primenom
matematicke indukcije zaklju¢ujemo da ce, ukoliko postoji dokaz formule @, algoritam
primeniti svaki korak tog dokaza ili ¢e formulu ® dokazati na drugi nacin (ili ¢e, ukoliko
je skup formula I" protivrecan, eventualno, izvesti kontradikciju).
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PROGRAM

4.1 Program EUKLID - verzija na programskom jeziku PRO-
LOG

U PROLOG verziji dokazivaca EUKLID, prostor znanja predstavljen je skupom proloskih
¢injenica koje se dodaju odnosno brisu iz njega predikatima assertz, odnosno retract
. Prostor znanja progiruje se, na osnovu pravila (IF), i (eventualno) u nekoliko grana
koje predstavljaju poddokaze. Kada je zavrsen jedan poddokaz, iz prostora znanja brisu
se sve Cinjenice koje su pretpostavljene ili izvedene u odgovarajucoj grani. Unarnim
geometrijskim predikatima (S, £ i P) odgovaraju unarni proloski predikati (t, p, r)
Ciji je argument indeks odgovaraju¢e uvedene konstante. Preostalim geometrijskim
predikatima odgovaraju proloski predikati arnosti vece za po jedan. Taj, dodatni argu-
ment predstavlja indeks izvedene ¢injenice i koristi se za pomenuto brisanje ¢injenica
iz prostora znanja. Vrednost grani¢nika predstavljena je ¢injenicom oblika br(g) gde
je g konstanta koja ima vrednost indeksa nekog od geometrijskih objekata u skladu sa
glavnim algoritmom. Aksiome su predstavljene pravilima koja uklju¢uju upis u prostor
znanja i ispis odgovarajuceg koraka dokaza na prirodnom jeziku.

ax s(1) - t(X),p(Y),e(X,Y,),e(Y,Z, ) ,not(e(X,Z,)),dodaj(e(X,2)),
stampaj([n_,p-,’Posto je tacka ’,X,’ incidentna pravoj ’,
Y,’” i prava ’,Y,
n_,p-, ’incidentna ravni ’,Z,’ sledi da je tacka ’,X,
> incidentna ravni ’,Z,’.’]).

Zapis jedne od aksioma u PROLOG verziji dokazivaca EUKLID

dokaz :- kontradikcija.
dokaz :- dokazano.

dokaz :- ax_s(M),dokaz.
dokaz :- ax_n(M),dokaz.

dokaz :- pretpostavka(P,NeP),

o1
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br(B),
((IP=true, INeP=true,dokazp([P,NeP]));
(IP=true, INeP=false,dokazp([P]));
(IP=false, INeP=true,dokazp([NeP]))).
dokaz :- ax_g(M).
dokaz :- ax_p(M),dokaz.
dokaz :- ax_jp(M),dokaz.
dokaz :- granica(G),
prvi_ objekt(G,N),N1 is N+1,
retract(granica(G)),
assert(granica(N1)),
dokaz.

Kljuéni predikat u PROLOG verziji dokazivaca EUKLID

4.2 Program EUKLID - verzija na programskom jeziku C

U C verziji dokazivaca EUKLID, prostor znanja predstavljen je skupom nizova koji
odgovaraju osnovnim i definisanim predikatima teorije £ (svakom predikatu odgo-
varaju dva niza — po jedan za pozitivnu i negativnu formu). Svaki od tih nizova karak-
terise i indeks poslednjeg ¢lana koji pripada prostoru znjanja. Cinjenice se dodaju u
prostor znanja u odgovaraju¢em nizu na prvoj poziciji posle one oznacene karakter-
isticnim indeksom, a "brisu” se jednostavnom promenom vrednosti karakteristi¢nog
indeksa (svaki od nizova, u skladu sa glavnim algoritmom funkcionise kao LIFO lista).
(Statickoj organizaciji podataka data je prednost nad dinamickom zbog brzine koju
pruzaju jednostavne operacije dodavanja nove ¢injenice i ”brisanje” poslednje dodate.)
Prostor znanja prosiruje se, na osnovu pravila (IF), i (eventualno) u nekoliko grana koje
predstavljaju poddokaze. Kada je zavrsen jedan poddokaz, iz prostora znanja brisu se
sve ¢injenice koje su pretpostavljene ili izvedene u odgovarajucoj grani. Unarnim ge-
ometrijskim predikatima (S, L i P) odgovaraju nizovi (POINT[], LINE[], PLANE([])
struktura struct object koje imaju samo jedan clan koji ima vrednost indeksa odgo-
varajuCe uvedene konstante. Svakom od preostalih geometrijskih predikata pridruzena
su dva niza (za pozitivni i negativni oblik) struktura struct rel 2, struct rel 3 ili
struct rel 4 (u zavisnosti od arnosti predikata). Elementi ovih nizova, osim ¢lanova
koji su jednaki indeksima geometrijskih objekata za koje je izveden (odnosno pret-
postavljen) odredeni literal, imaju i jedan dodatni ¢lan. Taj, dodatni ¢lan predstavlja
indeks izvedene ¢injenice i koristi se za pomenuto brisanje ¢injenica iz prostora znanja.
Vrednost granicnika predstavljena je globalnom konstantom SENT koja ima vrednost
indeksa nekog od geometrijskih objekata u skladu sa glavnim algoritmom. Aksiome su
predstavljene funkcijama koje ukljucuju pozive funkcija za upis u prostor znanja i ispis



4.2. PROGRAM EUKLID - VERZIJA NA PROGRAMSKOM JEZIKU C

odgovarajuceg koraka dokaza na prirodnom jeziku.
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int ax.ni10(Q)

{

int i1,i2;
int x,y,z;
for(il=1;i1<=INC[0] .index;il++)

{

}

x=INC[i1] .argl; y=INC[il].arg2;
for(i2=1;i2<=INC[0] .index;i2++)
if (INC[i2].argl==y)

{
z=INC[i2] .arg2;
if (linc(x,z))
{
add_inc(x,z);
sprintf (OUT,"Posto je tacka %i incidentna pravoj %i i

sprintf (OUT,"prava %i je incidentna ravni %i, ",z,y);
sprintf (0UT,"sledi da je tacka %i incidentna %i",x,z);
output (DEPTH, QUT) ;

return 1;

return O;

}

Zapis jedne od aksioma u C verziji dokazivaca EUKLID

int prove()

{

(contradiction()) return 1;
(proved()) return 1;
(adt()) goto 11;

(axn()) goto 11;

(asume()) return 1;

(axb()) return 1;

(axp()) goto 11;

(axsp()) goto 11;
(MoveSent()) goto 11;

11: if
12: if
13: if
14: if
15: if
16: if
17: if
18: if
19: if
return O;

}

Klju¢na funkcija u verziji dokazivaca EUKLID na programskom jeziku C
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Program se poziva komandom oblika:

> ce <ime_datoteke> [-f|-s|-n]
gde <ime_datoteke> oznacava ime ulazne ASCII datoteke koja sadrzi formulaciju teo-
reme; opcija —f koristi se za ispis dokaza samo u datoteku dokaz, -s za ispis dokaza
samo na ekran, a opcija -n za ivodenje dokaza bez ispisa. Ukoliko se program pozove
bez ovih parametara ispis dokaza vrsi se i na ekran i u datoteku dokaz. Ulazna datoteka
ima strogo definisanu formu. Pre skupa premisa navodi se re¢ premise, a pre samog
tvrdenja koje treba dokazati re¢ teorema. Nove konstante koje se javljaju u formulaciji
teoreme oznacavaju se redom prirodnim brojevima. Promenljive koje su vezane egzis-
tencijalnim kvantorom u formulaciji teoreme oznacavaju se redom negativnim celim
brojevima. (Dokaziva¢ za tako oznacene promenljive pokusava da napravi unifikaciju
sa nekim od uvedenih geometrijskih objekata takvih da za njih vazi tvrdenje teoreme.)
Tako npr. za dokaz teoreme

Postoji ravan kojoj su incidentne dve prave koje se seku.
tj.

VaVy3z(L(z) N L(y) ANz # y A seku_se(x,y) = P(z) NI(x,2) NL(y, 2))

dovoljno je dokazati (v.poglavlje 2.2.1) da vazi:
B
[, L(a), L(b),a # b, seku_se(a,b) = Fz(P(z) NI(x,2z) NI(y, z)),

pa odgovarajuca ulazna datoteka za dokazivac ima slede¢i sadrzaj:

premise

prava(1)
prava(2)
ne_identicno(1,2)
seku_se(1,2)

teorema
ravan(-1)
incidentno(1,-1)
incidentno(2,-1)

U dodatku je navedeno nekoliko dokaza generisanih od strane C verzije dokazivaca
EUKLID. Dokazi su generisani na racunaru PC 386DX (40MHz).
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DODATAK A: Geometrijski
aksiomatski sistemi

David Hilbert: Osnovi geometrije (1899)

Za postupno izgradivanje geometrije - isto kao i aritmetike - potreban je samo
mali broj prostih osnovnih stavova. Ovi osnovni stavovi nazivaju se ”aksiomama”
geometrije.

Definicija. Mi zamisljamo tri razlicita sistema stvari: stvari prvog sistema nazivamo
tackama i oznacavamo ih sa A, B,C, ... ; stvari drugog sistema nazivamo pravama i
oznacavamo ih sa a,b,c,... ; stvari treceg sistema nazivamo ravnima i oznacé¢avamo
ih sa a, 3,7, ... ; tacke se nazivaju i elementima linearne geometrije, tacke i prave se
nazivaju elementima ravne geometrije. a tacke, prave i ravni nazivaju se elementima
prostorne geometrije ili elementima prostora.

Mi zamisljamo tacke, prave i ravni u izvesnim medusobnim odnosima i ozna¢avamo
ove odnose re¢ima ”lezati”, "izmedu”, "podudarno”, ”paralelno”, "neprekidno”; ta¢an
i za matematicke svrhe potpun opis ovih odnosa postize se pomocu aksioma geometrije.

Aksiome veze

1. Za dve tacke A, B postoji uvek prava a koja pripada svakoj od ovih dveju tacaka.
I5. Za dve tacke A, B ne postoji vise od jedne prave koja bi pripadala svakoj od
dveju tacaka A, B.

(Ovde, kao i u daljim izlaganjima, pod dvema, trima,... tackama odnosno pravama,
ravnima uvek se podrazumevaju razlicite tacke, odnosno prave, ravni.

Umesto "pripadati” upotrebljavacemo i druge nacine izrazavanja, npr. prava a
prolazi kroz tacke A © B, prava a vezuje A i B ili vezuje A sa B, A lezi na a, A je
tacka prave a, postoji taka A na a itd. Ako tacka A lezi na pravoj a i osim toga, na
drugoj pravoj b, upotrebi¢emo takode izraze: prave a i b se seku u tacki A, imaju tacku

o7
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A zajednicku itd.

I3. Na pravoj postoje uvek najmanje dve tacke. Postoje najmanje tri tacke koje ne
leze na jednoj pravoj.

1. Ma za koje tri tacke A, B, C koje ne leze na istoj pravoj, postoji uvek ravan o
koje pripada svakoj od ove tri tacke A, B, C'. Za svaku ravan uvek postoji tacka koja
joj pripada.

(Mi ¢emo upotrebljavati i izraze: A lezi u o; A je tacka ravni o itd. )

I5. Ma za koje tri tacke A, B, C koje ne leze na istoj pravoj, ne postoji vise od jedne
ravni koja pripada svakoj od ovih triju tacke A, B, C.

Is. Ako dve tacke A, B prave a leze u ravni «, onda svaka tacka prave a lezi u ravni

(U ovom slucaju kazemo prava a lezi u ravni a itd.)

I7;. Ako dve ravni a, imaju zajednicku tacku A, onda one imaju najmanje jos
jednu zajednicku tacku B.
Is. Postoje najmanje cetiri tacke koje ne leze u jednoj ravni.

Aksiome rasporeda

Definicija. Tacke neke prave stoje u isvesnim medusobnim odnosima. Za opis ovih
odnosa sluzimo se narocito rec¢ju ”izmedu”.

11;. Ako tacka B lezi izmedu tacaka A i C, onda su A, B, C tri razli¢ite tacke prave
i B lezi takode izmedu C'i A.

115. Za dve tacke A i C uvek postoji najmanje jedna tacka B na pravoj AB, tako
da C' lezi izmedu A i B.

113. Od ma kojih triju tacaka prave ne postoji vise od jedne koja lezi izmedu one
druge dve.

11,. Neka su A, B, C' tri tacke koje ne leze na jednoj pravoj i neka je a prava u ravni
ABC koja ne prolazi ni kroz jednu od tih tacaka A, B,C: ako tada prava a prolazi
kroz jednu od tacaka duzi AB, ona mora prolaziti kroz jednu od tacaka duzi AC' ili
kroz jednu od tacaka duzi BC.

Aksiome podudarnosti

Definicija. Duzi stoje u izvesnim odnosima medu sobom, za ¢ije nam oznacavanje
sluze rec¢i podudarno (kongruentno) ili jednako.

II1,. Ako su A, B dve tacke na pravoj a i ako je, dalje, A" tacka na istoj ili na
drugoj pravoj a/, onda se moze uvek naéi takva tacka B’ prave a’ na datoj strani od
tacke A" da duz AB bude podudarna ili jednaka duzi A’B’, sto ¢emo oznaciti na slede¢i
nacin:

AB=A'B’.
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Duz je bila definisan prosto kao sistem dveju tacaka i oznacena je sa AB ili BA.
Poredak ovih tacaka nije u definiciji uzet u obzir; zato formule

AB=AB' AB=BA ,BA=AB BA=BA

imaju isto znacenje

II15. Ako su duzi A'B" i A”B” podudarne jednoj istoj duzi AB, bi¢e i duz A’'B’
podudarna duzi A”B”| ili kratko: ako su dve duzi podudarne trec¢oj, podudarne su i
medu sobom.

II13. Neka su AB i BC' dve duzi na pravoj a bez zajednickih tacaka i neka su dalje
A'B" i B'C’ dve duzi na istoj pravoj a ili na nekoj drugoj pravoj a’ koje isto tako
nemaju zajednickih tacaka; ako je tada

AB=A'B'i BC = B'C',

biée uvek 1
AC = A'C.

Definicija. Uglovi stoje u izvesnim medusobnim odnosima za ¢ije nam oznacavanje
sluze reci podudarno (kongruentno) ili jednako.

I114. Neka je dat ugao /(h, k) u ravni « i prava @’ u ravni o, ako i odredena stran
ravni o prema pravoj a’. Neka h' oznacava polupravu prave a’ koja polazi iz tacke
O’; onda u ravni o postoji jedna i samo jedna poluprava k' tako da je ugao /(h, k)
podudaran ili jednak uglu Z(h/, k') i u isto vreme sve unutrasnje tacke ugla /(h', k)
nalaze se na datoj strani od prave a’, sto ¢emo oznaéiti na ovaj nacin

L(h,k) = (W E).
Svaki je ugao podudaran samom sebi, tj. uvek je
L(h,k) = L(h, k)
I11I5. Ako za dva trougla ABC i A’B’'C" vaze podudarnosti
AB=A'B'AC = A'C',/BAC = (B'A'C",
onda uvek vazi i podudarnost

/ABC = /A'B'C'.
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(IT11s." Ako su dva ugla podudarna treéem, podudarna su i medu sobom. )

Aksioma paralelnih

IV (Euklidova aksioma). Neka je a proizvoljna prava i A tacka van a: tada postoji
u ravni odredenoj pravom a i tackom A najvise jedna prava koja prolazi kroz A i ne
preseca a.

Definicija. Ako je M neka proizvoljna tacka u ravni «, onda se ukupnost svih onih
tacaka A u ravni a za koje su duzi M A jedna drugoj kongruentne, naziva krugom;
tacka M se naziva srediste kruga.

Aksiome neprekidnosti

V1 (Aksioma merenja ili Arhimedova aksioma). Ako su AB i C'D ma koje dve duzi,
onda postoji neki takav broj n, da kad se duz C'Dprenese n puta od A jedno za drugom
po polupravoj koja prolazi kroz tacku B prelazi se preko tacke B.

V5 (Aksioma linearne potpunosti). Sistem tacaka neke prave sa svojim relacijama
rasporeda i kongruencije ne moze se tako prosiriti, da ostanu ocuvane relacije koje
postoje izmedu prethodnih elemenata, kao i osnovne osobine linearnog rasporeda i
kongruencije koje proisticu iz aksioma I — [11 i aksiome V.

Alfred Tarski: Sta je elementarna geometrija ? (1969)

Elementarna geometrija je onaj deo euklidske geometrije koji moze biti formulisan
i dokazan bez koriséenja teorije skupova. Preciznije, elementarna geometrija je teorija
sa standardnom formalizacijom. Ona je formalizovana u okviru elementarne logike,
tj. predikatskog ra¢una prvog reda. Sve promenljive z,v, z... koje se pojavljuju u
ovoj teoriji se odnose na elemente jednog fiksnog skupa; elemente tog skupa zovemo
tackama, a sam skup prostorom. Logicke konstante teorije su:

(i) simbol negacije =, simbol implikacije —, simbol disjunkcije Vv, simbol konjunkcije
A;

(ii) kvantifikatori - univerzalni V i egzistencijalni 3;

(iii) dva specijalna binarna predikata - simbol jednakosti = i simbol nejednakosti
#;

Kao nelogicke konstante (osnovne simbole teorije) koristimo ternarni predikat S koji
oznacava relaciju izmedu i kvaternarni predikat 0 koji oznacava relaciju podudarnosti.
Formulu S(zyz) ¢itamo y leZi izmedu x iy, a §(zyzu) ¢itamo x je jednako udaljen od y
kao z od u. (Kako ne koristi skupove, ovako zasnovana teorija ne pokriva geometrijske
figure, klase figure i sl. Ipak, u njoj je moguce formulisati sva tvrdenja elementarne
geometrije koja se odnose na specijalne klase figura (prave, krugove, duzi, trouglove,
poligone sa fiksnim brojem temena itd.))

LOva aksioma postojala je samo u prvom izdanju Hilbertove knjige; kako se uvidelo da ona moze biti
dokazana koris¢enjem preostalih aksioma, u narednim izdanjima nije bila deo aksiomatskog sistema.
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Aksiome elementarne geometrije ravni su:

A1 Aksioma jednakosti za relaciju izmedu

Vrylf(zyz) = (v = y)]

A2 Aksioma tranzitivnosti za relaciju izmedu

Vayzu[B(yzu) A B(yzu) — B(xyz)]

A3 Aksioma veze za relaciju izmedu

VayzulB(eyz) A B(zyu) A (z # y) — Blazu) V Bzuz)]

A4 Aksioma refleksivnosti za podudarnost

Vay[d(zyyx)]

A5 Aksioma jednakosti za podudarnost

Vayz[d(xyzz) = (z = y)]

A6 Aksioma tranzitivnosti za podudarnost

Vayzuvw[d(zyzu) A d(xyvw) — §(zuvw)]

A7 Pasova aksioma

Vizyzuv|[B(ztu) A Blyuz) — B(zvy) A B(ztv)]

A8 Euklidova aksioma

Vizyzudvw([f(xzut) A B(yuz) A (x # y) — blxzv) A B(zyw) A S(vtw))]

A9 Aksioma pet duzi

Voo yy z2'ud [6(xyx'y' ) No(yzy' 2" ) Ao (zux'u") NS (yuy'v') A B(zyz) AB(x'y' 2') A (x #
y) = 0(zuz'u’)]

A10 Aksioma konstrukcije duzi

Vaeyuv3z[B(xyz) A d(yzuv)]

A11 Akisioma donje dimenzije

Jryz[=B(xyz) A —p(yzz) A B(zzy)]

A12 Aksioma gornje dimenzije

Vayzuv[d(zuzv) A §(yuyv) A 6(zuzv) A (u # v) — Blzryz) V Blyzz) V B(zxy)]

A13 Elementarne aksiome neprekidnosti
Sve recenice oblika

Vow..{3Vxy[o A — B(zzy)] — JuVzy[p Ay — Bauy)]}
gde je ¢ bilo koja formula u kojoj se promenljive z, v, w, ..., ali ne i y i z pojavljuju
kao slobodne, i slicno v, sa izmenjenim ulogama za x i y.

A13’ Elementarna aksioma neprekidnosti
Vayza'Zudy [ (uruz’) A d(uzuz’) A Bluzz) A B(ayz) — 0(uyuy’) A B(a'y'2"))

Zoran Luci¢: Fuklidska i hiperbolicka geometrija

Osnovnim pojmovima geometrije smatra¢emo: skup S, dve klase £ i P njegovih
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podskupova, i dve relacije: troclanu relaciju B i ¢etvoroclanu relaciju C, koje su defin-
isane na skupu S.

Skup S zva¢emo prostorom, a njegove elemente tackama i obelezavamo ih velikim
latinskim slovima A, B,C, ... Elemente klase £ zva¢emo pravama i obelezavamo ih
malim latinskim slovima a, b, c, ... Elemente klase P zvac¢emo ravnima i obelezavamo
ih malim grékim slovima «, 8,7 . ..

Neprazne skupove tacaka zvacemo likovima ili figurama.

Relaciju B zvac¢emo relacijom izmedu ili relacijom poretka tacaka na pravoj, a for-
mulu B(A, B, C) citac¢emo: tacka B je izmedu tacaka A i C.

Relaciju C zva¢emo relacijom podudarnosti, a formulu C(A, B, C, D) ¢ita¢emo: par
tacaka (A, B) je podudaran paru tacaka (C, D). Umesto C(A, B,C, D) koristi¢emo i
oznaku (A, B) = (C, D).

Aksiome pripadanja.

Aksioma I1: Svaka prava sadrzi najmanje dve razne tacke.

Aksioma 12: Postoji najmanje jedna prava koja sadrzi dve tacke.

Aksioma I3: Postoji najvise jedna prava koja sadrzi dve razne tacke.

Aksioma 14: Svaka ravan sadrzi najmanje tri nekolinearne tacke.

Aksioma I5: Postoji najmanje jedna ravan koja sadrzi tri tacke.

Aksioma 16: Postoji najvise jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke.

Aksioma I7: Ako dve razne tacke neke prave pripadaju jednoj ravni onda svaka
tacka te prave pripada istoj ravni.

Aksioma 1I8: Ako dve razne ravni imaju jednu zajednicku tacku onda one imaju
najmanje jos jednu zajednicku tacku.

Aksioma 19: Postoje ¢etiri nekoplanarne tacke.

Aksiome rasporeda.

Aksioma II1: Ako je B(A, B,C) tada su A, B, C' tri razne kolinearne tacke.

Aksioma I12: Ako je B(A, B,C) tada je B(C, B, A).

Aksioma I1I3: Ako je B(A, B,C) tada nije B(A, C, B).

Aksioma I14: Ako su A i B dve razne tacke tada postoji tacka C' takva da je
B(A, B,C).

Aksioma II5: Ako su A, B,C tri razne kolinearne tacke tada je B(A, B,C) ili
B(B,C,A)ili B(C, A, B).

Aksioma I16: Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke i p prava koja pripada ravni
ABC| ne sadrzi tacku A i se¢e pravu BC' u tacki P takvoj da je B(B, P, (), tada prava
p sece pravu C'A u tacki @ takvoj da je B(C,Q, A) ili pravu AB u tacki R takvoj da
je B(A, R, B).

Aksiome podudarnosti

Aksioma III1: Ako su A, B,C, D tacke takve da je (A,B) = (C,D)i A = B,
tada je C'= D.
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Aksioma ITI2: Ako su A i B bilo koje dve tacke tada je (A, B) = (B, A).

Aksioma IT13: Akosu A, B,C, D, E| F tacke takve da je (A, B) = (C, D) i, uz to,
(A,B) = (E,F) tada je (C,D) = (E, F).

Aksioma III4: Ako su C' i C’ tacke dveju otvorenih duzi, AB i A’B’, takve da je
(A, C)= (A, C")i1(B,C)=(B,C") tadajei (A, B) = (A", B').

Aksioma III5: Ako su A i B dve razne tacke i C' teme neke poluprave tada na toj
polupravoj postoji tacka D takva da je (A, B) = (C, D).

Aksioma III6: Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke i A’, B’ tacke ruba neke
poluravni takve da je (A, B) = (A’, B') tada u toj poluravni postoji jedinstvena tacka
C’ takva da je (A,C) = (A',C") 1 (B,C) = (B',C").

Aksioma III7: Ako su A,B,C i A", B’,C" dve trojke nekolinearnih tacaka i D
i D’ tacke polupravih BC' i B'C’ takve da je (A,B) = (A", B'), (B,C) = (B,("),
(C,A) = (C"A)i(B,D)=(B',D') tadajei (A, D)= (A, D).

Aksiome neprekidnosti

Aksioma IV 1 (Arhimed-Eudoksova aksioma): Ako su AB i CD bilo koje
dve duzi tada na polupravoj AB postoji konacan niz tacaka Ay, As, ..., A, takvih da je
B(Ay, As, ..., A,), pri ¢emu je svaka od duzi AA;, A1 As, ..., A, 1A, podudarna duzi
CDiB(A B, A,).

Aksioma IV 2 (Kantorova aksioma): Ako je A1By, A3Bs, ..., A,B,,... niz
zatvorenih duzi neke prave, takvih da svaka od tih duzi sadrzi slede¢u tada postoji
tacka X koja pripada svakoj duzi tog niza.

Aksioma paralelnosti

Aksioma V 1 (Plejferova aksioma): Postoje tacka B i prava a koja je ne sadrzi
takve da u njima odredenoj ravni ne postoji vise od jedne prava koja sadrzi tacku B,
a sa pravom a nema zajednickih tacaka.
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DODATAK B: Sistemi za izvodenje
dokaza

Eliot Mendelson: Uvod u matematicku logiku, 1964.

Logicke aksiome:

(1) A= (B=A)

(2) (A= (B=C)) = (A= B)= (A=C))

3) (-B=-A) = ((-B=A) = B)

(4) Va; A(z;) = A(t), ako je A(x;) dobro formirana formula predikatskog racuna i
t je term slobodan za x; u A(x;).

(5) Vz;(A = B) = (A = Va;8), ako je A dobro formirana formula predikatskog
racuna koja ne sadrzi slobodna pojavljivanja promenljive z;.

Pravila izvodenja:

(i) Modus ponens: Bslediiz Ai A= B.

(ii) Generalizacija: Va;A sledi iz A.

Logicki veznici A, V i < uvode se definicijama:

(D1) (A A B) za =(A = —-B)
(D2) (AV B) za (- A) =
(D3) (A<= B)za (A= B)A(B=A)

65



6. DODATAK B: SISTEMI ZA IZVODENJE DOKAZA

Gerhard Gencen: Istrazivanja u logickoj dedukeiji, 1935.

AT A4 B
A AN B
A AN B A AN B
N—F: 1 B
vV —1T A B
N A VvV B A VvV B
A (B
V- F AvB C (C
C
F
v-I Ve F
Vo F
V- F: FLalt]
F{z|t}
3-1 dx F
[F]
- F JeF C
C
[A]
— -7 B
A — B
A A— B
— —F B
[A]
- —1: F
-A
A -A F
-—F: 7 D

U sistem izvodenja za klasi¢nu logiku ulazi i logicka aksioma:

AV -A.
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DODATAK C: Primeri

PRIMERI
Primer 1
Postoji ravan kojoj su incidentne dve prave koje se seku.

premise

prava(l)
prava(2)
seku_se(1,2)
ne_identicno(1,2)

teorema
ravan(-1)
incidentno(1,-1)
incidentno(2,-1)

Dokaz:

Posto se 1 i 2 seku, one imaju zajednicku tacku (oznacimo je sa 5)
Na osnovu aksiome 1.1, prava 1 pored tacke 5 sadrzi (bar) jos jednu tacku
(oznacimo je sa 8)
Pretpostavimo da tacka 8 pripada pravoj 2
Na osnovu aksiome 1.3, posto prave 1 i 2 imaju zajednicke dve razlicite
tacke (tacke 5 i 8) one su identicne
Kontradikcija (equal(1,2))
Pretpostavimo da tacka 8 ne pripada pravoj 2
Na osnovu aksiome 1.1, prava 2 pored tacke 5 sadrzi (bar) jos jednu
tacku (oznacimo je sa 14)
Posto tacke 5 i 14 pripadaju pravoj 2, a tacka 8 ne, one su nekolinearne
Pretpostavimo da su tacke 8 i 14 identicne
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Kontradikcija (colin(5,14,8))
Pretpostavimo da tacke 8 i 14 nisu identicne
Pretpostavimo da tacka 14 pripada pravoj 1
Kontradikcija (colin(5,14,8))
Pretpostavimo da tacka 14 ne pripada pravoj 1
Na osnovu aksiome 1.2, postoji prava koja sadrzi tacke 8 i 14
(oznacimo je sa 22)
Posto i 1 i 22 sadrze tacku 8 one se seku
Posto i 2 i 22 sadrze tacku 14 one se seku
Pretpostavimo da su prave 1 i 22 identicne
Posto 5 pripada 1 i 1 i 22 su identicne, sledi da 5 pripada 22
Kontradikcija (colin(5,14,8))
Pretpostavimo da prave 1 i 22 nisu identicne
Pretpostavimo da su prave 2 i 22 identicne
Posto b pripada 2 i 2 i 22 su identicne, sledi da 5 pripada
22
Kontradikcija (colin(5,14,8))
Pretpostavimo da prave 2 i 22 nisu identicne
Pretpostavimo da tacka 5 pripada pravoj 22
Kontradikcija (colin(5,14,8))
Pretpostavimo da tacka 5 ne pripada pravoj 22
Na osnovu aksiome 1.5, postoji ravan koja sadrzi tacke
5, 8 i 14 (oznacimo je sa 35)
Posto i 1 i 35 sadrze tacku 5 one se seku
Posto i 2 i 35 sadrze tacku 5 one se seku
Posto 1 22 i 35 sadrze tacku 8 one se seku
Na osnovu aksiome 1.7, posto ravan 35 i1 prava 1 imaju
zajednicke dve razlicite tacke (tacke 5 i 8) sledi da je prava 1
incidentna ravni 35
Na osnovu aksiome 1.7, posto ravan 35 i prava 2 imaju
zajednicke dve razlicite tacke (tacke 5 i 14) sledi da je prava 2
incidentna ravni 35
Teorema dokazana u tekucoj grani
(objekat -1 index 35)
Teorema dokazana
Utroseno vreme u sekundama: 2.00

Primer 2

Postoji najvise jedna ravan kojoj su incidentne dve prave koje se seku.

premise
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prava(1)
prava(2)

ravan(3)

ravan(4)
seku_se(1,2)
ne_identicno(1,2)
incidentno(1,3)
incidentno(2,3)
incidentno(1,4)
incidentno(2,4)

teorema
identicno(3,4)

Dokaz:

Posto se 1 i 2 seku, one imaju zajednicku tacku (oznacimo je sa 11)
Posto tacka 11 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 3, sledi da tacka
11 pripada ravni 3
Posto i 1 i 3 sadrze tacku 11 one se seku
Posto i 2 i 3 sadrze tacku 11 one se seku
Posto tacka 11 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 4, sledi da tacka
11 pripada ravni 4
Posto i 1 i 4 sadrze tacku 11 one se seku
Posto i 2 i 4 sadrze tacku 11 one se seku
Posto i 3 1 4 sadrze tacku 11 one se seku
Pretpostavimo da su ravni 3 i 4 identicne
Teorema dokazana u tekucoj grani
Pretpostavimo da ravni 3 i 4 nisu identicne
Na osnovu aksiome 1.1, prava 1 pored tacke 11 sadrzi (bar) jos jednu
tacku (oznacimo je sa 23)
Posto tacka 23 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 3, sledi da
tacka 23 pripada ravni 3
Posto tacka 23 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 4, sledi da
tacka 23 pripada ravni 4
Pretpostavimo da tacka 23 pripada pravoj 2
Na osnovu aksiome 1.3, posto prave 1 i 2 imaju zajednicke dve
razlicite tacke (tacke 11 i 23) one su identicne
Kontradikcija (equal(1,2))
Pretpostavimo da tacka 23 ne pripada pravoj 2
Na osnovu aksiome 1.1, prava 2 pored tacke 11 sadrzi (bar) jos
jednu tacku (oznacimo je sa 31)
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Posto tacke 11 i 31 pripadaju pravoj 2, a tacka 23 ne, one su
nekolinearne
Posto tacka 31 pripada pravoj 2 i prava 2 pripada ravni 3, sledi
da tacka 31 pripada ravni 3
Posto tacka 31 pripada pravoj 2 i prava 2 pripada ravni 4, sledi
da tacka 31 pripada ravni 4
Na osnovu aksiome 1.6, posto ravni 3 i 4 imaju zajednicke tri
nekolinearne tacke (tacke 11, 31 i 23) one su identicne
Kontradikcija (equal(3,4))
Teorema dokazana
Utroseno vreme u sekundama: 1.00

Primer 3

Ako su 1, 2 i 3 tri razli¢ite tacke incidentne nekoj pravoj 4 i ne vazi B(1,2,3) ni
B(1,3,2), onda vazi B(2,1,3).

premise

tacka(1)
tacka(2)
tacka(3)
prava(4)
incidentno(1,4)
incidentno(2,4)
incidentno(3,4)
ne_identicno(1,2)
ne_identicno(1,3)
ne_identicno(2,3)
ne_ b(1,2,3)
ne_b(1,3,2)

teorema
b(2,1,3)

Dokaz:

Posto tacke 1, 2 i 3 pripadaju pravoj 4, one su kolinearne
Na osnovu aksiome 2.5, kako su 1, 2 i 3 tri razne kolinearne tacke,
vazi B(1,2,3) ili B(2,3,1) ili B(3,1,2)
Pretpostavimo da vazi B(1,2,3)
Kontradikcija (bet(1,2,3))
Pretpostavimo da vazi B(2,3,1)
Na osnovu aksiome 2.2, posto vazi B(2,3,1), vazi i B(1,3,2)



Kontradikcija (bet(1,3,2))

Pretpostavimo da vazi B(3,1,2)
Na osnovu aksiome 2.2, posto vazi B(3,1,2), vazi i B(2,1,3)
Teorema dokazana u tekucoj grani

Teorema dokazana

Utroseno vreme u sekundama:

Primer 4

1.00

Relacija podudarnosti parova tacaka je tranzitivna.

premise

tacka(1)

tacka(2)

tacka(3)

tacka(4)

tacka(5)

tacka(6)
podudarno(1,2,3,4)
podudarno(3,4,5,6)

teorema
podudarno(1,2,5,6)

Dokaz:

Na osnovu aksiome 3.

(3,4)=(3,4).
Na osnovu aksiome
(6,6)=(5,6).
Na osnovu aksiome
(5,6)=(3,4).
Na osnovu aksiome
Na osnovu aksiome
Na osnovu aksiome
(3,4)=(2,1).
Na osnovu aksiome
(6,6)=(2,1).
Na osnovu aksiome
(2,1)=(3,4).
Na osnovu aksiome
(2,1)=(2,1).
Na osnovu aksiome
(2,1)=(5,6).

kako

kako

kako

vazi

vazi

kako

kako

kako

kako

kako

vazi (1,2)=(3,4)
vazi (3,4)=(5,6)
vazi (3,4)=(5,6)
(1,1=>1,1)

(1,2)=(2,1)

vazi (1,2)=(3,4)
vazi (3,4)=(5,6)
vazi (1,2)=(2,1)
(1,2)=(2,1)

vazi

vazi (3,4)=(2,1)

(1,2)=(3,4),
(3,4)=(5,6),

(3,4)=(3,4),

(1,2)=(2,1),
3,4)=(2,1),
(1,2)=(3,4),
(1,2)=(2,1),

(3,4)=(5,6),

sledi

sledi

sledi

sledi

sledi

sledi

sledi

sledi
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da

da

da

da

da

da

da

da

vazi

vazi

vazi

vazi

vazi

vazi

vazi

vazi
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Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,3)=(3,1)

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,3)=(3,1) i (1,3)=(3,1), sledi da vazi
i (3,1)=(3,1).

Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,4)=(4,1)

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,4)=(4,1) i (1,4)=(4,1), sledi da vazi
i(4,1)=(04,1).

Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,5)=(5,1)

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,5)=(5,1) i (1,5)=(5,1), sledi da vazi
i (5,1)=(5,1).

Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,6)=(6,1)

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,6)=(6,1) i (1,6)=(6,1), sledi da vazi
i (6,1)=(6,1).

Na osnovu aksiome 3.2, vazi (2,1)=(1,2)

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (2,1)=(3,4) i (2,1)=(1,2), sledi da vazi
i (3,4)=(1,2).

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (3,4)=(5,6) i (3,4)=(1,2), sledi da vazi
i (5,6)=(1,2).

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (2,1)=(1,2) i (2,1)=(5,6), sledi da vazi
i (1,2)=(5,6).

Teorema dokazana u tekucoj grani

Teorema dokazana

Utroseno vreme u sekundama: 1.00

Primer 5

Ako su ravni 4 incidentne razlicite prave 1, 2 i 3 i ako se prave 11 2, kao i prave 2
i 3 ne seku, onda se ne seku ni prave 11 3.

Dokaz:

premise

prava(1)

prava(2)

prava(3)

ravan(4)
ne_identicno(1,2)
ne_identicno(1,3)
ne_identicno(2,3)
incidentno(1,4)
incidentno(2,4)
incidentno(3,4)
ne_seku_se(1,2)
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ne_seku_se(2,3)

teorema
ne_seku_se(1,3)

Dokaz:

Pretpostavimo da se prave 1 i 3 seku
Posto se 1 i 3 seku, one imaju zajednicku tacku (oznacimo je sa 14)
Posto tacka 14 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 4, sledi da
tacka 14 pripada ravni 4
Posto i 1 i 4 sadrze tacku 14 one se seku
Posto i 3 1 4 sadrze tacku 14 one se seku
Pretpostavimo da tacka 14 pripada pravoj 2
Posto i 1 i 2 sadrze tacku 14 one se seku
Kontradikcija (intersec(1,2))
Pretpostavimo da tacka 14 ne pripada pravoj 2
Na osnovu aksiome 5.1, postoji najvise jedna prava koja sadrzi tacku
14, pripada ravni 4 i sa pravom 2 nema zajednickih tacaka, pa su prave 1
i 3 identicne.
Kontradikcija (equal(1,3))
Pretpostavimo da se prave 1 i 3 ne seku
Teorema dokazana u tekucoj grani
Teorema dokazana
Utroseno vreme u sekundama: 1.00
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