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L Normalni modeli

Poseban tretman jednakosti

m Do sada je simbol = bio tretiran kao bilo koji drugi predikatski
simbol.

Primer

Za ocekivati je da je formula
Vxyz.x=yANy=z= f(x)=f(2)

valjana, medutim, ona to nije. Po do sada izloZenom, ova formula se
ni po &emu ne razlikuje od formule

Vxy z. p(x,y) A p(y, z) = p(f(x),f(2)),

za koju je jasno da nije valjana (npr. netatna je kada se f interpretira
identi¢kom funkcijom, a p nekom netranzitivnom relacijom).
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L Normalni modeli

Poseban tretman jednakosti

m Ipak, uloga jednakosti je centralna u matematici tako da je
poZeljno posmatrati samo one interpretacije u kojima se
simbol '=" interpretira upravo relacijom jednakosti.

m lako se prethodno opisane procedure jednostavno modifikuju
tako da u obzir uzmu samo ovakve modele, moguca je i izrada
efikasnijih procedura, specijalizovanih za rezonovanje u
prisustvu jednakosti.
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L Normalni modeli

Normalne interpretacije

Ako jezik L sadrZi simbol =, za L-strukturu (model, interpretaciju)

kaZemo da je normalna ako se simbol = interpretira relacijom
jednakosti odgovarajuceg domena.
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L Aksiome Jjednakosti

Aksiome jednakosti

S obzirom da je relacija jednakosti relacija ekvivalencije, u svim
normalnim modelima naredne formule su tacne.

refleksivnost : Vx. x = x
simetri¢nost : Vxy. x=y & y=x

tranzitivnost : Vxyz. x=yAy=z=>x=12z

Takode, za svaki n-arni funkcijski simbol f odnosno svaki n-arni
predikatski simbol p ta¢ne su i formule kongruentnosti

VXL o Xn Y1 oo Ve XL =YIA A Xy = Y= F(X1, ooy Xn) = F(Vay o3 Yn)

VX1 X Y1 e Yo XL = V1A AXy =Y = pOX1, .oy x0) € P(Vay -5 Yn)

Navedene formule nazivamo aksiomama jednakosti. Oznaka
eqax(L) oznatava aksiome jednakosti jezika L.
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L Aksiome Jjednakosti

m Svaki normalni model zadovoljava aksiome jednakosti.

m Medutim, postoje modeli koji nisu normalni, a opet
zadovoljavaju aksiome jednakosti.

Primer

Ukoliko se jezik L = {+,-,0,1,=} interpretira uobitajeno na
skupu prirodnih brojeva, a simbol = relacijom x = y(mod 2),
model zadovoljava aksiome jednakosti, a nije normalan.
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L Aksiome Jjednakosti

Veza izmedu normalnih modela i modela aksioma

jednakosti

Formula F jezika L ima normalan model akko F i eqax(L) imaju

model.
Ako F ima normalan model on je model u kome su i F i eqax(L)
tacCne.

Obratno, ako postoji model za F i eqax(L) moZe se definisati relacija
~ na domenu D takva da je x ~ y akko x =aq vy, tj. kada su x iy
Jednaki po interpretaciji M. Posto u M vaZe eqax(L) relacija ~ je
relacija ekvivalencije. TraZeni normalni model se moZe jednostavno
izgraditi nad klasama ekvivalencije relacije ~ kao domenom.
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L Aksiome Jjednakosti

Veza izmedu normalnih modela i modela aksioma
jednakosti

m Formula F je zadovoljiva u nekom normalnom modelu akko je
formula F A eqax(L) zadovoljiva.

m Formula F vaZi u svim normalnim modelima akko je formula
eqax(L) = F valjana.
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L Aksiome Jjednakosti

Smanjenje broja aksioma jednakosti

m Prethodni stavovi ostaju na snazi i ako se broj aksioma
jednakosti smanji.

m Npr. aksioma simetri¢nosti se moZe dokazati iz aksiome
refleksivnosti i kongruentnosti za jednakost.
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L Birkhofov sistem

Sintaksno-deduktivni sistemi za jednakost — Birkhofova
pravila

AI——I.”:treﬂ Absi=t ... Akbs,=1t, cong
Af—f(Sl,...,Sn):f(tl,...,t,,)
Abs=t ¢
Aft—s s—ten
AFs=t
AFs=t At=u B
Ars—y trans AFs=t inst

AF (s=1t)x— 4|
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L Birkhofov sistem

Birkofova teorema

Teorema

AF s=t, tj. jednacina s = t vaZi u svim normalnim modelima
skupa jednacina A akko i samo ako A\-s = t, tj. akoses =t
moZe izvesti iz A primenom Birkofovih pravila.
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Pregled
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LKt:)ngruentno zatvorenje

Odlucivanje baznih jednakosti

m Prilikom primene Birkofovih pravila problem predstavlja
pravilo instancijacije (nije jasno kako odlutiti koju
instancijaciju x — t upotrebiti).

m Ukoliko su sve jednakosti bazne (nemaju slobodnih
promenljivih), onda pravilo instancijacije nije potrebno
koristiti, Sto &ini ovaj fragment odludivim.

m Procedure odludivanja za bazne jednakosti se obi¢no zasnivaju
na kongruentnom zatvorenju.
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LKt:)ngruentno zatvorenje

Kongruentne relacije

Definicija

Relacija ~ je kongruencija na skupu D u odnosu na jezik L ako je

relacija ekvivalencije na domenu D saglasna (kongruentna) sa svim

funkcijskim simbolima jezika L, tj. za svako f vaZi da ako s; ~ ti,
., Sn~ tn, tada f(s1,...,5p) ~ f(t1,...,tn).

Kongruentno zatvorenje relacije je najmanja kongruencija koja

sadrZi polaznu relaciju.
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[ Kongruentno zatvorenje

Teorema o kongruentnom zatvorenju

Teorema

Neka su s;, t;, s i t bazni termovi i neka je D skup svih ovih
termova i svih njihovih podtermova. Neka je ~ kongruentno
zatvorenje relacije {(s1,t1),...,(sn, tn)}. Tada

{si=t1,....,sn=th} Es=t

akko
{si=t,....,sn=thtbFs=t

akko
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LKc:)ngruentno zatvorenje

Teorema o kongruentnom zatvorenju

Prva i druga stavka su ekvivalentne na osnovu Birkhofove teoreme.
1z druge stavke sledi treca . ... Iz treCe stavke sledi druga . . ..
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LKc:)ngruentno zatvorenje

Nelson-Openov algoritam za odredivanje kongruentnog
zatvorenja

m Postupak se zasniva na postepenom prosirenju relacije
kongruencije polevsi od prazne relacije i dodavanjem jedne po
jedne jednakosti.

m Kongruencije se predstavljaju klasama ekvivalencije
(koris¢enjem union-find strukture).

m Prilikom spajanja klasa vrsi se analiza termova u kojima
elementi tih klasa uestvuju i na osnovu kongruentnosti
spajaju se odgovarajuéi termovi. Ukoliko se npr. klase koje
sadrze termovi s i t spajaju, a postoje npr. termovi f(s, g(t)) i
f(t,g(s)), potrebno je spojiti i klase kojima oni pripadaju.
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LKc:)ngruentno zatvorenje

Nelson-Openov algoritam za odredivanje kongruentnog
zatvorenja

m Neka je E = {s; = t1,...,5, = tp} skup baznih jednakosti.
Neka je T skup termova zatvoren za podtermove koji sadrZi sve
bazne termove s;, t; (i moZda jo¥ neke druge termove i njihove
podtermove).

m Neka use(t) oznagava skup svih termova skupa D &iji je
podterm term t. Ovi skupovi se mogu unapred izralunati.

m Neka find(t) vraéa kanonskog predstavnika klase ekvivalencije
kojoj pripada term t.

m Neka union(s, t) spaja klasu ekvivalencije terma s i klasu
ekvivalencije terma t.

m Neka cong(s, t) oznatava da je s oblika f(s1,...,sp) i t oblika
f(t,...,ty) pri &emu je find(s;) = find(t;).



Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u

[ Kongruentno zatvorenje

Nelson-Openov algoritam za odredivanje kongruentnog zatvorenja

function cc(E, T)
begin
foreach t € T find(t) :=t.
foreach si=t € E
if (find(s;) # find(t)
merge(s, ti)
end

function merge(s, t)
begin
Ts = U{use(u) | find(u) = find(s)}
T: = U{use(u) | find(u) = find(t)}
union(s, t)
foreach s’ € T, t' € T;
if (£find(s’) # £ind(t') A cong(s’, t'))
merge(s’, t')
end
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[ Kongruentno zatvorenje

Nelson-Openov algoritam za odredivanje kongruentnog zatvorenja — primer

Primer

Odredimo kongruentno zatvorenje za skup jednakosti
E={x=y,y =z} iskup termova {x,y,z,f(x),f(z)}.
use je odreden sa

{x=A{f())y = {} 2= {f(2)} F(x) = {3, f(2) = {}}

Krecemo od jedno&lanih klasa {{x},{y},{z}, {f(x)},{f(2)}},
tj. find je odreden sa:

{x—=x,y—=y,z— z,f(x)— f(x),f(z) — f(z2)}
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[ Kongruentno zatvorenje

Primer

m merge(x,y) — T« = {f(x)}, T, = {}. Nakon union(x,y),
dobijaju se klase {{x,y},{z},{f(x)},{f(2)}, tj. find je
odreden sa
{x = x,y— x,z— z,f(x) = f(x),f(z) — f(z)}. Petlja je
prazna.

m merge(y,z) — T, = {f(x)}, T, = {f(z)}. Nakon union(y, z),
dobijaju se klase {{x,y, z},{f(x)},{f(2)}, tj. find je odreden
sa{x— x,y — x,z— x,f(x) = f(x),f(z) = f(2)}.

f(x) i f(z) su kongruentni pa se poziva:

m merge(f(x),f(z)) = Tey = {}, Trz) = {}- Nakon
union(f(x), f(z)) dobijaju se klase {{x,y, z},{f(x),f(z)},
tj. find je odreden sa
{x—=x,y = x,z— x,f(x) = f(x),f(z) = f(x)}. Petlja je
prazna.
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LKt:)ngruentno zatvorenje

Odlucivanje univerzalnog fragmenta EUF

Razmatrajmo validnost formula oblika

Vx1...%n. P(x1,...,%n), gde P ne sadrzi drugih predikatskih
simbola osim = (funkcijski simboli se mogu javljati).
Prethodni fragment se ponekad naziva EUF (Equality with
Uninterpreted Functions).

Negacijom i skolemizacijom se dobija bazna formula oblika
P'(c1,. .., cn).

Prevodenjem u DNF (ili primenom naprednijih tehnika poput
SMT), ispitivanje zadovoljivosti se svodi na ispitivanje
zadovoljivosti konjunkcija oblika

S 1=t A...ASp=thASyE L N...sh £t
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LKc:)ngruentno zatvorenje

Odlucivanje univerzalnog fragmenta EUF

m Odeduje se kongruentno zatvorenje za skup jednakosti
E={s;=t1,...,5p = tp} i skup termova T dobijen od
{s1,t1,...5n, tn, s, t1,..., S, t,} i svih njihovih podtermova.

m Konjunkcija je zadovoljiva akko je find(s]) # find(t!), za
svako 1 < i< n'.
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[ Kongruentno zatvorenje

Odlucivanje univerzalnog fragmenta EUF — primer

Primer

PokaZimo da formula
Vx. F3(x)=x A fP(x)=x = f*(x)=x

vaZi u svim normalnim modelima, pri &emu je f'(x) skraceni zapis
za f(f(...f(x))), gde se f primenjuje i puta. Negiranjem polazne
formule i skolemizacijom dobija se formula

f3(c) = c A F2(c) = c A F2(c) # c.

Posmatrajmo izvrsvanje Nelson-Oppen-ovog algoritma. Skup
jednakosti E = {f3(c) = ¢, f3(c) = ¢}, a skup termova
T = {c,f(c), f*(c), f3(c), f*(c), F>(c).
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LKt:)ngruentno zatvorenje

Odlucivanje univerzalnog fragmenta EUF — primer |

m merge(f3(c). c) = Tys(c) = {F*(c), F(c)},
T. = {f(c), f3(c), F3(c), F*(c), F3(c)}. Nakon izvréetka
union(f3(c), c) dobijaju se klase
{ic ()} {F ()} {F2(e)} {4 (o)}, {F2(e)}
(c)i f (¢) su kongruentni pa se poziva:
a merge(f*(c). F(<)) — Trsey = {F(O)},
Tre) = {f?(c), F3(c), f*(c), f3(c)}. Nakon izvr¥etka
union(f*(c), f(c) dobijaju se klase

{{c. £3(c)} . {F(c). F* ()} {F2(c)}. {F*(c)}}. F2(c) i F*(c) su
kongruentni pa se poziva:
m merge(f°(c), f*(c)) = Tesey = {1},
Ty = {F3(c), F*(c), f5(c)} Nakon izvrietka
union(f*(c), f(c) dobijaju se klase
{{c, ()}, {f(c), F*(c)}, {F?(c), f*(c)}}. Petlja je prazna.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

LKt:)ngruentno zatvorenje

Odlucivanje univerzalnog fragmenta EUF — primer Il

Ostali parovi iz Tra(ey i Tr(c) ili nisu kongruentni ili su ve¢ u
istoj klasi.
u merge(fs(c)» C) _ Tf5(c) = {f3(C), f4(C), fs(c)}v
Te = {f(c), f?(c), f3(c), F*(c), f>(c)}. Nakon
union(f>(c), c) dobijaju se klase
{{c,f2(c), 3(c). F(c)}, {f(c). F*(c)}}-
Termovi f3(c) i f(c) su kongruentni pa se poziva
m merge(f3(c), f(c)) -
Tf3(c) = {f(C), f2(C), f3(C), f4(C), fs(c)}'
Tf(c) = {fz(c)a f3(c)7 f4(C), f5(C)}
Nakon union(f3(c), f(c) dobijaju se klase
{{c,f(c), f?(c), F3(c), fF*(c), f3(c)}}. Svi termovi su istoj
klasi pa nema daljih rekurzivnih poziva.

Svi termovi su istoj klasi pa nema daljih rekurzivnih poziva.
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LKt:)ngruentno zatvorenje

Odlucivanje univerzalnog fragmenta EUF — primer

Primer

Dakle, posto negirana formula sadrzi razli¢itost f2(c) # f(c), a na
osnovu kongruentnog zatvorenja vaZi f2(c) = f(c), ona je
nezadovoljiva, te polazna formula

Vx. F3(x) =x A FP(x) =x = f*(x)=x

vaZi u svim normalnim modelima.
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LF'rezapisivamje

LPojam i defincija prezapisivanja

Pojam prezapisivanja

m Dokazi jednakosti oblika s = t se (neformalno) obi¢no
sprovode tako $to $to se zapo¢ne od terma s, a onda se na
njega (odnosno njegove podtermove) primenjuju
transformacije na osnovu datih jednakosti s; = t;, vrseci pri
tom pogodne instancijacije.

m Transformacije se obi¢no vrée tako da se dobije jednostavniji
term (npr. x - x ! se zamenjuje sa 1 — zamena u suprotnom
smeru je obi¢no neintuitivna).

m Pojam jednostavnijeg terma je suptilan. Npr. (x +y) - (w + 2)
je kradi od xw + xz + yw + yz ali se drugi smatra
jednostavnijim jer omogucava dalja skradivanja.

m Koris€enje transformacija termova na osnovu usmerenih
jednakosti naziva se prezapisivanje.
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L Prezapisivanje

LPojam i defincija prezapisivanja

Definicija
Pravilo prezapisivanja termova je usmerena jednakost oblika | — r gde
su | i r termovi takvi da | nije promenljiva i r ne uvodi nove slobodne

promenljive u odnosu na | (skup slobodnih promenljivih terma r je
podskup skupa slobodnih promenljivih terma ).

Definicija

Ako je | — r pravilo prezapisivanja termova kaZemo da se term t na
osnovu ovog pravila prezapisuje u term t' ako postoji podterm terma t
koji je instanca terma [, takav da se njegovom zamenom instancom
terma r (pri istoj instancijaciji) dobija term t'.

Definicija

Sistem prezapisivanja R termova je skup pravila prezapisivanja
termova. KaZemo da t —g t' ako postoji neko pravilo | — r € R kojim
se t prezapisuje u t'. Relacija —r je relacija prezapisivanja termova.
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L Prezapisivanje

LPojam i defincija prezapisivanja

Primer primene prezapisivanja

Primer

Prezapisivanjem terma (a + a) + (b + b) na osnovu pravila
X + x — 2x mogu se dobiti 2a+ (b+ b) i (a + a) + 2b. Term
2a + 2b se moZe dobiti nakon dva koraka.
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L Prezapisivanje

LPojam i defincija prezapisivanja

m Prezapisivanje ima svoje teoretsko opravdanje (zasnovano na
Birkhofovoj teoremi).

m Svaki lanac prezapisivanja se moZe konvertovati u formalni
dokaz u Birkhofovom sistemu.

m VaZi i obratno.

Teorema

Ako je — g relacija dobijena na osnovu sistema prezapisivanja R, a
<& njeno simetri¢no, refleksivno i tranzitivno zatvorenje, tada za
svaka dva terma s it vaZi s <+ t ako i samo ako RF s = t.
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LF'rezapisivanje

L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Kanonski sistemi

m Ponekad, sistemi prezapisivanja imaju svojstvo da se svi
,,ekvivalentni” termovi svode na istu normalnu formu — term
na koji dalje nije moguée primeniti ni jedno pravilo.

m Ovakvi sistemi se nazivaju kanonski ili konvergentni.

m U sluéaju jednakosnog rezonovanja na osnovu datih jednakosti
E, obi¢no se kaZe da su s i t ekvivalentni ako E F s = t.

m Ovakvi sistemi se mogu koristiti kao procedure odlu€ivanja
ekvivalentnosti dva terma u odnosu na dati sistem jednakosti
(proveri se da li se nakon ,,normalizacije” dobija ista normalna
forma).
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LF'rezapisivanje
L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Primer kanonskog sistema

Primer

{m+0=m,04+n=n,m+5(n) = S(m+n),S(m)+n = S(m+n)}

Utvrdivanje jednakosti dva terma na osnovu ovog sistema ne
zahteva nikakvu kreativnost. Npr.

5(0) + S(5(0)) — S(0+ S(5(0))) — S(5(5(0)))
Takode,

S(0)+5(5(0)) — S(S(0) + S(0)) — S(5(5(0) +0)) —
S(5(5(0 +0))) = 5(5(5(0)))

Naravno, efikasnost zavisi od redosleda primene pravila, medutim,
normalna forma do koje ce se stici ne zavisi.
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L Prezapisivanje

L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Primeri ne-kanonskih sistema — nezaustavljanje

Primer

Neka je dato pravilo x +y — y + x. Term 1+ 2 nema normalnu
formu. Zaista, postoji izvodenje:

1422241 —>142—2+1—...

KaZe se da sistem nema svojstvo zaustavljanja.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

LF'rezapisivanje
L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Primeri ne-kanonskih sistema — nekonfluentnost

Primer

{x4+0—=x,s(x+y) = x+s(y)}

Term s(x + 0) se primenom prvog pravila moZe prezapisati u s(x), a
primenom drugog pravila u x + s(0). Nijedan od ova dva terma nije
moguce dalje prezapisivati.

Dobijene normalne forme nisu jednake. KaZe se da sistem nema
svojstvo konfluentnosti.



Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u
LF'rezapisivanje

L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Primeri ne-kanonskih sistema — nekonfluentnost

{x-(v+z)=>x-y+x-z,(x+y)- z—=x-z+y-z}

(a+b)-(c+d) — a-(c+d)+b-(c+d)
(a-c+a-d)+b-(c+d)
— (a-c+a-d)+(b-c+b-d)

1

(a+b)-(c+d) — (a+b)-c+(a+b)-d
— (a-c+b-c)+(a+b)-d
— (a-c+b-c)+(a-d+b-d)



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivanje
L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Apstraktni sistemi za prezapisivanje

m Najznadajni sistemi za prezapisivanje su sistemi za
prezapisivanje termova.

m Ipak, ponekad se posmatraju opstiji sistemi, tzv. apstraktni
sistemi za prezapisivanje.

m Relacija prezapisivanja R se posmatra na proizvoljnom skupu
X (ne obavezno skupu termova) i obi¢no se zapisuje infiksno
x — y. Ova relacija je apstraktno data i ne defini%e se na
oshovu sistema prezapisivanja.

m Oznaka — " oznaava tranzitivno zatvorenje relacije —,
oznaka —* njeno refleksivno i tranzitivno zatvorenje, dok
oznaka <»* oznalava njeno simetri¢no, refleksivno i
tranzitivno zatvorenje.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Zaustavljanje

Relacija — je zaustavljajuca (dobro zasnovana) ako ne postoji
beskonacan lanac t; — tp — t3 —> .. ..




Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u
LF'rezapisivanje

L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Oblici konfluentnosti

m Relacija — ima svojstvo dijamanta ako kada x — y i x — y’
tada postoji z takoday — z iy — z.

B X |y su spojivi Sto oznacavamo sa x | y ako postoji z tako da
x—=>*ziy—*z

m Relacija je konfluentna ako kada x —* y i x —* y' tada
y 1 y'. Ekvivalentno, —* ima svojstvo dijamanta.

m Relacija je slabo konfluentna ako kada ako kada x — y i
x—y tadayly.

m Relacija ima Ceré-Roserovo svojstvo ako kada god x <+* y,
tada postoji x | y.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Oblici konfluentnosti

m Ako relacija ima svojstvo dijamanta ona je slabo konfluentna.

m Ako je relacija konfluentna ona je slabo konfluentna.
m Ako relacija ima svojstvo dijamanta ona je konfluentna.

m Relacija ima Cer¢ Roserovo svojstvo akko je konfluentna.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

L Kanonski sistemi (konfluentnost i zaustavljanje)

Oblici konfluentnosti

Slabo konfluentna relacija ne mora biti konfluentna.

Primer
Relacija b — a, b — ¢,c — b, c — d je slabo konfluentna, ali nije
konfluentna.

Ipak, vazi naredna teorema.

Teorema (Njuman)

Ako je relacija — zaustavljajuca i slabo konfluentna, ona je i
konfluentna.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Ispitivanje zaustavljanja

m Jedan od fundamentalnih problema je kako za dati sistem
prezapisivanja termova utvrditi da li je zaustavljajudi.

m Problem ispitivanja zaustavljanja je neodludiv!
m Osnovni metod je pronalaZenje dobro zasnovanog uredenja >~
takvog da iz t =g t' sledida t = t'.

m Jos je bolje posmatrati dobro-zasnovano - uredenje takvo da
za svako pravilo | — r vaZi | > r. Medutim, da bi se iz ovoga
moglo garantovati zaustavljanje potrebno je da uredenje >~
ima i dodatna svojstva data u sledeéoj definiciji.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Problemi poredenja po veli¢ini

m Problem kod obezbedivanja zaustavljanja predstavljaju pravila
poput (x-y)-z—=x-(y-z)ix-(y+2z)—>x-y+x-zjerse
u njima veli¢ina terma sa desne strane ne menja.

m Ovo ukazuje da samo poredenje veli¢ine termova nije dobar
pristup.



Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u

L Prezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Uredenje svodenja

Relacija >~ je uredenje prezapisivanja ako je tranzitivno, irefleksivno
i zatvoreno u odnosu na instancijacije i kongruencije, tj.

m irefleksivno — Ni za jedan term t ne vaZi t > t,

B tranzitivno — Ako jes — t it > u, tada s > u.

m stabilno — Ako je s - t tada je s[x — t'] > t[x — t'].

B monotono — Ako je s; > t; za neko i, tada

f(Sl,...,S,',...,Sn) b f(tl,...,t,',...,t,,).

Dobro zasnovana uredenja prezapisivanja nazivaju se uredenja
svodenja.



Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u
LF'rezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Uredenja svodenja

Lema (Manna, Ness)

Ako je > uredenje svodenja i za svako | — r € R vaZi | > r, tada
je —r zaustavljajuca.

Dovoljno je dokazati da iz s —g t sledi s = t — posto je > dobro
zasnovano tvrdenje sledi. 1z s —g t sledi da postoji | - r € R i
instanca | terma | koja je podterm terma s, takva da kada se on
zameni odgovaraju¢om instancom r terma r dobija se term t.
Posto je | > r, na osnovu svojstva stabilnosti vaZi da je | = 7. Na
osnovu uzastopne primene svojstva monotonosti dobija se i da je
s~ t.




Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Uredenja pojednostavljivanja

Specijalnu vrstu uredenja svodenja &ine uredenja
pojednostavljivanja.

Definicija

Relacija >~ je uredenje pojednostavljivanja ako je irefleksivno,
tranzitivno, stabilno, monotono i ima sledece svojstvo podtermova:

m svojstvo podtermova — (... t;,...) = t;.

Stav

Dersovic Svako uredenje pojednostavijivanja je dobro uredenje te je
i uredenje svodenja.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Rekurzivna uredenja staze

m U mnogim slu€ajevima se uredenja definiSu induktivno nad
strukturom termova &to ih &ini monotonim i stabilnim.

m Cesto je pristup da se prvo izgradi uredenje > na skupu svih
funkcijskih simbola jezika £, a da se zatim ono upotrebi kako
bi se izgradilo uredenje pojednostavljivanja na skupu termova.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Rekurzivna uredenja staze

m Da bi dobijena uredenja bila uredenja pojednostavljivanja,
potrebno je da zadovoljavaju svojstva podtermova, prvo tako
§to se proverava je da li je eventualno jedan od njih podterm
drugoga.

m Ukoliko se utvrdi da nijedan od termova nije podterm
drugoga, tada se njihov odnos odreduje na osnovu njihovih
vodecih funkcijskih simbola.

m Term sa ,,ve¢im” vode¢im simbolom se progladava veéim (uz
odredene uslove za argumente), dok se u slu¢aju jednakih
vodecih simbola, prelazi na poredenje nizova argumenata.

m Uredenja izgradena na ovaj nadin se nazivaju uredenjima
rekurzivne staze (recursive path orderings).

m Primeri takvih konstrukcija su uredenje multiskup staze i
uredenje leksikografske staze.



Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u

L Prezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Definicija

Neka je data signatura L, i neka je = (kvazi)uredenje skupa
funkcijskih simbola . Uredenje leksikografkse staze (lexicographic
path ordering) >po se definiSe rekurzivno sledecim skupom pravila:

Ji. 5i >ppo t

f(Sl,...,Sm) >po t
f>g, Vi f(si,...,5m) >ipo ti

f(sla oo 75m) >Ipo g(tl, 000y tn)

frg, Viif(si,....Sm)>po ti, (51,-..

,5m) >0 (t1, .-, tn)

f(s1,---,5m) >ipo &(t1, .-

t leo t

v E Vars(t) t#v

t>ppo V

i)



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Uredenje leksikografske staze

Svako uredenje leksikografske staze je uredenje pojednostavijivanja,
pa samim tim | uredenje svodenja.




Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Uredenje leksikografske staze — primeri

Primer

Koriséenjem uredenja leksikografske staze pokaZimo da je
zaustavljajuéi sistem

x+0 — x
-0 — 0

—(x+y) = (=x)+(~y)

Neka je kvazi uredenje simbola — >~ + > 0.



Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u
LF'rezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Tada je:

® x + 0 >0 x na osnovu pravila 5. jer je x € Var

m —0 > 0 na osnovu 1. jer je na osnovu 4. 0 =5, 0

B —(X+Y) >po (—x) + (—y) na osnovu pravila 2. jer je — = +
i posto je, kao prvo, —(x +y) >jpo —x i posto je, kao drugo,
—(x+y) >po —y. Prvo zaista vaZi na osnovu pravila 3.
ukoliko je x +y >;;’; X a ovo je ispunjeno jer je X 4y >jpo X
na osnovu pravila 5. Na isti nacin se pokazuje i drugi uslov.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

L Ispitivanje zaustavljanja

Uredenje leksikografske staze — primeri

Zaustavljanje pravila

(xy)-z=x-(y 2z)

se moZe pokazati uredenjem leksikografske staze. Zaista na osnovu
pravila 3. treba pokazati da je (x -y, z) >;§’; (x,y - z) sto je
ispunjeno jer je X -y >po X na osnovu pravila 5.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

LIspitivanje konfluentnosti

m Problem ispitivanja konfluentnosti je u opstem sluaju
neodludiv.

m Ipak, postoje specijalni sluéajevi koji su odludivi:

m Pitanje konfluentnosti baznih sistema za prezapisivanje je odlucivo.
m Pitanje konfluentnosti zaustavljajucih sistema za prezapisivanje je
odlucivo.

m Naglasimo da zaustavljanje nije neophodno za konfluentnost:

Primer

Sistem R = {a — b, b — a,a — c} je konfluentan, ali nije
zaustavljajudi.




Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivamje

LIspitivanje konfluentnosti

Kri¢ni parovi

Definicija (Kriti¢ni par)

Neka su b — r1 i b — r» dva pravila koja nemaju zajednickih
promenljivih (ovo se moZe uvek posti¢i preimenovanjem). Neka je
I{ podterm terma I koji nije promenljiva i neka je 6 najopstiji
unifikator termova I{ i b. Term li[l{ — (k)] odreduje kriti¢ni par

(0(r1), 0(h)[0(1) — 6(r2)])-

Primer

Nekajeh - n=s(x+y)—=x+s(y),ah—n=x+0—x.
Podterm If = x + y se moZe unifikovati sa x + 0 unifikatorom
0 = {y — 0}. Term s(x + 0) odreduje kriti¢ni par (x + s(0), s(x)).



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u

L Prezapisivanje

LIspitivanje konfluentnosti

Knut-Bendiksova teorema

Znadaj kriti¢nih parova dolazi iz sledeée teoreme:

Teorema

Sistem za prezapisivanje je lokalno konfluentan ako i samo ako su
mu svi kriti¢ni parovi spojivi tj. ako vaZi uy | up, za svaki kriti¢ni
par (u1, uz)




Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivamje

LIspitivanje konfluentnosti

Provera kriti¢nih parova i ispitivanje konfluentnosti

m Da bi se otkrili svi kriti¢ni parovi datog sistema za
prezapisivanje, svako pravilo se kombinuje sa svakim drugim
(ukljutujuéi i svoju preimenovanu verziju).

m Posto u slu¢aju konaénog sistema za prezapisivanje termova
kriti¢nih parova ima kona¢no mnogo, da bismo utvrdili da li je
sistem lokalno konfluentan, dovoljno je ispitati povezivost
kona&no mnogo parova termova.

m U sluaju zastavljajuéeg sistema, povezivost kriti¢nih parova
se efektivno moZe ispitati §to daje proceduru odludivanja za
pitanje konfluentnost kona&nih, zaustavljajuéih sistema za
prezapisivanje termova.



Automatsko rezonovanje — beleske sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednako$¢u
LF'rezapisivamje

LIspitivanje konfluentnosti

Knut-Bendiksova procedura upotpunjavanja

m lako se ispitivanjem kriti¢nih parova ponekad ustanovi da
odredeni sistem za prezapisivanje termova R nije konfluentan,
u nekim slu€ajevima se, dodavanjem odredenih pravila, sistem
moze uliniti konfluentnim.

m Neka je (ug, up) kriti¢ni par koji nije poveziv, tj. postoje
razli¢ite normalne forme &1 i o termova uq i us.

m Jednakost i1 = @, je posledica sistema R jer je i <i>R b i
zbog toga dodavanje pravila iy — i ili i — 07 ne menja
odgovarajuéu jednakosnu teoriju.

m U ovom proSirenom sistemu, par (u1, uz) postaje poveziv.

m Da bi sistem ostao zaustavljajuéi, potrebno je da je &y > iy ili
o > 1 u odgovarajuéem uredenju svodenja >.



Automatsko rezonovanje — beledke sa predavanja Rezonovanje u logici prvog reda sa jednakos¢u

L Prezapisivanje

LIspitivanje konfluentnosti

if (I(s=t)eENSHELASH LAt F s )
return fail;
Ro={l—=r|(l=r)eEUEAI>r}
do
Riv1=R;
forall ( (u1,ur) € CP(R;))
Uy =upl; th=ul;
if (mFLANGLFOND FT)
return fail;
if (>0 )
Rit1 = Rip1 U{i1 — b2}
else if (i > 017 )
Rit1 = Ripx1 U{l2 — i1}
i = i+1;
while (R; # Rj_1);
return R;;
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