ZADACI

1. Transformacija

1.1 Pokazati da je Fourier-ov red funkcije

_ - 4 =
(b) ft)y=cosat, a¢Z ft) ~ Sinﬂ-aw (é + 2 i % cos nt)
n=1

1.2 Koji stepen broja 1/n odreduje brzinu opadanja Fourier-ovih koeficijenata c¢(n) funkcija f(¢) periodi¢nih
na intervalu [—, 7], datih u sledeé¢im primerima:

(a) f(t) =t, (prekidna funkcija)
(b) f@) =1, (neprekidna funkcija)
(c) f(t) =12 (neprekidno-diferencijabilna f-ja)

Odrediti u svakom od primera vrstu konvergencije reda Fourier-ovih koeficijenata.

2. Multirezolucija

2.1 Ako talasi¢ ¥(t) ima jedini¢nu Lo-normu, pokazati da talasi¢ v;x(t) = 279/24(277t — k) takode ima
jedini¢nu Lo-normu.

2.2 Odrediti najbolju srednjekvadratnu aproksimaciju funkcije f(t) = t? na intervalu 0 < ¢ < 1 polu-
Cetvrtkama p(2t) i (2t — 1).

2.3 Dokazati da se koeficijenti a(p) u razvoju polinoma t? po funkcijama skaliranja {o(t — k)} racunaju

izrazom an(p) =Y (i) ar(n).

n

3. Konstrukcija

3.1 Neka je ¢(©)(t) ragirena Getvrtka jediniéne povrdine: ¢(®(t) = 1/2, ¢t € [0,2). Nacrtati grafike funkcija
©M(t) i o) (t) koje su odredene kaskadnim algoritmom, ako su koeficijenti dilatacione jednacine h(0) =
h(1) = 1/2. Na kom intervalu je (V) (¢) # 0?7 Sta je graniéna funkcija ¢(t)?



3.2 Ako su koeficijenti dilatacione jednacine c¢(0) = c¢(1) = 1/4/2, odrediti prvih nekoliko aproksimacija
@ (t) funkcije skaliranja odredenih kaskadnim algoritmom, ako je (9 (¢) krov funkcija na intervalu a)
[0,2], b) [0,1].

3.3 Neka su nenula koeficijenti dilatacione jednac¢ine h(0) = h(3) = 1/2. Polazeéi od cetvrtke, uraditi dva
koraka kaskadnog algoritma i nacrtati funkcije M) (t) i ¢(2)(t). Opisati ¢(¥)(t) — na kom delu intervala [0, 3]
e 0@ (4) = 12
je M (t) =17

3.4 Koriséenjem Fourier-ove transformacije odrediti resenje dilatacione jednacine

P(t) = p(2t) + (2t — 1)

3.5 Primenom rekurzije odrediti reSenje dilatacione jednacine ¢iji su koeficijenti

4. Filtar

4.1 Odrediti signal y = h x x, ako su x(0) =11 z(1) =3 jedine nenula komponente signala x, a filtar h
ima nenula komponente h(0) = 1/2, h(1) = 1/2. Pokazati da je u frekvencijskom domenu §(w) = h(w) Z(w).

4.2 Nadi koeficijente h(n) filtra koji za svaki ulazni signal {z(n)} daje izlaz ¢ije su komponente y(n) =
x(n + 1)? Nadéi frekvencijski odziv h(w) tog filtra i pokazati da je §(w) = h(w) &(w).

4.3 Pokazati da je koeficijent uz 2= u proizvodu (3 h(k)z™%) (3 x(1)z~") element konvolucije (h x x)(n).

4.4 Akojed =(...,0,0,1,0,0,...) jediniéni impuls u nultom trenutku, pokazati da konvolucija sa proizvoljnim
signalom x ne menja taj signal, x x 6 = x. Izraziti ovo tvrdenje u frekvencijskom domenu.

4.5 Sta je izlazni signal y = h * x, ako je ulazni signal z(n) = (—1)" i h filtar osrednjenja sa Getiri nenula
koeficijenta h(0) = h(1) = h(2) = h(3) = 1/47 Ne racunajuéi frekvencijski odziv h(w), objasniti zasto h
definise niskofrekvencijski filtar.

4.6 Napisati matricu F' odredenu koeficijentima troclanog filtra pokretne sredine h, y = hxx = Fx,

y(n) = £ (z(n) + z(n — 1) + z(n — 2)). Pokazati da ovaj filtar nije invertibilan,tj. da postoji signal x za koji

je F'’x = 0. Nadi dva signala x za koje je F'x = 0.

4.7 Napisati matricu S koja definiSe filtar kasnjenja y = Sx, tako da je y(n) = z(n — 1). Odrediti matricu
S~1. Kako izgleda izlaz y = S~'x? Naéi frekvencijske odzive filtara koji su definisani matricama S i S~ u
frekvencijskom i z-domenu. Uporediti sa zadatkom 4.2.

4.8 Predstaviti matricama operatore (| 2) i (12) = (] 2)T. Dali je proizvod (T 2) (] 2) komutativan?

4.9 Za zadati signal x odrediti signal y = (1 2) (1 2) (1 2) (| 2) x.

4.10 Koje su komponente signala (1 3) (| 2)x 1 (] 2) (T 3)x?

4.11 Sta je rezultat operacija (| 2)?x i (T 2)?x?



4.12 Dokazati da su Fourier-ove transformacije o(w) i 4(w) signala v = (] 2)x iu= (7 2)x
N LW N (W N .
O(w) = 3 (x(g) + x(§ + 71')) ) (w) = 2(2w)
tj. u z domenu (z = e")
1
V(e) = S(X () + X(=2172)),  Ule) = X(%).

#(w) (X(2)) je Fourier-ova transformacija signala x.
4.13 Ako su frekvencijski odzivi filtara Fy i F} redom Ho(z) = 11 Hy(2) = 21, napisati matrice L = (| 2)Fy

i B = (| 2)F; iproveriti da li vazi
(é) (LT BT)=1

4.14 Pokazati da koeficijenti Daubechies Dy filtra ¢ = ﬁ (1 + \/§7 3+ \/3, 3— \/5, 1-— \/§) zadovoljavaju
uslov ortogonalnosti, uslov O.

5. Osobine

5.1 Za filtar h = (1, 2, 1)

a) Odrediti tacnost aproksimacije p na osnovu pravila sumiranja

b) Faktorizovati frekvencijski odziv filtra u obliku h(w) = ()P g(w).
¢) Nadéi sopstvene vrednosti matrice filtra M.

5.2 Za filtar h = (1 — /3,3 —v/3, 3+ 3, 1 +3)
a) Odrediti ta¢nost aproksiamcije p na osnovu pravila sumiranja.

b) Faktorizovati frekvencijski odziv filtra u obliku A(w) = (#)pqﬂu).
¢) Naéi sopstvene vrednosti matrice filtra M.

5.3 Za filtar h = {:(1, 4, 6, 4, 1)

a) Odrediti ta¢nost p na osnovu pravila sumiranja

b) Faktorizovati frekvencijski odziv filtra u obliku h(w) = ( #)p G(w).
¢) Naéi sopstvene vrednosti matrice filtra M.

5.4 Ako talasi¢ ¢(t) ima p iS¢ezavajuéih momenata, pokazati da njegova Fourier-ova transformacija ima nulu
reda p za w = 0.

5.5 Ako koeficijenti h(k) zadovoljavaju uslov ortogonalnosti dvostrukog pomeraja (uslov O), pokazati da je
vektor srediSnje kolone matrice T koordinatni vektor §. To je sopstveni vektor matrice T za A = 1.

5.6 Konstruisati matricu Toy—1 za filtar h = £(1, 1, 1) (N je duzina filtra). Nadi sopstvene vrednosti te
matrice.

5.7 Dokazati da je SM(t) = 3" oM (t — n) jednako S©(2t) = 3" (@ (2t — n) za bilo koju funkciju (@ (t)
i bilo koje koeficijente h(k) koji zadovoljavaju uslov da je suma parnih = suma neparnih = %, tj. da je
H(m)=0.



PO(t) =S Ot —n) =1 je uslov koji treba da zadovoljava poéetna aproksimacija © 9 (t) da bi kaskadni
algoritam konvergirao.

6. Piramidalni algoritam

5 tel0,1/4)
6.1 Razloziti funkciju ¢(t) =< 3, t€[1/4,3/4) na sabirke koji pripadaju prostorima Vo, Wy i Ws.
1, te[3/4,1)
s s 5, te][0,1/2) . . N -
6.2 Razloziti funkciju f(t) = 1 tell/21) na zbir funkcije skaliranja i talasica.

6.3 Neka je u osam ekvidistantnih tacaka funkcija zadata svojim vrednostima f = (37, 35,28, 28,58, 18,21, 15)7".
Primenom piramidalnog algoritma predstaviti je Haar-ovom funkcijom skaliranja i talasi¢ima.



