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Predgovor

Knjiga je nastala kao rezultat zelje autora da jednu novu, vrlo atraktivnu oblast pri-
menjene matematike priblizi studentima Matematickog fakulteta u Beogradu kroz
izborni predmet koji se ve¢ nekoliko godina predaje na zavr$noj godini studija.
Verujem da ¢e ona biti od koristi i struénjacima u drugim oblastima nauke i pri-
mena. Tu pre svega mislim na one koji se na bilo koji nac¢in bave obradom digitalnih
signala, dakle obradom nizova ili matrica brojevnih podataka, a takode i one koji
koriste matematicke modele za opis i analizu slozenih procesa u prirodi i drustvu.

Dugo sam se dvoumila kako i da li uopste da prevedem ve¢ odomaceni termin
“vejvlet” (engl. wavelet). Kao sto se iz samog naslova knjige vidi, odlu¢ila sam se za
donekle bukvalan prevod “talasi¢”, jer odgovara sustini ideje. Sve oko nas, priroda
i drustvo, u stalnim je promenama, brzim ili sporim, kratkotrajnim ili dugotrajnim.
Stoga je potpuno prirodna ideja da se talasima, kratkim ili dugim, predstave procesi
i pojave. Pri tome nam poseban problem u njihovom proucavanju i razumevanju
zadaju vrlo bitni tzv. nelinearni efekti, koji se karakteriSu brzim i kratkim prome-
nama, te se mali talasi ili talasi¢i javljaju kao idealan alat za njihovu analizu. Zato
nije iznenadenje Sto su veliki doprinos izgradnji ove teorije, pored matematicara,
dali pre svega fizicari i inzenjeri. I kao $to je Metoda konacnog elementa, osmisljena
od strane inzenjera i teorijski podrzana od strane matematicara, napravila rev-
oluciju posebno u modeliranju parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama, o¢ekujem
da svetla buduénost talasi¢ima tek predstoji. Tome u prilog govori ¢injenica da
je americki Federalni istrazni biro (FBI) za obradu zapisa otisaka prstiju usvojio
standard koji se zasniva na talasi¢ima. S obzirom da je celovita teorija talasic¢a
formirana tek osamdesetih godina proslog veka, jasno je da postoje jos mnoga
otvorena pitanja i moguénosti za istrazivanja i primene.

Knjiga ima za cilj da uputi ¢itaoca samo u osnove teorije talasi¢a i naznaci
neke oblasti u kojima se oni ve¢ uspesno primenjuju. U uvodnom delu, prvo
poglavlje, dat je kratak razvoj ideje u toku proslog veka. Teorija talasica je prirodni
nastavak Fourier-ove transformacije i njene modifikacije Kratkotrajne Fourier-ove
transformacije, te se u drugom poglavlju govori o ovim transformacijama i njihovoj
vezi. Konstatuju se njihovi nedostaci i uvode pojmovi talasié¢ i transformacija ta-
lasi¢ima kao alat kojim se neki od ovih nedostataka mogu prevaziéi. Trece poglavlje
posveceno je multirezoluciji, tj. reprezentaciji funkcije na razli¢itim skalama prema
precizno utvrdenim pravilima, sto predstavlja osnovnu ideju teorije talasi¢a. Po-
lazeé¢i od matematicke definicije multirezolucije, dolazi se do dilatacione jednacine i
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njenog resenja funkcije skaliranja, kao i veze ove funkcije sa talasi¢ima. Dokazuju se
neke osobine funkcije skaliranja i talasic¢a, i daju algoritmi za reSavanje dilatacione
jednacine i konstrukciju talasi¢a. Povezivanje talasi¢a sa filtrima koji se koriste
u obradi diskretnih signala, za Sta je zasluzna pre svega Ingrid Daubechies, do-
prinosi formiranju celovite teorije talasica. Stoga je ¢etvrto poglavlje posveéeno
diskretnim signalima, filtrima i njihovoj vezi sa talasi¢ima. Posebno su analizirani
ortogonalni filtri koji definiSu Daubechies familiju talasi¢a. Neki nazivaju ove
talasi¢e novim specijalnim funkcijama. Neke osobine talasi¢a bitne za aproksi-
maciju funkcija, kao sto su egzistencija i glatkost reSenja dilatacione jednacine, kao
i tacnost aproksimacije talasi¢ima, analizirane su u poglavlju pet. Ove osobine
bazisa talasi¢a odredene su svojstvima filtra definisanog koeficijentima dilatacione
jednacine. Teorija daje opste principe na osnovu kojih se mogu kreirati talasici
zeljenih osobina. Osnovni algoritmi vazni za primenu talasi¢a, pre svega pirami-
dalni algoritam, dati su u poglavlju Sest. Raznovrsnost primena uslovila je modi-
fikacije postoje¢ih i razvoj novih metoda i algoritama, Sto ¢e biti predmet daljih
istrazivanja i mozda nastavak ove knjige. Poslednje, sedmo poglavlje, sadrzi kratak
pregled osnovnih familija talasi¢a i njihove osobine. Takode su navedene neke ideje
za konstrukciju novih familija talasi¢a, $to nikako ne iscrpljuje sve §to je do sada
uradeno. Na kraju je ilustrovana raznolikost primene talasi¢a navodjenjem nekih
oblasti u kojima se oni koriste. Mnogo viSe o tome moze se naéi na internetu, na
nekoj od web adresa koje su navedene na kraju poslednjeg poglavlja.

Na kraju svakog poglavlja dat je izvestan broj zadataka koji, zajedno sa brojnim
primerima datim u tekstu, pomazu ¢itaocu u razumevanju materijala obradenog
u knjizi. Neki od zadataka predstavljaju primere ili tvrdenja koja pojasnjavaju
izlozeni sadrzaj, te se kao takvi i referisu u tekstu.

Radi lakseg ¢itanja teksta, autor skreée paznju na koriséene oznake. Numeracija
teorema, lema, definicija, posledica, primera i formula u svakom poglavlju poéinje
od broja jedan. Pozivanje u tekstu na bilo koji od ovih iskaza iz nekog drugog
poglavlja vrsi se navodjenjem broja poglavlja ispred broja iskaza o kome je re¢; na
primer, (3.24) znaci formula (24) u poglavlju 3, a teorema 3.1 oznacava teoremu 1 u
poglavlju 3. Ukoliko se citiraju iskazi iz istog poglavlja, broj poglavlja je izostavljen.

I pored brojne strane literature koja sa razli¢itih aspekata obraduje ovu oblast,
smatram da ¢e ova knjiga biti od koristi studentima, a i diplomiranim studen-
tima, pre svega matematickih i tehnickih fakulteta, jer objedinjuje matematicki i
inzenjerski pristup ovoj oblasti. Knjiga je pisana tako da su pojmovi koji se koriste
prethodno definisani, te se ne trazi posebno predznanje.

Koristim ovu priliku da se zahvalim kolegama prof. dr Branimiru Reljinu, prof.
dr Bosku Jovanovi¢u i prof. dr Milosu Arsenovié¢u, kao i studentu poslediplomskih
studija Zlatku Udovi¢i¢u na pazljivom ¢itanju rukopisa knjige i korisnim primed-
bama i sugestijama.

Beograd, januar 2005. D. P. Radunovi¢
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Glava 1

Uvod

U istoriji matematike postoji nekoliko “pocetaka” analize talasi¢ima, pri ¢emu se
prvi od njih vezuje za ime Haar-a 1909. godine. Veéina toga je uradena do 1930.
godine, a od tada, u narednih pedesetak godina, javljali su se samo pojedinacni
doprinosi koji nisu bili deo celovite teorije. Pri tome, naziv talasi¢ (wavelet) i odgo-
varajuca teorija nisu bili poznati, pa su mnoge specificne tehnike kasnije ponovo
otkrivali fizicari i matematicari koji se bave talasi¢ima. Primenom talasi¢a u obradi
signala i slike, pocetkom osamdesetih godina proslog veka, nastaje celovita teorija
talasi¢a i ekspanzija njihove primene u raznim oblastima.

Osnovna ideja potice od Fourier-a (Jean-Baptiste Joseph), koji je 1807. godine
izneo tezu da je svaka 2m-periodi¢na integrabilna funkcija suma svog Fourier-ovog
reda a0

5 + zk:(ak cos kx + by sin kx),

za odgovarajue vrednosti koeficijenata ay, by (detaljnije u §2.2).

oAb T hy(@) = h(2z - k), 2) o (filn) o
h( ) N {O, T ¢ [0, 1) n=2+k f( ) Z (h’ruhn) hn( )

27k, 27 (k+1)]
Slika 1.1: Haar-ov razvoj
Haar ([15]) se zapitao da li postoji ortonormirani sistem funkcija na intervalu [0, 1],
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2 GLAVA 1. UVOD

takav da za bilo koju funkciju f(x) neprekidnu na tom intervalu, red
(f, ho)ho(z) + (f, ha)ha(@) + - -+ + (f, hn)hn(x) + -

(skalarni proizvod funkcija (f, h) je definisan form. (2.1)) uniformno konvergira ka
f(z) na intervalu [0, 1]? Ovaj problem ima beskona¢no mnogo resenja. Haar je dao
najjednostavnije resenje, i ono vodi ka talasi¢ima. Za bazisnu funkciju h, (z) izabrao
je karakteristi¢nu funkciju diadskog intervala I,, = [277k, 277 (k + 1)), n = 27 + k,
koja je jednaka jedan na tom intervalu i nula inace (slika 1.1). Aproksimacija
funkcije f(z) parcijalnom sumom pomenutog reda nije nista drugo nego dobro
poznata aproksimacija neprekidne funkcije deo po deo konstantom, pri ¢emu su
koeficijenti aproksimacije (f, h,) srednje vrednosti funkcije f(x) na odgovarajuéim
diadskim intervalima. Haar-ova aproksimacija pogodna je za funkcije koje su samo
neprekidne, ¢ak samo integrabilne sa kvadratom na intervalu [0,1], ili, opStije,

funkcije ¢iji je indeks regularnosti blizak nuli.

A(x) An(z), n=2+k fxz) ~ Z % Ay (x)
0 1

[27k, 27 (k+1)]
Slika 1.2: Schauder-ov razvoj

Faber i Schauder (1920) su zamenili Haar-ove funkcije hy,(z) njihovim primi-
tivnim funkcijama, krov funkcijama (slika 1.2),

An(z) = A2z — k), n=24+k j>0 0<k<?2.

gde je
2z, xz €10,1/2]
Alx)=4¢2(1—-2), z€[1/2,1]
0, x & [0,1]
Dodajmo jos funkcije 1 i x i dobijamo Schauder-ov bazis
1, =z, A(z), ..., Aux(x),...

u prostoru neprekidnih funkcija na intervalu [0,1]. Svaka neprekidna funkcija na
tom intervalu moze se predstaviti redom

flz)=a+bx+ ZanAn(x),

n=1



pri cemu je a = f(0),b = f(1) — f(0) (jer je An(0) = Ap(1) =0zan > 0), a
koeficijenti «,, su odredeni vrednostima funkcije u diadskim tackama

an = f((k+1/2)277) — % (fR27) + f((k+1)277)), n=2 +Fk

Koriséenjem Schauder-ovog bazisa Paul Levy (1930) je analizirao multifrak-
talnu strukturu Braun-ovog kretanja, i dobio bolje rezultate u proucavanju svoj-
stava lokalne regularnosti u odnosu na rezultate dobijene pomoéu Fourier-ovog
bazisa. Schauder-ov bazis ostvaruje ideju multirezolucijske analize kroz preslika-
vanje * — 292 — k, §to se ne moze posti¢i trigonometrijskim funkcijama, a &to
omogucava analizu slozenih detalja.

Pola veka kasnije, osamdesetih godina, talasi¢i ponovo bivaju otkrivani, mada
su se matematicari sve vreme njima bavili, kao “atom dekompozicijom”, da bi
omogudili direktan i jednostavan pristup razli¢itim funkcionalnim prostorima. Kroz
ceo taj period (1909-1980) bilo je malo saradnje, posebno sa fizicarima i istraziva-
¢ima u oblasti obrade signala, te su ovi ponovo otkrivali i konstruisali talasice.
Danas granice izmedu matematickog pristupa i pristupa sa stanovista obrade sig-
nala i slike postepeno nestaju. Upravo ta veza je dovela do ogromnog napretka u
ovoj oblasti i talasi¢a Ingrid Daubechies, kao novih specijalnih funkcija.

Prvi put naziv talasi¢ (engl. wavelet) u njegovom sadasnjem znacenju upotre-
bili su Grossmann, fizicar, i Morlet, inzenjer, ([14]) potetkom osamdesetih godina
proslog veka. Na osnovu fizicke intuicije definisali su talasi¢e u kontekstu kvantne
fizike. Bavedéi se obradom digitalnih signala Stephane Mallat ([16]) je dao novi
doprinos teoriji talasi¢a povezujuéi pojmove filtri sa ogledalskom simetrijom (engl.
mirror filters), piramidalni algoritam i ortonormirani bazis talasi¢a. Yves Meyer
([18]) je konstruisao neprekidno diferencijabilni talasié, ¢iji je nedostatak sto nema
kompaktan nosa¢ (konacan domen na kome je razli¢it od nule). Konacno, Ingrid
Daubechies ([7]) je uspela da upotpuni Haar-ov rad konstrukcijom razlicitih familija
ortonormiranih bazisa talasica.

Za svaki ceo broj r Daubechies je konstruisala ortonormirani bazis u prostoru
Lo oblika

292 (P — k), j ke Z,

odreden funkcijom ,.(x) koja ima sledece osobine:
1. Kompaktan nosa¢ funkcije ¢, (z) je interval [0, 2r — 1].

2. Funkcija ¥, (x) ima r momenata jednakih nuli,

/0; n(z) dz = -+ = /Oo 2" () da = 0.

— 00

3. Funkcija v, (z) ima ~r neprekidnih izvoda, pri ¢emu je v = 0.2.

Haar-ov sistem funkcija je Daubechies familija talasica za r = 1. Daubechies ta-
lasi¢i omoguéavaju mnogo efikasniju analizu ili sintezu glatke funkcije ukoliko je
r veCe. Naime, ako funkcija koja se analizira ima m neprekidnih izvoda, gde
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je 0 < m < r, koeficijenti b, u razvoju po Daubechies bazisu su reda veli¢ine
2-(m+1/2)i 4 ako je m > r, koeficijenti bj ;. su reda velicine 2~ ("F1/2)J. To znaci
da su za regularnu funkciju vrednosti koeficijenata za veée r mnogo manje nego
u sluc¢aju, na primer, koriS¢enja Haar-ovog sistema, kada su ovi koeficijenti reda
2733/2 Ova osobina je osnov za kompresiju podataka, koja se sastoji u zanemari-
vanju malih koeficijenata (manjih po apsolutnoj vrednosti od nekog zadatog praga),
§to omogucava pamcenje podataka ili funkcije pomoc¢u minimalnog skupa preostalih
koeficijenata. Svojstvo je lokalno, jer Daubechies talasi¢i imaju kompaktan nosac.
Sinteza pomoc¢u Daubechies talasi¢a viseg reda takode daje bolje rezultate nego sin-
teza Haar-ovim sistemom, jer se pri koris¢enju Haar-ovog sistema glatka funkcija
aproksimira prekidnom funkcijom. Opsirnije o Daubechies talasi¢ima (i filtrima)
bice rec¢i u §4.5.

Ono sto je vazno istaci jeste da, za razliku od Fourier-ove analize koja se zas-
niva na jednom skupu funkcija (trigonometrijskim funkcijama), reprezentacija ta-
lasi¢ima je mogucéa po beskona¢no mnogo razli¢itih bazisa. Familije talasi¢a se
razlikuju po tome koliko kompaktno su bazisne funkcije lokalizovane u prostoru i
koliko su glatke. Optimalni izbor bazisa, tj. reprezentacije, zavisi od svojstava
koja u posmatranom problemu Zelimo da analiziramo. Izabrani bazis sadrzi u tom
smislu bitne informacije o funkciji ili signalu.



Glava 2

Transformacija

Svaka reprezentacija ¢ini eksplicitnom neku informaciju na ra¢un drugih, koje su
prikrivene i tesko ih je uociti. Transformacija iz jednog oblika u drugi, tj. pred-
stavljanje po razlic¢itim bazisima, vrsi se radi uocavanja nekih osobina elementa ¢iju
reprezentaciju piSemo. Na$ cilj je dobijanje optimalne reprezentacije, pri ¢emu je
optimalnost uslovljena informacijom koju zelimo da dobijemo.

PRIMER 1. Arapski, rimski i binarni numericki sistemi su formalni sistemi za
predstavljanje brojeva. Arapska reprezentacija se sastoji od niza simbola izabranih
iz skupa {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} i pravilo za konstrukciju opisa datog celog broja
n je da se m razlozi na zbir umnozaka stepena broja 10. U arapskoj numerickoj
reprezentaciji lako je otkriti da li je broj stepen broja 10, ali je tesko otkriti da li
je stepen broja 2. Za to je pogodnija binarna reprezentacija. Od dobijene infor-
macije u mnogome zavisi koliko je lako uraditi razli¢ite stvari sa njom. Lako je
sabirati, oduzimati pa ¢ak i mnoziti brojeve predstavljene arapskom ili binarnom
reprezentacijom, ali nije lako izvrsiti ove operacije, posebno mnozenje, sa rimskim
brojevima.

2.1 Srednjekvadratna aproksimacija

U ovoj knjizi ¢emo se baviti razli¢itim reprezentacijama funkcija iz prostora Ls.
Hilbert-ov prostor Lo(p; a,b) je prostor funkcija integrabilnih sa kvadratom na
odsecku [a, b],

Lo(p; a,b) = {f‘ /abp(x) [f(2)]* do < OO}-

Funkcija p(x) naziva se teZinskom funkcijom. Definisana je na odsecku [a,b] i
zadovoljava uslov p(z) > 0 skoro svuda, moze biti jednaka nuli samo na skupu
mere nula. Oznaka Lo(a,b) ée se koristiti kada je tezinska funkcija p(z) = 1. Broj

5
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b 1/2
IUF</MMMM%Q

se ¢esto naziva energijskom normom funkcije f(z). Stoga mozemo reéi da je Lo
prostor funkcija koje imaju kona¢nu energiju. Ova norma je indukovana skalarnim
proizvodom

b P
(1) <ﬁm=/mmmw@w, IFI2 = (£, )

gde g(x) predstavlja funkciju konjugovano-kompleksnu funkciji g(x).

Nagbolja srednjekvadratna aproksimacija za funkciju f € Lo(p; a,b) u potpros-
toru H C L2(p; a,b), odredenom linearno nezavisnim funkcijama gy (z) € L2(p; a,b),
k=0,...,n, je generalisani polinom

(2) Qn(x) = cogo(x) + - + chgn (),
koji najmanje odstupa od funkcije f(z) u smislu energijske norme,

1/2

b
||f_ an” = QinnefHHf_ Qn” = QinnefH (/a p(f_Qn)2 dx)

Dakle, Qg (z) je ona funkcija iz skupa dopustivih funkcija Q. (z) = >.7_, ckgr ()
kojom se postize minimalno odstupanje u srednjem, tj. u nekom smislu minimalna
veli¢ina povrsine koju obrazuju funkcije f(z) i Qn(z) i prave z = a i z = b,
dok u pojedinim tackama intervala odstupanje funkcije Q% (z) od f(z) moze biti
veliko. Pomocu funkcije p(x) postize se razliciti kvalitet aproksimacije u razli¢itim
delovima intervala. Naime, u tackama intervala u kojima je p(z) veée, razlika f(x)—
Q° () je mnozena veéim koeficijentom, te sa ve¢om tezinom ove tacke ucestvuju u
minimizaciji. Iz tog razloga je funkcija p(x) nazvana tezinskom.

12
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Slika 2.1: Srednjekvadratna aproksimacija za razlic¢ite tezinske funkcije
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PRIMER 2. Na slici 2.1 prikazani su polinomi najbolje srednjekvadratne aproksi-
macije devetog stepena (puna linija) funkcije f(x) = 1/(1 + 25z2) (isprekidana
linija) za tezinsku funkciju p(z) =1 (a), i p(z) = %% (b).

Svaki Hilbert-ov prostor je strogo normiran linearni prostor,
If+all=1r1+lgl = g=Xf, AeR,

te najbolja aproksimacija QS (x) uvek postoji i jedinstveno je odredena.
Napomenimo da su u knjizi koris¢ene uobicajene oznake: Z je skup celih, R
skup realnih, a C skup kompleksnih brojeva.

LEMA 1. Q2 (z) je najbolja aproksimacija funkcije f(x) € La(p; a,b) u potprostoru
H ako i samo ako je (f — QS, Qn) = 0 za svaku funkciju Q,, € H.

Dokazi prethodnih tvrdenja mogu se naéi u [23].

Lemom 1 se tvrdi da QS (x) predstavlja ortogonalnu projekciju funkcije f(z)
na potprostor H, pa se u uslovu ortogonalnosti proizvoljna funkcija @, (x) moze
zameniti bazisnim funkecijama ovog potprostora g;(z), 7 =0,...,n,

(fo;,agj):Oa ]:Oaan
Odavde, pak, sledi da se koeficijenti u reprezentaciji (2) nalaze kao resenja sistema
linearnih jednacina

n

(3) > lgrgi) = (f95)  §=0,...,n.

k=0

Determinanta matrice sistema (3) je Gramm-ova determinanta

G(g1,- -, 9n) = det((gx, g5))

i razlicita je od nule jer smo pretpostavili da su funkcije gi (), k =0, ..., n, linearno
nezavisne.

Kako je sistem (3) sve losije uslovljen §to je dimenzija sistema veéa, pozeljno
je koristiti ortonormirane sisteme funkcija. Bazis {gi}}_, kona¢no-dimenzionog
prostora naziva se ortonormirani bazis ukoliko bazisne funkcije zadovoljavaju uslove
(slika 2.2(a))

L k=7,
0, k#J,

Tada je matrica sistema (3) jediniéna matrica, i njegova reSenja su Fourier-ovi
koeficijenti funkcije f(z) po ortonormiranom sistemu funkcija {gx(z)}}_,,

(4) ey = (f, gr), k=0,...,n.

Najbolja aproksimacija po ortonormiranom bazisu data je izrazom

(9x > 9;) = 0(k — j) :{

n

Qo) =D (f, 9r) g ().

k=0
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Kada je n = oo, a prebrojiv ortonormirani sistem funkeija {gx(x)}32, potpun (ne
postoji ni jedan drugi element prostora koji je razlicit od nule i ortogonalan je
na svim elementima sistema), funkcija f(x) je predstavljena svojim Fourier-ovim
redom,

oo

(5) F@)=>"(f, g) gx (),

k=0

pri ¢emu red konvergira ka funkciji f(x) u L2 normi jer ([23])

LEMA 2. U Hilbert-ovom prostoru Fourier-ov red proizvoljnog elementa po pot-
punom ortonormiranom sistemu elemenata konvergira ka tom elementu.

Posledica ove leme je Parseval-ova jednakost, kojom se izrazava jednakost ener-
gijskih normi funkcije f(z) i vektora njenih Fourier-ovih koeficijenata (4),

[o ]
(6) A2 = D10 gl
k=0
Generalisana Parseval-ova jednakost glasi
o0
(Fh) =D (f 9)" (h, gr).
k=0
— e
61 gO :el_yl gl \ gl '
7 AN
Y | \
// ! A
’ ! \
V2 | \
t e, €,=9, \
N N N eo:go
() (b) ‘ (©)

Slika 2.2: Bazisi u R?

U daljem tekstu bi¢e nam potrebni i slede¢i pojmovi o bazisima:

Biortogonalni bazisi su dva kompletna skupa linearno nezavisnih elemenata {gg} i
{7} Hilbert-ovog prostora takvi da je (slika 2.2(b))

(7) (gks v5) = 6(k — 7)

Parseval-ova jednakost za biortogonalne bazise ima oblik

AP =D (Fs gn)*(f )

k
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a generalisana Parseval-ova jednakost glasi

(fv h) = Z(fa gk)*(ha ’Yk) - Z(f, ’Yk)*(ha gk)

k k

Riesz-ov bazis (stabilan bazis) je prebrojiv podskup elemenata {gx} Hilbert-ovog
prostora koji zadovoljava uslov da se svaki element f tog prostora moze jednoznac¢no
predstaviti u obliku sume f = )", cxgr(x), pri cemu postoje pozitivne konstante
A i B takve da je

(8) AfI2 <D lel* < BJIfIP, 0<A<B<oc.
k

U konaé¢no dimenzionom prostoru svaki bazis je Riesz-ov bazis. Ortonormirani bazis
je Riesz-ov bazis sa konstantama A = B = 1. Bazis 1, x, 22,... nije Riesz-ov bazis
u £L2(0,1), jer je konstanta A = 0. Skalarni proizvodi (z*, ') = 1/(k +1+ 1) su
elementi loSe uslovljene Hilbert-ove matrice, pa beskona¢no dimenziona Hilbert-ova

matrica nije pozitivno definitna.

Okvir (engl. frame) je kompletan, ali preodreden skup elemenata {gy } Hilbert-ovog
prostora (elementi su linearno zavisni, slika 2.2(c)), i

AP <01 gu)? < BJIfIIP, 0<A,B<oo
k

Okvir je tesan ako je zadovoljen uslov

STIE gl =AlFI?, teje  flx)=A""D (£, gr)gn(x).
k

k

Ova reprezentacija nije jednoznacna, jer joj se moze dodati izraz ), Brgr(x) = 0,
koji je posledica linearne zavisnosti elemenata okvira.

Vratimo se Fourier-ovom redu (5) funkcije f(z). Za odredene oblike tezinske
funkcije p(x) ortonormirani sistemi funkcija su poznati ([1]):

e Sistem Legendre-ovih polinoma — ortogonalni su na intervalu [—1,1] u
odnosu na tezinsku funkciju p(z) = 1;

e Sistem Cebigev-ljevih polinoma prve vrste — ortogonalni su na intervalu
[—1,1] u odnosu na tezinsku funkciju p(z) = 1/4/1 — 22;

e Sistem Hermite-ovih polinoma — ortogonalni su na intervalu [—oo, 00] u

odnosu na tezinsku funkciju p(z) = e~ ;

e Sistem trigonometrijskih funkcija — ortogonalne su na intervalu [—m, 7] u
odnosu na tezinsku funkciju p(z) = 1, i drugi.
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2.2 Fourier-ova transformacija

U uvodu je pomenuto da je Fourier otkrio da se superpozicijom sinusa i kosinusa
mogu predstaviti druge funkcije,

a | ] B
(9) f(z) = ) + ;(ak cos kx + by sin kx).

Zbog ortogonalnosti sistema funkcija
1, sinz, cosz, sin2x, cos2z,..., sinnz, cosnz,...,

matrica sistema (3) po koeficijentima razvoja (9) je dijagonalna, te se ovi odreduju
po formulama

k. s
ak(f’CObx)I/ f(z) cos kx dx k=0,...,n,
(coskx, coskz) ) .
(10)
, sink I
kaMZ—/ f(z)sinkx dx k=1,...,n.
(sm kx , sin ka:) T ) _x

Dakle, svaku dovoljno glatku periodi¢nu funkciju mogucée je predstaviti njenim
trigonometrijskim Fourier-ovim redom (9), odnosno prikazati je kao linearnu kom-
binaciju sinusoida sinkz i coskz, k = 1,2,..., ¢ija je frekvencija (ucestanost)
oscilovanja na intervalu duzine 27 jednaka k. Konstantni ¢lan % je srednja vred-
nost funkcije f(z) na intervalu (—m,7),

fo= = L[ jwyan,

T o r
a ostali sabirci u redu (9) osciluju oko nule i suma im je f — fs.. Predstavljanje
funkcije u frekvencijskom domenu naziva se Fourier-ova ili harmonijska analiza.

Zamenom u redu (9) funkcija sin kz i cos kx funkcijama kompleksne promenljive

_Zk‘”) , coskxr =

(ezkac 4 e—zkx) ,

| =

1
inkr = tkx
SIN KT _22 (6 €

(imaginarna jedinica ¢+ = y/—1) dobija se zapis Fourier-ovog reda u kompleksnom
obliku

oo
(11) flx) = Z cpet™®.
k=—oc0
Sistem funkcija {e***}, je potpun ortogonalni sistem funkcija na intervalu [—, 7],

- T e e 0, k#1,
(ezkw, elll) _ / elkLe—ll.L dr = zZa 7é
2w, za k=1,

—T
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te su Fourier-ovi koeficijenti u reprezentaciji (11) jednaki

(f’eikz) 1 T e
M%/ﬂf(x)e ’ dz, k=0,+1,...,

(12) Cr —
a red (11), na osnovu leme 2, konvergira u Lo normi ka funkciji f(z) kojoj je
pridruzen. Niz koeficijenata {ci} predstavlja spektar funkcije f(x), te se Fourier-
ova analiza Cesto naziva i spektralna analiza. Prema Parseval-ovoj jednakosti (6)
energijske norme funkcije i njenog spektra su jednake,

oo

1A= lel

k=—o0

Osim u spektralnoj analizi, reprezentacija (11) se cesto koristi i u drugim prime-
nama, zbog dobrih osobina funkcija e***. Naime, ove funkcije su sopstvene funkcije
operatora diferenciranja i operatora konac¢nih razlika,

d k k et —1 k
2 othr L otk Aethe — (2 — 2} ks
dxe ke, e 5 e

Stoga se, koris¢enjem reprezentacije (11), problem opisan diferencijalnom ili dife-
rencnom jednacinom moze svesti na problem opisan algebarskom jedna¢inom.

Red (11), sa koeficijentima datim izrazom (12), je pridruzen 2m-periodiénoj

funkciji f(z). Da bi se dobile odgovarajuée formule za funkciju periodiénu na
intervalu duzine 7T, u formuli (12) uvedimo smenu z = 25¢,

T T
1 z 2 ﬂ 1 [z
k=7 /_ f(%t)e_”“%t dt = T fr(t)e "t dt,

[N
!

gde je fr(t) = f(%t) periodiéna funkcija sa periodom T i w = k2. Uvodenjem

navedene smene i oznake Aw = 2% u izraz (11), dobijamo Fourier-ov red za funkciju

fT(t)a
13) )= Y et = Y e ( I fT<T>e“”dT>.

k=—o0 k=—o0

Kada T — oo funkcija fr(t) tezi neperiodi¢noj funkciji F(t) = limr_.o fr(t), a
suma u drugoj jednakosti izraza (13) tezi integralu po w, jer & = %—T‘f — 0 kada
T — oo. Izraz (13) u grani¢nom sluéaju glasi

(14) F(t) = /Z ;l—:em (/Z F(r)eT dT) .

Izraz u zagradi u relaciji (14) naziva se Fourier-ovom transformacijom funkcije
F(z) i funkeija je frekvencije w,

(15) F(w) = /jo F(x)e ™" dx,
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a izraz (14), kada se (15) uzme u obzir, je inverzna Fourier-ova transformacija
kojom se funkcija F'(w) transformiSe natrag u funkciju F(x),

(16) F(zx) = L [ h F(w)e™?® dw.

21

Parseval-ova jednakost (6), koja govori o o¢uvanju energijske norme pri Fourier-
ovoj transformaciji, vazi i u ovom grani¢nom sluc¢aju. Da bismo je dokazali, definisimo
pojam konvolucije funkcija.

DEFINICIJA 1. Konvolucija f * g funkcija f i g je funkcija promenljive x koja je
definisana integralom

(17) (f *9)(a / £ gl — ) dt

PRIMER 3. Konvolucija karakteristicne funkcije R(g,1)(z) intervala (0,1) i nepre-
kidne funkcije f(x) je srednja vrednost neprekidne funkcije na intervalu (z — 1, ).
Zaista, kako je funkcija R(g 1)(2z) = 1 samo kada je 0 < x < 1, a za ostale vrednosti
argumenta jednaka nuli, to je

Moy D@ = [ Noy@fe—ndi= [ fa-ni= [ foa

Ako je g(z) = e, konvolucija je, prema (15) jednaka

_ /oo f(t)ezw(w—t) dt = e™* /OO f(t)e—zwt dt = f(w) eWT

To znaci da su kompleksne eksponencijalne funkcije e*“* sopstvene funkcije i opera-
tora konvolucije, sto dopunjuje spisak dobrih osobina ovih funkcija. Odgovarajuca
sopstvena vrednost je Fourier-ova transformacija f(w) za datu frekvenciju w.

TEOREMA 1. (KONVOLUCIONA TEOREMA ) Fourier-ova transformacija konvolu-
cije dve funkcije jednaka je proizvodu njihovih Fourier-ovih transformacija,

(18) (f * 9)(w) = f(w) §(w).
Dokaz: Tvrdenje sledi na osnovu definicija (15) i (17),

o = [ ra@eran= [~ ([ g - nar) e

|
[
8
~
=
~—
T
8
2
8
|
=
L
€
8
U
8
N—
U
Sy
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Nasuprot konvolucionoj teoremi, modulaciona teorema izrazava Fourier-ovu trans-
formaciju proizvoda dve funkcije kao konvoluciju njihovih Fourier-ovih transformacija,

(Foe) = 5 (F*5)w).

Modulacija je translacija u frekvencijskom domenu.

Dokazimo sada Parseval-ovu jednakost za Fourier-ovu transformaciju.

TEOREMA 2. Parseval-ova jednakost za funkciju f(x) i njenu Fourier-ovu trans-
formaciju f(w) glasi

(19) / £() |2dx——/ W) do

Dokaz: Fourier-ova transformacija funkcije g(x) = f(—2) jednaka je

= /Z F(—)e " da = /: Fla)e™™ do = /Z f@)eer dn = f(w),

a konvolucija (17), za pomenuti izbor funkcije g(z), u tacki = = 0, glasi

(20) (f *9)(0 /f 1) dt = / SO Ty dt = |[£2.

Sa druge strane, inverzna Fourier-ova transformacija (16) konvolucije (18) data je
izrazom

(Fr0@ =5 [ Heares

§to u tacki z = 0 daje drugi izraz za (20),

U0 =g [ @raerdo= o [ f Fwrdo = 1512

Izjednacavanjem poslednjeg izraza sa (20) dobijamo Parseval-ovu jednakost (19). g

Uopstenje Parseval-ove jednakosti (19) za Fourier-ovu transformaciju iskazuje
jednakost skalarnih proizvoda u vremenskom i frekvencijskom domenu ([31]),

(21) (f,9)= f 9); / f(x)g(x) de = %/_DO F(w)g(w) dw

Saglasno uvedenim pojmovima za Fourier-ovu (15) i inverznu Fourier-ovu trans-
formaciju (16), Fourier-ov red (11) moZzemo smatrati diskretnom varijantom in-
verzne Fourier-ove transformacije: frekvencija je diskretna, w = k, pa je f (w) ~ ck.

U praksi je Gesto i promenljiva x diskretna. Naime, funkcija f(z) nije data za
svako x ve¢ samo za diskretne vrednosti nezavisno promenljive z = n, u obliku



14 GLAVA 2. TRANSFORMACIJA

niza f(n). U slucaju da je x diskretna veli¢ina, govorimo o Diskretnoj Fourier-ovoj
transformaciji (w neprekidno) i Diskretnom Fourier-ovom redu (i w diskretno).

Rezimirajuéi sve §to je receno, zaklju¢ujemo da mozemo razlikovati sledeée ob-
like Fourier-ove analize

(a) Fourier-ova transformacija (CTFT= Continuous Time Fourier Transformation)

(o)
flw) = / f(z)e "™ dx, Fourier-ova transformacija
— 00

1 [,
f(z) = 27/ f(w)e™® dw, Inverzna Fourier-ova transformacija
™ — 00

(b) Fourier-ov red (CTFS=Continuous Time Fourier Series) za periodi¢nu funkciju

fle+T) = f(z)

X 1 [T/2
k) = — 7zk:w0:rd
fw =g [, J@e .
oo wo = &
fla)y= " flkyeror
k=—o00

(c) Diskretna po vremenu Fourier-ova transformacija (DTFT= Discrete Time Fourier
Transformation)

f@ =3 fmyeen,

n—=——oo

=5 [ " f(w)en du,

(d) Diskretan po vremenu Fourier-ov red (DTFS=Discrete Time Fourier Series) za
periodican niz f(n) = f(n+IN),l € Z

N-1
flky =3 fm)(Wn)™"™,  kez,
n=0 WN _ ezQTr/N
L V=1 .
f(”)zﬁ Zf(k)(WN)” ; nez,
k=0

Terminom Diskretna Fourier-ova Transformacija (DFT) naziva se transformacija
jednog perioda periodi¢ne funkcije diskretnog argumenta, i definisana je poslednjim
formulama (d) za 0 < k,n < N — 1.

Zasto je uopste potrebno vrsiti neku od navedenih transformacija funkcije? U
realnim problemima funkcijom se zapisuje signal — bilo koja fizicka veli¢ina koja se
menja u vremenu, prostoru ili po nekoj drugoj nezavisnoj promenljivoj. Ako signal
zavisi od vremena, njegov grafik ¢e biti predstavljen u koordinatnom sistemu vreme-
amplituda, gde z-osa oznacava vreme, a y-osa amplitudu, tj. vrednost predstavljene
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fizicke veli¢ine u datom vremenskom trenutku. Medutim, ¢esto se najvaznije infor-
macije kriju u frekvencijskom sadrzaju koji je predstavljen frekvencijskim spektrom
(koeficijentima Fourier-ovog reda) signala. Intuitivno nam je jasno da je frekvencija
povezana sa brzinom promene necega — ako se nesto brzo menja, kazemo da je vi-
soke frekvencije, a ako se menja sporo, kazemo da je niske frekvencije. Fourier-ovom
transformacijom se dobija frekvencijski sadrzaj signala, tj. dobija se reprezentacija
u koordinatnom sistemu frekvencija-amplituda. Grafik Fourier-ove transformacije
pokazuje sa kojim intenzitetom se svaka frekvencija pojavljuje u frekvencijskom
spektru signala.

PRIMER 4. U medicini je poznat ECG (Electro Cardio Graphy) signal, koji regis-
truje elektriénu aktivnost srca. Klasican zapis je u vremenskom domenu, ali se sve
viSe koriste novi kompjuterski ECG rekorderi koji mogu da daju informacije i o
frekvencijskom sadrzaju signala, i na osnovu kojih se lakse uocavaju neke patoloske
promene na srcu.

Da zaklju¢imo, Fourier-ova transformacija se koristi radi dobijanja frekvencijske
reprezentacije funkcije ili signala, Sto za neke probleme predstavlja vaznu informa-
ciju. Za druge probleme je pogodniji neki drugi vid reprezentacije odredene velicine.

Uopste, transformacijom se u sustini meri sli¢nost neke funkcije f(x) sa datom
funkcijom g(z). U kontinualnom slucaju, mera slicnosti funkcija f(z) i g(z) na
intervalu I je skalarni proizvod (f, g) = [, f(z)g(x) dx; $to je skalarni proizvod ved,
podudaranje je vec¢e. Obi¢no transformacijom ocenjujemo sli¢nost izabrane funkcije
sa celom klasom funkcija koje zavise od jednog ili vise parametara, kao Sto je
frekvencija w u Fourier-ovoj transformaciji, koji mogu da se menjaju kontinualno ili
diskretno. Pomenutu klasu funkcija nazivamo bazis (ili okvir), i cilj je da izaberemo
bazis kojim ¢emo predstaviti nasu funkciju tako da reprezentacija daje informacije
o nama bitnim osobinama funkcije.

Pored ve¢ pomenute Fourier-ove transformacije u matematici i tehnici su poz-
nate i druge transformacije, svaka sa svojim prednostima i nedostacima, pa time i
sa odgovarajuéim primenama.

PRIMER 5. Laplace-ova transformacija je uopStenje Fourier-ove transformacije
na kompleksnu ravan

f(s) = /jo f(x)e " dx, s =0+ w,

§to se moze posmatrati kao Fourier-ova transformacija funkcije f(z)e7".
z-transformacija je uopstenje diskretne po argumentu Fourier-ove transformacije
na kompleksnu ravan,

fy=">_ fm)=,  zecC

n—=—oo

Na jedinicnom krugu z = e svodi se na diskretnu po argumentu Fourier-ovu
transformaciju, a za z = pe' predstavlja diskretnu po vremenu Fourier-ovu trans-
formaciju niza f(n)p~".
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Saglasno klasifikaciji koja je ve¢ uvedena u Fourier-ovoj analizi, i u opStem
sluc¢aju razvoj dobijen integraljenjem naziva se transformacija, a sumiranjem red.
To vodi ka ¢etiri moguée kombinacije — neprekidan/diskretan argument i inte-
gral/suma razvoj, koje su za slucaj ortonormiranog bazisa {¢(z,w)} date formu-
lama:

(a) Neprekidna po argumentu transformacija

f(x) = / f@yirw)do,  fw)= / F(@)P(z,w) dz.

(b) Neprekidan po argumentu red

o) =3 fbue k) 709 = [ @it s
(c) Diskretna po argumentu transformacija

f = [ fpnw)de flw) = 3 f0Bmw).

(d) Diskretan po argumentu red

f) =" fR)w(nk)  fk) =Y f(n)d(n,k).
k n

2.3 Kratkotrajna Fourier-ova transformacija

U Fourier-ovoj reprezentaciji nije mogucée lokalizovati (vremenski ograniciti, ako x
predstavlja vreme) pojavu nekog harmonika u slozenoj funkciji, jer su trigonometrij-
ske funkcije razli¢ite od nule na celoj realnoj pravoj. Interferencijom sa drugim
harmonicima ponistava se efekat neke frekvencije u odredenom delu domena. Na
primer, ako se u muzickoj temi nota la pojavi u ogranicenom vremenskom intervalu,
pri harmonijskoj analizi muzickog signala ¢e se pojaviti odgovarajuéi harmonik sa
odredenom amplitudom i fazom, ali ne lokalizovan u vremenu. Da li se ova nota Cuje
ili ne podesava se interferencijom pomocu bliskih harmonika. Dakle, matematicki
zapis teme Fourier-ovom reprezentacijom je korektan, ali se odgovarajuc¢i harmonik
pojavljuje u harmonijskoj analizi i u trenucima kada fizicki nije prisutan u signalu.

Stoga se javlja potreba za vremensko-frekvencijskom reprezentacijom funkcije,
koja je posebno izrazena u slucaju funkcija sa ostrim pikovima ili diskontinuitetima.
Fourier-ova analiza je nepodesna za predstavljanje takvih funkcija, jer daje globalnu
reprezentaciju funkcije po vremenu, a lokalnu po frekvencijama. Kratak impuls ima
polako opadajucée Fourier-ove koeficijente, te tacnost aproksimacije (rekonstrukcija)
jako mnogo zavisi od broja harmonika.
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PRIMER. 6. Dirac-ova funkcija d(x) je generalisana funkcija koja se definise svojim
dejstvom na druge funkcije. Njom se predstavlja vrednost neke funkcije u tacki
(impuls),

f@) = [ 1@t - a)de

Moze se definisati i pomoc¢u karakteristi¢nih funkcija R, (z) intervala duzine ¢, kada
duzina intervala tezi nuli,

1, 0< 1 o0
N, (z) = { P 0ST<E ) —lim in() / 8(z)dr = 1.
0, inace e—0¢ oo

Fourier-ov red (11) Dirac-ove funkcije na odsecku [—m, 7] glasi

1
6(.,L,)N%<1+e—m_~_ezx+e—2m+e2zx+“_)

1+2€05x+20082m+--~),

5

jer je, prema (12),

1 g 1
= — 5(17)677']630 dr = —
2 J_, 27

Ck , k=0,£1,....

Dirac-ova funkcija d(z) ima Fourier-ove koeficijente ¢, = (2m)~! za svako k i oni
ne teze nuli kada £ — oo. Red ), |ci| divergira, a Fourier-ov red u slabom smislu
konvergira. Sabirci ponistavaju jedan drugog za svako x osim u tacki x = 0, gde se
sabirci superponiraju, §to se moze zakljuciti na osnovu ponaSanja niza parcijalnih
suma Fourier-ovog reda

1 sin(N + 3)z 2N +1

- —127 Sn(0) = .

2T sin 5T 2T

Sn(z) =

Mozemo zakljuciti da Fourier-ova transformacija daje spektralni sadrzaj funkcije,
ali je njen nedostatak sto ne daje informaciju kada se u vremenu neka spektralna
komponenta pojavljuje, a kada nestaje. Stoga je pogodna za analizu stacionarnih
funkcija, tj. onih ¢ije spektralne komponente neogranic¢eno traju. Za analizu nesta-
cionarnih funkcija Fourier-ova transformacija je pogodna samo onda kada nam je
bitan frekvencijski sadrzaj funkcije, a ne i duzina trajanja pojedinih harmonika.

PRIMER 7. Uporedimo Fourier-ove transformacije stacionarne funkcije
f1(x) = cos (27 x 10 * ) + cos (2 * 25 * x) + cos (27 * 50 * ) + cos (27 * 100 * x)
i nestacionarne funkcije

2r*10xz), 0<x<300
cos (2m x 25« x), 300 < z < 600
cos (2 x50 *x), 600 < < 800
cos (2 % 100« z), 800 < a < 1000

COS
S

fa(x) =
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Slika 2.3: Fourier-ova analiza stacionarne i nestacionarne funkcije

Prva funkcija ima cetiri frekvencijske komponente sve vreme, dok druga ima iste
Cetiri frekvencijske komponente ali u razli¢itim vremenskim intervalima. Spektri
ovih funkcija su slicnog oblika (slika 2.3), osim §to se kao posledica diskontinuiteta
frekvencije javljaju male oscilacije u spektru druge funkcije. Dakle, na osnovu
Fourier-ove transformacije tesko je uociti razliku ovih, inace vrlo razli¢itih, funkcija.

Za razlaganje, analizu i interpretaciju nestacionarnih funkcija potrebna je vre-
mensko-frekvencijska reprezentacija koja ¢e dati informaciju o tome kako se spek-
tralni sadrzaj funkcije menja sa vremenom. Da bismo Fourier-ovom transformaci-
jom izvrsili frekvencijsku analizu nestacionarne funkcije, mozemo domen funkcije
podeliti na male vremenske intervale, i pretpostaviti da je u svakom od njih ona
stacionarna. To je ideja koja lezi u osnovi Kratkotrajne Fourier-ove transformacije
(STFT = Short Time Fourier Transformation) . Sto je interval uzi, bolja je vremen-
ska a losija frekvencijska rezolucija (primer 6); i obrnuto, beskona¢na duzina inter-
vala odgovara standardnoj Fourier-ovoj transformaciji, koja daje savrsenu frekven-
cijsku rezoluciju. Segmentiranje funkcije vrsi se pomocéu prozorske funkcije, ¢ija
se 8irina odreduje prema duzini intervala na kome je funkcija skoro stacionarna.
Najjednostavnija prozorska funkcija je karakteristicna funkcija intervala R, ;) (z)
(definisana u primeru 3). Zbog prekidnosti karakteristicne funkcije, ovo nije naj-
bolji izbor; bolji izbor je, na primer, Gauss-ovo zvono e—aa’/2
intervala.

STFEFT funkcije racuna se kao Fourier-ova transformacija proizvoda prozorske
funkcije i date funkcije. Ocigledno je da je ova transformacija funkcija frekvencije,
ali i vremena koje odreduje poziciju prozorske funkcije. Ako sa w(z) oznacimo
prozorsku funkciju, kratkotrajna Fourier-ova transformacija funkcije f(x), oznacena
sa STFT¢(w, ), jednaka je

, gde a odreduje Sirinu

STFTf(w,T) = L flz)w(z — 1)e™ " du.

Njom se meri sli¢nost izmedu funkcije sa jedne strane i pomeraja i modulacije
(pomeraj po frekvenciji) prozorske funkcije sa druge strane,

STFT¢(w,T) = (f(x) , gw,T(x)), Juw,r(T) = w(x — 7)e"".



2.3. KRATKOTRAJNA FOURIER-OVA TRANSFORMACIJA 19

Kao sto je ve¢ napomenuto, Sto je vremenski interval kraéi, to je frekvencijski
opseg $iri, i obrnuto. Ekstremni sluc¢ajevi su funkcija sin(z), koja predstavlja jednu
frekvenciju u beskona¢nom vremenskom intervalu, i funkcija §(z), koja predstavlja
beskona¢no mnogo frekvencija u jednom vremenskom trenutku (primer 6). To znaéci
da ne mozemo odrediti koja frekvencija postoji u datom momentu, ve¢ samo koji
frekvencijski opsezi postoje u odredenim vremenskim intervalima, $to je posledica
sledeceg tvrdenja

PRINCIP NEODREDENOSTI. ([5]) Ako funkcija f(x) opada brze od 1/+/|z| kada
r — Fo00, tada je

1
>
BaBo 2 5
gde je
o | e—ali@rde [ alf@)Pds
’ SO f(@)Pde Joo 1 f(@)2d
(22)
R T T T O ) 5 %
S f@Pde S0 [f (@) dw
Jednakost vazi samo za Gauss-ove funkcije f(x) = /5= e—a@’/2,

Veli¢ina z* je centar, a A, radius funkcije f(x), a w* centar i A, radius
funkcije f(w). Ako su A, i A, konaéne veli¢ine, funkcija f(z) definise vremensko-
frekvencijski prozor (Heisenberg-ova kutija) ¢ija je povrSina, prema navedenom
principu, ograni¢ena sa donje strane. Znaci da se ne moze postic¢i proizvoljno velika
rezolucija (malo A) i u vremenskom i u frekvencijskom domenu. To se moze i ovako
formulisati: nemoguce je dobiti vremensku i frekvencijsku informaciju o funkciji u
izabranoj tacki vremensko-frekvencijske ravni. NajviSe sto mozemo saznati je koje
spektralne komponente postoje u bilo kom datom vremenskom intervalu.

Princip neodredenosti ukazuje da je vrlo bitno kako se funkcija deli po vremen-
skim intervalima da bi se analizirala. Nedostatak Kratkotrajne Fourier-ove trans-
formacije je upravo to $to su vremenski intervali jednaki, Sto znaci da je rezolucija
za svako x ista. Promenljiva vremenska rezolucija bi trebalo da omogudéi da se vise
frekvencije prikazu sa boljom vremenskom rezolucijom, a nize frekvencije prikazu
sa boljom frekvencijskom rezolucijom. To se moze posti¢i definisanjem bazisnih
funkcija koje su medusobno povezane elementarnim transformacijama: translacija,
modulacija i skaliranje. Translacija je pomeraj po vremenu f(z — 7), a modulacija
je pomeraj po frekvenciji i postize se mnozenjem funkcije f(x) funkcijom e*°®.
Skaliranjem f(x/a), a > 0, menja se frekvencija. Vece a (a >> 1) odgovara dugim
bazisnim funkcijama kojima ¢e u analizi biti opisane duge i sporo promenljive kom-
ponente funkcije. Malo a (0 < a < 1) definiSe kratke bazisne funkcije koje ée
opisivati kratke promene.
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Slika 2.4: Vremensko-frekvencijska lokalizacija funkcije

U Fourier-ovoj analizi koriste se proizvoljno skalirane funkcije e"® za frek-
vencijsku lokalizaciju, ali one nisu vremenski lokalizovane. Potrebno je konstruisati
bazisne funkcije ¢ija je skala proporcionalna njihovom trajanju. Postoje razni nacini
da se definise lokalizacija odredene funkcije. Na primer, mogu se definisati intervali
I, i I, koji sadrze 90% energije vremenskog i frekvencijskog domena funkcije, i koji
su centrirani oko maksimalnih vrednosti veliéina | f(z)|2 i | f(w)|?. Time je definisan
pravougaonik f u vremensko-frekvencijskom domenu (slika 2.4).

f/l w

/110 6o

—
ot
&
o
|
—
|

£ £ 4WO
wo
/1 /1 wo -
... e 7777
;T—j = ‘ ‘ ‘ ‘ .
To 2709 370 479 51O 670
(a) (b)

Slika 2.5: Efekat translacije i modulacije (a), i skaliranja (b)

Analizirajmo sada kakav efekat pomenute transformacije proizvode na pravouga-
onik f. Translacija u vremenu za 7 proizvodi pomeranje pravougaonika (polozaj f’
na slici 2.5(a)) za 7 duz vremenske ose (horizontalno). Sliéno, modulacija za e"°*
pomera pravougaonik (polozaj f” na slici 2.5(a)) duz frekvencijske ose (vertikalno)
za wp. Za razliku od ovih transformacija pri kojima pravougaonik ne menja oblik
veé samo polozaj, skaliranje za a, ili f/'(z) = f(z/a) (slika 2.5(b)) menja i poloza]

i dimenzije pravougaonika I, = al, i I/, = %Iw, na osnovu svojstva skaliranja
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Fourier-ove transformacije.
Bazisne funkcije definisane primenom pomenutih transformacija na jednu funk-
ciju su talasiéi.

2.4 Transformacija talasi¢cima

Dennis Gabor je 1946. godine prvi definisao vremensko-frekvencijske funkcije, tzv.
Gabor-ove talasi¢e ([11]). Njegova ideja je bila da talas, ¢iji je matematicki zapis
cos (wt + ), izdeli na segmente i zatim zadrzi samo jedan od njih. Dakle, Gabor-ov
talasi¢ sadrzi tri informacije: pocetak, kraj i frekvencijski sadrzaj izmedu. Teskoce
su se pojavile kada je trebalo primeniti ovu transformaciju na funkciju diskretnog
argumenta.

Talasi¢ (engl. wavelet) je funkcija talasne prirode sa kompaktnim nosacem.
Nazvana je talas zbog oscilatorne prirode, a mali zbog kona¢nog domena na kome
je razlicita od nule (kompaktnog nosaca). Skaliranja i translacije osnovnog talasi¢a
Y(x) (“majke”) definisu bazis talasica,

1 r—0b
VA
Odgovarajué¢im izborom parametara skaliranja a i translacije b mogu se pred-
staviti mali delovi komplikovane forme sa ve¢om vremenskom rezolucijom (zumi-
ranje oStrih, kratkotrajnih pikova), dok se glatki delovi mogu predstaviti sa manjom
rezolucijom, §to je posledica dobre osobine talasi¢a da su bazisne funkcije vremen-
ski ogranicenog trajanja. Medutim, time smo izgubili vazno svojstvo Fourier-ovih
bazisnih funkcija e** da su sopstvene funkcije operatora diferenciranja. Talasi¢i
nisu sopstvene funkcije operatora 9/0z, frekvencije su pomesane, $to znaci da u
odnosu na bazis talasi¢a diferencijalni operator nije dijagonalan. Nije moguce
dijagonalizovati operator i po vremenu i po frekvencijama, Sto je posledica veé
pomenutog Principa neodredenosti (§2.3).

Transformacija talasi¢cima (CWT = Continuous Wavelet Transformation) je
alat kojim se razlazu podaci, funkcije ili operatori na razlic¢ite frekvencijske kompo-
nente, i zatim se svaka komponenta analizira sa rezolucijom koja odgovara njenoj
skali. Definisana je skalarnim proizvodom funkcije i bazisnog talasica,

V() = ), a>o0.

> —x—b
(23) CWTy(ah) = (1. o) = 7= [ f@)3(* ) do.
Vazi Parseval-ova jednakost
CWTf(a,b) = (fv wa,b) = %(fv 1[)11,17)3

gde je Fourier-ova transformacija bazisnog talasic¢a

@avb(w) =V e_wbz,/;(aw).
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CWTy(a,b) je funkcija skale a i polozaja b i pokazuje koliko su blisko korelirani
talasi¢ i funkcija u vremenskom intervalu koji odreduje nosac talasi¢a. Transforma-
cijom talasi¢ima meri se sli¢nost frekvencijskog sadrzaja funkcije i bazisnog talasié¢a
ap(x) u vremensko-frekvencijskom domenu

[b+a(z" —Ay), b+a(z™+A,)] x [% (W —A,), %(w*+Aw)},

odredenom veli¢inama (22).

Inverzna transformacija talasic¢ima

1 & & da db
flz) = Cw/ [ CWTy(a,b)bap() ZT

postoji ako je ispunjen uslov dopustivosti ([26])

(24) C¢/OOWA(%)2dw<OO.

— 00

Iz uslova (24) sledi da mora biti

(25) 0= [ " (@) dz =0,

§to ima za posledicu oscilatornu prirodu funkcije ¢ (z). Iz (24), takode, sledi da
ova funkcija ne mora biti jednaka nuli van konac¢nog intervala, ali mora dovoljno
brzo teziti nuli kada || — co. Tako dolazimo do uopstenja pojma talasié¢. Osnovni
talasi¢ ¢ (x) moze biti proizvoljno izabran, uz uslov da mu je srednja vrednost nula
1 da dovoljno brzo opada u beskonacnosti, Sto su onda osobine i bazisnih talasica
Yq.5(z). To je upravo jedna od sustinskih razlika izmedu transformacije talasi¢ima
i Fourier-ove ili neke druge od pomenutih transformacija: dok su u ostalim trans-
formacijama bazisi jednoznacno odredeni, bazisi talasi¢a nisu eksplicitno zadati.
Teorija se bavi samo opStim svojstvima talasi¢a i transformacijom pomocu njih,
i definise okvire unutar kojih svako moze odrediti talasi¢ prema svojim zeljama i
potrebama.

Pri tome, bazis je definisan samo jednom funkcijom. Talasi¢ima se vremen-
ska analiza vrs§i pomoc¢u kompresovanih, visoko-frekvencijskih verzija osnovnog ta-
lasi¢a, poSto se na maloj skali dobro uocavaju brzo promenljivi detalji. Frekven-
cijska analiza se vrsi pomocu razvucenih nisko-frekvencijsih verzija istog talasica,
jer je velika skala zadovoljavajuca za pracenje sporih promena. Upravo ove osobine
Cine talasi¢e idealnim alatom za analizu nestacionarnih funkcija. Transformacija
talasi¢ima daje odlicnu vremensku rezoluciju visoko-frekvencijskih komponenti i
frekvencijsku (skalnu) rezoluciju nisko-frekvencijskih komponenti.

Slika 2.6 Sematski uporeduje u prethodnom tekstu opisane transformacije jed-
nostavne funkcije, koja se sastoji od sinusnog talasa i impulsa u trenutku ¢¢ (slika
2.6(a)). Pozeljno je imati razvoj koji obuhvata i izolovani impuls (Dirac-ova funkcija
po vremenu) i izolovanu frekventnu komponentu (Dirac-ova funkcija po frekvenciji).
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Slika 2.6: Reprezentacije nestacionarne funkcije
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Prva dva razvoja (slike 2.6 (b) i (c)) izoluju vremenski i frekvencijski impuls
redom, ali ne oba istovremeno. Slika (b) predstavlja identicku transformaciju, tj.
razvoj je upravo sin x +0(x —to), Sto znaci da je za svako z ista frekvencija jer se ne
uoCava promena frekvencije u jednoj tacki. Vrednost u tacki ¢ty je pojacana, jer je
u njoj funkcija beskonacno velika. Slika (c) predstavlja reprezentaciju date funkcije
u frekvencijskom domenu. Fourierov red za funkciju §(x) sadrzi sve frekvencije sa
istim koeficijentom (1/27), s tim $to je pojacan (jer je veéi) koeficijent uz osnovni
harmonik sin z.

Lokalni po vremenu Fourier-ov red (slika 2.6(d)) ¢ini kompromis lociranjem oba
impulsa do odredenog nivoa. Vremenska skala je izdeljena na vremenske intervale
jednake duzine, ¢ime je definisana Kratkotrajna Fourier-ova transformacija. Za
svaki interval je data frekvencijska slika, i ona je u svim intervalima ista osim u
onom kome pripada tacka tg u kojoj je definisan Dirac-ov impuls. U tom intervalu
su zastupljene sve frekvencije, a ne samo osnovna.

Diskretan po vremenu red talasié¢a (slika 2.6(e)) daje bolju lokalizaciju vremen-
skog impulsa, ne zanemarujuéi frekvencijsku lokalizaciju. Sto je bolja lokalizacija
po vremenu, lodija je po frekvencijama. Siri i nizi pravougaonici predstavljaju
nisko-frekvencijske komponente koje duze traju, a uzi i visi visoko-frekvencijske
komponente koje traju kratko. U okolini tg javljaju se visoko-frekvencijske kratke
komponente. Za vece frekvencije Sirina pravougaonika postaje manja, tj. vremen-
ska rezolucija postaje bolja, a visina pravougaonika se povecava, sto znaci da je
frekvencijska rezolucija losija. Pri tome, bez obzira na dimenzije pravougaonika,
njihove povrsine su jednake. Za jedan talasi¢ ova povrsSina je konstantna, a di-
menzije pravougaonika se menjaju. To je upravo efekat transformacije talasi¢ima.
Povrsinu pravougaonika ne mozemo smanjiti koliko god hoéemo pogodnim izborom
talasi¢a, jer prema Principu neodredenosti ova povrSina ne moze biti manja od

2v2r. ([21])

Neprekidna transformacija talasi¢ima (CWT) nije od vece prakticne koristi, jer
se racuna korelacija funkcije i talasi¢a koji se kontinualno translira i kontinualno
skalira (parametri @ 1 b su neprekidne velicine). Ovako skalirani talasi¢i ne ¢ine
ortogonalni bazis. Mnogi od izra¢unatih koeficijenata talasi¢a su suvisni, i ima
ih beskona¢no mnogo. Stoga se vrsi diskretizacija — vreme-skala ravan pokriva se
mrezom i u ¢vorovima mreze (za dato b i a) izracunava se CWT. Moze se iza-
brati ravnomerna mreza, ali to nije najbolji izbor. Pri veé¢im skalama a (manjim
frekvencijama) korak po vremenu se moze povecati (tj. smanjiti broj tacaka), sa-
glasno Nyquist-ovom pravilu. Ovo pravilo kaze da ako u vreme-skala ravni treba da
bude N; tacaka na skali a1, onda je dovoljno imati N» tacaka na skali as , gde je
(26) aq N1 = a Ng, ili & = &

w1 w2

Ocigledno, a1 < ag povlaéi da je No < Nj. Frekvencija w jednaka je reciproénoj
vrednosti skale, w = 1/a. Za nize frekvencije moze se smanjiti broj tacaka, §to
znacajno smanjuje obim ra¢unanja.

Brzi algoritmi se konstruisu koriséenjem diskretnih talasi¢a. Diskretni talasic¢i
su obi¢no deo po deo neprekidne funkcije koje se ne mogu kontinualno skalirati i
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translirati, ve¢ samo u diskretnim koracima,

1 (x—kboaé).

\/;%1/)

j 1k su celi brojevi, a ag > 1 je fiksirani korak skaliranja. Obi¢no se bira da je
ag = 2, tako da je podela na frekvencijskoj osi diadska. To je prirodan izbor za
racunare, ljudsko uho i muziku, na primer. Za faktor translacije obi¢no se bira
bo = 1, tako da je podela na vremenskoj osi na izabranoj skali ravnomerna,

Yjk(z) =

J
ap

Yir(x) =2792p(2 792 — k), 1 () #0 za x € 27k, 27 (k + 1)].

Prvo se parametar skaliranja a diskretizuje na logaritamskoj skali. Zatim se vre-
menski parametar b diskretizuje u zavisnosti od parametra skaliranja, tj. razli¢iti
broj tacaka se koristi na razli¢itim skalama, saglasno Nyquist-ovom pravilu (26).

Objasnimo detaljnije opisani postupak. Svakoj tacki vremensko-frekvencijske
ravni pridruzuje se jedna vrednost CWT koeficijenta, te njih ima neprebrojivo
mnogo. Vr§imo diskretizaciju definisanjem mreze. Prvo se diskretizuje parametar
skaliranja, tako S§to se biraju celobrojne tacke na logaritamskoj skala-osi loga.
Osnova logaritma zavisi od korisnika, a najcesée se, zbog pogodnosti, koristi os-
nova 2. Ako je osnova logaritma 2, skale za koje ¢e se izracunavati transforma-
cija su 2, 4, 8, 16, 32,..., a ako je, na primer, osnova logaritma 3, skale za koje
ée se izraCunavati transformacija su 3, 9, 27, 81,.... Zatim se vrsi ravnomerna
diskretizacija vremenske ose, ¢iji korak zavisi od primenjene diskretizacije skala-
ose. Ako je izabran logaritam za osnovu 2, tj. diskretne vrednosti parametra
skaliranja se menjaju za faktor 2, broj tacaka po vremenskoj osi se redukuje za
faktor 2 na narednoj skali (korak se udvostrucuje). Na primer, ako je na skali a = 2
uzeto 32 ekvidistantnih tacaka na vremenskoj osi, onda je na sledecoj skali a = 4
broj tacaka po vremenskoj osi redukovan za 2, tj. uzeto je 16 ekvidistantnih tacaka
(slika 2.7). I tako dalje.

) )
) ) )
) ) o o )
loga |o o o o o o o o o

0 o o o o o o o o o o o o o o o o

O0000000O0O0O0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Slika 2.7: Diadska mreza tacaka

Treba napomenuti da je diskretizacija proizvoljna (bez ograni¢enja broja tacaka
po skalama) ako nas interesuje samo analiza funkcije. Ako se ne zahteva sinteza
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funkcije, ¢ak ni Nyquist-ovo pravilo (26) ne mora biti zadovoljeno. Ograni¢enja u
diskretizaciji i broju tacaka postaju bitna ako se zahteva rekonstrukcija funkcije.
Nyquist-ov broj tacaka je minimalni broj tacaka koji garantuje moguénost rekon-
strukcije neprekidne funkcije. Potreban i dovoljan uslov da se kontinualna funkcija
moze rekonstruisati na osnovu svog niza CWT koeficijenata je da je energija koefici-
jenata talasi¢a ograni¢ena sa donje i gornje strane, tj. da talasici ¢ine Riesz-ov bazis
(8) ([5]). Niz talasi¢a {11} treba da ¢ini bazis, ortogonalan ili biortogonalan, ili
okvir (§2.1). Kako nije lako naéi ortogonalni ili biortogonalni bazis talasi¢a, koriste
se okviri jer ih je mnogo lakse konstruisati, iako ovaj izbor nije optimalan.

I sa diskretnim talasi¢ima joS uvek nam je potrebno beskona¢no mnogo skali-
ranja i translacija da bismo izra¢unali transformaciju talasi¢ima. Ako je funkcija
vremenski ogranicena, onda je i broj translacija ograni¢en. Ostaje pitanje skaliranja
— koliko je skala potrebno za analizu funkcije? Uvodenjem u reprezentaciju funkcije
skaliranja, koja zamenjuje sve talasi¢e poc¢ev od neke skale J, beskonacan broj ta-
lasi¢a u aproksimaciji se zamenjuje sa kona¢no mnogo talasica i funkcija skaliranja
(form. (3.24)). Zamena preostalih talasi¢a sa kona¢no mnogo funkcija skaliranja
moze dovesti do gubitka korisnih informacija, ali ne i do greske u reprezentaciji
funkcije.

Koriséenje diskretnih talasic¢a, koji se dobijaju diskretizacijom parametara skali-
ranja i translacije, nije diskretna transformacija talasicima. 1 dalje se koeficijenti
CWTy(a,b) odreduju integralima (23), a funkcija f(z) se predstavlja redom, kao
zbir proizvoda koeficijenata i odgovarajuéih talasiéa (§2.2, oblik transformacije (b)).
O diskretnoj transformaciji talasi¢ima bice vise reci u §6.3.

Zadaci

1. Koji stepen broja % odreduje brzinu opadanja Fourier-ovih koeficijenata cj
funkcija

(@) fl@)=z, (b) gl@)=lzl, () h(x)=2?

periodi¢nih na intervalu [—m,7]? Na osnovu toga odrediti u svakom od primera
vrstu konvergencije Fourier-ovog reda (uniformna ili slaba).

2. Pokazati da funkcija f(x) = (1 — Be=*®)~! i signal f = (1,3,4%,...) imaju
jednake energije.

3. Odrediti Fourier-ovu transformaciju diskretnog signala s(n) = a/"!, |a| < 1.
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Multirezolucija

Transformacija talasi¢ima, definisana u prethodnom poglavlju, zasniva se na pred-
stavljanju komponenti neke funkcije na razli¢itim skalama, tj. sa razlicitom re-
zolucijom. Ideja tzv. multirezolucije se moze objasniti na primeru kartografije.
Geografske karte sadrze razli¢ite informacije na razli¢itim skalama. Detalji se ne
mogu naci na globalnoj mapi. Kartografi su izvrsili standardizaciju geografskih
podataka, tako sto su ih podelili u nezavisne kategorije koje odgovaraju razli¢itim
skalama — naselje, regija, drzava, kontinent, zemaljska kugla. Ove kategorije nisu
potpuno nezavisne, i vaznije karakteristike koje postoje na datoj skali ponavljaju se
na sledecoj, vecoj skali. Stoga je dovoljno odrediti veze medu informacijama datim
na dve susedne skale (koje naselje pripada kom regionu, koji region pripada kojoj
drzavi, itd.), Sto se moze predstaviti Semom u obliku drveta. U kartografiji stablo
je mapa sveta, a idu¢i prema granama, grancicama i lis¢u dolazimo do uzastopnih
mapa koje pokrivaju manje oblasti i daju vise detalja, koji se ne pojavljuju na visim
nivoima.

3.1 Multirezolucijska analiza

Ova ideja multirezolucije koristi se i u reprezentaciji funkcija iz prostora L.

DEFINICIJA 1. Multirezolucijska analiza je dekompozicija Hilbert-ovog prostora
L2(R) na niz zatvorenih potprostora {V;};cz takvih da je

(1) e CVaCVICVYVyCV_ 1 CV o C...

(2) NjezV; ={0},  UjezVj = L2(R)

(3) VfeLa(R) i VjeZ, flx)eV; <<= f(2x) €V

(4) VfeLa(R) i VkeZ, flx)eVy <= flx—k) el
(5)  Jp ey takodaje {¢(x —Fk)}rez Riesz-ov bazis potprostora V.

27
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Specijalno, u osobini (5) bazis se moze izabrati tako da bude ortonormirani bazis
prostora V.

Dakle, svaki aproksimacioni prostor V;, j € Z, je skalirana verzija osnovnog
prostora V), dobijena binarnim skaliranjem (za faktor 27), sirenjem ili skupljanjem,
zavisno od znaka j, prostora V, . Prostor V;, koji ima rezoluciju 277, sadrzi dva puta
finije detalje od onih koje sadrzi njegov prethodnik na aproksimacionoj skali V1.
Kada j — —oo aproksimacija postaje reprezentacija jer V; tezi L2(R). Osnovni
prostor Vy generisan je jednom funkcijom ¢ € Lo(R), koja se naziva funkcija skali-
ranja, jer bazis prostora Vy, prema (5), obrazuju funkcija ¢(x) i njene translacije
p(x — k), k € Z. Uopste, ako funkciju p(z) skaliranu j puta i transliranu za k
oznacimo sa

pin(@) =272 02z —k), jkeZ,

Riesz-ov bazis prostora V; je skup funkcija {p; x(x)}, k € Z.

Ponovimo jo$ jednom (§2.3) kakvo je dejstvo elementarnih transformacija skali-
ranje i translacija na funkciju, s obzirom da su ove operacije osnov za definisanje
multirezolucije (osobine (3) i (4)). Dilatacija je skaliranje funkcije f(x) za faktor
skaliranja 27 i zapisuje se kao f(x/27). Ima za posledicu “Sirenje” (j > 0) ili “skup-
ljanje” (j < 0) funkcije. Slika 3.1 prikazuje efekat dilatacije funkcija sinz i talasiéa

().

sin(x) psi(x)
0 0
0 6.28 0 3
sin(2x) psi(2x)
0 0
0 3.14 0 15
sin(4x) psi(4x)
0 0
0 157 0 0.75

Slika 3.1: Diadska dilatacija sinusne funkcije i Db2 talasié¢a

Translacija je pomeranje funkcije f(x) za k, zapisuje se sa f(z — k) 1 ima za
posledicu kasnjenje (k < 0) ili ubrzavanje (k > 0) funkcije. Funkcija ¢;i(z) =
2*j/2<p(2*j(x — k2j)) je translirana za k27, §to nazivamo diadskom translacijom.
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psi(x) psi(x-2)

Slika 3.2: Translacija Db2 talasi¢a

Prelazedi sa prostora V;_; na prostor V; gube se neki detalji zbog smanjenja
rezolucije. Kako V; C V;_1, izgubljeni detalji su sa¢uvani u ortogonalnom komple-
mentu potprostora V; u odnosu na prostor V;_;. Ovaj ortogonalni komplement se
naziva prostor talasic¢a, i oznacicemo ga sa W; na skali j. Stoga je
(6) Vi-1 =V ©W;,
gde @ oznacava ortogonalnu sumu. Iz veze (6) sledi vazno svojstvo multirezolucije:

Prostori talasica W; su razlike aproksimacionih prostora V;.
Aproksimacioni prostori V; su sume prostora talasica Wj.

Objasnimo ovo drugo tvrdenje. Na osnovu (6) za proizvoljno J je
VyoWs =V, Vic1®Wy1 =V o

Zamenom prve u drugoj relaciji, predstavljamo prostor V;_s kao sumu tri uzajamno
ortogonalna potprostora

VieW;eWy_1=Vj_o.

Daljim razlaganjem aproksimacionih prostora po istom algoritmu, dolazimo do
prostora Vj_i,

(7) VieWs;eWr1®---eW; =V, J>j.

Svi prostori Wy, k > j, su otogonalni na prostor W;_1, jer je ovaj ortogonalan na
prostor V;_1 koji ih sadrzi. Dakle, posledica relacije (7) je uzajamna ortogonalnost
prostora Wj,

(8) We LW, k,jeZ, k#j.

Uslov kompletnosti (2), kao graniéni slucaj relacije (7), daje razlaganja prostora
L5(R). Kada j — —oo imamo dekomporziciju,

J
9) Ly(R)=V,0 Y W,

j=—o00

i drugu, kada J — oo,

(10) Ls(R) = i W;.

j=—c0
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Sliéno aproksimacionim prostorima V;, prostori talasic¢a WW; generisani su skali-
ranjem i diadskim translacijama druge funkcije ¥(z) € L2(R), koja se naziva os-
novni talasié¢ (“majka”), u tom smislu da je

W, = {jx € Lo|k € Z}, Yip(x) =272 279 — k), jeZ

Pri tome jedna funkcija, funkcija skaliranja ¢(x), generise bazise svakog od nave-
denih prostora. Naime, potprostori Vy i Wy su sadrzani u prostoru V_; (rel. (6) za
Jj = 0), paifunkcije p(z) € Vo i ¢(x) € Wy pripadaju prostoru V_;. Stoga se mogu
predstaviti bazisnim funkcija tog prostora ¢_1 x(7) = v2p(2x — k). Odgovarajuée
reprezentacije nazivaju se dilataciona jednacina

(11) pla) = 3 elk)V2p(2 — k)

k

i jednacina talasica
(12) Y(@) =Y d(k)V2e(2z — k).
k

Dilataciona jednacina (11) je jednacina sa dve skale, jer sadrzi vrednosti funkcije
u tackama z 1 2z. Ovim jedna¢inama su osnovne funkcije ¢(x) i 9 (z) prikazane u
finijem prostoru V_i, tj. prostoru sa finijom skalom Az = 27!, u odnosu na skalu
Ax = 1 prostora Vo i W.

Jasno je da jednacina (11) ima beskonaéno mnogo resenja — ako je ¢(x) resenje
jednacine, onda je i funkcija ¢ p(z), gde je ¢ proizvoljna konstanta, takode resenje.
Da bi resenje, ako postoji, bilo jedinstveno odredeno, zahteva se da resenje bude
normirano, tj. da je njegova srednja vrednost jednaka jedan,

o0
(13) / o(x)dr = 1.
— 0o
Podseéamo da je srednja vrednost talasi¢a jednaka nuli (form. (2.25)), sto odreduje
njegovu oscilatornu prirodu.
Integraljenjem jednacine (11), uzimajuéi u obzir uslov (13),

1
1= /(p(z) dx = ;c(k)\@/wﬁx —k)dzr = 7 ;c(k),
dobijamo slededi uslov po koeficijentima dilatacione jednacine c(k):

(14) > elk) = V2.

k

Ocigledno je da je funkcija skaliranja ¢(z), kao resenje dilatacione jednacine
(11), odredena koeficijentima c(k) jednacine. Razvoju teorije talasi¢a je doprinelo
upravo uocavanje veze koeficijenata c(k) sa filtrima — linearnim operatorima koji
se primenjuju u obradi signala. Zeljena svojstva filtara (a time i talasi¢a) postizu
se odgovarajuéim izborom koeficijenata, o ¢emu ¢e biti reci kasnije.



3.2. MULTIREZOLUCIJSKI RAZVOJ FUNKCIJE 31

Multirezolucija se moze definisati slede¢im algoritmom: polazeéi od koeficije-
nata c(k), koji zadovoljavaju odredena svojstva, resava se dilataciona jednacina
(11) po funkciji skaliranja ¢(z), ¢ime je odreden bazis {¢; 1(x)} aproksimacionih
prostora V;. Zatim se izborom koeficijenata d(k) (koji, kako ¢emo videti kasnije,
nije uvek nezavisan od izbora koeficijenata c(k)) izrazom (12) definiSe osnovni ta-
lasi¢ 1(x), ¢ime je odreden bazis {1, x(x)} prostora talasi¢a W;. Dilatacijom i
translacijom ovi prostori se automatski uveéavaju, kompletiraju i povezuju:

f(z) €eV; — flx), f(2x), f(x — k), f2x — k) € V,_1.

Zaista, ako je f(x) € Vy, tada f(2z) € V_1, a takode i f(2z — k) € V_1. Na osnovu
indukcije sledi da je f(2/x) € V_; i, takode, f(2/z — k) € V_;. Time su dilatacija
i translacija ugradene u prostore V;. Zbog translacije domen je cela realna prava
—00 < x < 00, osim za periodi¢ne funkcije. Dilatacija i translacija deluju na celoj
realnoj osi i mogu biti analizirane pomoc¢u Fourier-ove transformacije.

Poslednji uslov (5) u multirezoluciji odnosi se na bazis — postoji ¢(z) tako da je
{p(z—k)}1 ortonormirani bazis prostora Vy. Tada je {v/2¢(2z—k)}j ortonormirani
bazis prostora V_1, i, uopste, {279/2¢(277 2 — k)},, ortonormirani bazis prostora V;.

Rezimirajmo — multirezolucija se karakterise sledecim svojstvima:

kompletnost V; CVi—1, NV, ={0}, UV; =L
invarijantnost po dilataciji flz) €eV; = f(2z) € Vi1
invarijantnost po translaciji f(x) eV; — flx—Fk) eV,

bazis invarijantan po translaciji V), ima ortonormiran ili, bar, stabilan
(Riesz-ov) bazis {¢(xz — k)}.

Jednodimenzioni koncept multirezolucijske analize se moze uopstiti na visedimen-
zione prostore.

3.2 Multirezolucijski razvoj funkcije

Dekompozicija prostora funkcija L2(R) na multirezolucijske potprostore (form. (9)
i (10)) ima za posledicu moguénost razlaganja proizvoljne funkcije f(z) € L2(R),
tako da postoji komponenta funkcije f(z) u svakom od ovih potprostora. Te kom-
ponente, projekcije na potprostore, sadrze sve finije i finije detalje funkcije f(z),
jer se ova razlaze po skalama Az = ...,2,1,1/2, ...,1/27 ...

Za svaki prostor V; moze se, ako {¢; x(z)}kez ¢ine ortonormirani sistem funk-
cija, definisati operator projektovanja, saglasno form. (2.5),

(15) Fi(x) =Y (f, ein) ein(@),

keZ
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gde je sa f;(z) oznacena projekcija funkcije f € Lo(R) na prostor V;, i (f,g) je
skalarni proizvod (2.1). U odnosu na prethodni nivo rezolucije (j — 1) ovako odre-
dena aproksimacija funkcije izgubila je neke fine detalje funkcije, koji mogu biti
predstavljeni operatorom projektovanja na komplementarni prostor talasi¢a W;,

(16) Afi(x) =D (f bin) bin().

keZ

Koeficijent (f, ;) sadrzi informaciju o funkciji u okolini tacke z = 27k, w = 277
vremensko-frekvencijske ravni. Izgubljeni detalji mogu biti rekonstruisani u aproksi-
macionom prostoru na prethodnom nivou na osnovu veze (6),

(17) fi—1(@) = fi(x) + Afj(z).

Svaka funkcija f;_1(z) € Vj—1 je zbir dve uzajamno ortogonalne funkcije, f;(z) iz
V; i Afj(x) iz Wj. Prostor W, sadrzi novu informaciju Af;(x) = f;_1(x) — f;(x),
detalj na nivou j. Funkcije iz prostora V;_1 mogu se, saglasno razlaganju (7),
predstaviti zbirom

fici@)=fr+(for—f1)+ (fo2—fi-1) +-+(fi—1 = f))
= fi(x) + Afs(x) + Afs-1(x) + -+ Afj(z),

Sto predstavlja multirezolucijsku reprezentaciju (“zumiranje”) funkcije f;_1. Or-
togonalnost prostora W, i V; je pozeljna, ali nije neophodna. Ako prostori V; i
W, nisu ortogonalni, i dalje svaka funkcija f;_1 € V;_1 ima jedinstveno razlaganje
oblika f; + Af;. Ovaj zakljucak se koristi kod tzv. biortogonalnih talasic¢a, gde su
prostori talasi¢a W; ortogonalni na neke druge aproksimacione prostore f/j.

U grani¢nom slucaju, na osnovu uslova kompletnosti multirezolucije (2), sledi
da fj(z) — f(z) kada j — —oo (u srednjem). Posledice razlaganja (9) i (10) su
reprezentacije funkcije

J o
(18) fl@)=frlx)+ > Afj@),  fl@)= Y Afj).

j=—c0 j=—c0

Sume (18) predstavljaju multirezolucijske razvoje funkcije f(x), jer sadrze bazisne
funkcije razlicitih nivoa rezolucije. Uzimajuéi u obzir izraze (15) i (16), jasno je
da se multirezolucijski razvoj karakterise sa dva tipa indeksa, indeksom skaliranja
(rezolucije) j i indeksom translacije k. Prva suma sadrzi i funkciju skaliranja, a
druga samo talasiée ali na svim, pa i vrlo velikim skalama Az = 27, j — oo.
Izborom najgrublje skale J beskonaé¢ni niz prostora W;,j = J +1,..., zamenjen
je prostorom Vj;, saglasno vezama (7) i (2). Mozemo zakljuciti da bazis prostora
Lo ¢ine funkcije skaliranja na izabranom nivou J i talasiéi na nivoima j < J, ali i
samo talasi¢i na svim nivoima rezolucije.

Razvoj samo po talasi¢ima ¢esto ne daje efikasnu aproksimaciju funkcije f(z),
mnogo je bolje koristiti reprezentaciju koja sadrzi i funkciju skaliranja (leva suma
u (18)). Da bi se razumeo ovaj paradoks, podsetimo da je () nisko-frekvencijska
funkcija srednje vrednosti jedan (uslov (13)), dok je t(x) oscilatorna funkcija
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srednje vrednosti nula (form. (2.25)). Aproksimacija samo talasi¢ima ne moze
dati zadovoljavajucu aproksimaciju funkcije koja ima nisko-frekvencijske spektralne
komponente, jer je funkcija skaliranja ta koja na najgrubljem rezolucijskom nivou
dodaje izgubljeni nisko-frekvencijski sadrzaj funkcije.

Talasi¢i se uobi¢ajeno konstruisu tako da su im i momenti do nekog reda jednaki
nuli,

(19) / zl(z) dx = 0, 1=0,1,...,7r—1.

kome je Fourier-ova transformacija talasi¢a jednaka nuli. Osobina talasi¢a da ima
iStezavajucte momente do nekog reda ¢ini ga vrlo pogodnim za numericko mode-
lovanje. Da bismo analizirali ovaj efekat, posmatrajmo multirezolucijski razvoj
funkcije f(x),

(20) Z ayrprr(T Z Z bjk¥jk(

keZ j=—ococ keZ

Koeficijenti u razvoju (20) su, na osnovu (15), (16) i (18), Fourier-ovi koeficijenti
po ortonormiranom sistemu,

are = (frorm) = / F(2) B4 () da,

)
ij‘k

(21)
bk = (fs i) = /D F(2) T () de

gde je D, , domen (kompaktan nosac) odgovarajuce bazisne funkcije. Pretposta-
vimo da je f(x) dovoljno glatka funkcija na domenu talasi¢a, tako da se moze
predstaviti Taylor-ovim polinomom

(22) f@) =3 aule — )’
l

gde je x; = 27(i+ 1/2) centar bazisnog talasi¢a. Na osnovu (22) drugi od integrala
(21) svodi se na

(23) bie = / VD, (@) da

Dw

i zanemarljivo je mali ili nula ako vazi (19). Sto funkcija f(z) sporije osciluje na
domenu talasi¢a, to su manji koeficijenti a; ~ f(l)(xi) uz viSe stepene u Taylor-
ovom razvoju (22) i, stoga brze i¢ezavaju koeficijenti talasi¢a b; ;. Nasuprot tome,
koeficijenti talasi¢a ¢e imati relativno velike vrednosti u oblastima gde se f(z) brzo
menja ili ima prekide. Dakle, funkcije skaliranja (prostori V;) daju informacije o
funkeiji f(z) u srednjem smislu, a talasiéi (prostori W;) registruju promene funkcije
f(x) koje su zanemarene usrednjavanjem.
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U praksi se funkcija priblizno predstavlja svojom grubom aproksimacijom na
izabranom nivou rezolucije J i detaljima na kona¢no mmnogo nivoa rezolucije j.
Sirina spektra funkcije skaliranja (broj koeficijenata ajy) je vazan parametar u
dizajniranju transformacije talasi¢ima. Sto je spektar uzi, veé je broj koeficijenata
talasi¢a, a time imamo i viSe informacija o detaljima. Ne umanjujuéi opstost,
uzmimo da je 1 < j < J, te je aproksimacija funkcije f(x) u prostoru Vg

J
(24) f(@) = folz) = Z azkek(T) + Z Z bj k¥ k ().

kez j=1kez

Greska aproksimacije, s obzirom na (18), jednaka je

0
) =f—fo= 3 Af.

j=—o0

U primenama prostor Vy je kona¢no dimenzioni prostor. Ako je funkcija data
kona¢nim brojem svojih vrednosti, maksimalni broj nivoa rezolucije je odreden
ovim brojem — ako je funkcija predstavljena sa svojih 27 vrednosti, maksimalni
mogudi broj nivoa rezolucije je J.

PRIMER 1. Neka je V; prostor sa bazisom {e’k’“‘}j_j. Projekcija funkcije f(x) na
prostor V; je parcijalna suma njenog Fourier-ovog reda (form. (2.11)),

fi(z) = Z e (deo f(x) uVj).

|k|<j

Bazisne funkcije su ortogonalne, te je kvadrat norme funkcije f;(z), prema Parseval-
ovoj jednakosti (form. (2.6)), srazmeran sumi |ci|? po nizim frekvencijama |k| < j.
Norma greske f(z)— f;(z) je odredena sumom koeficijenata po visim frekvencijama
|k| > 7, koja tezi nuli kada j — oco. Stoga je niz prostora V; kompletan u prostoru
2m-periodi¢nih funkcija Lo(—m, 7).

Dodavanjem funkciji f;(z) = c_;e”9% + -+ + ;€% iz prostora V; dva sabirka
e (11 UTDT 4 e e definiSe se sledeéa aproksimacija f;11(z) u prostoru
Vj+1. Nova informacija je

—(j+1)z z(j+1)m.

Afj(z) = c_¢y1ye +cjre

Prostor W; sadrzi harmonike reda (j + 1). Oni su, zbog ortogonalnosti sistema
funkcija {e'**}, ortogonalni na sve ¢lanove sume za k < j. Medutim, ovo nije
primer multirezolucije, jer prostori V; ne zadovljavaju dilatacioni uslov (8) multi-
rezolucije, f;(2x) € Vj4+1. U multirezoluciji frekvencije moraju da se udvostrucuju.
Suma f; mora da se zavrsava sa frekvencijom 27 umesto j. U tom slucaju Af;
sadrzi sve frekvencije izmedu 27 i 29+1

file)= 3 ae® Afi@) = Y et

k<29 29 <|k|<2+1
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To je sustina multirezolucije — prostori V; i W; imaju, grubo receno, istu dimenziju.
Multirezolucija se ostvaruje dekompozicijom Fourier-ovog reda na oktave, a ne na
pojedinacne sabirke, jer se multirezolucijom frekvencije dele u grupe oktava, od w
do 2w, a ne u ravnomerne grupe od w do w+ Aw. Kompresija grafika funkcije f(x)
u vremenskom domenu, tj. zamena f(x) sa f(2x), ima za posledicu §irenje njene
Fourier-ove transformacije sa f(w) na i f (%). Kada se vreme reskalira za dva,
frekvencije se pomeraju naviSe za oktavu. Tako se duze vreme pridruzuje nizim
frekvencijama, a kratko vreme visim frekvencijama.

U kontinualnom slu¢aju, kada funkcija f(x) sadrzi sve frekvencije, njena pro-
jekcija na prostor V; u ovom primeru bila bi

i) = 5 /| f(w)e d.

3.3 Konstrukcija multirezolucije

Multirezolucija se moze konstruisati
1. zadavanjem aproksimacionog prostora V;,
2. zadavanjem funkcije skaliranja ¢(x),
3. zadavanjem koeficijenata c(k) dilatacione jednacine.

U praksi, mozemo konstruisati prostore V; i formirati njihove razlike, ili kon-
struisati prostore Wj; i formirati njihove sume. Ako se multirezolucija definise
zadavanjem bazisnih funkcija, uobi¢ajeno je da se zada funkcija skaliranja ¢(x) (a
ne talasié¢), ¢ije translacije ¢(z — k) definiu prostor Vy. Reskaliranjem za faktor
27 definisemo prostore V;. Prostori talasiéa W; su razlike prostora V;_1 i V;. Ako
multirezoluciju zadamo putem koeficijenata dilatacione jednacine, resavanjem ove
dobijamo funkciju skaliranja, a pomoc¢u nje na veé opisani nacin prostore.

Navedimo nekoliko primera multirezolucije.

PRIMER 2. Deo po deo konstantne funkcije. Prostor Vg se sastoji od svih funkcija
iz Lo koje su konstantne na jedini¢nim intervalima n < z < n + 1. Te funkcije su
odredene svojim vrednostima f(n) u svim celobrojnim tackama x = n,

f(z) = f([z]), [z] dlef celobrojni deo od z.

Funkcija f(2z) € V_; je konstanta na polovinama intervala. Funkcije iz V; su
konstante na intervalima duzine 27. Prostori se poveéavaju sa smanjenjem j, jer
svaka funkcija koja je konstanta na diadskim intervalima [27n, 27(n+ 1)] konstanta
je i na polovinama tih intervala, V; C V;_1. Ovi prostori su invarijantni u odnosu
na translaciju — translacija funkcije deo po deo konstanta je i dalje deo po deo
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konstanta. U koraku od j ka (j — 1) reskalira se promenljiva = za dva i formira
prostor V;_;. Najjednostavniji bazis ovih prostora, ve¢ u uvodu pomenuti Haar-ov
bazis, definise karakteristi¢na funkeija intervala [0, 1],

() = 1, 0<z<l1
P = 0, =¢[0,1)

koju ¢emo nazvati cetvrtka. Ona je ortogonalna u odnosu na svoje translacije.
Svaka funkcija u prostoru Vy je linearna kombinacija ¢etvrtki, te se moze prikazati

u obliku fo(xz) =3, f(n)e(x —n) (slika 3.3).

1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

Slika 3.3: Prostor funkcija koje su deo po deo konstanta

Koeficijenti dilatacione jednacine (11) su ¢(0) = ¢(1) = 1/1/2, a ostali koefici-
jenti su nula, te je jednacina

= eQ@2z)  + p2r-1)

‘ —
0 1 0 1

Slika 3.4: Dilataciona jednacina Cetvrtke

PRIMER 3. Neprekidne deo po deo linearne funkcije. Neka je osnovni prostor Vg
sada prostor funkcija f(x) koje su linearne izmedu svakog para vrednosti f(n) i
f(n+1). T ove funkcije su invarijantne u odnosu na:
translaciju — ako je f(x) deo po deo linearna, onda je takva i f(z — k), i
dilataciju — ako je f(z) linearna na jedini¢nim intervalima, onda je f(2z) linearna
na polovinama tih intervala.

Bauzis se moze definisati translacijama ¢(x — k) krov funkcije (linearni splajn)
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0 1 2

Slika 3.5: Prostor neprekidnih i deo po deo linearnih funkcija

Svaka funkcija fo(x) € Vo moze se predstaviti zbirom . f(n + 1)¢(x — n)
(slika 3.5). Proizvod ¢(x)p(z — 1) je pozitivan na intervalu [1,2] na kome se
kompaktni nosaci ove dve funkcije preklapaju, te njihov skalarni proizvod nije nula.
Stoga funkcija ¢(x) nije ortogonalna na susedne krov funkcije p(x + 1), Sto znadi
da bazis krov funkcija nije ortogonalan. Krov funkcije se koriste u konstrukeiji
biortogonalnih talasica.

Koeficijenti dilatacione jednagine razliciti od nula jesu ¢(0) = ¢(2) = 1/(2v/2) i
c(1) = 1/4/2, i jednacina (11) glasi

o(x) = 30(2z) +  pz-1) + 302z —2)
1/\
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

Slika 3.6: Dilataciona jednac¢ina krov funkcije

PRIMER 4. Prekidne deo po deo linearne funkcije. Neka je Vy prostor linearnih
funkcija koje mogu imati skok u celobrojnim tackama x = n,n € Z, tj. mogu
biti razli¢ite vrednosti f(n_), kada se tacki priblizavamo sa leva, i f(n4), kada se
tacki priblizavamo sa desna. Tom prostoru pripadaju i ¢etvrtka i krov funkcija (iz
primera 2 i 3). Ocigledno je da su prostori V; invarijantni u odnosu na translaciju
i skaliranje. Ako je f(z) linearna funkcija izmedu celih brojeva u kojima ima skok,
ona je linearna i izmedu polovina celih brojeva.

1

Slika 3.7: Bazisne funkcije prostora prekidnih deo po deo linearnih funkcija
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Kako postoje dva stepena slobode u svakoj celobrojnoj tacki, vrednosti f(n_)
i f(ng), potrebne su dve funkcije skaliranja ¢1(z) 1 @2(z) za konstrukciju bazisa
invarijantnog u odnosu na translaciju. Obe mogu imati kompaktan nosa¢ na je-
diniénom intervalu i mogu biti ortogonalne (slika 3.7):

p1(z) =1 = cetvrtka, p2(z) =1 — 2z = prava, z € 0,1].

Unija {¢1(z —k)} i {p2(x — k)} predstavlja ortonormirani bazis koji ilustruje ideju
koja je u osnovi multitalasi¢a (multiwavelets). Uobi¢ajena dilataciona jednacina po
funkciji skaliranja p(z) postaje vektorska jednacina po ¢1(z) i p2(z). Koeficijenti
¢(k) u jednacini su matrice dimenzije 2 x 2. U obradi signala multitalasi¢ima
odgovaraju multifiltri.

PRIMER 5. Kubni splajnovi. Prostor V, sastoji se od kubnih splajnova — funkcija
f(z) koje su deo po deo kubni polinomi na intervalima duzine jedan, pri ¢emu
su f(x), f'(z) i f”(x) neprekidne funkcije. Treéi izvod f'(x) moze imati skok u
celobrojnim tackama x = n, pa su kubni polinomi razli¢iti na susednim intervalima.
Biée zadovoljen uslov invarijantnosti u odnosu na translaciju i skaliranje ukoliko
prostor V_; sadrzi kubne splajnove na poluintervalima. Taj uslov je zadovoljen
na osnovu opSteg pravila — aproksimacioni potprostori na regularnim mrezama
automatski zadovoljavaju uslove multirezolucije.

Kubni splajn sa najmanjim nosac¢em je B-splajn (slika 3.8). Njegov nosac sastoji
se od cetiri jedini¢na intervala, 0 < x < 4.

w

1a3, x € [0,1]
@ | HET e D @Dt 2]
o) =
Mz —22—(z-2)2+2, r € [2,3]
—L@ -3 +Li@-32-3(-3)+3i z2€[3,4
0.67
0.17
0 1 2 3 4

Slika 3.8: Kubni B-splajn

Bazis B-splajnova nije ortogonalan. Po analogiji sa krov funkcijama, koje pred-
stavljaju linearne splajnove (primer 3), bazisni kubni splajnovi ¢(x — k) ne mogu
imati kompaktan nosa¢ ako se zahteva ortogonalnost bazisa.

Koeficijenti dilatacione jednacine (11), ¢ije reSenje je B-splajn, jednaki su bi-
nomnim koeficijentima 1, 4, 6, 4, 1 pomnozenim faktorom 1/(8v/2), kako bi bio
zadovoljen uslov (14). Ove funkcije se koriste u konstrukeiji biortogonalnih ta-
lasi¢a.
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Slika 3.9: Daubechies funkcija skaliranja

PRIMER 6. Daubechies funkcija. U ovom primeru nismo posli od prostora Vg,
ve¢ od koeficijenata dilatacione jednacine (11)

(c(0), c(1), ¢(2), ¢(3)) = (1 + V3, 3+ V3,3 — V3,1 —V3)/4V2,

¢ije reenje je tzv. Daubechies funkcija ¢(z), prikazana na slici 3.9 ([8]).

Funkcije ¢(x — k) obrazuju ortonormirani bazis prostora Vy. Ingrid Daubechies
je osamdesetih godina pro§log veka otkrila celu klasu ortonormiranih bazisa povezu-
juéi teoriju talasi¢a sa obradom signala. O tome ée biti re¢i u poglavlju 4.

3.4 Ortogonalnost funkcije skaliranja i talasica

Prethodni primeri ukazuju da je duzina kompaktnog nosaca funkcije skaliranja,
izrazena brojem jedini¢nih intervala, odredena brojem nenula koeficijenata dila-
tacione jednacine: 2 koeficijenta — duzina je jedan, 3 koeficijenta — duzina je dva,
4 koeficijenta — duzina je tri, 5 koeficijenata — duzina je cetiri. Ako je N koe-
ficijenata razlicito od nule, ¢(0), ..., ¢(N — 1), konacan nosa¢ funkcije p(z) je in-
terval [0, N — 1], tj. ¢(z) je nula van intervala 0 < z < N — 1. To se nikada ne
dogada kod jednostruko skalirane diferencne ili diferencijalne (homogene) jednacine.
Njihova resenja su kombinacije funkcija A* ili e** (gde su A koreni odgovarajuce
karakteristi¢ne jednacine), a samo u specijalnom slu¢aju su nula. Kompaktni nosaé¢
funkcije p(x) potice od dve skale u dilatacionoj jednacini. U opStem slucaju, ako
dilataciona jednac¢ina ima beskona¢no mnogo koeficijenata c(k), funkcija skaliranja
() ima beskona¢an nosac.

TEOREMA 1. Funkcija skaliranja ¢(x), koja je resenje dilatacione jednacine (11),
ima kompaktan nosa¢ na intervalu [0, N — 1].
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Dokaz: Pretpostavimo da znamo da je nosa¢ konacan interval [a,b]. Tada je za
©(2z) nosac interval [a/2, b/2]. Za transliranu funkciju ¢(2z — k) nosac je interval
[(a+k)/2, (b+ k)/2]. Indeks k uzima vrednosti od nule do N — 1, tako da desna
strana dilatacione jednacine ima nosaé¢ u granicama a/2 i (b+ N — 1)/2. Poredeéi
sa levom stranom jednacine imamo da je

b+ N -1
[a b] |:62l 4>2:|7 teje (1:0, b=N-—1.

Polazna pretpostavka da je nosa¢ konacan interval sledi iz kaskadnog algoritma
za reSavanje dilatacione jednacCine. To je iterativni algoritam kojim se funkcija
skaliranja ¢(z), pod odredenim uslovima, izracunava kao graniéna funkcija niza
funkcija ¥ (z),

N-1
(25) P (@) =Y (k)2 (20 — k), i=0,1,....
k=0

Detaljnije ¢e kaskadni algoritam biti izlozen u slede¢em odeljku. Pocetna aproksi-
macija ¢ () je Getvrtka i njen nosac je interval [0, 1]. Kada se ona zameni u
desnoj strani izraza (25), dobija se funkeija ¢ () koja, prema prethodnoj analizi
(za a = 0,b = 1) ima nosaé [0, (1 + N;)/2], gde je N; = N — 1. Slicno, ¢®(z)
je nula van intervala [0, (1 +3N1)/4] (a = 0, b = (1 + Ny)/2). Funkcija ¢ (z) ée
biti nula van intervala [0, (1 + (2° — 1)Ny)/27], te ¢e grani¢na funkcija biti nula van
intervala [0, N7] = [0, N —1].

Analogno sledi da je duzina kompaktnog nosaca talasi¢a odredena brojem nenula
koeficijenata d(k) jednacine talasi¢a (12).

Sledeéa teorema formuliSe uslove pod kojima funkcija skaliranja i njom odreden
talasi¢ generiSu ortonormirani bazis prostora L.

TEOREMA 2. Pretpostavimo da kaskadni algoritam (25) konvergira, o (z) — ()
uniformno po x. Ako koeficijenti ¢(k) i d(k) zadovoljavaju uslove ortogonalnosti
dvostrukog pomeraja

> e(k)e(k —2m) = (m),
(26) > d(k)d(k — 2m) = 5(m),
> c(k)d(k — 2m) =0,
Sto je mogucée samo ako je
(27) d(k) = (=1)*e(N —1—k), k=0,...,N—1, N parno,
onda:

(i) translacije funkcije skaliranja o(x — k) su uzajamno ortogonalne,

/m o — n)ple — m) dz = 5(n — m):

— 00
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(ii) funkcije skaliranja su ortogonalne na talasice,

| ela—nyte = mydz <o

—00

(iii) talasiéi Vi (x) = 279/24p(27Ix—k), j, k € Z, obrazuju ortonormirani sistem,

/_OQ Vi (@)K (x) de = 0(j — J)d(k — K).

Dokaz: (i) Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom. Cetvrtka je ortogonalna
u odnosu na translaciju, §to znaci da funkcije ¢(°)(z —n) éine ortonormirani sistem
funkcija (jer im se nosaci ne preklapaju). Dalje, ako funkcije ¢()(z — n) cine
ortonormirani sistem funkcija, i sledeca iteracija cp(”l)(x —n), na osnovu prve od
pretpostavki (26), ¢ini ortonormirani sistem funkcija, jer je

|0 = e o - m)da
= /(\/izk:c(k)gp“)@(z —n) ) <\/§ (e (2(x —m) — z)> dz
= 2/<Zc(k) O (2x —2n —k ) < e(ly — 2(m —n))p® (22 — 2nl1)) dzx

k l1

= 3 X elkyety —2m =) [ @2~ )~ k) 20 ) ) d(20)
:Zc Je(k — 2(m —n)) = d(m —n),
k

gde je uvedena smena Iy = [ — 2(n — m). U slucaju konvergencije kaskadnog
algoritma i grani¢na funkcija ¢(x) bi¢e ortogonalna u odnosu na translacije.

(ii) Sli¢éno kao u (i), na osnovu jednacina (11) i (12) i treée od pretpostavki (26),
sledi da je

| ole =t myds

:/(\/5%:@(1@)@( z—n) >< (x—m)—l))d:v

_ /(Z (k) (22 — 2n — k )(Z I —2(m ))@(2x—2n—ll)>dm

5t

=Y elk)d(ly — 2(m / (x—n) —k)o2(x —n) — 1) d(2z)
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(iii) Ortogonalnost talasi¢a na istom nivou rezolucije (za isto j) sledi iz jedna-
¢ine (12), ortonormiranosti funkcije skaliranja u odnosu na svoje translacije i druge
od pretpostavki (26),

/_OO (x —n)Y(x —m)dx
= /(ﬂZd(k)g@(?(m —n)— k)) (\/EZd(l)go@(x —m) — l)) dx
k 1
= _d(k)d(k — 2(m — n)) = 6(m — n).
k

Ortogonalnost talasi¢a na razli¢itim nivoima rezolucije (za razli¢ito j) sledi nepo-
sredno iz uzajamne ortogonalnosti prostora W, relacija (8). 1

Ortogonalnost talasica potice od ortogonalnosti filtara definisanih koeficijentima
c(k), o ¢emu Ce biti re¢i u narednom poglavlju. Za razliku od talasié¢a, funkcije skali-
ranja na razli¢itim rezolucijskim nivoima (za razli¢ito j) nisu ortogonalne. Ako je
funkcija skaliranja ortogonalna u odnosu na svoje translacije, koeficijenti dilatacione
jednacine c¢(k) su Fourier-ovi koeficijenti (form. (2.4)) funkcije skaliranja ¢(z) po
ortonormiranom bazisu {¢_1 ()},

o0

c(k) = (o ks p—1,k) = / o(x) V2022 — k) de,

— 00

i oni nisu jednaki nuli za svako k.

U slede¢em odeljku ¢emo izloziti neke algoritme kojima se za zadate vrednosti
koeficijenata ¢(k) funkcija skaliranja moze odrediti.

3.5 Resavanje dilatacione jednacine

Izuzev u trivijalnim sluc¢ajevima, kao $to su primeri 2, 3 i 5, funkcija skaliranja, kao
resenje dilatacione jednacine (11), ne moze se odrediti u analiti¢ckom obliku. Primer
za to je Daubechies funkcija skaliranja iz primera 6. Ona se, u opstem slucaju,
rac¢una iterativnim algoritmima, kojima se nalaze vrednosti funkcije na proizvoljno
gustom skupu diadskih tacaka. Svakako da je onda i njoj pridruzen talasi¢, odreden
jedna¢inom talasica (12), zadat na proizvoljno gustom skupu diadskih tacaka. To,
medutim, ne umanjuje mogucénost aproksimacije ovim funkcijama, jer postoje vrlo
efikasni diskretni algoritmi tipa FFT-a, o ¢emu ¢e biti re¢i u poglavlju 6.

Vratimo se sada iterativnim algoritmima za resavanje dilatacione jednacine (11).

Kaskadni algoritam je definisan u prethodnom odeljku izrazom (25), i koriséen
u dokazu nekih osobina funkcije skaliranja. Naziva se i nisko-frekvencijska iteracija
za reSavanje dilatacione jednacine. Algoritam se primenjuje na funkcije neprekidnog
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argumenta. Funkcije ¢ (z) su deo po deo konstanta, i konstantni delovi postaju
to kraéi sto je indeks iteracije i veéi (duzina konstantnog dela je 27%). Ako niz
{o®(z)}22, konvergira na odgovarajuéi naéin ka granici ¢(z), graniéna funkcija je
reSenje dilatacione jednacine.

U opstem slucaju konvergencija moze biti slaba ili jaka. Pod slabom konvergen-
cijom podrazumevamo konvergenciju u srednjem — funkcije ¢ (z) mogu oscilovati
sve brze i brze, a da integral funkcije ¢(¥)(z) konvergira ka integralu funkcije o(z)
na svakom kona¢nom intervalu [0,7] (integracija kontrolise oscilacije). Pri jakoj
konvergenciji (uniformnoj), koju mi pretpostavljamo, ¢ (z) tezi ka ¢(z) u svakoj
tacki.

PRIMER 7. Cetvrtka je fiksna tacka iterativnog algoritma definisanog koeficijen-
tima ¢(0) = ¢(1) = 1/v/2, jer se veé¢ u prvoj iteraciji dobija upravo cetvrtka,

P (@) = 0 @22) + ¢ 20— 1) = ¢ a),

PRIMER 8. Poznato nam je ve¢ da je krov funkcija resenje dilatacione jednacine
sa koeficijentima ¢(0) = ¢(2) = 1/(2v/2) i ¢(1) = 1/4/2 (primer 3). Polazeéi od
cetvrtke, rekurentna formula

1 1
o (2) = 500 (22) + 9% (22 - 1) + 500 (22 - 2)
definise funkciju <p(1)(ac) koja se sastoji od tri ¢etvrtke duzine polovine celobrojnog
intervala. U sledecoj iteraciji se dobija funkcija ¢ (z) koja se sastoji od sedam

cetvrtki, svaka je definisana na jednoj ¢etvrtini celobrojnog intervala, itd. (slika
3.10)

o W) L o) L o)

Slika 3.10: Krov funkcija kao granica kaskadnog algoritma

Skaliranje onemogucava da kompaktan nosa¢ prede u beskonacan domen, tako da
je granicni interval [0,2]. Ocigledno je da niz funkcija o (z) tezi ka krov funkciji
kada i — oc.

Na isti nacin bi se izborom koeficijenata 1/(8v/2), 4/(8v/2), 6/(8v/2), 4/(8v/2),
1/(8v/2) kao granicna funkcija niza funkcija odredenog formulom (25) dobio kubni
B-splajn (primer 5), a pri izboru koeficijenata (1 + v/3)/(4v/2), (3 +v/3)/(4v/2),
(3 —3)/(4v2) i (1 —v/3)/(4v/2) Daubechies funkcija skaliranja (primer 6).

Kao pocetna aproksimacija u kaskadnom algoritmu izabrana je ¢etvrtka zbog
njene ortogonalnosti u odnosu na translaciju. I drugaciji izbor pocetne funkcije Ce,
pri jakoj konvergenciji, dati niz funkcija koji konvergira ka istoj fiksnoj tacki p(z),

ili funkciji cp(z), ¢ = const. Bolja pocetna aproksimacija ¢(®)(z) od éetvrtke je
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funkcija koja je deo po deo konstanta na svakom od intervala n < x < n+ 1, pri
¢emu je vrednost te konstante na pomenutom intervalu jednaka tacnoj vrednosti
funkcije skaliranja ¢(n). Ove vrednosti se mogu odrediti algoritmom zasnovanom
na rekurziji, koji ¢e biti objasnjen na kraju ovog odeljka.

Algoritam zasnovan na Fourier-ovoj transformaciji. Uvodenjem u dilata-
cionu jednaginu (11) smene c¢(k) = v/2 h(k), ona postaje

N-1 N-1
(28) pl@)=2) h(k)p(2e—k), > hk)=1,
k=0 k=0

pri cemu je uslov koji koeficijenti h(k) treba da zadovoljavaju posledica uslova (14).

TEOREMA 3. Fourier-ova transformacija ¢(w) funkcije skaliranja p(z) je
R )
j=1
ukoliko beskonacni proizvod konvergira. Funkcija

N-1
(30) hw) =3 h(k)e
k=0

naziva se u teoriji signala frekvencijski odziv filtra definisanog koeficijentima h(k).

Dokaz: Da bismo presli u frekvencijski domen, jednac¢inu (28) pomnozimo sa e~ *“*
i integralimo po x,

— 0o

00 N-1 00
/ p(x)e ™" de =2 Z h(k:)/ o2z — k)e " dx.
k=0 -

Leva strana je Fourier-ova transformacija funkcije skaliranja ¢(w) (form. (2.15)).
U integralu na desnoj strani smenom u = 2z — k dobija se izraz

o oo w
2/ <p(2m - k)e—uuz dr — / w(u>e—zw(u+k)/2 du = e_ZWk/2¢(_>7

—00 —00 2

te je dilataciona jednacina u frekvencijskom domenu

N—1
. o LW AWy LW
@) Hw) = (z ) k/?) (&) =) ().
k=0
Uzastopnom primenom veze (31) n puta dobija se izraz

(82) o) =h(H)h(])--h(G) o) s =TI,

n—oo

zato §to je $(0) = [(z)dz =1 (uslov (13)). 1
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LEMA 1. Potreban i dovoljan uslov da beskonacni proizvod [}, h(%) konvergira
jeste da ¢inilac h(w/27) — 1 kada j — oo, tj. da je h(0) = 1.

Dokaz: Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti i razvoja funkcije el®! dobija se
ocena

()] = 11+ hw) = h(O0)] < 1+ Al < A, A= max|/(w)]
te je
p(w)| = |;;(§)| |B(§)| e < AlRI/2 AW/ Al D52 27 Al
|
Ako je h(0) = 1, zbog 2r-periodicnosti funkcije h(w) vazi da je
h(2m) = h(dr) = -+ = h(2"7) = - =1,
te na osnovu (31) sledi
B(2m) = P(4m) = G(8T) = -+
Ako je jos fl(ﬂ') = 0, onda su sve ove vrednosti jednake nuli, jer je
¢(2m) = h(m) §() = 0.

Sta vise, ako je w = m nula reda r funkcije h(w), tj. ako je h(™(x) = 0,
m =0, ...,r—1, Fourier-ova transformacija funkcije skaliranja ¢(w) ima nule reda r
usvim tackama w = 2nm, n =1,2,3,.... Naime, za w = 27 prvi ¢inilac u proizvodu

(32) je h(r), za w = 4w drugi je h(r), za w = 67 prvi ¢inilac je zbog periodiénosti

ft(37r) = fz(ﬂ), itd. Dakle, nule funkcije ¢ su tacke w = 2nm, n = 1,2,..., ako je
h(r) = 0. Nule m-tog izvoda funkeije ¢(w) odredene su nulama do m-tog izvoda
funkcije ﬁ(w) Zato §to je h(™) (r) =0, m=0,1,...,r—1, rekurentnim postupkom
analogno prethodnom, izvodimo zakljucak da u tackama w = 2nm, n = 1,2,...,
funkcija ¢(w) ima nule reda 7.

Uslov h(r) = 0 je prirodan zahtev da bi funkcija ¢(w) opadala, a ¢(z) bila
“odgovarajuca” funkcija.

PRIMER 9. Koeficijentima h(0) = h(1) = 1/2 je odredena Cetvrtka. Frekvencijski
odziv (30) je h(w) = (1 + e7*)/2. Proizvod prvih n ¢inilaca u izrazu (29) glasi

R 1 )
L) (w) —— (1 + eﬂw/2) (1 + efzw/4) . (1 + e Ww/2 )

on
33 n_
( ) 1 ~ —wk /2™ 1—e™™
= on € = on —w /2™
n 2n(l—e )

pri ¢emu je gornja granica sume odredena poslednjim sabirkom

2N 27 —1
e—zw/Qe—zw/22 . ”e—zw/Z" _ efzw(%+2%+m2%> _ e—szZﬁl — (e—zw/2") )
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Ocenjujemo ponasanje imenioca u izrazu (33), koristeéi oznaku 6 = w/2"™,

"(1—e)=2"(1-(1—0+-))=2"10+ - — Ww.

n—oo

Stoga se graniéna vrednost proizvoda (33) svodi na

- T/l 1 ; 1 !
P(w) = lim A" (w) = (— + Zemw/? ) =—(l—-e™)= / e " dr,
n—oo E 2 2 w 0

§to predstavlja Fourier-ovu transformaciju ¢etvrtke. (Videti i zadatak 4.)

PRIMER 10. Za h(0) = 1ih(k) =0, k # 0 je h(w) = 1, te je $(w) = 1 Fourier-ova
transformacija Dirac-ove d-funkcije (primer 2.6). Dilataciona jednacina, ¢ije resenje
je d-funkcija, je 6(x) = 26(2x).

PRIMER 11. Kvadriranjem Fourier-ove transformacije ¢etvrtke dobija se Fourier-
ova transformacija krov funkcije, tj. linearnog splajna (zadatak 5), a ponovnim
kvadriranjem Fourier-ova transformacija kubnog B-splajna. Ovo je posledica kon-
volucione teoreme (form. (2.18)) i ¢injenice da je linearni splajn konvolucija dve
cetvrtke, a B-splajn konvolucija ¢etiri ¢etvrtke. Vise o splajnovima bice reci u §7.4.

Uslov ortogonalnosti funkcije skaliranja i njenih translacija u frekvencijskom
domenu daje sledeéa teorema.

TEOREMA 4. Ako Fourierova transformacija funkcije skaliranja o(x) zadovoljava
uslov

oo

(34) > lp(w+2nm)? =1

n=—oo

onda je sistem funkcija {¢(x — k)} ortonormirani sistem.

Dokaz: Na osnovu uopstene Parseval-ove jednakosti (2.21), zbog ortogonalnosti
sistema funkcija {o(z — &)}, sledi da je

50 = [ epl—mdr= o [ jpPer

— 00 :% — 00
1 0 2(n+1)mw -
S 5 e g |
o > L et

Translacijom svakog od intervala [2nm, 2(n + 1)7] u osnovni interval [0, 27| uslov

postaje
oo

1 o ~ 1R(W nim
5(k) 5 Z (/0 |p(w + 2nm)|2etk(@F2 )dw>

n=-—oo

o0

1 27
=5 ( Z |p(w + 2n7‘r)2> ™ dw,
0

n—=—oo
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§to za k = 0 glasi

1 27 oo
o ( > |g5(w—|—2n7r)|2> dw = 1.
0

n=—oo

Iz poslednjeg izraza neposredno sledi relacija (34). 1

Algoritam zasnovan na rekurziji. Pretpostavimo da je funkcija ¢(x) zadata u
celobrojnim tackama = = k. Rekurzijom (28) definisane su vrednosti funkcije ()
u polovinama celih brojeva. Koriste¢i dobijene vrednosti na isti nac¢in odredujemo
vrednosti funkcije () u etvrtinama celih brojeva, i uopste u tatkama z = k/27.
Ostaje jos da se odrede vrednosti funkcije skaliranja u celobrojnim tackama.

Dilataciona jednacina (28) sa beskona¢no mnogo koeficijenata moze se zapisati
u vektorskom obliku,

P (r) = M ®.(22), —00 < & < 00.
Vektor @ () = [...,¢(x), p(z + 1), p(z +2),...]" i matrica
h(0) 0 0
(35) M=2 h(2) h(1) h(0) O 0
h

su beskona¢nih dimenzija. U matrici M sve vrste sadrze redom koeficijente h(k),
tako §to su ovi u svakoj narednoj vrsti pomereni za dve kolone, $to je posledica
argumenta 2z — k.

TEOREMA 5. Vektorski oblik dilatacione jednacine (28) sa N sabiraka glasi
(36) ®(z) = My ®(22) + M7 222 — 1).

Komponente vektora ®(x) su nula ako je argument van intervala [0,1). Matrice
My i My su blok-matrice dimenzije (N — 1) x (N — 1) matrice M sa elementima

Mo(i, j) = M(i,j) = 2h(2i — j),  Mu(i,j) = M(i,j —1) =2h(2i — j + 1)
Dokaz se moze naéi u [26]. I

Ako matrica My ima sopstvenu vrednost A = 1, stavljajué¢i z = 0 u jednacinu
(36), nalazimo da je ®(0) = [p(0), ¢(1),...,o(N —2)]T odgovarajuéi sopstveni
vektor. Na primer, za N = 6, u tacki © = 0 jednacina (36) se svodi na

¢(0) h(0) 0 0 0 0 ©(0)
o(1) (2 ) 0 0 e(1)
2(0) = [ ¢(2) (2) | = Mo ®(0).
(3) 0 (3)
(4) 0 (4)
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Kada se odrede vrednosti funkcije skaliranja u celobrojnim tackama, vrednosti
©(z) u polovinama celih brojeva se dobijaju mnoZzenjem ovog vektora matricom
M, sto takode sledi iz (36) za x = 1/2,

p(1/2) h(1) h(0) 0 0 0 ©(0)

1 9(3/2) h(3) h(2) h(1) R(0) 0 p(1)
@(5) = | ¢(G/2) | =2[hB) h4) hB) w2) A1) [ |e@2)| =M 2(0)

o(7/2) 0 0 h(B) k) wEB)) |eB)

»(9/2) 0 0 0 0  h(5) v(4)

Dakle, prvi korak rekurzivnog algoritma za resavanje dilatacione jednacine je

1
®(0) = My ®(0), @(5) = M; ®(0).
Dalje se za svako diadsko x vrednosti ¢(z) dobijaju rekurzijom koriséenjem matrica
My ili My i prethodno izra¢unatih vrednosti,

sy =med). o) =)

Istaknimo da rekurzivni algoritam ima netrivijalno resenje ako matrica My ima
sopstvenu vrednost A = 1, jer tada vektorska jednacina

(37) ®(0) = Mo ©(0)
ima netrivijalno reSenje.

TEOREMA 6. Ako je tacka w = m nula frekvencijskog odziva filtra (30), h(x) = 0,
onda je A = 1 sopstvena vrednost matrica My, My i M.

Dokaz: Zbir elemenata u svakoj koloni matrice My jednak je jedan. Naime, kada
u (30) uzmemo u obzir da je h(m) = 0 i uslov normiranosti koeficijenata filtra (28),
sledi da je

h(0) — h(1) + h(2) —--- =0

h(0) + h(1) + h(2) +--- =1 teje 2 Y h(n)=2 Y hn)=1

parno n neparno n

Matrica €iji je zbir elemenata u svakoj koloni jednak jedan ima sopstvenu vrednost
A =1, tj. vektorska jednacina (37) ima netrivijalno reSenje. Zaista, vektor vrste
e', ¢iji su svi elementi jednaki jedan, je levi sopstveni vektor takve matrice jer je

(1 1 -+ 1)My=( 1 -+ 1) tj. e (Mo—1I)=0.

To znaci da je matrica My— I singularna, tj. da je A = 1 sopstvena vrednost matrice

My. Zakljucak je, ustvari, posledica osnovne ¢injenice da kvadratna matrica i njena

transponovana imaju jednake determinante, isti rang i iste sopstvene vrednosti.
Jasno je da isti zakljucak vazi i za matrice M; i M. ]

Napomenimo da je uslov ﬁ(w) = 0 i potreban uslov za konvergenciju kaskadnog
algoritma.
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POSLEDICA 1. Mnozenjem dilatacione jednacine (36) sa leve strane vektorom e ",

koristeéi dokazane jednakosti e’ My =e' i e’ M; = e, dobijamo da je
e ®(z)=e' ®(2z) +e’ P22 - 1).

Poslednji izraz je dilataciona jednacina za funkciju e’ ®(z), a njeno resenje je
cetvrtka. Stoga vazi identitet

(38) an(x—l—k) =1
k

PRIMER 12. Najjednostavniji sluc¢aj jednacine (28) je za N = 2, tj. kada dila-
taciona jednacina ima dva koeficijenta. Tada su My = 2h(0) i My = 2h(1) matrice
dimenzije jedan, tj. skalari,

o(z) = Mop(2x) + My (2x — 1).
Resenje ¢e biti nula van intervala 0 <z < 1,aza x =01z = 1/2 imamo da je

1

p(0) = Mow(0),  ¢(3) = Migp(0).
Dalje stavimo = = 1/4, 3/4, a zatim x = 1/8, 3/8, 5/8, 7/8, i dobijamo
o() = Mop(3)  ¢(3) = Mi(3)
o(5) =Mog() #(2)=Mp(})  @(3) =Mop(3) @(3) =g (})

Izrazavajuéi sve vrednosti pomoéu ¢(0) imamo, na primer, da je

3 binarno

3
p(3) = Mo My My p(0) 7o w=2 =" 0011

(jer je3/8=3-273=1-2"2+4+1-273 =0.011 u binarnom sistemu).

U opstem slucaju, vrednost funkcije skaliranja ®(z), koja je resenje dilatacione
jednacine (36), u svakoj diadskoj tacki x = n/2 odredena je binarnim zapisom
argumenta x; na primer,

Pocetni vektor ®(0) je resenje problema sopstvenih vrednosti (37).

PRIMER 13. Koeficijenti 2h(k) = 1/2, 1, 1/2 generisu krov funkciju. Problem
sopstvenih vrednosti za matricu My dimenzije 2 x 2 glasi

(1/2 0) <¢(0)> _ (@(0)> . pl0)=0

172 1) \e(1) e(1) e(1) =1

Suma svih krov funkcija ¢(z + k) je identicki jednaka jedan, sto je salasno sa
uslovom (38).
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PRIMER 14. Daubechies koeficijenti generisu sistem

L (1HV3 0 0 (0) ¢ (0) ¢(0)=0
1 3—V3 3+V3 14+V3] (o) | =[e) | — «1)=1+V3)/2
0 1-v3 3-v3/) \¢2) ©(2) ¢(2)=(1

PRIMER 15. Ako je funkcija skaliranja kubni B-splajn, ona je razli¢ita od nule

samo na intervalu (0,4). Pisuéi rekurziju u tackama 0, 1, 2 i 3, dobija se homogeni

sistem jednacina po sopstvenom vektoru [¢(0), o(1), ©(2),¢(3)] " Sopstvene vred-
1

nosti matrice My su 1, %, i, 5

3.6 Konstrukcija talasica

Prethodni odeljak bio je posvecen nalazenju funkcije skaliranja, a u ovom éemo
se baviti konstrukcijom talasi¢a. Podsetimo se prethodno nekih osobina talasica.
Talasi¢ je funkcija talasnog oblika koja ima ograni¢eno trajanje i ¢ija je srednja
vrednost nula. To zna¢i da talasi¢ ima u frekvencijskom domenu odgovarajuéu
brzinu opadanja, i da je ¢(0) = [ (x) dx = 0, Sto je posledica uslova za postojanje
inverzne transformacije talasi¢ima (uslov (2.24)). Za razliku od sinusoide, talasi¢i
su u opStem sluc¢aju nepravilni i asimetricni (slika 3.11).

AVAVA

Slika 3.11: Sinusoida i talasié¢

Translacijom i dilatacijom (272 — k) osnovnog talasi¢a (“majke”) 1 (z), defini-
sanog jednac¢inom (12), generise se bazis talasi¢a {1 (z)}; . Ako osnovni talasi¢
() (E z/)o)o(m)) pocinje u trenutku x = 0, a zavrSava u trenutku x = N — 1,
pomereni talasié v j, po€inje u trenutku x = k i zavrsSava u trenutku x = K+ N —1.
Skalirani talasi¢ 1; o po¢inje u trenutku z = 0 i zavrSava u trenutku z = 27 (N —1).
Njegov grafik je skaliran (kompresovan ili razvucen, zavisno od znaka j) za faktor
279 a grafik talasiéa g je transliran u desno za k, ako je k > 0,

skaliranje  t;0(z) = 279/%(279z), translacija o r(z) = Y(x — k).
Bazisni talasi¢ nastaje kompresijom j puta i pomeranjem za k osnovnog talasica,

Wix(x) = 27922790 — k).
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Koeficijent 277/2 je faktor normiranja. Prostor W; sadrzi funkcije koje su linearne
kombinacije talasi¢a ;5 (x).

Fourier-ova analiza se zasniva na razlaganju funkcije na sinusne talase razli¢itih
frekvencija. Sli¢no, analiza talasi¢ima je razlaganje funkcije na pomerene i skalirane
verzije osnovnog talasi¢a. Intuitivno je jasno da se funkcije sa ostrim promenama
mogu bolje analizirati pomoc¢u nepravilnog talasi¢a, nego pomocu glatke sinusoide.

Kao sto je dokazano u teoremi 2, funkcije skaliranja ¢, (z) ¢ine ortonormirani
sistem na svakoj skali posebno, odnosno za dato j. Ali, nema ortogonalnosti po
razli¢itim skalama, funkcija ¢(z) nije ortogonalna na funkciju ¢(2z). Ortogonalnost
preko skala poti¢e od potprostora talasi¢a W; i njihovih bazisnih funkecija 1, ().

Talasi¢e mozemo proucavati polazeéi od

1. prostora W; — ako su poznati aproksimacioni prostori V;, njihove razlike
definisu prostore Wj;

2. talasiéa ¥(x) — osnovni talasi¢ je potrebno translirati i skalirati;

3. koeficijenata jednacine talasiéa d(k) — ako su poznati koeficijenti c(k),
oni, uzeti u obrnutom poretku i sa alternativnom promenom znaka (form.
(27)), definisu d(k). Osnovni talasi¢ ¢(z) je odreden jednacinom talasic¢a

N-1
Y(z) = V2 Z (=1)Fe(N =1 —k)p(2z — k), N parno.
k=0

Alternativna promena znaka koeficijenata dilatacione jednacine odreduje oscila-
tornu prirodu ove funkcije — odatle naziv talas. Ako je konacan broj koeficijenata
(k) razlicit od nule, osnovni talasi¢ ¢e imati kompaktan nosa¢ — odatle deminutiv.

PRIMER 16. Prikazac¢emo sva tri pristupa na primeru cetvrtke.

1. potprostori — Prostor Vy sadrzi funkcije koje su konstante na jedini¢nim inter-
valima, a V_; konstante na polovinama jedini¢nih intervala (primer 2). Prostor
Wy C V_1, te su funkcije iz Wy jednake konstantama na polovinama intervala. Taj
prostor je ortogonalan na Vy, jer je Vo @W, = V_1, te za proizvoljne funkcije g € Vy
i feW, treba da vazi

k+1 k+1
=% / o(a)5 (@) ds = 3 0(4 / f(x) dx = 0.

Da bi poslednji uslov vazio za proizvoljno g(k), k = 0,£1,..., integral nad svakim

celim intervalom funkcije iz Wy mora biti nula, f:ﬂ flx)de =0,k =0,41,....
Ta ¢injenica odreduje konstrukciju komplementarnog prostora W, ortogonalnog na
Vo unutar V_q,

W, = { konstante na poluintervalima uz uslov f(k) + f(k + 1/2) = 0}.

Kombinovanjem jednakih vrednosti za k i k 4+ 1/2 funkcije iz Vy sa vrednostima
suprotnog znaka za funkciju iz Wy dobijamo bilo koju vrednost za funkciju iz V_;.
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2. talasiéi — Prvi put se talasi¢ pridruzen Getvrtki pominje u tezi A. Haar-a 1909.
godine, pa ga nazivamo Haar-ovim talasi¢cem. Osnovni talasi¢ je funkcija koja se
sastoji od pozitivne i negativne polucetvrtke, koje su definisane na prvoj, odnosno
drugoj polovini jedini¢nog intervala (slika 3.13(a)),

1, z€0,1/2)
Y(x)=¢ -1, ze[1/2,1)
0, =¢[0,1)

Ovaj talasi¢ je ortogonalan na ¢etvrtku ¢(z). On je ortogonalan i na translacije
funkcije p(z), a takode i na svoje translacije (jer se nosaci funkcija ¢ (z) i ¢ (x—1) ne
preklapaju). Sta vise, na osnovu multirezolucije sledi da je talasié¢ ¢ (z) ortogonalan
i na svoje dilatacije, a i na translacije dilatacija,

/00 Y(x)Y(27x —k)dx =0 osimza j=k=0.

Translacije ¢ () generigu prostor Wy. Translacije funkcije 1)(2772) generisu prostor
W;. Iz kompletnosti sledi da je ortonormirani sistem {9, ()} &,

Yin() =2729p2 7z k), jkeZ,

bazis u Lo. Indeksom j definisana je rezolucija bazisnih funkcija. Najbolja sred-
njekvadratna aproksimacija funkcije f(x) na ovom sistemu funkcija je deo po deo
konstanta,

Qx) = > (f, x5k (),

3k

¢ije su vrednosti jednake srednjim vrednostima funkcije f(x) na odgovarajuéim
intervalima. Mala glatkost aproksimacije, zbog prekidnosti bazisnih funkcija, je
nedostatak Haar-ovih talasica.
3. koeficijenti ¢(0) = c(1) = 1/v/2. Uzimajuéi ove koeficijente obrnutim redom
i sa alternativnom promenom znaka (form. (27)), dobijamo da je d(0) = 1/v/2 i
d(1) = —1/v/2. Ti koeficijenti definiu jednacinu Haar-ovog talasi¢a

() = p@2z) - ez-1)

Slika 3.12: Jednacina Haar-ovog talasic¢a

Ovom jednacinom talasi¢ se dobija direktno pomocéu funkcije skaliranja — od
cetvrtke se oduzima translirana cetvrtka.
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PRIMER 17. (slika 3.13(b)) Neka je funkcija skaliranja Dirac-ova d-funkcija (primer
10). Prostor V, sadrzi linearne kombinacije Y a;d(x —k) Dirac-ovih funkcija u celo-
brojnim tackama. Prostor V_;, generisan Dirac-ovim funkcijama §(2z — k) sadrzi
impulse u tackama x = 0, :I:%, +1,.... Stoga prostor Wy sadrzi impulse u sredi-
nama celobrojnih intervala = k + 1/2. Analogno se definisu prostori na drugim
skalama. Osnovni talasi¢ je Dirac-ova funkcija u tacki x = 1/2, ¢(z) = é(x — 1/2).
Jedini nenula koeficijent je h(0) = 1, pa je dilataciona jednacina za Dirac-ovu
funkciju 6(x) = 26(2z). Jednacina talasi¢a je ¢¥(z) = 26(2z — 1) = 6(z — 1/2), §to
smo veé zakljucili analizirajuéi prostore. Uoc¢imo da uredenje koeficijenata obrnu-
tim redom sa alternativnom promenom znaka podrazumeva pomeranje za neparan
broj, zbog dvostruko pomerene ortogonalnosti. Stoga je d(1) # 0, a d(0) = 0.

PRIMER 18. Pri konstrukciji bazisa talasi¢a obi¢no se zahteva ortogonalnost bazis-
nih funkcija, koji je vazan mada ne i neophodan uslov pri aproksimaciji funkcija.
Talasi¢ pridruzen krov funkciji (slika 3.13(c)) ne generiSe ortogonalni bazis. Uslovi
ortogonalnosti (26) ne mogu biti zadovoljeni zbog neparanog broja koeficijenata.

o(x) o(z) P(x)

k%
ko k
* k
* *
* *
* *
* *
* *
* *
e e
* * ¥
* 1 * 5 2
* *
* *

s *

¥(z)
@ () ©

Slika 3.13: Osnovni talasic¢i

PRIMER 19. Daubechies talasié¢ (slika 3.14, desno) je primer konstrukcije talasica
zadavanjem koeficijenata filtra c(k). Uzimajuéi koeficijente iz primera 6 obrnutim

redom i sa alternativnom promenom znaka, dobijaju se ¢etiri koeficijenta jednacine
talasiéa d(k),

(d(0), d(1), d(2), d(3)) = (¢(3), —¢(2), ¢(1), —<(0))

1

™G (1-V3, =(3-V3), 3+ V3, —(1+V3)).
Njihova suma je nula, a suma kvadrata jednaka je jedan. Oni su ortogonalni u
odnosu na svoj dvostruki pomeraj (uslov (26)), jer su takvi i c-ovi. Jednacina
talasica odreduje Daubechies talasi¢ koji nema eksplicitni zapis. Ortogonalnost
funkcija ¢ (z—k) i ¢(x—k) je, prema teoremi 2, posledica ortogonalnosti dvostrukog
pomeraja koeficijenata.

Ingrid Daubechies ([8]) je konstruisala celu klasu ortonormiranih bazisa talasi¢a,
koristeéi analogiju sa maksimalno zaravnjenim filtrima u teoriji signala, o ¢emu ¢e
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biti re¢i u §4.5. Kada se odrede koeficijenti ¢(k) nekog od ovih filtara, odredeni
su jednac¢inom (11) funkcija skaliranja i jedna¢inom (12) osnovni talasi¢. Funkcija
skaliranja i talasi¢ ne mogu se zapisati u analitickom obliku, ve¢ su definisani samo
rekurzijom. Stoga se osobine talasiéa izrazavaju kroz osobine koeficijenata c¢(k). U
opstem slucaju ovi talasié¢i zavise od celog broja r > 1 koji definiSe nosa¢ funkcija
o(x) i ¢Y(z), za x € [0, 2r — 1] one nisu identicki jednake nuli, kao i Holder-ovu
regularnost ovih funkcija — ¢(z) 1 ¥ (z) pripadaju prostoru C%, gde je ¢ = q(r)
i lim, 4007 1q(r) = v > 0. Vrednost konstante v je priblizno 0.2. To znaci, na
primer, da ako talasié¢ ¢ (z) treba da ima deset neprekidnih izvoda, duzina njegovog
nosaca mora biti oko sto. Funkcije ¢() i ¢(z) su, redom, “otac” i “majka” talasica
koji formiraju ortonormirani bazis. Ako je r = 1, ¢(x) je etvrtka, a ortonormirani
bazis {11} kez je Haar-ov bazis. Za r = 2 funkcija skaliranja i talasi¢ su prikazani
na slici 3.14, a za r = 3 na slici 3.15.

o 05 1 15 2 25

Slika 3.15: Db3 (r = 3) funkcija skaliranja i talasi¢

Funkeije ¢(z), koje je za konstrukciju ortonormiranih bazisa koristila Ingrid
Daubechies, nazvane su njenim imenom i predstavljaju nove “specijalne funkcije”.
One su dobijene zahvaljujué¢i posebnim filtrima. Ne bi bilo moguce otkriti Daube-
chies talasi¢e direktnim resavanjem sledeceg problema: za dati broj r > 0 odrediti
funkciju ¢(z) € C” takvu da je {277/24(2 7z — k)}, j,k € Z, ortonormirani bazis
prostora Lo(R).

Na kraju, izrazimo talasi¢ u frekvencijskom domenu. Fourier-ova transformacija
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¥ (w) ortogonalnog talasi¢a zadovoljava relaciju analognu relaciji (29) za Fourier-ovu
transformaciju funkcije skaliranja. Zaista, izraz

e} fo%S) N—-1
P(w) = [m P(z)e™" do = /40 <\f2 ,;) d(k)p(2z — k)ezwz) du

se, na osnovu (27) za N = 2r, svodi na

2r—1 foe)

k=0 —o0
2r—1 1 y y .
= —_1)* _ 1 _ _—zwk/QA_:A_A_
\/ﬁkzzo( D¥e(2r —1—k) se (5)=d(3)¢(5):
gde je uvedena oznaka
1 2r—1 2—1
(Zoj - _1k02r_1_ke—zwk: _1kh27“—1—k;e_“~’k
(w) 7 k:O( )7e( ) kzzo( )" h( )
2r—1 o1
(39) = (71)2r717lh(l)efw(2rflfl) — 761(1727”)“} Z h(l)emlezwl
=0 —o
2r—1 .
= _e(1-2r)w Z h(l)ez(w+7r)l _ _81(1_2T)wh(w gy
=0

Konacno, uzimajuéi u obzir (29), Fourier-ova transformacija ortogonalnog talasiéa

¥ (x), ¢iji je nosa¢ interval [0, 2r — 1], jednaka je
- SWN LW S Wy T W
bw) =d(5)¢(35) = d(5) 1] 1G5):

Jj=2

Zadaci

1. Ako talasi¢ 9 (z) ima jedini¢nu normu, f(l/)(x))2 dxr = 1, pokazati da funkcija
Vjk(x) = 20/24(27 2 — k) takode ima jediniénu normu.

2. Ako je pocetna aproksimacija kaskadnog algoritma Cetvrtka na intervalu [0, 1] i
ako su h(0),..., h(N) koeficijenti dilatacione jednacine, kompaktni nosa¢ aproksi-
macije ¢ () raste do intervala [0, N]. Sta se dogada ako je p(9)(x) etvrtka na
intervalu [0, 2N]?

3. Neka su koeficijenti filtra h(k) : %,0,07 % Polazeéi od cetvrtke, uraditi dva
koraka kaskadnog algoritma i nacrtati grafike funkcija ¢ (z) i p(®(z). Kako
izgleda funkcija ¢ (x) — na kom delu intervala [0, 3] je ¢ (z) = 17
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4. Frekvencijski odziv Haar-ovog filtra jednak je

~ 1
h(w) = 5(1 +e ) = e /2 cos %

Koristedi identitet sin 260 = 2sin 6 cos 6, dokazati da vazi

i w sinw
Hcos(g) = o
j=1

i na osnovu toga dokazati da je Fourier-ova transformacija ¢etvrtke jednaka

ﬂlﬁ(%) = (1-e).

5. Naéi funkeiju skaliranja ¢(z) koja je definisana frekvencijskim odzivom ﬁ(w) =
i(l + e*“")Q, i njenu Fourier-ovu transformaciju ¢(w).

6. Koris¢enjem kaskadnog algoritma (25), napisati u MatLab-u program za izracuna-
vanje vrednosti funkcije skaliranja i talasi¢a na proizvoljnom skupu diadskih tacaka.

7. Koris¢enjem matri¢nog zapisa dilatacione jednacine i njenih izvoda (form. (36))
&) (1) = 2™ My &™) (22) + 2™ M, ™) (22 — 1),

napisati program u MatLab-u za izra¢unavanje funkcije skaliranja i talasica, ili
njihovih izvoda reda m, na proizvoljnom skupu diadskih tacaka.



Glava 4

Filtri

U prethodnoj glavi je pomenuto (primer 3.19) da se koeficijenti dilatacione jednacine
mogu izabrati kao koeficijenti filtra. Kako sve osobine funkcije skaliranja ¢(z) i ta-
lasi¢a ¢ (x) — interval na kome nisu identicki jednake nuli, ortogonalnost, glatkost,
iStezavajuli momenti — proizilaze iz osobina koeficijenata dilatacione jednacine, u
ovom poglavlju éemo ove koeficijente analizirati sa stanovista filtara. Kako su filtri
osnovni alat u obradi signala, pocetemo sa definisanjem neophodnih pojmova u
ovoj oblasti.

4.1 Signal

U §2.2 signal je definisan kao funkcija koja opisuje neku fizicku veli¢inu. Diskretni
signal je onaj koji je dat za diskretne vrednosti argumenta. Predstavlja niz brojeva
dobijenih pomoé¢u odgovarajuéeg uredaja. Sluzi za prenos informacija, koje pred-
stavljaju unapred nepoznatu promenu u odnosu na prethodno stanje. Za razliku
od ovog, nazovimo ga jednodimenzionog signala, dvodimenzioni signal je nazvan
slika. Svuda oko nas su signali koje treba analizirati. Seizmicka podrhtavanja,
ljudski govor, vibracije motora, medicinski snimci, finansijski podaci, muzika, i
mnogi drugi tipovi signala treba da budu efikasno opisani, analizirani, o¢iséeni od
Suma, Sifrovani, kompresovani, rekonstruisani, uproséeni, modelovani, razdvojeni ili
locirani. Stoga su osnovni zadaci naucne discipline koja se naziva obrada signala:
analiza i dijagnostika, kodiranje, kvantizacija i kompresija, prenos i cuvanje, sinteza
i rekonstrukcija. Do pre dvadesetak godina osnovni alat u obradi signala je bila
Fourier-ova analiza.

Formiranje diskretnog signala, tj. odabiranje, je centralno mesto u obradi sig-
nala, jer je to proces diskretizacije kontinualnog vremenskog domena. Nezavisno
promenljivu ¢emo oznacavati sa ¢, imajuci u vidu da argument najce$ce predstavlja
vreme. Potrebno je obezbediti da perioda odabiranja bude dovoljno mala, kako
bi se signal ogranicene frekvencije mogao tacno rekonstruisati na osnovu svojih
zadatih vrednosti.

o7
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TEOREMA 1. (ODABIRANJA) Ako je f(t) kontinualni signal ¢iji je frekvencijski
opseg ogranicen sa ) > 0, onda je f(t) jednoznacno definisan svojim odbircima
ucestanosti 22, tj. vrednostima f(nn/Q2), n = 0,41,.... Minimalna frekvencija
odabiranja je ws = 29, a maksimalno dopustiva perioda odabiranja je T = 7 /.
Signal f(t) moze se rekonstruisati interpolacionom formulom

sin(mt/T)

(1) ft)= Z f(nT)sincp(t — nT), sincy(t) = i

n=—oo

Dokaz se moze naéi u [8]. I

Drugim rec¢ima, vremenski kontinualan signal moze se potpuno rekonstruisati na
osnovu svojih odbiraka ako je ucestanost odabiranja bar dva puta veéa od najvise
ucestanosti u spektru signala.

Frekvencigski opseg signala f(t) je domen (kompaktni nosa¢) njegove Fourier-
ove transformacije f(w). Funkcija sinc(t) = Snrt “t se naziva Shannon-ova funkcija i
predstavlja inverznu Fourier-ovu transformacuu frekvencijske karakteristi¢ne funk-

cije intervala [—m, 7],

)1, wel-mm)
N(—ﬂ',ﬂ) (w) - {07 w g [_71_77(_)

jer vazi

0 T J_. Tt

1 [ L it
sinc(t) = Gy / Nz m (w)e™t dw = Py et dw = st

Treba uociti da je sincy (nT) = §(n), tj. da ova funkcija ima interpolaciono svojstvo,

jer je jednaka jedan za t = 0 i jednaka nuli u umnoScima od 7' razli¢itim od nule.
Koliénik

(2) 7= je  Nyquist — ova brzina

i definiSe najveéu periodu odabiranja Q7T = 7.

)\/ X/v ;

(a

Slika 4.1: Razli¢ita odabiranja signala cos 7t
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ogranicen sa ) = w. Da li éemo odabiranjem uhvatltl oscilacije ovog 51gnala
ili ne zavisi od periode At i brzine w/m odabiranja. Slika (a) predstavlja odabi-
ranje formirano sa Nyquist-ovom (grani¢nom) brzinom 1 (2 = 7 u form.(2)), pa
je signal coswt predstavljen diskretnim signalom z(n) = cosnm, n = 0,%1,...,
koji je formiran sa maksimalnom periodom odabiranja At = T = 1. Na slici (b)
je predstavljeno odabiranje sa dvostruko manjom periodom At = 1/2, tj. formi-
rano sa dvostruko ve¢om brzinom od Nyquist-ove # = ﬁ = 2. Na taj nacin su
uzete Cetiri vrednosti (crne tacke) po oscilaciji. Odgovarajuéi diskretan signal je
z(n) = cos mnAt = cos . Slika (c) predstavlja odabiranje formirano sa brzi-
w

nom £ = z; = %, koja je manja od Nyquist-ove, sto dovodi do nedoumice o kom

signalu je re¢ — da li je rec¢ o signalu cos7t (nacrtan punom linijom) ili signalu

s 5t, ¢iji je frekvencijski opseg 7/3 (nacrtan isprekidanom linijom). Ova pojava

se naziva preklapanje spektra (engl. “aliasing”). Manja frekvencija F preklapa

pravu frekvenciju 7, jer su odbirci formirani ovom brzinom isti. Svakako da je naj-
bolje odabiranje (a), jer se sa najmanjim brojem diskretnih vrednosti tatno moze
rekonstruisati signal izrazom (1).

POSLEDICA 1. Ako za frekvenciju signala f(t) vazi ogranicenje |w| < m, tj. f(w) =
0 za |w| > m, sledi da je Q =, tj. T =1, te je interpolacionom formulom (1),

3) Z f(n suNrt—)n)7

n=-—oo
funkcija f(t) tatno odredena svojim odbircima f(n).
Vezu diskretnog signala f(n) i Fourier-ove transformacije f(w) signala f(t) daje
TEOREMA 2. (POISSON-OVA SUMACIONA FORMULA.) Za signal f(t) zadovo-

ljavajuce glatkosti i slabljenja vazi da je

o0

Z f t—’fLT Z f 27Tk zQﬂ'kt/T

n=-—00 k—,oo

StozaT =11t =0 daje izraz

S fmy = > f(erh).

n=—oo k=—c0

Dokaz se moze naéi u [31]. 1

Parseval-ova jednakost za diskretni signal ima oblik

o0

@ 6P = 3 1P =5 [ fPdo= 71,

n=—oo

§to je posledica dualnosti Fourier-ovog reda i diskretne po vremenu Fourier-ove
transformacije (§2.2).



60 GLAVA 4. FILTRI

4.2 Filtar

Filtri sluze za izdvajanje iz signala frekvencijskih grupa, tj. svih komponenti cije
su frekvencije iz nekog zadatog opsega. Definisani su svojim koeficijentima, koji
su nama zanimljivi kao koeficijenti dilatacione jednacine. Stoga ¢emo analizom
digitalnih filtara doéi do uslova koje treba da zadovoljavaju koeficijenti dilatacione
jednacine da bi talasi¢i imali Zeljena svojstva.

Vremenski domen. Filtar je linearni operator invarijantan po vremenu. Odre-
den je signalom h, ¢iji elementi h(0), h(1), h(2),... predstavljaju koeficijente filtra.
Deluje na ulazni signal x = {x(n)} tako sto je izlazni signal y = {y(n)} konvolucija
signala h i signala x,

(5) y=hxx, y(n) = Z h(k)z(n —
e

(analogija sa definicijom konvolucije funkcija, form. (2.17)). Ovde je re¢ o digital-
nim a ne analognim filtrima, tako da su koeficijenti filtra h(n) dati za diskretna
vremena t = nT. Pretpostavljeno je da je perioda odabiranja T jednaka jedan, pa
su ulazi z(n) i izlazi y(n) odredeni za vremena ¢t =0, £1, £2,....

PRIMER 1. Konvolucija signala z(0) =4, (1) =2, z(2) =31 h(0) = 2, h(1) =5,
h(2) =1 je signal ¢iji se elementi mogu rac¢unati prema sledec¢oj semi:

4 3 2 1 0 n
3 2 4 = X
1 5 2 = h
6 4 8
15 10 20
3 2 4
17 20 24 8 = y

Elementi konvolucije se mogu odrediti i kao koeficijenti polinoma dobijenog mnoze-
njem dva polinoma, ¢iji su koeficijenti elementi signala h i x ¢iju konvoluciju
trazimo,

H(t) X(t) = (h(0) + (1)t+h( ) %) (2(0) + (1)t + (2 t2)
= h(0)z(0) + (h(1)z(0) + h(0)z(1))t + (R(2)2(0) + h(1)z(1) + h(0)z(2))t?
+ (h(2) x(l ) (2))t + h(2)z(2)t".

= 8 + 24t 4 20t2 + 173 + 3t*.

Ocigledno je da je y(n) upravo koeficijent uz t™. U opstem slucaju, kada signal
h ima dimenziju (N + 1), a signal x je beskonacan, konvolucija je signal odreden
koeficijentima proizvoda polinoma i reda,

H@t) X(t) = (h(0) + h(1)t + -+ A(NEY) (- + 2(-=1)t 7 + 2(0) + (1)t + -+ -)
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Konvolucija dva signala se moze izracunati i mnozenjem vektora definisanog sig-
nalom x cikli¢cnom (Toeplitzovom) matricom F = {h;_;}

tako da je

U obradi signala se koriste tzv. kauzalni (uzrocni) filtri kod kojih je h(k) = 0 za
k < 0. To znaci da izlaz ne moze zavisiti od buducéeg ulaza, jer bi se u suprotnom u
komponenti y(n) pojavio sabirak h(k)z(n+|k|), ako je k < 0. Matrica F kauzalnog
filtra je donje-trougaona.

Ako je h periodi¢ni signal sa periodom N, matrica F' je cikli¢cna matrica dimen-
zije N X N,

h(0) h(N —1) h(N-2) h(1)
h(1) h(0) h(N —1) h(2)
) Fo| b2 D) A h(3)
BN =1) A(N—-2) h(N—3) - h(0)
Filtar odreden signalom h mozemo zamisliti kao pokretni prozor {h(N),...,h(0)}

koji klizi duz signala x.

Frekvencijski domen. Pokazimo da osobine konvolucije dve funkcije (§2.2) vaze
i u diskretnom slucaju. Diskretna po vremenu Fourier-ova transformacija konvolu-
cije y jednaka je, prema (5),

o0
—

jw) = (hxx)(w)= D y)e ™ =3 (Z h(k)z(n — k)) emm
k

n=—oo n

=D k) (Z z(n - k)e""“) =Y _h(k) (Z xu)e—zw)w)
k k

l
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w

Fourier-ovu transformaciju signala mozemo, smenom z = €', zapisati u obliku

z-transformacije (primer 2.5)

(8) X(z) = Z x(n)z~™.

n=—oo

Stoga konwvoluciona teorema u diskretnom slucaju glasi: Fourier-ova, odnosno z—
transformacija konvolucije dva signala jednaka je proizvodu Fourier-ovih, odnosno
z—transformacija tih signala,

(9) g(w) = h(w) &(w), ili Y(z) = H(z) X(2).

Ako je x = {e"¥},,, sledi da je

(h % x)(n) — Z h(k,)ez(n—k)w — eV Z h(k)e—zkw — W B(w)’
k k

§to znadi da je za datu frekvenciju w signal {€*"“},, sopstveni element, a Fourier-ova
transformacija h(w) sopstvena vrednost operatora konvolucije.

Vratimo se filtru h. Funkcija h(w) je veé definisana izrazom (3.30),
(10) h(w) = Z h(n)e™™ ili H(z) = Zh(n)zf”,

i nazvana je frekvencijski odziv filtra. Objasnimo sada njen naziv. Ona predstavlja
Fourier-ovu transformaciju odziva filtra na jedini¢ni impuls x ={...,0,1,0,... } u
nultom vremenu (z(0) =1, a x(n) = 0, n # 0). Naime, kako je x(w) = z(0) =1, to
jey(w) = (h*x)(w) = h(w). Izlazni signal y je sam filtar h. Kazemo da koeficijenti
filtra predstavljaju impulsni odziv, tj. odziv filtra na jedini¢ni impuls.

Navedimo neke osobine Fourier-ove transformacije filtra.

Filtar kasnjenja za k, y(n) = xz(n — k), daje izlazni signal ¢ija je Fourier-ova
transformacija

(11) Y(z)= Zy(n)z_" = Zx(n —k)z =2k Zx(l)z_l =27 "X (2).
n l

n

(Videti zadatak 5.)
Ako su izlazni signal y i ulazni signal x povezani linearnom diferencnom jedna-
¢inom invarijantnom po vremenu,

N M
Z ary(n — k) = Z brx(n — k),
k=0 k=0

koriS¢éenjem z-transformacije i svojstva kasnjenja nalazimo da je frekvencijski odziv
filtra, kao koli¢nik z-transformacija izlaznog i ulaznog signala, jednak

Y(2)  Calgbezt

(12) H(Z) = X(Z) - Z1\/' aszk’
k=0
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jer je

5 (Sotn-0) - 5 (B
Xk: ”’“ (zn: y(n = ’W‘") Xk: b (zﬂ: w(n — k)z‘”)

Y(2) Zaszk = X(2) Zbszk.
k k

Kauzalni filtar, h(n) = 0 za n < 0, sa racionalnom funkcijom frekvencijskog
odziva je stabilan ako i samo ako su svi polovi unutar jedini¢nog kruga (njihovi
moduli su manji od jedan).

FIR (finite impulse response) filtar je onaj kome je frekvencijski odziv zadat
polinomom ili redom (N = 0 u izrazu (12)). Izlaz zavisi samo od ulaza.

IIR (infinite impulse response) filtar je onaj kome je frekvencijski odziv zadat
racionalnom funkcijom (u izrazu (12) je 1 < N < 00). To znaéi da trenutni izlaz
zavisi i od prethodnih izlaza.

4.3 Nisko-frekvencijski i visoko-frekvencijski filtri

Naveséemo sada primere dva jednostavna filtra.

Filtar za usrednjavanje odreduje izlazni signal tako da su mu elementi srednje
vrednosti dva uzastopna elementa ulaznog signala x,

1
z(n)+-x(n—-1), n=---1,01,....

(13) y(n) = :

N =

Koeficijenti filtra su h(0) = h(1) = 1/2. Ovaj filtar predstavlja linearni operator
invarijantan u vremenu, i kombinacija je dva operatora - identickog operatora,
koji daje izlaz jednak ulazu, i operatora ka$njenja, ¢iji je izlaz jednak ulazu u
prethodnom trenutku (form. (11) za k = 1),

1 1
filtar za usrednjavanje = 5( identi¢nost ) + 5( kasnjenje ).

Beskona¢no dimenzionu matricu (6) ovog filtra ozna¢imo sa Fy, tako da se u ma-
tricnom obliku (13) moze predstaviti na sledeéi nacin

. . 0 .
y(—1) 1/2 1/2 2(—1)

(14)  y=Fx tj. | y0) |= 1/2 1/2 (0)
y(1) 12 1/2 z(1)
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Brojevi na glavnoj dijagonali predstavljaju koeficijent filtra identi¢nosti, a brojevi
na dijagonali ispod glavne predstavljaju koeficijent filtra kasnjenja.
Frekvencijski odziv filtra za usrednjavanje je, prema (10), jednak

- 1 1 1
(15) ho(w) = B e + B e = 5(1 + e_“") = cos % e /2,

Analizirajmo dejstvo ovog filtra na signal x koji sadrzi samo jednu frekvenciju w,
z(n) = e, —00 < n < 00.

Izlazni signal y je proizvod frekvencijskog odziva (zavisi od w) i ulaznog signala x,

1 1 1 R
(16) y(n) — E eme 5 ei(n—l)w — 5(1 + e—w})eznw — ho(w) x(n)
Za izbor w = 0 ulazni signal je konstanta, x; = {...,1, 1, 1,...}, a frekvencijski

odziv filtra ho(0) = 1. Na osnovu (16) zakljuéujemo da filtar za usrednjavanje
ne menja konstantni signal. Za niske frekvencije, bliske w = 0, je izo(w) ~ 1,
pa se ulazni signal ne¢e mnogo promeniti. Za razliku od toga, ako izaberemo
w = m, ulazni signal osciluje, xp, = {...,1, =1, 1, —1, 1,... }, a frekvencijski odziv
filtra je iLo(Tr) = 0. To znaéi da se ovim filtrom signal maksimalne frekvencije
potpuno prigusuje (sve komponente izlaznog signala su nula). Zato §to se filtrom za
usrednjavanje niske frekvencije uopste ne menjaju ili se menjaju vrlo malo, a visoke
frekvencije jako ili potpuno prigusuju, filtar spada u grupu nisko-ftekvencijskih
filtara. Ovim filtrima se izdvajaju iz signala harmonici niskih frekvencija.

Filtar za razliku odreduje izlazni signal tako da su mu elementi odredeni razlikom
dva uzastopna elementa ulaznog signala x,

1 1

(17) y(n):§x(n)—§x(n—1), n=---—1,0,1,....
Koeficijenti filtra su h(0) = 1/2, h(1) = —1/2. Ovaj filtar je takode kombinacija
operatora identi¢nosti i operatora kasnjenja

1 1
filtar za razliku = 5( identi¢nost ) — 5( kasnjenje ).

Ako matricu (6) filtra za razliku ozna¢imo sa Fi, konvolucija (17) moze se pred-
staviti u matri¢nom obliku na sledec¢i nacin

. . 0 .
y(—1) -1/2  1/2 z(—1)

(18) y=Fix tj. y(0) | = -1/2  1/2 z(0)
y(1) -1/2 1/2 z(1)

Frekvencijski odziv filtra jednak je

A 1 1 1
(19) hi(w) = B e’ — 3 e = 5 (1—e™) =sin g e/,
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Analizirajmo, kao i ranije, dejstvo ovog filtra na ulazni signal koji sadrzi samo jednu
frekvenciju, z(n) = . Element izlaznog signala y je

1 1 1 “
(20) y(n) = 5 e — 3 en—w — 5(1 — eﬂ“’)em“’ = h1(w) z(n).

Kako je h1(0) = 0 i hy(r) = 1, filtar ponistava nisko-frekvencijski signal x; (za
w = 0), a visoko-frekvencijski signal x; (za w = 7) ne menja. PoSto se filtrom za
razliku niske frekvencije jako ili potpuno prigusuju, a visoke frekvencije uopste ne
menjaju ili se menjaju vrlo malo, filtar spada u grupu wisoko-ftekvencijskih filtara.
Ovim filtrima se izdvajaju iz signala harmonici visokih frekvencija.

Visoko-frekvencijski filtri vode ka talasi¢ima, a nisko-frekvencijski ka funkcijama
skaliranja. Cetvrtka je kontinualni analog filtra za usrednjavanje (primer 3.9). Ona
izravnava ulaz — konvolucija sa ¢etvrtkom usrednjava u kontinualnom vremenu, kao
§to to ¢ini filtar za usrednjavanje u diskretnom vremenu

z(0) + z(—=1) z(1) + x(0) )
5 , 5 Lo

hxx= ( ey
00 t
(pxx)(t) = / o(t—s)x(s)ds = / x(s) ds = sredina na pokretnom intervalu.
oo t—1

Haar-ov talasi¢ je kontinualni analog filtra za razlike — on izdvaja promene.

I u opstem slucaju, za ulazni signal z(n) = ", koji sadrzi samo jednu frekven-
ciju, izlazni signal je jednak proizvodu frekvencijskog odziva i ulaznog signala,

y(n) =Y h(k)x(n—k) =Y hk)e'" e = <Z h(k)e”“") z(n) =
k=0 k=0

k=0

>
—~

Frekvencijski odziv (10) je o¢igledno 27-periodiéna funkcija, h(w + 27) = h(w), te
¢emo analizirati frekvencijski odziv filtra samo na osnovnom intervalu —7 < w < .
Idealan nisko-frekvencijski filtar je onaj ¢iji je frekvencijski odziv (slika 4.2, levo)

. 1, 0<|w|<n/2
21 h =
@) () {o, 72 < |w| <7

Idealan visoko-frekvencijski filtar je onaj ¢iji je frekvencijski odziv (slika 4.2, u
sredini)
. 0, 0<|w|<m/2
(2) () = =
1, 7/2<|w| <
Filtar za usrednjavanje i filtar za razliku nisu invertibilni svaki za sebe, jer i
jedan i drugi transformisu odredeni signal u nulu (prvi x; a drugi x;), te se ne

moze rekonstruisati svaki ulazni signal na osnovu izlaznog signala. Iskazano kroz
uslov za frekvencijski odziv, filtar nije invertibilan ako je h(w) = 0 za neko w.
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[ A

(a) (b) (c)

Slika 4.2: Idealni filtri

nisko-frekvencijski (a), visoko-frekvencijski (b) i opsezni (c)

Medutim, kao Sto ¢emo videti u daljem tekstu, svaki ulazni signal moze se rekon-
struisati na osnovu izlaznih signala ako se opisani filtri posmatraju u paru. Visoko-
frekvencijski filtar za razliku je pridruzen nisko-frekvencijskom filtru za usrednja-
vanje, stoga su oni filtri sa ogledalskom simetrijom ili QMF (engl. Quadrature
Mirror Filters) — jedan drugome su kao lik u ogledalu. Nisko-frekvencijski filtar
usrednjuje i time izravnava neravnine u signalu. Neravnina je visoko-frekvencijska
komponenta koju nisko-frekvencijski filtar prigusuje ili uklanja, jer je odziv mali ili
nula za frekvencije bliske w = w. Visoko-frekvencijski filtar pojacava razlike. On
istice neravnine u signalu, a prigusuje ili uklanja glatke delove koji predstavljaju
nisko-frekvencijske komponente. U ovom slucaju frekvencijski odziv je mali ili nula
za frekvencije bliske w = 0.

Banka filtara je skup filtara. Razlikujemo banku filtara analize i banku filtara
sinteze. Prva razlaze ulazni signal na frekvencijske grupe, a druga od komponenti
(signali po frekvencijskim grupama) rekonstruise polazni signal. Najprostija banka
je banka sa dva filtra i naziva se dvokanalna. Dvokanalna banka analize ima jedan
nisko-frekvencijski filtar i jedan visoko-frekvencijski filtar. Oni razlazu ulazni signal
na dve frekvencijske grupe. Dobijeni podsignali se mogu kompresovati mnogo efikas-
nije od polaznog signala, i zatim prenositi ili cuvati. Uvek se mogu sjediniti pomocu
odgovarajuce banke sinteze. Nije neophodno ¢uvati sve komponente signala koji su
izlaz iz banke analize. Cuvaju se samo parne komponente nisko-frekvencijskog i
visoko-frekvencijskog izlaza. Banka koja sadrzi M filtara daje na izlazu M signala,
i cuva se svaka M-ta komponenta svakog od izlaznih signala. To znaci da je ukupna
duzina izlaznih signala jednaka duzini ulaznog signala. Posebno je od interesa FIR
banka filtara savrsene rekonstrukcije, kod koje je izlazni signal iz banke sinteze X
identican ulaznom signalu x u banku analize, sa mogué¢im vremenskim kasnjenjem.

Tlustrujmo prethodni zakljucak na dvokanalnoj banci koja se sastoji od nisko-
frekvencijskog filtra za usrednjavanje i visoko-frekvencijskog filtra za razliku.

PRIMER 2. Primenom na signal x nisko-frekvencijskog filtra za usrednjavanje i
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visoko-frekvencijskog filtra za razliku dobijaju se signali

2(=1) + 2(-2) 2(—1) — 2(~2)

Fox = % z(0) + z(-1) Fix = % z(0) — z(—1)

(1) + z(0) z(1) — z(0)

Definisimo operator kompresije sa korakom dva (| 2), koji eliminiSe neparne a
zadrzava parne komponente signala,

(l 2)}’ = { .- 73/(_4)7 y(_2)7 y(0)7 y(2)a y(4)a s }

Primena ovog operatora na signale Fyx i Fix daje signale

2(=2) + 2(~3) 2(—2) — o(—3)

vo = (1 2)Fox = % 2(0) + 2(—1) vi=(l2)Fix = % 2(0) — (1)

x(2) + z(1) x(2) — z(1)

Na primer, analiza (dekomporzicija) ulaznog signala x je

X : 37, 35 28, 28 58, 18 21, 15
—— —— —— ——
e 4/ N- 4/ N+ N- S N
Yo : 36 28 38 18 '
yi: 1 0 20 3

Ocigledno je da se za ove elementarne filtre sinteza (rekonstrukcija) signala x moze
ostvariti sabiranjem i oduzimanjem signala yq i y1, $to daje parne, odnosno neparne
komponente ulaznog signala x.

U opstem slucaju postupak sinteze, tj. dobijanja polaznog signala x, realizuje
se na slede¢i nac¢in. Prvo se umetanjem nula na mesto neparnih komponenti signali
Yo 1 y1 prosiruju do pune duzine (jednake dimenziji signala x),

x(—2) + z(-3) x(—2) —z(-3)
1 0 1 0
ug = (T 2)yo = 3 x(0) +033(—1) u = (1 2)y; = 3 z(0) —033(—1)




68 GLAVA 4. FILTRI

Operator dekompresije sa korakom dva (1 2) je inverzan operatoru kompresije (| 2).
Slede¢i korak u banci sinteze je filtriranje. Vektori ug i uy su ulazi u dva filtra Gy i
G. Filtar Gy sabira a filtar G; oduzima dve uzastopne koordinate ulaznog signala,
tako da je go(0) =1, go(1) =11 ¢1(0) = —1, g1(1) = 1 (ostale komponente su im
nula),

wo(n) = up(n) + up(n — 1), wi(n) = —ur(n) +ur(n —1).

Izlazni signali dobijeni pomoc¢u ovih filtara glase

2(=2) + 2(-3) —a(=2) + 2(-3)
K —2) + z(-3) 1 x(=2) — z(-3)
wo = Goug = 3 z(0) + z(—1) w1 = Giu; = 3 —z(0) +z(-1) |,
z(0) + z(—1) z(0) —z(—1)
z(2) + 2(1) —x(2) + z(1)

i njihovim sabiranjem se dobija polazni signal x sa kasnjenjem, jer ulazu z(n)
odgovara izlaz z(n — 1).

Postupak analize signala se realizuje u dva koraka: filtriranje i kompresija. Oni
se mogu objediniti tako sto ¢e u matrici filtara biti izostavljene neparne vrste. Tako
se za ve¢ pomenute elementarne filtre dobijaju pravougaone matrice

1/vV2 1/V2
L=(l2)C= 1/vV2 1/v2 ., C=\V2F,

(23) YR
B=(12)D= —~1/vV2 1/V2 ., D=V2F.

Matrica L je matrica nisko-frekvencijskog filtra i bi¢e pridruzena funkciji skali-
ranja, a matrica B je matrica visoko-frekvencijskog filtra i bi¢e pridruzena talasi¢u.
Mnozenje koeficijentom v/2 je izvrieno radi normiranja (form. (3.14)). Kvadratna
matrica dobijena nadovezivanjem ove dve matrice je ortogonalna matrica banke
analize

Sinteza signala se realizuje u dve faze - dekompresija i filtriranje. Prva faza je
dobijanje signala pune duzine umetanjem nula kao elemenata signala; ako se radi
o dekompresiji sa korakom dva, (T 2), dodaju se nule kao neparni elementi signala
(duzina signala se udvostrucuje). Zatim se filtriranje vrsi filtrima banke sinteze.
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Ortogonalne banke filtara se karakterisu ortogonalnim matricama. Inverzna ma-
trica ortogonalne matrice je njoj transponovana matrica, pa je matrica sinteze
transponovana matrica matrice analize. Stoga se u procesu analize i sinteze koriste
isti filtri.

Banka filtara koju ¢ine nisko-frekvencijski filtar za usrednjavanje i visoko-frekven-
cijski filtar za razliku je ortogonalna banka filtara, jer je definisana ortogonalnom
matricom. Naziva se Haar-ova banka filtara. Matrica banke sinteze je transpono-
vana matrici banke analize

Filtru za usrednjavanje odgovara ¢etvrtka (primer 3.2), a filtru za razliku Haar-ov
talasié¢ (primer 3.16).

Operacija kompresije odgovara redukovanju gustine odbiraka, tj. uklanjanju
nekih elemenata signala. Na primer, kompresija za dva znaci izostavljanje svakog
drugog elementa signala. Operacija dekompresije odgovara pove¢anju gustine odbi-
raka dodavanjem novih elemenata signalu. Dekompresija za dva znac¢i dodavanje
nule ili interpolisane vrednosti izmedu svaka dva elementa signala. Ove operacije
predstavljaju multirezoluciju signala i dovode u vezu filtre i talasi¢e. Naime, izlazni
signal y = h % x ima parne elemente

Zh x(2n — k).

Kompresijom za dva tj izostavljanjem neparnih elemenata, i prenumeracijom

y(2n) — Zh x(2n — k).

Ovo je jednacina sa dve skale, kao i dilataciona jednac¢ina (3.11).
Predstavimo operacije kompresije i dekompresije u frekvencijskom domenu.
Kompresija signala 2:(n) za celobrojni faktor N (zadrzava se svaki N-ti element)
daje izlazni signal

1= w—2rk
y(n) = x(nN),  §w) = ;_: ()
(24) )
1 N-1
ili, za Wy =2V Y(2)= ~ X (WE 2.
k=0

Spektar je razvucen za N, a alternativne verzije u umnoscima od 27 su dodate. Naz-
vane su alternativne, jer su kopije originalnog spektra (razvucenog), ali pomerene
u frekvenciji.
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Dekompresija za celobrojni faktor M je obrnuta operacija kompresiji. Novi
signal se dobija umetanjem (M — 1) nula izmedu uzastopnih elemenata ulaznog
signala,

z(n/M), n=kM,keZ
y(n):{U) "=
0, inace

i Y(2) = X(zM)

Posledica kompresije je kontrakcija spektra M puta. (Videti zadatak 11.)

4.4 Ortogonalni filtri

Razmatra¢emo sada opstiji sluc¢aj ortogonalne banke filtara, da bismo zakljuéili koje
su osobine koeficijenata takvih filtara. Zelimo da konstruiSemo dvokanalnu FIR
banku filtara savrSene rekonstrukcije, a to znaci da izlazni signal iz banke sinteze
X treba da bude jednak ulaznom signalu u banku analize x.

Matrica F; banke analize sa kompresijom (u vremenskom domenu) sastoji se
od nisko-frekvencijskog dela L = (| 2)C' ispod koga sledi visoko-frekvencijski deo
B = (| 2)D (kao u primeru 2). Beskona¢no dimenziona matrica za filtar duzine
Cetiri je oblika

Pomeraj za dva u vrstama, tj. brisanje svake druge vrste, je posledica operacije
kompresije za dva.

Ako se u sintezi koriste filtri banke analize, matrica banke sinteze je transpono-
vana matrici banke analize. Kako je operator dekompresije transponovan operatoru
kompresije (zadatak 8), to je

((l2)0)" =cT(12), (12D) =DT(12),
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te matrica banke sinteze ima oblik

c(3) 0 d(3) O

«2) 0 d(2) 0

) e e - oa) d)
FT=(CT(12) DT(12)= c(0) ¢2) - d0) d(2)
0 (1) 0 d(1)

0 ¢0) - 0 do

Pomeraj za dva u kolonama, tj. brisanje svake druge kolone, je posledica operacije
dekompresije za dva.

Filtriranje i kompresija daju na izlazu iz faze analize dva signala, nisko-frekven-
cijski deo y; i visoko-frekvencijski deo yp,, ¢iji su elementi

(26) yn) =Y z(k)c@n—k),  yu(n) = z(k)d2n — k).

k k

Duzina svakog od njih je jednaka polovini duzine ulaznog signala. Rekonstrukcija
daje na izlazu iz faze sinteze signal X polazne duzine, ¢iji su elementi

(27) #(k) = 3" (w(n) e(2n — k) + yn(n) d(2n — k).

n

Za savrSenu rekonstrukciju potrebno je da filtri sinteze budu vremenski reverzi-
bilni filtrima analize. Izlazni signal iz banke sinteze X = F,'y, gde je y = Fix,
¢e biti jednak ulaznom signalu u banku analize x, ako je matrica F} ortogonalna,
F,/ F; = I. Ortogonalna banka filtara je banka filtara savrsene rekonstrukcije, jer
ima ortogonalnu matricu. Kako mora biti i FtFtT = I, vektori kolona, odnosno
vektori vrsta, matrice F} ¢ine ortonormirani sistem vektora. Uslov ortogonalnosti,

USLOV O
F'F,=I i FF' =1

moze se izraziti u formi blok matrica L = (| 2)C i B = (] 2)D,

(LT BT) <é> —LTL+B B=1

()6 5= (5 557)=(0 7)

LLT =1, LBT =0, BB =1.

tj.

Izrazeno kroz uslove koje elementi matrica L i B treba da zadovoljavaju, dobijaju
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se dobro poznati uslovi ortogonalnosti dvostrukog pomeraja (3.26),

Z c(k)e(k —2n) = d(n),

k

> " e(k)d(k — 2n) =0,
k

> d(k)d(k — 2n) = 5(n),
k

koji predstavljaju i uslove ortonormiranosti bazisa funkcije skaliranja i talasica.
Kao §to je u §3.4 receno, ovo svojstvo ne mogu imati filtri neparne duzine. Na
primer, pri duzini N = 3 je

(c(0), e(1), ¢(2)) - (0,0,¢(0)) " = c(0)e(2) # 0.

Ako je duzina filtara N paran broj, uslovi orogonalnosti dvostrukog pomeraja daju
vezu izmedu koeficijenata c(k) nisko-frekvencijskog filtra i koeficijenata d(k) visoko-
frekvencijskog filtra,

d(k) = (=1)*¢(N —1— k), k=0,...,N—1, N parno

(poznata veza (3.27) izmedu koeficijenata dilatacione jednacine i jednacine ta-
lasi¢a). Matrica analize ortogonalnog filtra duzine ¢etiri ima oblik

U konstrukciji d-ova, za parno N, obrnuti poredak c-ova sa alternativnom promenom
znaka obezbeduje ispunjenost uslova dvostrukog pomeraja

—¢(3)c(0) + ¢(2)e(1) — e(1)e(2) + ¢(0)e(3) =0
—c(1)c(0) + ¢(0)e(1) = 0.

Da zaklju¢imo, uslov da dvokanalna FIR banka filtara bude banka filtara savrsene
rekonstrukcije jeste da bude ortogonalna,

USLOV O
(28) S elk)e(k —2n) = b(n), d(k) = (-1)*e(N—1-k), k=0,....N—1
k

Ortogonalnost iskljucuje simetriju koeficijenata. Simetrican ortogonalni FIR filtar
moze imati samo dva koeficijenta razli¢ita od nule, i to je Haar-ov filtar (primer 2).

Nisko-frekvencijski filtar sa koeficijentima c(k) i visoko-frekvencijski filtar sa
koeficijentima d(k), oba duzine N, su filtri sa ogledalskom simetrijom ako njihovi
koeficijenti zadovoljavaju relacije (28).
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Frekvencijski domen. Analizirajmo sada kako se uslov ortogonalnosti izrazava
u frekvencijskom domenu. Zapisa¢emo frekvencijski odziv filtra (10) pomoéu normi-
ranih koeficijenata c(k) = v/2 h(k),

ili, u z-domenu,

Uoc¢imo vezu
C(w+m) = Z c(k)e klwtm) — Z c(k) (e“”e”)fk
=3 elk) (—e=) T =D elk)(—2)7F = O(—2).

Gustina energijskog spektra P(z) je kvadrat modula frekvencijskog odziva filtra,

P(2) = |C(2)]? = C(2) C(2) = C(2) C(z7")
—k

= )
N-1 N-1 —1N-1
= <Z c(k)z ) > c(l)zl> =33 elk)e(l)z~

k=0 =0

P S N-1
> (Z c(k)e(k — n)) z "= p(n)z"",

n=—N+1 k=0

jer je |z =11z =271, Usluéaju da je filtar ortogonalan, na osnovu (28) sledi

(30) p(2m) = Z c(k)e(k —2m) =

{1 ako jem =10
k

0 akojem#0’

§to znadi da je P(z) polinom u kome se, osim konstante 1, javljaju samo neparni
stepeni po z. Uslov ortogonalnosti u frekvencijskom domenu je, stoga,
USLOV O

(31) ICEP+IC(=2)? =2, ili |ew)f+]ew+m) =2,
t.
(32) P(z)+ P(—2)=2, ili pw)+plw+m) =2

Funkcija p(w) = |é(w)|? je jednaka svojoj konjugovano-kompleksnoj funkciji, jer je
realna i nenegativna, $to, na osnovu (29), povlaci da je p(n) = p(—n). Uzimajudi
u obzir i (30), P(z) se moze zapisati i na sledeéi na¢in

N/2
(33) Pz)=1+ Zp(% _ 1)(2—(2k—1) n zgk_l).
k=1
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Kako je

k
(k—1)/2
svaki od sabiraka u sumi (33) moze se predstaviti kao kombinacija neparnih stepena

izraza 2z~ !4z = 2cosw. To znaéi da je gustina energijskog spektra ortogonalnog
filtra polinom po neparnim stepenima argumenta cosw.

(zl42)f =27k 2k 4 (lf) (z7FF2 g k=2 4 g ( )(z_l + 2),

Koeficijenti p(n) su odredeni autokorelacijom filtra, p =c*c',

p(n) = 3 e(k)e(k — n),

k

§to predstavlja konvoluciju signala ¢ = (¢(0), ¢(1), ¢(2),...) sa njegovim vremen-
skim reverzom c¢” = (...,¢(2), ¢(1), ¢(0)). Zamena (—n) sa n u poslednjem izrazu
ne menja p, jer je p(n) = p(—n).

Autokorelacioni filtar P(z), koji zadovoljava uslov (32), naziva se poluopsezni
(engl. halfband) filtar.

Visoko-frekvencijski odziv d(w) vodi na slican na¢in do autokorelacionog filtra
Pr(w) = |d(w)[*.
PRIMER 3. Postujuéi osnovni zahtev da je P(z) > 0, izaberimo filtar

1
P(z)=1+ 5(2_1 + 2), tj. p(w) =1+ cosw.
Kako je p(0) =21 p(m) =0, uslov (32) je zadovoljen, te je ovaj filtar poluopsezni
filtar. U frekvencijskom domenu dat je izrazom

D) = S+ ) (L4 e) = @) tede  efw) = —=(1+e ).

V2

Koeficijenti ¢(0) = ¢(1) = 1/v/2, tj. h(0) = h(1) = 1/2 su koeficijenti poznatog
Haar-ovog filtra za usrednjavanje (primer 2).

PRIMER 4. Daubechies filtar D5 ima gustinu energijskog spektra

p(w) = (1 +cosw)?(1 — %cosw).

Uoc¢imo da ova funkcija ima dvostruku nulu u tacki w = 7. Kada bismo izostavili
drugi ¢inilac u funkciji p(w), frekvencijski odziv bio bi kvadrat frekvencijskog odziva
iz primera 3,
1 1
Hw)==+e W4 e 2w,
(W)= +3
Koeficijenti %, 1, % generisu u talasi¢ima krov funkciju (linearni splajn). Ali filtar
p(w) = (1 + cosw)? ne zadovoljava uslov (32), tj. nije poluopsezni filtar, pa nisko-
frekvencijski filtar ¢(w) ne pripada ortogonalnoj banci filtara. U teoriji talasi¢a smo
ve¢ konstatovali da krov funkcija nije ortogonalna na svoje translacije (primer 3.3).
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MnozZenjem sa drugim ¢iniocem (koji je takode pozitivan) anuliraju se parni
stepeni po cosw,

3 1 1
ﬁ(w):1+§cosw—§cos?’w, ili za cosw = 5(24—2_1)
1 9 9 1
Pla)= —— 3, 2 12 -1_ "1 -3
S T TR T Tl

§to daje poluopsezni filtar P(z), tj. nisko-frekvencijski ortogonalni filtar C'(z) koga
treba odrediti. U opstem sluc¢aju to nije jednostavno. Deo C(z) koji potice od
kvadratnog faktora ve¢ znamo, pa ¢emo odrediti deo koji potice od drugog ¢inioca
Gw) =1-1cosw ili Q(z) = 1— (27 + 2)/4. Treba nadi polinom po z koji
pomnozen sa sebi konjugovanim polinomom daje Q(z). Uslov

- i(z_l 1 2) = (b(0) + b(1)="1) (b(0) + b(1)2)

daje
b(0)% 4 b(1)? =1, b(0) = (14+V3)/V8
b(0)b(1) = —1/4 b(1) = (1 —V/3)/V8.

Stoga je, koristeci rezultat prethodnog primera,
1
Clz) =501+ 271)2(b(0) + b(1)271),

i trazeni filtar je
1
= 1A

Filtar sa frekvencijskim odzivom (34) je ¢uveni Daubechies filtar Do (nazvan po
svom tvorcu Ingrid Daubechies). U primeru 3.6 funkcija skaliranja je bila defini-
sana upravo ovim koeficijentima. Frekvencijski odziv C(z) ima dvostruku nulu za
z=-1, tj. éw) ima dvostruku nulu za w = 7. To znadi da je funkcija C(z)
zaravnjena u tacki 7, odnosno da talasi¢ ima dva is¢ezavajuéa momenta (§3.5).
Definisanjem nisko-frekvencijskog filtra vezom (28) je definisan i visoko-frekven-
cijski filtar, koji izgleda kao lik u ogledalu nisko-frekvencijskog filtra - ima visestruku
nulu za w = 0 i viSestruku vrednost jedan za w = w. Stoga je dovoljno baviti se
samo konstrukcijom nisko-frekvencijskog filtra. Odgovarajuéi visoko-frekvencijski
odziv na slici 4.3 je |d(w)|? =

(34)  C(2) ((1 V3 +B+V3)T (3 -V3)2T 24 (1 - \/§)z—3) .

= |é(w + m)|?. Zbir ove dve funkcije je konstantan,
tako da nema deformacije amplitude. Zaravnjenost oko w = 0 i w = 7 daje veliku
tacnost u okolini ovih frekvencija, a manju oko sredine. Sto je zaravnjenost veca,
filtar je blizi idealnom (slika 4.2). Banka filtara je ortogonalna i daje savrsenu
rekonstrukciju.

Odredivanje spektralnog faktora C'(z) iz poluopseznog filtra koji je predstavljen

polinomom P(z) = |C(2)]? = C(271)C(2) je uvek moguée, ali nije jednostavno.
Algoritmi su dati u [26].
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|
0 3.14

Slika 4.3: Gustina energijskog spektra maksimalno ravnog filtra

4.5 Daubechies filtri

Ingrid Daubechies je ideju opisanu u primeru 4. uopstila i tako dosla do maksimalno
ravnih (engl. mazflat) filtara ili Daubechies filtara. Ova familija filtara definise
vaznu familiju talasi¢a. Konstrukcija se zasniva na dve klju¢ne osobine:

1. Filtri (i talasiéi) su ortogonalni.
2. Frekvencijski odzivi su maksimalno ravni za w =01 w = 7.

Ingrid Daubechies je 1988. godine konstruisala familiju FIR filtara sa 2r koefi-
cijenata i sa nulom reda r u tacki w = 7 ([7]). Odgovarajuéi talasiéi imaju kom-
paktan nosa¢ na intervalu [0, 2r — 1]. Kako r raste, regularnost filtra se povecava,
a povecava se 1 glatkost talasica.

Analizirajmo osobine takvog filtra i njegovih koeficijenata ¢(0),...,c(2r — 1)
(za r = 2 to je filtar Dy analiziran u primeru 4). Filtar je definisan frekvencijskim
odzivom ¢é(w) i gustinom energijskog spektra p(w) = |¢(w)]|?,

2r—1 2r—1
Gw) =" cme™,  pw) = Y pn)e .
n=0 n=1-2r

Stavljajuéi N = 2r u izrazu (33), dobijamo zapis gustine energijskog spektra ovog
filtra u obliku funkcije po cosw,

plw)=1+2 Zp(2k — 1) cos ((2k — 1)w).
k=1

Dakle, od 2r koeficijenata p(n) funkcije p(w) (jer je p(n) = p(—n)), njih r je
odredeno uslovima ortogonalnosti (30) (USLOV 0),

PO)=1,  p2)=p(1) = =p(2r—2) =0.
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Preostalih r koeficijenata ¢e biti odredeno iz zahteva da filtar bude maksimalno
ravan,

USLOV A,: ¢(w) ima nulu reda r u tacki w = m,
im)y=d(n)=--- =" Y(m)=0.

Diferenciranjem funkcije é¢(w) k puta dobijamo izraz

W) = eln)(—un)fe™ ™ = (=) Y e(n)n*(-1)",

n
te se USLOV A, svodi na r uslova sumiranja koeficijenata

2r—1
(35) > (-D"kFe(n)=0,  k=0,1,...,r—1.

n=0

Za k = 0, tj. ¢é(m) = 0, relacija (35) ima oblik >, ¢(n)(—1)" = 0, Sto znaci da
je suma koeficijenata sa neparnim indeksom jednaka sumi koeficijenata sa parnim
indeksom,

USLOV A, : Yo oem)= > en).

neparno n parno n

Isti uslov, vazi i za koeficijente p(n), $to sledi na osnovu (29) za N = 2r i z = '™,

2r—1 2r—1
plm)= Y p)e™ = > (=1)"p(n) =|é(m)]* =0

Kako je jos, na osnovu (30), p(0) = 1 jedini od koeficijenata oblika p(2m) koji je
razli¢it od nule, sledi da je

S opm= Y pn)=p0) =1

neparno n parno n

Iz uslova ortogonalnosti (31), za w = 0, sledi da je ¢(0) = £v/2. Za nisko-
frekvencijske filtre ¢emo izabrati znak +, tako da je

2r—1
(36) ¢0) =Y c(n) =v2.
n=0
Ovaj uslov je identican uslovu (3.14), koji je posledica normiranja funkcije skali-
ranja.
Uslove ortogonalnosti i zaravnjenosti filtra mozemo izraziti i preko koeficijenata
filtra h(n), uzimajuéi u obzir vezu c(n) = /2 h(n). Uslov (36) postaje

i h(n)=1,  h(0)=1,
n=0
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USLOV O
2r—1
1 7 2 7 2
(37) > h(n)h(n — 2k) = 50k, [h(@)* + [hw+m)* =1,
n=0
USLOV A,
2r—1 )
(38) Y (=1)™Fhm)y=0,  AB(m)=0,  k=01,...,r—1
n=0

Konstrukcija Daubechies filtara. Osim za prvih nekoliko filtara u familiji, ne
postoje jednostavne formule za nalazenje koeficijenata c(n).
Zahtev da odziv ¢(w) ima nulu reda r u tacki 7 znaci da ima ¢inilac (1 + e=*)",

(39) )= (25 a)

Ovaj ¢inilac je normiran tako da u tacki w = 0 ima vrednost 1. Drugi ¢inilac,
G(w), je polinom po z~! = e~ stepena (r — 1), jer je é(w) polinom po z~! stepena
2r—1. Kako su USLOVT A, zadovoljeni pisanjem é(w) u obliku (39), r koeficijenata
polinoma g(w) ¢e biti odredeno na osnovu USLOVA O.

Gustina energijskog spektra filtra definisanog odzivom (39)

) =l = (55 ) it

- (3ereren) la@r = (FE2) i

ima ¢inilac (HC%)T Da bismo odredili §(w) podimo od polinoma B,(y) stepena
r — 1 (sa r koeficijenata), koji je parcijalna suma od r sabiraka binomnog razvoja
funkcije (1 —y)~",

(40)
Boy)=1+ry+ ’I“(T;—l)yg_’_”._i_ <T+Z— 1>yk—|—-~-—|— (2:__12>yr_1
=(1-y) " +0@").
Proizvod

1) Ply)=201-y)"B.(y) =21 - )" (1 —y) "+ 0(y")) =2+ 0(y")
je polinom stepena (2r —1) koji na krajevima intervala [0, 1] zadovoljava po r uslova
P(y) i njegovih pruih (r — 1) izvoda je nula za y =0 iy = 1, osim P(0) = 2

(uslovi za y = 1 slede iz prve, a uslovi za y = 0 slede iz poslednje jednakosti u (41)).
Dakle, ovih 2r uslova potpuno oreduje polinom P(y). Njegovom prvom izvodu, koji
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je polinom stepena (2r — 2), krajevi 0 i 1 su nule reda (r — 1), te on (na osnovu
zapisa polinoma pomocéu njegovih nula) mora biti oblika

(42) P'(y)=—-Cy (1 —y)"' zaneko C = const.
Polinom
P(l-y)=2"B,(1-y) =2 (y "+ 0((1-y)") =2+ 0((L —y)")

zadovoljava iste uslove na krajevima intervala [0,1] kao i polinom P(y), osim §to
je u tacki nula jednak nuli, a u tacki jedan jednak dva. Zbir P(y) + P(1 —y) je
polinom stepena (2r —1) i jednak je dva na oba kraja intervala [0, 1], a prvih (r—1)
izvoda su mu jednaki nuli na krajevima ovog intervala, sto je moguée samo ako je
taj polinom identicki jednak konstanti 2 ,

(43) Ply)+P(1—y) =2

(sa 2r uslova interpolacije polinom stepena (2r — 1) je jedinstveno odreden, a
ocigledno je da ovaj polinom zadovoljava sve navedene uslove). Odavde sledi da je
P(1/2) = 1. Smenom

1 —cosw . 1+ cosw
(44) y=—7(3— t. l-y=—F—

2 2

interval y € [0, 1] preslikava se u interval w € [0,7], a polinom p(w) = P(y) je
upravo trazena gustina energijskog spektra, jer zadovoljava USLOV Oi USLOV A,..
Uzimajuéi u obzir (41), (40) i (44), sledi

TEOREMA 3. Polinom
r r—1 k
14 cosw r+k—1 1—cosw
5 —9of % E il

koji zadovoljava uslov ortogonalnosti (USLOV O) i uslov zaravnjenosti reda r
(USLOV A,.), je gustina energijskog spektra poluopseznog maksimalno zaravnjenog
filtra. Meyer-ova forma ovog polinoma odredena je integralom funkcije p'(w) =

—c(sinw)?" ! i izborom konstante ¢ tako da bude p(m) = 0, i glasi
plw)=2— c/ (sint)? 1 dt.
0
Detalji dokaza se mogu naéi u [8]. ]

Veza Daubechies i Meyer-ove forme je direktna, jer je, prema (42) i (44),

P (w)dw = P'(y)dy = —Cy" (1 —y)"*dy

1—cosw\ ' /1+cosw "leinw
=-C| —— d
o) () e

1— 2 r—1 . B
= C’< (;OS w) SH;W dw = —c(sinw)* " dw.
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Za r =1, 2, 3, Daubechies i Meyer-ove forme su redom
Plw) =1+ cosw =2 — / sint dt
0
. 2 1 3% . 3
p(w) = (14 cosw) (1—§cosw):2_§ sind t dt
0

. 3 9 3 15 (% 5

p(w) = (14 cosw)’(1 — = cosw + —cos“ w) =2 — — sin” t dt.
8 8 4 J,

Relacija (43), kada zamenimo y sa w, predstavlja svojstvo ortogonalnosti (32) polu-

opseznog filtra, tj. USLOV O. Iz Meyer-ove forme je ocigledno da je p(w) polu-

opsezni filtar, jer izraz

—c/ (sinw)® ! dw = c/(l —cos?w) " td(cosw)

sadrzi samo neparne stepene po cosw. Iz Meyer-ove forme je, takode, jasno da
p(w) monotono opada od p(0) = 2 do p(wr) = 0, jer je p'(w) = —c(sinw)?~1 <0 za
w € [0,7] (¢ >0).

Prelaz od niskih ka visokim frekvencijama je sve oStriji Sto je r veée. Nagib u
sredisnjoj tacki w = 7/2 je p'(n/2) = —¢, a ¢ = /r kada r — oo. Cilj je upravo
konstruisati filtre sa §to oStrijom granicom izmedu nisko-frekvencijske i visoko-
frekvencijske grupe. Idealni filtri definisani su izrazima (21) i (22).

Prelaskom sa promenljive w na promenljivu z dobijamo izraz

(5 () B (5

k=
jer je
1+ cosw :1(1iz+2*1): 1+ z+21 42271
2 2 2 4
L (k)1 xzl) 1xzlxz!

4 2 2
To znaci da je P(z) polinom stepena 2(2r — 1) po z, §to je saglasno zakljucku da
je C(z) polinom stepena (2r — 1) po z. Pri tome, (2r — 1) nula polinoma P(z) su i
nule polinoma C(z) i odreduju ovaj polinom. Tacka z = —1 je nula reda r, a ostalih
(r — 1) nula su kompleksne vrednosti. Preostalih (2r — 1) nula polinoma P(z) su
nule polinoma C(z~1), pri éemu mora biti z~! nula polinoma C(z~!) ako je z nula
polinoma C(z). Kako je

1
(45) i(z—l—zfl) =cosw =1 — 2y,
z je reSenje kvadratne jednacine, Sto znaci da svakoj vrednosti y odgovaraju dve
vrednosti z. Jedna vrednost z je unutar jedini¢nog kruga, a druga, koja je jednaka
1/z, je van tog kruga. Krajnje tacke z =1 (w=0)1iz = —1 (w = 7) su dvostruki
koreni odgovarajuéih jedna¢ina. r nula u tacki y = 1 (tj. w = 7) postaje 2r nula
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za z = —1. Polovina od njih su nule funkcije C(z), a druga polovina nule funkcije
C(z71). Kompleksne nule drugog faktora B,.(y), kojih ima (r—1), odreduju 2(r—1)
nula polinoma P(z). Jedna polovina od ovih nula su i nule odziva C(z). Da bi filtar
C(z) imao minimalnu fazu, izabrademo tih (r — 1) nula unutar ili na krugu |z| = 1.
Druga polovina nula (one koje su na jedini¢nom krugu ili van njega) su nule drugog
¢inioca C'(z~1) polinoma P(z).

Stoga se frekvencijski odziv C(z) Daubechies filtra ra¢una u dva koraka:

1. Odredi se (r — 1) nula polinoma B,(y) i zatim resavanjem kvadratne
jednacine (45) nade (r — 1) resenja z za koje je |z| < 1.
2. Uzme se u obzir nula reda r u tacki z = —1.

Tako se dobija (2r —1) nula polinoma C(z), ¢ime je on odreden do na konstantu.
Konstanta se odreduje iz uslova (36).

PRIMER 5. Za r = 2 dobijamo Daubechies D, filtar o kome je bilo re¢i u
primeru 4. Izvedimo ga sada opisanim algoritmom. Za r = 2 je Ba(y) = 1 + 2y.
Nuli y = —1/2 odgovaraju koreni 21/, = 2 + /3 kvadratne jednacine (45). Koren

sa manjim modulom, z = 2—+/3, i dvostruki koren z = —1 predstavljaju tri (2r —1
za 7 = 2) nule frekvencijskog odziva C(z), tako da je

Clx)=a(l+21)?(1-(2-V3)7)
= (1 +V3)+ B+ V32 +(3-V3)272 + (1 - V3)27%) /4v2,

Sto je saglasno sa (34). Koeficijent a je odreden uslovom &(0) = /2.

4.6 Osobine filtra vazne za talasice

Uporedujuci poglavlja 3 i 4, mozemo zakljuciti da postoji analogija izmedu filtara
(diskretno vreme) i talasi¢a (kontinualno vreme):

Diskretno vreme Kontinualno vreme
filtar multirezolucija
kompresija w — w/2 reskaliranje z — 2x
nisko-frekvencijski filtar usrednjenje sa @(x)
visoko-frekvencijski filtar detaljizacija sa ¥(x)
ortogonalne matrice ortogonalni bazisi
izlaz banke analize koeficijenti razvoja po talasi¢ima
izlaz banke sinteze razvoj po talasi¢éima
proizvod matrica filtara brza transformacija talasi¢ima

Cetiri svojstva filtara igraju centralnu ulogu u teoriji talasié¢a.
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USLOV PR Savrsena rekonstrukcija (engl. perfect reconstruction)
Banka sinteze invertuje banku analize sa k kasnjenja,
Fo(2)Ho(2) + Fi(2)H,(2) = 227F

(46) Fo(2)Ho(—2) + Fi(2)H(—2) = 0.

Hy(z) je nisko-frekvencijski, a Hy(z) visoko-frekvencijski filtar banke analize, i Fy(2)
je nisko-frekvencijski, a F}(z) visoko-frekvencijski filtar banke sinteze.

Uslovi (46) za frekvencijske odzive filtara dobijaju se na sledeéi nac¢in. U fazi
analize razlazemo ulazni signal na dve komponente. Kada (u z-domenu) nisko-frek-
vencijskim filtrom Hy(z) delujemo na ulazni signal X (z) dobijamo izlazni signal
Hy(2)X (2). Kompresija za dva, prema (24), proizvodi signal sa odzivom

(12) (Ho(2)X(2)) = %(HO(ZI/Q)X(ZUQ) +Fo(—zl/2)X(—zl/2)).

Analogno, delovanjem visoko-frekvencijskim filtrom H7(z) na ulazni signal X (z),
posle kompresije za dva, dobijamo drugu komponentu ulaznog signala

(12) (Hi(2)X(2)) = %(H1(z1/2)X(zl/2) +H (—22) X (—212)).

U fazi sinteze zelimo da rekonstruisani signal bude identi¢an polaznom signalu,
sa dopustenim kasnjenjem za k. Na osnovu (11) sledi da proces sinteze treba
na izlazu da proizvede signal z~*X(z). Prvo vréimo dekompresiju za dva nisko-
frekvencijske 1 visoko-frekvencijske komponente signala, §to prema (25) daje signale

(12) <%(H0(zl/2)X(zl/2) + HO(—Zl/z)X(—Zl/2))>

= % (Ho(2)X(2) + Ho(—2)X (—2)),

(12) <%(F1(zl/2)X(21/2) +F1(—Zl/2)X(—Zl/2))>
= %(ﬁl(z)X(z) + Hi(—2)X(—2)).

Primenom filtra sinteze, nisko-frekvencijskog Fy na prvi i visoko-frekvencijskog F
na drugi signal, dobijaju se signali

1 — —

nisko-frekvencijski izlaz = §F0(z) (Ho(z)X(z) + Ho(—z)X(—z))
1 — —

visoko-frekvencijski izlaz = §F1 (2)(H1(2)X (2) + H1(—2) X (—2)),

¢ija je suma izlazni signal iz filtra sinteze. Pri savrsenoj rekonstrukciji izlazni signal
mora biti identican ulaznom signalu sa eventualnim kasnjenjem za k,

% (Fo(2)Ho(2)+Fi(2)H1(2)) X (2)
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odakle sledi (46). U teoriji talasi¢a ovi uslovi, ukoliko se razlikuju filtri analize i
sinteze, vode ka biortogonalnim talasi¢ima.

USLOV O Ortogonalnost

Ovo je poseban slucaj savrsene rekonstrukcije, kada su filtri banke analize i
banke sinteze identi¢ni. Banka analize se invertuje svojom transponovanom bankom,
tj. bankom koja je definisana matricom transponovanom matrici banke analize. Za
frekvencijske odzive vaze veze (formule (37) i (3.39))

[Ho(2)] + [Ho(=2)]? =1, Hi(2) = —2'"VHo(~2),
Fy(z) = Hy(2), Fi(z) = Hy(2).

Odgovaraju¢i talasi¢i su ortogonalni na sve svoje dilatacije i translacije.

USLOV A, Maksimalna zaravnjenost
Frekvencijski odziv filtra ima nulu reda r u tacki =,

W (ry=0, k=0,1,...,r—1,

§to u teoriji talasi¢a proizvodi za dovoljno glatke funkcije ta¢nost reda r aproksi-
macije odredene funkcijama skaliranja ¢(x — k), i r iSCezavajuéih momenata ta-
lasi¢a ¢ (z). Brzina opadanja koeficijenata razvoja funkcije po talasi¢ima je reda r
za glatke funkcije.

USLOV E  Uslov po sopstvenim vrednostima matrica filtra

Ovaj uslov nema znacaja u teoriji filtara, ali je bitan u teoriji talasi¢a. On
garantuje stabilnost bazisa talasi¢a i odreduje glatkost talasi¢a. Takode definige
uslove pod kojima kaskadni algoritam (3.25) konvergira ka funkeiji skaliranja o (z).
Naime, uo¢imo da dve vremenske skale x i 2z predstavljaju kontinualnu formu kom-
presije (] 2) —umesto (| 2)p(n) = ¢(2n) imamo (| 2)p(x) = ¢(2x). Stoga kaskadni
algoritam predstavlja iterativni postupak definisan matricom M = (| 2)2F, gde je
F matrica filtra (6), a M je eksplicitno zadata izrazom (3.35). Funkcija skaliranja
©(x) je odredena beskona¢nim proizvodom ovih matrica.

PRIMER 6. Neka su koeficijenti filtra h(0) = 2/3 1 h(1) = 1/3. Kaskadni algori-
tam, odreden ovim filtrom, je definisan rekurentnom formulom

, 2 1 1, z€][0,1)
D) () = 9. 2 LD (22) £ 2. 2 oD (2 _ 1 © (. )b 1)
e\ () 3% (22) 3% (22 —-1), V() 0. x¢[0.1)

U svakoj iteraciji imamo dva koraka - filtriranje i reskaliranje. Filtriranje ulaza
daje %(p(o) (x) + %go(o)(x —1). Reskaliranje od x na 2z kompresuje grafik duz z-ose
za faktor 2, te, da bismo zadrzali konstantnu povrsinu, mnozimo visinu grafika sa
2 (koeficijenti jednacine su 2h(k)).

Na pocetku (i = 0) filtriranjem i reskaliranjem jedne ¢etvrtke, dobijaju se dva
pravougaonika oba Sirine 1/2 i visine 4/3 i 2/3. Povrsina dobijene figure, ograni¢ene
funkcijom ga(l)(:v) i z-osom, je takode jednaka 1. Sada filtriramo i reskaliramo
funkciju w(l)(x). Od dva pravougaonika nastaju ¢etiri, svaki Sirine i. Prvi od njih
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ima visinu 19—6, jer se visina prethodnog pravougaonika mnozi sa %. Ocigledno je da
ovim filtrom definisan kaskadni algoritam ne konvergira, jer ¢ (0) = (4/3)" — oo,
1 — 00.

Frekvencijski odziv ovog filtra u z-domenu je

2 1
H(z)==+-2z"4L
(z)=5+32
Tacka z = —1 (tj. w = 7) nije nula frekvencijskog odziva.

Analizirajmo sa stanoviSta filtara i kaskadne algoritme u primerima §3.5.

PRIMER 7. (videti primer 3.7) Cetvrtka je fiksna tacka kaskadnog algoritma
definisanog filtrom za usrednjavanje h(0) = h(1) = 1/2, jer se ve¢ u prvoj iteraciji
dobija upravo cetvrtka,

M (@) = ¢ (22) + oV (22 — 1) = ¢ ().

Frekvencijski odziv filtra za usrednjavanje je

1 1
H(z)= -4 -z7!
()=5+57"
itacka z = —1 (tj. w = m) jeste nula frekvencijskog odziva. Gustina energijskog
spektra
1 1
P(z)=2H(z)H(z" ') = 5t 1 (z+27h

nema parnih stepena po z i 2!, osim konstante, pa je filtar poluopsezni. Cetvrtka
je ortogonalna na svoje translacije.

PRIMER 8. (videti primer 3.8) Filtar h(0) = h(2) = 1/4 1 h(1) = 1/2 definise
kaskadni algoritam

i 1 g i 1 g
P () = 590 (22) + 9 (20 = 1) + Sl (20 - 2),

koji konvergira ka krov funkciji. Frekvencijski odziv filtra

1 1 ;1 5 (1+2)01+27h
H(z)= -+ -ty —,—2_\V T2\ 1T~ J
B =3t Ty 1
ima dvostruku nulu u tacki z = —1. Filtar nije poluopsezni, jer proizvod H(z) H(z™1)

sadrzi parne stepene z i 271,

translacije.

Krov funkcija nije ortogonalna u odnosu na svoje

Navedeni primeri ukazuju kako svojstva frekvencijskog odziva filtra, koji definise
koeficijente dilatacione jednacine, odreduju konvergenciju kaskadnog algoritma i
osobine njegovog reSenja, ukoliko ono postoji. Mozemo zakljuciti da je nula u
tacki z = —1 (w = 7) odziva filtra potreban, ali ne i dovoljan uslov za konvergen-
ciju kaskadnog algoritma — ako odziv nema nulu u tacki z = —1 kaskadni algori-
tam sigurno ne konvergira (primer 6). Sli¢no, ¢injenica da je filtar poluopsezni ne
garantuje ortogonalnost funkcije skaliranja u odnosu na translacije; ali, bez tog svo-
jstva filtra ortogonalnost nije moguca (primer 8). Detaljna analiza konvergencije
kaskadnog algoritma je data u narednom poglavlju.
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Zadaci

1. Dokazati da su vektori kolona wj matrice konjugovane Fourier-ovoj matrici
W= {w*}, jk=0,...,N —1,iw = /N sopstveni vektori cikliéne matrice
F (form. (7)). Odgovarajuée sopstvene vrednosti A\; odredene su vektorom h koji
definiSe elemente cikli¢ne matrice,

N-1
Frwy = \pwy, Ak = Zh(j)wjk, k=0,...,N —1.
=0

2. Pokazati da je koeficijent uz z=™ u proizvodu (3 h(k)z=%) (3= z(1)z™") element
konvolucije (h * x)(n).

3. Pokazati da konvolucija (¢1 * p2)(x) zadovoljava dilatacionu jednacinu sa koefi-
cijentima koji su elementi konvolucije signala h; xhy, ako o1 (x) zadovoljava dilata-
cionu jednac¢inu sa koeficijentima hq(n), a ¢o(z) zadovoljava dilatacionu jednacinu
sa koeficijentima ha(n).

4. Odrediti koeficijente h(n) filtra koji za svaki ulazni signal x daje izlazni signal y
¢iji su elementi y(n) = x(n 4+ 1)? Naéi frekvencijski odziv h(w) tog filtra i pokazati
da je §(w) = h(w) &(w).

5. Napisati matricu S koja definiSe filtar kasnjenja, y = Sx, ¢iji su elementi
y(n) = z(n—1). Odrediti matricu S~!. Kako izgleda izlazni signal y = S~'x? Nadi
frekvencijske odzive filtara koji su definisani matricama S i S~! u frekvencijskom i
z-domenu. Uporediti rezultate sa prethodnim zadatkom.

6. Koji je od sledecih filtara invertibilan:
(a) h(0)=2/3,  h(1)=-1/3,
(b) hO) =2, h(@) =1,
(¢) h(n)=1/n! (n=0,1,2,...).
7. Napisati matricu F' i koeficijente h(n) troclanog filtra za usrednjavanje y = F'x,

gde je y(n) = 5 (z(n)+z(n—1)+z(n—2)). Pokazati da ovaj filtar nije invertibilan.
Naci dva signala x koji se poniStavaju ovim filtrom, F'x = 0.

8. Napisati matricu operatora kompresije za dva (| 2), kojom se vrsi kompresija
signala (| 2)z(n) = z(2n).

Napisati matricu operatora dekompresije za dva (] 2), transponovanu matrici
(1 2). Dali je proizvod (1 2) (| 2) komutativan?

9. Objasniti dejstvo slede¢ih operatora kompresije i dekompresije na signal x:
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(@) (12)* 1 (12)

(b) (12)(12)(12) (1 2),

() (13), (13) 1 (13)(L3),
d) (13)12) 1 (1L2)(T3).

10. Kompresijom oscilatornog signala x = (...,1,—1,1,—1,1,...) dobija se signal
(J 2)x = (...,1,1,1,...). Kako izgleda izlazni signal (| 2)Sx, gde je S filtar
kasnjenja Sx(n) = xz(n —1)?

11. Kompresijom za tri signala x dobijen je signal v = (| 3)x, a dekompresijom
za tri ovog signala dobijen je signal u = (7 3)v. Odrediti signale v i u, njihove
Fourier-ove transformacije o(w) i 4(w), vezu 9(w) i 4(w), kao i vezu v(w) 1 &(w).

Koriséenjem dobijenih rezultata pokazati da deljenjem signala na M kanala
dobijamo signale

v = (] M)x, v(n) = z(Mn),

u= (1 M)v=(1M)(»|Mx, u(n) = {x(n), n deljivo sa M

0, inace

Fourier-ove transformacije ovih signala su

A(w)_%<A(%) A(w;\ZZW) A(w+(1\;.\f4—1)27r)>
i(w) =0(Mw) = % (:ﬁ(w) + & (w+ %) ot (w (M ]_\41)27T)>

12. Nadéi nule polinoma Bs(y) (form.(40)) i Daubechies filtar D3 (r =3 u §4.5 ).



Glava 5

Osobine talasic¢a

Sve osobine funkcije skaliranja ¢(x) i talasi¢a ¢(x) — kao $to su interval na kome
nisu identicki jednaki nuli, ortogonalnost, glatkost, is¢ezavajuéi momenti i druge,
proizilaze iz osobina koeficijenata dilatacione jednacine i jednacine talasica, tj. iz
Cetiri osobine filtra navedene u §4.6.

Talasiéi se mogu izraziti pomocu funkcije skaliranja (form. (3.12)), tako da os-
novno pitanje, koje se pre svega postavlja, jeste egzistencija funkcije skaliranja, tj.
da li dilataciona jednacina ima resenje ¢ija je energija konacéna (resenje u L2)? Za-
tim, kako konstruisati funkciju skaliranja? Drugim re¢ima, da li kaskadni algoritam
konvergira ka resenju dilatacione jednacine? Ako resSenje postoji, postavlja se i pi-
tanje glatkosti reSenja, broja iS¢ezavajucih momenata talasi¢a i, kona¢no, ta¢nosti
aproksimacije odredene ovim bazisnim funkcijama.

Taé¢nost deo po deo polinomijalne aproksimacije splajnovima ili kona¢nim ele-
mentima zavisi od odgovora na sledece pitanje: do kog stepena (r — 1) polinomi
1, z,...,2"~! mogu biti reprodukovani taéno pomoéu aproksimacionih funkcija?
Kada ovi polinomi pripadaju prostoru aproksimacionih funkcija, greska aproksi-
macije je reda (Ax)".

Kod nas su aproksimacione funkcije funkcija skaliranja ¢(x) i njene translacije.
Aproksimacija funkcije f(z) u prostoru, na primer, Vy je njena projekcija fo(x) na
taj skalirani prostor (form. (3.15) za j = 0),

o0

(1) folw)= Y aop(z — k).

k=—o00

Primenom multirezolucije (form. (3.24)), ista aproksimacija se moze predstaviti i
sumama

J
(2) Jo(z) = Z askesr(r) + Z Z b kjk ().
keZ j=lkez

Tako se u aproksimaciji pojavljuju talasi¢i razlaganjem funkcije na nekoliko skala.
Multirezolucijom se kombinuju detalji na nivoima od prvog do J-tog i aproksimacija

87
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na nivou J. U praksi se nivo J odreduje u zavisnosti od trazene ta¢nosti i obima
racunanja. Veca rezolucija zahteva vise bazisnih funkcija, a time i vise koeficijenata
koje treba odrediti. Tacnost zavisi od koeficijenata filtra h(n) i osobina funkcije
f(z). Tipican oblik greske je

If (@) = fo(@)Il = C(Az) || f) (@)

Ako je funkcija male glatkosti samo u delu domena, moze se lokalno povecati broj
nivoa rezolucije u toj oblasti. Osnovna prednost talasi¢a nad Fourier-ovom analizom
je upravo mogucénost lokalnog popravljanja aproksimacije. To je osnovna ideja i u
metodi konacnih elemenata, a u kona¢nim razlikama ova ideja se realizuje multigrid
algoritmom.

Pokazacemo da je maksimalna zaravnjenost filtra,
USLOV A,:  h(w) ima nulu reda r za w =7, tj. K™ (1) =0, m=0,...,r—1,
osobina koeficijenata filtra koja vodi ka aproksimaciji ta¢nosti reda r, pa otuda i
naziv uslova.

Posledice USLOVA A, su :

Matrica filtra M = {2h(2i—j)} ima sopstvene vrednosti 1, 1/2,...,(1/2)" .
Polinomi 1, z,...,2"~! su linearne kombinacije translacija p(x — k).

Prvih r momenata talasica ¥(x) su nula,
/l‘m’L/J(l‘)d:L‘:O, m=20,1,...,r—1.

Glatke funkcije mogu biti aproksimirane sa greskom O((Ax)") kombinaci-

jama funkcije skaliranja o(x) i njenih translacija na svakom nivou j,

If =D ajupin()ll < CA2)"|IF,
k

gde je p;i(x) = 27920272 — k), aji = [ f(x)pjr(@)dr i Az =2

Fourier-ovi koeficijenti glatke funkcije odredeni bazisom talasiéa (koefici-
jenti talasi¢a) opadaju kao

/f(m)w(?x) dx < C277".

Napomenimo da je, prema §3.5, posledica USLOVA A,. i:

Fourier-ova transformacija funkcije skaliranja ¢(w) ima nule reda r u svim tackama
w=2nm,n=1,2,....
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5.1 Matrice filtra

Uticaj koeficijenata filtra h(k) na osobine funkcije skaliranja i talasi¢a analizira¢emo
kroz svojstva matrica filtra odredenih ovim koeficijentima. Njima su definisana dva
osnovna linearna operatora u teoriji talasiéa

(3) M= (]2)2F, T=(]2)2FF".

F je matrica filtra (4.6) od koje normiranjem i primenom operatora kompresije
(1 2) nastaje matrica M (form. (3.35)). Cikliéna (Toeplitz-ova) matrica 2F F'T
ima za elemente koeficijente gustine energijskog spektra filtra p(w) (form. (4.29)).
Vrste su dvostruko pomerene takode operatorom kompresije za dva.

U frekvencijskom domenu efekat ovih operatora dat je izrazima

(4) (Mf)@) = h(2) F(Z) +h(5 +m) F(2 +7)
©) (TH)@ =GP F ) + (G +m)P 1 +7).

Zaista, Fourier-ova transformacija vektora

Mf=2 : h2) h(1) h0) 0 0 £(1)
© h(4) h(3) h(2

glasi
Mf)w) =3 (2 > hin)f(2m n>> e,

Sa druge strane, desna strana jednakosti (4) moze se svesti na isti izraz,

W(E)F(E) +h(S +m) F(E +7)

= "h(n)em 2N " f(5)e T2 4> " h(n)e /2 N " (j)e 1 Te/2)

=D )G LY ) f(G)(=1) e el
n,j

n,j

= Z(l + (-1 <Z h(n)f(l — n)) e /2 = Z <2 Z h(n)f(2m — n)) e e,
l n m n
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gde je stavljeno I = 2m = n + j, jer u pretposlednjoj sumi ostaju samo sabirci po
parnim indeksima [. Time je izraz (4) dokazan. Analogno se dokazuje izraz (5).
Od osobina matrica M i T zavise odgovori na nasa pitanja. Kaskadni algoritam
se svodi na iteriranje nisko-frekvencijskog filtra, $to je ekvivalentno stepenovanju
matrica filtra. Stoga konvergencija zavisi od sopstvenih vrednosti matrica M i T —
od matrice M zavisi uniformna, a od matrice T srednjekvadratna konvergencija.
Ideju o uslovima koje bi matrica M trebalo da zadovoljava mozemo dobiti
slede¢om analizom. Dilatacionom jednac¢inom zapisanom u vektorskom obliku (§3.5)

_QZh 02z —k) = B (x)=MP(22),

gde je vektor ®oo(z) = (..., ¢(z), p(z +1),... )T i matrica M data u (3), za
x = 0 definisan je problem sopstvenih vrednosti i vektora matrice My _1, dimenzije
(N—1)x (N —1). Matrica Mx_1 je blok matrica matrice M koja odgovara vektoru

®(0) = (¢(0), ©(1),...,0(N — 2))T. Ostale komponente vektora ®.,(0) su nula,
te se beskona¢no-dimenzioni problem svodi na problem dimenzije (N — 1). Vektor
®(0) ée biti razli¢it od nule ako je A = 1 sopstvena vrednost matrice My _;. Dalje,
ako je p(z) diferencijabilna funkcija, izvodom dilatacione jednacine

—4Zh 20— k) = & (x)=2MP (22),

za x = 0 ponovo je definisan problem sopstvenih vrednosti i vektora matrice My _1.
Vektor ®'(0) ée biti razlicit od nule ako je A = 1/2 sopstvena vrednost matrice
Mpy_1. Daljim diferenciranjem (ako je moguée) dobija se niz problema sopstvenih
vrednosti za matricu My _1,

& (0) = 2" My_, @ (0), m=0,1,2,...,

tako da ¢ee vektor ®(™)(0) = ((p(m) 0),...,0M(N — 2))T biti sopstveni vektor
matrice My_; ako ova ima sopstvenu vrednost A = 1/2™ za m = 0,1,2,....
Matrica My, definisana teoremom 3.5, je identi¢na matrici My _.

Posledica USLOVA A, da matrice M i My_1 imaju sopstvene vrednosti
A=1,1/2,...,(1/2)""L, ako i samo ako koeficijenti filtra zadovoljavaju USLOV A,

sledi iz naredne dve teoreme.

TEOREMA 1. Sledeée tri formulacije USLOVA A,. su ekvivalentne

1. r pravila sumiranja za koeficijente: Zr:ol(—l)kkmh(k) =0,m=0,...,r—1.
2. r nula u tacki w = 7 h(w) = (H'e ) Gw) ili H(z)= (%) Q(z).
(%)Fl matrice My_1 = {2h(2i — j)}:

1w

3. r sopstvenih vrednosti 1, 1 Syeee

1

(6) My @™(0) = (3)"@™(©0),  m=01,....r-1
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Ekvivalencija prve i druge formulacije je dokazana u §4.5, izrazi (4.38) i (4.39).
Ekvivalencija druge i tre¢e formulacije je posledica sledeée teoreme,

TEOREMA 2. Filtru H(z) pridruzimo matricu My sa sopstvenim vrednostima A

14271
2

i sopstvenim vektorima xs. Kada H(z) pomnozZimo sa , dobijamo novi filtar

Cija je matrica M, za jedan veée dimenzije, i
a) sopstvene vrednosti A, su %)\S, a dodatna sopstvena vrednost je A, = 1;

b) sopstveni vektori x,, imaju koordinate koje su razlike koordinata sop-
stvenih vektora X,

Tn(k) = xs(k) —zs(k — 1),
a u frekvencijskom domenu veza novih i starih sopstvenih vektora je
Xo(2) = (1 - 271 X, (2).

Levi sopstveni vektor e] = (1 1 ... 1) odgovara novoj sopstvenoj vrednosti

An = 1. Desni sopstveni vektor ima komponente koje su vrednosti funkcije skali-
ranja u celobrojnim tackama ¢(k).

Dokaz: ZapiSimo u z-domenu jednacinu koja definiSe sopstvene vrednosti. Na os-
novu (4) ta jednacina ima oblik

(Mx)(w) = h(3) (5) +h(5 +m) @ (5 +7) = Ai(w),
odakle, uvodenjem smene e /2 = z i uzimajuéi u obzir da je e *("t¥/2) = 5§

Z(w/2) = X (z), dobijamo jednaginu sopstvenih vrednosti

(7) H(2)X4(2) + H(=2)Xs(—2) = AX,(??) <= Mx, = \eX,.

Dokaz se zasniva na identitetu % (1 —271) = (1 —272). MnoZenje jednacine
E?) sa %)(1 — 272) svodi se na mnozenje H(z) ¢iniocem H;_l i X¢(z) ¢iniocem
1—2z74),

14271 1—271

5 H(z)(1 - 27)Xs(2) + 5 H(=2)(1+27")Xs(-2)

= %/\(1 — 277X (27).

Filtru % H(z) odgovara matrica M,,. Poslednja jednacina, uvodenjem oznake
Xa(2) = (1 — 271 X,(2), dobija oblik leve strane ekvivalencije (7) za X,,(z), §to
znaci da je to jednacina sopstvenih vrednosti matrice novog filtra M,x, = ApX,.
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Prethodne sopstvene vrednosti se mnoze sa %, a sopstveni vektori zadovoljavaju
tvrdenje teoreme jer vazi jednakost

En(w/2) = Xn(2) = (1 = 27 ) Xs(2) = (1 - €/?)is(w/2)
N-1

k=0
N-1 N-1
_ Z xs(k)e—zkw/2 _ Z xs(k)e—z(k—l)w/2
k=0 k=0
N—-1
= Z (25(k) — xg(k 4+ 1))e*w/2
k=—

pri ¢emu je definisano da je x5(—1) = z4(N) = 0. Mnozenjem vektora sa —1
dobijamo navedenu vezu.

Poslednji stav u iskazu ove teoreme dokazan je u teoremi 3.6, na kojoj se zasniva
rekurzivni algoritam za resavanje dilatacione jednacine. ]

Za razmatrani problem vazni su i levi sopstveni vektori. Sopstvenim vrednos-

tima 1, %, i, ..., odgovaraju levi sopstveni vektori koji imaju oblik “diskretnih poli-
noma”. Naime, levi sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti A = 27
je kombinacija vektora vrsta ea—, eL . ,e;, gde je
e =(1 1 ... 1), e =01 ... N-2),
e, =(0F 18 ... (N-2)k).
1+z_1

Mnozenje H(z) sa ~5— ima za posledicu da su levi sopstveni vektori matrice
M, odredeni levim sopstvenim vektorima matrice M. Dok se koordinate desnih
sopstvenih vektora dobijaju kao razlike koordinata vektora x, levi sopstveni vektori
se dobijaju kao sume. Sumiranje povecava stepen polinoma za jedan. U z-domenu

—1

ovo sumiranje odgovara mnozenju sa —— = £ —:
11—z z—1-1

TEOREMA 3. Levi sopstveni vektor y, matrice M,,
yz My, = X\, yfy—lrv

koji odgovara sopstvenoj vrednosti A, = 1 uvek je jednak vektoru e] . Ostali levi
sopstveni vektori dobijaju se sabiranjem vektoray s i vektora ceq, Sto se u z-domenu

izrazava vezom 1
Yal(2) = 7= Ya(2) + C By (2).

Sa Ey(z) je oznacena z-transformacija vektora eq (form. (4.8)), a ¢ i C su konstante.

Dokaz: Levi sopstveni vektori matrice M su desni sopstveni vektori matrice
MT,
y ' M=\y' — MTy=)\y.
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Prema definiciji (3), vrsimo transponovanje operacija kompresije (| 2) i mnozenja
sa 2H(z). Transponovane operacije su dekompresija (T 2) i mnozenje sa 2H(271).
Jednacina sopstvenih vrednosti M.y, = \,y, ima kao argument 22 zbog operacije
(7 2) (form. (4.25)),

2H (27 1) Yo (2%) = Ny Ya(2).

Pomnozimo poslednju jednac¢inu izrazom ﬁ = 1{%, tako §to ¢emo pomnoziti
H(z') sa 132 i podeliti Y (2%) sa 1 — 22,
142 1 1 9 1 1
2 D) H(z") 1 _ZQYs(Z )= 5)\5 mYs(z)

Dobili smo z-transformaciju vektorske jednacine M, y, = A, ¥, §to kompletira
dokaz. Stare sopstvene vrednosti su pomnozene sa %, jer matrice M T i M imaju
jednake sopstvene vrednosti. 1

5.2 Tac¢nost aproksimacije

Dokazimo da iz posledice sledi

Posledica USLOVA A,: Polinomi 1, z,..., 2"~ su linearne kombinacije
translacija p(z — k).

Za beskonac¢no dimenzionu matricu M vazi

TEOREMA 4. Levi sopstveni vektor matrice M,

1\m
y;@M = (5) y;

odreduje reprezentaciju polinoma x™ funkcijom skaliranja i njenim translacijama
oz +k),

(8) Zym(k)<p(m+k):xm, m=0,1,...,r—1.
k

Dokaz: Treba dokazati da je skalarni proizvod

G(@) =y ®oo(®) = > ym(k)p(w + k),

gde je vektor ®.,(z) resenje dilatacione jednacine ®.,(z) = M P (2z), jednak
umnosku od z™. Tvrdenje neposredno sledi iz jednakosti

Glo) = ¥ lo) =y i M 20) = (1) Wit = (3) G20

jer je G(2z) = 2MG(x) za svako = samo ako je G(z) = cz™. 1
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PRIMEDBA 1. Polinomi 1,...,z" "' ne pripadaju prostoru Vg, jer imaju besko-
~ .. o0 ‘7 2 _ . v

nacnu energiju fioo(x )*dx = oo (nemaju kompaktan nosa¢). Ipak se mogu
na svakom kona¢nom intervalu tacno predstaviti funkcijom skaliranja i njenim
translacijama. Sopstveni vektori y imaju beskona¢no mnogo komponenti koje su
razlicite od nule a koje mnoze sve translacije funkcije ¢(x), tako da kombinacija
ostaje polinom za svako x. Stoga prostor Vy generisan funkcijama {p(x — k)},
uslovno receno, sadrzi sve polinome stepena manjeg od r.

Parametar r je bar jednak jedan. Kada razvoj (8) napiSemo za levi sopstveni
vektor e/ , ¢ije su sve komponente jednake jedan, dobijamo uslov (3.38),

(9) Z(p(xfk) =1.
k

Skalarnim mnozenjem identiteta (9) sa talasi¢em v (z), s obzirom na ortogonal-
nost funkcije skaliranja i talasi¢a, dolazimo do veé¢ poznatog zakljucka da je talasi¢
ortogonalan na jedinicu, [ ¢ (z)dx =0 (prvi momenat talasi¢a jednak je nuli).

PRIMER 1. Elementarni polinomi 1 i x mogu se predstaviti translacijama krov
funkcija (odredene filtrom duzine N = 3, pa je matrica My_; dimenzije dva), ali
i pomoc¢u Daubechies funkcije skaliranja definisane filtrom duzine N = 4. Matrica
M3 glasi
L [1TV3 0 0
Ms = 4 3-V3 3+V3 1+V3
0 1-v3 3-V3

Samo dve sopstvene vrednosti ove matrice, 1 i 1/2, su stepeni broja dva i njima
odgovaraju konstantan i linearan sopstveni vektor, (¢, ¢+ 1, ¢ + 2)T, ¢ = const,

A=1 yo =(1 1 1)
1 1
)\15 yfzi(x/ﬁf?» V3-1 V3+41)
1++/3
A= 4\[ ys =(1 0 0).

Kombinacija > y1(k)p(z 4+ k) jednaka je umnosku od z. Stoga Daubechies pros-
tor Vy sadrzi funkcije 1 i . One su ortogonalne na talasi¢e iz prostora Wy,
J(x)dt =01 [z¢(x)dr =0, Sto znaci da Daubechies talasi¢ ima dva momenta
jednaka nuli (dva is¢ezavajuéa momenta).

Ako skalarno pomnozimo identitete (8) talasi¢em (x), zbog ortogonalnosti
talasica i funkcije skaliranja, sledi da je

[ ams@ae= [ pmhete + o) s
—o0 —oo g

:Zym(k)/ oz + k() de =0, m=0,... r—1,
k

oo
— 00
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Sto predstavlja
Posledicu USLOVA A,: Prvih v momenata talasi¢a ¥(x) su jednaki nuli,

(10) /_Zw(@ dz =0, /DO w(z)dz =0, ..., /m 2 () dz = 0,

—00 —00

Ova osobina talasi¢a ima za posledicu da se algebarska funkcija stepena manjeg od
r moze predstaviti samo funkcijom skaliranja. Detalji su nula, jer su u razvoju (2)
svi koeficijenti talasi¢a bj, = 0.

Posledice i USLOVA A, neposredno slede iz moguénosti lokalnog pred-
stavljanja polinoma 1,...,2"~! bazisnim funkcijama {¢(z —k)}. Ako funkcija f(z)
nije polinom ali je dovoljno glatka, mozemo je na svakom intervalu priblizno pred-
staviti Taylor-ovim polinomom stepena r — 1. Gresku aproksimacije odreduje prvi
¢lan Taylor-ovog razvoja koga ne mozemo rekonstruisati, sto daje izraz (Ax)" f (r)
u gresci.

TEOREMA 5. (Posledica USLOVA A,) Ako frekvencijski odziv h(w) ima nulu

reda r u tacki w = m, svaka funkcija f(z), koja je r puta diferencijabilna, moze se
aproksimirati sa greskom reda (Axz)" = 27" svojom projekcijom f;(x) na prostor V;,

1f (@) = f;(@)]| < C(Az)"| £
tj.
(11) 1F(2) = a2 02z — k)| < C277(|f 7).
k
|
Ocenu koeficijenata bj ; u reprezentaciji (2) takode odreduje prvi ¢lan Taylor-

ovog razvoja koga ne mozemo rekonstruisati, jer se prvih r sabiraka anulira na
osnovu svojstva (10) da su momenti jednaki nuli.

TEOREMA 6. (Posledica USLOVA A,.) Ako frekvencijski odziv h(w) ima nulu
reda r u tacki w = 7 i ako je funkcija f(x) r puta diferencijabilna, njeni koeficijenti
talasiéa opadaju kao 2" (j — —o0),

(12) byul = ' [ 1@ =k d| < 20
1

Ovi koeficijenti direktno su povezani sa lokalnim svojstvima funkeije f(z). Od broja
r zavisi koliko je bazisnih funkcija potrebno za aproksimaciju Zeljene tacnosti. Sto
je funkcija vece glatkosti i r vece, koeficijenti u razvoju brze teze nuli i potrebno je
manje sabiraka za dobru aproksimaciju. Centralni problem je upravo na¢i pogodan
bazis koji daje dobru aproksimaciju sa nekoliko bazisnih funkcija. Ako je funkcija



96 GLAVA 5. OSOBINE TALASICA

glatka svugde, Fourier-ov bazis (trigonometrijske funkcije) obi¢no zadovoljava. Ako
funkcija ima konacan prekid, Fourier-ovi koeficijenti ne opadaju brze od 1/j (za-
datak 2.1). Za deo po deo glatke funkcije bazis talasi¢a je bolji. Koeficijenti ée
sporije opadati samo oko diskontinuiteta. Bazisom talasi¢a, koji je lokalan, mogu
se razdvojiti glatki delovi tako da se u okolini diskontinuiteta koristi finija rezolu-
cija (manja skala). To je upravo suStina aproksimacije funkcijama skaliranja i/ili
talasi¢ima.

Posledice USLOVA A, su iskazane redom formulama (6), (8), (10), (11) i (12).
Za cetvrtku i Haar-ove talasi¢e je r = 1. Pitanje je izbora parametra r u praksi.
Obicno je zadovoljavajudéi zahtev da funkcija ¢(x) bude dva puta diferencijabilna,
a to je za izbor r ~ 4. Glatkost funkcije skaliranja zavisi od uslova konvergencije
kaskadnog algoritma, s obzirom da u opStem slucaju ova funkcija nije poznata u
analitickom obliku, veé¢ je odredena grani¢nom vrednos¢u kaskadnog algoritma (ako
ova postoji).

5.3 Konvergencija kaskadnog algoritma

Egzistencija resenja dilatacione jednacine i glatkost dobijenog reSenja zavise od
osobina matrice T', definisane drugim izrazom u (3). Kao $to je napomenuto, ova
matrica je pridruzena gustini energijskog spektra filtera p(w) = 2|h(w)|? (form.
(4.29)). U slucaju ispunjenosti USLOVA A,., tatka w = 7 je nula reda 2r funkcije
p(w). Posledica toga je da su 1, 1/2,...,1/2?"~1 prvih 2r sopstvenih vrednosti
matrice T. Od osobina ostalih sopstvenih vrednosti ove matrice zavisi konvergencija
kaskadnog algoritma i glatkost aproksimacije.

Posledice USLOVA A, su :

Kaskadni algoritam konvergira u Lo ka funkciji skaliranja o(x) ako sops-
tvene vrednosti matrice T, koje nisu jednake 2=%, k=0,...,2r — 1, zado-
voljavaju uslov |A| < 1.

Funkcija skaliranja o(x) i talasié ¥(x) imaju s izvoda u Lo ako sopstvene

vrednosti matrice T, koje nisu jednake 27%, k=0, ...,2r—1, zadovoljavaju
uslov |\| < 47° (s nije vede od parametra r).

Dokazimo prvo posledicu Kaskadni algoritam (3.25) se moze zapisati i na

sledeéi nacin: 4 4
D () = 2h(k)p™ (2w — k).
k

Uobic¢ajeni izbor pocetne aproksimacije je cetvrtka ga(o)(x). Moze se izabrati i neka
druga funkcija kao pocetna aproksimacija, ali ona mora zadovoljavati uslov (9) (koji
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cetvrtka ocigledno zadovoljava), jer je to potreban uslov za konvergenciju kaskadnog
algoritma (zadatak 5). Konvergencija zavisi i od koeficijenata jednacine, tj. osobina
matrice T', posto se Ly konvergencija kaskadnog algoritma svodi na konvergenciju
stepene iterativne metode definisane nizom vektora a” = {a(?(n)},, i =0,1,...,

(13) "V =Tal, 0 (n) = (p!(2), o' (z+n)) = / P (@) (x+n) da,

za jednacinu
(14) a=Ta, a={am)}, a(n)= (o), ox+n)).
Zbir elemenata po kolonama matrice

T=(22FFT =MFT

jednak je jedan, pa je vektor e(—)'— = ( R . | ) levi sopstveni vektor
ove matrice,

T _ ol T T T T
egT=e) MF' =ey ' =¢y,

a odgovarajuca sopstvena vrednost je A = 1. Ilustrujmo prvo primerima zavisnost
konvergencije iterativnog algoritma od veli¢ine sopstvenih vrednosti matrice 7.

PRIMER 2. Analizirajmo filter h duzine N = 3, ¢iji koeficijenti h(0) = 1, h(1) =
ih(2) = —% zadovoljavaju USLOV A, da su sume koeficijenata sa parnim
neparnim indeksom jednake % Dilataciona jednacina ima oblik

1
2
i

o(r) = 2¢0(2z) + (22 — 1) — p(2z - 2).

U tacki ¢ = 0 vrednost funkcije skaliranja se udvostrucuje na svakom koraku
kaskadnog algoritma, jer je p(+1)(0) = 209 (0), sto znaci da kaskadni algoritam
divergira.

Da bismo odredili matricu 7', izra¢unajmo prvo

: 1 -1
11 2 2 1 -1
21-1 1 2

1 1 2 2

2FFT =

[\
=
DN | =

Operatorom (| 2) vrsi se dvostruki pomeraj, tj. uklanjaju se neparne vrste, pa je

6 1 -2
1l 21 6 1 -2

_ T _ =

T=(l22FF" =g Sl e
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U svim kolonama matrice T zbir elemenata je jednak jedan. Pocetna funkcija
kaskadnog algoritma je Getvrtka, te je al® = (...,0,1,0,...)". Dalje je

0 0

-2 -1

a) =7a0 = 6| = 3
-2 -1

0 0

Filtar je duzine N = 3, te je, na osnovu teoreme 3.1, nosa¢ funkcije skaliranja inter-
val [0,2]. Stoga su svi skalarni proizvodi u (13) jednaki nuli za |n| > 2. Algoritam
(13) definisan je samo centralnom podmatricom T reda 2(N — 1) — 1 =3,

L (1 2 0\ (-1 LT

a =Tyal’ =~ |1 6 1 3| == (16
2 2

0 -2 1) \—1 —7

Ocigledno je da brojevi rastu, tj. da kaskadni algoritam divergira. Matrica T ima
sopstvenu vrednost A = 5/2, koja je veca od jedan.

PRIMER 3. Filtar duzine N = 4 sa koeficijentima h(0) = 3, 2(1) =0, h(2) =0 i
h(3) = % zadovoljava USLOV A; i ortogonalan je u odnosu na dvostruki pomeraj,
jer su vektori

(.ootoolo.) i (.00001%1o001L . )

ortogonalni. Ocekivano resenje dilatacione jednacine

1/3, 0<xz<3

o(x) = p(22) + (22 — 3), jeste ®l0,3 () = { T
0 inace

Medutim, kaskadni algoritam samo slabo konvergira ka funkciji ¢ 3)().

() 3 () ()

Slika 5.1: Slaba konvergencija kaskadnog algoritma

Prema slici 5.1, funkcije ¢ (z) nisu ni u jednoj tacki jednake 1/3 veé su jednake 0
ili 1, ali povrsina odredena ovim funkcijama na svakom intervalu Ax tezi %Am. Brze
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oscilacije funkcija ¢ (x) su osrednjene integracijom, re¢ je o slaboj konvergenciji
ovih funkcija ka resenju dilatacione jednacine ¢ig 3)(x). Atribut “slaba” znaci da,
za svaku glatku funkciju f(z) konvergira skalarni proizvod, tj. integral,

— 00

3 3
(#9@) J@) = (o) S@). Gt [ O @ = [ 3@
0 0

Posledica slabe konvergencije jeste da razvucena ¢etvrtka nije ortogonalna na svoje
translacije, dok funkcije (¥ (z) jesu,

0= (@(i) (z), %0(1) (z+ n)) ad (‘P[o,3] (2), ©10,3] (z + ”))

Takode, na svakom koraku () (z) ima jedini¢nu energiju, dok je energija granicne
funkcije f((p(x))Z dr =1/3.

Matrica 2F F'T ima vrste koje sadrze niz %(1, 0,0,2,0,0,1). Prilikom formiranja
matrice T dvostrukim pomerajem uklanja se svaka druga vrsta. Kako je N = 4
posmatramo samo blok dimenzije 2(N — 1) — 1 =5,

0 1

2000
o=-lo 0 2 0 0
2 100 2
10

I ovoj matrici je zbir elemenata u svakoj koloni jednak jedan. Skalarnim proizvodima

¢etvrtke i njenih translacija odreden je pocetni vektor aéo) =0= (0 01 0 O)T.
él) = aéo). Stoga je i funkcija (M) (z) takode
ortogonalna na svoje translacije. Uopste, na svakom koraku je aél) = ¢. Medutim,
ovi skalarni proizvodi ne teze skalarnim proizvodima razvucene Cetvrtke @pg 3(z)

na intervalu 0 < z < 3. Skalarni proizvodi razvucene cetvrtke su elementi drugog

Mnozenjem sa Ts dobijamo isti vektor a

sopstvenog vektora % (1 2 3 2 l)T koji, kao i vektor §, takode odgovara sops-
tvenoj vrednosti A = 1. Naime, matrici T5 je A = 1 dvostruka sopstvena vrednost,
a ostale su —1, —% i % Stoga kaskadni algoritam ne konvergira u svakoj tacki, ve¢
samo u srednjem ka razvucenoj cetvrtki.

PRIMER 4. Koeficijentima h(0) = §, h(1) = 5 i h(2) = 1 definisana je dilataciona
jednacina krov funkcije. U primeru 3.8 pokazano je da kaskadni algoritam konver-
gira upravo ka toj funkciji. Matrica 2F F'T ima elemente %(1,4, 6,4,1). Kako je
duzina filtra N = 3, dvostrukim pomerajem definiS$emo matricu

1 4 1 0
T3 == g 4 6 4 5
01 4
sa sopstvenim vrednostima A : 1, %, i. Polazedi od pocetne aproksimacije odredene

cetvrtkom aéo) = (O 1 O)T7 mnozenjem sa T3 dobijaju se, u slede¢im koracima
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kaskadnog algoritma vektori

1 1 1 10 1 1
1 10 1

a3 je sopstveni vektor matrice T3 koji odgovara sopstvenoj vrednosti A = 1, sa
elementima koji su skalarni proizvodi krov funkcije i njenih translacija. Niz funkcija
¢ (z) uniformno (u svakoj tacki) konvergira ka krov funkciji.

Primetimo da kaskadni algoritam u primeru 2 divergira, a matrica 7' ima sop-
stvenu vrednost |A| > 1. U primeru 3. imamo samo slabu konvergenciju algoritma,
a matrica T ima dvostruku sopstvenu vrednost A = 1, ili viSe sopstvenih vrednosti
sa modulom jednakim jedan. U primeru 4. kaskadni algoritam uniformno konver-
gira; A = 1 je jednostruka sopstvena vrednost, a za sve ostale sopstvene vrednosti
vazi |A| < 1. Uslov za uniformnu konvergenciju je veé¢ u §4.6 pomenuti USLOV E
(eigenvalues), koji treba da zadovoljavaju ostale sopstvene vrednosti matrice T,

USLOV E Al < 1.

Pri tome, §to su ove sopstvene vrednosti manje funkcija skaliranja p(z) je vece
glatkosti. Dokazimo ovaj empirijski izveden zakljucak o konvergenciji iterativnog
algoritma (13). Prvo ¢emo dokazati da vazi veza (13).

LEMA 1. Rekurentna veza skalarnih proizvoda iteriranih funkcija skaliranja u kas-
kadnom algoritmu je

alt) =7al® = (| 2)2F FT a®

Dokaz: Uvedimo oznake vektora

ey ol 1)
e (z+1) oz +1)

Vektorski zapis kaskadnog algoritma glasi
&0 () = M®W (22) = (] 2)2F 8D (2x).

Dvostruki pomeraj (| 2) je posledica promene skale na 2z. Skalarnim mnozenjem
vektora tb(oij_l)(x) njegovom komponentom ¢+ (z) dobijamo vektor

al+l) — / oD ()@ ()
= /_O; (2 Zk: h(k)™® (22 — k)) ((l 2)2F<I’EQ(23:)) dzx

— 0o

= (| 2)2F (Z h(k) /OO o (u) @ (u + k) du)'
k
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n-ta komponenta vektora a(*t!) je odredena (n + k)-tom komponentom vektora
(4)
a )
/ P! () (u+ k +n) du = (S~ (n),

gde je S™% matrica pomeranja x(n) — x(n + k), tj. k-ti stepen matrice inverzne
matrici S filtra kasnjenja (videti zadatak 4.4). Kako je dalje

0
-0 Rh0O) -~ 0 - 0 0 0
> h(k)STF = : o : +
0 0 h(0) 0 0 0
0 0 h(n)
0 0 0 -
et : +---=F,
0 0 0

to je kona¢no _ _ _
alt) = (| 2)2F FTa® = Ta®.

Iz grani¢nog slucaja prethodne jednakosti (ako proces konvergira) sledi (14), sto
znaci da su skalarni proizvodi a(n) funkcije skaliranja p(z) sa ¢(x +n) komponente
sopstvenog vektora matrice T koji odgovara sopstvenoj vrednosti A = 1.

TEOREMA 7. Beskona¢na matricaT = (| 2)2FFT injena podmatrica Ton_1 uvek
imaju A\ = 1 kao sopstvenu vrednost. Stepena iteracija a®) = Tali=1) = Tia(0)
konvergira ka sopstvenom vektoru a = Ta ako i samo ako Ton_1 zadovoljava

USLOV E  Tyy_; ima sve sopstvene vrednosti |A| < 1, osim jedne |A| = 1.

Dokaz: Razvijmo pocetni vektor a(®) stepene iteracije po sopstvenim vektorima
v, matrice Ton—1 (v1 = a prema (14)),

a® =a+tcovetezva -

Tada, s obzirom da je A = 1 sopstvena vrednost koja odgovara sopstvenom vektoru
a, niz vektora odredenih iterativnim algoritmom konvergira ka vektoru a,

a =7%a® = a4+ CoNovy FezNivg 40— a

1—00

jer A — 0 kada i — oo ako je |\g| < 1. ]
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TEOREMA 8. Pretpostavimo da funkcija skaliranja ¢(x) € Lo. Kaskadni niz
¢ (z) konvergira ka funkciji skaliranja ¢(x) u Lo normi,

lim o — [ =0
71— 00
ako i samo ako T' zadovoljava USLOV E.

Dokaz: Gresku i-te aproksimacije mozemo predstaviti u obliku

1 = @ll? = 1le?]1? = 2(, ¢) + loll* = a?(0) — 26@(0) + a(0),

pri ¢emu je po definiciji

/@ oDz +0) d = o2,

p(@)p(x +0) de = |o|%,
a novi skalarni proizvod, koji se ovde javlja, oznacili smo sa
b (k) — / o (@) p(x + k) da.

Na osnovu teoreme 7. sledi konvergencija a(” (0) — a(0) kada i — oo. Pokazaéemo
da je b0+t = Tb( | te da niz vektora b() konvergira ka istom sopstvenom vektoru
a matrice 7. Na taj nacin —2b("(0) — —2a(0) kada i — oo, Gime je teorema
dokazana. Racun slican onom za niz vektora a(®), uz podseéanje da vektor ® . (x)
zadovoljava dilatacionu jednacinu @ (x) = M P, (2z), daje

b+ — /_Z o) ()P (2) dx
/ < Zh @) (22 — )> ((l 2)2F<1>00(2x)) da
=(12) 2F(Zh / O (u) ® o (u + k) du) =(12)2FF™® = Tb®,

Kako je sopstveni vektor odreden do na konstantu, dokazimo da je u ovom slucaju
graniéni vektor isti sopstveni vektor a. Pocetni vektor a(®) zadovoljava uslov

S aOm =Y [ OO+ de
k k e

= /_OO 90(0) €3] (Z %0(0)(ac + k’)) dt = / <p(0) (x)dx =1,

k — 00
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jer je >, ¢ (x + k) = 1 uslov pri izboru pocetne aproksimacije kaskadnog algo-
ritma. Isto vazi i za b(®,

> Ok =D /OO O (2)p(x + k) do
k k -0

- /oo P O(@) (Y ple+ k) dr = /DO P (z) do = 1,

—0Q k —0o0
jer je >, ¢(x + k) =1 (form. (9)). Stoga je, konacno,
lim o™ — |2 = lim (a(0) — 261 (0) + a(0)) = a(0) — 2a(0) + a(0) = 0.

Prostor Lo je kompletan, i egzistencija grani¢ne funkcije ¢(x) sledi iz ¢injenice
da norma [|(™ — |2 = 0 kada m i n teze oco.

Matrica T filtra koji zadovoljava uslove ortogonalnosti dvostrukog pomeraja ne
moze imati sopstvenu vrednost |A| > 1. Norma matrice T jednaka je Sup(|iL(w)|2 +
|h(w + m)[?) =1, a {¢(t + n)} je ortonormirani bazis, te je a = ¢ (primer 3.).

Interpretacija konvergencije kaskadnog algoritma u frekvencijskom domenu svodi
se na algoritam zasnovan na Fourier-ovoj transformaciji (§3.5),

o (W) = H h(w/2) | $9(w/2") konvergira u Ly ka  p(w) = H h(w/27).

5.4 Glatkost funkcije skaliranja i talasica

Prema dokazanom u §5.3, ako su sopstvene vrednosti matrice 7" manje od jedan,
osim jedne koja je jednaka jedan, grani¢na funkcija kaskadnog algoritma ¢(z) pri-
pada prostoru Lo, $to predstavlja minimalnu glatkost. Treba dokazati jos

Posledicu | 7.| USLOVA A,.: Funkcija skaliranja o(x) i talasié¢ ¥ (x) imaju s izvoda
2

u Ly ako sopstvene vrednosti matrice T, koje nisu jednake 27%, k =0,...,2r — 1,
zadovoljavaju uslove |A| < 47° (broj s nije veée od parametra r).

Kako s ne mora biti ceo broj, definigimo izvod funkcije f(x) € L4 pomocéu njene
Fourier-ove transformacije f(w). Funkcija f(z) ima izvod reda s u Lo ako je

1 [ .
(15) 151 = o= [ I do < o,

sto sledi iz Parseval-ove jednakosti (2.19) za energijske (L£2) norme izvoda reda s
funkcije i njene Fourier-ove transformacije (diferenciranje u frekvencijskom domenu
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se svodi na mnozenje ¢iniocem w). Ova definicija omoguéava da s bude razlomak
(i negativan). Ako je m < s < m + 1, gde je m ceo broj, kazemo da f(x) ima
glatkost reda s u tacki o ako se njen izvod f(™ ponasa kao |z — xo|*~™ lokalno
u okolini zo. Glatkost funkcije f(z) u domenu je odredena najmanjom glatkoséu
u tackama domena. Posto je talasi¢ ¢(z) kombinacija funkcija ¢(2x — k), dovoljno
je analizirati glatkost funkcije skaliranja ¢(x).

Sledecéa teorema govori o posledicama koje nastaju kada se poveca regularnost
filtra mnozenjem njegovog frekventnog odziva H(z) ¢iniocem koji je jednak nuli u
tacki 7, tj. kada se poveéa za jedan broj USLOVA A,.

TEOREMA 9. Mnozenje frekvencijskog odziva filtra H(z) ¢iniocem (1 4+ z71)/2
proizvodi sledece efekte

1. Sve sopstvene vrednosti matrice T' dele se sa 4.
2. Fourier-ova transformacija $(w) mnozi se sa (1 — e™") /iw.
3. Visi se konvolucija sa c¢etvrtkom funkcije skaliranja ¢(x) odredene polaznim
filtrom.
4. Funkcija skaliranja odredena novim filtrom ¢, (z) ima jedan izvod vise od
funkcije ().

Ako sopstvene vrednosti matrice T, koje nisu stepeni od 271, zadovoljavaju
uslov |\ < 475, p(z) i ¢ (x) imaju s izvoda u Lo. Gornja granica Smq. brojeva s,
kada je p(x) odredeno sa H(z) = (%)TQ(Z), jednaka je

(16) Smazr =T — 10g4|/\maﬂf(TQ)|7 T = (l 2)2FQF5'

Dokaz: Prva tacka tvrdenja sledi na osnovu teoreme 2. Cinilac (14 2z~1)/2 dva
puta deli sa dva sopstvene vrednosti matrice T, jer je ova generisana proizvodom
H(2)H(z71). Jedno deljenje sa dva odgovara matrici F, a drugo matrici F''.

Dokazimo drugu tacku tvrdenja. Prema formuli (3.29), funkcija skaliranja defi-
nisana novim filtrom u frekvencijskom domenu jednaka je

oo

- - 1 11 :
7 — - - 77,(4;/27 7 _ L 1 w2 R
I:Ih 2 *1;[ 3+ 3¢ lg;) = jl;[l(QJrQe )] P
Beskonaéni proizvod je izracunat u primeru 3.9, kao Fourier-ova transformacija
cetvrtke pg(z), tako da prethodni izraz glasi

1 . e*’bw

(17) Pnlw) = ——— W) = Po(w) Pw).

Treéa tacka tvrdenja neposredno sledi iz poslednje veze. Kako je Fourier-ova
transformacija konvolucije dve funkcije jednaka proizvodu njihovih Fourier-ovih
transformacija (form. (2.18)), sledi da je

() = (o * ) (2).
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Cetvrtu tacku tvrdenja teoreme dokazuje lema 2, koja sledi. Zakljucak je da se
glatkost funkcije skaliranja povecava za jedan ako filtar ima jednu nulu vise u tacki
w=m. ]

LEMA 2. Konvolucija v, (x) = (po * ¢)(x) ima (s + 1) izvoda ako i samo ako p(x)
ima s izvoda.

Dokaz: Prema (17), konvolucija éetvrtke i funkcije ¢(z) u frekvencijskom domenu
je mnozenje $(w) sa (1 — e~ ") /w. Taj ¢inilac nije po modulu veéi od 2/|w|. Ko-
risteéi (15) zakljuéujemo da @, (w) opada bar jedan red brze od $(w),

2
[e ) s ~ [e 9] s 2 R
| wreipneras s [ (;'w(wn) o

<4 / w2 |()[? do.

— 00

Poslednji integral je konacan kada ¢ ima s izvoda. Tada je i prvi integral konacan,
pa ¢, ima (s + 1) izvoda.
U vremenskom domenu izvod konvolucije ¢, () = (¢o * ¢)(x) je razlika

1 1
1) @ =g [ ee-na= [ ge-ti= @) -plz-1),

odakle takode sledi da funkcija ¢, (x) ima jedan izvod vise od funkcije ¢(x), i
uniformno (u svim tackama), kao i u srednjem (u smislu Lo norme).

Vazi i obrnuto. Ako ¢, ima s + 1 izvoda, onda ¢/, ima s izvoda. Iz (18) sledi
da p(z) — p(z — 1) ima s izvoda. Primenjujuéi ovaj zakljuéak N puta dolazimo do
osobine razlike funkcija

pa) —p(z = N) =[p(@) —p(z =D+ +[p(z = N+ 1) = p(z = N

da ima s izvoda. Ali funkcije () i p(z — N) imaju disjunktne kompaktne nosace,
te funkcija ¢(x) mora sama imati s izvoda. 1

TEOREMA 10. Ako ¢(x) ima s izvoda u Lo, vazi ocena s < r, gde je r red tacnosti
aproksimacije. Ako dopustimo da s ne bude ceo broj, mora biti s < r — 1/2.
Uniformno (u svim tackama) red glatkosti ne moze biti veéi od r — 1.

Dokaz: Ako funkcija ¢(x) € Lg, frekvencijski odziv odgovarajuéeg filtra h(w)
mora imati bar jednu nulu u tacki 7 (USLOV Ap). Analogno, da bi ¢(*)(x) € La,
odziv filtra mora imati nulu bar reda (s+1) u tacki . Stogajer > s+1,tj. s <r.

1

U preciznijoj oceni (16) (videti [26]) matrica Fg je matrica filtra sa frekvenci-
jskim odzivom Q(z). Glatkost s je uvek manja od tacnosti r (teorema 5), jer je
neki od pomenutih ¢inilaca, kojih je r, potreban za ostvarivanje sopstvenih vred-
nosti oblika 27,
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PRIMER 5. Cetvrtka ima s < 1/2 izvoda u Ly, jer je

2

oo o 1 — W
[ wPlpoifdo = [P |FE
—o0 — 00 w
< / |u)|2“‘—2 dw = 4/ w72 dw = ——— |w|?* < 0.
— o0 |w| —0o0 2s—1 —00

Grani¢na vrednost s, = 1/2 se ne dostize, jer je ocigledno da je za tu vrednost
parametra s majoranta neograni¢ena. Proverimo ocenu (16) na ovom primeru.
Filtar pridruzen ¢etvrtki je H(z) = (1 +271)/2, te je Q(2) =1, Fg = I. Matrica
To = (| 2)2I ima maksimalnu sopstvenu vrednost Ames = 2. Stoga je Smaz =
1—1log,2=1-1/2=1/2, sto je saglasno prethodnom zakljucku.

Za krov funkciju (splajn reda jedan) je smez = 3/2 (zadatak 6), a za Daubechies
funkciju Db2 je s;,q4: = 1. Red tacnosti aproksimacije i jednom i drugom funkcijom
je r = 2. Sto se tice uniformne glatkosti, Getvrtka je glatkosti nula (jer je prekidna
funkcija i nema izvoda u tackama prekida), splajn reda r — 1 je glatkosti r — 1
(napr. prvi izvod krov funkcije je prekidna funkcija), Daubechies funkcija Db2 je
glatkosti 0.55. Uopste, Daubechies funkcija DbN je odredena filtrom duzine 2N i
ima duzinu nosaca 2N — 1. Red tac¢nosti aproksimacije je IV, a glatkost se takode
povecava sa N, ali samo za 1/2 izvoda svaki put.

Rezimirajmo prethodno izvedene zakljucke. Red tacnosti aproksimacije r, odre-
den brojem is¢ezavajuéih momenata talasic¢a, i glatkost s funkcije skaliranja ¢(z)
zavise od sopstvenih vrednosti matrice filtra 1o, _1:

e Kaskadna konvergencija - zahteva da su sve sopstvene vrednosti |A| < 1,
osim jedne koja je A = 1.

1 1 7(l>2r_1.

o Aproksimacija reda 1 - zahteva sopstvene vrednosti A = 1, 5, 7,..., (5

e Glatkost - s izvoda u Lo zahteva da sve preostale sopstvene vrednosti
zadovoljavaju uslov |A| < 47%.

Zadaci

1. Dati su sledeéi filtri:

= i(la 27 1)a

16
1-+3,3-+3,3+3,1+3),

h
h=-(1,4,6,4,1),
h = g(
h=1(1,1,1).

Wl o=
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(i) Odrediti red ta¢nosti aproksimacije r na osnovu pravila sumiranja.
(ii) Napisati frekvencijske odzive navedenih filtara u obliku A(w) = (%)Zj(w).

(iii) Naéi za navedene filtre sopstvene vrednosti matrica My _1.

2. Oznacimo sa My matricu dimenzije N x N filtra H(z) = (%)N

(i) Napisati matricu M5 i naéi desne sopstvene vektore koji odgovaraju sop-
stvenim vrednostima A\ : %, %, %, %6 pomocu razlika sopstvenih vektora
matrice My.

(ii) Pokazati da su levi sopstveni vektori matrice My sume levih sopstvenih
vektora matrice M3 i konstantnog vektora (¢, ¢, ¢, ¢). Naéi pet levih sop-
stvenih vektora matrice Ms.

3. Ako koeficijenti h(k) zadovoljavaju uslov ortogonalnosti dvostrukog pomeraja
(USLOV 0), pokazati da je sredisnja kolona matrice T koordinatni vektor ¢. To je
sopstveni vektor matrice T za A\ = 1.

4. Nacrtati grafik funkcije oM (z) = (0 (22) 4+ ¢(©) (22 — 1), ako je
(a) »©(z) = cetvrtka na intervalu [1,2];
(b) ¢ (2) = krov funkcija na intervalu [0, 2J;
(¢) ¢ (z) = krov funkcija na intervalu [0, 1].

Da 1i konvergira kaskadni algoritam u svakom od navedenih sluc¢ajeva? Ako
konvergira, odrediti ¢emu konvergira, a ako ne, objasniti zasto.

5. Dokazati da su funkcije

PO@) =Y oM@—k) i PO@z)=> o2z k)
k k

jednake za bilo koju funkciju ¢(®) (z) i bilo koji filtar h(k) koji zadovoljava uslov
iL(’iT) = 0, tj. da mu je suma parnih koeficijenata jednaka sumi neparnih koefici-
jenata i jednaka 1/2. Na osnovu toga izvesti zakljucak da kaskadni algoritam ne
konvergira ukoliko pocetna aproksimacija go(o)(x) ne zadovoljava uslov

PO (z) = Z oD (z—n)=1.

6. Za Fourier-ovu transformaciju krov funkcije

pw) = (1 -e™)/w)?
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pokazati da je

/|w|28\¢(w)|2dw <o = s<3/
7. Zafiltre h = }[1,2,1] i h = }[1,3,2] nadi matricu T i njene sopstvene
vrednosti, i odrediti S,qz-

8. Objasniti zasto je glatkost -funkcije Smaz = —3.



Glava 6

Reprezentacija talasi¢cima

Funkcija skaliranja i talasi¢ se najces¢e ne mogu definisati u analitickom obliku,
veé samo rekurzijom. Rekurzivna priroda dilatacione jednacine karakteriSe i trans-
formaciju talasi¢ima (§2.4). Integrali kojima su definisani skalarni proizvodi se ne
ra¢unaju, veé¢ su koeficijenti u reprezentaciji funkcije na jednom multirezolucijskom
nivou odredeni istim takvim koeficijentima na susednom multirezolucijskom nivou
i koeficijentima dilatacione jednacine (tj. filtra).

U procesu dekomporzicije, koji se realizuje direktnom transformacijom, polazi
se od 27 aproksimacionih koeficijenata a0k, k=0,1,..., 27 — 1, i dobijaju se koe-
ficijenti razvoja funkcije po bazisu talasi¢a u najvise J koraka. U jednom koraku
dekompozicije 27 aproksimacionih koeficijenata odreduje 29! novih aproksima-
cionih koeficijenata i 277! koeficijenata talasiéa. Obrnuti proces je rekonstrukcija
funkcije i vrsi se inverznom transformacijom talasi¢ima algoritmom sli¢nim pomenu-
tom. Opisani postupak se efikasno realizuje tzv. piramidalnim algoritmom.

6.1 Piramidalni algoritam

Radi odredenosti, ne umanjujuéi opstost zakljuc¢aka, oznac¢imo sa V) prostor naj-
veée rezolucije, asa Vjy, J > 0, prostor najmanje rezolucije u nizu multirezolucijskih
prostora (3.1). Funkcija fo(z) € Vo moze se predstaviti razvojem (5.1),

folz) = Z 0,60,k ().
kez

U procesu dekompozicije cilj nam je da odredimo koeficijente u multirezolucijskoj
reprezentaciji te funkcije (5.2),

J
fox) = askprn(@) + YD bistk(x),

keZ j=1keZ

na osnovu poznatih koeficijenata ag . Rekonstrukcijom se odreduju koeficijenti
ag,, na osnovu poznatih koeficijenata ajp i bjx, j=J,..., 1.

109
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Podimo od dva uzastopna multirezolucijska prostora. Funkcija f_1(z) € V_1(z)
moze se predstaviti kombinacijom bazisnih funkcija p_; () = v/2¢(22 — k) pros-
tora V_;. Multirezolucijom se ovaj prostor razlaze na V_; = Vo ®@W) (form. (3.6)),
te se f_1(x) moze predstaviti zbirom svojih komponenti u prostorima Vg i Wy,

Za LkP—1,k( Z%k%k +Zb0k¢0k
= Zao,w x—k +Zbo,k¢ r—k
e e

Radi jednostavnosti formula pretpostavicemo da su bazisi ortonormirani.
Da bismo nasli rekurziju, translirajmo za k promenljivu z u dilatacionoj jednacini
(3.11) i jednacini talasi¢a (3.12), i stavimo n =1 — 2k,

(2) oz — k) = Z c(n)V2p(2z — 2k —n) =Y c(l — 2k) 1),
l

(3) Z d(n)V2p((2z — 2k —n) Zd(l —2k)p_1,(z).
1

(1)

Jednacine (2) i (3) pomnozimo sa f_;(x) i integralimo po z,

foa( x)de= | f-1 —k)dx = c(l —2k) | fo1(z)p—1,(x) dz,

/ )0,k ( / : / P-1,

[ Fr@nae)de = [ fa@ - ko= 3 d0-28) [ fa@erio)do
1

Bazisi su ortonormirani, te su a;; = (f-1,9;1),J = —1,0, i bo; = (f-1,%0,1)
Fourier-ovi koeficijenti funkcije f_1(x). Uvodeéi ove oznake u poslednje jednakosti,
dobijamo da se koeficijenti izra¢unavaju rekurzijom

(4) aok =Y cl=2k)a_rs,  box =Y d(l—2k)a_q,.
l l

Izrazimo (4) pomo¢u matrica banke filtara. Dvostruki pomeraj primenjen na
konvoluciju 3 c¢(k —1)a_1, daje > ¢(2k —)a_1,. U formuli (4) indeks koeficijenta
filtra je suprotnog znaka. te je rekurzija (4) definisana transponovanom matricom
C'" matrice filtra C' = {c(n)}, jer vazi

(5) c'(n)=c(-n),  d'(n)=d(-n).

Na primer, za filtar duzine ¢etiri, matrica C' i njoj transponovana matrica glase

c(0) 0 0 0
e(l) ¢0) 0 0 0o -
C= c(2) ¢(1) ¢0) O 0o - C ={c(n)},
c(3) ¢(2) (1) e¢0) 0 -
(3) ¢(2) (1
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0

(1) e(2) <3
0 ¢0) ¢(1) ¢(2) ¢(3)
cl = 0 0 ¢0) (1) <2 CT ={c"(n)} = {c(—n)}.
0 0 0 ¢(0) ¢(1)
0O 0 0 0 0

Ocigledno je da je (| 2)CT matrica koja definise prvu od formula (4) (dobijena
je brisanjem svake druge vrste matrice C'T). Analogno se zaklju¢uje da matrica
(1 2)DT definise drugu od formula (4). Dakle, prelazak sa jednog na drugi nivo
multirezolucije predstavlja podopsezno filtriranje pomoéu matrica CT i DT.

U opstem slucaju rekurzijom, zbog koje je transformacija talasi¢ima brza, u
procesu dekompozicije odredujemo koeficijente a; 1, i b, na osnovu poznatih koefi-
cijenata a;_1 . UoCimo analogiju sa filtrima, formula (4.26).

TEOREMA 1. Za funkciju ), aj_1,;-1,(x) koja pripada prostoru V;_; = V;&W;
Fourier-ovi koeficijenti a; 1, i b; , po novom ortonormiranom bazisu {@; 1 (z), ¥; ()}
racunaju se pomocu filtara c i d rekurzijom

(6) aj k= Z C(l — 2k)aj_1,l, bj7k = Zd(l - Qk)aj_u.

l l

Definisanjem vektora koeficijenata a; = {a;j 1} i b; = {b; 1}, piramidalni algoritam
analize u vektorskoj notaciji ima oblik

aj=(12)CTaj1,  b;=(12)D7aj,

i moze se predstaviti Semom

T T T
ap C_, aj C_, az —— 0 aAj-1 C_, ay
DTN\ DT\, N DTN\
b, bo b

Dokaz: Za j = 0 formula (6) se svodi na (4). Uopstenje za proizvoljno j sledi
iz dilatacione jednacine

k(@) =272 70 — k) = 277/2> " e(n)V2p(27 7w — 2k — n)
= Zc(l —2K)p;_1.().
l

U jednacini talasi¢a treba koeficijente ¢(n) zameniti koeficijentima d(n). Skalarni
proizvodi ovih jednacina sa f(x) daju rekurzije (6) za koeficijente a; s i b; . 1

U procesu rekonstrukcije sa bazisa {y; x(z), 1, x(z)} potrebno je vratiti se na-
trag na bazis {¢;_1,(x)}. Posto su bazisi ortonormirani, matrica filtra je ortogo-
nalna, te je inverzna matrica jednaka transponovanoj. Veza koja sledi je analogna
formuli (4.27) za filtre.
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TEOREMA 2. Fourier-ovi koeficijenti aj_1; neke funkcije po ortonormiranom bazisu
{¢j—1,1(x)} odredeni su Fourier-ovim koeficijentima a;y i b;; po ortonormiranom
bazisu {y; (), 1¥;:(x)} pomocu banke filtara sinteze, koja je u slucaju ortogonal-
nih filtara identi¢na banci filtara analize,

(7) aj—1,1 = Z(C(l — Qk)aij + d(l — 2k)bj7k).
k

Vektorski zapis piramidalnog algoritma sinteze glasi

ami=(c 0) 12 (y).

i moze se predstaviti slede¢om Semom

c c c
., aj-1 ., aj_2 -+ A . A

/D /" D /"D
b b1 by

ay

Dokaz: Za j = 0 izrazi (1), (2) i (3) daju identitet

Za 1k —1k( ZGOnSDOn +Zb0n¢0n x)
_ZQOn(Z (I —2n)p_1.4( >+Zbon<zdl—2n ()>
= Z(Z ag nc(l —2n) + b nd(l — 2n))>@_1,l($)7

odakle tvrdenje ocigledno sledi. Za ostale nivoe j dokaz se izvodi analogno.
Dokaz se moze izvesti i invertovanjem matricnog zapisa datog u teoremi 1.
Naime, kao resenje sistema linearnih jednacina

(&) =02 (5r) w2t 27y

direktno se dobija trazeni vektor koeficijenata

a1 = ((l 2) (C D)T)T (12;) —(C D)(12) (gj)

-
jer je (1 2) (gT> ortogonalna matrica. I

Ocigledno je da se transformacija talasi¢ima moze predstaviti i mnozenjem vek-
tora v matricom talasi¢a W. Ako se transformacija vrsi ortogonalnim talasi¢ima,
matrica W je ortogonalna, W' = W7, Transformacija talasi¢ima WMWT
proizvoljne matrice M je tada unitarna, dakle numericki stabilna, transformacija.
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6.2 Pocetni izbor koeficijenata

Postavlja se pitanje kako odrediti pocetni niz koeficijenata {aox }, tj. vektor ag, ko-
jim je definisan pocetni korak u dekompoziciji piramidalnim algoritmom. Ovi koefi-
cijenti su Fourier-ovi koeficijenti funkcije f(z) po ortonormiranom bazisu {¢(x—k)},

(8) aok = /f(x)w(x — k) dz.
Ako funkcija f(z) € Vo, ona se tacno predstavlja razlaganjem

(9) @) = aoplz — k).
k

Ako f(x) & Vg, suma (9) predstavlja ortogonalnu projekciju funkcije f(x) na pros-
tor V.

U slucaju da je funkcija zadata samo na diskretnom skupu tacaka, suma (9)
predstavlja reprezentaciju diskretnog signala f(n), te iz (9) sledi da je

(10) F0) = aowpln — k).
k

Trazeni koeficijenti su u ovom slucaju resenja sistema linearnih jednacina (10),
pri ¢emu je matrica sistema ciklitna matrica sa elementima ¢(n — k). NalaZenje
koeficijenata ag , naziva se pred-filtriranje.

Aproksimacijom integrala u formuli (8) sumom, pred-filtriranje se svodi na pri-
blizno izra¢unavanje trazenih koeficijenata kona¢nom sumom

(11) ak ~ Yy f(n)p(n— k).

Da bi se rekonstruisao signal u procesu sinteze mora se izvrsiti post-filtriranje (pos-
tupak suprotan opisanom) dobijenih koeficijenata ag .

Grafik funkcije skaliranja i talasi¢a. Najjednostavniji nac¢in da se generisu
grafik funkcije skaliranja i talasi¢a zasniva se na piramidalnom algoritmu sinteze
(7). Ako kaskadni algoritam (form. (3.25))

(12) D () => elk)V2pi (22 k), i=1,...,

k

konvergira, grani¢na funkcija je funkcija skaliranja ¢(x). Ukoliko za pocetnu funkciju
kaskadnog algoritma uzmemo Getvrtku ¢y (), u i-toj iteraciji izraz (12) predstavlja
aproksimaciju funkcije skaliranja pri rezoluciji 2% ¢etvrtkama, tj. deo po deo kon-
stantu na diadskim intervalima [27'k, 27%(k + 1)),

(13) 0D (z) = airpp(2'z — k).
k
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Pri tome su koeficijenti u reprezentaciji (13) jednaki
a_im=DM27) jerje @p(2'(n27") — k) =d(n—k).

Zbog konvergencije kaskadnog algoritma vrednosti a_;,, teze ka ta¢nim vrednos-
tima funkcije skaliranja ¢(x) u diadskim tackama. U aproksimacijama (13) za svako
i koeficijenti talasi¢a b_; j, su jednaki nuli.

Slika 6.1: Aproksimacije Db2 funkcije skaliranja i talasi¢a (2. i 10. iteracija)

Stoga za generisanje funkcije skaliranja polazimo od koeficijenata ag,, = d(n)
i bo,, = 0. Uzimajuéi u obzir zakljucak da je b_;, = 0 za svako %, inverzni
piramidalni algoritam (7) direktno daje aproksimacije vrednosti funkcije u diadskim
tackama
Ai—1,n :Zc(n—Zk)a@k, 1=0,—-1,....
k

Sa povecanjem broja nivoa rezolucije (indeksa iteracije i) tacke postaju sve gusée,
a aproksimacija vrednosti funkcije skaliranja u tim tackama sve tac¢nija (slika 6.1).

Ukoliko zelimo da generiSemo grafik talasi¢a, polazni skup koeficijenata u algo-
ritmu (7) je ap,n, =01 by, = d(n).

6.3 Diskretna transformacija talasi¢cima

Ako se talasi¢ posmatra kao visoko-frekvencijski filtar a funkcija skaliranja kao
nisko-frekvencijski filtar, niz kompresovanih talasic¢a zajedno sa funkcijom skaliranja
moze se posmatrati kao banka filtara (§4.3). Svaki od talasi¢a pokriva odredeni
spektralni opseg, a funkcija skaliranja pokriva preostali deo spektra koji obuh-
vata male frekvencije (velike skale). Stoga u analizi talasi¢ima obi¢no govorimo
o aproksimacijama i detaljima. Aproksimacije su nisko-frekvencijske komponente
funkcije na velikim skalama, a detalji su visoko-frekvencijske komponente funkcije
na malim skalama. Transformaciju funkcije talasi¢ima mozemo tumaciti kao pro-
lazak funkcije kroz pomenutu banku filtara. Izlaz su koeficijenti funkcija skaliranja
a; (aproksimacije) i koeficijenti talasi¢a b; (detalji). Analiza signala koja se
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vrsi propustanjem signala kroz banku filtara je stara ideja poznata pod nazivom
podopsezno kodiranje (engl. subband coding). Ovu tehniku su za kodiranje govornih
signala 1976. godine koristili Crochiere, Weber i Flanagan ([6]).

Diskretna transformacija talasi¢ima (DWT=Discrete Wavelet Transformation)
je algoritam kojim se koeficijenti talasic¢a i funkcije skaliranja odreduju na diadskim
skalama i u diadskim tackama.

Jedan korak u procesu filtriranja sastoji se u razdvajanju aproksimacije i de-
talja diskretnog signala, tako da se kao rezultat dobijaju dva signala. Oba signala
su duzine polaznog, ¢ime se udvostrucuje broj podataka. Kompresijom, odnosno
odbacivanjem svakog drugog podatka, polovi se duzina izlaznih signala, tako da
je ukupan broj podataka na izlazu jednak broju podataka na ulazu. Dobijena
aproksimacija je ulazni signal u sledeé¢em koraku (slika 6.2).

\

e

le

T W
><—>< >< \gA?’ o

Slika 6.2: Diskretna transformacija talasi¢ima (DWT)

Efekat izvrsenih transformacija je losija vremenska, a bolja frekvencijska rezolu-
cija izlaznih signala. Kompresija polovi vremensku rezoluciju, jer sada samo polo-
vina od ukupnog broja uzoraka karakterise ceo signal. Medutim, dekompozicija
udvostrucuje frekvencijsku rezoluciju, jer frekvencijski sloj svakog od izlaznih sig-
nala obuhvata samo polovinu prethodnog frekvencijskog sloja. Opisani postupak
je ve¢ pomenuto podopsezno kodiranje, i moze se ponoviti radi dalje dekompozi-
cije. Na svakom nivou filtriranje i kompresija ¢e dovesti do polovljenja frekvencij-
skog sloja (a time i do udvostru¢avanja frekvencijske rezolucije) i smanjenja broja
odbiraka za pola (tj. udvostrucavanja vremenskog koraka, a time i do polovljenja
vremenske rezolucije). U krajnjem sluc¢aju, ako originalni signal ima duzinu 2™,
DWT ima najvise m koraka tako da se na izlazu dobija aproksimacija kao signal
duzine jedan. DWT originalnog signala dobija se povezivanjem svih koeficijenata
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polazedi od poslednjeg nivoa dekompozicije. To je vektor koga ¢ine izlazni signali
[Aj, Dy,...,Ds, Di]. Broj koeficijenata DWT-a jednak je duzini polaznog signala.

Opisanim algoritmom, koji predstavlja sustinu diskretne transformacije talasi-
¢ima, vrsi se analiza, tj. dekompozicija signala. Asembliranje komponenti, da bi
se dobio polazni signal bez gubitka informacija, naziva se rekonstrukcija ili sinteza.
Matematicke operacije kojima se realizuje sinteza nazivaju se Inverzna diskretna
transformacija talasi¢ima (IDWT). Analiza talasi¢ima ukljucuje filtriranje i kom-
presiju, a proces rekonstrukcije talasi¢ima se sastoji od dekompresije i filtriranja.
Neophodno je rekonstruisati aproksimaciju i detalje, pre nego Sto se oni kombinuju.

e Algoritam dekompozicije DWT pocinje sa signalom f, zatim se odreduju
signali Al i Dl, zatim A2 i DQ, itd.

e Algoritam rekonstrukcije IDWT pocinje od signala A; i D, na osnovu
kojih se izra¢unava signal A;_1, zatim se signalima A;_; i D;_; odreduje
signal A;_o, itd.

Brza transformacija talasi¢ima (FWT = Fast Wavelet Transformation). Mal-
lat ([17]) je 1988. godine razvio efikasan postupak za razlaganje signala pomoéu
filtara na aproksimaciju i detalje, koji se zasniva na matri¢noj interpretaciji pirami-
dalnog algoritma (teorema 1). Matrice filtara C'T i DT se kompresuju brisanjem
svake druge vrste, tako da se dobijaju pravougaone matrice (| 2)CT i (| 2)DT
sa dvostruko veéim brojem kolona nego vrsta. Spajanjem ovih matrica u jednu
kvadratnu matricu (videti §4.4), tako §to se ispod matrice (| 2)C'T nadoveze ma-
trica (| 2)DT, diskretna transformacija talasi¢éima na jednom koraku realizuje se
mnozenjem ulaznog vektora a;_; tako dobijenom matricom

(19 () =02 (5) are

Inverzni algoritam je definisan transponovanom matricom rekurentnom formulom
(teorema 2.)

(15) a1 =(C D)(12) (f)j)

FWT algoritam je analogan FFT algoritmu u Fourier-ovoj analizi. Za signal duzine
n broj racunskih operacija FWT je O(n), dok je kod FFT-a taj broj O(nlnn).
Algoritam je u potpunosti rekurzivan.

PRIMER 1. Ilustrujmo primenu FWT algoritma u analizi signala duzine osam
x = (37, 35, 28, 28, 58, 18, 21, 15), datog u primeru 4.2. Maksimalni broj nivoa
razlaganja u ovom sluéaju je J = 3 (2% = 8). Pocetni uzorak éemo oznagiti kao
nulti nivo. Radi jednostavnosti, koristi¢cemo Haar-ov talasi¢ odreden cetvrtkom,
koji je ortogonalan u odnosu na translaciju.

Nivo 0: Pocetna aproksimacija je dati signal,

ag=(37 35 28 28 58 18 21 15)'
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Prema (14), za j = 1, posle prvog koraka FWT dekompozicije

Nivo 1:
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Nivo 2: Ulazni signal je sada aproksimacija odredena vektorom a; na prethodnom
nivou,

1 10 0 36
QZLO L 1] 5|28
4 V2 1 -1 0 o0 38
10 0 01 -1 18

§to daje aproksimaciju as = 2 (3;) 1 detalj by =2 <140)

Nivo 3: Primena FWT algoritma na aproksimaciju odredenu vektorom ao,

1 /1 1
2v2 =—— 2 (32)
2 V2 1 -1 28
na poslednjem mogucem nivou za ovaj obim podataka daje vektore dimenzije jedan,

aproksimaciju ag = 2v/2 (30) i detalj by = 2v/2 (2).

Potpuna FW transformacija datog signala kratko se moze prikazati Semom:

[37 35 28 28 58 18 21 15]

/ N\
[36 28 38 18] 10 2 3
SN
(16) 410

N\

BNIEN
[\

2 4 10 1 0 20 3

Niz brojeva ispod linije u Semi (16), odreden aproksimacijom na poslednjem nivou
i detaljima na svim nivoima redom od poslednjeg do prvog, predstavlja koeficijente
talasi¢a signala x. Ostali smo duzni da objasnimo za$to su u Semi izostavljeni ste-
peni broja dva, 27/2, koji se javljaju kao mnozitelji u vektorima a; ib;. Ovaj ¢inilac
se skrac¢uje sa faktorom normiranja odgovarajuée funkcije skaliranja ili talasica, jer
je, prema form. (5.2), reprezentacija signala talasi¢ima

o) = Y a2 (2 — ) + 3 Y a2z — 1
J k

k
=Y ane In—k) + D> b2 n—k).
k ik

Koeficijenti @y = ayx277/2 1 bj = b;1277/? su upravo koeficijenti talasi¢a iz
seme (16). Graficki prikaz aproksimacije i detalja signala x dat je na slici 6.3
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60
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0

Slika 6.3: Komponente signala u aproksimacionom prostoru i prostorima talasic¢a

Rekonstrukcija signala x na osnovu datih vektora as, bs, by i by vrsi se pi-
ramidalnim algoritmom sinteze, ¢iji je matriéni zapis dat izrazom (15). Zapisa-
¢emo samo poslednji korak rekonstrukcije, s obzirom da je algoritam analogan al-
goritmu dekompozicije koji je detaljno objasnjen, osim $to se u ovom sluc¢aju koriste
transponovane matrice,

37 1000 1 0 0 0
35 1000 -1 0 0 0
28 0100 0 1 0 0
2 1 ]l]o1 00 0 -1 0 0 13
58‘%00100010‘/5
18 0010 0 0 -1 0 0
21 0001 0 0 0 1 2
15 0001 0 0 0 -1 3

Za veéinu signala najvazniji deo je nisko-frekvencijski sadrzaj. Visoko-frekven-
cijski sadrzaj odreduje detalje i nijanse. Uzmimo primer ljudskog glasa. Ako uk-
lonimo visoko-frekvencijske komponente, glas ¢e zvucati drugacije, ali se jos uvek
moze razaznati Sta je receno. Medutim, ako uklonimo dovoljno nisko-frekvencijskih
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komponenti, govor postaje nerazumljiv. Diskretnom transformacijom talasi¢ima,
pri odgovaraju¢em izboru filtara C'i D, mogu se za detalje b;;, na razlic¢itim nivoima
Jj dobiti po apsolutnoj vrednosti vrlo mali brojevi ili nula (videti zadatak 1). Tada
se kodiranje signala svodi na kodiranje poslednje aproksimacije a jj, i onih koefi-
cijenata detalja b;; koji su iznad izabranog praga. Ako se veéi broj detalja moze
zanemariti, s obzirom da poslednja aproksimacija sadrzi 27 (J je broj nivoa dekom-
pozicije) puta manje podataka nego ulazni signal, postize se pri obradi signala
znacajna usteda u vremenu i memorijskom prostoru.

PRIMER 2. TIlustrujmo na jednostavnom signalu iz primera 1. tehniku “odse-
canja”, tj. zamenimo nulom sve koeficijente talasiéa koji su odredeni semom (16),
a nisu veéi od zadatog praga. Za dve vrednosti praga, PR = 2 i PR = 4, rekon-
strukcija modifikovanih signala je prikazana na sledecoj Semi:

2 410 1 0 2 3

/ PR=2 \ PR=14

[30] 0 4 10 o0 0 20 3 30] 0o 0 10 0 0 2 o0
(30 30] 4 10 0 0 20 3 30 30] 0 10 0 0 20 0

|3426402O 0 0 20 3 |30304020 0 0 20 O

(34 34 26 26 60 20 23 17| (30 30 30 30 60 20 20 20]

Pri pragu PR = 2 dva koeficijenta talasi¢a zamenjeni su nulom, a kako je jedan
koeficijent ve¢ bio nula, signal se zapisuje sa pet umesto osam podataka. Pri pragu
PR = 4 pet koeficijenta talasi¢a postaje nula, te se signal zapisuje samo sa tri
podatka. Na slici 6.4 je graficki prikazan efekat “odsecanja” za dve analizirane
vrednosti praga.

Ocigledno je da se na ovaj nacin signal izravnava, i to vise $to je prag vedi.
Ukoliko nam nije jako vazna precizna rekonstrukcija polaznog signala, ve¢ nam
je mnogo vaznija kompresija, izabracemo veéu vrednost praga. Na taj nacin se
radikalno smanjuje broj podataka kojima definiSemo signal, na racun kvaliteta
rekonstruisanog signala (u smislu njegove bliskosti za polaznim signalom). Sto
je prag manji, dobijeni signal se manje razlikuje od polaznog, ali je za njegovo
pamcenje potreban veéi broj podataka.

Problem granice. DWT algoritam se zasniva na jednostavnoj Semi — delovanje
operatorima konvolucije i kompresije za dva, te se standardno primenjuje na signal
¢ija je duzina stepen broja dva. Signal koji ne zadovoljava ovaj uslov mora se
pre primene DWT algoritma produziti tako da mu duzina bude stepen broja dva.
To se obi¢no radi na jedan od sledeca tri nacina: dopunom nulama, periodi¢nim
produzenjem, ili simetriénim preslikavanjem grani¢nih vrednosti (simetrizacija), kao
lik u ogledalu. Nedostatak dopunjavanja nulama je pojava veStackog singulariteta
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Slika 6.4: Polazni i kompresovani signali

na granici. Nedostatak simetrizacije je diskontinuitet prvog izvoda na granici, ali
je ova metoda u opstem slucaju pogodna pri obradi slike. Prednost periodi¢nog
produzenja je ta sto nema dodatnih koeficijenata, ali je malo koji signal periodican.

Diskretna paket analiza talasi¢ima (DWPA = Discrete Wavelet Packet Analy-
sis).  Raznovrsnost i efikasnost DWT algoritma moze biti znacajno povecéana
koris¢enjem njegovog opstijeg oblika, paket analize talasi¢éima. Nasuprot DWT
algoritmu, kojim se dekomponuju samo nisko-frekvencijske komponente (aproksi-
macije), DWPA algoritmom se dekomponuju i visoko-frekvencijske komponente
(detalji). Drugim rec¢ima, na svakom koraku se razlazu i nisko-frekvencijski i visoko-
frekvencijski slojevi signala.

Zadaci

1. Neka je S(z — 1/3) jedini¢na deo po deo konstantna funkcija sa skokom u tacki
x =1/3, gde je
1, x>0,

S@) = {1 x < 0.

Njeni skalarni proizvodi a; ; sa Cetvrtkama ¢; ,(x) ée biti nula za oko jednu treéinu
od ukupno 27 cetvrtki na intervalu [0, 1]. Koliko ¢e skalarnih proizvoda b; ove
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funkcije sa Haar-ovim talasi¢ima ) () biti nula?

2. Koriséenjem piramidalnog algoritma za dekompoziciju (6) i rekonstrukciju (7),
napisati program u MatLab-u za reprezentaciju i kompresiju signala f(x) funkcijom
skaliranja i talasi¢ima, koji su odredeni zadatim filtrom.

Pri rekonstrukciji signala kona¢ne duzine, vrednosti potrebne za izracunavanje
na granicama signala f(k), k € [~ K, K], odrediti na jedan od slede¢a tri na¢ina:
(a) Produzenjem signala nulama, f(k) =0, |k| > K.

(b) Periodi¢nim produzenjem signala, f(k + 2K) = f(k).
(c) Simetriénim produzenjem signala, f(—K—k) = f(-K+k)i f(K+k) = f(K—k)
zak=1,2....

3. Koriséenjem piramidalnog algoritma za dekompoziciju (14) i rekonstrukeiju (15),
napisati program u MatLab-u za reprezentaciju i kompresiju signala f(z) zadatim
filtrom.

4. Koridéenjem piramidalnog algoritma za rekonstrukciju (7), napisati program u
MatLab-u za crtanje grafika funkcije skaliranja i talasi¢a koji su odredeni izabranim
filtrom (videti §6.2).
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Primeri talasic¢a

Koje funkcije mogu biti talasici?

Videtemo, na osnovu primera talasi¢a koji ¢e biti navedeni, da se pojam talasic¢a
dat u §3.6 moze uopstiti. Ako je funkcija ¥ (x) neprekidna, ima momente jednake
nuli i brzo opada po modulu ka nuli kada x — oo, ili je nula van nekog konaé¢nog
intervala, mogla bi biti talasi¢. Funkcija ¥ (z) ¢e biti nazvana talasié¢, ako famili-
ja dilatacija i translacija te funkcije omoguéava da se sve funkcije ¢ija je energija
konac¢na rekonstruisu koris¢enjem detalja na svim skalama. Nije neophodno posto-
janje odgovarajuce funkcije skaliranja p(z). Postoje talasiéi kojima nije pridruzena
funkcija skaliranja, na primer Morlet-ov talasié¢ (§7.5).

Osobine koje su bitne pri konstrukciji i izboru talasic¢a su:

e Ogranicen nosad talasiéa ¢ (x) i funkcije skaliranja ¢(z), ili njihovih Fourier-
ovih transformacija 1(w) i @(w), §to se moze oslabiti zahtevom da te
funkcije brzo konvergiraju ka nuli u beskonacnosti, bilo po vremenu ili
frekvenciji. Ova osobina odreduje vremensku i frekvencijsku lokalizaciju.
Talasi¢u sa ograni¢enim nosacem je pridruzen konacan (FIR) filtar, pa su
sume u piramidalnom algoritmu (form. (6.6) i (6.7)) konacne.

e Ortogonalnost (ili biortogonalnost) je pozeljna osobina. Posledica ove oso-
bine je jednakost Lo normi funkcije i niza njenih koeficijenata u razvoju
po talasi¢ima (Parseval-ova jednakost). Dalje, transformacija ortogonal-
nim talasi¢ima je unitarna, $to znaci da je numericki stabilna. Racunski
algoritam je brz i ne zauzima mnogo memorijskog prostora. U ortogonal-
noj multirezolucijskoj analizi projekcioni operatori na razli¢ite potprostore
daju optimalne aproksimacije u smislu £5 norme.

e Simetrija. Ako su funkcija skaliranja i talasi¢ simetri¢ni, filtri u opstem
sluc¢aju imaju linearnu fazu. Ako nisu simetri¢ni, moze do¢i do distorzije
faze, Sto je posebno nepozeljno u obradi zvucnih signala. Ova osobina je
korisna i pri obradi slike, kao dvodimenzionog signala. Simetrija iskljucuje
ortogonalnost (osim u slu¢aju trivijalnog Haar-ovog filtra).
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e Regularnost je bitna za glatkost rekonstruisane funkcije, signala ili slike.
Takode, veéa glatkost obezbeduje bolju frekvencijsku lokalizaciju filtrima.
I u numerickoj analizi pozeljna je glatkost bazisnih funkcija, posebno tamo
gde se koriste izvodi.

e Broj iscezavajucih momenata talasiéa i, ako postoje, funkcije skaliranja
bitan je pri kompresiji, koja se sastoji u zanemarivanju malih koeficijenata.

e Broj isc¢ezavajucih momenata dualnog talasiéa odreduje, u slucaju glatkih
funkcija, brzinu konvergencije aproksimacije talasi¢ima.

o Racionalni koeficijenti. U rac¢unarskim implementacijama korisno je da su
koeficijenti filtra racionalni brojevi. Algoritmi su jos efikasniji ako su koe-
ficijenti diadski racionalni brojevi, jer se u ra¢unaru mnozenje stepenom
broja dva vrsi pomeranjem bitova, $to je vrlo brza operacija.

o Analiticki izrazi ne postoje uvek za talasi¢e i funkciju skaliranja, ali je
nekada pozeljno imati ih.

e Interpolacija. Ako funkcija skaliranja zadovoljava uslove ¢(k) = §(k),
k € Z, onda je trivijalno naci funkciju iz prostora V; koja interpolise po-
datke zadate na mrezi sa korakom 27, jer su koeficijenti jednaki podacima.

Nige moguce konstruisati talasi¢ koji ima sva ova svojstva.

Stoga su konstruisane razli¢ite familije talasic¢a, zavisno od toga koje osobine su
korisniku bile vaznije. Podimo od talasi¢a koje smo do sada najcesée pominjali.

7.1 Daubechies talasiéi

O familiji Daubechies talasi¢a DbN bilo je dosta re¢i do sada. Nemaju eksplicitan
izraz, izuzev Haar-ovog talasi¢a Db1. Odredeni su filtrima Dy, za koje zapis gustine
energijskog spektra (teorema 4.3) ima oblik

2N-1 2
(1) |é(w)|* =2 ( Z h(k)elk‘”> = (cos® %)N Q (sin %)
k=0

Izborom reda N definisani su razliciti filtri, a sa njima i razli¢iti talasiéi tzv.
Daubechies familije talasi¢a. Konstrukcija Daubechies filtara objasnjena je u §4.5.

Duzina nosaca talasi¢a ¢ () i funkcije skaliranja ¢(z) je (2N —1), a broj is¢ezava-
juéih momenata talasi¢a 1(z) je N. Ortogonalni su. Regularnost im se poveéava
sa redom N, funkcije 1 (z) i ¢(x) pripadaju klasi C*V, gde je u ~ 0.2 za veliko N.
Osim Haar-ovog talasi¢a Dbl, ostali nisu simetri¢ni, ¢ak je kod nekih asimetrija
jako izrazena (slike 3.14 i 3.15).
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Symlet talasiéi, SymN. Predstavljaju modifikaciju Daubechies talasi¢a, koja
je ucinjena da bi se popravila njihova simetrija. Ipak, kako bi se zadrzala jednos-
tavnost Daubechies talasi¢a, oni su samo skoro simetri¢ni. Konstruisani su filtrima
odredenim drugacijim grupisanjem ¢inilaca funkcije (1) u funkcije é(w) i é(w), u
odnosu na izbor koji odreduje Daubechies filtar. Naime, u §4.5 je objasnjeno da
izborom frekvencijskog odziva é(w) tako da su mu svi koreni po modulu manji
ili jednaki jedan, dobijamo Daubechies filtar Dy minimalne faze, koji odreduje
Daubechies talasi¢ DbN. Drugacijim izborom dobijamo filtar veée simetrije, koji
generiSe talasi¢ SymN. Stoga su ostale osobine ovih talasi¢a sli¢ne osobinama ta-
lasi¢ca DbN. Kao $to je ve¢ napomenuto, ne moze se posti¢i potpuna simetrija u
okviru ortonormiranog bazisa talasi¢a sa kona¢nim nosa¢em, osim Haar-ovog Dbl
talasica.

Slika 7.1: Coiflet funkcija skaliranja i talasié¢

Coiflet talasié¢i, CoifN. Konstruisala ih je Ingrid Daubechies na zahtev svog
kolege Ronalda Coifmana, po kome su i dobili ime. Da bi se pocetni niz koefici-
jenata (6.8) piramidalnog algoritma $to jednostavnije i tacnije racunao, korisno je
da i momenti funkcije skaliranja $to viseg reda budu jednaki nuli. Na taj nacin,
zamenom funkcije f(x) njenim Taylor-ovim razvojem dobija se da je

Wjm = /f(x)w/%(ﬁx —n)ds = 2*j/2/f(2j(t +n))p(t)27 dt

~ 20/2 Z 4f(k)li|2j") /tkgo(t) dt = 2772 f(27n),
- !

jer je nulti moment funkcije skaliranja [ p(z)dz = 1. Greska je to manja sto je
[ zFp(z) de = 0 za vece k. Povecanje broja uslova povecéava duzinu nosaca talasica.
Talasi¢ CoifN ima 2N, a odgovarajuca funkcija skaliranja ima 2N — 1 momenata
jednakih nuli. Obe funkcije imaju nosa¢ duzine 6 N — 1. Manje su asimetri¢ni od
talasi¢a DbN. U odnosu na duzinu nosaca CoifN je uporediv sa talasi¢ima Db3N i
Sym3N, a u odnosu na broj is¢ezavaju¢ih momenata talasi¢a uporediv je sa Db2N
i Sym2N. Koriste se u numerickoj analizi.

Vise o talasi¢ima DbN, SymN i CoifN, kao i vrednosti koeficijenata filtara koji
ih definiu, za razli¢ito N, moze se naéi u [8].
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7.2 Biortogonalni talasic¢i

Svakome ko se bavi podopseznim filtrima poznato je da su simetrija i savrsena
rekonstrukcija protivurecni zahtevi, ukoliko se isti FIR filtri koriste za analizu i sin-
tezu. Ako se odustane od poslednjeg zahteva, simetrija je mogucéa. Tako dolazimo
do simetri¢nih biortogonalnih bazisa talasiéa.

Umesto jednog, konstruisu se dva niza multirezolucijskih prostora

Vj-‘er: =15 f)j+Wj: Njfl.

Sume prostora su direktne (prostori nemaju zajednickih elemenata), ali u opstem
slu¢aju nisu ortogonalne. Ortogonalnost postoji medu prostorima razli¢itih multi-
rezolucija R R

Bazisi ovih prostora su biortogonalni.

Interpretirajmo biortogonalnost bazisa preko biortogonalnih filtara. Ako se sa
Hy(z) oznaci nisko-frekvencijski filtar i sa Hi(z) visoko-frekvencijski filtar banke
analize, a sa Fy(z) oznaéi nisko-frekvencijski filtar i sa Fy(z) visoko-frekvencijski
filtar banke sinteze, uslovi savr3ene rekonstrukcije glase (form. (4.46)):

(2) Fo(2)Ho(2) + Fi(2)H1(2) = 2,

(3) FO(Z)FO(—Z) + (z)ﬁl(—z) =0.

Odzivi Ho(2), Hi(z), Fo(2) i F1(2) su polinomi (i sa negativnim stepenima z), jer
je re¢ o FIR filtrima, te iz (2) sledi da Ho(z) i H1(z) nemaju zajednickih nula.
Stoga ¢e (3) vaziti za svako z samo ako su zadovoljeni uslovi

(4) Fi(2) =p(z) Ho(—2) i Fo(z) = —p(z) Hi(—2).
Zamena veza (4) u (2) daje jednakost
p(z)(ﬁo(fz) Hi(z) — Ho(z)ﬁl(fz)) =2,

koja je moguéa samo ako je p(z) polinom oblika p(z) = cz¥. Ako se u (4) u polinomu
p(z) stavi da su konstante ¢ = 1 i k = —1, dobijaju se veze

(5) Hy(z) = 2"'Fo(=2),  Fi(z) =2""Ho(~2),

koje, kada se uvrste u jednakost dobijenu konjugovanjem uslova (2), daju
(6) Ho(2)Fo(2) + Ho(—=2)Fo(—2) = 2.
Predstavljajuéi polinome H;(z) i F;(z), i = 0,1, u obliku

N; M;
(1) Hix)= ) mk)t FE= ) fikr =01,
k=—M,;

k=—N;
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u izrazu (6),
2. 2 Mo® o)™ + 3 3 (=1 hok)foli) ™" = 2
k J
tj.
Z <Zh0 ) fo 2l+k)> =1,
dobija se uslov ortogonalnosti dvostrukog pomeraja za biortogonalne filtre

(8) Zho )fo(21 + k) = 6(k).

Zadavanjem nisko-frekvencijskih filtara Hy(z) i Fy(z) vezama (5) odredeni su visoko-
frekvencijski filtri. Uzimajuéi u obzir pretpostavljenu simetriju filtara h;(k) =
hi(—=k) 1 fi(k) = fi(—k), kao i pretpostavku da su koeficijenti filtara realni brojevi,
dobija se odziv visoko-frekvencijskog filtra analize

=21 folk)(—=2 Zfo A Zfol—J 1)tz
k
i, slicno, odziv visoko-frekvencijskog filtra sinteze

=2""Y ho(k)(—2 Zho 1—j)(~1)7 "z
k

Poredenje dobijenih polinoma sa (7) za i = 1, daje veze koeficijenata filtara

(9) hi(n) = (1" fo(L=n),  filn) = (=1)" " ho(1—n).

Koeficijentima biortogonalnih filtara definisani su biortogonalne funkcije skaliranja
i talasié¢i

Zho (22 — k), —QZfo @2z — k),
Zhl o2z — k), _QZfl @(2x — k).

(10)

Iz uzajamne ortogonalnosti prostora V; L W, i V; L W; i uslova (8) i (9) sledi
biortogonalnost bazisa (form. (2.7))

(P Vi) =0, (Bjks ¥jx) =0,
Wik dax) =00 = D)ok = K).  (pjk, Pjxc) = 0k — K),
gde su funkcije dualnog bazisa jednake

Gin(x) =273z — k),  Piu(x) =272pQ2 7z — k).
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Posledica biortogonalnosti ova dva sistema funkcija jeste da se proizvoljna funkcija
g(x) € L2(R) moze predstaviti razvojima

9(@) = a;xpik@),  ajx = (9, pin) = /Q(I)sﬂj,k(x) dx,
k

(11) .
g(z) = Zzbj,ki/fj,k(x)a bik = (9, Vi) = /g($)¢j,k($) d.
ik

Piramidalni algoritam (6.6) definisan je filtrima analize,

ajk = Z ho(l — 2k)a; -1, bk = Z hi(l —2k)a;_1,,
l l

a inverzni piramidalni algoritam (6.7) definisan je filtrima sinteze,

aj—1,1 = Z(fo(l — 2]6)04]',]@ + fl(l - 2]€)bj’k).

k

Biortogonalni bazisi mogu zameniti uloge, tako da se tilda funkcije koriste u
analizi a ove druge u sintezi. Izbor zavisi od regularnosti i broja iSCezavajucih
momenata jednih i drugih. Ako v;; i v¥; obrazuju dualne Riesz-ove bazise ta-
lasi¢a sa ogranicenim nosacem, tada postoji veza izmedu broja iS¢ezavajuc¢ih mo-
menata jedne funkcije i regularnosti druge funkcije ([8]): ako ¥ € C™, tada je

Slika 7.2: Biortogonalne funkcije skaliranja ((a) i (¢)) i talasiéi ((b) i (d))
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[aFp(z)dt = 0,k = 0,...,m. Pri tome je bolji izbor sinteza po regularnijim
talasi¢ima, u ovom slucaju QZJ(x) (kao u (11)), jer je time pored glatkosti aproksi-
macije obezbedena i veéa kompresija. Zbog (m+1) iséezavajuéih momenata talasié¢a
() kojima su odredeni koeficijenti u razvoju, veéi broj tih koeficijenata za glatke
funkcije g(x) ¢ée biti zanemarljivo mali.

TIustracije radi, na slici 7.2 prikazani su dualna funkcija skaliranja (c) i dualni
talasié¢ (d) pridruzeni krov funkciji (a) i njoj odgovarajuéem talasié¢u (b). Filtri koji
generisu ove funkcije jednaki su

k -2 | 1 0 1 2
2 - ho(k) 0 1 2 1 0
4 fo(k) ~1 6 2 | -1
A4-m(k) | -1 | -2 6 | —2 | -1
2 fi(k) 0 | -1 2 | -1 0

Prednost biortogonalnih nad ortonormiranim bazisom je i u moguénosti kon-
strukcije simetri¢nih filtara, a time i simetri¢nih talasi¢a. To se moze postié¢i kon-
strukcijom interpolacionih funkcija skaliranja ili izborom kardinalnih B-splajnova
za funkcije skaliranja, o ¢emu ée biti re¢i u naredna dva odeljka. Sve funkcije,
uklju¢ujuci i dualne, imaju kompaktne nosace i linearnu fazu. Koeficijenti filtara
su diadski racionalni brojevi. To je razlog $to u jednacinama (10) normiranje nije
vréeno koeficijentom /2, veé¢ se samo u dualnim jednac¢inama javlja koeficijent 2.
Nedostatak ovih talasi¢a je sto su dualne funkcije male glatkosti.

7.3 Interpolacioni talasic¢i

Interpolacioni talasi¢i predstavljaju ekstremni sluc¢aj biortogonalnih talasica, kada
su dualna funkcija skaliranja, a time i dualni talasi¢, predstavljeni kombinacijom
Dirac-ovih funkcija. Oni imaju mnoge dobre osobine, kao §to su

e simetrija;

koeficijenti u reprezentaciji funkcijom skaliranja su vrednosti fizicke veli¢ine
u diadskim tackama, pa mozemo reéi da su identi¢ne fizicka reprezentacija
i reprezentacija funkcijom skaliranja;

e momenti i koeficijenti u reprezentaciji lako se odreduju;

bazisne funkcije mogu se odrediti ne resavajuéi problem sopstvenih vred-
nosti;

daju tacniju aproksimaciju.
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Zbog navedenih osobina posebno su pogodni za modelovanje parcijalnim diferenci-
jalnim jednacinama.

Koncepcijski, to su najjednostavniji talasi¢i. Njihova konstrukcija zasniva se
na rekurziji interpolacije, pomoc¢u koje se konstruiSe neprekidna funkcija zadata
svojim vrednostima u kona¢no mnogo tacaka.

PRIMER 1. Neka je funkcija y(z) zadata svojim vrednostima y; u ravnomerno
rasporedenim tackama x;, y; = y(z;), pri ¢emu ¢emo pretpostaviti, ne umanjujuéi
opstost, da su x; celi brojevi. Ovu mrezu nazovimo

nivo 0 (z1, 1), n=1€Z.

Interpolacionim polinomima stepena (M — 1) izracunajmo priblizne vrednosti funk-
cije u sredinama celobrojnih intervala. Stepen interpolacionog polinoma treba da
bude neparan (a to znaci da je M parno), kako bi jednak broj ¢vorova interpolacije
(M/2) bio rasporeden sa obe strane tacke u kojoj ra¢unamo interpolisanu vrednost.
Ako za interpolaciju koristimo polinom treéeg stepena (M = 4), priblizna vrednost
funkcije y;13/2 u srediSnjoj tacki x;y3/o intervala odredenog sa Cetiri uzastopna
¢vora interpolacije 1%, k =0,...,3, jednaka je ([23])

3 3
Tit3/2 — Ti+l
Y(@itas2) = Yirsse = E H . | Yi+k
(12) k=0 \ 1=0 Titk = Tt
167 T 16V T g Y T g Vi

Rac¢unajuéi po istom algoritmu priblizne vrednosti funkcije u svim sredinama celo-
brojnih intervala, dobijamo priblizne vrednosti funkcije y(z) na sledeéem nivou,

nivo 1 (1, w1), n=2"'¢eZ,

koji sadrzi dva puta vise tacaka od mivoa 0. U slede¢em koraku polazimo od ovog
novog skupa podataka i opisanim algoritmom izra¢unavamo priblizne vrednosti
funkcije u sredinama novih (tj. etvrtinama polaznih) intervala, sto definise mrezu

nivo 2 (1, w), y=22%¢eZ.

Ocigledno je da svaki sledeéi nivo sadrzi dvostruko vise podataka o funkciji u odnosu
na prethodni, sto predstavlja multirezoluciju.

Beskonaénim ponavljanjem interpolacije generiSe se kvazi neprekidna funkcija,
definisana u svim diadskim tackama z; = 2771, j — oco. Ova funkcija ima jedin-
stveno, neprekidno prosirenje g(z), z € R ([10]), ¢ime je definisano preslikavanje
pocetnog skupa podataka u neprekidnu funkciju,

(13) 7(x) = Iu(y), y={u}, le€Z.

Indeks M je za jedan vedi od stepena interpolacionog polinoma koriséenog u rekur-
ziji.
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Interpolaciona funkcija skaliranja ¢(x) je neprekidno prosirenje grani¢ne funkcije
odredene rekurzijom interpolacije, kada su pocetne vrednosti zadate jedini¢nim vek-
torom eq, (eg); = 0(l). Za izabrano M je, saglasno sa (13),

p(x) = In(eo).

Na osnovu konstrukcije je jasno da je kompaktan nosa¢ funkcije o(z) interval
[-(M —1), (M —1)]. Translacija funkcije skaliranja ¢(z — k) odredena je pocetnim
podacima zadatim k-tim jedini¢nim vektorom na mrezi sa korakom jedan,

oz — k) = In(ex), (ex)y=6(k—1), kileZ.

PRIMEDBA 1. Proizvoljan skup podataka y = {y;} mozemo predstaviti linearnom
kombinacijom jedini¢nih vektora, y = ), yrex. Kako je interpolacija linearan
proces, sledi da se grani¢na funkcija y(x), definisana podacima y, moze izraziti
pomocu interpolacione funkcije skaliranja i njenih translacija,

y(x) =In(y) = IM(Z Yrex) = ZykIM(ek) = Zyw(w — k).
% % %

Ako podaci predstavljaju vrednosti funkeije y(x) koja je polinom stepena ne veceg
od stepena interpolacionog polinoma koriséenog u algoritmu, ova funkcija ¢e biti
ta¢no rekonstruisana. Svaka glatka funkcija se moze lokalno dobro aproksimirati
polinomom, te interpolaciona funkcija skaliranja ¢(x) predstavlja dobar izbor za
generisanje familije talasi¢a koja daje aproksimaciju visoke ta¢nosti.

U rekurziji (13) posli smo od nivoa 0, na kome su podaci dati u celobrojnim
tackama. Ako podemo od nivoa j na kome su podaci dati u diadskim tackama
x; = 2771 jediniénim vektorom na tom nivou e 7) ((ek)l(j) = §(k — 1) na mrezi sa
korakom 277), tj. podemo od podataka

(2771, (ew)!), L€z,

preslikavanjem (13) ¢emo ocigledno opet dobiti funkciju skaliranja, samo kompreso-
vanu za, faktor 27,

(14) (27 — k) = Ins (e ™).

Zelimo da ustanovimo relaciju izmedu grani¢nih funkcija koje su odredene podacima
sa dva uzastopna nivoa, odnosno, da izvedemo dilatacionu jednacinu za interpola-
cionu funkciju skaliranja.

PRIMER 2. Da bismo lakse dosli do trazene veze u opstem sluc¢aju, pogledaj-
mo kako ona izgleda za interpolacioni proces definisan polinomom treceg stepena,
opisan u primeru 1. Polazeéi od podataka eg, interpolaciona formula (12) daje
vrednosti funkcije ¢(x) u sredinama intervala (vrednosti razlicite od nule dobijaju
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sezai=—11ii=0)
1 1 9 9 1
#(3) =~ 15 (e0)-1+ 75 (eo)o + 35 (eo)1 = g5 (eo):
= —_—— 1 S BEET: T
6 0T T 01501
3 1 9 9 1
SD(E) =16 (eo)o + 6 (eo)1 + 6 (e0)2 — 16 (€0)s
1 1 1
=~ 1—&-% 0-&-% O_E 0—_1_6'

Uzimajuéi u obzir simetriju i vrednosti u celobrojnim tackama koje su date na
nivou 0, funkcija ¢(z) je data na nivou I (u tackama zj, = k/2) slede¢om tabelom

k -3 -2 ~1 0 1 2 3
o(k/2) | —1/16 0 9/16 1 9/16 0 ~1/16

Ostale vrednosti su jednake nuli, $to potvrduje raniji zakljucak da je nosa¢ kompak-
tan, a u ovom slucaju jednak je Sest osnovnih intervala. Podaci iz tabele mogu se
pomocu jediniénih vektora eyx (!, pridruzenih podeli na polovine intervala, zapisati
u sledecem obliku

1 9 9
(15) 0 =~ st e M ep) + ey - E sV

Ovi podaci definisu istu rekurziju kao i vektor eq, koja vodi ka funkciji skaliranja
(16) Li(@W) = p(2).

Zamenom (15) u (16), uzimajuéi u obzir (14), dobijamo trazenu rekurentnu vezu

1 9 9 1

17 =——p(2 3)+ 2 1 2 —p2r—1)— — ¢(2 3

(A7) ¢(2) = =15 922 +3) + 12 9Q2u+1) +0(22) + 75 922 = 1) = 7 (22 = 3),
koja predstavlja dilatacionu jednacinu za interpolacionu funkciju skaliranja odredenu
kubnom interpolacijom (M = 4). Ocigledno je da su koeficijenti jednacine vrednosti
»(l/2), 1 € Z, (vidi tabelu), $to vazi i u opstem slucaju.

Interpolacija reda (M — 1) (sa M &vorova interpolacije) definise funkciju skali-

ranja koja je resenje dilatacione jednacine

M-—1

o) = > ok/2)p2x— k).

=—M+1

Koeficijenti niskofrekventnog filtra analize hg su vrednosti funkcije skaliranja u
tackama nivoa 1, ho(k) = ¢(k/2), k=0,£1,...,£(M —1).

Porededi izraze (12) i (17), vidimo da su koeficijenti filtra ustvari koeficijenti
interpolacione formule. Izvedimo izraz za njihovo izracunavanje u opstem slucaju,
za interpolaciju sa M ¢vorova (M parno). Lagrange-ov interpolacioni polinom je
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invarijantan u odnosu na linearnu smenu promenljive z = (¢t + M — 1) ([23])

kojom se évorovi xx, = k, k =0,..., M —1, preslikavaju u é¢vorove ¢, = 2k— (M —1),
N S M-1
—1
(18) =Y [T 20 w= Y awn
k=0 \ 150 ko k=0

Sredina intervala interpolacije se ovom smenom preslikava u tacku t = 0, te su
koeficijenti filtra odredeni koeficijentima interpolacione formule (18),

U | =y y SRS U, § IES L
LA U O § ST N T O SR
=0 =0 =0
l#k l#k l#k

k=0,...,M—1,

ho(2n) =0, ho(2n —1) = cprja—n,

h(—n) = h(n) n=1,...,M/2.

Sada odredujemo dualnu funkciju skaliranja @(x). Iz uslova biortogonalnosti
bazisa odredenih funkcijama ¢(x) i ¢(x),

/@@M@—nﬂw=ﬂm,

i osobine interpolacione funkcije skaliranja da je ¢(n) = p(—n) = d(n), n € Z, sledi
da je dualna funkcija skaliranja Dirac-ova funkcija (videti primer 2.6),

(19) /?@M@—MM=¢FM7—* B(x) = 8(x).

Dilataciona jednacina ¢ije resenje je funkcija d(z) data je u primeru 3.10, te je stoga
dilataciona jednacina dualne funkcije skaliranja

(20) o(z) = 29(2x), xeR.
Iz (20) ¢itamo da su koeficijenti dualnog nisko-frekvencijskog filtra
fo(0)=1,  foln)=0, n#0, neZ.
Koeficijenti visoko-frekvencijskih filtara odredeni su vezama (9),
hi(1) = fo(0) =1, hi(n) =0, n#1,
fi(m) = (1) ho(1 = )

Zamenjujuéi ove koeficijente u jednac¢inama (10), dobijamo da je talasi¢ odreden
interpolacionom funkcijom skaliranja

neZz.

(21)  Y(@) =92z — 1) = p11(x), i, uopste, ¥;i(z)=pjt12c+1(2).

Dualni talasi¢ odreden je koeficijentima visoko-frekvencijskog filtra sinteze f1(n).
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Slika 7.3: Interpolaciona funkcija skaliranja i talasi¢ (M = 4)

PRIMER 3. Koeficijenti filtara za interpolacioni talasi¢ izveden u primeru 2. dati
su sledecom tabelom

k| —4]-3 |2 |-1 0 1 2 3 4
ho(k)| 0 |-1/16] 0 9/16| 1 9/16| 0 |-1/16] 0
fok)| 0] o0 0 0 1 0 0 0 0
M) 0] 0 0 0 0 1 0 0 0
fik)] o] o0 1/16 | 0 |-9/16] 1 |-9/16 | 0 1/16

Grafici funkcije skaliranja i talasi¢a prikazani su na slici 7.3. Jednac¢ina dualnog
talasiéa je, prema (10),

3(0) =2 (35 920 +2) = 4920+ §(20— 1) = L 620 - D)+ G- ))

odnosno, uzimajuéi u obzir (19) i (20),

z/;(a:):%5(1‘—1—1)—%6(30)4—6(:5—1/2)—%5(%—1)+1—165($—2).

Filtri koji definisu interpolacione talasi¢e za M = 6, 8 i 10 mogu se naéi u [12].

7.4 Kardinalni B-splajnovi

Kardinalni B-splajnovi predstavljaju familiju funkcija skaliranja. Kardinalni B-
splajn reda 0 je ve¢ dobro poznata Cetvrtka oo(x) = N 17(), gde je sa Npg 17(z)
oznacena karakteristicna funkcija intervala [0, 1]. Kardinalni B-splajn ¢y (x) reda
N, N > 1, je definisan rekurzivno konvolucijom (form. (2.17))

(22) e () = (pn-1* po)(2)-
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Konvolucija po x u vremenskom domenu je ekvivalentna mnozenju po w u frekven-
cijskom domenu (form. (2.18)),

en(x) = (prx@g)(x), = on(w)=@r(w)Pg(w).
Kako je Fourier-ova transformacija cetvrtke

1 _ e—zw

1
polw) = [ emta= 2=
0

ww

Fourier-ova transformacija B-splajna reda (N — 1) je konvolucija N ¢etvrtki, te je
jednaka

ora) = () = (L) e

w
Cetvrtki je kao funkciji skaliranja pridruzen filtar H(z) = % + %z‘l. Funkciji
1 = o * o pridruzen je filtar (H(z))2 Uopste, B-splajnu kao funkciji skaliranja
@n—1(z) pridruzen je filtar (H(z))N

Koeficijenti filtra splajna reda (N — 1) mogu se, stoga, odrediti na dva nacina:

1. kao koeficijenti polinoma (Hg_l )N,
.. 11 11 11
2. konvolucijom filtara (57 5) ” (57 5) - (5’ 5)
N puta

Ova dva algoritma su ekvivalentna. Svako mnoZenje sa (1 + z7!)/2 u z-domenu
je konvolucija sa filtrom (%, %) u vremenskom domenu. To je posledica opstijeg
tvrdenja: funkcija odziva F(z) G(z) i koeficijenti filtra (f*g)(n) odgovaraju funkciji
skaliranja ¢ f(x) * g4 (z) (zadatak 4.3).

PRIMER 4. Ako su filtri f i g Haar-ovi filtri sa koeficijentima (3, ), njima
odredene funkcije skaliranja ¢r(x) 1 @g(x) su ¢etvrtke. Konvolucija ova dva filtra
je filtar h sa koeficijentima ( %, l) i proizvodi krov funkciju,

4
Chad ho Gy e (B () oLy lee
272 232 - 47274 jer je 5 5 — 1

cetvrtka * cetvrtka = krov funkcija

1

Prethodni zakljucak ¢e nam posluziti da odredimo dilatacionu jednacinu cije
reSenje je splajn funkcija. Kako su koeficijenti filtra

(23) (H(z))N: (1 +22_1)N:ZQLN (i)z—k

k=0
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binomni koeficijenti podeljeni sa 2V, dilataciona jednacina (3.28), ¢ije resenje je
splajn reda (N — 1), glasi

N
_ N
on_1(z) =2""N kZ:O <k)90N—1(295 — k).

Nisko-frekvencijski prostor Vy sadrzi sve splajnove reda (N — 1) definisane podelom
koja je odredena jedini¢nim intervalima. Prostor V_; je prostor splajnova reda
(N — 1) definisanih podelom odredenom polovinama jedini¢nih intervala, i uopste,
prostor V; sadrzi splajnove reda (N — 1) odredene podelom na jednake intervale
duzine 27.

Diferenciranjem rekurentne formule (22), kojom se definiSe splajn reda za jedan
veceg od prethodnog,

o0

on-1(2) = (on—2 * po)(z) = / colt)py_s(z — t) dt = / on ol — 1) dt,

— 00

dobija se rekurentna formula za izracunavanje izvoda splajna

1
@) ehale) = [ (o = pxala) — pxae - 1)

0
Daljim diferenciranjem (N — 1) puta rekurentne veze (24), dobijamo izraze

O 1(x) = Py _o(@) — Py ol — 1) = on_3(x) — 20N _3(x — 1) + on_3(z — 2)

N
(N-1) k(N
@ =Y (&~ k).
A =0 ) e

0

Prethodne zakljucke rezimirajmo slede¢om teoremom:

TEOREMA 1. Kardinalni B-splajn ¢n_1(x) reda N — 1, odreden konvolucijom N
cetvrtki, je deo po deo polinom stepena N — 1. Konacni prekidi (N — 1)-og izvoda
u tackama x = 0, 1,..., N, jednaki su binomnim koeficijentima sa alternativnom
promenom znaka (—l)k(]l\j) 1

PRIMER 5. Ako su koeficijenti filtra h jednaki (1/16, 4/16, 6/16, 4/16, 1/16),
resenje dilatacione jednagine ¢3(x) je kubni B-splajn (splajn sa ograni¢enim nosac¢em
duzine ¢etiri jedini¢na intervala). Frekvencijski odziv filtra je H(z) = (1+2z71)*/16,
tako da mu je tacka z = —1 nula reda cetiri. Filtar je nisko-frekvencijski, a splajn
je najve¢e moguce glatkosti, i ima najveéi red ta¢nosti r = 4 koji je mogué za filtre
duzine pet. Ovaj splajn je konvolucija Cetiri cetvrtke,

@3(x) = (po * o * wo * o) ()
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0.67

0.5

0.17

Slika 7.4: Linearni, kvadratni i kubni splajn

Rezultat prve konvolucije je linearni splajn ¢ (z) (krov f-ja), druge kvadratni
splajn ¢o(z) 1 poslednje kubni splajn ¢3(z) (slika 7.4). Oni pripadaju klasama
neprekidnih funkcija C°, €' i €2. Cetvrti izvod kubnog splajna u generalisanom
smislu je suma delta funkcija. Koeficijenti kojima su mnozene ove delta funkcije
su 1,—4,6,—4,1 i predstavljaju skokove u tre¢em izvodu u celobrojnim tackama
nosaca. Ovaj binomni Sablon se primenjuje za svako N. Prvi izvod krov funkcije
©1(x) ima skokove 1, —2, 1.

Analizirajmo sada bazis splajnova pomoc¢u koeficijenata pridruzenih filtara. Ska-
larni proizvod splajna sa svojom translacijom jednak je splajnu viseg reda,

atn) = [ " ona1(@on1(z + n)dz = a1 (N + ),

— 00

jer je integral konvolucija N cetvrtki sa N novih ¢etvrtki pomerenih za n, a 2N
cetvrtki generiSe splajn reda (2N —1). Vektor a, ¢iji su elementi skalarni proizvodi
a(n), resenje je jednacine a = T'a (form. (5.14)). Operator T odreden je proizvodom

1+z*1)N(1+z)N :ZN(1+Z*1)2N

Hy_1(2)Hn-1(z7") = ( B) 2 2

= Hon—1(%),

gde je Hy_1(2) = (%)N frekvencijski odziv filtra splajna @n_1(x). Dakle,
matrica T za splajn reda (N — 1) je identi¢na matrici M za splajn reda (2N — 1).
Elementi sopstvenog vektora matrice M su vrednosti splajna reda (2N — 1) u celo-
brojnim tackama. Isti sopstveni vektor, kao sopstveni vektor matrice 7', ima za ele-
mente skalarne proizvode splajna reda (N — 1). Kako je za sve splajnove ¢(x) > 0,
svi skalarni proizvodi a(n) > 0. Zbir skalarnih proizvoda jednak je jedan, jer je
zbir vrednosti funkcije skaliranja u celobrojnim tackama jednak jedan (form. (5.9)).
Frekvencijski odziv Hy_1(z) ima nulu reda N za z = —1, odnosno ima N nula u
tacki w = 7. Saglasno tome, prema dokazanom u §5.2, polinomi 1, z, z2,...,zV "1
su kombinacije splajnova reda N — 1, te je ta¢nost aproksimacije njima reda N.
Talasié¢, koji je generisan funkcijom skaliranja ¢ n_1(x), ¢e imati N is¢ezavajucéih
momenata. Pitanje je koji talasi¢i odgovaraju splajnovima?

Bazis {¢(z — k)} nije ortogonalan. Talasi¢ pridruzen kvadratnom splajnu,
odreden filtrom d, ¢iji elementi zadovoljavaju relaciju (3.27), predstavljen je na
slici 7.5. Krov funkciji i kubnom B-splajnu nije moguée pridruziti talasi¢e na ovaj
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(] 05 1 15 2 25 3 (] 05 1 15 2 25 3

Slika 7.5: Kvadratni splajn i priduzeni talasi¢

nacin, jer su definisani filtrima neparne duzine (N = 3 za linearni i N = 5 za kubni
splajn).

Trazimo talasiée 1(x — k) koji su ortogonalni na splajn ¢(x), dakle trazimo da
prostor koga oni generisu zadovoljava uslove

Vo L Wh, Vo Wy = V_1.

Tako dolazimo do prostora koji su ortogonalni, a ¢iji bazisi nisu ortogonalni. Semior-
togonalni talasici su bazisne funkcije koje su ortogonalne samo ako pripadaju ra-
zlicitim skalama: (272 — k) i ¥(272 — ) su ortogonalni ako je j # J. Ovo
je neposredna posledica pretpostavljene ortogonalnosti prostora, jer je WW; ortogo-
nalno na V;, pa time i na sve potprostore W;_1, Wj4a, ..., koji su u njemu sadrzani.
Na istoj skali semiortogonalni talasi¢i nisu u opstem slucaju ortogonalni.

PRIMER 6. Semiortogonalni talasi¢ koji odgovara krov funkciji glasi

9(r) = 5 ((20) — 6p(2 — 1) + 10p(22 — 2) ~ 6p(20 — 3) + p(27 — 4)).

Slika 7.6: Krov funkcija i njoj pridruzen semiortogonalni talasi¢

Ovaj talasi¢ je ortogonalan na sve krov funkcije ¢(x — n). On nije ortogonalan na
sve svoje translacije ¥ (x —n), ali jeste ortogonalan na sve talasice ¥(2?z—n), j # 0.
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Za splajnove, pa dakle i krov funkcije kao linearne splajnove, ne mogu se
konstruisati ortonormirani bazisi funkcija skaliranja i talasi¢a koji su uzajamno
ortogonalni.

Drugi nacin prevazilazenja problema ortogonalnosti je konstrukcija biortogonal-
nih bazisa. Frekvencijski odziv B-splajna reda (N — 1) (form. (23) za z = €', bez
kasnjenja) jednak je

hn_1(w) = (COS%)N, za N =2l

ili
hy—1(w) = e™/?(cos g)N7 za N =2l+1,

tako da je B-splajn ¢x_1 centriran oko nule, odnosno 1/2. Frekvencijski odziv
dualnog bazisa, kojim su definisani koeficijenti dualnog filtra, glasi

-1 >
froi(w) = (cos%)N <l+llm) (sin® g)m, za N =2

ili

U =
. l4+1— m - N
fv—1(w) = e/2(cos g)NMXZ:O ( + m) (sin? g) , za N =2[+1.
Dalje se koristi algoritam opisan u §7.2.

Tredi nacin je da se pomocu bazisa B-splajnova konstruiSe ortogonali bazis.

Battle-Lemarie-ovi talasiéi. ([5]) Konstruisu se ortogonalizacijom bazisa B-
splajnova. Iako B-splajnovi imaju kompaktne nosace, ortogonalizacijom bazisa
splajnova dobijaju se funkcije skaliranja sa beskona¢nim nosac¢ima. Koris¢enjem
Fourier-ove transformacije funkcije skaliranja, odreduje se talasi¢ i njemu pridruzeni
filtar. I talasié¢, kao i funkcija skaliranja, ima beskonacan nosac, ali eksponencijalno
opada ka nuli. Talasi¢ pridruzen splajnu reda N ima izvode do reda (N —1).

7.5 Nestandardni talasié¢i

Talasiéi, koji ¢e ukratko biti pomenuti u daljem tekstu, nazvani su nestandardni
jer nemaju ogranicen nosa¢ u vremenskom domenu. Detaljnije informacije o njima
mogu se naéi u [8].

Morlet-ov talasi¢ je Gauss-ova funkcija modulisana kompleksnim parametrom,

w(x) — ptaw e—a:2/(20)’
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gde je a modulacioni parametar, a ¢ je parametar skaliranja koji odreduje Sirinu
prozora. Da bi prvi moment ovog talasi¢a bio priblizno jednak nuli, f Y(x)de =0,

potrebno je uzeti da je a = 7,/ ﬁ = 5.336. lako je Morlet-ov talasi¢ kompleksna

funkcija, obitno se primenjuje na realan signal. Transformacija ovim talasi¢cem
(f,;.x) predstavlja se pomoéu modula i faze; grafik faze je posebno pogodan za
otkrivanje singulariteta.

Meksicki Sesir (Mexican hat) se definiSe kao drugi izvod Gauss-ove funkcije

1
V2no

w(z) = e /(20),

§to daje

Y(z) = o (02

Ne postoji funkcija skaliranja.

2
L (L _q)een),

Shannon-ov talasi¢ ([5]) je konstruisan tako da u frekvencijskom domenu ima
kompaktan nosa¢. Definisan je Shannon-ovom funkcijom (§4.1)

sinc(rx) = sin (m2)
T
izrazom (2 .
Y(x) = sin (2m) — sin (m2) = 2sinc(27zx) — sinc(wx).

T™r

Fourier-ova transformacija Shannon-ove funkcije je karakteristicna funkcija inter-
vala [—m, 7] (Cetvrtka po frekvenciji w),

1, wel[-mmn)

sine(w) = N (@) = {0, wd [-mm)

Kako u opstem slucaju za Fourier-ovu transformaciju funkcije skaliranja vazi iden-
titet (form. (3.31))

~w w
Sw) = (Y (Y
Pw) =n(3) #(3),

to je Fourier-ova transformacija Shannon-ove funkcije jednaka

~ W

Riemm (@) =(3) va,w)(%) = ﬁ(g) R (2, 2m) (W)

Odatle sledi jednakost
s W
() =R m @),

Sto znaci da je frekvencijski odziv odgovarajuceg filtra

h(w) = N(_m.,r) (2w) = N(_ﬂ./gﬂr/g) (w)
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Razvojem ove funkcije u red oblika (3.30), dolazimo do sledeéih izraza za koeficijente
filtra

(=1*

(2k + 1)’

Ocigledno je da ovaj talasi¢ nema kompaktan nosa¢ u vremenskom domenu i sporo
opada ka nuli.

h(2k) = %5(1@), h(2k+ 1) = ke z.

Meyer-ov talasié¢. ([5]) Shannon-ovu ideju razvio je Meyer. Definisanjem ta-
lasi¢a i funkcije skaliranja u frekvencijskom domenu funkcijama sa ograni¢enim
nosacem ali vecée glatkosti, postize se da funkcija skaliranja i talasi¢ mogu pripa-
dati prostoru C* i da opadaju brze od polinoma. I talasi¢ i funkcija skaliranja su
konstruisani u frekvencijskom domenu pomoc¢u trigonometrijskih funkcija, ali tako
da njihove Fourier-ove transformacije imaju kompaktne nosace,

sin (Fu(sslwl —1)) &F <|w[<2F
s
2

1[)(w) = Le“"/2 cos( v(%\uﬂ — 1)) 4?” <|w|] < 8?”

0 lwl &[5, 5]
1 wl < &
lw| <
P(w) = \/% coS (%v(%\w — 1)) 2?“ <|w|] < %’T
0 w| > 4F

gde je, na primer, v(a) = a*(35 — 84a +70a® — 20a®), a € [0,1]. Promenom funkcije
v, uz postovanje odredenih zahteva, dobija se familija razlicitih talasica.

Funkcija skaliranja je simetri¢na oko tacke 0, a talasi¢ oko tacke 1/2. Funkcija
skaliranja i talasi¢ nemaju kompaktne nosace, ali opadaju brze od ma kog ”in-
verznog polinoma”,

Vn €N, 3C, takodaje [|p(z) <Ch(1+ \J;|2)_n.

Ovaj talasi¢ je beskonacno diferencijabilna funkcija.

Dvodimenzioni talasiéi. Za obradu slike, predstavljene funkcijom dve promen-
ljive F'(z,y), potrebno je koristiti dvodimenzione talasi¢e. Jednostavni algoritmi ko-
riste kao dvodimenzionu funkciju skaliranja proizvod dve jednodimenzione funkcije
skaliranja @(x,y) = ¢(x)¢(y). Njoj su pridruzena tri dvodimenziona talasic¢a:
proizvod funkcije skaliranja i talasi¢a ¥1(x,y) = ¢(x)(y) za predstavljanje ver-
tikalnih detalja, proizvod talasic¢a i funkcije skaliranja v (x,y) = ¥ (x) ¢(y) za pred-
stavljanje horizontalnih detalja, i proizvod dva jednodimenziona talasi¢a ¥z (z,y) =
¥(x) ¥(y) za predstavljanje dijagonalnih detalja. Ortogonalnost ovako definisanog
dvodimenzionog bazisa talasic¢a je ocigledna, ako je jednodimenzioni bazis talasic¢a
ortogonalan. Mogu se konstruisati i pravi dvodimenzioni talasiéi, ali o tome u ovoj
knjizi neée biti reci.
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osobina MorlMexhMeyrHaarDbNSymN|CoifN| bior
nepotpun * *
beskona¢. regularan | * * *
proizvolj. regularan * * * *
kompaktan nosac, * * * *

ortogonalan

kompaktan nosac, *

biortogonalan

simetrican * * * * *

asimetrican *

skoro simetrican * *

proizvoljan broj * * * *

iS¢ezavaj. momenata

iS¢ezavajuci *

momenti ¢

postojanje ¢ * * * * * *

ortogonalna analiza * * * * *

biortogonalna analiza * * * * * *

tacna rekonstrukcija | = * * * * * * *

FIR filtri * * * * *

neprekidna transform. * * * * * * * *

diskretna transform. * * * * * *

brzi algoritam * * * * *

eksplicitni izraz * * * samo za
splajn.

Tabela: Zbirni pregled familija talasi¢a i njihove osobine
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7.6 Talasi¢i druge generacije

Talasic¢i o kojima je do sada bilo reci, koji nastaju translacijama i dilatacijama jedne
ili nekoliko osnovnih funkcija, nazivaju se talasi¢ima prve generacije. Kako ove ope-
racije predstavljaju algebarske operacije u frekvencijskom domenu, osnovni alat za
njihovu konstrukciju je Fourier-ova transformacija. Postoji niz problema, kao $to su
problemi definisani na intervalima, krivim linijama, povrsima ili mnogostrukostima,
u kojima nije moguce primeniti Fourier-ovu transformaciju pa, dakle, ni klasi¢ne
talasi¢e. Klasi¢ni talasi¢i se moraju modifikovati i kada se koriste za reSavanje
problema definisanih na neregularnim mrezama ili tamo gde je potrebno koristiti
skalarni proizvod sa tezinskom funkcijom. Talasié¢i prilagodeni problemima koji ne
dopustaju translaciju i dilataciju nazivaju se talasic¢i druge generacije. Koeficijenti
filtara pridruzenih ovim talasi¢éima mogu zavisiti od nivoa rezolucije. Jasno je da
je rad sa promenljivim filtrima mnogo slozeniji.

Osnovna ideja transformacije talasi¢ima jeste da se iskoristi korelacija koja pos-
toji u vedini signala kako bi se konstruisala dobra aproksimacija sa malo sabi-
raka. Korelacija je tipi¢no lokalno svojstvo u prostoru (vremenu) i frekvenciji,
§to znaci da su susedni podaci i frekvencije mnogo visSe korelirani od onih koji su
udaljeni jedni od drugih. U transformaciji klasi¢nim talasi¢éima osnovni alat za
prostorno(vremensko)-frekvencijsku lokalizaciju je Fourier-ova transformacija, koja
se ne moze primeniti na slozene geometrije. Lokalizacija se, medutim, moze izvrsiti
i u prostornom domenu, §to je sustina tzv. ”lifting” (engl.) algoritma. Ovaj algo-
ritam je prvenstveno bio razvijen za konstrukciju talasica druge generacije, ali se
uspesno primenjuje i za konstrukeiju biortogonalnih talasi¢a (][9], [28]).

Lifting, Sto bismo mogli prevesti kao podizanje ili popravka, uopstava ideju mul-
tirezolucije na prostore koji nisu invarijantni u odnosu na translaciju i dilataciju, i
tako omogucava korisniku da kreira talasi¢e prema svojim potrebama i ubrza trans-
formaciju talasi¢ima. Osnovna ideja jeste da se iskoristi korelacija izmedu susednih
podataka u signalu. Na koji nacin se to ostvaruje, ilustrova¢emo na jednostavnom
primeru konstrukcije biortogonalnih talasica.

PRIMER 7. Podelimo dati diskretan signal x = {z} }rcz na dva disjunktna skupa,
tako da elementi sa parnim indeksom pripadaju prvom x, = {za;}, a elementi sa
neparnim indeksom drugom skupu xj, = {x254+1}. Ovom transformacijom, koja se
obi¢no naziva trivijalna transformacija talasi¢ima, nismo postigli smanjenje broja
podataka kojima registrujemo signal, jer podaci u ops$tem sluc¢aju znatno odstupaju
od nule i ne mogu se zanemariti (kompresovati). Pretpostavljajuéi koreliranost
uzastopnih podataka, logi¢no je pretpostaviti da se element signala sa neparnim
indeksom moze priblizno izraziti kao aritmeticka sredina njemu susednih podataka,
tj. elemenata signala sa parnim indeksom. U skupu x;, umesto elemenata signala
sa neparnim indeksom, pamti¢emo odstupanja procena od samih vrednosti,

1
(25) by = Tap41 — 5(5172k + Tag42),
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§to odgovara koeficijentima talasi¢a. Oni registruju visoke frekvencije. Ako je signal
linearan, svi koeficijenti by ¢e biti nula. U opstem slucaju, kako ovi koeficijenti mere
odstupanje datog signala od linearnog, moze se oc¢ekivati da je veéina zanemarljivo
mala, §to veé¢ omogucava dobru kompresiju. Podaci iz signala x, opisuju nize
frekvencije i odgovaraju aproksimaciji. Njih ima dva puta manje u odnosu na
broj podataka ulaznog signala. Kako bismo ocuvali srednju vrednost signala x,
na svakom nivou rezolucije nepromenjenu, na svakom nivou ¢emo izvrsiti popravku
tako §to ¢emo dodati aproksimaciji ¢etvrtinu sume susednih detalja,

1
ay = T + i(bkq + bg).

Srednja vrednost signala je o¢uvana jer je, prema (25), aproksimacija jednaka

1

1
ap = Top + Z(wqu - 5(5621@72 + Tok) + Topt1 — §($2k + Tokt2))
3 1 1
=gt Z($2k71 + Topt1) — g(x2k72 + Topy2),

te je zbir aproksimacija na novom nivou jednak polovini zbira aproksimacija na
prethodnom nivou,

> a = sz% + iZ(Jﬁzk—l + Tok41) — éZ(xzk—z + Topt2) = %Zxk
k k k k

k

(Na novom nivou ima dvostruko manje podataka u odnosu na prethodni nivo.)
Opisani postupak predstavlja jedan korak lifting algoritma, koji na izlazu daje
aproksimaciju a i detalj b. Aproksimacija a predstavlja ulazni signal x u sledeci
korak. Uzastopnom primenom opisanog algoritma na odgovarajuéi signal x (tj. a),
odreden prethodnom iteracijom, dobijamo sve grublje aproksimacije i nove detalje.
Rezultat primene lifting algoritma je aproksimacija polaznog signala x na posled-
njem (najgrubljem) nivou rezolucije a’) i detalji na svim nivoima b, j =1,...,J.

Uopstimo postupak opisan u primeru 7. Jedan korak lifting algoritma sastoji
se od tri operacije: podele, procene i popravke.

Podela — Polazni signal x se deli na dva disjunktna skupa podataka x, i
Xb,
X, UXp = X, X, Nxp = 0.

Procena — Podacima iz jednog skupa procenjuju se podaci drugog skupa;
na primer, podaci iz skupa x; procenjuju se sa P(x,), gde je sa P oznacen
operator procene (u primeru 7 operator P je aritmeticka sredina). To
omogucava da se polazni skup podataka x zameni podskupom x,. U
opstem slu¢aju nije moguce konstruisati operator P tako da ta¢no odreduje
skup x; na osnovu skupa x,, te se odstupanja (detalji) definisu izrazom

b =x, — P(x4).
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Podskup b ukazuje koliko procena odstupa od ta¢nih podataka. Za dobro
definisan operator P veéina elemenata ovog skupa ¢e biti mali brojevi ili
nule, §to omogucava dobru kompresiju podataka.

Popravka — Neka svojstva polaznog skupa x (u primeru 7 to je svojstvo
otuvanja srednje vrednosti) zadrzava novi, manji, skup podataka posle
korekcije izvrSene dodavanjem popravke odredene detaljima,

a=x,+U(b).

U je operator popravke (u primeru 7 operator U je polovina aritmeticke
sredine).

Dakle, posle jednog koraka lifting algoritma dobili smo dva signala a i b, svaki
duzine polovine ulaznog signala. a je ulazni signal u sledeéi korak, a detalji b se
mogu, pri dobrom izboru operatora procene P, efikasno kompresovati. Opisana
procedura ponavlja se u svakom koraku lifting algoritma, Sto u j-tom koraku daje
aproksimaciju a) = {a; 1 }rez i detalj bU) = {b;x}rez. Algoritam je potpuno
analogan piramidalnom algoritmu (§6.1), te su stoga kori¢éene iste oznake. Inverzna
transformacija se, ocigledno, realizuje vrlo jednostavno suprotnim ra¢unskim ope-
racijama od onih koje se koriste u direktnoj transformaciji (oduzimanjem popravke
i dodavanjem procene).

Vazna osobina lifting algoritma je da se operacije mogu objediniti, tako da se
ovaj algoritam moze koristiti za modifikaciju postojeéih transformacija talasi¢ima.
Ako su Hj nisko-frekvencijski i H; visoko-frekvencijski filtri, a Fy i F} njima dualni
filtri (saglasno §7.2), operator procene ¢e modifikovati polazne filtre na slede¢i nacin

(26) Hy=Hy, Hy=H —PHy, Fy=F+PF, F=F,
a dejstvo operatora popravke na polazne filtre izrazeno je vezama
(27) Hy=Hy,+UH,, H, =H, Fo=F,, F,=F —UF,.
U slucaju kada polazni filtri predstavljaju trivijalne transformacije talasi¢ima (razd-
vajanje elemenata sa parnim i neparnim indeksima), novi biortogonalni filtri su, na
osnovu (26) 1 (27),

Hy=I+U(I-P), H =1-P Fo=I+P, F,=I-U(I+P),
gde je I identicki operator.
PRIMER 8. Povezimo lifting algoritam iz primera 7 sa filtrima i talasi¢ima. Neka

je  krov funkcija, p(z) = max{0, 1 —|z|}, pomoéu koje ¢emo definisati deo po deo
linearnu aproksimaciju na svakom nivou rezolucije

(28) AD(@) =Y ajrpin(z),  @ik(r) =027z — k),
k
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Razliku aproksimacija na dva susedna nivoa predstavi¢emo talasi¢ima

(29)  AUTV(z) - AV (2 ijwjk bin(x) = (27 — k).

Pretpostavi¢emo da popravka aproksimacije nije vrsena, tj. da je aor = a—1,2k-
Radi jednostavnosti formula, izostavili smo koeficijent normiranja 277/2 funkcije
skaliranja i talasi¢a, i za osnovnu funkciju skaliranja uzeli krov funkciju simetri¢nu
u odnosu na koordinatni pocetak. Iz dilatacione jednacine za krov funkciju (primer
3.3 u kome, zbog navedenog izbora osnovne funkcije skaliranja, treba izvrsiti transla-
ciju za jedan u levo argumenata na desnoj strani) sledi

ol —K) = 5 p(2(r — k)~ 1) + p(2(x — K)) + 5 92z — ) +1).

Uzimajuéi u obzir prethodne napomene, na osnovu (28) i (25) imamo da su detalji
AV (@) — A0 (@ Za 122 — )—Zao,w(fﬂ—k

*Za 1,26+19 (22 — (2k 4+ 1)) +Za 1,262z — 2k)

—Zalgk x—2k:—1)+<p(2x—2k)+§<p(2x—2k+1))
1
ZZ (a—1,2k+1 - §(a—172k + a—172k+2)> 2z — 2k —1)
k
= bop(2z — 2k —1).
k

Porede¢i dobijeni razvoj sa (29) zakljucujemo da je talasi¢, koji se dobija lifting
algoritmom bez popravke, jednak funkciji skaliranja na prethodnom, finijem, nivou
rezolucije ¥(z) = ¢(2x — 1). Nulti moment mu nije jednak nuli, jer je definisan
funkcijom skaliranja (form. (3.13)).
Popravku izvrsimo tako da novi talasi¢ ima dva iS¢ezavaju¢a momenta,
1 1
U(x) =p(z) — 7 e(@) — T o(@—1)
4 4
(30)
1 1
=¢(2z — 1) = 2 o(z) = oz - 1),

Zaista, nulti moment talasi¢a ¥(zx) je jednak nuli,

/\I/(x)dxz/ap(Qx—l)dx—i/w(x)dm—i/g&(m—l)dm
:%/gp(x)dx—i/gp(m)dm—i/g@(m)dmz&

Prvi moment novog talasi¢a je jednak nuli zbog simetrije polaznog talasiéa ¥(x),
a time i novog talasi¢a ¥(x), u odnosu na tacku x = 1/2, i dokazanog iS¢ezavanja
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nultog momenta,

22y de = [ (20— D U(x)de+ ~ [ (x)da =o.
2 2

Jednacgina novog talasi¢a, na osnovu veza (10) i (30), glasi

Zm o2z — k ——Zho o2z —k —2) ——Zho o2z — k)
1
- 2 (12009 = ol —2) = ha()) (22~ ),

odakle sledi da su koeficijenti novog visoko-frekvencijskog filtra hy, kojim je defini-
san popravljeni talasi¢ U(z),

(31) (k) = (k) —  holk — 2) —  ho(k).

Funkcija skaliranja se u procesu popravke ne menja.

PRIMER 9. Umesto krov funkcije, mozemo po¢i od interpolacione funkcije skali-
ranja (17). Prema (21), njoj pridruzeni talasi¢ je sama funkcija skaliranja na
prethodnom nivou (vece) rezolucije, kao i talasi¢ dobijen lifting algoritmom bez
popravke u primeru 8. Formulom (30) definisan je popravljeni talasié¢ koji ima dva
iSCezavajuca momenta.

Talasiéi iz primera 8 1 9, iako su definisani istim formulama, razlikuju se jer su
generisani razli¢itim funkcijama skaliranja — krov funkcijom u primeru 8 i interpo-
lacionom funkcijom treceg reda u primeru 9.

Sledeca tabela sadrzi koeficijente filtara dobijenih posle primene lifting tehnike
(popravke (31)) na filtre date u primeru 3.

k 4| 3| -2]-1] 0 2 | 3/ 415
16-ho(k)| 0| —=1] o] 9] 16| 9|0 |-1] 0] 0
64 - fo(k) 1| o|-8| 16| 46| 16|-8 | 0| 1| 0
64-hi(k)| 0 0|-8 | —16] 46|-16 |-8| 0| 1
16-fi(k)] o] o] 1] 0o]-9 | 16/-9 | o] 1] 0

Na slici 7.7 (b) prikazan je grafik talasi¢a (30), dobijenog popravkom talasiéa
prikazanog na slici 7.3. Funkcija skaliranja 7.7(c) je dualna funkcija interpolacionoj
funkciji skaliranja 7.7(a), a talasié¢ 7.7 (d) je dualan popravljenom talasi¢u. Grafici
dualnih funkcija nisu potpuno odgovaraju¢i. Odredeni su, kao i ostali grafici, pi-
ramidalnim algoritmom (§6.2) sa izabranom rezolucijom. Medutim, dualne funkcije
nisu dovoljno glatke i pikovi rastu (po apsolutnoj vrednosti) sa poveéanjem rezolu-
cije.
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Slika 7.7: Interpolacione funkcije skaliranja i usavrseni talasi¢i

Popravljeni interpolacioni talasi¢ je najjednostavniji primer talasi¢a druge gene-
racije. Interpolacija se moze definisati na slozenijim, neravnomernim mrezama, te
su ovi talasi¢i primenljivi na slozenim geometrijama. Prednost im je i moguénost
dobijanja kompaktnije reprezentacije, jer se bitne osobine modeliranog signala mogu
uzeti u obzir pri konstrukeciji talasi¢a. Nedostatak im je Sto su mnogo slozeniji
za rad, jer koeficijenti filtara u opstem slucaju zavise od polozaja tacke i nivoa
rezolucije.

7.7 Primene

Talasiéi su razvijani nezavisno u matematici, kvantnoj fizici, elektrotehnici i seizmic-
koj geologiji. Razmena ideja nastalih u ovim oblastima je dovela u poslednjih
tridesetak godina do mnogo novih primena talasi¢a — na primer, obrada slike,
modelovanje turbulencije, predvidanja zemljotresa, istrazivanja udaljenih galak-
sija ili otkrivanje sliécnih ponasanja u vremenskim serijama. U molekularnoj spek-
troskopiji koriste se za uklanjanje Suma iz detektovanog signala. Koriste se i u
muzici za sintetizovanje zvuka, u izuCavanju fraktalne strukture objekata, u dina-
mici fluida, i, uopste, u svim oblastima gde se susre¢emo sa slozenom strukturom
koja ima viSeslojnu rezoluciju.
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Aproksimacija talasi¢ima je poslednjih decenija pre svega razvijana u cilju obra-
de signala i slike, kao dvodimenzionog signala (§4.1). Signal moze, na primer, pred-
stavljati zapis o¢itavanja temperature. Govorni signal predstavlja promene pritiska
vazduha u zavisnosti od vremena, a slozeni grafik te funkcije je ”adaptirana kopija”
glasa. Signali se javljaju i u telekomunikacijama (telefon i televizija), to su i slike do-
bijene sa satelita ili medicinski snimci (ehografija, tomografija i nuklearna magnetna
rezonanca). Diskretan signal je niz brojeva dobijenih merenjem. Jednodimenzioni
signali su po pravilu funkcije vremena. Obrada signala je sve ono $to obuhvata
analizu i interpretaciju kompleksnih vremenskih serija. Signali treba da se ta¢no
analiziraju, efikasno kodiraju, brzo prenose, i zatim pazljivo rekonstruisu fine os-
cilacije ili promene ove vremenske funkcije na prijemniku. Kompresija podataka se
javlja kao posledica ogranic¢enih kapaciteta kanala za prenos, a takode i problema u
arhiviranju podataka. Operacije dekodiranja, sinteze i rekonstrukcije predstavljaju
obrnute operacije kodiranju i kvantizaciji. U sluc¢aju digitalnih signala, na osnovu
serije nula i jedinica, koji putuju prenosnim kanalom, potrebno je rekonstruisati
signal ili lik. Rekonstrukciju signala uporeduju sa restauracijom starih slika. Treba
ukloniti vestacke podatke i greske (Sum), a pojacati odredene karakteristike signala
koje su nestale slabljenjem ili kvarenjem. Talasi¢i imaju vrlo vaznu ulogu u obradi
signala, bez obzira na njegovo poreklo.

Tlustracije radi, navedimo samo neke primere primene talasiéa.

Uklanjanje Suma u podacima. Problem je otkriti stvarni signal na osnovu nepot-
punih, indirektnih ili podataka sa sumom. Ciéenje signala se sastoji u odbacivanju
detalja ¢iji su koeficijenti talasi¢a ispod nekog praga, tako Sto se ovi koeficijenti
zamenjuju nulama (videti primer 6.2). Zatim se inverznom transformacijom ta-
lasi¢ima dobija preciséeni signal. Tako je Ronald Coifman sa kolegama sa Uni-
verziteta Yale, koris¢enjem tehnike koju on naziva adaptirana analiza talasi¢ima,
uspeo od Suma da ocisti stari snimak na klaviru izvedene Bramsove ”Madarske
igre”. Originalni snimak sa radija je bio potpuno neprepoznatljiv.

Seizmologija. Vrsi se lociranje i predvidanje seizmickih aktivnosti na osnovu ko-
eficijenata talasica seizmickog signala. Seizmicki signali upozoravaju na moguénost
vibracije tla Zemlje, zemljotresa ili eksplozije. Te vibracije su talasi, koji imaju svoje
longitudinalne i transverzalne komponente razlic¢ite u razli¢itim fazama dolaska
zemljotresa. Seizmografom se registruju obe komponente i obraduju pomocu diskret-
ne vremenske transformacije talasi¢cima (DTWT), §to omoguéava lociranje seizmickih
aktivnosti. Osnovne funkcije koje se koriste za analizu seizmickog signala moraju
biti dobro definisane u vremenskom i frekvencijskom domenu.

Klimatologija. Na osnovu rezultata merenja temperature na razlic¢itim tackama
severne hemisfere u poslednja dva veka, naucnici zele da provere hipotezu da li in-
dustrija dovodi do globalnog zagrevanja. Problem predstavljaju znacajne prirodne
temperaturne fluktuacije koje treba dijagnostikovati i analizirati, a zatim ih obrisati
iz registrovanog signala kako bi se doslo do podataka o vestackom zagrevanju nase
planete koje je posledica ljudske aktivnosti.

Numericka simulacija.  Postoji razlika u nacinu primene talasica u obradi
diskretnih i kontinualnih veli¢ina ([27]). U obradi diskretnih signala ucestanost
odabiranja, a time i najfiniji nivo multirezolucijske analize, su odredeni. Stavise,
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obi¢no nemamo informacije o glatkosti podataka. Stoga su beskorisne asimptotske
procene greske, koje se tipi¢no zasnivaju na glatkosti podataka i ¢injenici da se
moze povecati rezolucija. U numeric¢koj analizi pokusavamo da resimo matematicki
problem koji je formulisan u terminima funkcija neprekidne promenljive (na primer,
diferencijalnim jednac¢inama). Pri tom je poznato da resenje ima odredenu glatkost,
te je moguca kontrola resenja. Talasi¢i su pokazali dobre rezultate i u numerickom
modelovanju kontinualnih veli¢ina, posebno onih koje se karakterisu velikim gradi-
jentima, $to je tipi¢no za probleme udarnih talasa i turbulencije.

Bradley i Brislawn iz Los Alamosa laboratorije su primenili talasi¢e u resavanju
parcijalnih diferencijalnih jednacina, ali na potpuno drugaciji nacin. Nisu koristili
talasi¢e u reSavanju jednacina, nego su unapredili rad superkompjutera pri simu-
laciji globalnog modela klime i okeana. Razvili su vektorsku metodu baziranu na
talasi¢ima za visedimenzione skupove podataka ovog modela. U ovom sluc¢aju cilj je
da se istraziva¢ima grubo ali ¢itljivo da tumacenje rezultata racunanja superkom-
pjutera.

Primena u industriji. Vekovima su prosti zvuéni testovi koriséeni za proveru
kvaliteta materijala nekog predmeta, na primer udaranje prstom za proveru zrelosti
lubenice. U novije vreme, savremena oprema za ¢itanje zvuka i obradu dobijenog
signala koristi se za kontrolu kvaliteta u visoko automatizovanim fabrikama. Na
primer, fabrike za proizvodnju kompjuterskih diskova pomocu Fourier-ove trans-
formacije proveravaju neregularnost zvuka koji se dobija pri obrtanju diskova ve-
likom brzinom. Tu tehniku, medutim, nije moguce primeniti na male neperiodi¢ne
signale, koji se ne mogu obraditi ni Kratkotrajnom Fourier-ovom transformaci-
jom (STFT). Tokom osamdesetih godina jednostavni eksperimenti su pokazali da
se ovde moze uspesno koristiti analiza talasi¢ima. Za razliku od STFT, analiza
talasi¢ima dopusta proizvoljno dobro frekvencijsko i vremensko razlaganje na vi-
sokim frekvencijama. To znaci da kada se, na primer, signal sastoji od dva praska,
oni mogu primenom talasi¢a da se razdvoje ukoliko se koriste dovoljno visoke re-
zolucije. Analiza talasi¢ima takode omogucava dobru i stabilnu multirezolucijsku
reprezentaciju i efikasna numericka izracunavanja, $to nije moguée u Fourier-ovoj
analizi.

Ove osobine su navele Hisakazu Kikuchi i njegove kolege da koriste transfor-
macije talasi¢éima za analizu eksplozija u motorima automobila. Eksplozije se po-
javljuju zbog greske u kontroli paljenja pri startovanju motora. One stvaraju udarne
talase, koji mogu ¢ak i da uniste motor. Njihovo otkrivanje i analiza su vazni zbog
poboljsanja sistema paljenja. Podaci iz akusti¢ne vibracione analize (osnovni metod
koji se koristi za izucavanje eksplozija) sadrze lazne informacije, kao sto je buka koja
se stvara pri pokretanju mehanickih delova. Druga metoda koji se koristi u ovu
svrhu, statisticka analiza, takode je nepogodna jer su detonacije nestalne. Transfor-
macijom talasi¢ima zvuénog signala koji se dobija pri paljenju motora se, medutim,
dobijaju korisne informacije. Kikuchi je konstruisao brzi procesor za video prikaz
podataka dobijenih analizom talasi¢ima. U cilju provere predlozenih resenja, izve-
dena su dva zanimljiva eksperimenta. U prvom je identifikovano ono za Sta se
verovalo da su karakteristicne komponente zvuka motora. Njihovom sintezom je
dobijen zvuk vrlo slican pravom zvuku motora, $to je potvrdilo stru¢njacima da su
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kljuéne komponente uspesno identifikovane. U drugom eksperimentu su izvrsena
poredenja mogucénosti analize talasi¢ima i senzora pritiska da otkriju eksplozije.
Senzor pritiska, koji belezi podatke o pritisku unutar cilindra motora, bio je naj-
bolje sredstvo za otkrivanje eksplozija. Medutim, njegovo koris¢enje u fabrikama
je veoma skupo jer ga treba posebno podesiti prema motoru, na¢inu voznje (brzini,
ubrzanju), vremenskim uslovima itd. Pokazalo se da je analiza talasi¢ima ta¢nija i
efikasnija u otkrivanju eksplozija od senzora pritiska.

Banalniji, ali ne manje vazan primer koriséenja analize talasi¢cima u industriji
je otkrivanje nepravilnosti rada mesalice za beton. Analizatori zvuka koji se emi-
tuje tokom okretanja bureta u cementnoj mesalici mogu da otkriju neke nepravil-
nosti. Dalje unapredivanje tehnika zasnovanih na talasi¢ima omogucéava konstruk-
ciju uredaja za pouzdanu kontrolu kvaliteta.

Primena u medicini. Zbog neprestanih promena koje se odvijaju unutar zivih
organizama, Kratkotrajna Fourier-ova transformacija nije pogodna za obradu po-
dataka u medicini. Tehnike zasnovane na talasi¢ima su se pokazale mnogo bolje,
posebno za obradu akusti¢nih podataka. Jedna oblast primene, koja obecava, je
kompresija elektrokardiograma (EKG) ¢oveka, $to omogucava formiranje EKG baza
podataka i prenosenje EKG signala telefonskim linijama. Pri tome je bitna maksi-
malna efikasnost i minimalna greska. Jedan od kriterijuma efikasnosti kompresije je
odnos broja bita originalnog podatka i broja bita kompresovanog podatka (PCD).
Jie Chen i njegove kolege sa jednog japanskog univerziteta su predlozili algoritam
obrade EKG-a baziran na talasi¢éima za koji je PCD izmedu 5.5% i 13.3%. Pri
tome je ovaj algoritam brz i jednostavan, a o¢ekuju se dalja poboljsanja. Alterna-
tivni prilaz kompresiji EKG podataka, koji koristi visekanalnu analizu, razvili su
Makoto Nakashizuka i njegove kolege sa Nigata univerziteta. Pri kompresiji ovim
algoritmom zadrzavaju se vazne osobine EKG signala koje konvencionalne metode
transformacije nisu uspele da sacuvaju. Ove osobine su vrlo vazne za otkrivanje
nepravilnosti u radu srca.

Ehokardiograf je vizuelna tehnika koja koristi ultrazvuk za prenos informacija.
Ultrazvuk je akusticni talas sa frekvencijom visom od 20kHz. Za potrebe medicine
ultrazvucni talas ima frekvenciju oko 2MHz, sto omoguéava bolju ta¢nost sa ma-
njom prodornoséu. Ultrazvuk prodire kroz nehomogenu sredinu i reflektuje se o
granice posmatranih oblasti sa razli¢itim akusti¢nim impedansama. Ehokardiograf
belezi reflektovani zvuk. Pomoéu ehokardiografa se moze videti grada srca: srcani
mi§i¢, unutrasnja i spoljasnja opna, sréana pregrada. Matematickom obradom
dobijenog signala racunaju se frekvencija i ubrzanje rada zida supljina srca (komora
i pretkomora), $to daje klinicke informacije o radu srca.

Obrada slike vrsi se na numerickoj reprezentaciji slike, a to je matrica vrednosti
funkcije f(z,y) na tzv. "sivoj skali” u tackama dovoljno fine mreze. Kada se slika
menja sa vremenom potrebno je analizirati niz slika,sto znac¢i da se mora racunati sa
ogromnim brojem podataka. Stoga je neophodno uociti zakonitosti i korelacije koje
uvek postoje medu razlicitim delovima numeri¢kih informacija koje predstavljaju
sliku.
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Katalogizacija otisaka prstiju je jedan od primera uspesne primene talasica.
U FBI se nalazi oko 200 miliona kartica sa otiscima prstiju. Svaki otisak prsta
se digitalizuje na rezoluciju od 500 pixela po in¢u sa 256 nivoa skale sivih tonova
po pixelu. Stoga jedan otisak zauzima oko 700000 pixela Sto je priblizno 0.6Mbyte
memorije. Dakle, potrebno je arhivirati veliki broj podataka, ali tako da se omoguci
brzo pretrazivanje. To podrazumeva kompresiju podataka, koja zahteva njihovu
prethodnu obradu. FBI je ne tako davno usvojio standard za digitalnu kompresiju
slike otiska prsta koji se bazira na talasi¢cima. Kompresija se vrsi u odnosu 20:1, a
razlike izmedu originalne i dekompresovane slike mogu uociti samo eksperti.

Proucavanje udaljenih galaksija. A. Bijaoui je koristio talasi¢e da objasni nas-
tanak i hijerarhijsku organizaciju udaljenih galaksija. Novi teleskopi obezbeduju
digitalizovanu sliku univerzuma sa ogromnim brojem podataka. Analiza talasi¢ima
se koristi za obradu tih slika. Odreduju se granice objekata, na osnovu kojih se zeli
do¢i do trodimenzione organizacije kosmosa.

Kompjuterski vid. U ranim 80-tim David Marr je u MIT-ovoj laboratoriji za
vestacku inteligenciju zapoceo rad na veStackom vidu robota — ”kompjuterskom
vidu”. Njegova osnovna premisa je da treba prouciti ljudski vid i pomocéu uocenih
zakonitosti simulirati ”kompjuterski vid”. Pri tome u ljudskom vidu treba iskljuciti
sve §to zavisi od treninga, kulture, navika i drugih stecenih korektora vida, i zadrzati
samo mehanicke i refleksne karakteristike vida, tj. zadrzati se na osnovnom nivou
vida. Treba istraziti ona svojstva ljudskog vida koja zelimo da podrazavaju ili
reprodukuju roboti, a to su raspoznavanje kontura objekata, osetaj tre¢e dimenzije,
izdvajanje reljefa na osnovu senki i opazanje pokreta. Marr je pretpostavio da
je osnovna reprezentacija, koju dobija roznjaca, niz skica odredenih na razli¢itim
skalama, a te skale ¢ine geometrijsku progresiju. Skice su sastavljene od linija
(f * ¥s)(z,y) = 0, koje predstavljaju ¢uvene Marrove nulte preseke. Operator
% oznaCava konvoluciju, a ¢ je Marrov talasi¢ koji je diferencijabilan i moze se
predstaviti na ma kojoj zeljenoj skali.

S obzirom da je teorija talasi¢a mlada nau¢na disciplina, moze se ocekivati dalja
ekspanzija i u teorijskom i u aplikativnom domenu. Ovde su navedene samo neke
od brojnih uspesnih primena talasi¢a u razli¢itim oblastima. ViSe informacija moze
sa na¢i na internetu, na nekoj od navedenih web adresa.

Zadaci

1. Napisati program u MatLab-u za reprezentaciju i kompresiju signala f(x)
koriséenjem piramidalnog algoritma definisanog biortogonalnim filtrima (§7.2).

2. Napisati program u MatLab-u za izracunavanje koeficijenata interpolacionih
biortogonalnih filtara hg(n), h1(n), fo(n), fi(n), i crtanje interpolacione funkcije
skaliranja i njoj pridruzenog talasi¢a (§7.3).
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3. Napisati program u MatLab-u koji ¢e na osnovu lifting algoritma (30) konstru-
isati razlicite modifikovane talasice (za razlic¢ite izbore funkcije skaliranja p(z)).
Koristeéi piramidalni algoritam za biortogonalne talasic¢e (§7.2), nacrtati grafik
modifikovanog talasi¢a (algoritam opisan u §6.2).
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Web adrese

1. bigwww.epfl.ch
2. www.amara.com/current/wavelet.html

www.amara.com/IEEEwave/IEEEwavelet.html

- W

www.cs.ubc.ca/nest /imager /contributions/bobl/wvlt /top.html
www.cs.dartmouth.edu/ sp/lift
www.gvsu.edu/math/wavelets/tutorials.htm

www.math.yale.edu/pub/wavelets/papers/

® N o o

www.mathworks.com

9. www-stat.stanford.edu/ wavelab/

10. www.users.rowan.edu/ rpolikar/WAVELETS/WTtutorial.html
11. www.wavelet.org

12. www.wolfram.com/
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