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Koje funkcije mogu biti talasici?

Funkcija v (x) €e biti nazvana talasic¢ ako

e familija dilatacija i translacija funkcije v (x) omogucava da se sve funkcije iz
prostora L» rekonstruisu koriScenjem detalja na svim skalama,

e ima momente nula,
e brzo opada ka nuli za t — +o0, ili je nula van nekog konacnog intervala u R.

Nije neophodno da postoji pridruZzena funkcija skaliranja ¢ (x) (Morlet-ov talasic).

Glavni kriterijumi u konstrukciji i izboru talasica

e Ogranicen nosa¢ za ¥ (z), ¥(w) i ¢(z), @(w); ili, opstije, brza konvergencije
ka nuli u beskonacnosti, bilo po vremenu bilo po frekvenciji.

Ova osobina odreduje vremensku i frekvencijsku lokalizaciju. Talasicu sa ograni-
cenim nosacem je pridruzen konacCan (FIR) filter, pa su sume u FWT algoritmu
konacne.



e Ortogonalnost (ili biortogonalnost) je pozeljna osobina jer za posledicu ima
jednakost £» normi funkcije i niza njenih koeficijenata u razvoju po talasicima;
transformacija ortogonalnim talasiCima je unitarna, Sto znaci da je stabilna;
racunski algoritam je brz i ne zauzima mnogo memorijskog prostora;

u ortogonalnoj multirezolucijskoj analizi projekcioni operatori na razliCite pot-
prostore daju optimalne aproksimacije u smislu £, norme.

e Simetrija Filtri pridruzeni simetricnim funkciji skaliranja i talasi€u imaju, u
opsStem slucaju, linearnu fazu.

Odsustvo ove osobine moze dovesti do distorzije faze, sto je posebno nepozeljno
u obradi zvucnih signala. Ova osobina je korisna i pri obradi slike.

Simetrija iskljuCuje ortogonalnost (osim za trivijalan Haar-ov filtar).

e Regularnost je bitha za glatkost rekonstruisanog signala ili slike.

Veca glatkost obezbeduje bolju frekvencijsku lokalizaciju filtra.

Glatkost bazisnih funkcija je pozeljna u primenama u numerickoj analizi, kada se
koriste izvodi.



e Broj iSCezavajucih momenata talasica 1 je bitan za kompresiju, jer od toga zavisi
veliCina koeficijenata talasiCa i mogucnost zanemarivanja malih koeficijenata.

e Broj iSCezavajucih momenata dualnog talasiCa odreduje brzinu konvergencije
aproksimacije talasicima glatkih funkcija.

e Racionalni koeficijenti U raCunarskim implementacijama korisno je da su koefi-
cijenti filtra racionalni brojevi, ili, joS bolje, diadski racionalni. U raCunaru mnozenje
stepenom broja dva vrsSi se Siftovanjem bitova, Sto je vrlo brza operacija.

e Analiticki izrazi ne postoje uvek za talasi¢ i funkciju skaliranja, ali je nekada
pozeljno ih imati.

e Interpolacija Ako funkcija skaliranja zadovoljava uslove ¢(k) = 6, k € Z,
onda je trivijalno naci funkciju iz V; koja interpolise podatke date na mrezi koraka
2J, posto su koeficijenti u reprezentaciji jednaki podacima.

Nije moguce konstruisati talasic koji ima sva nabrojana svojstva



Daubechies talasici, DbN

e DuZina nosaca talasi¢a vy (x) i funkcije skaliranja o(x) je 2N — 1.
e Ortogonalni su.
e Jednostavan je zapis gustine energijskog spektra pridruzenog filtra

2N -1 2

. - 1 _ W\N _, . oW
p(w) = |e(w)]? = 5 M h(k)e v | = AOOmw Mv QA in? Mv
k=0
e Vecina talasica DbN nisu simetricni, Cak je kod nekih asimetrija vrlo izrazena.
e Broj iSCezavajucih momenata talasica (x) je N.

e Glatkost im se povecava sa redom N, funkcije ¢ (x) i p(x) pripadaju klasi
CHN 1~ 0.2 za veliko N.

e Nemaju eksplicitan izraz, izuzev Haar-ovog talasica Db1l.



Symlet talasi¢i, SymN

Drugacijim grupisanjem gustine energijskog spektra P(z) na cCinioce C(z) |
C(z~1), u odnosu na izbor koji odreduje Daubechies filtar, dobija se filtar koji
definiSe skoro simetricne talasice SymN. Daubechies filtar je odreden tako da su
svi koreni frekvencijskog odziva C'(z) po modulu maniji ili jednaki jedan.

Ne moZe se postiCi potpuna simetrija u okviru ortonormiranog bazisa talasica sa
konachim nosacem (osim Haar-ovog talasica).

Ostale osobine ovih talasica su sliche osobinama Daubechies talasica DbN.

Coiflet talasici, CoifN

Konstruisala ih je Daubechies na zahtev Coifman-a. Da bi se pocetni niz koefi-
cijenata (na najfinijem nivou) piramidalnog algoritma Sto jednostavnije i tacCnije
racunao, korisno je da i momenti funkcije skaliranja Sto viseg reda budu jednaki
nuli. U tom sluCaju, zamenom funkcije f(x) njenim Taylorovim razvojem, dobija
sedaje ag, ~ f(n). GreSka je to manja Sto je [ zFo(z) de = 0 za vete k.
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Povecanje broja uslova povecava duzinu nosaca, nosac je duzine 6 N — 1.

Talasic CoifN ima 2N, a odgovarajuca funkcija skaliranja 2N — 1 momenata jed-
nakih nuli (nulti moment, integral same funkcije skaliranja, jednak je jedan).

U odnosu na duzinu nosaca CoifN je uporediv sa Db3N i Sym3N, a u odnosu na
broj iS¢ezavajucih momenata talasi¢a uporediv je sa Db2N i Sym2N.

Vise su simetricni od DbN.

Koriste se u numerickoj analizi.



Biortogonalni talasici

Ako se isti FIR filtri koriste za analizu i sintezu, ne moze se postiCi | simetrija i
savrsena rekonstrukcija. Koris¢enjem razliCitih filtara, ovo je moguce postici.

Ho(2) niskofrekvencijski, H1(z) visokofrekvencijski filtar banke analize
Fp(z) niskofrekvencijski, F47(z) visokofrekvencijski filtar banke sinteze

Uslov savrSene rekonstrukcije je

Fo(z)Ho(z) + F1(2)H1(2) = 2, Fo(z)Ho(—2) + F1(2)H1(—2) =0

Odzivi Hg(z), H1(z), Fo(z) i F1(2) su polinomi (i sa negativnhim stepenima z),
jer su filtri FIR, i povezani su relacijama

Hi(z) = 2 'Fo(—2), Fi(z) =z 'Ho(-=2)



Iskazano preko koeficijenata filtara veze su
> ho(n)fo(n + 2k) = 6(k)
hi(n) = (1)"Tfo(1—n)  f1(n) = (—1)" T ho(1 — n)

Tako dolazimo do simetricnih biortogonalnih bazisa talasica.
KonstruiSu se dva niza multirezolucijskih prostora
Vit Wi=Vi1, Vit W;=Vi

Sume prostora su direktne (prostori nemaju zajednickih elemenata), ali u opStem
slu€aju nisu ortogonalne.

Ortogonalnost postoji medu prostorima razliCitih multirezolucija.

Vi LW, W, LV



Koeficijentima filtara definisani su bazisi ovih prostora, biortogonalne funkcije
skaliranja i talasicCi

o(x) = ho(k)e(z—k),  @(x) =2 fo(k)p(2x — k),
k k

() =) hi(k)e(Re—k), P)=2) f1(k)g(z—k)
k k

Bazisi ovih prostora su biortogonalni

(Vjg, Vi) =060 —J)6(k— K), (oK Po.x) = (k- K)
gde je

Gip(@) =272 e — k),  Pip(z) =279/2¢(2 7Tz — k)
bu .Nv
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Posledica biortogonalnosti ova dva sistema funkcija je

F@) =S au@in(@),  ajn=(f, ojx) = \ F(@)p; () da,
k

F@)=> > bipdip(x),  bjp=(f k) = \\@vﬁsw@v dz.
ik

Piramidalni algoritam je definisan filtrima analize,

fu\,ﬂHMUwoclw@@,TrrS}HMEleS@TE
N N

a inverzni piramidalni algoritam je definisan filtrima sinteze,

aj_1]= Muqu —2k)a; + f1(l - M\av@&wv
k
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Biortogonalni bazisi mogu zameniti uloge, tako da se tilda funkcije koriste u analizi
a ove druge u sintezi. I1zbor zavisi od regularnosti i broja iSCezavajucih momenata
jednih i drugih.

AkO ) | &i obrazuju dualne Riesz-ove bazise talasiCa sa ograniCenim
nosacem, postoji veza izmedu broja iSCezavajucih momenata jedne funkcije i re-
gularnosti druge funkcije

e Cc™ — \&w%?&&&“ou Ek=0,....,m

Bolji izbor je sinteza po regularnijim talasiCima. Koeficijenti u razvoju ce biti
raCunati po dualnim talasiCima koji imaju veci broj iSCezavajucih momenata, pa
Ce vecCi broj koeficijenata za glatke funkcije biti nula.

Ako se za funkcije skaliranja izaberu kardinalni B-splajnovi

Njima odredeni talasici, tj. filtri, su simetricni

Sve funkcije, ukljuCujuci i dualne, imaju kompaktan nosac i linearnu fazu
Svi koeficijenti filtara su diadski racionalni

Nedostatak je Sto su dualne funkcije male glatkosti za male duZzine filtara
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Kardinalni B-splajnovi

Kardinalni B-splajn reda nula je Cetvrtka og(x) = z_onV. karakteristiCna
funkcija intervala [0, 1].

Za N > 1 kardinalni B-splajn ¢ () je definisan rekurzivno konvolucijom

@)

on(@) = (o1 * 00) (2) = \ on-_1(7) pola — ) dr

— 0

& Konvolucija N Cetvrtki je deo po deo polinom ¢pn_1(x) stepena N — 1.
Skokovi (N — 1)-0g izvoda utaCkama x = 0, 1,..., N su binomni koeficijenti sa
alternativnom promenom znaka, AICNA,\MV.

en—1(z) = (en_2 * o) () = (o * o ©q ) ()
N
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Konvolucija po x u vremenskom domenu je ekvivalentha mnozenju po w u
frekvencijskom domenu,

on(z) = (prxeg) () = oplw) = @p(w) gg(w)

Fourier-ova transformacija

1 —w N

. _ l—e - - N 1 _
folw) = [ e ttdr = v = (2o = (1) -

0 W W
Filtar

1 1 4 N 14ty 1 LNy
Ho(z) = S+57 1, Hya() = (Ho()" = ()" =55 > ()

k=0

Frekvencijski odziv Hy_1(z) imanulureda N zaz = —1,tfj. w=7m (r = N)
Polinomi 1, z, z2, ..., 2V ~1 su kombinacije splajnova reda N — 1

Tacnost aproksimacije je reda N
Odgovarajuci talasici imaju IV iSCezavajucih momenata
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Koeficijenti filtra pridruzenog splajnu reda N — 1 mogu se dobiti na dva nacina,
e h(n) su koeficijenti polinoma A%VZ

e h(n) je odredeno konvolucijom filtara (3, 5) * (5, 5) * -+ = (3, 5)

- -1 .
Am<m_8330Nm:_mwm # _mxo:<o_co__mmm @v Wv cSmBm:m_AoBo_oBm:S

Koeficijenti filtra su binomni koeficijenti podeljeni sa 2%V

Dilataciona jednacina, Cije reSenje je splajnreda N — 1, je

2 o N
Pxa@) =5y Y (,)en-1(2e k)

¢ N = 2 Konvolucija dve Cetvrtke proizvodi linearni splajn (krov funkciju)

Cetvrtka x Cetvrtka = krov funkcija

1+271\ /14271 142714272

1 1 1 1 1 1 1
> > A - GG =G5

)
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Diferenciranjem formule

1

on-1(2) = (0 * on_o) (z) = \o on_o(e — 1) dt

dobija se rekurentna formula za izracunavanje izvoda splajna

1
Sy 1) = [ ey oo —Ddt=ox_a(@) —on—a(e—1)

Daljim diferenciranjem i koriS€enjem prethodne rekurentne veze dobija se

N-1 Y N
PN 1 @) = > (—F () )eola — k)
k=0

AP = CDI(D). T=00 N (ol —R) = 66— k)

Dakle, skokovi (N — 1)-og izvoda u tackama x = O, 1,..., N su binomni koefi-
cijenti sa alternativnom promenom znaka.
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o N =4 KubniB-splajn ¢3(x) je konvolucija Cetiri Cetvrtke,

p3(x) = (o * @0 * po * v0o)(x)

Rezultat prve konvolucije je
1.
0.67

0.5}

0.17

0 1 2 0 1 > 3
linearni 1 () (krov f-ja), druge kvadratni ¢»(x) i poslednje kubni splajn ¢3(x)

Oni, redom, pripadaju klasama neprekidnih funkcija C°, ¢l ic?
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Kubni B-splajn p3(x) je razliCit od nule na Cetiri intervala

Odreden je niskofrekvencijskim filtrom h = AHH@ w@u Hmmg w@ va

Frekvencijski odziv ima nulu reda Cetiri u tacki z = —1 (w = 7)

H(2) = H|Hoﬁ +:H4  gk(_1)y=0, k=0,1,2,3
Splajn je najvece moguce glatkosti i ima red tacnosti p = 4, najveci moguc
za filtre duzine pet.

Cetvrti izvod kubnog splajna je suma Dirac-ovih funkcija. Koeficijenti kojima
su mnozene delta funkcije su 1, —4, 6, —4, 1 i predstavljaju skokove u trecem
izvodu u celobrojnim taCkama nosaca.

Ovaj binomni Sablon se primenjuje za svako N. Prviizvod krov funkcije o1 (x)
ima skokove 1, —2, 1.
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Skalarni proizvod splajna sa njegovom translacijom jednak je splajnu viseg reda,

a(n) = \ T on 1N 1t + n)dt = pan_1(N + 1)

— 0
Integral je konvolucija N Cetvrtki sa N novih Cetvrtki pomerenih za n. 2N Cetvriki
generise splajn popn_1.

Vektor a = {a(n)} je reSenje jednaCine a = Ta.

Operator 1" je odreden proizvodom (gustinom energijskog spektra)

1+t v, 142N N, 1+2ton
)" () ( )

— = Hon
5 5 2 5 >N—1(2)

Hy 1(x)Hy_1(z"1) = (

Matrica 1" za splajn reda (N — 1) je identiCna matrici M za splajn reda (2N — 1).
Sopstveni vektor matrice M sadrzi vrednosti splajna viseg reda u celobrojnim
taCkama. Isti sopstveni vektor, kao sopstveni vektor matrice T', sadrzi skalarne
proizvode splajna nizeg reda.
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Koji talasici su pridruzeni splajnovima?

Splajnovi nisu ortogonalni u odnosu na svoje translacije (napr. krov funkcija, kubni
B-splajn), tj. bazis {¢n_1(x — k) } prostora Vg nije ortogonalan.

Sa splajnovima se ne mogu konstruisati ortonormirani bazisi funkcija skaliranja i
talasiCa koji su uzajamno ortogonalni.

e Semiortogonalni talasi¢ sa svojim translacijama odreduje bazis prostora W,
koji je ortogonalan na prostor Vg

Vo L W, Vo®Wo=V_1

Imamo prostore koji su ortogonalni, ali Ciji bazisi nisu ortogonalni.
Semiortogonalni talasic ¥ (x)

- jeste ortogonalan na funkcije skaliranja (splajnove) p(x — n),

- nije ortogonalan na svoje translacije ¥ (x — n),

- jeste ortogonalan na sve talasice (27 — n), j # 0O (sledi iz ortogonalnosti

prostora YWy ha prostor V), koji sadrzi sve prethodne prostore Wi, Wo,.
21



¢ Semiortogonalni talasic pridruzen krov funkciji

9(8) = = (9(20) — 6p(2t — 1) + 100(26 — 2) — 6p(2t — 3) + (21 — 4))

1r 1-
0.9
0.8
0.7
0.5
0.6~
0.5
0.4
0.3

0.2+

0.1

I I I I I ]
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

e Pomocu splajnova se mogu konstruisati biortogonalni bazisi

e PolazecCi od bazisa B-splajnova, postupkom ortogonalizacije, moZe se kon-
struisati ortogonalni bazis



Interpolacioni talasici

Spadaju u biortogonalne talasice. Za funkciju skaliranja na nivou J vazi da je
2720 (k2) =@k —1) =6,y  —  f@ =Y fk)p(t—k)
k

Rekurzivhom interpolacijom konstruiSe se kvazi neprekidna funkcija f(x), na os-
novu njenih vrednosti u konacno mnogo datih tacaka x;.

Algoritam:

- lzabere se paran broj M, koji je znatno manji od broja cvorova interpolacije x;

- Interpolacijom se odreduju vrednosti funkcije u sredinama intervala odredenih
susednim taCkama x;. Sa M /2 tacaka x; levo i M /2 taCaka x; desno od
uocene sredine odreden je interpolacioni polinom stepena M — 1, pomocu
koga se racuna vrednost funkcije u sredisnjoj tacki intervala

- Ponavlja se prethodni korak na novom skupu podataka (stare i nove tacke),
koji je dvostruko veci od polaznog
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Kada se rekurzija beskonacno puta ponavlja, dobija se kvazi neprekidna funkcija.

Ako su tatke z; diadske tacke, z; = i/27,a f, = 1i f; = 0, i # k, na ova]
nacin bice odredena funkcija skaliranja (27t — k).

Pridruzeni talasic je Y(t) = —p(2t — 1), —00 <t < o0

0.2

0.6 - -0.2

04 - -0.41

0.2 I I I I I ] -1 I I I I I ]
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3




Talasici koji nisu odredeni funkcijom skaliranja

Morlet-ov talasic

22
W(x) = exp (—ax) exp —
20
2
\%@Q&HRP za a=m\/—— = 5.336
In 2
Meksicki SeSir (Mexican hat)
Drugi izvod Gauss-ove funkcije
1 —z? 1 T2 —z?
= —— exp— — = — 1) exp—=
w(x) G P 5 Y(z) D3 AQM ) exp 252
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Meyer-ov talasic

| talasicC i funkcija skaliranja su konstruisani u frekvencijskom domenu pomocu
funkcija sin(w) 1 cos(w), tako da njihove Fourier-ove transformacije imaju kom-
paktne nosace.

Osobine:
Funkcija skaliranja je simetricna oko tacke x = 0, a talasic oko x = 1/2

Funkcija skaliranja i talasic nemaju kompaktne nosace
Opadaju brZze u beskonacnosti od ma kog "inverznog polinoma”

VneN,3C,  |p(@)| < Cn(1 4 |x2) "

Talasic¢ je beskonacno diferencijabilna funkcija
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Primene

Obrada signala (analiza, sinteza, kompresija )

Predvidanje i lociranje zemljotresa

e Proucavanje udaljenih galaksija
e Analiza i kompresija medicinskih signala ( ECG, EEG)
e Kontrola kvaliteta analizom zvucnih signala
e Komunikacije (kompresija jako bitna)
Obrada slike
e Kompresija otisaka prstiju u srazmeri 20:1 (JPEG 2000)
e Kompresija slike
e Kompjuterska grafika
e Kompjuterski vid (multirezolucijski pristup)
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