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IĆ

I
(W

A
V

E
LE

T
S

)

1.
Transform

acija

2.
M

ultirezolucija

3.
K

onstrukcija

4.
F

iltar

5.
O

sobine

6.
P

iram
idalnialgoritam

7.
P

rim
eriip

rim
en

e

2
0
0
7

1



K
oje

funkcije
m

ogu
bititalasići?

F
unkcija

ψ
(x

)
će

bitinazvana
talasić

ako

•
fam

ilija
dilatacija

itranslacija
funkcije

ψ
(x

)
om

ogu
ćava

da
se

sve
funkcije

iz
prostora

L
2

rekonstruišu
korišćenjem

detalja
na

svim
skalam

a,

•
im

a
m

om
ente

nula,

•
brzo

opada
ka

nuliza
t→

±
∞

,ilije
nula

van
nekog

kona
čnog

intervala
u
R

.

N
ije

neophodno
da

postojipridružena
funkcija

skaliranja
ϕ
(x

)
(M

orlet-ov
talasić).

G
lavnikriterijum

iu
konstrukcijiiizboru

talasića

•
O

graničen
nosač

za
ψ
(x

),
ψ̂
(ω

)
i
ϕ
(x

),
ϕ̂
(ω

);
ili,

opštije,
brza

konvergencije
ka

nuliu
beskonačnosti,bilo

po
vrem

enu
bilo

po
frekvenciji.

O
va

osobina
odre

-duje
vrem

ensku
ifrekvencijsku

lokalizaciju.
Talasiću

sa
ograni-

čenim
nosačem

je
pridružen

konačan
(F

IR
)

filter,
pa

su
sum

e
u

F
W

T
algoritm

u
konačne.

2



•
O

rtogonalnost(ilibiortogonalnost)
je

po
željna

osobina
jer

za
posledicu

im
a

-
jednakostL

2
norm

ifunkcije
iniza

njenih
koeficijenata

u
razvoju

po
talasićim

a;
-

transform
acija

ortogonalnim
talasićim

a
je

unitarna,što
značida

je
stabilna;

-
računskialgoritam

je
brz

ine
zauzim

a
m

nogo
m

em
orijskog

prostora;
-

u
ortogonalnojm

ultirezolucijskojanaliziprojekcionioperatorina
različite

pot-
prostore

daju
optim

alne
aproksim

acije
u

sm
islu

L
2

norm
e.

•
S

im
etrija

F
iltri

pridruženi
sim

etričnim
funkciji

skaliranja
i

talasiću
im

aju,
u

opštem
slučaju,linearnu

fazu.
O

dsustvo
ove

osobine
m

ože
dovestido

distorzije
faze,što

je
posebno

nepoželjno
u

obradizvučnih
signala.

O
va

osobina
je

korisna
ipriobradislike.

S
im

etrija
isključuje

ortogonalnost(osim
za

trivijalan
H

aar-ov
filtar).

•
R

egularnostje
bitna

za
glatkostrekonstruisanog

signala
ilislike.

V
eća

glatkostobezbe
-duje

bolju
frekvencijsku

lokalizaciju
filtra.

G
latkostbazisnih

funkcija
je

poželjna
u

prim
enam

a
u

num
eričkojanalizi,kada

se
koriste

izvodi.
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•
B

rojiščezavajućih
m

om
enata

talasića
ψ

je
bitan

za
kom

presiju,jerod
toga

zavisi
veličina

koeficijenata
talasića

im
ogućnostzanem

arivanja
m

alih
koeficijenata.

•
B

rojiščezavajućih
m

om
enata

dualnog
talasića

odre
-duje

brzinu
konvergencije

aproksim
acije

talasićim
a

glatkih
funkcija.

•
R

acionalnikoeficijenti
U

računarskim
im

plem
entacijam

a
korisno

je
da

su
koefi-

cijentifiltra
racionalnibrojevi,ili,jo

š
bolje,diadskiracionalni.

U
računaru

m
noženje

stepenom
broja

dva
vršise

šiftovanjem
bitova,što

je
vrlo

brza
operacija.

•
A

nalitički
izrazi

ne
postoje

uvek
za

talasić
i

funkciju
skaliranja,

ali
je

nekada
poželjno

ih
im

ati.

•
Interpolacija

A
ko

funkcija
skaliranja

zadovoljava
uslove

ϕ
(k

)
=

δ
k
,
k
∈
Z

,
onda

je
trivijalno

naćifunkciju
iz
V
j

koja
interpoliše

podatke
date

na
m

režikoraka
2
j,pošto

su
koeficijentiu

reprezentacijijednakipodacim
a.

N
ije

m
o

g
u

će
ko

n
stru

isatitalasić
ko

jiim
a

sva
n

ab
ro

jan
a

svo
jstva
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D
aubechies

talasići,D
bN

•
D

užina
nosača

talasića
ψ
(x

)
ifunkcije

skaliranja
ϕ
(x

)
je

2
N
−

1
.

•
O

rtogonalnisu.

•
Jednostavan

je
zapis

gustine
energijskog

spektra
pridru

ženog
filtra

p̂
(ω

)
=
|ĉ(ω

)| 2
=

12



2
N
−
1

∑k
=

0

h
(k

)e −
ık
ω



2

=
(c

o
s
2
ω2

)
N
q̂
(sin

2
ω2

)

•
V

ećina
talasića

D
bN

nisu
sim

etrični,čak
je

kod
nekih

asim
etrija

vrlo
izražena.

•
B

rojiščezavajućih
m

om
enata

talasića
ψ
(x

)
je
N

.

•
G

latkost
im

se
povećava

sa
redom

N
,

funkcije
ψ
(x

)
i
ϕ
(x

)
pripadaju

klasi
C
µ
N

,
µ
≈

0
.2

za
veliko

N
.

•
N

em
aju

eksplicitan
izraz,izuzev

H
aar-ovog

talasića
D

b1.
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S
ym

lettalasići,S
ym

N

D
rugačijim

grupisanjem
gustine

energijskog
spektra

P
(z

)
na

činioce
C
(z

)
i

C
(z −

1
),

u
odnosu

na
izbor

koji
odre

-duje
D

aubechies
filtar,

dobija
se

filtar
koji

definiše
skoro

sim
etrične

talasiće
S

ym
N

.D
aubechies

filtar
je

odre
-den

tako
da

su
svikorenifrekvencijskog

odziva
C
(z

)
po

m
odulu

m
anjiilijednakijedan.

N
e

m
ože

se
postićipotpuna

sim
etrija

u
okviru

ortonorm
iranog

bazisa
talasića

sa
konačnim

nosačem
(osim

H
aar-ovog

talasića).
O

stale
osobine

ovih
talasića

su
slične

osobinam
a

D
aubechies

talasića
D

bN
.

C
oiflettalasići,C

oifN

K
onstruisala

ih
je

D
aubechies

na
zahtev

C
oifm

an-a.
D

a
bise

po
četniniz

koefi-
cijenata

(na
najfinijem

nivou)
piram

idalnog
algoritm

a
što

jednostavnije
i

tačnije
računao,

korisno
je

da
im

om
entifunkcije

skaliranja
što

višeg
reda

budu
jednaki

nuli.
U

tom
slučaju,

zam
enom

funkcije
f
(x

)
njenim

Taylorovim
razvojem

,
dobija

se
da

je
a
0
,n
≈
f
(n

).
G

reška
je

to
m

anja
što

je
∫
x
k
ϕ
(x

)
d
x

=
0

za
veće

k
.
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P
ovećanje

broja
uslova

povećava
dužinu

nosača,nosač
je

dužine
6
N
−

1
.

Talasić
C

oifN
im

a
2
N

,a
odgovarajuća

funkcija
skaliranja

2
N
−

1
m

om
enata

jed-
nakih

nuli(nultim
om

ent,integralsam
e

funkcije
skaliranja,jednak

je
jedan).

U
odnosu

na
dužinu

nosača
C

oifN
je

uporediv
sa

D
b3N

iS
ym

3N
,a

u
odnosu

na
brojiščezavajućih

m
om

enata
talasića

uporediv
je

sa
D

b2N
iS

ym
2N

.

V
iše

su
sim

etričniod
D

bN
.

K
oriste

se
u

num
eričkojanalizi.
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B
iortogonalnitalasići

A
ko

se
isti

F
IR

filtri
koriste

za
analizu

i
sintezu,

ne
m

o
že

se
postići

i
sim

etrija
i

savršena
rekonstrukcija.

K
orišćenjem

različitih
filtara,ovo

je
m

oguće
postići.

H
0
(z

)
niskofrekvencijski,

H
1
(z

)
visokofrekvencijskifiltar

banke
analize

F
0
(z

)
niskofrekvencijski,

F
1
(z

)
visokofrekvencijskifiltar

banke
sinteze

U
slov

savršene
rekonstrukcije

je

F
0
(z

)H
0
(z

)
+
F
1
(z

)H
1
(z

)
=

2
,

F
0
(z

)H
0
(−
z
)
+
F
1
(z

)H
1
(−
z
)
=

0

O
dzivi

H
0
(z

),
H

1
(z

),
F
0
(z

)
i
F
1
(z

)
su

polinom
i(isa

negativnim
stepenim

a
z),

jer
su

filtriF
IR

,ipovezanisu
relacijam

a

H
1
(z

)
=
z −

1
F

0
(−
z
),

F
1
(z

)
=
z −

1
H

0
(−
z
)
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Iskazano
preko

koeficijenata
filtara

veze
su

∑

n

h
0
(n

)f
0
(n

+
2
k
)
=
δ
(k

)

h
1
(n

)
=

(−
1
)
n
+

1
f
0
(1
−
n
)

f
1
(n

)
=

(−
1
)
n
+

1
h
0
(1
−
n
)

Tako
dolazim

o
do

sim
etričnih

biortogonalnih
bazisa

talasića.

K
onstruišu

se
dva

niza
m

ultirezolucijskih
prostora

V
j
+
W
j
=
V
j−

1
,

Ṽ
j
+
W̃
j
=
Ṽ
j−

1

S
um

e
prostora

su
direktne

(prostorinem
aju

zajedničkih
elem

enata),aliu
opštem

slučaju
nisu

ortogonalne.

O
rtogonalnostpostojim

e
-du

prostorim
a

različitih
m

ultirezolucija.

V
j ⊥

W̃
j ,

W
j ⊥

Ṽ
j .
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K
oeficijentim

a
filtara

definisani
su

bazisi
ovih

prostora,
biortogonalne

funkcije
skaliranja

italasići

ϕ
(x

)
=
∑

k

h
0
(k

)ϕ
(2
x
−
k
),

ϕ̃
(x

)
=

2
∑

k

f
0
(k

)ϕ̃
(2
x
−
k
),

ψ
(x

)
=
∑

k

h
1
(k

)ϕ
(2
x
−
k
),

ψ̃
(x

)
=

2
∑

k

f
1
(k

)ϕ̃
(
2
x
−
k
)

B
azisiovih

prostora
su

biortogonalni
(ψ

j,k
,
ψ̃
J
,K

)
=
δ
(j−

J
)
δ
(k
−
K

),
(ϕ

0
,k
,
ϕ̃

0
,K

)
=
δ
(k
−
K

)

gde
je

ϕ̃
j,k

(x
)
=

2
−
j/

2
ϕ̃
(2
−
jx
−
k
),

ψ̃
j,k

(x
)
=

2
−
j/

2
ψ̃
(2
−
jx
−
k
)
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P
osledica

biortogonalnostiova
dva

sistem
a

funkcija
je

f
(x

)
=
∑

k

a
j,k
ϕ̃
j,k

(x
),

a
j,k

=
(f
,
ϕ
j,k

)
=

∫

f
(x

)ϕ
j,k

(x
)
d
x
,

f
(x

)
=
∑

j

∑

k

b
j,k
ψ̃
j,k

(x
),

b
j,k

=
(f
,
ψ
j,k

)
=

∫

f
(x

)ψ
j,k

(x
)
d
x
.

P
iram

idalnialgoritam
je

definisan
filtrim

a
analize,

a
j,k

=
∑

l

h
0
(l−

2
k
)a
j−

1
,l ,

b
j,k

=
∑

l

h
1
(l−

2
k
)a
j−

1
,l

a
inverznipiram

idalnialgoritam
je

definisan
filtrim

a
sinteze,

a
j−

1
,l

=
∑

k

(f
0
(l−

2
k
)a
j,k

+
f
1
(l−

2
k
)b
j,k

)
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B
iortogonalnibazisim

ogu
zam

enitiuloge,tako
da

se
tilda

funkcije
koriste

u
analizi

a
ove

druge
u

sintezi.
Izbor

zavisiod
regularnostiibroja

iščezavajućih
m

om
enata

jednih
idrugih.

A
ko

ψ
j,k

i
ψ̃
j,k

obrazuju
dualne

R
iesz-ove

bazise
talasića

sa
ograničenim

nosačem
,

postojiveza
izm

e
-du

broja
iščezavajućih

m
om

enata
jedne

funkcije
ire-

gularnostidruge
funkcije

ψ̃
∈
C
m

←
→

∫

x
k
ψ
(x

)
d
x

=
0
,

k
=

0
,...,m

B
olji

izbor
je

sinteza
po

regularnijim
talasićim

a.
K

oeficijenti
u

razvoju
će

biti
računati

po
dualnim

talasićim
a

koji
im

aju
veći

broj
iščezavajućih

m
om

enata,
pa

će
većibrojkoeficijenata

za
glatke

funkcije
bitinula.

A
ko

se
za

funkcije
skaliranja

izaberu
kardinalniB

-splajnovi

-
N

jim
a

odre
-denitalasići,tj.

filtri,su
sim

etrični
-

S
ve

funkcije,uključujućiidualne,im
aju

kom
paktan

nosač
ilinearnu

fazu
-

S
vikoeficijentifiltara

su
diadskiracionalni

-
N

edostatak
je

što
su

dualne
funkcije

m
ale

glatkostiza
m

ale
du

žine
filtara
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K
ardinalniB

-splajnovi

K
ardinalni

B
-splajn

reda
nula

je
četvrtka

ϕ
0
(x

)
=
ℵ
[0
,1

] (x
),

karakteristična
funkcija

intervala
[0
,1

].

Z
a
N
≥

1
kardinalniB

-splajn
ϕ
N
(x

)
je

definisan
rekurzivno

konvolucijom

ϕ
N
(x

)
=

(ϕ
N
−
1
∗
ϕ
0
)
(x

)
=

∫
∞−
∞
ϕ
N
−
1
(τ

)
ϕ
0
(x
−
τ
)
d
τ

♠
K

onvolucija
N

četvrtki
je

deo
po

deo
polinom

ϕ
N
−
1
(x

)
stepena

N
−

1
.

S
kokovi(N

−
1
)-og

izvoda
u

tačkam
a
x

=
0
,
1
,...,N

su
binom

nikoeficijentisa
alternativnom

prom
enom

znaka,
(−

1
)
k
(
Nk

).

ϕ
N
−
1
(x

)
=

(ϕ
N
−
2
∗
ϕ
0
)
(x

)
=

(
ϕ
0
∗
···∗

ϕ
0

︸
︷
︷

︸

N

)
(x

)
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K
onvolucija

po
x

u
vrem

enskom
dom

enu
je

ekvivalentna
m

no
ženju

po
ω

u
frekvencijskom

dom
enu,

ϕ
h
(x

)
=

(ϕ
f
∗
ϕ
g )

(x
)

⇐
⇒

ϕ̂
h
(ω

)
=
ϕ̂
f
(ω

)
ϕ̂
g (ω

)

F
ourier-ova

transform
acija

ϕ̂
0
(ω

)
=

∫
1

0
e −

ıω
t
d
t
=

1
−
e −

ıω

ıω
,

ϕ̂
N
−
1
(ω

)
=
(ϕ̂

0
(ω

)
)
N

=

(
1ıω

)
N

(
1−

e −
ıω

)
N

F
iltar

H
0
(z

)
=

12
+

12
z −

1
,

H
N
−
1
(z

)
=
(H

0
(z

)
)
N

=
(
1

+
z −

1

2

)
N

=
12
N

N∑

k
=

0

(
Nk

)

z −
k

Frekvencijskiodziv
H
N
−
1
(z

)
im

a
nulu

reda
N

za
z
=
−
1

,tj.
ω

=
π

(r
=
N

)
P

olinom
i
1
,
x
,
x
2
,...,x

N
−
1

su
kom

binacije
splajnova

reda
N
−

1

Tačnostaproksim
acije

je
reda

N

O
dgovarajućitalasićiim

aju
N

iščezavajućih
m

om
enata
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K
oeficijentifiltra

pridruženog
splajnu

reda
N
−

1
m

ogu
se

dobitina
dva

na
čina,

•
h
(n

)
su

koeficijentipolinom
a
(
1
+
z −

1

2

)
N

•
h
(n

)
je

odre
-deno

konvolucijom
filtara

(
12
,

12

)∗
(
12
,

12

)∗
···∗

(
12
,

12

)

(S
vako

m
noženje

sa
1
+
z −

1

2
je

konvolucija
sa
(
12
,

12

)
u

vrem
enskom

dom
enu)

K
oeficijentifiltra

su
binom

nikoeficijentipodeljenisa
2
N

.

D
ilataciona

jednačina,čije
rešenje

je
splajn

reda
N
−

1
,je

ϕ
N
−
1
(x

)
=

22
N

N∑

k
=

0

(
Nk

)

ϕ
N
−
1
(2
x
−
k
)

¦
N

=
2

K
onvolucija

dve
četvrtke

proizvodilinearnisplajn
(krov

funkciju)

četvrtka
∗

četvrtka
=

krov
funkcija

(
1

+
z −

1

2

)
(
1

+
z −

1

2

)

=
1

+
2
z −

1
+
z −

2

4
,

(
12
,
12

)∗
(
12
,
12

)
=
(
14
,
12
,
14

)
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D
iferenciranjem

form
ule

ϕ
N
−
1
(x

)
=

(ϕ
0
∗
ϕ
N
−
2
)
(x

)
=

∫
1

0
ϕ
N
−
2
(x
−
t)
d
t

dobija
se

rekurentna
form

ula
za

izračunavanje
izvoda

splajna

ϕ
′N
−
1
(x

)
=

∫
1

0
ϕ
′N
−
2
(x
−
t)
d
t
=
ϕ
N
−
2
(x

)−
ϕ
N
−
2
(x
−

1
)

D
aljim

diferenciranjem
ikorišćenjem

prethodne
rekurentne

veze
dobija

se

ϕ
(N
−
1
)

N
−
1

(x
)
=

N∑

k
=

0

(−
1
)
k
(
Nk

)

ϕ
0
(x
−
k
)

ϕ
(N
−
1
)

N
−
1

(j
)
=

(−
1
)
j
(
Nj

)

,
j
=

0
,...,N

,
(ϕ

0
(j−

k
)
=
δ
(j−

k
)
)

D
akle,

skokovi
(N

−
1
)-og

izvoda
u

tačkam
a
x

=
0
,
1
,...,N

su
binom

nikoefi-
cijentisa

alternativnom
prom

enom
znaka.
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¦
N

=
4

K
ubniB

-splajn
ϕ

3
(x

)
je

konvolucija
četiričetvrtke,

ϕ
3
(x

)
=

(ϕ
0
∗
ϕ
0
∗
ϕ
0
∗
ϕ
0
)(x

)

R
ezultatprve

konvolucije
je

0
1

2

1

0
1

2
3

0.5

0
1

2
3

4

0.17

0.67

linearniϕ
1
(x

)
(krov

f-ja),druge
kvadratniϕ

2
(x

)
iposlednje

kubnisplajn
ϕ

3
(x

)

O
ni,redom

,pripadaju
klasam

a
neprekidnih

funkcija
C
0
,C

1
iC

2
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•
K

ubniB
-splajn

ϕ
3
(x

)
je

različitod
nule

na
četiriintervala

•
O

dre
-den

je
niskofrekvencijskim

filtrom
h

=
(

11
6
,

41
6
,

61
6
,

41
6
,

11
6
)

•
Frekvencijskiodziv

im
a

nulu
reda

četiriu
tačkiz

=
−
1
(ω

=
π
)

H
(z

)
=

11
6
(1

+
z −

1
)
4
,

H
(k

)(−
1
)
=

0
,

k
=

0
,1
,2
,3

•
S

plajn
je

najveće
m

oguće
glatkostiiim

a
red

tačnosti
p

=
4

,
najvećim

oguć
za

filtre
dužine

pet.

•
Č

etvrtiizvod
kubnog

splajna
je

sum
a

D
irac-ovih

funkcija.
K

oeficijentikojim
a

su
m

nožene
delta

funkcije
su

1
,−

4
,6
,−

4
,1

ipredstavljaju
skokove

u
tre

ćem
izvodu

u
celobrojnim

tačkam
a

nosača.

O
vajbinom

nišablon
se

prim
enjuje

za
svako

N
.

P
rviizvod

krov
funkcije

ϕ
1
(x

)

im
a

skokove
1
,−

2
,1

.
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S
kalarniproizvod

splajna
sa

njegovom
translacijom

jednak
je

splajnu
višeg

reda,

a
(n

)
=

∫
∞−
∞
ϕ
N
−
1
(t)ϕ

N
−
1
(t

+
n
)
d
t
=
ϕ

2
N
−
1
(N

+
n
)

Integralje
konvolucija

N
četvrtkisa

N
novih

četvrtkipom
erenih

za
n

.
2
N

četvrtki
generiše

splajn
ϕ

2
N
−
1 .

V
ektor

a
=
{
a
(n

)}
je

rešenje
jednačine

a
=
T
a.

O
perator

T
je

odre
-den

proizvodom
(gustinom

energijskog
spektra)

H
N
−
1
(z

)H
N
−
1
(z −

1
)
=
(
1

+
z −

1

2

)
N
(
1

+
z

2

)
N

=
z
N
(
1

+
z −

1

2

)
2
N

=
H

2
N
−
1
(z

)

M
atrica

T
za

splajn
reda

(N
−

1
)

je
identična

m
atriciM

za
splajn

reda
(2
N
−

1
).

S
opstveni

vektor
m

atrice
M

sadrži
vrednosti

splajna
višeg

reda
u

celobrojnim
tačkam

a.
Isti

sopstveni
vektor,

kao
sopstveni

vektor
m

atrice
T

,
sadrži

skalarne
proizvode

splajna
nižeg

reda.
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K
ojitalasićisu

pridruženisplajnovim
a?

S
plajnovinisu

ortogonalniu
odnosu

na
svoje

translacije
(napr.

krov
funkcija,kubni

B
-splajn),tj.

bazis
{
ϕ
N
−
1
(x
−
k
)}

prostora
V
0

nije
ortogonalan.

S
a

splajnovim
a

se
ne

m
ogu

konstruisatiortonorm
iranibazisifunkcija

skaliranja
i

talasića
kojisu

uzajam
no

ortogonalni.

•
S

em
iortogonalni

talasić
sa

svojim
translacijam

a
odre

-duje
bazis

prostora
W

0 ,
kojije

ortogonalan
na

prostorV
0

V
0
⊥
W

0
,

V
0
⊕
W

0
=
V
−
1

Im
am

o
prostore

kojisu
ortogonalni,aličijibazisinisu

ortogonalni.
S

em
iortogonalnitalasić

ψ
(x

)

-
jeste

ortogonalan
na

funkcije
skaliranja

(splajnove)
ϕ
(x
−
n
),

-
nije

ortogonalan
na

svoje
translacije

ψ
(x
−
n
),

-
jeste

ortogonalan
na

sve
talasiće

ψ
(2
jx
−
n
),
j
6=

0
(slediiz

ortogonalnosti
prostora

W
0

na
prostorV

0 ,kojisadržisve
prethodne

prostore
W

1
,W

2
,...
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¦
S

em
iortogonalnitalasić

pridružen
krov

funkciji

ψ
(t)

=
11
2

(ϕ
(2
t)−

6
ϕ
(2
t−

1
)
+

1
0
ϕ
(2
t−

2
)−

6
ϕ
(2
t−

3
)
+
ϕ
(2
t−

4
)
)

−
2

−
1.5

−
1

−
0.5

0
0.5

1
1.5

2
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9 1

−
2

−
1.5

−
1

−
0.5

0
0.5

1
1.5

2
−

0.5 0

0.5 1

•
P

om
oću

splajnova
se

m
ogu

konstruisatibiortogonalnibazisi

•
P

olazeći
od

bazisa
B

-splajnova,
postupkom

ortogonalizacije,
m

o
že

se
kon-

struisatiortogonalnibazis
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Interpolacionitalasići

S
padaju

u
biortogonalne

talasiće.
Z

a
funkciju

skaliranja
na

nivou
J

važida
je

2
J
/
2
ϕ
J
,l (k

2
J
)
=
ϕ
(k
−
l)

=
δ
k
,l

−→
f
(x

)
≈
∑

k

f
(k

)ϕ
(t−

k
)

R
ekurzivnom

interpolacijom
konstruiše

se
kvazineprekidna

funkcija
f
(x

),na
os-

novu
njenih

vrednostiu
konačno

m
nogo

datih
tačaka

x
i .

A
lgoritam

:

-
Izabere

se
paran

brojM
,kojije

znatno
m

anjiod
broja

čvorova
interpolacije

x
i

-
Interpolacijom

se
odre

-duju
vrednostifunkcije

u
sredinam

a
intervala

odre
-denih

susednim
tačkam

a
x
i .

S
a
M
/
2

tačaka
x
i

levo
i
M
/
2

tačaka
x
i

desno
od

uočene
sredine

odre
-den

je
interpolacionipolinom

stepena
M
−

1
,

pom
o

ću
koga

se
računa

vrednostfunkcije
u

središnjojtačkiintervala

-
P

onavlja
se

prethodnikorak
na

novom
skupu

podataka
(stare

inove
ta

čke),
kojije

dvostruko
većiod

polaznog
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K
ada

se
rekurzija

beskonačno
puta

ponavlja,dobija
se

kvazineprekidna
funkcija.

A
ko

su
tačke

x
i

diadske
tačke,

x
i
=

i/
2
J

,
a
f
k

=
1

i
f
i
=

0
,
i
6=

k
,

na
ovaj

način
biće

odre
-dena

funkcija
skaliranja

ϕ
(2
J
t−

k
).

P
ridruženitalasić

je
ψ
(t)

=
−
ϕ
(2
t−

1
),

−
∞
<
t
<
∞

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

−
0.2

0   

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

−
1

−
0.8

−
0.6

−
0.4

−
0.2 0

0.2
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Talasićikojinisu
odre

-denifunkcijom
skaliranja

M
orlet-ov

talasić

ψ
(x

)
=

e
x
p
(−
ıa
x
)

e
x
p
−
x
2

2
σ

∫

ψ
(x

)
d
x
≈

0
,

za
a

=
π

√

2

ln
2

=
5
.3

3
6

M
eksičkišešir

(M
exican

hat)

D
rugiizvod

G
auss-ove

funkcije

ω
(x

)
=

1
√

2
π
σ

e
x
p
−
x
2

2
σ

−→
ψ
(x

)
=

1
√

2
π
σ
3

(
x
2

σ
2
−

1
)
e
x
p
−
x
2

2
σ
2
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M
eyer-ov

talasić

I
talasić

i
funkcija

skaliranja
su

konstruisani
u

frekvencijskom
dom

enu
pom

o
ću

funkcija
sin

(ω
)

i
c
o
s(ω

),
tako

da
njihove

F
ourier-ove

transform
acije

im
aju

kom
-

paktne
nosače.

O
sobine:

-
F

unkcija
skaliranja

je
sim

etrična
oko

tačke
x

=
0

,a
talasić

oko
x

=
1
/
2

-
F

unkcija
skaliranja

italasić
nem

aju
kom

paktne
nosače

-
O

padaju
brže

u
beskonačnostiod

m
a

kog
”inverznog

polinom
a”

∀
n
∈
N
,∃
C
n

|ψ
(x

)|≤
C
n
(1

+
|x| 2

)−
n

-
Talasić

je
beskonačno

diferencijabilna
funkcija
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osobina
m

o
rlet

m
exh

at
m

eyer
h

aar
D

b
N

S
ym

N
C

o
ifN

b
io

rt

nepotpun
*

*

beskonačno
regularan

*
*

*

proizvoljan
red

regularnosti
*

*
*

*

kom
paktan

nosač
*

*
*

*
*

sim
etričan

*
*

*
*

*

asim
etričan

*

skoro
sim

etričan
*

*

iščezavajućim
om

entiza
ψ

*
*

*
*

iščezavajućim
om

entiza
ϕ

*

postojanje
ϕ

*
*

*
*

*
*

ortogonalnost
*

*
*

*
*

biortogonalnost
*

*
*

*
*

*

tačna
rekonstrukcija

≈
*

*
*

*
*

*
*

F
IR

filtri
*

*
*

*
*

C
W

T
*

*
*

*
*

*
*

*

D
W

T
*

*
*

*
*

*

brzialgoritam
*

*
*

*
*

eksplicitniizraz
*

*
*

splajn
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P
rim

ene

O
b

rad
a

sig
n

ala
(analiza,sinteza,kom

presija
)

•
P

redvi -danje
ilociranje

zem
ljotresa

•
P

roučavanje
udaljenih

galaksija
•

A
naliza

ikom
presija

m
edicinskih

signala
(

E
C

G
,E

E
G

)
•

K
ontrola

kvaliteta
analizom

zvučnih
signala

•
K

om
unikacije

(kom
presija

jako
bitna)

O
b

rad
a

slike
•

K
om

presija
otisaka

prstiju
u

srazm
eri

20:1
(JP

E
G

2000)
•

K
om

presija
slike

•
K

om
pjuterska

grafika
•

K
om

pjuterskivid
(m

ultirezolucijskipristup)
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