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Diskretna transformacija talasicima (DWT = Discrete Wavelet Transformation)

f@) =) arpesr@) + > Y bigjp(x)
k ik

algoritam kojim se odreduju koeficijenti a ji,, b, U razvoju funkcije po talasicima
na razliCitim diadskim skalama (dekompozicija).

Prva suma predstavlja aproksimaciju na velikoj skali (gruba rezolucija), koja sadrzi
niskofrekvencijske komponente funkcije. Druga (dvostruka) suma predstavlja de-
talje na razliCitim skalama, tj. visokofrekvencijske komponente funkcije.

Inverznom diskretnom transformacijom talasicima (IDWT) se na osnovu datih
koeficijenata racuna funkcija u diadskim tackama (rekonstrukcija).



& Piramidalni algoritam (dekompozicija): Za funkciju
Ji-1= M@TEQTE%@ cVi_1, Vi =V, W,
koeficijenti a; ;, i b; ;, U razvoju po ortonormiranom bazisu {¢; (), ¥; ()},

fi-1= M a; kpik(T) + M bi k¥ k()
k k

su jednaki

@%HMU&TE&@T?fﬂHMU%TmS@,T:
[ [

U vektorskoj notaciji a;=(]2)C'a;_q, b,=(l2)D"a;_;

Sematski prikaz
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Dokaz: Za j = O u dilatacionoj i jednacini talasica transliramo t za k, in = [ — 2k,

o(x—k) =) c(n)V2p(2z — 2k —n) =) c(l —2k)p_1(x)
n [

W(z —k) =) dn)V2p(2w -2k —n) =} d(l—2k)p_1,(x)
n [

Obe jednacine pomnoZzimo sa f_q1(x) i integralimo po z,

[ Fa@eon@yin = [ 1@t - e =3 el - 20) [ fa(@)p @)

[

[ Fr@op@de = [ fa@ue - Ry =3 d( - 28) [ fo1(@)e 1 p(a)da
l

Bazisi su ortonormirani, te su Fourier-ovi koeficijenti

ag = (f-1,¢01) = > c(l —2k)a_q,
N

bos = (f-1,%0,) = > _d(l—2k)a_q
N



Uopstenje za proizvoljno j sledi iz dilatacione jednacine za ¢; ;(z) i jednacine
talasica za v, 1.(z)

o dekompozicija
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& Inverzni piramidalni algoritam (rekonstrukcija): Koeficijenti a;_1 ; se dobijaju
kombinovanjem koeficijenata a; ;. 1b; 1.

aj_1; =Y (c(l=2k)a;p+ d(l —2k)b;).
k

U vektorskoj notaciji

aj_1=(C D) (12) @v

J

Sematski prikaz
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Dokaz: Zaj =0 je
fo1(@) € V_1(z) =Vo®Wo, Vi H{eirt, W {Yjk}

MU@L“%L}QV = MU ao ko k() + MU bo. kY0 k()
k k k
= AMAQP%Q —2n) + bo nd(l - mavv p_1,()
[ n
Za ostale nivoe 5 dokaz analogno sledi.

Dokaz se moze izvesti i invertovanjem sistema jednacina iz teoreme dekompozi-
cije:

AWV =(2) AQ%V ai1=(2(c D) a_,=((C D) md%

cTy . a
(1 2) A v je ortogonalna matrica — aj_1 = AQ bv (12) A_o,w.v
J



& rekonstrukcija
@12k = G5k T bjk

aj—12k+1 = G5k — bjk

kompresija prag = 2 prag = 4
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Kako izvrsiti poCetni izbor koeficijenata u piramidalnom algoritmu?

Ako nivo sa najfinijom skalom oznacCimo sa j = 0, onda je

F@) =Y aonple—n),  aon= [ f@)p(e—n)da
a za diskretan signal f (k)

f(k) =) agnp(k—n)

ag ., SU Mogu dobiti resavanjem sistema linearnih jednacina sa Toeplitz-ovom ma-
tricom {p(k — n)}, koji sledi iz poslednje veze za razliCito k, ili

aproksimacijom integrala sumom, agn ~ Y f(k)e(k—n)
k

U procesu rekonstrukcije se mora izvrsiti post-filtriranje dobijenih koeficijenata
ag.n, da bi se odredio signal (postupak suprotan opisanom).
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¢ Crtanje grafika funkcije skaliranja i talasica

(@) = e(m)v2pl~D(2z —n),
. n | ﬁonA&v _ 1, x€][0,1)
%VSuM&zv&%l:@Ti paﬁp:

oW (), 9 (x) e V_j = {f(@) | f(x) = f(n), z € 279, (n+1)279) }
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@)= a oD@z k), aju=eV027) = p(n27)
k

jerje ﬁwAM:S 27J) — \av =d(n—k)
Analogno,

@)= a 10D @z —k),  aj,=vP0m27) ~p(n27)
k

Algoritam: Polazeci od niza koeficijenata,za j =0,...,J—1, n=0,%1,...,
funkcija skaliranja ao.n = 00.n, b_jn=
talasic apn =0, bo.n = 90.n> b_jn=20

iInverznim piramidalnim algoritmom dobijamo aproksimacije vrednosti funkcije u
diadskim tacékama n 2=,

a_j] = MUAQQ —2k)a_j41p +d(l — MS@I,T:%V
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Nivo 1
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Nivo 2

Ulazni signal je aproksimacija odredena vektorom aq

1 1 0 O 36 32
1 O 01 1 28 28
_ 2 =2
v2 11 -1 0 O V2 38 4
O 01 -1 13 10
. . . 32 . . 4
aproksimacija ap, = 2 Awmv. detal] b, =2 Apov

Nivo 3:

Poslednji moguci nivou za ovaj obim podataka

7 )2 (3) =22 (%)

aproksimacija az = 2v2(30), detalj bz =2v2(2)
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Dekompozicija signala f = ag je odredena vektorima a3, bg, ba i by,
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¢ Matricni zapis rekonstrukcije (poslednji korak)
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Ako je funkcija data sa 2™ vrednosti, dekompozicija se vrSi najvise do m-tog
nivoa. DWT funkcije je odredena svim koeficijentima, polaze€i od poslednjeg
nivoa dekompozicije (ima ih 2™).

Pri odgovarajucem izboru koeficijenata c(n) i d(n) detalji b;;, mogu biti zane-
marljivo mali za razno j. Kako aproksimacija na .J-tom nivou sadrzi 2 puta manje
podataka nego ulazni signal, broj koeficijenata kojima se opisuje funkcija moze biti
znatno umanjen.

Brza transformacija talasicima (FWT = Fast Wavelet Transformation)
(Stephane Malatt-a i Ingrid Daubechies, 1988)

Efikasan postupak za realizaciju piramidalnog algoritma. Za signal duzine n broj
koraka FWT je O(n) (za FFT O(n Inn)). Algoritam je u potpunosti rekurzivan.
Neparne vrste matrice transformacije sadrze koeficijente c¢(n), a parne vrste
sadrze ove koeficijente u obrnutom poretku uz alternativhu promenu znaka, tj.
d(n). Razlaganjem DWT matrice na proizvod retkih matrica, koriste€i svojstvo
samokonjugovanosti, ubrzava se piramidalni algoritam.
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