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A
proksim

acija
talasićim

a
O

brada
signala

m
ultirezolucija

filtar

reskaliranje
x
→

2
x

kom
presija

ω
→
ω
/
2

usrednjenje
pom

oću
ϕ
(x

)
nisko-frekvencijskifiltar

detaljizacija
pom

oću
ψ
(x

)
visoko-frekvencijskifiltar

ortogonalnibazisi
ortogonalne

m
atrice

koeficijentirazvoja
po

talasićim
a

izlaz
banke

analize

razvojpo
talasićim

a
izlaz

banke
sinteze

brza
transform

acija
talasićim

a
proizvod

m
atrica

filtara

D
aubechies

w
avelets

D
bN

nem
a

eksplicitnog
izraza

(osim
za
N

=
1
)

(Ingrid
D

aubechies,1988)
kom

paktan
nosa

č
[0
,2
N
−

1
]

ortogonalnisu
(piram

idalnialgoritam
)

H
aar-ov

talasić
≡

D
b1

reprodukuju
polinom

e
stepena

(N
−

1
)
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S
ignal(analogan

ilidiskretan)je
fizička

veličina
koja

se
m

enja
u

vrem
enu,prostoru

ilipo
nekojdrugojnezavisno

prom
enljivoj.

S
eizm

ička
podrhtavanja,

ljudski
govor,

vibracije
m

otora,
finansijski

podaci,
m

uzika,m
edicinskisnim

ci,predstavljaju
se

signalim
a.

S
lika

je
dvodim

enzionisignal.

O
brada

signala
-

analiza
i

dijagnostika,
kodiranje,

kvantizacija
i

kom
presija,

prenos
ičuvanje,sinteza

irekonstrukcija.

O
snovnialatje

F
ourier-ova

analiza,a
u

novije
vrem

e
koristise

ianaliza
talasićim

a.

F
iltri

se
koriste

u
obradi

signala
za

izdvajanje
iz

signala
frekvencijskih

grupa,
tj.

svih
frekvencija

iz
nekog

zadatog
opsega.

F
iltar

h
=
{
h
(k

)}
k

je
linearnioperator

invarijantan
po

vrem
enu.
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izlaz
=

filtar
(konvolucija)

uzlaz

y
(n

)
=
∑

k

h
(k

)x
(n
−
k
)

⇐
⇒

y
=

h
∗

x

y
(0

)
=
h
(N

)x
(−
N

)
+
···

+
h
(1

)x
(−

1
)
+
h
(0

)x
(0

)
...

y
(n

)
=
h
(N

)x
(n
−
N

)
+
···h

(N
)x

(n
−
N

)
+
h
(
1
)x

(n
−

1
)
+
h
(0

)x
(n

)

F
=
{
h
i−
j }

Toeplitz-ova
m

atrica

F
=



·
·

·
·

·
·

·
h
(0

)
0

0
0

·
·
h
(1

)
h
(0

)
0

0
·

·
h
(2

)
h
(1

)
h
(0

)
0

·
·
h
(3

)
h
(2

)
h
(1

)
h
(0

)
·

·
·

·
·

·
· 

y
=
F

x
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U
zročni(kauzalni)

filtri
h
(n

)
=

0
za
n
<

0

Izlaz
ne

m
ože

zavisitiod
budućeg

ulaza.
M

atrica
fltra

je
donjetrougaona.

F
IR

filtar
(F

inite
Im

pulse
R

esponse)
–

konačan
brojkoeficijenata

h
(n

)
6=

0

A
ko

je
h

periodičnisignalsa
periodom

N
,m

atrica
F

je
ciklična

m
atrica

dim
enzije

N
×
N

,

F
=



h
(0

)
h
(N

−
1
)
h
(N

−
2
)
···

h
(1

)
h
(1

)
h
(0

)
h
(N

−
1
)
···

h
(2

)
h
(2

)
h
(1

)
h
(0

)
···

h
(3

)
...

...
...

...
...

h
(N

−
1
)
h
(N

−
2
)
h
(N

−
3
)
···

h
(0

)



B
rojevih

(N
),...,h

(0
)

”definišu
pokretniprozor”

kojim
noži

x
.
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D
iskretna

F
ourier-ova

transform
acija

x̂
(ω

)
=

∞∑−
∞
x
(n

)
e −

ın
ω

z–transform
acija

za
z
=
e
ıω

X
(z

)
=

∞∑−
∞
x
(n

)
z −

n

♠
F

ourier-ova
transform

acija
konvolucije

dva
vektora

jednaka
je

proizvodu
F

ourier-ovih
transform

acija
tih

vektora

ŷ
(ω

)
=
ĥ
(ω

)
x̂
(ω

),
ili

Y
(z

)
=
H

(z
)
X

(z
)

ŷ
(ω

)
=

ˆ
(
h
∗
x
)(ω

)
=

∞∑

n
=
−
∞
y
(n

)e −
ın
ω

=
∑

n

(
∑

k

h
(k

)x
(n
−
k
)
)e −

ın
ω

=
∑

k

h
(k

)
(
∑

n

x
(n
−
k
)e −

ın
ω
)
=
∑

k

h
(k

)
(
∑

l

x
(l)e −

ı(l+
k
)ω
)

=
(
∑

k

h
(k

)e −
ık
ω
)
(
∑

l

x
(l)e −

ılω
)
=
ĥ
(ω

)
x̂
(ω

)
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Frekvencijskiodziv
filtra

ĥ
(ω

)
=

∞∑

n
=
−
∞
h
(n

)e −
ın
ω

ili
H

(z
)
=

∞∑

n
=
−
∞
h
(n

)z −
n

je
odziv

filtra
na

jediničniim
puls

u
nultom

vrem
enu,

x
(0

)
=

1
,

x
(n

)
=

0
,

n
6=

0
,

−→
x̂
(ω

)
≡

1

A
ko

ulaznisignal x
sadržisam

o
jednu

frekvenciju,
x
(n

)
=
e
ın
ω
,−
∞
<
n
<
∞

,
izlaznisignal

y
je

proizvod
frekvencijskog

odziva
filtra

(kojije
funkcija

te
frekven-

cije)
iulaznog

signala

y
(n

)
=

∞∑k
=

0

h
(k

)x
(n
−
k
)
=

∞∑k
=

0

h
(k

)e
ı(n−

k
)ω

=



∞∑k
=

0

h
(k

)e −
ık
ω


x
(n

)

=
ĥ
(ω

)
x
(n

)
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P
rim

erifiltara

¦
F

iltar
kašnjenja

za
m

,
y
(n

)
=
x
(n
−
m

)

h
(m

)
=

1
,

h
(n

)
=

0
,
n
6=
m
,

−→
ĥ
(ω

)
=
e −

ım
ω
,

H
(z

)
=
z −

m

¦
F

iltar
za

usrednjavanje
y
(n

)
=

12
x
(n

)
+

12
x
(n
−

1
)

filtar
za

usrednjavanje
=

12
(

identičnost
)
+

12
(

kašnjenje
za

1
)



·
y
(−

1
)

y
(0

)
y
(1

)
·



=



·
·

·
·

·
·

1
/
2

0
0

·
·

1
/
2

1
/
2

0
·

·
0

1
/
2

1
/
2
·

·
·

·
·

· 



·
x
(−

1
)

x
(0

)
x
(1

)
·



←
→

y
=
F
0
x
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K
oeficijenti

h
(0

)
=
h
(1

)
=

1
/
2
,

h
(n

)
=

0
,
n
6=

0
,1
,

Frekvencijskiodziv

ĥ
0
(ω

)
=

12
e
0
+

12
e −

ıω
=

12

(1
+
e −

ıω
)
=
e −

ıω
/
2

c
o
s
ω2

D
ejstvo

na
signalkojije

konstanta

ω
=

0
,

ĥ
0
(0

)
=

1
,

−→
x
l
=

(...,1
,
1
,
1
,...) >

=
y
l

D
ejstvo

na
signalkojiosciluje

sa
m

aksim
alnom

u
čestanošću

ω
=
π
,

ĥ
0
(π

)
=

0
,

−→
x
h
=

(...,−
1
,
1
,−

1
,...) >

,
y
h
=

0

S
pada

u
nisko-frekvencijske

(engl.
low

pass),
jer

se
niske

frekvencije
uop

šte
ne

m
enjaju

ilise
m

enjaju
vrlo

m
alo

(ω
≈

0
,
ĥ
0
(ω

)
≈

1
),

a
visoke

frekvencije
se

jako
ilipotpuno

prigušuju
(ω
≈

π
,
ĥ
0
(ω

)
≈

0
).

N
ajjednostavnijinisko-frekvencijskifiltar,ekvivalentan

je
četvrtkiu

teorijitalasića.
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¦
F

iltar
za

razliku
y
(n

)
=

12
x
(n

)−
12
x
(n
−

1
)

filtar
za

razliku
=

12
(

identičnost
)−

12
(

kašnjenje
za

1
)



·
y
(−

1
)

y
(0

)
y
(1

)
·



=



·
·

·
·

·
·

1
/
2

0
0

·
·
−
1
/
2

1
/
2

0
·

·
0

−
1
/
2

1
/
2
·

·
·

·
·

· 



·
x
(−

1
)

x
(0

)
x
(1

)
·



←
→

y
=
F
1
x

K
oeficijenti

h
(0

)
=

1
/
2
,

h
(1

)
=
−
1
/
2
,

h
(n

)
=

0
,
n
6=

0
,1
,

Frekvencijskiodziv

ĥ
1
(ω

)
=

12
e
0
−

12
e −

ıω
=

12

(1
−
e −

ıω
)
=
ı
e −

ıω
/
2

sin
ω2
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D
ejstvo

na
signalkojije

konstanta

ω
=

0
,

ĥ
1
(0

)
=

0
,

−→
x
l
=

(...,1
,
1
,
1
,...) >

y
l
=

0

D
ejstvo

na
signalkojiosciluje

sa
m

aksim
alnom

u
čestanošću

ω
=
π
,

ĥ
1
(π

)
=

1
,

−→
x
h
=

(...,−
1
,
1
,−

1
,...) >

=
y
h

S
pada

u
visoko-frekvencijske

(engl.
highpass),

jer
se

visoke
frekvencije

uop
šte

ne
m

enjaju
ilise

m
enjaju

vrlo
m

alo
(ω
≈
π
,
ĥ
1
(ω

)
≈

1
),

a
niske

frekvencije
se

jako
ilipotpuno

prigušuju
(ω
≈

0
,
ĥ
1
(ω

)
≈

0
).

N
ajjednostavnijivisoko-frekvencijskifiltar,ekvivalentan

je
H

aar-ovom
talasiću.

x
:

3
7
,

3
5

︸
︷
︷
︸

2
8
,

2
8

︸
︷
︷
︸

5
8
,

1
8

︸
︷
︷
︸

2
1
,

1
5

︸
︷
︷
︸

12
∗

+
↙

↘
−

+
↙

↘
−

+
↙

↘
−

+
↙

↘
−

y
l
:

3
6

2
8

3
8

1
8

y
h
:

1
0

2
0

3
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Idealan
nisko-frekvencijskifiltar

(a)
Idealan

visoko-frekvencijskifiltar
(b)

ĥ
(ω

)
=

{

1
,

0
≤
|ω|

<
π
/
2

0
,
π
/
2
<
|ω|≤

π
ĥ
(ω

)
=

{

0
,

0
≤
|ω|

<
π
/
2

1
,
π
/
2
<
|ω|≤

π

0
π
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.
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.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
........................................................................

ω

(a
)

0
π

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
........................................................................

ω

(b
)

0
π

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.........................................................................

ω

(c
)

F
iltriza

usrednjavanje
iza

razliku
nisu

invertibilnisvakiza
sebe

–

ijedan
idrugislikaju

odre
-denivektor

u
nula

vektor,tj.
frekvencijskiodziv

oba
ova

filtra
je

jednak
nuli,

ĥ
(ω

)
=

0
,za

neko
ω

.
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B
anka

filtara
je

skup
filtara

•
D

vokanalna
banka

se
sastoji

od
dva

filtra,
nisko-frekvencijskog

i
visoko-

frekvencijskog
•

N
jom

se
ulaznisignalrazlaže

na
dve

frekvencijske
grupe,dva

izlazna
signala

•
U

kupna
dužina

izlaznih
signala

jednaka
je

dužini
ulaznog

signala,
jer

se
čuvaju

se
sam

o
parne

kom
ponente

izlaznih
signala

•
O

peratorom
(↓

2
)

(kom
presija

sa
korakom

2)
elim

inišu
se

neparne
kom

po-
nente

signala,

(↓
2
)
y

=
(...,y

(−
4
),
y
(−

2
),
y
(0

),
y
(
2
),
y
(4

),
...) >

•
O

vakvisignalise
m

ogu
kom

presovatim
nogo

efikasnije
od

polaznog
signala,

izatim
prenositiiličuvati

•
N

a
osnovu

izlaznih
signala

m
ože

se
rekonstruisatipolaznisignal
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¦
D

vokanalna
banka

filtara
koju

čine
nisko-frekvencijskifiltar

za
usrednjavanje

i
visoko-frekvencijskifiltar

za
razliku

A
naliza

signala

y
0

=
(↓

2
)F

0
x

=
12



...
x
(−

2
)
+
x
(−

3
)

x
(0

)
+
x
(−

1
)

x
(2

)
+
x
(
1
)

...



y
1

=
(↓

2
)F

1
x

=
12



...
x
(−

2
)−

x
(−

3
)

x
(0

)−
x
(−

1
)

x
(2

)−
x
(
1
)

...



Z
bir /

razlika
signala

y
0

i
y
1

daju
parne

/
neparne

kom
ponente

ulaznog
signala

x

14



S
inteza

signala

K
orak

1
–

dekom
presija

U
m

etanjem
nula

na
m

esto
neparnih

kom
ponenti,

signali
y
0

i
y
1

se
proširuju

do
pune

dužine,

u
0

=
(↑

2
)
y
0

=
12



...
x
(−

2
)
+
x
(−

3
)

0

x
(0

)
+
x
(−

1
)

0

x
(2

)
+
x
(1

)
...



u
1

=
(↑

2
)
y
1

=
12



...
x
(−

2
)−

x
(−

3
)

0

x
(0

)−
x
(−

1
)

0

x
(2

)−
x
(1

)
...



D
ekom

presija
(↑

2
)

je
operacija

inverzna
kom

presiji
(↓

2
).
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K
orak

2
–

filtriranje

S
ignali

u
0

i
u
1

su
ulaziu

filtre

G
0

:
g
0
(0

)
=

1
,
g
0
(1

)
=

1
,

G
1

:
g
1
(
0
)
=
−
1
,
g
1
(1

)
=

1

G
0

sabira
a
G

1
oduzim

a
dve

uzastopne
kom

ponente
ulaznog

signala,

w
0

=
G

0
u
0

=
12



...
x
(−

2
)
+
x
(−

3
)

x
(−

2
)
+
x
(−

3
)

x
(0

)
+
x
(−

1
)

x
(0

)
+
x
(−

1
)

x
(2

)
+
x
(1

)
...



w
1

=
G

1
u
1

=
12



...
−
x
(−

2
)
+
x
(−

3
)

x
(−

2
)−

x
(−

3
)

−
x
(
0
)
+
x
(−

1
)

x
(0

)−
x
(−

1
)

−
x
(2

)
+
x
(1

)
...



S
abiranjem

izlaza
iz

ovih
filtara

dobija
se

polaznisignal
x

sa
ka

šnjenjem
(ulazu

x
(n

)
odgovara

izlaz
x
(n
−

1
)).

16



U
fazi

analize
postupci

filtriranja
i

kom
presije

m
ogu

se
objediniti

tako
što

se
u

m
atricifiltara

izostave
neparne

vrste,

C
=
√

2
F
0

L
=

(↓
2
)C

=



...
1
/ √

2
1
/ √

2
0

0
...

...
0

0
1
/ √

2
1
/ √

2
...

...
...



D
=
√

2
F
1

B
=

(↓
2
)D

=



...
−
1
/ √

2
1
/ √

2
0

0
...

...
0

0
−
1
/ √

2
1
/ √

2
...

...
...



M
noženje

sa
√

2
je

izvršeno
radinorm

iranja
m

atrice

M
atrica

L
je

m
atrica

nisko-frekvencijskog
filtra,ibiće

pridružena
funkcijiskaliranja

M
atrica

B
je

m
atrica

visoko-frekvencijskog
filtra

ibiće
pridružena

talasićim
a

17



O
rtogonalna

m
atrica

banke
analize

je
kvadratna

m
atrica

dobijena
spajanjem

ove
dve

m
atrice

(
LB

)

=
1√2



1
1

1
1
·
·

−
1

1
−
1

1
·
· 

M
atrica

banke
sinteze

je
njojinverzna,tj.

transponovana
m

atrica

(
LB

)
−
1

=
(L
>

B
>
)
=

1√2



1
−
1

1
1

1
−
1

1
1

·
·

·
· 

18



O
pisana

banka
filtara,koju

čine
filtar

za
usrednjavanje

ifiltar
za

razliku,naziva
se

H
aar-ova

banka
filtara.

O
rtogonalna

je
jer

je
definisana

ortogonalnom
m

atricom

(L
>

B
>
)
(
LB

)

=
L
>
L

+
B
>
B

=
I

A
nalogija

sa
talasićim

a:

K
onvolucijom

se
dobija

izlaznisignal
y

=
h
∗
x

,
čije

su
parne

kom
ponente

y
(2
n
)
=
∑

k

h
(k

)
x
(2
n
−
k
)

K
om

presijom
za

dva,tj.
izostavljanjem

neparnih
iprenum

eracijom
ostalih

kom
po-

nenti,dobija
se

izlaznisignal
(↓

2
)
y

čija
je
n

-ta
kom

ponenta

y
(2
n
)

−→
y
(n

)
=
∑

k

h
(k

)
x
(
2
n
−
k
)

O
vo

je
jednačina

sa
dve

skale,
kao

i
dilataciona

jedna
čina.

K
oeficijenti

filtra
su

analog
koeficijenata

dilatacione
jedna

čine.
N

a
osnovu

poznate
teorije

filtara
m

ogu
se

definisatipravila
za

konstrukciju
bazisa

talasića
željenih

osobina.
19



O
rtogonalnifiltrivode

ka
ortogonalnom

bazisu
talasića

¦
O

rtonorm
irana

banka
filtara

dužine
četiri

filtar
analize

F
=

(
LB

)

=



·
·

·
·

·
·

·
·

·
c(3

)
c(2

)
c(1

)
c(

0
)

0
0

·
·

0
0

c(3
)
c(2

)
c(1

)
c(0

)
·

·
·

·
·

·
·

·
·

·
d
(3

)
d
(2

)
d
(1

)
d
(0

)
0

0
·

·
0

0
d
(3

)
d
(
2
)
d
(
1
)
d
(0

)
·

·
·

·
·

·
·

·
· 

filtar
sinteze

F
>

=
(L
>

B
>
)
=



·
·

·
·

·
·

·
·
c(3

)
0

·
d
(3

)
0

·
·
c(2

)
0

·
d
(2

)
0

·
·
c(1

)
c(

3
)
·
d
(1

)
d
(3

)
·

·
c(0

)
c(

2
)
·
d
(0

)
d
(2

)
·

·
0

c(1
)
·

0
d
(1

)
·

·
0

c(
0
)
·

0
d
(0

)
·

·
·

·
·

·
·

· 
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O
vo

će
bitibanka

filtara
savršene

rekonstrukcije
(izlaznisignaliz

banke
sinteze

x

jednak
je

ulaznom
signalu

u
banku

analize
x

)
ako

je
F

ortogonalna
m

atrica,

uslov
O

F
>
F

=
I

i
F
F
>

=
I

L
>
L

+
B
>
B

=
I

(
L
L
>

L
B
>

B
L
>

B
B
>

)

=

(
I

0
0

I

)

S
vodise

na
ortogonalnostdvostrukog

pom
eraja

koeficijenata
c(k

)
id

(k
)

L
L
>

=
I

:
∑

n

c(n
)c(n

−
2
k
)
=
δ
(k

)

B
B
>

=
I

:
∑

n

d
(n

)d
(n
−

2
k
)
=
δ
(k

)

L
B
>

=
0

:
∑

n

c(n
)d

(n
−

2
k
)
=

0

21



Z
a

filtar
dužine

četirije

c(0
)
2
+
c(1

)
2
+
c(2

)
2
+
c(3

)
2

=
1

c(0
)c(2

)
+
c(1

)c(3
)
=

0

d
(0

)
2
+
d
(1

)
2
+
d
(2

)
2
+
d
(
3
)
2

=
1

d
(0

)d
(2

)
+
d
(1

)d
(3

)
=

0

c(0
)d

(0
)
+
c(1

)d
(1

)
+
c(2

)d
(2

)
+
c(3

)d
(3

)
=

0

c(0
)d

(2
)
+
c(1

)d
(
3
)
=

0

c(2
)d

(0
)
+
c(

3
)d

(1
)
=

0

O
vo

svojstvo
ne

m
ogu

im
atifiltrineparne

dužine.
N

a
prim

er,pridužiniN
=

3
je

(c(0
),c(1

),c(2
)
)·
(0
,0
,c(0

)
)
=
c(0

)c(
2
)
6=

0
.

O
rtogonalnost,izražena

koeficijentim
a

filtara,za
k

=
0
,...,N

−
1
,iN

parno,

uslov
O

∑n
c(n

)c(n
−

2
m

)
=
δ
(m

),
d
(k

)
=

(−
1
)
k
c(N

−
1
−
k
)

22



U
slov

ortogonalnostiu
frekvencijskom

dom
enu

(z
=
e
ıω
,|z|

=
1
,
z
=
z −

1)

c(k
)
=
√

2
h
(k

)
−→

ĉ(ω
)
=
∑

k

c(k
)e −

ık
ω
,

C
(z

)
=
∑

k

c(k
)z −

k

ĉ(ω
+
π
)
=
∑

c(k
)e −

ık
(ω

+
π
)
=
∑

c(k
)
(e
ıω
e
ıπ
)−

k

=
∑

c(k
)
(−
e
ıω
)−

k
=
∑

c(k
)
(−
z
) −

k
=
C
(−
z
)

G
ustina

energijskog
spektra

P
(z

)
=
|C

(z
)| 2

=
C
(z

)
C
(z

)
=
C
(z

)
C
(z −

1
)

=



N
−
1

∑k
=

0

c(k
)z −

k





N
−
1

∑l=
0

c(l)z
l 

=

N
−
1

∑k
=

0

N
−
1

∑l=
0

c(k
)c(l)z −

(k−
l)

=

N
−
1

∑

n
=
−
N

+
1



N
−
1

∑k
=

0

c(k
)c(k

−
n
)


z −

n
=

N
−
1

∑

n
=
−
N

+
1

p
(n

)z −
n

23



Z
bog

ortogonalnostiostaju
sam

o
neparnistepenipo

z,

p
(2
m

)
=
∑

k

c(k
)c(k

−
2
m

)
=

{

1
ako

je
m

=
0

0
ako

je
m
6=

0

P
(z

)
je

realna
nenegativna

funkcija,pa
m

ora
bitip

(n
)
=
p
(−
n
),

P
(z

)
=

1
+

N
/
2

∑k
=

1

p
(2
k
−

1
)
(z −

(
2
k−

1
)
+
z
2
k−

1
)

z −
m

+
z
m

=
e −

ım
ω

+
e
ım

ω
=

2
c
o
s
m
ω

p̂
(ω

)
=

1
+

2

N
/
2

∑k
=

1

p
(2
k
−

1
)
c
o
s
(
2
k
−

1
)ω

P
(z

)
+
P
(−
z
)
=

2
,

ili
p̂
(ω

)
+
p̂
(ω

+
π
)
=

2

uslov
O

|C
(z

)| 2
+
|C

(−
z
)| 2

=
|ĉ(ω

)| 2
+
|ĉ(ω

+
π
)| 2

=
2

24



¦
H

aar-ov
filtar

P
(z

)
=

1
+

12
(z −

1
+
z
),

p̂
(ω

)
=

1
+

c
o
s
ω

p̂
(ω

)
=
|ĉ(ω

)| 2
=

12
(1

+
e −

ıω
)
(1

+
e
ıω

)
−→

ĉ(ω
)
=

1√2
(1

+
e −

ıω
)

K
oeficijentifiltra

su
c(0

)
=
c(1

)
=

1
/ √

2
,

tj.
h
(0

)
=
h
(
1
)
=

1
/
2

P
(z

)
≥

0
,

realna
funkcija,

p̂
(0

)
=

2
,

p̂
(π

)
=

0
uslov

O
važi!

¦
P
(z

)
=
(

1
+

z −
1
+
z

2

)
2
,

tj.
p̂
(ω

)
=

(1
+

c
o
s
ω
)
2

c(ω
)
=

(
1

+
e −

ıω
√

2

)
2

=
12
+
e −

ıω
+

12
e −

2
ıω

→
c(0

)
=
c(2

)
=

12
,
c(1

)
=

1
,

P
(z

)
sadržiparne

stepene
z,

p̂
(0

)
6=

2
,

uslov
O

ne
važi!

A
nalogno,krov

funkcija
(linearnisplajn)

nije
ortogonalna

na
svoje

translacije

25



¦
D

aubechies
filtar

D
2

p̂
(ω

)
=

(1
+

c
o
s
ω
)
2
(
1
−

12
c
o
s
ω
)

p̂
(ω

)
=

1
+

32
c
o
s
ω
−

12
c
o
s
3
ω

P
(z

)
=
−

11
6
z
3
+

91
6
z
+

1
+

91
6
z −

1
−

11
6
z −

3

M
noženjem

sa
drugim

činiocem
(tako

-de
pozitivan)

anuliraju
se

parnistepeni,i

p̂
(0

)
=

2
,

p̂
(π

)
=

0
uslov

O
važi!

O
dre

-dujem
o

koeficijente
filtra

c(k
)

kao
koeficijente

polinom
a

(po
z −

1)

C
(z

)
=

(
1

+
z −

1

√
2

)
2
(b(0

)
+
b(

1
)z −

1
)

P
rvičinilac

je
odre

-den
u

prethodnom
prim

eru,a
drugipotiče

od
filtra

q̂
(ω

)
=

1
−

12
c
o
s
ω

tj.
Q

(z
)
=

1
−

(z −
1
+
z
)/

4
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Treba
naćipolinom

po
z

kojipom
nožen

sa
sebikonjugovanim

daje
Q

(z
),

1
−

14
(z −

1
+
z
)
=
(b(0

)
+
b(1

)z −
1
)
(b(

0
)
+
b(

1
)z
),

b(0
)
2
+
b(1

)
2

=
1
,

b(0
)
b(1

)
=
−
1
/
4

→
b(0

)
=

(
1

+
√

3
)/ √

8

b(1
)
=

(1
−
√

3
)/ √

8

D
obijen

je
poznatiortogonalniD

aubechies
filtar

D
2

(Ingrid
D

aubechies)

C
(z

)
=

1

4 √
2

((1
+
√

3
)
+

(3
+
√

3
)z −

1
+

(3
−
√

3
)z −

2
+

(1
−
√

3
)z −

3
)

K
oeficijenti

c(k
)

odre
-duju

D
b2

funkciju
skaliranja,

a
oviuzetiu

obrnutom
poretku

sa
naizm

eničnom
prom

enom
znaka,definišu

iD
b2

talasić.

N
isko-frekvencijskifiltar

ĉ(ω
)

im
a

dvostruku
nulu

za
ω

=
π
,
(z

=
−

1
),tj.

odziv
je

ravan
u

tačkiπ
(važna

osobina
za

aproksim
aciju

talasićim
a).
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P
ridruženivisoko-frekvencijskifiltar

d̂
(ω

),
kojiizgleda

kao
lik

u
ogledalu

nisko-
frekvencijskog

filtra,
im

a
dvostruku

nulu
za

ω
=

0
i

dvostruku
vrednost

1
za

ω
=
π

.
N

a
slicisu

predstavljeni
|ĉ(ω

)| 2
i

|d̂
(ω

)| 2
=
|ĉ(ω

+
π
)| 2

0
1.57

3.14

1 2

Z
bir

funkcija
je

konstantan,
tako

da
nem

a
deform

acije
am

plitude.
Z

aravnjenost
oko

ω
=

0
i
ω

=
π

daje
veliku

tačnostu
okoliniovih

frekvencija,a
ne

tako
veliku

u
sredini.

B
anka

filtara
je

ortogonalna
idaje

savršenu
rekonstrukciju.
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D
aubechies

filtri

Ingrid
D

aubechies
je

ideju
opisanu

u
poslednjem

prim
eru

uop
štila

itako
došla

do
M

aksim
alno

ravnih
filtara

(m
axflat)

iliD
aubechies

filtara
(1988).

O
va

važna
fam

ilija
filtara

sa
2
r

koeficijenata
im

a
dve

klju
čne

osobine

•
O

rtogonalnisu
(uslov

O
)

•
Frekvencijskiodzivisu

m
aksim

alno
ravniza

ω
=

0
i
ω

=
π

,
tj.

im
aju

nulu
reda

r
za

ω
=
π

(uslov
A
r )

D
aubechies

filtrigenerišu
značajnu

fam
iliju

talasića
D

bN

•
O

rtogonalnisu
•

Im
aju

kom
paktan

nosač
na

intervalu
[0
,N

−
1
]
=

[0
,
2
r−

1
]

•
P

ovećava
im

se
regularnostsa

povećanjem
r

•
P

ovećava
im

se
glatkostsa

povećanjem
r
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O
sim

za
prvih

nekoliko
filtara

u
fam

iliji,
ne

postoje
jednostavne

form
ule

za
nalaženje

koeficijenata
c(n

).

D
aubechies

filtrise
konstruišu

polazećiod
gustine

energijskog
spektra

p̂
(ω

),

p̂
(ω

)
=
|ĉ(ω

)| 2
=
p
(0

)
+

2

2
r−

1
∑

1

p
(n

)
c
o
s
n
ω

2
r

koeficijenata
p
(n

)
je

odre
-deno

sa:

•
r

uslova
ortogonalnosti

uslov
O

p
(0

)
=

1
,

p
(2

)
=
p
(4

)
=
···

=
p
(2
r−

2
)
=

0

•
r

uslova
za

ravan
odziv

uslov
A
r

ĉ(π
)
=
ĉ ′(π

)
=
···

=
ĉ
(r−

1
)(π

)
=

0
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ĉ(π
)
=
∑n
c(n

)
e −

ın
π

=
∑n
c(n

)(−
1
)
n

=
0

uslov
A

1

∑

neparno
n

c(n
)
=

∑

parno
n

c(n
)

ĉ
(k

)(π
)
=
∑n
c(n

)(−
ı
n
)
k
e −

ın
π

=
(−
ı)
k
∑n
c(n

)n
k
(−

1
)
n

uslov
A
r

2
r−

1
∑n
=

0

(−
1
)
n
n
k
c(n

)
=

0
,

k
=

0
,1
,...,r−

1
,

U
slov

A
1

važiiza
koeficijente

p
(n

),jer
je

za
ω

=
π

p̂
(π

)
=

2
r−

1
∑1−

2
r

p
(n

)e −
ın
π

=

2
r−

1
∑1−

2
r (−

1
)
n
p
(n

)
=
|ĉ(π

)| 2
=

0
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K
ako

je
na

osnovu
uslova

O
p
(2
m

)
=
δ
(m

),
sledida

je

∑

neparno
n

p
(n

)
=

∑

parno
n

p
(n

)
=
p
(
0
)
=

1

Iz
uslova

ortogonalnosti,tako
-de,sledi

ĉ(π
)
=

0
,

p̂
(π

)
=

0
→

p̂
(0

)
=

2
,

ĉ(0
)
=
±
√

2

Z
a

nisko-frekvencijske
filtre

ćem
o

izabratiznak
+

,

∑

n

c(n
)
=
ĉ(0

)
=
√

p̂
(0

)
=
√

2

(poznatiuslov
norm

iranja
funkcije

skaliranja).
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U
slove
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i

zaravnjenosti
filtra

m
o

žem
o

izraziti
i

preko
koeficijenata

h
(n

)
=
c(n

)/ √
2

filtra
ĥ
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)

2
r−

1
∑n
=

0

h
(n

)
=

1
,

ĥ
(0

)
=

1

uslov
O

2
r−

1
∑n
=

0

h
(n

)h
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−

2
k
)
=

12
δ
(k

),
|ĥ

(ω
)| 2

+
|ĥ

(ω
+
π
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=
1

uslov
A
r

2
r−

1
∑n
=

0

(−
1
)
n
n
k
h
(n

)
=

0
,

ĥ
(k

)(π
)
=

0
,

k
=

0
,1
,...,r−

1
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Z
ahtev

da
ĉ(ω

)
im

a
nulu

reda
r

u
tačkiπ

(usloviA
r )

značida
im

a
oblik

ĉ(ω
)
=

(
1

+
e −

ıω

2

)
r

q̂
(ω

)

ĉ(ω
)

je
polinom

stepena
2
r
−

1
,

pa
je
q̂
(ω

)
polinom

(po
e −

ıω
)

stepena
r
−

1
,

N
jegovih

r
koeficijenata

se
odre

-duje
tako

da
važiuslov

O
za

gustinu
energijskog

spektrap̂
(ω

)
=
|ĉ(ω

)| 2
=

(
1

+
e −

ıω

2

1
+
e
ıω

2

)
r|q̂

(ω
)| 2

=

(
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(2
+
e −

ıω
+
e
ıω

)

)
r|q̂

(ω
)| 2

=

(
1

+
c
o
s
ω

2

)
r|q̂

(ω
)| 2

K
ada

se
odredip̂

(ω
),razlaže

se
na

proizvod
polinom

a
ĉ(ω

)
injem

u
konjugovanog

polinom
a.

O
dre

-divanje
činioca

ĉ(ω
)

je
uvek

m
oguće,alinije

jednostavno.
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R
ezim

e

Č
etiri

uslova,
koji

se
prim

enjuju
direktno

na
koeficijente

banaka
filtara,

a
čije

posledice
se

odražavaju
na

osobine
funkcije

skaliranja
italasiće,

igraju
centralnu

ulogu
u

ovojteoriji.

•
U

slov
P

R
S

avršena
rekonstrukcija

(perfectreconstruction)
•

U
slov

O
O

rtogonalnost
•

U
slov

A
r

M
aksim

alno
ravan

filter
•

U
slov

E
U

slov
po

sopstvenim
vrednostim

a
m

atrica
filtra

U
vedim

o
sledeće

oznake:

H
0
(z

)
nisko-frekvencijskifiltar

banke
analize

H
1
(z

)
visoko-frekvencijskifiltar

banke
analize

F
0
(z

)
nisko-frekvencijskifiltar

banke
sinteze

F
1
(z

)
visoko-frekvencijskifiltar

banke
sinteze
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(perfectreconstruction)
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sa
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ka
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analize

N
isko-frekvencijskim
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H

0
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)
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o
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signal

X
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)
i

dobijam
o
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0
(z

)X
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).
K

om
presija
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dva
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2
)
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0
(z

)X
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)
)
=
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(H
0
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1
/
2
)X

(z
1
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)
+
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0
(−
z
1
/
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z
1
/
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)
)
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H
1
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)
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za
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(↓
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)
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1
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=
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1
(z

1
/
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1
/
2
)
+
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1
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z
1
/
2
)X
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z
1
/
2
)
)
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sinteze

P
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o
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dva
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dva

signala,

(↑
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)

(
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(H
0
(z
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/
2
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2
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+
H
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z
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/
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z
1
/
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)
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=
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0
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H

0
(−
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(↑
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(
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1
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+
H

1
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z
1
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z
1
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)
)
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1
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)
+
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1
(−
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)

P
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sinteze,
F
0
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prviiF

1
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drugisignal,dobijaju
se

signali

nisko-frekvencijskiizlaz
=

12
F
0
(z

)
(H

0
(z

)X
(z

)
+
H

0
(−
z
)X
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z
)
)

visoko-frekvencijskiizlaz
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F
1
(z

)
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1
(z

)X
(z

)
+
H

1
(−
z
)X

(−
z
)
)

N
jihova

sum
a

je
izlaznisignaliz

filtra
sinteze.
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P
risavršenojrekonstrukcijiizlaznisignalm

ora
bitiidentičan

ulaznom
signalu

sa
eventualnim

kašnjenjem
za
l,

12

(F
0
(z

)H
0
(z

)
+
F
1
(z

)H
1
(z

)
)
X

(z
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+
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(F
0
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)H
0
(−
z
)
+
F
1
(z

)H
1
(−
z
)
)
X

(−
z
)
=
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lX
(z

)

odakle
sledi

F
0
(z

)H
0
(z

)
+
F
1
(z

)H
1
(z

)
=

2
z −

l

F
0
(z

)H
0
(−
z
)
+
F
1
(z

)H
1
(−
z
)
=

0

U
teorijitalasića

oviuslovivode
ka

biortogonalnim
talasićim

a.
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U
slov

O
O

rtogonalnost

O
vo

je
poseban

slučajsavršene
rekonstrukcije

kada
su

filtribanke
analize

ibanke
sinteze

identični.
B

anka
analize

se
invertuje

sebitransponovanom
.

To
zna

čida
je

banka
sinteze

definisana
m

atricom
koja

je
transponovana

m
atrica

m
atrice

banke
analize.

Z
a

frekvencijske
odzive

važe
veze

|ĥ
0
(ω

)| 2
+
|ĥ

0
(ω

+
π
)| 2

=
1
,

H
1
(z

)
=
−
z
1−

2
pH

0
(−
z
),

F
0
(z

)
≡
H

0
(z

),
F
1
(z

)
≡
H

1
(z

).

U
teorijitalasića

posledica
ove

osobine
jeste

da
su

talasićiortogonalniu
odnosu

na
dilataciju

itranslaciju.

O
rtogonalnost

isključuje
sim

etriju
koeficijenata.

S
im

etričan
ortogonalnikonačan

filtar
m
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o

dva
koeficijenta
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od
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to

je
H

aar-ov
filtar.
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U
slov

A
r

M
aksim

alno
ravan

filtar

Frekvencijskiodziv
filtra

im
a

nulu
reda

r
u

tačkiπ
,

H
(k

)
0

(π
)
=

0
,

k
=

0
,1
,...,r−

1
.

U
teorijitalasića

to
proizvoditačnost

reda
r

aproksim
acije

odre
-dene

funkcijam
a

skaliranja
ϕ
(t−

k
),

i
r

iščezavajućih
m

om
enata

talasića
ψ
(t).

B
rzina

opadanja
koeficijenata

razvoja
funkcije

po
talasićim

a
je

reda
r

za
glatke

funkcije.

U
slov

E
U

slov
po

sopstvenim
vrednostim

a
m

atrica
filtra

O
vajuslov

nem
a

efekta
u

teorijifiltara,alije
bitan

u
teorijitalasića.

U
kaskadnom

algoritm
u

odre
-duje

uslov
za

konvergenciju
ka

funkciji
skaliranja

ϕ
(t)

i
glatkost

talasića.
G

arantuje
stabilnostbazisa

talasića.
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