AnropurMn

Muonpar 2Kuskosuh

MATEMATHYKN ®AKYJITET, BEOTPAL
E-maun addpecc: e3uBroBM “nomHnape . MaTd. 6T . ag. o






IIpenrosop

Kmura cagpzku yBogHI KypC ¥ KOHCTPYKIUjy U aHaIu3y ajaropurama. Hameme-
HA je cTymeHTuMa cMepa Pauynapcrso u nadopmaTuka Ha Maremarudakom axysi-
tery vy Beorpany, 3a uzbopuu npenmer Ilpumena pauyrnapa. Ksura takohe moxe
Jla TOCY KU CPEEbOIIKOIIIMA 33 MPUMIPEMY 38 TAKMUYEHA U3 HHGOPMATHKE. 3a
pasymMmeBame U u3Boherme aHanmu3e ajIropuTaMa moTpebHoO je OCHOBHO MpeI3HAE U3
ananm3e u Beposaruohe. Hapasno, Kbura he curypHO KOPUCTUTH W CBHMa OHHMA,
KOju ce DaBe MPOTPaMUPAFHEM.

Marepujast ce yriaBHOM 3acHMBA Ha Kibu3W [1], onaksie norude u Hajsehu meo
3amaraxka. PenykoBan je meo o rpadoBuma, a €0 0 anrefapCKuM ajJrOpUTMHUMA
nponMpen je nojMosuMa u3 kpunrosuoruje (mpema [6]). Kopumhenu cy rakohe nexku
Jlesiou u3 Kmwura [2, 3, 4, 5, 7, 8, 9]. 3a yuraoua Kora 3aHuMa 0Ba 06JIACT, MOTY
6uTn nHTEpecanTHe U Kibure [10, 11, 12, 13, 14, 15].

ITomrTo je oBO jemHa of TPBUX KILUTA O AITOPUTMUMA HA HAIEM je3UKY, TepMU-
HOJIOTHja ce joIn Huje ycTanauaa. [IpuankoM mpeBoia €HIJIECKUX TePMUHA TEXKUIIO
ce ma mpeBo Oyae 6mm3ak opurnnany. Heku eHrieckn TepMuHNT KOju Cy MPAKTUIHO
npuxBahenn y Hamem je3nky, nucy npeohenn. Ha kpajy Kmbure ¢y JaThH peaHUIN
TepMuHA y 00a cmepa. Tako ce Ha jemnom Mecry mMoxKe crehu yBuz y IpemioKeHy
TepMHUHOJIOTH]Y.

Hamena oBe kmure je ma gurtasan He camMO yrno3Ha epUKACHE aJTOPUTME 33
PeIaBambe HEKNX KOHKPETHUX TPo0JIeMa, HErO U /13, CABIAAA ” BEMITUHY KOHCTPYK-
nuje epUKACHUX aJITOPUTAMA 33 PEIIABAHE HOBUX MPObIeMa. Y MECTO [1a Ce U3IAXKY
TOTOBHU, 3aBPIIEHH AJTOPUTMU, IPUKAZYje e IBUXOB Pa3Boj, moaaszehn on HajjemHoc-
rapHMje BapujanTe (mpucryn npeyser u3 [1]). Konaynu ofawk ajropurama mpu-
JjarohjeH je Tipe CBera pa3yMeBamy MPUHIMIA HA KOjUMA Ce OHM 3ACHUBAjy, a TEK
OHJI jeTHOCTABHOCTH MTPOTPAMHUDATHA.

[Ipu KOHCTpYKIWjM ANTOpUTAMA HAJBUINE C€ KOPUCTU MPUCTYN 3aCHOBAH HA
JIOKA3UBamby TBPhema MATeMaTHIKOM HHAYKIHjoM. I1ako cy MubeBrn KOHCTPYKIINje
aJTOPUTMA U JOKA3SWBAKA, TEOPEME DA3JIMIUTH, CJIUIHOCT OBE JBE aKTUBHOCTH je
HEOYEKHUBAHO BEJINKA.

Edukacuu HeHyMepUIKY aJITOPUTMU BAXKHU Cy Y MHOTUM ODJIACTAMA, KAO IITO
Cy MaTeMaTHKa, CTATUCTUKA, MOJIEKYJIapHa BUONIornja, TeXHUKA, . . . MuOrn crpyd-
Bal CMATPajy 6aBiberbe ajllOPUTMUMA 32 J0CAJAH, HEMHBEHTUBAH 0Ccao (IITO OH
LHOHEKa u jecre). Aun Takap UPUCTYIl HPOOJIEMY YeCTO Kao PE3yJITal /1aje TPUBHU-
jasHa u Hee(pUKACHA PEIErha — YaK W TAMO TIe TOCTOje eJeraHnTHa, eduKkacHuja
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peresa. OBa KpUra TpedaIo Ou 1a TPYKYU APTYMEHTe 13 CY aJTOPUTMU eJIeraHTHA
U BaXXKHA JUCIUTLIVHA.

Y mpBOM Jiey Kibure, y moraaBbuMa 1-4, 1aT je yBOIHN MaTepujas O MaTreMar-
TUYKOj MHAYKIWjU, aHAJIU3Y AJITOPUTAMA, CTPYKTYPaMa [MOIATAKA, KA0 W IPUMEPH
KOHCTDyKIuje asropuraMa nomohy maremarwmuke uaaykuuje. Hapemuux werupn
MOTJIABJbA, 5-8 DaBe ce AJITOPUTMUMA 33 PeIlaBame mpobaeMa y nojeauHuM 00/1ac-
THMa: Yy Be3W Ca HU30BUMA W CKyMOBHMA, rpadoBuMa, u3 ajarebpe u reoMerpuje.
ITornasme 9 naje ocHoBHe mOjMOBe u3 Kpunrorpaduje, obsacTu BeoMa 3HAYAjHE
KpO3 MENy JbYJACKY HCTOPHjY, ¥ KOjOj aJrOPUTMHU MMAjy BEIUKY NIpuUMeHy. Pemyk-
nujama, oaHoCHO MeljycobHuM cBohemuma asropurama, mocseheno je norsassmbe 10,
a NP-kommiernu npobsremu anagmsupanu ¢y y moraasssy 11. [Mocaenme mormassbe
CAJIPAKU YBOJ Y TapasieiHe aJropuTMe.

IIpemuvunapHa Bep3uja KIbATE je UCIPAB/beHa U NOMYHeHa 33JalMa ca pelre-
wuma. Bennku 6poj rpeimaka OTKPUIIK Cy CTYIEHTH, HA Y€MY UM CE ayTOP 3aXBaJby-
je. Ayrop je yHanpes 3axBajiaH u 3a cBe Oyaylie npumenbe u cyrecruje Ha CaaprKaj
kwure. I[lopyke ce mory ciaru Ha agpecy e3mBroBM MaTd.6r.an.n. Texxu 3a1anu
O3HAYEHU Cy 3BE3UIIOM. Y DElIaBaby 331aTaKa YIeCTBOBAJM CY U CTYIEHTH, IIITO j&
HACTABY YMHIJIO UHTEPECAHTHUJOM. AyTOp je 3aXBajiaH HAPOYUTO TOCTIUILIOMITUMA,
A. Camapruhy u M. Byrnenuju, xoju cy pemunnu ehin 6poj 3agaraka.

3a kopuche npumenbe W cyrectuje ayTop mocebHy 3aXBAJHOCT AYTYje pereH-
3EHTHUMA.

Muompar ZKukosuh
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IOIJIABJBE 1
MareMmaTudka MHAYKIAja

1.1. ¥YBoxg

Maremarndka MHAYKIEja UIPA 3HAYAJHY YJIOTY [PU KOHCTPYKIUjU MHOTUX AJl-
ropuTtama. 360r TOra ce y OBOM YBOIHOM IOTJIABJ/BY AHAJIM3UPA HEKOJUKO KapaK-
TEPUCTUIHUX MIPUMEPA TPUMEHEe WHIYKIHje.

Heka je N = {1,2,...} cxyn npupomaux OpojeBa. [IpmHIUI MaTeMaTHIKe
MHAYKIHje MOxKe ce dopMmynncatn Ha ciemgehm Hagwm. IIpermocTaBumo ma Tpeba
nokazaru na je tepheme T'(n) TadHo 3a cBakm npupogad 6poj n € N. Ymecro ma
ce 0BO TBpheme "Hanama” AUPEKTHO, JOBOJBHO je mokaszaru ciefelia msa Tephema:

e T(n)jeraunozan=1nun
e 3a cBako n > 1 Baxu: ako je rauno T'(n — 1), ouma je tTauno u T'(n).

OBa 4nbeHUIA je TAKO3BAHY [TPUHITUIT HHAYKIIU]j€, W [IPEICTAB/ha YCTBAPH AKCHOMY,
KOja MeuHHUIe CKyT TPUPOIHUX OpPOjeBa.

VY npakcu ce o6uuHo npBO TBpheme (Gasa uHmyKNHUje) nako fokasyje. Jlokas
JApyror TBphema OJIAKIIAH je MPETHOCTaBKOM Ja je tauno T'(n — 1), Tako3saHoM
UHIYKMUGHOM Tunomesom. JIpyrum pednma, JOBOHHO je TBpheme CBECTH Ha CIY 9aj
KaJ je n yMameHo 3a jegan. MaycrpoBaheMo TO jeHUM jeJHOCTABHUM IIPUMEPOM.

Teopema 1.1. 3a ceaxa dea 6poja x,n € N eascu x — 1|a™ — 1.

Hoxkas. Jloka3s ce m3BOmM MHAYKIA]jOM 1O 1. 3an = 1 Tepheme rmacn z—1|z—1
u ounrseao je rauno. Ceofeme ciaydaja n Ha ciaydaj n — 1 3acHUBA ce HA U3pa3y
2" — 1 = (2" ' — 1)z + (x — 1), jep on NoKazyje Aa W3 WHIYKTHBHE XHUIOTE3E
xr—1|z"! — 1 ciemm g2 je Tawno x — 12" — 1. O

HpI/IHL[I/IH MaTeMaTH4YIKe I/IH,ELyKL[I/I.]e YeCTO Ce KOPUCTHU y HemMTO IMPOMEmHeHUM

obiuIMa, KOju Cy HEMOCPeIHa, TTOCIeIUIa OCHOBHOT.

Teopema 1.2. Axo je mauno mepherwe P(1) u sa ceaxo n > 1 us npem-
nocmaske da je P(k) mauno 3a ceaxo k < n caedu mawnocm P(n), onda je P(n)
mauno 3a cearo n € N.

OBo je T3B. mOTHYHA MHIYKIHja, a 100uja ce 0/ OCHOBHE BAPUjAHTE TPUMEHOM
na tephewe T'(n) = A\;_, P(k).

Teopema 1.3 (Perpecusna unaykuuja). Hexa je a1, as, ... pacmyhu nus npu-
podnux Gpojesa. Axo je mephere P(n) mauno san = ag, k = 1,2,... u 3a ceakxo

1
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n > 2 us npemnocmaske da je mauno P(n) caedu da je mauno P(n — 1), mada je
P(n) mawno 3a ceaxo n € N.

IIpBu neo npernocraeke, ga je P(ay) Tauno 3a k > 1 gokasyje ce HHILYKIUjOM
(P(1), m ako P(ax) omga P(aki1), k > 1). Jakmne, Hajupe ce AoKasyje na TOCTOje
HPOH3BOJBHO BeJUKN OpojeBu n Takew aa je P(n) Tadno, a ouga ga je P(n) Tadno
u 3a cee "m3ocTtaBibere” Gpojese. OBO je T3B. pPErpecuBHA WHAYKIIH]A.

1.2. /IBa jemHocTtaBHa mpuMepa

IMorpebno je m3paaynarn cymy S(n) = 142+ ...+ n. Oaropop Ha OBO MUTAE
naje ciemeha Teopema.

Teopema 1.4. Hexa je S(n) =i, i. 3a ceaxon € N je S(n) = in(n+1).

Hoxkas. Kako je 1 = % -1-2, repheme je Tauno 3a n = 1. Ako ce npernocrasu
J& je OHO Ta4YHO 3a HEKO 7, OHJA je

1 1
S(n+1) = 142+.. .4n+(n+1) = S(n)+n+1 = 5n(n+1)+(n+1) = 5(n+1)(n+2),
OJHOCHO 33aKJ/by4yjeMoO 1A je TBpheme TadHo u 3a n + 1. (I

Teopema 1.5. Axojen € N w14+ x>0 onda je (1+ )" > 1+ nx.

Hokas. 3an = 1 tepheme je ounrneano tauno. Axo je Tepljeme TeopeMe TaaHO
3a HEKO N (MHIYKTMBHA XUIIOTE3a), OHJA je

(1+2)"" =142)1+2)" > A+2)(14+nz) =1+ (n+ 1)z +nz® > 1+ (n+ 1)z,

OJTHOCHO TBphere TeopeMe je TaYHO U aKO Ce Y BheMy N 3amMeHu ca n + 1. ([l

1.3. Bpojame obGsacTu HaA KOje je moJe/beHa PaBaH

3a HEKOJMKO TPABUX y PABHU KaxKe Ce 13 Cy V OIIIITEeM MOJI0XKAJy aKO HUKOje
JIBe HUCY TIapaJiejiHe, a HUKOje TPH Ce He CeKy y UCTOoj Tauku. Tpeda onpenutu Opoj
0bJacTy HA KOje PaBaH jieid 1 > 1 npaBux y ONINTeM HOJ0XkKajy (IPeTnocTaBKa aa
Cy IPaBe y OIIITEM IIOJI0XKA]y YBEIEHA je 1a MOjeTHOCTABH MPobieM, jep Tajga HemMa,
norpebe 3a aHAIM30M PA3HUX MOIYHHMX CHELUjAIHUX CJly4dajeBa).

Hemnocpenno ce Buam n1a jenna, aBe, OJHOCHO TPU MPAaBe y OIINTEM IIOIOXKA-
jy mene paBaH peIOM Ha JIBe, YETHUPHU, OTHOCHO cemaMm obsactu. Hacoyhyje ce ma
YKJbyduBaibe n-re mpase nosehasa 3a n 0poj obacTu Ha KOje je paBaH MOIe/bEeHa.
AKO ce mpermnocraBy Ja je TO Ta4HO, OHJa je Opoj obaacTv Ha KOje M IpPaBuX y
ouwmTeM nosoxajy dem papat 2 +2+3+4+ ... +n = n(n+ 1) + 1. Jdakie,
ocTaje Ja ce JOKaxKe

Xunoresa 1.6. Jlodasarbe n-me npase y pasuu (Npu “emy ¢y C6UL N NPaAEUL
Y onwimem noaovicajy) nosefiasa 6poj obaacmu Ha Koje je pasar nodesena 3a n.



1.4. IIPOBJIEM CA BOJEIBLEM PABHU 3

Hoxkaz. Jlokazaliemo oBo TBpheme uraykmujom mo n. Tepheme je ouurmentno
TauHo 3a n = 1,2, 3. [IpeTmocTaBuMoO /1a je OHO Ta¥HO 3a HEKO 1n; HeKa je 1aTo n+ 1
MPABUX Yy PABHU y OMINTEM MOJOXKAjy, U HEKA je p jeTHa O TUX MpaBux. 300r Tora
IIITO Cy MPAaBE y OIIITEM IMOJIO0XKA]y, IPAaBa P Ca TPOU3BOFHOM O0JIAINy, O OHUX HA
KOjy paBaH Jiejie OCTAJIUX N IPABUX, HEMA 33j6THHIKUX Tadaka, uiu je cede. [Ipasa
P cede CBUX OCTAJUX N MPABUX, Tj. cede n + 1 obaacT, mMTO 3HAYM 1A C& HEHUM
nonaBameM Opoj obmactu nmoeehiasa 3a n + 1. O

ITpumenda. Osne je unayknuja TpuMereHa 1Ba myTa: noehame Gpoja obmac-
TH JOfaBameM n-Te TpaBe, a 3aTHM yKymaH Opoj obiacTh Ha Koje paBaH AeIu n
npasux. OBaKaB MOCTYIIAK, TOHEKA, U €A BHUIIIE HUBOA, YECTO CE& IPUMEmnY]e.

1.4. IIpobGsem ca 6ojememM paBHU

IIpousBo/pHMX N MpaBUX y PaBHU, JEINM PABaH HA 00JACTH; 34 IIPaBE Ce He
MPEeTIOCTaB/ha 4 Cy y OMINTeM Moa0xkKajy. Kaxkemo ma je paBan obojeHa ca aBe
6oje (ma mpumep npHOM U 6JI0M) aKO je CBaka 06aacT 000jeHa jeJIHOM O Te JBe
6oje, a cBake Jpe cycenne 06jacTu (OHE KOje UMajy JIe0 IPaBe WU HeJIy MpaBy Kao
rpanuily) cy obojeHe paziauduTuM 6ojama.

Teopema 1.7. Pasan nodemena ca npoussomHux N Npasus moxce ce 0bojumu
ca dee boje.

Hoxkaz. Tepheme Teopeme mokasyje ce MHIYKIMjOM 1O OpOjy mpaBux n. 3a
n = 1 Tepheme je ounrsenno tavno (paBaH je NOe/beHA Ha JABe 0BJIacTH, jelHa
on wux 6Goju ce upuo, apyra 6eso). IlpernocraBumo ma ce paBaH, usjesbeHa ca
IPOM3BOLHUX N — 1 mpaBux, MOXKe 0bojuTh ca aBe Ooje. JlomaBame n-Te mpase Ha
IPOM3BOJ/bAH HAYWH M€/ HEeKe OoDJacTH Ha JBa CcyceaHa gena obojena mcrom 00-
jom. MefyTtum, ako ce cBuM obacTuMma ca jeHe CTpaHe n-Te mpase 060ja TPOMEHU
y cympoTHy, mobuja ce mcnpaBHO Oojeme paBHU. 3amcra, rpaxuie uwimely cycem-
HUX 00JIACTH MOTY Ce TOJEJUTH Ha TPU BPCTE: TPAHWIE Ca jeIdHe, OJHOCHO IPYre
CTpaHe M-Te TpaBe, W TPAHUIE HA N-TOj TpaBoj. I'paHniie cBe Tpu BPCTE OABAjAjy
obsactu obojere paznumautuM OojaMa. Jlakse, momazehn o1 WHAYKTUBHE XHIIOTE3E
J1a ce MOYKe 0DOjUTH paBaH TMOJe/heHa ce 1 — 1 mpaBux, MOKA3aHO je KaKo ce 100mja
0ojerbe PABHU TMOAEJbEHE CA N TPOU3BOFHUX TTPABUX. ([

ITpumenba. Oaj mpumep je WIyCTpalldja MAaKCUMATIHOT, eTaCTHIHOT KOPHIII-
hema MHAYKTUBHE XUIOTE3€: OJ O0jera 06/IacTh y jeIHO] MOy PABHE HAIIPABJ/HEHO
je Ipyro ucmpapBHO Dojerse 3aMeHOM Oejie U 1pHEe Ooje.
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1.5. IIpumep ca cymupamem

[Ipernocrasumo ma cy CBY HemapHU OPOjEBU WCIIUCAHU Y OBUPY IIEME Y OOJIUKY
TPOyIJIa, TAKO A ¥y 1-TOj BPCTH mMMa ¢ Opojesa, ¢ = 1,2, ...

) cyma
1 1 1
2 3 ) 8
3 7 9 11 27
4113 15 17 19 64

ITorpebno je m3paaynaru cymy OpojeBa y ¢-TOj BPCTH.

MN3padynaBmm cyme y MPBUX HEKOJUKO BPCTA, 3allaykaMo Ja je CyMa jeJHaka
kybOy pemror Opoja Bpcre. /la ce oBo TBpheme goKaxKe WHAYKIMjOM, JTOBOJHHO je
JOKa3aTH J1a je pasinka 36uposa y (i+1)-0j u i-1oj BpeTn jemnaka (i+1)%—i® = 3i2+
3i + 1. Tasbe, ako ca a; O3HAYUMO TOCTEamU OpOj Y ¢-TOj BPCTH, Pa3InuKa 30MPOBa
y (i 4+ 1)-0j u i-T0j BpcTH jemHaka je i - 2i + a;11 jep je CBaK® Of NpBHX i GpojeBa y
(i + 1)-0j Bpcru Behn ox oxrosapajyher y i-Toj Bperu 3a 2¢ (MOMTO y 4-TOj] BPCTH
UMa ¢ y3aCTOIHUX HemapHux OpojeBa, pasiauka npsor y (i + 1)-0j BpcTH u mpBor y
i-toj BpcTH je 2i). Makse, na 6u ce 10Ka3aa0 Apyro TBpheme, J0BOJBHO je J10Ka3aTh
na je 2i% +a;41 = 3i2 +3i + 1, ogHOCHO @11 =2 +3i+1=(i+1)2+(i+1) -1,
wim a; = i° +i— 1. OBo nocieame TBpheme hemMo HAPABHO JOKA3ZATH HHIYKIIHjOM.
Bai=1jea; =1=1%2+1—1, 1j. rBpheme je rauno. U3 mpermocraske 12 je 3a
HeKo ¢ a; =12 +i—1 cnemm (jep y (i +1)-0j BpcTn nma i + 1 y3acTONHAX HEMApHUX
6pojera) ma je ai41 = a; +2(i+1) =2 +3i— 1= (i+ 1)+ (i + 1) — 1, unme je
JIOKA3aHO TTOC/IEIbe MOMONHO TBpheme, a CaMuM TUM ¥ [OJIA3HO TBpheme.

Y cnenehem mpumepy BumeheMo na ce y [I0Ka3y MHIYKTHUBHA XHUIIOTE33a MOPA
KODUCTUTH EJTACTUYIHO, a HE OHAKO KaKO OM Ha IPBHU MOIJIE W3TJIEIAT0 Ja Tpeba
YUUHUTH.

1

Teopema 1.8. 3a ceaxu npupodan 6poj n je % + % +... ot <L,

Hoxkasz. 3a n =1 je oBo ounrnenno tauno. Hejennakoct

1 1 1 1 1
(§+1+"'+27n)+72n+1 <
HE CJIe[IN U3 MIPETXOIHE, jep aKo je 30up y 3arpaau Mamu of, 1, ou mocse nosehapama
3a 2% He Mopa 113 ocmane Mambu o 1. [Ipobiemu ce n3derapajy ako ce HHIYKTHBHA

XUIIOTE3a TTPUMEHHN HA MOCTEAHUX N CAOUPAKa y OBOj HEjeTHAKOCTHU:
1 1 1 1 1 1,1 1 1 1 1

S (4 —4— )=t (cF-F..F—)<+=-1=1.
SRV T ==t B 10 B IR TR St

1.6. OjaepoBa dpopmyaa

Cana hemo nokazaru repheme nozuaro kao Ojuaeposa dopmyna (L. Euler ,
1707-1783.). TlocmarpajMo moBe3any IJaHapHy Mmaimy ca V usoposa (Temena), F
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rpana (uBuna) u F Opoj obsacTu Ha Koje je paBaH IOJe/beHa MBUIAMA; jeTHa OJ
00J1acTu je W CIOJballiba, HeorpanuydeHa obsiact. VHTyUTHBHO, Mara je roBe3aHa
aKo ce cacroju on jeaHor jgena. CrierujanHno, moBe3ana IIaHAPHA Malla ca jeJHOM
obaamhy (F = 1) 30Be ce crabuo Ha caunu 1 npukasanu cy npumepu mane (ca
V =4 usopa, E =5 rpana u F' = 3 obuacru), oaHOCHO crabiia.

O

Puc. 1. Ilpumep nnanapsae mare, OIHOCHO cTabiia.

Teopema 1.9 (Ojneposa dbopmyma). 3a no6esany NAGHGPHY MANY 6AHCY jed-
naxocem V + F = E + 2.

HOKA3BATEJBCTBO. [loka3 he 6uty n3BeeH IBOCTPYKOM HHIYKITHjOM: HAjIpe
mo 6pojy obmactu F', a y okBupy tora mo 6pojy usoposa V. Ilocmarpajmo Hajmpe
ciayuaj F' = 1. Taga mana (y oBoM ciiyuajy crabiio) He CaapzKu HU jelHy 3aTBOPEHY
obsact, jep Ou y mpOTUBHOM 300r TTOCTOjarka CIOJballlihbe ODeCKOHAYHE 0b1acTu 010
F > 2. Tpeba mokasaru na taza Baxku V = E 4+ 1. Oo tBpheme mokazahemo
HHAYKIUjoM 110 6pojy uBopoBa V = n. Ako je n = 1 onzga Hema rpasa u TBpleme
je Tauno. Heka je TBpheme Tauno 3a V = n. [TocmaTpajMo mTpon3BO/bHO CTabIIO ca
n+ 1 usoposa. To crabno Mopa ma uma 6ap jeJan 9BOp v Ca CaAMO JeTHUM CYCETHUM
9BOPOM, jep Ou y MpOTHBHOM Malia, CaJIpKaJia 3aTBopeny obsact. Marma, Koja ce o
oBe m0o0OMja yKIIamamheM TBOPa ¥ W IPaHe € KOja Ta MOBe3yje ca CyCeTHHUM IBOPOM,
MOBe3aHa je W HeMa 3aTBOpeHux obsactw, a 6poj YBOpOBa y O] je n. 3a Ty Mairy
Bazku MHAyKTHBHa xunoresa: (V —1) = (E—1)+ 1, maje V = E + 1, uume je
3aBPIIeH JJOKA3 TeopeMe 3a ciaydaj [ = 1.

[IpernocraBumo 1a je TBpheme TeopeMe TavHO 3a IJIaHAPHE Marie ca 1 0bJIacTH,
V +n = FE + 2. IlpouzBo/baa Mama ca n + 1 obmactn uma 6ap jegay obaacT Koja
je cyceana ca crosparmmoM obmarthy. MzbannBamem m3 Malie HEKe O IPaHa Koje
onBajajy Ty obsacT of CIO/balliibe, J00uja ce Mama Koja je W Jajbe IMOBE3aHa
MJIaHAPHA, TIpU YeMy cy Opoj obsmactu F' u rpana E cMameHe y OIHOCY Ha TMOJIA3HE
BPENHOCTH 33 1O jenan. Ha OCHOBY WHIyKTWBHE XHUIIOTE3€ 33 HOBY MAlly BaXKu
V 4+ (F—1)=(F—1)+ 2, u3 gera HENOCPEJHO CIEAN [T 3a MONA3HY MAIy BarKH
TBpheme Teopeme. (I

1.7. I'pejoBu KOgOBM

Ipejos kox pyxune n > 1 je uuz k-ropku 6ura (K > 1) s1,S2,...,S, TakBUX
Jla C€ Y TOM HU3Y CBAKa J[BA Y3ACTONHA WIAHA, KAO U S1, Sp, PA3AUKY]Y HA TAYHO
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jemuoj mosunmju. Ha mpumep, 00,01, 11, 10 je I'pejoB kox ayxune 4. 360r oBe cBOje
ocobure I'pejoBu Koj0BM MMajy mupoky npumMeny. Jlako je BugeTn na He 1ocroje
I'pejoBu KO/TOBH HETIAPHE Ty KWHE. 3aUCTa, S1 U S; ce 3a 1 > 1 pa3auKyjy Ha MapHOM,
OTHOCHO HemapHOM Gpojy MO3UIHja aKo je ¢ HelapHo, OTHOCHO mapHo. 360r Tora ce
$1 U S, 33 HELAPHO M PA3JIMKYjy Ha LAPHOM, (1aKJ/e PAa3iuduToM o jenan) 6pojy
TTO3UIIN]a.

Teopema 1.10. 3a ceaxu napar 6poj n nocmoju I'pejos xod dyscune n.

IOKABATEJBLCTBO. I'pejoB Kou, ayzkune asa je, Ha npumep, Hu3 0, 1. Ako noc-
roju I'pejos Koz S1, 89, ..., 8, AyxKube n = 2k 3a Heko k € N (OTHOCHO S;, Sit1,
i=1,2,...,n—1, Ka0 u S,, S1, PA3NUKYjy C& HA TAYHO jEJHO] IOUIUjHU), OHIA
ce HermocpeHo mpoBepana Ja je 0s1, 151, 1s2,082,0s3,...,0s, I'pejoB Kom myxumne
n+2, sugeru cauky 2. OBue cy ca 0s; onHocHOo 1s; o3HaYeHu 6;10K0BU OuTa 1001jeHn
O[T S; IOaBakEM HyJe, OTHOCHO Je/IHHUIIE €A JIEBE CTPAHE. O

].81

083

Puc. 2. Tlpomyxasame ['pejoBor Koma 3a mBa

Omnucana KoHCTpyKIHja ['pejoBUX KOMOBa TapHe Ny»KHHE WMa BarkaH HeJI0C-
TaTak: 3a KoOJ nayxkube 2k kopucre ce k-Topke OGurta, Tj. myxkuHe OJIOKOBa OHUTA
moBehaBajy ce 3a jean CBaKWM IMyT Kaj ce MyKWHA Komaa moBeha 3a asa. C mpyre
cTpaHe, aKo He O [IOCT0ja0 3aXTEB O OJHOCY CYyCEAHUX YJIaHOBA HM3A, HU3 [Iy:KHAHE
n Morao 0m ce Komuparu k-topkama 6mra, rae je k = [logyn|; ca [x] osmauen
HajMamu 11eo O6poj Behn nwnm jenunak o peasnor 6poja x. HeparmonaaHocT omucane
KOHCTPYKIIHje MOYKE Ce UCIPABUTH TaKo 1mTo Ou ce nmosehapameM aykuHe OJIO0KOBA
3a jeaH KOHCTPYHCAO JBa MyTa MYKW, a He I'pejoB Kox mAyxKu 3a IBa:

(1.1) 0s1,082,...,08,,18,,18,-1,..., 151,
BUJIETH CJIHKY 3.

HazoBumo uuz 6si0okoBa, Oura Si,So,...,S, — KOI KOTa, Ce& CyCEeTHU OJIOKOBU
6urta s;, s;+1 3a cBako ¢ = 1,2,...,n — 1 pa3nuKkyjy Ha Ta4HO jeIHOj MO3UIIUjH —

3aTBOPEHNM, OTHOCHO OTBOPEHUM ['pejoBUM KOTOM aKO jecTe, OMHOCHO HUje NCITYHheH
VCJIOB Ja ce OJIOKOBH S1, S, PA3MNKY]y HA TAYHO jemHoj mo3unnju. /loxas cremehe
TeopeMe Jaje KOHCTPYKIHjy ['pejoBor Koma ca MEHUMAJIHOM Jy2KHHOM OJI0KOBa OH-
Ta.
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Puc. 3. VYasocrpydasame myxuue I'pejoBor xoma

Teopema 1.11. 3a ceaxo n > 1 nocmoju I'pejos xod dysicune n ca [log, n]
buma, u Mo 3aMEOPEN, AKO je N Napro, 00HOCHO OTEOPEH AKO je T HEenapHo.

JOKA3ATEJBLCTBO. Ounurienno je jga nocroje ['pejoBu KOMOBU MyKUHE jeqaH
u JBa ca 60KoBUMA JiyKuHE jefaH. [IpeTnoctaBuMo 13 moCToje OTBOPEHHU, OTHOCHO
3aTBOpeHn ['pejoBM KOMOBH CBUX AyKuHA k < n, ca BeandanHoM 6yoka |log, k|. Ao
je n mapHo, oHJa ce npumenom koucrpykumje (1.1) (cauka 3) Ha Kou mgyxKume n/2
ca [logy(n/2)] 6ura (Koju IO MHAYKTHBHO] XUTIOTE3H MOCTOjH), TOOMja KOI Ly KAHE
n ca 1+ [logy(n/2)] = [logy n| 6ura.

Hexka je cag n = 2m + 1 "emapuo. IlpemMa WHIYKTHUBHO] XHIIOTE3M IIOCTOjH
Ipejos kon ayxune m ca [logs m] Gura. O mwera ce Ha MCTH HAYUH JI00Hja KOJ
qyxkuae 2m ca d = 1 + [logym] = [logy(2m)] 6ura. Ako 2m Huje cremneH ABojKe,
oHzia nocroje Heuckopumhienu 610k0Bu (Tj. 6JI0KOBU KOjU HE IPUIIAAA]Y KOZY) Of
d 6ura. Bap jemam on mux (Heka je TO Ko7 §') cycemaH je HEKOM on OJI0KOBa 1s;
(omHOCHO pasJsiuKyje ce Ofl Hera Ha TavyHO jeJHO] HO3UIMjU). 300r TOra ce MOKe
(Buieru ciauky 4) KOHCTPYUCATH OTBOPEHU KOJL JLy2KUHE

d = [logy(2m)] = [logy(2m + 1)] = [logy n].

Y mporuBHOM, aKo 2k jecTe CTEleH ABOjKe, OHIA Cy CBH KOJAOBHU Iy:KHHE d MCKOP-
uImheHn, 1Ma, ce MOT'Yy HajIpe CBE KOJHE Pedr MPOIYKUTH JONUCHBAKEM HYJIE CIIPe-
aa. Tako ce nojaspyjy neuckopuifienu KogoBu (OHU KOJU LOYUUIbY JEJMHULIOM), U
CyYaj je CBeseH Ha MPETXOJHU, IpU deMy je 6poj Outa y KOJHUM pednMa

[logy(2m)] + 1 =logy(2m) + 1 = [logy(2m + 1)] = [log, n].

1.8. Hanaxkeme ANCjyHKTHUX IIyTeBa y rpady

Heka je G = (V, E) neycmepenu (rpad 3a Kora KO rpaHa Kao MapOBa IBOPOBA,
nuje Guran penociaen) nosesan rpad. Cmenen usopa je 6poj rpana Koje cy my
cycenne. OBY IOjMOBH OGjaIllEbEHU CY ¥ YBOTHOM OJIE/bKY MOTIIaBsba 6 0 rpadoBuma,
a KOpHCTE Ce y OBOM MHTepecaHnTHOM mpumepy. Heka je O cKym YBOpPOBa HEMapHOT
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Osn—l 13n—1

Puc. 4. Koncrpyknmja orBopenor I'pejosor koma

CTeleHa; JIAKO je BUAeTH fa je OpOoj TAKBUX YBOPOBA YBEK IAPaH. 3AUCTaA, CAOUPAHE
CTemeHa YBOPOBA, je WCTO ITO W Opojarke rpaHa, NPy YeMy Ce CBaka rpaHa Opoju
TagHo mBa myTa. llomTo je makje 30up cremeHa CBUX YBOPOBA, A U YBOPOBA U3
ckyma O, napan 6poj, 6poj uBoposa y O mopa 6utn mapas. 3a ckyn O Baxu cienehe
TBpheme.

Teopema 1.12. Ysoposu us ckyna O u60po6a wenaproz cmenena y Heycmepe-
nom nosesanom epady G = (V, E) mozy ce nodeaumu na napose, maxo da ce mozy
nahiu Jucjynrmmnu (6e3 3ajednunkux 2pana) nymesu Koju noeesyjy npeu u opyau
NEOP Y CEAKOM TAPY.

JOKABATEJIBCTBO. [la 6m ce 0BO TBpherme J0KA3aI0 HHIYKIHjOM, MOYKEMO 11,
npernocraBuMo (MHIYKTUBHA XUIIOTE3a) /1A je OHO TavHO 3a rpadoBe ca Marbe o1 M
rpara. Ako y ckymy O mma, BUIIIE O IBa YBOpa, n3abepy ce Mely muMa mpon3BosbHa,
aBa. oo je rpad nosesan, y mweMy MoCTOju yT (HU3 rpaHa) KOju MOBE3Yje 1Ba
u3abpaHa YBopa. Y KJamameM OBUX rpana u3 rpada nodmja ce rpad ca Marme rpaHa.
Ha oBaj rpad ce meljyTum He MOKe TPUMEHNTH HHAYKTUBHA xumnore3a. [Ipobiem je
y Tome 1miro je moryhe ma ce Babemem oBux rpana no6uje Hernosesan rpad (Buaeru
LIpUMED Ha CJULHU ).

Puc. 5. TIpumep rpada xoju ykiamameMm rpaHe IOCTaje HEITOBE3aH.

Pemreme nmpobirema Ha KOju €MO HaWIILIH je Ha npBu norierd veobuwano. Cacroju
ce y nojauamy TBphema Teopeme (nojanasaree undykmuene runomese): nokyuniahe-
MO Ja JIOKayKeMO 7a TBphere BayKu He caMo 3a MoBe3aHe, Hero u 3a MPOW3BOJHHE
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HeycMmepere rpadope. W3moxenu mnoka3 Tpeba MPOMEHHUTH CaMO y eIy KOju ce
OTHOCH Ha w300p JBA YBOPA HEMAPHOI CTEEHA: HBUX Tpeda Omparu Tako ma Mph-
1azajy jeJHO] UCTO] KoMNnorenmu nogesanocmu (moBe3anom Jeiy, ”ocrpBy” ) rpada
(rro je moryhie, jep je 6poj YBOpOBA HENAPHOI CTENEHA y CBAKO] KOMIOHEHTH
nopesaHocru napan 6poj), wro obesbelyje nocrojawe uyra y rpady usmehy ra
nea uBopa. ['pad koju ce nobduja ymabaBameM IpaHa myTa, 6e3 003upa Ha eBeHTY-
a0 moeeliambe OPOja KOMIIOHEHTH TIOBE3aHOCTH, UMa Marbi ODPOj TpaHa O m, 1a 34
mera Baxku (110javana) MHIAYKTUBHA XUIIOTE3a, Tj. Ipeoctanu 4soposu uz O mory
ce MOJIE/INTH Ha TApOBe, KOjU Ce MOTY MOBE3aTH JUCjyHKTHUM MyTEBUMA. O

Nneja Koja je oBje MpUMEmHEHA, I0ja9abe NHAYKTUBHE XUIIOTE3€E, 9€CTO Ce KO-
puCTH. 3aCHOBAHA je HA MPUBUIHOM MAPAIOKCY Ha ce (BPJIO YecTo) jaue TBpheme
JIaKIle JOKa3yje.

1.9. Hejeauakoct n3mel)ly apuTMeTU4YKe U T€OMETPHUjCKE
cpenmnHe

Kao nmpumep TBphema Koje ce MoxKe I0KA3ATH IPUMEHOM PEerPECHBHE WHIYKIIH]je
nckopuctuheMo HejeTHAKOCT m3Mel)y apuTMETUYKE U TEOMETPU]CKE CPEIHNHE.

Teopema 1.13. Hexa cy x1,x2, - .., Ty NO3UMUSHU peasnt 6pojesu. Tada je
r1t+ T2+t
(12) YX1To ... Ty < ! 2 L
n

JIOKABATEJBLCTBO. Tepheme hemo mokaszaTv TPpUMEHOM pErpeCUBHE WHIYK-
uuje. Hajupe fiemo nmokasaru ma oHO Bazku 3a 6pojese obsuka n = 2F, nakme 3a
MIPOM3BOJLHO BejIMKe OpOjeBe, a 3aTUM Ja U3 MPETIOCTABKE 13 OHO BAaXKWU 33 HEKO 1
cJaedn Ja OHO BaxkKh 3a n — 1.

Y npBoM geny gokasza 6asa maayknmje (n = 21) je mejemmakoct

1
Vo, + 3o < 5(171 + z2),

KOja je mocmeamma owmrIenmHe mHejeqHakoctd (r1 — x2)? > 0 (omakme ce mobmja
22 4+ 22119 + 23 > 42129, OTHOCHO %(xl + 2)? > x129). U3 mpernocraske ma (1.2)

Baxku 3a n = 28 cenm na 3a 2n = 281 bpojeBa 1,2, ..., T, BAKA
o 2n n : 2n 1 n 1 2n
(o= {1 T s |G (3 3 ) <
=1 =1 1=n+1 1=1 1=n+1
2n 2n
1/1 & 1 1
< mry Xow) =g, 2w
i=1 i=n+1 i=1

onuocHO TBpheme (1.2) Baxku 3a asocTpyko sehiu 6poj 6pojesa x;. Tume je 3aBpiien
IIPBHU J1€0 JIOKa3a.

Cana hiemo mokasaru ma ako jenmakocr (1.2) Baxku 3a npousBosbHUX T Gpoje-
Ba, OHJA OHA BaXKW ¥ 3a npou3BobHuX 1 — 1 Gpojesa. a 6u ce y (1.2) cmamuo
O6poj TPOMEHJ/BUBHUX, jETHY O HUX Tpeba Be3aTh 3a OcTaje, OJHOCHO U3PA3UTH je
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npexo wux. Heka je makne x, = — 1 P 1 Zi, Tj. T, OupaMo Tako maa Oyme jer-
HAKO aPUTMETHYKO] CPEJuHM ocTane 1 — 1 npomensbuee. Tana necHa CTpaHa Hejes-
nakoctu (1.2) mocraje jeaHaxa Tp:

n—1

n—1 1 1 n—1 1
*sz— 0 (n_lzxi)mx":nx”n%:%

na (1.2) npenasu y z, [\, 1 x; < )}, OTHOCHO

ITpema ToMe, 3aBPHIETKOM IPYrOr Je/a JI0Ka3a J0Ka3aHo je na Hejeanakocr (1.2)
u3mehy apuTMeTHYKe ¥ TeOMETPUjCKe CperHe BayKu 3a CBako N € N. (]

1.10. VluBapujaHTa meT/be — A0Ka3 MUCHPABHOCTHU AJTOPUTMA

Maremarnyka MHAYKIM)ja 9€CTO Ce KOPUCTH 33 JOKA3NBAME KOPEKTHOCTH AJIr0-
puUTMa, TOCEOHO y CIIy9ajy Ka/l Ce aJropuTaM CACTOjU O BUIIECTPYKOT N3BPIIABAKHA
ucre rpyne Hapentu. Uzeja je ma ce nokaxke ma je unexko Tepheme (unsapujanma
nemspe) TAYHO Pe yIACKa y TeT/bY U MOC/IE CBAKOT MPOJIACKA KPO3 MET/bY, & I3 U3
IErOBe TAYHOCTH HA KPAajy W3BPINEHA aJTOPUTMA CJIEIA KOPEKTHOCT AJTOPUTMA.

OBaj Meron, unycrpoBaheMo T0Ka30M KOPEKTHOCTH AJITOPUTMa KOjU 3a 33aTh
HpUpOAHK OPOj N M3padyHaBa merope OuHapHE udpe, KOMIIOHEHTE BEKTOPA, b, Tj.
BPILU HEIOBY KoHBep3ujy y Ounaphu obuuk (cuuka 6). Auropuram ce cacroju o
nersbe y Kojoj cy Tpu Hapeabe: nmosehasambe k (MHIeKCa 38 BEKTOD b), H3paduyHaBambe
oCTaTKa U TeJIOT J1eJia KOJMIHUKA IIPH JieJbery HOMONHe IpOMeHJbrBe © ca JBa.

Anropurtam Bin _cifre(n);
Vnas: n (npupoman 6poj)

WNsnas: b (ru3 6unapuux nudapa 6poja n)

begin
t := n; {nomohua mpomenspbuBa t ca MoYeTHOM BpeaHOmhy N}
k:=0;
while ¢ > 0 do
k:=k+1;
blk] := t mod 2;
t:=tdiv2;

end

Puc. 6. Anropuram 3a m3padyHaBame 6bunapuux mudapa 6poja.

Teopema 1.14. Ilo saspwemxy aszopumma Bin_cifre y eexmopy b nasase
ce bunapre yugpe bpoja n.
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JIOKABATEJBLCTBO. [loka3 ucnpasaoctu ajaroputma 6ulie cpoBenen nmomohy
WHBapujaHTe meTshe. Pazmorpumo cienehy mHIAYKTUBHY XUTIOTE3Y.

NuaykmuBHa xunoresa. Heka je m 6poj umje cy OmHapHe mudpe 6utu mo-
fujern y k mpBEX mpona3aka Kpo3 mersby, mpu uemy je b[1] majuwkm Out. Tama
je

t-28 +m=n.

Bak=0jet=nwum =0, na je oBo TBpljeme Tauno. Heka je unaykrupHa
XUIMOTE3a TA9HA 33 HeKO k > 0. Y HapeaHOM MPOJIACKY KPO3 TEeT/hY T00Hjajy ce HOBe
spexaoctu bk +1] = tmod 2, ¥’ = tdiv2, u m’ = b[k+1]2¥ +m = (t mod 2)2% +m,
mna je

28 o/ = (tdiv2)2" + (tmod 2)2F +m =
=272 (tdiv2) + (tmod?2)) +m =2 -t + m = n,

360r uHAyKTHBHE xumorese. Tume je nokazaHo ja u3pa3 t2F +m He Mema BpesHOCT
OJT TPOJIACKA, J0 MPOJIACKa KPO3 MeT/bY, OJHOCHO JIa je OH MHBapHjaHTa meTsbe. Kako
je mocJie Tocyeber mpoJacka Kpos netby t = 0, y Tom TpenyTky he butu m = n,
YUME je HUCIIPABHOCT aJI'OPUTMAa J0Ka3aHa. (]

1.11. Hajuemnhe rpemike

[Tpunukom u3Bofema M0Ka3a WHIAYKIIUJOM Y€CTa je TPEITKa, 13 Ce KaO OUUTIe -
Ha YMIbEHUIIA UCKOpUCTH TBPheme Koje je BIMCKO UM eKBUBAJIEHTHO JOKA3UBAHOM.
Tume ce daxkTUyYKy MOjayaBa WHIYKTUBHA XHUIOTE3d, aJld Ce€ HE JI0Ka3yje Ha u3
TA4YHOCTHU II0javaHe XUIIOTEe3€e 3a N CJIEIU BbeHa TAYHOCT 3a n + 1.

Baxkno je na ce npu mpesackKy ca caydaja n Ha 1+ 1 goxa3 u3Beje nosaszehun
oJ1 pom3BObHOT caydaja n+ 1. Kao mpumep moryhie rperike, pazmorpumo cienehu
” noka3” Ojnepose dbopuyne V + F = E + 2 unnykimujom mo F. Tlomazelin on
noBesaHe miaHapue mane ca F' = n koja uma 6ap jenny ynyrpaimy obnacr (n > 2),
y TOj 0bJIacTy ce HA JIBE UBUYHE IPaHe n3abepy /ABa HOBA YBOPA U MMOBEXKY PAHOM.
Y moBoj mamm F', V u E cy nosehanu pemgom 3a jeman, ABa W TPH, Ia TAKJIE U
3a wy Baxku QOjmepoBa dopmymna. [Ipobsem ca osum ” qokazom” je y Tome mTo ce
OIMCAHOM KOHCTPYKIIMjOM He MOry moburu cse Morylie mame 3a xoje je F' =n + 1:
Moryhu cy u ciiydajeBu Jia ce je/lHa yHyTPallbha obJIacT [OIeJIH Ha JIBe IPAHOM KOja
IIoBe3yje jeJaH HOBM M jeJaH moctojehum “BOp, OOHOCHO IPaHOM KOja ITOBE3yje IBa
nocrojeha dpopa. IlperxogHo OonmMcaHoOM KOHCTPYKIIHjOM CE€ YCTBAPH MOTY HO0HTH
camo TpadOBU KOjUMa, CBU HOBOIOJATHA YBOPOBU MMajy CTENEH TPHU.

Pazmorpumo jorur jenan npumep ” nokasa” MHIYKIHJOM.

Teopema 1.15 (uerauna). Jlamo je n npasuzr y pashu maxo da wukoje dee meo-
Jy wuma Hucy napasesre. Joxazamu 0a ceuxT N NPABUT UMY 3ajeIHUNKY MauKY.

JOKABATEJIBCTBO. (morperian) 3a n = 1 tephewe je Tauno. [llra Bume, ono
je TagHo m 33 n = 2. Heka oHO Bazku 3a HEKO N U HEKA je JATO IPOU3BOBHUX N + 1
MpaBUX y PABHW TAKBUX 14 HUKOje aBe Mely muMma HUCY mapasenHe. Tama mpema
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HHIYKTHBHO] XUIIOTE3W IPBUX N MIPABUX UMAjy 3ajeJHUUKY TauKy. McTo Baxn u 3a
nocaenbux n npasux. OBe /Be Tadke ce MOpAjy MOKJIANATH, IITO 3HAYH Ja CBUX
n + 1 npaBux UMajy 3ajeIHUYKY TadKy. [

I'permka y 0BOM [0Ka3y MPUKPUBEHA je Y YMIHLEHUNM Ja mpejas ca n Ha n + 1
HE BAXKU 3a N = 2: O[T TPU pa3MaTpaHe IpaBe a, b v ¢ MpecevHa TauKa MPBUX IBEjY,
a u b, He Mopa 113 ce MOKJIAIa Ca IIPECeYHOM TaYKOM IIOCIEIBUX ABEjY, b u c.

1.12. Pe3ume

Maremarndka HHAYKIHja je MohaH MeTo 3a JoKasuBame Teopema. Hajmpe ce
dopMysnIie HHIYKTHBHA, XUIOTE3a U OMpa ce MPpOMEHJbUBA 10 K0joj fie moKa3 wH-
nyknujom Outu w3BeneH. [loHeka ce MHAYKTUBHA XWIIOTE3a MOXKE (DOPMYIUCATH
Ha BUIE HAYMHA — HEKHW BOme KpahieMm, a HeKM [yKeM J0Ka3y; MOHEKAJ Ce YBOIU
MIOTIIYHO HOBA IIPOMEHJbHBA, TOTPpeOHa caMo 33 u3Boheme mokasa. JJokas ce monekas
M3BO/IM WH/IyKIIMJOM HA BHUIIE HABOA, OJT KOJUX CBaKW BOoau cBe Oumzke nusby. Ilojagua-
BaIb€ MHIYKTUBHE XUITOTE3€E je YeCT MOCTYITaK, KOjuM ce JOoKa3yje TBphee ommruje
O/ 33/1aTOr.

Jloka3 MHIYKIMOM CacTOju Ce On ABa jesia — 0a3e U Kopaka MHIyKiuje (pe-
JAyKimje, cBofjema). Basy noHeka Huje 1aKoO JOKA3aTH, alu je To unak pefju ciy4aj.
36or Tora ce 0Baj Me0 AOKA3a TOHEKa  rpemikoM uraopuine. Cpk q0Kaza je y pe-
AYKIUju: Hajuemhe ce TBpheme ca mapamMerpoM N CBOJAM HA aHAJOrHO TBpheme ca
napamerpom n — 1. [Ipyra moryha BapujanTa je nornyHa MHIAYKINja, KaJ ce Cay4aj
N CBOAM HA HEKOJWKO APYrux 3a BpeaunocTu k < n. Takohe ce KOpUCTH U MOCTYTIaK
cBohema ca 2n Ha N, a 3aTHUM Ca N Ha N + 1, T3B. perpecuBHA WHAYKIHja. Y CBUM
BAPHUjaHTAMA j€ BaXKHO /14 Ce O JIOKA3UBAHOM TBPhemy He MPETIOCTABU HUIITA BUIIIE
O/l MHIyKTUBHE XUIIOTE3E.

3amanm

VY HekuM 337anuMa O rpadOBUMa KOPUCTE Ce€ IIOjMOBHU M3 yBOLHOI O€/bKA MIOIVIAB/HA, 6.

1.1. Jloxkazartu Ja je 3a MpOW3BOJbHE MpHUpOaHE OpojeBe n, T, Y, Takse jaa je € # y, ™ — y»

A€JbUBO Ca T — Y.

1.2. Ogapeaurn uspas 3a cymy 1-2+2-3+---+n-(n+1) u qoxkasaru TAYHOCT TOr U3PaA3a
HHIYKITAJOM.

1.3. Jlokasaru aa je 12 —22 432 —42 ... 4 (=1)F1k2 = (- 1)F~Tk(k +1)/2.

1.4. Heka je A noackyn ckyna {1,2,...,2n} koju uma n+ 1 enemenar. J[okasaTu aa mocroje
6pojesu a,b € A Taxeu ga alb.

1.5. Heka cy a,b u n npupognu 6pojern. Jokazatn aa je 27~ H(a™ +b™) > (a + b)".

1.6. Ogpenuru 36up enemenara i-te Bpcre Iackano6oz mpoyzaa (BALETH CIUKY 7) U JOKA3a-
TH Ta4HOCT TOr TBphewa mEayknujoM. Ha mBumama Tpoyria cy jelMHHIE, & ¥ YHYTDAIIHBOCTH je
cBaku Opoj jemnak 30upy mBa Gpoja M3HAM HeEra.
1

1.7. [lokasaru ja 3a cBaxo n > 1 BaxKu HejelHaKoCT Z?’Zwrl T > %
1.8. * Jloxasarm ma 3a cBako n > 1 u3 jexmaxocru » ;v 1/i = k/m (upu 1emy cy k mm cy

y3ajamHO mpoctu 6pojeBn), ciaenu na je k HemapaH, a m mapaH NPUPORAH OpOj.
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Puc. 7. VY3 3agarax 1.6.

1.9. ITocmarpajmo Hu3 1,2, 3,4, 5,10, 20, 40, . . ., KOju HOYHbE KA0 apUTMETHYKA IPOTPeCHja,
a [ocJjIe MPBHX IIeT WIAHOBA IOCTaje TeOMEeTpHjcKa mporpecuja. Joxkazaru ma ce CBaKH IPUPOLAH
6poj MOXKe IPeJCTaBUTH y OOJHUKY 36Upa pa3aInduTux 6pojeBa m3 OBOT HU3A.

1.10. Jdaro je n > 3 mpaBux y paBHH y ommTeM mosnoxkajy. Joxazaru ga je 6ap jemma ox
o61acTH Koje oHe (hbopMUPajy — TpOyrao.

1.11. Jlaro je n Tavyaka y paBHHU, TAKBUX [ 33 CBaKe TpU Mehy BrMa mocToju Kpyr MOy Iped-
HUKa 1 Koju ux caapku. JIoKa3aTu /1a HOCTOjU KPYT HOJIYIPEYHUKa 1 KOjU CaJpKU CBUX 1 TadaKa.

1.12. Jloka3aTu Jga oOJacTH HA KOje PaBaH Jeau N KPYXKHUIA Ca IO jeJHOM IOBYYEHOM
termBoM (cimka 8) mory Omtm oBojene ca Tpm 60je, TAKO ma Cy CycemHe 00JacTH yBeK 00OjeHe
passimauTuM 60jama.

//(\'\«\

Puc. 8. V3 zamarak 1.12.

1.13. JJara je miaHApPHA MaNa 9Uju Cy CBH YBOPOBH IIAPHOT CTENneHa (OLHOCHO CBH IBOPOBH
Cy NOBE3aHM MBUIIOM Ca MAPHUM 6pojeM Apyrux IBoposa). Jlokasaru Ja ce 06JaCTH Ha KOje Jen
paBaH oBa Mama Mory 00ojuTu ca jaBe 60je Tako JAa Cy cyceiHe 00JaCTh yBEK 000jeHe Pa3IundanuTOM
B6ojom.

1.14. Hexacy di,d2, ..., dn npuponun 6pojesn, n > 2. Jloka3aT A3 aKO je ., d;i = 2n—2
OHJIA TOCTOjU CTABJIO Ca M YBOPOBA YHjU Cy cTemeHu 6pojesu di,d2, ..., dy.

1.15. Hexa je maTo n Tadaka Ha KPY>KHHUIIA U HEKA Cy CBAKe ABE Of KHUX CIOjeHe AYXKHU, IIPH
9eMy Ce HHKOje TPH JyKHU He CeKy y MCTO] TaYKu. Ha Koauko oB6JacT OBe JYKHU jeje Kpyr?

1.16. Hexka je G = (V, E) meycmepeno ¢rabuo u Hexa je f : V — V npeciukasame 1BOPOBa
TOT cTabJsa Koje 33/10BOJbaBa cielehn ycaoB: KpajeBe cBake IrpaHe cTabsa IpecjnKaBa WIN y jeTaH
HCTH 9BOD WM y JB3 9BOPA KOju Cy Takohe kpajesu rpame crabmua (”xomrpaxnumja’). Ilokasarn
na 'y G mocroju ”HenokperHu 4Bop” (Takas Ja ra f npecaukasa y camor cebe) man ”HEHOKPeTHaA
rpana” (rpama xojy f ”o6phe”, onnocro f mpecnukasa jenan kpaj rpane y Apyrm B OOPHYTO).

1.17. JupuxjeoB HNPUHIMUI [JACH: AKO je y n ypHHE ybadeHa n + 1 xyriuma, OHZA HEKA
YPpHa CaAp:KU BHUIIE O jefHe Kyrsume. JlokazaTn 0Baj IPUHIIUAN HHIAYKITHjOM.
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1.18. KomniaerHo 6unapHo crabio (KBC) ce neaykruBHO nedurnme Ha crenehn Hadus.
KBC Bucune 0 cacroju ce o7 camo jeqHor uBopa, kopena. KBC sucuue h + 1 cacroju ce o nBa
KBC Bucure h, uuju Cy KOpPEHH CHHOBH HCTOT UBOpa — KOju je HoBH kKOpeH. Heka je 7' KBC
pucune h. Bucuna usopa y T je h yMameHO 3a pacTojarbe YBOpPA OJT KOPEHA; TAKO HIIP. KOPEH
nmMa BucuHy h, a gucrosu Bucuuy 0. /loxazarw ga je cyma BHCHHA CBHX 4BOpOBa v 1’ jenHaka
2h+l —p -2,

1.19. Jlokasaru ga wianoBu PuboHavYujeBOr HHU3A (F1 =F =1 F, = Fh_1+ Fp_2 3a
n > 3) 3a;0B0sbaBajy jemHaxkoct F2 + F3+1 = Fop+13an > 1.

1.20. * Heka je K, xommueran Heycmeper: rpad ca nm uBoposa (rpad y KoMe Cy CBaka
JIBa IBOpA [OBE3aHA TPAHOM), U HEKa je n mapan 6poj. JokasaTu xa ce rpane K, MOry HU3JeguTH
Ha Ta4HO n/2 nose3yjyhnx crabana (moeesyjyhe crabno rpada je meros moarpad — crabmo, Koju
caJp:KHu CBe IBOpOBe rpada).

1.21. * V neycmepenom rpacy G = (V, E) ynapuBame je CKyll rpaHa y KOMe HHKOje JBe
rpare HeMajy 3ajesumdku 4Bop. CaBpIlileHO yllapuBame je TaKBO yIAPHUBAaIE Koje ’IoKpuBa”
cBe uBopose rpada. Koncrpyucarn npuvep dbavmmmje rpadosa Gr, ca 2n 48oposa u n? rpaHa,

n=1,2,... rako na G, “Ma TAIHO jeTHO CABPIIEHO YIIAPUBAIHE.

1.22. Heka cy a1,a2,...,a, TO3UTUBHU DeaJHU OpPOjeBU TAKBH JIa je HUXOB IPOU3BOX 1.
3 )
Hoxkazaru, He xopucTehu HejenHakocT M3Mely apuTMeTHUKe B I€OMETPHjCKe CpeguHe, a3 je
1+4+a1)(1+a2)...(14+an) > 2"

1.23. KoHcTpyucaTn aJropuTaM 3a KOHBep3ujy OuHapHOr 6poja y JeKa Hu. Yia3 je Hu3 6uta
b myxune k, a u3na3 je 6poj n. JJokazaTu KOPEKTHOCT aJIrOPUTMA IOMONY MHBAPUjaHTE HET/BE.



I'masa 2
Ananmuza ajgropuramMma

2.1. ¥YBoz

ITums amanu3e aaropuTMa je ja ce MPeABUIH FHEroBO IOHAIIAE, ITOCEOHO Op-
3WHA W3BPIIaBamba, He peanusyjyhu ra Ha (HEKOM KOHKPETHOM) paduyHapy. Uzaeja
je Jakise Jia ce mporieHu Op3uHa paja 6e3 peanausalyje ajJropuTMa, ¥ TO TaKO J1a
IIPOIEHA BarKM 3a CBAKU padyHap. YOCTAJIOM, HAIOp Jla Ce aJIfOpUTaM HCIUTA Ha
CBAKOM padyHapy je mpeaMmbuimosaH, n3Mmehy ocramor u 300r Tora mro 6u Tpedato
y3eru y o63up ce moryhe peanunsauuje ”noganropurama’ (HIpP. MHOTM aarOpUTMU
caipIKe COPTUPAIbE, KOje €& MOYKE U3BPIIUTHU PAZTUYUTUM TTOCTYIIIUMA).

Tauno nonawaree airopuTMa je HeMorylie IpeaBuIeTH, ceM y HajjeIHOCTABHU-
jum cayvajesnma. Ha nonamame yTude MHOroO hakropa, ra ce y o03up y3mmajy
caMoO TJIaBHE KapAKTEPUCTHUKE, & 3aHEMAPY]y Ce IeTa/bi Be3aHW 33 TAYHY PeaJiu-
sanujy. Ilpema Tome — ananm3a ajropurMa Mopa jaa Oyze npu6ﬂumu%ﬁu{ ce
Ha Taj HAUWH 100Mjajy 3HaUajHe nHMOPMAIMje O AJTOPUTMY, KOje HIp. oMoryhyjy
yropeljuBame pa3iuiauTHX aJropuTaMa 3a pelaBarme UCTOr pobieMa.

JlormyaHn TpUCTyI TPUJIMKOM aHaJum3e Op3WHE M3BPIINABAKA, AJTOPUTMA je 1A
ce 3aHEeMAapyjy KOHCTAHTHU (hakTopw, jep ce Op3uHe W3BPIIaABAA AJITOPUTMA HA
PA3IUYUTUM PAdIyHAPHUMa PA3INUKY]y ce MpuOIM:KHO 33 KOHCTaHTHH (axrTop. MH-
TEPECAHTHO je OLUEHUTH IIOHAIIAkEe OP3UHE U3BPIIABAKA AJITOPUTMA KAl BETUIUHA
ylIa3a Texku GeCKOHATHOCTH. AKO je, Ha IPUMED, YJIa3 ¥ aJirOPUTAM BEKTOP Y KUHE
n, a anroputaM ce cactoju ox 100n Kopaka, OHIA ce KaxKe Jia je CJIOYKEHOCT aJro-
puTMa n; uam 3a caoxkenoct 2n? + 50 kopaka kaxke ce 1a je n?. 3a apyru ox oBa
IIBa AJTOPHTMA KasKe Ce 113 je CIOPHjH, Hako 33 1 = 5 Baxxu 100n > 2n2+50; mejen-
maxoct 2n2 +50 > 100n Ta4na je mup. 3a ceaxo n > 100. Ha cpehy, o6mwro Cy KOH-
CTaHTE y M3pa3nMa 3a CJI0XKEHOCT aJropuTaMa MaJje. 300T Tora, Nako acCHMIITOTCKH
IPUCTYII ONEHUBAILY CJIOYKEHOCTH MTOHEKAJ] MOXKe J1a JIoBeJie J0 3abyHe, Y NPAKCH
ce mobpOo MoKa3yje U JOBOJbAH je 3a IIPBY AMPOKCUMAITH]y e(DUKACHOCTH.

ITnm anannse, onpehuBame BpeMeHna M3BPIIaBambha aaropuTMa 3a oapelenn ymas
— NPAKTHYHO je HeOCTBAP/bUB (CeM 3a Hajje/IHOCTABHUje aJilOPUTME), jep je TEeIIKO
y3eru y o03up cse moryhe ymaze. 360or Tora ce 3a cBaku MOryhum yjia3 Hajiupe
JgeduHUINe HeroBa BeIUIMHA (JUMEH3Mja) N, 1MOCIe Yera Ce y aHAJM3Ud KOPUCTH
caMmo 0Baj momarak. Bemwuwny ynasa Heliemo oBze crporo geduHHCATH; OOMIHO je
TO Mepa BEIUYUHE MEMOPH]CKOT MPOCTOPA MOTPEOHOr 3a CMEITARE OMKCA YIa3a
KaJ, ce ynorpebu OMI0 KOje pa3yMHO Koaupaibe Hip. Ouruma. HemocTojame ommrre
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neduHUIMje BemudnHe Tpodiema Helie oBme m3asuBaTu moTentkohe, jep ce 0OMIHO
ynopeljyjy pasnuauTu aJropuTMu 33 PEiaBatbe UCTOT TMPODJIeMa.

Hakre, amanmsa anropurMa Tpeba Ja Kao pe3yaTarT na W3pa3 3a yTPOIIEHO
BpeMe y 3aBUCHOCTH Of N. MehyTuMm, mocraspa ce nmuTame — Koju Mehy yma3mma
BesimanHe N u3abparu Kao penpesenrarusan? Yecro ce 3a oBy cBpxy Oupa Hajropu
ciy4aj. Hajbompu ynas je uecro Tpusujanan. Jlame, cpeamu (Mpocedan) yaas caMo
HA MIPBU TOTJIET U3IJIeaa Kao modap u3bop. Mehyrum, ananusa je Tamga KOMIIHKO-
BaHa, a MOTEIKONY MpeIcTaB/ha U He(PUHUCAILE PACIOASTE BEPOBATHONA HA CKYTIY
CBUX yJla3a BEJIMYUHE 1, U TO TAKO JIa OHA O/ITOBapa CUTYyalljaMa KOje Ce I0jaBJby-
jy y npakcu. 360r TOra je KOPUCHO aHAJA3Y BPIIUTH 3a HAjropu ciydaj. Jobujern
pesyararu Hajuernilie ¢y OJUCKU TMPOCETHUM, OJHOCHO EKCIIEPUMEHTAJHUM PE3YIITa-
THMa; WU, aKO je YaK Hajropu CJiydaj y MOTJIeny CJIOXKEHOCTH OMTHO APYraduju
o1l ”mpocevHOr”, aJropuTaM Koju J00PO pajau y HajropeM Ciaydajy oOuYdHO 100po
pamm u y mpoceky. 3HeceHr pa3yio3n OMpaBAaBajy Mpakcy Ja ce Hajdelnhie BPITu
aHAJIN3a Hajroper Ciy4vaja.

AHnanuza aCUMIITOTCKOr MMOHAIAKA CJIOKEHOCTH aJrOPUTMAa, U TO Y HAjropeMm
caydajy Mehy ynazuma onpeljene BesmdanHe — TO je NaKJIe GNPOKCUMAUUJQ BPeMe-
Ha pajga ompebhenor asropurMma Ha ompeljeHOM ymasy, koja umnak Hajuermlie m00po
KapaKTepHIle 0COOUHE aIropuTMa.

2.2. Acumnrorcka o3maka O

Hedunnnuja 2.1. Heka cy f u g nosurusHe (PyHKUMjE OI apryMeHTa 1 U3
cxyma N npupoanux 6pojesa. Kazxe ce ga je g(n) = O(f(n)) ako mocroje nosnrusme
KoHcTaHTe ¢ 1 N, Takse na 3a ceako n > N saxku g(n) < cf(n).

Oznaka O(f(n)) ce ycrBapu ogrocn ma Knacy dyHKmHja, a jemaaxoct g(n) =
O(f(n)) je yobuuajena osnaxa 3a uakaysujy g(n) € O(f(n)). Jacuo je na je byHxm-
ja f camo Heka BpcTa ropthe rpanuie 3a GyHKOWj)y g. Ha mpumep, mopen jen-
naxocru bn? + 15 = O(n?) (jep je 5n? + 15 < 6n2 3a n > 4) BaKH U jeTHAKOCT
5n2 + 15 = O(n®) (jep je 5n% + 15 < n® 3a n > 6). OBa norammja omoryhyje
UTHOPUCAIbEe MYJTHILIUKATUBHUX KoHcTanTH: ymecto O(5n + 4) moxe ce mucar
O(n). Comano, y n3pasy O(logn) ocroBa orapuTva HEje GUTHA, jep ce TOrapuTM
3a Pa3/IM4UTe OCHOBE PA3JIMKY]y 38 MyJITHUILIMKATHBHY KOHCTAHTY:

log, n = log, (b'°%*™) = log, n - log, b.

Crenujanno, O(1) je o3naka 3a Kjiacy orpanndenux hyHKIM)ja.

[To3zmaro je ma cBaka eKCrOoHeHIMja HA (DYHKIMjA Ca OCHOBOM > 1 pacte Opike
ox cakor nommaoMa. Jakie, ako je f(n) moHOTOHO pactyha dyHKIHMja Koja HEje
orpanmdena, a > 1 u ¢ > 0, onga je

(2.1) f(n)® = 0(af™).

Crermjammo, 3a f(n) = n nobuja ce n® = O(a™), a 3a f(n) = log, n nobmja ce
jennakocr (log,n)¢ = O(a'®%™) = O(n), Tj. TPOU3BOIBAH CTENEH JOTAPUTAMCKE
dyHKIMje pacTe cropuje oI JuHeapHe (QyHKIHje.


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Note
O(5n+4) = O(n): 



једнакост класа

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight


2.2. ACUMIITOTCKA O3HAKA O 17

Jlako ce mokasyje ma ce O-uzpasu MOry cabupaTu U MHOKUTH:

O(f(n)) + O(g(n)) O(f(n) + g(n)),
O(f(n))O(g(n)) = O(f(n)g(n)).

Ha npumep, 1pyra 0O OBAX jeTHAKOCTH MOXKE Ce MCKA3ATH Ha cieAchn HaumH: ako
je meka dynxmmja h(n) jenraka npomssomy mpomssosbHe dyHKIHTjE r'(n) W3 KIace
O(f(n)) u npomssosbre dynkuuje s(n) u3 kxace O(g(n)), onma h(n) = r(n)s(n)
npunaga knacu O(f(n)g(n))). Bancra, axo je F(n) = O(f(n)) u s(n) = O(g(n))
ouza mocroje nosutusau Ny, Na, ¢1 u ¢o TakBu Ja 3a n > Np Baxku 7(n) <
c1f(n) m 3a n > Ny Baxku s(n) < cog(n). Mehyrum, 3a N = max{Ny,Na} u
¢ = max{cy, ¢z, c1c2} Bau r(n) + s(n) < ¢(f(n) + g(n)) u r(n)s(n) < cf(n)g(n),
1j. 7(n) + s(n) = O(f( )+ g(n )) u r(n)s(n) = O(f(n)g( )) Mebyrum, O-u3pasu
OATOBapajy peranuju <, IIa ¢e He MOTY OAy3MMATH M ,D;eJ'II/ITI/I TaKo an u3 f(n) =
O(r(n)) u g(n) = O(s(n)) He cieau ga je f(n) —g(n) = —s(n @aeTH
samarke 2.13 u 2.14).

Crnenelim mpumep maycTpyje 3amro Tpeba CKOHICHTPUCATH MAXKEbY Ha ACHMII-
torcko nonamame. Heka je f(n) ykymam 6poj omepanuja Npu M3BpIIABAGY HEKOT
aNTOpPUTMAa Ha yJasy BeqmumHe N, mpu demy je f(n) mexa on dbyakunja logs n, n,
nlogy n, n'®, n?, n3, 1.17. IlpernocTaBuMo Ja ce AJIrOPUTAM U3BPLIABA HA PAdY-
Hapy KOjM M3BPINaBa m onepammja y cexyumm, m € {10%,10* 10%, 1(==JY ratemn 1
IPUKA3aHa Cy BPEMEHA W3BPINABAIA AJNTOPUTMA Ha yIa3y (DUKCUDAHE BEJTUTHHE
n = 1000, na pauynapuma pasnauaure Op3uHe. Buan ce kakas je yTuIiaj KOHCTAHT-
aux haKTopa: KOI aJrOPHTaMa KOjH Ce MOTY M3BPIIUTH 34 HPHXBATIGHBO BPEME

VTHIA] 3aMeHe padyHapa OpkuM je mpuMmeran. MehyTuM, Ko aaropurMa y mocae-
1H0j KOJIOHH, Ca eKCToHeHrjansnoM GpyHkumjoM f(n), 3aMeHa padyHapa OpKuUM He
YHUHU TPODIEM PEITUBUM.

f(n) | logyn n  nloggnm n'd n? n? 117

m

102 | 0.01 1.0 10.0 32.0 1000 10% 10%°
10* | 0.001 0.1 1. 3.2 100 10° 1038
10° | 0.0001 0.01 0.1 0.32 10 10* 10%7
10 | 0.00001 0.001 0.01 0.032 1 10 1036

Tas/muA 1. Tpajame usspinasama f(n) onepaiyja Ha padyHapy
KOj¥ M3BPIIaBa M omeparyja y cekyuan, 3a n = 1000.

Jpyru npobieM y Be3u ca CJI0XKeHOINy aJropuTMa je muTame JOHe TPAHNIIE 33
noTpeban Opoj pauyHCcKux onepanuja. /Jlok ce ropma rpaHuia OHOCH HA KOHKPETAH
aJICOPUTAM, JIOHha I'DAHUNA CJIOKEHOCTH OJIHOCH Ce Ha MPOU3BOJFAH AJITOPHTAM U3
HeRe onpehjene kiace. 360r Tora ONEHA JOIe IPAHUIE 3axXTeBa mocebHe MOCTYIKE
anammse. 3a GyHKIE]y ¢(n) Kaxke ce Ja je aCMMIOTOTCKA J0Mba TPaHHIg, (DYHKIHje
T'(n) n mume ce T(n) = Q(g(n)), ako nocroje mosuTHBHU ¢ 1 N, TaKBH Ja 33 CBAKO
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18 2. AHAJIN3A AJITOPUTAMA

n > N saxu T(n) > cg(n). Taxo je ma mpumep n? = Q(n? — 100), u n = Q(n"?).
Bunu ce ma cumbos ) oxrosapa penanmju >. Ako 3a ape dyukumje f(n) u g(n)
ucrospemeno Baxku u f(n) = O(g(n)) m f(n) = Q(g(n)), ouma one umajy mcre
aCMMIOTOTCKE 6p3uHe pacra, mTo ce o3Hagapa ca f(n) = ©(g(n)). Tako je Ha npuMmep
5nlogon — 10 = O(nlogn), npu demy je y mociaemmbeM U3pa3y OCHOBA JIOTAPUTMA,
HEOUTHA.

Ha xpajy, uumenuna na je lim, o % =

I :
Ha npumep, ounrmenuo je gt = o(n), a jemmaxoct

0 osznauapa ce ca f(n) = o(g(n)).
10
usmely crenene u excrionenumjante dyaxiuje (2.1) Moxke ce mpernusuparu: aKo je
f(n) monorono pacryha dyukuuja koja Huje orpanudena, a > 1 u ¢ > 0, onza je

f(n)® = o(af™).

2.3. BpemMmeHCKa m mMPOCTOPHA CJIO?KEHOCT

= o(n) Huje rauna. OnxHOC

Omera (BpeMEHCKE) CJIO¥KEHOCTH AJATOPUTMA CACTOJU Ce ¥ Bpojamy pauyHCKUX
KOpaka Koje Tpeba m3spimutu. MehyTum, TepMuH padyHCKA OIepalmja MOXKe I3
O/IPA3yMEBa PA3JINIUTE OMEPAINje, Ha, IPUMep CA0UPAe U MHOXKEFhe, 9rje U3Bp-
MaBame Tpaje pa3anduTo BpeMe. Pasmmaure omepamnuje ce mory mocebno 6pojarn,
anm je To obmuyHO KOMILUIMKOBaHO. Ilopes Tora, Bpeme u3BpIlIaBama 3aBHCU U O
KOHKPETHOT' padyHapa, n3abpaHor MpOorpaMcKor je3nka, OTHOCHO TPEROINONA. 3a-
TO ce OOMYHO Y OKBUDY &JTOPUTMA U3/Baja HEeKW OCHOBHHU KOpak, OHaj KOjHU ce Haj-
gerlie oHaB/ba. Tako, ako ce paau O COPTUPAY, OCHOBHU KODAaK je ymopehuBame.
Axo je 6poj ymopehusama O(f(n)), a 6poj ocranmx omeparnmja je TPOMOPIUOHATIAH
Opojy ynopebhusama, ouga je O(f(n)) rpaHuna BpeMEHCKE CIOKEHOCTH aﬂFOpI/ITMa.%

ITox npocropHOM CiIOkeHOIINY aJIropuTMa MOAPA3YMEBA CE BEJIMYUHA MEMODU-
je moTpebHe 3a 3a W3BpINABame AJTOPUTMA, MPU YEMY Ce TIPOCTOP 3a CMEITame
yJlasHWX Tofaraka Hajuemnihie He pauyHa 1o omoryhiyje ymopehusame pazamaurux
anaropuraMa 3a periaBame ucTor npobiema. Kao m Kom BPEMEHCKE CII0XKEHOCTH,
¥ 33 IPOCTOPHY CJIOZXKEHOCT Ce Hajderne TPaXku HEeHO ACUMITOTCKO MOHAIIAME ¥
HAjroOpeM CJIy4ajy, 3a BeamKe BeqmvmHe npobsema. IIpocropna caozkenocr O(n)
3HAYM Ja je 33 U3BPIIABAGE aJrOPUTMA MOTPEOHA MEMODPH]ja TTPOMOPIMOHAJIHA, OHO]
33 CMEINTalke YIa3HUX MoJaTaka. AKO je mak MpOCTOPHA CIOXKEHOCT AJTOPUTMA
O(1), onma To 3HAYHM A2 je NOTpeGAH MEMOPHjCKH MIPOCTOP 3a HErOBO W3BPIIABAHE
OrpaHWYEH KOHCTAHTOM, Oe3 0031Mpa HA BEJIUUHHY y/Ia3a.

Bpojame ocHOBHMX KOpaka y aJaropuTMy Hajuernhe HHje jeaHOCTABAH IIOCAO.
PasmorpuhieMo HEKOMMKO THIUYHUX CUTYAIlNja HA KOje ce HAMUIA3U.

2.4. Cymupame

AKko ce asropuTaM CacToju OJ1 JIEJI0BA KOJU e U3BPINABAjy je/laH 3a JIPYTUM, OH-
J1a je \meroBa CI0KEHOCT jeqHaka 30upy cioxkenoctu meioBa. Mehyrum, oBo cabu-
pame HHUje yBeK jeanocTaBHO. Ha mpumep, ako je OCHOBHH JI€0 aJTOPUTMa MMETIha
V KOjOj MHJEKC ¢ y3UuMa BPETHOCTH 1,2, ..., n, a U3BPIIABaE (-TOT MPOTACKA KPO3
netsby rpomu f(i) KOpaka, oH/a je BPEMEHCKA CJIOKEHOCT anroputma Y iy f(i).
Pasmorpuliemo Heke mpumepe cyMupama.
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2.4. CYMUPAILE 19

IIpumep 2.1. Ako je f(i) = 4, OMHOCHO Y i-TOM IPOJACKY KPO3 [ET/hy U3BD-
maBa ce i Kopaka, OHJa je yKylan 6poj kopaka S(n) = Y1 i = in(n + 1), mro
cMO Buzienn y morsasiby 1 (Teopema 1.4). AKo OBO yIODEAMMO Ca CATYAIUjOM Y
KOjOj ce y CBAKOM IPOJIACKY KPO3 IIeTJby M3BPIINABA 1 KOPAKa, OJHOCHO YKYIIHO N2

KODAaKa, BUJIUMO [1a je y IIPBOM CJIy4ajy CJIOKEHOCT IIPHUOJIMZKHO JIBA IIyTa Makba.

IIpumep 2.2 (Crenene cyme). Ako ca Sk(n) osnaunmo omurujy cymy k-tux
CTereHa IPBUX N IPHPOTHEX OpojeBa, Y i, ik, 3a m3padyHaBame cyma Sy (n) Moxke
€€ NCKOPUCTUTH PEKYPEHTHA Pelanuja

k—1
1 k+1 1 .
2.2 Sp(n) = ——— S; — DE—1).
22 Sum kHj}_oﬁ( s+ e+ 0 - )
OBa jegnakoct m00uja ce CyMUPAmEM OUUTTIETHE JeTHAKOCTU
k—1

1 kE+1\ .. 1
& E: - (G 4+ 1)k — Rt i =1,2,...,n.
! k:+1j_0< Jj >Z k—i—l((z ) ' )’ ! r&ye e s

Ionazehn on So(n) =n, S1(n) =n(n+1)/2, 3a k = 2 ce nobuja

Sy(n) = Zﬂ - —%(So(n) 1+ 35,(n) + é((n 1P 1) =

1 1 1
:3(n3+3n2+3n—n—3n(n2+)> zé(n3—|—3n2—|—n):

1
= gn(n +1)(2n+1).
IIpumep 2.3. Cywma reomerpujcke mporpecuje
n . qn—',-l -1
Fin) =D d'= g
=0 4=

a06uja ce omysumameM jemnakocru F(n) = Y0 ¢' on ¢F(n) = >0 ¢! =

Z?:Jrll qi5

n+1 n
(q—DF(n)=> ¢=> ¢=q¢"" -1
i=1 i=0
IIpumep 2.4. Ilonazehm ox m3pasa 3a CyMy reOMETPHjCKe MPOTPEeCHje MOKe
ce uspauynaru cyma G(n) = & i2°. TudepeHuupameM, 1a MHOKEHEM Ca T
jeTHAKOCTH

St =@ =1/ 1)
i=0
nobuja ce

(z —1)?
Oparie ce 3a x = 2 gobuja G(n) = (n — 1)2"T + 2.

Zw D1~ @ 1)
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20 2. AHAJIN3A AJITOPUTAMA

IIpumep 2.5. CpobemeM Ha MPETXOIHY MOXKE € U3PAUYHATHA CYyMa

H(n) =Y i2"".
1=

3aucTa, CMEHOM WHIIEKCA CYMUPaWma j =N — 1, { = n — j, TPU 9eMy j MPOJIa3u CKYTI

Bpennoctu n — 1,n —2,...,n —n =0, nobuja ce
n—1 n—1 n—1
Hn)=> (n—§)2 =nY 2= j2=nFn—-1)-Gn-1)=
=0 §=0 §=0

=n2"—1)—(n—2)2" —2=2""1 _n 2,

=

AKko 3a uynanose Husa Fj,, n = 1,2,..., BaxKu jeJHAKOCT

(23) Fn = f(Fn_l,Fn_g,...,Fl,n),

2.5. udepennue jegHauunue

oHzZa ce Kaxke na Hu3 F,, 3amoBosbaBa dugepenyny jednawuny (uiau pekypeHTHY
peaanujy) (2.3). Cueumjasnto, ako ce 3a weko k > 1 unan F,, uzpaxkasa npeko k
LIPETXO/IHUX 1JIAHOBA HU3A,

(24) Fn:f(anl,F’rLva"'aank,n)?

ouza je k ped te nudepennte jennaunne. MareMarndkoM HHIYKIMjOM C€ HEIIOCPEI-
HO J0Ka3yje Ja je audepernHoM jegnadniom 2.4 u ca upsux k wianosa Fy, Fo, ...,
Fy, wus F, jennosnauno onpehen. Ako nexku uu3 G, 3310B0/bABA UCTY JUMDEPEHITHY
jemnauuny G, = f(Gn-1,Gn-2,...,Gn_k,n), u Basku F; = G; 3a i =1,2,... k,
OHJZIa 3a cBako 1 > 1 Baxku F,, = G,,.

Jenna on najmo3naTujux audepeHIHnX jeqHayunHa je oHa Koja aedunnire Du-
OoHatMjeB HU3,

(2.5) Fo=F, 1+F, 5 F=F=1

Jla 6u ce Ha OCHOBY b€ M3padyHasa BpegHocT F),, moTpebHO je M3BPIINTH N — 2 KO-
paka (cabupama), 1a je OBAKaB HAYUH U3padyHaBamba Fj, HEPaKTUYaH 33 BEJIHKE
n. Taj npobieM je 3ajeTHUYKM 33 CBE HU30BE 3aaare AUQEPEHIIHUM jeTHAYNHAMA.
Nspas koju omoryhyje nupekTHO U3padyHaBamhe IPOM3BO/HLHOI WIaHA HU3a (IaKje
He 1PEKO MPETXOJHUX) 30Be ce pewerse dudepenune jednavune. Ha nudepenime
jeHAYMHE ce YecTO HAMIA3U TIPU AHATU3H anro@wa. 36or Tora hemo pazmorpu-
TH HEKOJIHKO METO/A 33 HbUXOBO PEIaBarbe.

2.5.1. [Joka3uBame IMPETIOCTAB/AEHOT periema udepeHIitHe jeJHa-
gyuHe. YecTo ce qudepeHiiHe jeqHAYNHE PEIABA]y TAKO A Ce MPETIOCTaBU 00K
PeIlesa, NN 9aK TAYHO PEIehe, MOCIe Yera Ce MOcje eBEHTYAIHOr MPEIn3upama
peleha HHAYKIMJOM J0Ka3yje Ja To jecre pemetbe. IIpyn ToMe je decTo apyru aeo
TTOCTIa, TOKA3WBAE, JIAKIIH O MpBor — moraljama obInKa perema.
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2.5. JUOEPEHIIHE JEJHAYNHE 21

IIpumep 2.6. Ilocmarpajmo nudepeHIHy jeqHATUHY
(2.6) T(2n)=2T(n)+2n—-1, T(2)=1.

Osa mudepenina jennadvna aedunumie speanoctu 1'(n) caMo 3a MHIEKCE OOIUKA
n=2" m=1,2,.... llocraBumo cebu CKPOMHUjU IUJb — TPOHATANKEHE HEKE
ropme rparune 3a T'(n), omnocno gynkmuje f(n) koja samosospasa yenos T(n) <
f(n) (3a mrmeKce n koju Cy cTeneH mBOjKe, MTO hie ce HA Aasbe MOAPA3yMEBATH),
ajam Tako ma mporeHa Oyme moBosbHO g00pa. Ilokymmajmo Hajmpe ca QyHKIIHjoM
f(n) = n?. Ouurnenno je T'(2) = 1 < f(2) = 4. Ako npernocrasumo ma je T (i) < i
3a 4 < n (MHIYKTUBHA XHUIIOTE3a), OHIA je

T(2n) =2T(n)+2n—1<2n”+2n—1=4n> — (2n(n — 1) + 1) < 4n°,

na je f(n) ropma rparuna 3a T'(n) 3a cee (no3sosmene) spennoctu n. MehyTum, u3
ZI0Ka3a ce BUAM Ia je Jo0HjeHa TpaHHuma rpyba: y omHOCY Ha wiaH 4n’ ombaten je
wiaan npubamxkuo jeanax 2n? 3a senuke n. C apyre crpase, ako ce HPeTIIOCTABU
Ja je ropma rpanuma auneapua gyukmmja f(i) = c¢i 3a i < n, onga 6u Tpedaso
IOOKA3aTH 13 OHA BAXKU U 34 1 = 2N:

T(2n) =2T(n) +2n—1<2cn+2n — 1.

Jla 6u mocyensmsu u3pas3 6mo Mamu o ¢ - 2n, Mmopaso 6u ma Baxku 2n — 1 < 0, mrro je
nwemoryhe 3a n > 1. Bakspyuyjemo na f(n) = cn He Moxe ja Gyje ropmba rpaHuna
3a T'(n), 6e3 ob63upa Ha BpeaHocT KoHCTanTe ¢. Tpebano 6u nahu u3pas Koju je mo
acHMITOTCKOj 6p3mun pacta m3Mmely n u n?. Hcnocrasipa ce 1a je 106pa IPAHHIA
samara dynkoujom f(n) = nlogon: T(2) = 1 < f(2) = 2logy2 = 2, a axo je
T(i) < f(i) mauno 3a i < n, oHJA je

T(2n) = 2T (n) +2n — 1 < 2nlogyn + 2n — 1 = 2nlog,(2n) — 1 < 2nlog,(2n).

Haxine, T(n) < nlogyn je rauno 3a csaxo n obmuka 2F. Ha ocuosy ummenune ja je
y OBOM JIOKa3y TIPU IPEIACcKy ca 1 Ha 2n 3aHeMapeH wiaH 1y ogHocy Ha 2nlogy (2n),
3aKJbydyje ce /1a je MpOIeHa OBOT MyTa JOBOJHHO H00pA.
” Hupepeniina Hejequadnsa’
T(2n)<2T(n)+2n-1, T(2)=1

nedunuie camo ropmwe rpanute 3a 1(n), ako je n crened asojke. CBaka ropwma
rpanuna peiema (2.6) je peuemse oe audepeHnHe HejeAHAYMHE — JOKA3U WH-
AYKIHjoM cy npaktuano uiaentuaan. OBa qudepeniina HejefHAYNHA MOXKE Ce, Kao
u (2.6), npommpuTn Tako na oapehyje ropmy rpanuny 3a T'(n) 3a cBaku npupomaH
6poj n:

T(n) < 2T(§J> Yn—1, T(1)=0.

Mosxe mokasarw na 3a au3 T'(n), KOju 3a10B0baBa 0Ba] yCI0B, Hejeanakoct 1'(n) <
nlogy n Baxku 3a cBako n > 1. 3aucra, oHa je TadHa 3a N = 1, a U3 NPETHOCTABKE /13
je oHa TauHa 3a OpOjEBE MaEbe O HEKOT TMPUPOIHOT Opoja m ciaenu na je 3a m = 2k

T(2k) < 2T(k) + 2k — 1 < 2klogy k + 2k — 1 = 2klog,(2k) — 1 < (2k) log,(2k)
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22 2. AHAJIN3A AJITOPUTAMA

omHocHO 3a m = 2k + 1
T(2k + 1) < 2T(k) + 2k < 2klog, k + 2k = 2k log,(2k) < (2k + 1) log,(2k + 1),

Tj. Ta HEjeAHAKOCT je Talla TadyHa W 3a N = m. /lakie, Ta HejeIHAKOCT je MOKa3aHa,
WHIYKITHjOM.

2.5.2. Jluneapue mudpepeniite jennaunae. Pazvorpuhemo cara XoMOTeHe
JmHeapHe audepeHIiHe jeJHAYNHE 00IMKA,

(2.7) Fn)=a1F(n—1)+aF(n—2)+ -+ arF(n — k).
Pemersa ce mory tpaxutu y o0IHKY
(2.8) F(n) =r",

rae je v noronHo uzabpanu (Komiuiekcuu) 6poj. 3amenom y (2.7) mobuja ce ycios
Koju 7 Tpeba [1a 33T0BOJBIU:

P — Pl — a2 — g =0,
TAKO3BAHA KAPAKMEPUCTIUYHA jednaduna muneapue nudepenine jennaqune (2.7);
MOJMHOM €4 JIEBE CTPaHe OBE JeTHAYMHE je KAPAKMePUCTUYHY TOAUHOM OBE JIN-
HeapHe nudepeHnHe jemnaanne. Y cIydajy Kaj Cy CBA KOPEHH KapaKTepUCTHYHOT
HOJIMHOMA, 71, T2, . . . , T pa3auautu, nobujamo k perema (2.7) obnuka (2.8). Tana
Ce CBAKO PEIIEHe MOXKe MPEACTABATH Y OOJHKY

k
F(n) = Z ary
i=1

(oBO TBpheme HaBOMMMO Ge3 mokasa). Ako je mpeux k wnmanosa mHu3a F(n) zamaro,
pellaBambeM CHCTeMa OJ, k JIMHEAPHMX jeJHauYuHa 100ujajy ce KoeUIUjeHTH C;,
1=1,2,...,k, a THME U TPAKEHO PEIICHE.

ITpumep 2.7. Omnmrru unan HE3a 3amaTor audepeHHoM jennadnnoMm F, =
F,_1 + F,_2, u nouernunm ycnosuma Fy = Fy = 1 (DubonadujeBor Husa) MOXKe ce
onpeanTy HA onncaHy Ha4uH. Kopenu Kapakrepucrudae jenaaqnne r2—r—1 = 0 cy
r1 = (14+v/5)/2 n rg = (1—+/5) /2, ma je pemrerme oBe audepentine jeHadmIe 06MKA
F, = cir] + cory. Koebunujentu c; u cz oapehyjy ce us ycnosa Fy} = Fo = 1, unn
HEITO jemnocTaBuuje u3 ycaosa Fp=F, — Fy =0u F} = 1:

C1 “+co =0
cir1 teore = 1.
Pememe oBor cucrema jeanaduna je ¢ = —Cy = \/Lg, na je ommmTu wiaH PuboHadu-

JEBOI HU3A 33J1aT Ca

(2.9) F, =
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2.5. JUOEPEHIIHE JEJHAYNHE 23

VY ommTem caydajy, ako Cy KOPEHM KapaKTepUCTUIHE jeTHAYHHE T1,7T2,...,Ts
BUINECTPYKOCTH PEAOM 1M1, M2, ..., Ms (Y. m; = k), OHIA ce CBAKO pelemne jeraa-
qune (2.7) MOXKe [PeACcTaBUTH y OBIHUKY

F(n) = >~ hi(n),

rie je
hi(n) = (Cio + Cian+ Cian® + -+ + Gy, —an™ =) 1

(oBo TBphemwe Takohe HaBoAMMO Ge3 JOKa3a).

ITpumep 2.8. KapakrepucTudHu MOJUHOM TU(DEPEHITHE jeTHATNHE
F(n)=6F(n—1)—12F(n —2) + 8F(n — 3)

jerd —6r2+12r —8 = (r —2)3, ca TPOCTPYKUM KOpeHoM 71 = 2. 36or Tora cy csa
permersa oBe mudepennne jeqnaanne obmka F(n) = (cg+ cyn+ can?)2", rae cy co,
€1, C2 KOHCTAHTE KOje Ce MOTY OIPEIUTH aKO Ce 3Hajy HIp. TPU IIpPBa 4IaHa HHU3a
F(1), F(2) u F(3).

2.5.3. JdudepeHiiie jenHaduie Koje ce pelnaBajy cyMupameM. JecTo
ce HAWJIa3W HA JUHEAPHY HEXOMOreHy AudepeHIHy jeHavnHy o0InKa

(2.10) F(n+1)—F(n) = f(n),

npu yemy F'(0) uma 3azary spennocr. Ipyrum peduma, pasivka ABa y3aCTOIHA
qJIaHA TPAKEHOr HU33 JeJHaKa je JaToj PYHKINjH O NHAEKCA N. PelraBame 0BaKBe
audepeHnHe jelHaYnHe CBOAM CE HA M3PAYyHABAE CyMe Z?:_Ol f(2). Bamcra, ako
Yy TOPI0j JEIHAKOCTH 1 3aMEHUMO Ca ¢ U U3BPIIUMO CYMUPAIE HEHE JIEBE U JIECHE
crpane 10 ¢ y rpanutama o1 0 1o n — 1, nobujamo

S @ =S FG+1) -3 Fi) =3 F() - Y F(i) = P(a) = E(0)
1=0 =0 =0 =1 =0

IIpema rome, peweme audepennne jeauadune (2.10) paro je uzpazom

n—1

(2.11) F(n)=>_ f(i)+ F(0).

=0

IIpumep 2.9. Pazmorpumo mudepentny jemnaunny F(n+1) = F(n)+2n+1
ca noverauM yeaosoMm F(0) = 0. Fbero pememe je

n—1 n—1 n—1
Fn)=) (2i+1)=2) i+Y 1=nn-1)+n=n’
i=0 i=0 i=0

Y caydajy Kau je TemKo n3padyHaTH CyMy Z?:_ol f (i) mpeko koje ce uzpazkaba
pememse mudepennne jennadune (2.10), a dyuknmja f(z) on peaaHor apryMenTa je
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24 2. AHAJIN3A AJITOPUTAMA

MOHOTOHO HepacTyha HenpekungHa GyHKIHja 3a > 0, Tama ce cabupameM Hejes-
HaKOCTH

i+1
f(i)z/ f@)yde > fi+1), 0<i<n-—1,

J00mjajy HejeIHaKOCTH

n—1 n

Yof@) = [ fla)de > Z f(i),

i=0 0

-1 .
a THMe U PaHHIe HHTEPBAJIA y KOMe Jexu cyMa » .o f(i):

/0 s +10) = £) 2 3 10> / f(z) da.

Axo je nak ¢yukuumja f(x) MmonoToHO Heomanajyha, y OBUM HejeqHAKOCTHMA CAMO
Tpeba mpoMeHuTH 3HaKe " >7 y <",

2.5.4. dudepeHnie jenHadyumHe 3a ajJTOPUTME 3aCHOBaHEe HA JEKOM-
mo3umuju. [IpermocraBuMo Ja HaM je uJb aHam3a aaropurma A, mpu gemy 6poj
onepaiuja T'(n) npu npumenu ajropurma A Ha ynas Beuuune 1 (BPeMEHCKa CJIOKEHOCT)
3a/I0BOJhaBA TUQEPEHITHY jeTHAYUHY TUIIA

(2.12) T(n) =aT (%) + en®,

upu 4yemy je a,b,c,k > 0, b # 0, u 3amara je speanoct T'(1). Osaksa jenHaduna
Jo6mja ce 3a anropuTaM KO KOra ce 00pama yra3a BEIWGIWHE 1 CBOAW HA 0OpaIy
a ynasa seamumte n/b, mocie dera je morpe6no msspimTH jom cnf xopaka ga 6u
ce O/ MAPIUjaTHUX PEIIeHha KOHCTPYUCAIO Peliemhe KOMILIETHOI YIa3a BeJIMYuHe
n. JacHO je 3aIToO Cce 3a OBAaKBe aJITOPUTME Kaske JIa Cy THUIa, ~3aBalu 13 Baiaj”,
(enrnecku divide—and—conquer ), KAKO Ce jOIIl 30BY AJTOPUTMH 3aCHOBAHU
Ha gekommosuiyju. OOWYHO je JaKje y OBAaKBUM JAU(DEpPEHITHUM jeTHAYMHAMA, b
npupoaaH 6poj.

Teopema 2.1. Acumnmomcxo nonawarse nusa T(n), pewersa dudepenuymne jeo-
nawune (2.12) damo je jednaxowhy

O(n'°&r %) 3q.a > b*
(2.13) T(n) =< O(nFlogn) saa=0".
O(n¥) 3a a < bk

I OKABATEJLCTBO. Hokas Teopeme Oulie cupoBeseH caMo 3a MOAHH3 N = b,
rae je m uesnn nenerarusuu 6poj. IToMmHokuBIIM 06e cTpane jeanakocru (2.12) ca
a="™ /¢, nobujamo mudepennny jennauuny Tuna (2.10)

1
tm = tm—l + qm7 tO = E T(l)a
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2.5. JUOEPEHIIHE JEJHAYNHE 25

Ije Cy yBejene o3HAKe ty, = +a” "T(b™) u g = b¥ /a. Ibeno pememnse je

m
=1

(Bunern 2.5.3). Ba g # 1je Y, ¢" = (1 —¢™") /(1 — ¢) — 1, ma ce acumnToTcKo
MOHAIIAE HU3A t,, onncyje caemehnm jeaHakoCTHMA,
O(m), 3zBag=1
tm=40(), 3a0<g<l1.
O(¢™), saq>1

TMomro je T(b™) = ca™ty,, n = b™, onrocro m = log, n, pemom ce 3a 0 < ¢ < 1
(b* < a), g=1 (b* = a, omnocno log, a = k) u ¢ > 1 (b* > a) nobuja

O(a™) = O(b™ o8 @) = O(nloer @) 3a a > b¥
T(n) =< O(ma™) = O(log, n - n'°2+ ) = O(n*logn) 3aa="0b",
O((ag)™) = O(b™F) = O(n*) 33 a < b
qnmMe je TBpheme TeopeMe I0Ka3aHO. ([

AJIropuTMHU OBOI' THIIA MMajy IIUPOKY HIPUMEHY 300r cBOje epUKACHOCTH, 113, je
KODHUCHO 3HATH ACHMITOTCKO [OHAIIAme pelieba audepenine jeqnadune (2.12).

2.5.5. Iloromyna pekypsmuja. dudepeHita jeqHadnHa HAjONIITHjer 00IUKa,
(2.3) 30Be ce nomnyna pexypauje nin Judepenyna jedHauuNa ca NOMNYHOM UC-
mopujom. Pasmorpuliemo npa mpruMepa OBakBuX Au(epeHIHUX jeTHAUNHA,.

-1 .

Ilpumep 2.10. Heka 3a n > 2 saxu T'(n) = c+ > i, T(i), npu gemy cy c u
T(1) samaru. OcHOBHA HAeja 3a peliaBambe OBAKBHX Npobsema je T3B. ~ eJMUHA-
Iyja ucropuje” HaJaKemeM €KBHUBAECHTHE MuEpeHIlHe jeJHaAInHEe A ~ KOHATHOM
ucropujom” (TakBe KOJ KOjé C€ WIaH HU3a U3PayKaBa IPEKO OrPaHuYeHOr Gpoja
OPeTXOAHuX). 3amMeHoM 1 ca n + 1 y oBoj jenuauunu nobuja ce T(n + 1) = ¢ +
iy T(i). Ogysumarsem npee 07 Apyre jeJHAKOCTH MOCTHIKE Ce YKeJbeHH edexar:

T(n+1)—T(n)=c+ ZT(i) — (c+ i T(i)) = T(n)
(3a n > 2), u KOHAYHO

T(n+1)=2T(n)=2°T(n—1)=---=2"""T(2) =2"" ! (c+ T(1)).

Ipumernmo na ce jemuaxkoct T'(n + 1) = 27T (n) JorapuTMOBakeM W CMEHOM t, =
logT(n) ceogu Ha t,41 = t, + log 2, omuocuo mudepennny jennaunuy Tuna (2.10).

IIpumep 2.11. Pazmorpumhemo cama croxkenuju npumep. dudepennna jem-
HAYMHA

n—1
(2.14) T(n)zn—l—i—% > T(i), n>2 T(1)=0, g}
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26 2. AHAJIN3A AJITOPUTAMA

je BaxkHa, jep ce IO e JI0JIa3W IPH aHAJIW3W [MPOCEUHE CJIOXKEHOCTH COPTHUPAhA
pasiBajameM, aJropuTMa 3a ypeljusarme 3a1aTor cKyia Opojesa 1o Beauaunu (cop-
muparee, Bugeru 5.3.4). Uneja o ”esuvunanuju ucropuje” MOXKe ce U OBJIE IIPU-
MEHHTH — 300r TOra je 3rogHO MPEIHCATH 33JATY jeJHATHHY TaKO Ja Ce V IH0j y3
cyMmy Z?':_ll T'(4) He nojaBsbyje NPOMEH/PUBU YMHUIAL 70

nT(n) =n(n—1)+2 z_: T(4).

Sarum OBY jemHakocT Tpeba OIy3eTH Of OHE KOja Ce OI e 100uja 3aMeHOM T ca
n+ 1
n n—1
(n+1)T(n+1)=nT(n) = (n+1)n+2> T(i)—n(n—1)-2Y  T(i) = 2n+2T(n),
i=1 i=1
OJTHOCHO
2n 4 n+2
n+l n+1
OBuM je npBu musb nocTurHyT: AoOujeHa JudepeHiiHa jeJHAYMHA [IOBE3yje CaMo
JIBa y3aCTOMHA WiaHa HU3a. PeraBame oBe audepeHIiHe jeTHAYNHE MOYXKE Ce CBeCTH
nozuar npobiem (2.10) mememem ca n + 2 u emenom b, = T'(n)/(n + 1):

Tn+1) T(n) 2n

n+ 2 n+1 (+1D)n+2)’

T(n+1) = T(n), n>2.

OJIHOCHO

" — 2n
T ik (n+ 2)
BaMeHOM 1 ca i ¥ CyMuUpameM 10 § y rpanunama on 1 10 n nobuja ce (t1 = 0)

n

2

2.15 [/ —t = _ .

(2.15) T ;(z+l)(z+2)
Jla 6u ce w3padyHaIa CyMa Ca JECHE CTPAHE OBe JeMHAKOCTU, MOXKE Ce EbEH OIIIITH
YJIAH PA3JI0KUTH HA HapIUjaJiHe Pa3JIOMKe

2 A + B
G+1)(E+2) i+1 i+2

rae ce HenosHatu Koedunujentn A u B nobujajy Tako IITO ce y MAEHTHTETY 2§ =
A(i+2)+ B(i+1) crapw majupe ¢ = —1 (mobuja ce A = —2), a onna i = —2 (omaxie
je B =4). Caza je rpaxkena cyma jeqHaka

n 27, n 1 n 1 n+11 n+21

el 9 4y — =2y S 44y S =
2 i+ Di+2) ;Hl+ ;i+2 ;z+ ;32
n+1 4

1 1 4
—2% 2 9.2 —2H(m+1) -4+ ——
21 5 T nt2 (n+1) =4+ g,
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3AIALI 27

r7e je ca
1 1
2.16 H(n) = —=lnn+~v+0(—
(2.16) =3 7+0(),
O3HaYeHa MaplyjaHa CyMa XapMOHUjcKor peaa; v ~ 0.577 je OjnepoBa KOHCTaHTA.
Bamenom BpeguoctTu cyme y (2.15) nobuja ce peiterse audepenine jennaanne (2.14)

T(n+1)=(2H(n+1) -4+ %)(n—%—?) =2(n+1)H(n+1) —4(n+1),
OIHOCHO
(2.17) T(n) =2nH(n) —4n =2nlnn+ (2y —4)n+ O(1) = O(nlnn).

Y roky usBohema KopuinheH je mo3HaTu acuMITOTCKU passoj (2.16). Yecro je
KOPHCHO 3HATH W ACHUMITOTCKH pa3Boj 3a n!, CtupmuaroBy dhopmyry

n

n! = 27m(g)n(1 + O(%)),

OIHOCHO

(2.18) log(n!) = O(nlogn).

2.6. Pe3ume

wnm amanu3e ajaropurMa je MpPeBHAETH EErOBO MOHAIIAE, IITO HUjE JIAKO.
OCHOBHE METOJ KOjU Ce KOPHUCTH je AllPOKCUMAIH]a. JaHEMAPY]y ¢e MHOI'H JEeTajbH,
a Wb je U3IBOJUTH CAMO HajBaYKHUje KAPAKTEPUCTUKE AJTOPUTMA. ACHMITOTCKA
o3naka O je KOpHCHA 3a TaKBa M3pAUyHABAaka. TeKWHA aHAIM3e Ka0 MPATHOIA
IpoIeca KOHCTPYKIFje aaropuTMa He 6m Tpebasno ma Oyme m3roBop 3a OLyCTajarhe
o e. BuTHo je mobutn 6ap HEKAKBY IPEACTABY O epUKACHOCTH AJITOPUTMA.

Y MHOruM CiIyvajeBuMa, HAPOUIUTO KAaJ[ C€ KOPUCTU PEKYP3Wjd, HAMJIA3H CE HA
nudepenine jenaaunne. Taga 00uaHO Tpeba M3paUyHATH HEKOJUKO MPBUX WIAHOBA,
HU3a, MITO MOXKE 1A TPYXKW HEKW YBUJ Y MOHAIAKE HU3a, OTHOCHO 13 CYTepuIne
voryhwu obuk ommrer wiana. [locToje u apyru meroau 3a pemasame 1udepeHITHIX
jennaunna. Ha cpehy, Behuma agropuraMa Ha KOje ce y MPAKCH HAWIA3M, JOBOIN
10 nudpepeHITHIX jeTHAYNHA PA3MOTPEHNX Yy OBOM IIOIVIABIbY .

agmanmu

2.1. Jlokasaru na axo je f(n) = o(g(n)), onga je f(n) = O(g(n)). Ta nu je Tagna oOpHYTA
UMILIAKAIMja?

2.2. Ilomazehm ox (2.1) mokaszarm ma 3a mpomsBosbHe KOHCTaHTe a m b Baxku (logyn)® =
O(nb).

2.3. Opnpenutu Ta4vHO pelnemne cienehe nudepennHe jeTHaYnHE
T(n) =T(n—1)+ g T(1) = 1.

2.4. PemwTu nudepeHnHy jeIHATHHY
T(n)=8T(n—1)—-15T(n—2), T(1)=1, T(2) =4.
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28 2. AHAJIN3A AJITOPUTAMA

2.5. Pemntu nudeperHnHy jegHavumy
Tn+3)=4T(n+2)—-5T(n+1)+2T(n), T1)=1, T(2)=2, T(3) =3.

2.6. PemmnTu nudepeHHy jeHATHHY

n n
T(2n) =2 T(2i—1), T(2n+1) =2 T(2i), T(1) =1.

=1 =1
2.7. IIpo6nem Pp ca napamerpom 1 (n je mpuposas 6poj) pemasa ce IPUMEHOM aJIrOPUTAMA
A u B. Anroputam A pemasa Pp (n > 1) npumenom anropurma B Ha Pp_1, Ipu 4eMy ce 3a
cBobeme npobiema Tpomm n BpeMeHCKuX jeamuuna. Asropuram B pemasa P, (n > 1) npumenom
anaroputma A ma Pp_1, npu deMmy ce 3a cBoheme mpobieMa TPOIIH 1 BPEMEHCKUX jeIHHUIA.
TIpo6aem P anropuram A pemasa IMPEKTHO 33 jegHy, a aJroputaM B 3a 1Be BpeMEHCKE jeTMHATIE.

Wspauynaru BpeMe U3BpIIaBamba aaropurMma A npu pemasamy npobaema Pp.

2.8. Jokaszaru ma Hu3 1T'(n), pememe qudepernne jennaunue T'(n) = 2T (|n/2])+2nlog, n,
T(1) = 0, 3amoBospasa jegaaxoct T'(n) = O(nlog? n).
2.9. Pemntu nudepeHnHy jegHATHEY
T(n) =2T(n/2) + cloggn, T(1)=0;
MOJKe Ce MPeTIOCTABUTH 13 je n obauka 2F.
2.10. (a) ITokazaru ma pememe aundepennre jegmaumne T(n) < T (|n/2]) +1, T(1) = 1,
3amoBosbaBa yeaos T'(n) < |logyn| + 1.

(6) Mokazaru fa pemerse ucte qudePeHNHE jeJHAYNHE C3 IPOMEHEHHM IOYETHAM YCIOBOM
T(1) = 0 3amoBospasa mejenuakoct T'(n) < [logy n] + 1.

2.11. Pemwuru cnepehy nmormyny pexyp3ujy
n—1
T(n)=n+Y T@G) (n<2), T(1)=1
i=1

2.12. OrpannuaBajyhu ca ropme CTpaHe 4JIAHOBE CyMe OApeheHuM HHTerpaguMa, JOKa3aTh
Ja 3a CBaKE IpHpoAHE 6poj k Basku Y i ; i¥ logy i = O(n*+1logn).

2.13. llokasaru kouTpanpumepom aa caegehe tpheme nuje Tauno: axko je f(n) = O(s(n))
u g(n) = O(r(n)), onna je f(n) — g(n) = O(s(n) — r(n)).

2.14. Hahw xonrpanpumep 3a ciaegehe tepheme axo je f(n) = O(s(n)) u g(n) = O(r(n)),
ouna je f(n)/g(n) = O(s(n)/r(n)).

2.15. Hasectn npumep ape MOHOTOHO pacrylie dyrkuuje (au3a) f(n) u g(n), taxse na Huje

mn f(n) = O(g(n)) mu g(n) = O(f(n)).

2.16. Pasmorpumo mudepennny jepmaumuy 1'(n) = 2T(n/2) + 1, T(2) = 1. Tokymasa-
jyhu na mokaxemo ga je T'(n) = O(n) (orpaHudyaBaMo ce Ha CJIydaj KaJ| je m CTeIeH JBOjKe),
npernocraspaMo na 3a k < n Baxu (k) < ck 3a meky (3a cama HENO3HATY) KOHCTAHTY C, H
samemyjemo T'(n) u T(n/2) y audepeHIHO] jeAHAYMHE peloM ca cn u cn/2. 3a yChemaH JoKas
KOPaKa WHAYKIMje MOpasa Ou 1a Baxku HejeqHakocT cn > 2¢(n/2) + 1, koja, MehyTum, O9uriae Ho
Huje Tauna. Hahu tawno pememe oe qudepeHnHe jeqHadnHe (MOXKe Ce HPETIOCTABUTH JIa je n
CTeneH ABOjKe) U 00JaCHUTH PA3JIOT HEYCIEeXa ONMHUCAHOT MOKYIIAja.

2.17. OxpenuTu aCHMITOTCKO IOHAIIake HU3a S(n), perema audepeHnne jeJHauanHe
S(mn) < emlog, mS(n) + O(mn), S(2) =1,
IpHU 9€My Cy M M C KOHCTAHTE.

2.18. JloxasaTu ma pememe mudepennne jeanadune T'(n) = 2T (n —c¢) + k, rme cy cu k
nenobpojae korcrarnte, mma obmuk 1'(n) = O(d™) 3a mexy kouCTaHTY d.
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2.19. Cueneha mudepenmna jequaunna ce mojaB/byje HPU AHAJU3U HEKHMX AJTCOPUTaAMa 3aC-
HOBAHUX HA JEKOMIIO3UIU)H yJIa3a Ha JeJOBEe PA3JIUIuTe BEITUIUHE:

k
T(n) = Z a;T(n/b;) + cn,
i=1

[IpU YeMy KOHCTAHTE a;, b; 3aJ0BOJbABA]Y YCJIOB Zle a;/bi < 1. OppesuTn aCUMITOTCKO MOHA-
mame auza 1'(n).

2.20. OapeauTu aCHMITOTCKO IOHAIIAKk-e pellema TudepeHIHe jeJHaYnHe
(a) T(n) =4T ([vnl]) +1, T(2) = 1;
(6) T(n) =2T ([v/n]) +2n, T(2) = 1.

2.21. Jlokasartu ma mudepennua jeanaduna 17'(n) = kT (n/2) + f(n), T(1) = ¢, uma pememe
T(n) =n'%2% (c+ g(2) + g(4) + ... + g(n)),
rae je g(m) = f(m)m ™~ 19825 Moske ce IpeTIOCTABUTH [a je 1 CTeIEH JBOjKe.
2.22. OgpenuTtu aCHMITOTCKO MOHAINabe pememna 1'(n) audepeHiHe jeqHavnne
T(n)=T(n/2)++vn, T(1)=1.
Mozke ce cMaTpaTH a N y3UMa CaMO BPETHOCTH jeJHAKE CTEIeHUMa JBOjKe.

2.23. OapeauTn acUMIITOTCKO MOHAIIAKE Dellerna AudepeHIHe jeJHaYnHe
1) =2 (|| ) +on >2, T =1 TR) =2
logy n

j. oppenurn Gyuxnmjy f(n) rakey ga je T'(n) = O(f(n)).

2.24. Ouemwyjyhu ca ropme cTpaHe 4JIaHOBE CyMe oJpeleHUM HHTerpajauMa, JOKa3aTh Ja 3a
3 S(n) = Y1 [logy(n/i)] Baxu S(n) = O(n).

2.25. M3pauyHatd TayHO CyMy »_;;|logy | axo je n cremen asojke.

2.26. ®ubGonaunjeru 6pojesm F(n) mMory ce nedwHUCATH W 3a HErATUBHE BPEJAHOCTH N KO-
pucrehu ucry pebununujy F(n+2) = F(n+ 1)+ F(n) u F(1) = 1, F(0) = 0 (tako je HIp.
F(-1) = 1, F(-2) = —1, uta.). Heka je G(n) = F(—n) 3a n > 0. Hamacarn pudepernHy
jenmaumny 3a Hus G(n). TTokasaTu 1a je meno pememe G(n) = (—1)" 1 F(n).






T'nasa 3

CrpyKType mogaraka

Crpykrype nojaraka MOry Ce CXBATHUTH KAaO €JIEMEHTH HaJl KOjUMa Ce Ipaje
AJIrOpUTMH. 300T TOra je HUXOBO MO3HABAKE (OIHOCHO MO3HABAKE TEXHUKA DAl
Ca BUMa U TI03HABAIHE CJIOKEHOCTH OIEPAIIM]ja Ca BUMa,) HEOIIXOIHO 33 CABIAIABAE
TEXHUKA KOHCTPYKIHje anropurama. CTPyKType MoJaTaka Cy IMMUPOKO MPoyIaBaHa
obmact. OBae he 6buTu Jar camMo yBOI Y OCHOBHE CTPYKTYPE TIOAATAKA.

Kopucran nojam koju hemMo y Be3nm ca CTPyKTypama MOJATAKA KOPUCTHUTH je
ancmpaxmmy, mun nodamaxa. Y TPOTpaMuMa ce ODUYHO TAYHO CrenndUuInpa THT
cBaKor nosarka (e, PeajiHu, JOTUYKH, ¥ CJIudHO). MehyTum, y HeKuM ciayda-
jeBMMa TIp¥M KOHCTPYKITHjU AJropuTaMa KOHKDETAaH THUIl mojaraka uuje buran. Ha
npumep, ako ce paau ca FIFO sucrom (ckpaheno on first—in—first—out ,
OIHOCHO NPBU—YHYTPa—IPBU—HAIIO/bE) O/l UHTEPECA Cy OlEpallije yIUca Ha JICTY
U CKUJama ca me. EjeMeHTHn ce ca JMCTe CKHUIAjy UCTUM PeIoM KOjUM Cy y Y
youcusanu; npumep FIFO nucre je pen 3a kapre ucnpen buockona. Kopucho je ma
ce y OBOM CJIydajy He IPENU3Wpa THUI IOAATaKa, HETO CaMO ONepalnje ca IhUMa.
AncrpakTHE THI MOmATAKA HAJ KOJUM Ce MOTY W3BOJWTH OBE JIBE OMEpalldje rpa-
JM CTPYKTYpY mnozaraka kKojy 3osemo FIFO ﬂHC%}i&jBaMHﬂja KapaKTEePUCTUKA
AIlCTPAKTHOI THIIA IIOJIATAKA je JAKJe CIHUCAK Ofepalnuja KOje ce HaJ, BhUM MOI'Y
U3BPIIABATH.

Jpyru mpuMep ancTpakTHOI THUIA IOJATAKA je JIMCTAa y KOjoj Cy YJIaHOBHMA
npuapyxkeuu OpojeBu — mpuopureru. CKumame eeMeHaTa Ca JINCTe BPIU Ce pe-
JIOM MpeMa TPUOPHUTETY WIAHOBA JINCTEe, a He TpeMa PeIocienoM ynucuama. OBa
CTPYKTYPA OIATAKA 30BE Ce JINCTA CA IPUOPUTE 1 y oBom cayuajy HEnorpebHO
je cnenudunmpaTH THT CAMUX MOAATAKA — YJIAHOBA JIUCTE; IITA BUINE, HU TUI MO~
JlaTaka IpUOPUTeTa — JIOBOJBHO je Jia Cy NPUOPUTETH eJIeMEHTH IOTIyHO ypeheHnor
CKYIIa.

Konnenrpumyhn nakmy HA TPUPOIY CTPYKTYpPa MOIATAKA €A ACIEKTa MOTped-
HHAX OIepalnyja, a 3aneMapyjyhu mpemmsuy peanusainjy, 700Hja ce OMIITHjU AJro-
putam. Tako, Ha TPUMeED, TEXHUKE PeaTn3alinje JINCTe Ca TPUOPUTETOM MaJIO 3aBUCE
0JT KOHKPETHO n3abpaHor Tuna nojaraka. Jlakie, ako younMo na HaM je morpebaH
HEKHU AlCTPAKTHU THI MOIATAKA, MOXKEMO OIMaX /3 r'a MpuMeHnMO. Tume KOH-
CTPYKIINja aJIrOpUTAMa TOCTaje MOAYAAPHHja — CACTOju ce Oa MehycobHO Maso
3aBUCHUX IEJTHHA.

31
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32 3. CTPYKTVYPE IIOJATAKA

3.1. EnemenTapHe CTPYKType IoJaTakKa

IMox, eaemernmom 0 Ipa3yMEBAMO OJATAK KOME THUII HUje IPEIu3upaH (Ha IpuMep
nesu 6poj, ckyn uenux 6pojesa, daja u canuno). Tako, HAa pUMED, KaJ| ce Pajau O
coprupamwy (ypehusamwy enemenara jimHeapHo ypeheHOr cKyla 0 BEJUYHHU), KO
Cy jeauHe orepaiije yrmopehuBame W KOMUPame, OHIa Ce WCTH AJTOPUTAM MOXKe
MPUMEHUTH U Ha Ieje OpojeBe W Ha MMEHa — Pa3/IMKa je CaMO y Peaau3alluju, a
ujeje HA KOJUMa Ce 3aCHWBA, AJTOPUTAM Cy UCTe. AKO HAC MIPBEHCTBEHO WHTEPECY]Y
ujeje 3a KOHCTPYKIIN]Y aJropuTaMma, pa3syMHO je HTHOPUCATH KOHKPETHE THUIIOBE IO~
JaTaka ejgeMmenara. AKo ce HIIP. paJu O COPTUPAIbY, 33 €JIEMEHTE Ce MPETIOCTABIbA,
Jia ce MOry ynopehuBaTu Ha jeIHAKOCT, 73 Cy U3 HOTILYHO ypeheHor CKymna, u Ja ce
Mory konupatu. [lopes Tora, mpeTmocTaBKa je ce Jia ce CBe orepaliije HaJl eleMeH-
THMa U3BOJE Y jJETUHUIHOM BPEMEHCKOM WHTEPBAJLY.

BekTop. Bexmop (1u3) je Hu3 ejemenara ucTor runa. Beauuuna BekTopa je
6poj esemenara y memy. Besnunna BeKropa ce Mopa yHanpen 3ajgaru (OIHOCHO
dburcupana je), jep ce yHampen 3Ha BEIWUWHA J0mesbeHe Memopuje. Ha mpumep,
BekTOp o 100 enemenara — mMeHa, O KOJUX Ce CBAKO 3amucyje y 8 DajToBa, 3ay3-
nma y Memopuju 800 GajToBa. AKO je TpBHU eeMeHAT Ha JIOKAUjU X, & BEJIMIHHA
esleMenTa je a 6ajToa, oHma je k-Th emeMeHaT BeKTOpa Ha Jokammju x + (k — 1)a,
IIITO Ce JIAKO M3padyHaBa — HE3ABUCHO O pefHor O6poja exementa. OBo je edurac-
Ha u 300r Tora Yecto KopuinheHa CTpyKTypa mogaraka. Eberna ocHoBHa ocobuna, je
J1a je jeIHAKO BpeMe TIPUCTYIa CBUM ejeMeHTHMa. Ha BUIIEM MpOrpaMCcKOM je3uKy
ce O TIO3UIUjU eJIEMEHTa U He PAa3MUIILba, jep Taj e0 TMOCIa 00aB/ba MPEBOIUIALL
(kommajsiep). 3ak/bydak je ja BeKTop Tpeba KOPUCTUTH KaJ rof je To moryhe. He-
JIOCTaIy OBe CTPYKTYPE MOJATAKA CY [Ia Cy CBU I€HU eJIeMEHTH UCTOT THUIA U J1a Ce
IbEHA BEJIMYMHA HE MOXKE MEHATH AHHaMHq@ TOKY U3BPIIABaba AJTOPUTMA.

Cuior. Cior (pek{% je Takobhe HU3 eeMenara, Koju MeyTum He Mopajy Gurn
HCTOT TUIA — JeIMHO ¢ (DUKCUPa KOMOMHAIN]a TUITOBA eieMeHaTa. Beqnanna ¢io-
ra takohe Mopa yHampesn outu medpuHHCAHA. EIeMEHTHMa CIOra MOXKe ce Kao M
eJeMEHTHMa, BEKTOPA MPUCTYITATH 38 KOHCTAHTHO BPEMe: 32 OBY CBPXY KOPHCTH CE
mocebaH BEKTOP €A MOYETHUM aJIpecaMa ejJeMeHaTa CJora, JyXKUHe jeHake Opojy
eslemenara ciaora. Tako, Ha mpuMep, ako je ciaor Aedunucan (Kao y mackainy) Ha
counm 1, oufa je agpeca enementa Int6 jennaka 2-44+3-20-44-3-44+1 = 261. Aapece
OBOI' M OCTAJINX €JIeMEHATa [TPEBOINJIAIl U3PAUYHABA CAMO je/IHOM, IPUJIMKOM IIPO-
Jacka Kpo3 JeduHUIK]y CI0ra, U CMEINTa WX y CIIOMEHYTH MOMORHM BEKTOP.

IloBesama aucra. Yecto je morpebHo 112 ce Opoj eneMeHaTa TUHAMAYIKE MEHbA.
Kan ce ynanpen ue 3Ha 6poj enemenara BeKTopa, Moryhe je pesepBuUcaTy JT0BOJHHO
BEJINKW BEKTOP W TAKO PEITUTH TPOobjeM — IITo je decto m100po perreme. Umak,
HeedUKACHO je Pe3epBUCATH MEMOPHjCKHU IMIPOCTOP mpema HajropeM ciaydajy. [lopen
TOTa, 9eCTO je moTpebHO yMeTame ejgeMeHara uin Opucarme eleMenaTa U3 CpeInHe
JnmcTe — MITO je HeeUKACHO KOJ BEKTOpa. 300r HABEJIEHWX PA3JIora KOPHCTEe Ce
T3B. OQuHamuuke cmpykmype nodamarae. HajjeqHocTaBHUja O BUX je N0GE3GHA
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3.1. EJIEMEHTAPHE CTPYKTVYPE IIOJATAKA 33

primer = record

Intl : integer;

Int2 : integer;

Arl : array[l1..20] of integer;
Ar2 : array[l1..20] of integer;
Ar3 : array[l1..20] of integer;
Int3 : integer;

Int4 : integer;

Int5 : integer;

Int6 : integer;

Imel : array[1..12] of character;
Ime2 : array(1..12] of character

end

Puc. 1. TIpumep ciora.

aucmae. Ako je nub edukacHO ymerame u u3banuBarbe eleMeHaTa, Mopa ce Ha-
IIyCTUTHU CEKBEHIIUjaJIHU 3alIUC KOjU KAPAKTEPHUIIE BEKTOP — EJIEMEHTU CE MOPAjy
3aIMCUBATH HE3ABUCHO, a Mel)ycobHO ce moBesyjy (Hamosesyjy) moMohy noxasueaya,
IIPOMEHJbUBE KOja CaJIPKU aJpecy HEKOT JAPYror eJIeMEeHTa.

IMTosesana siucra je BeKTOp mapoBa (eJeMeHaT, OKA3UBaY), IPU YeMy TTOKA3U-
Bad CaApIKMU agpecy Hapeanor mapa. I[Tap ce mpeacrasipa momohy ciora. [Ipomazak
KpO3 sucTy MOryh je jeamHO JIMHEAPHO — PeioM Ofl TOYeTKA, eJIEMEHAT IO eJie-
MeHaT, mparehin mokazusade. Hemocraim oBe CTPYKType MOAATAKA CYy Y TOME IITO
3aXTEBa BUIIE TPOCTOPa y MeMOopHju (y3 CBAKH €JIEMEHAT UJIE U [I0KA3UBaY), a k-TOM
(k > 1) esleMenTy MOXKe Ce IPUCTYIIMTH CAMO IPEKO CBUX Mperxomnux. IIpemHocrt
TOBE3aHE JINCTE je Y TOME INTO Ce YIINC U OPUCAE JIAKO Peasn3yjy, 3a Pa3IuKy O
BEKTOPA, KO KOTra OBE OIepallije 3aXTeBajy BEIUKH OPOj MoMepama eJIeMeHaTa. 3a
yMETame HOBOI' €JIEMEHTA U3MeDy HEKA /(B €JIEMEHTA IIOBE3AHE JIUCTE JOBOJHHO je
CaMO TTPOMEHUTH [IBa MOKa3Wpada. Ha ciauiu 2 mpukasaHo je yMeTame HOBOT, ejie-
venTa 30a, uzmehy 30. u 31. ememenTa nose3ane jucre. CAudHO, 3a Opucame eje-
MEHTa W3 JINCTE JIOBOJHHO je MPOMEHWTH jeJaH moka3uBad. Ha ciaumu 3 npuka3aHo
je bpucame 31. erfeMeHTa TOBE3aHE JIHCTE.

1 2 30 B
SEENE RN NED

13—

30a

Puc. 2. Vwmerame HOBOT ejleMeHTa y TOBe3aHy JIUCTY.
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34 3. CTPYKTVYPE IIOJATAKA

pEE R

Puc. 3. Bpucame enemenTa nosesane Jiucre.

OBre cy 300r jeTHOCTABHOCTY 3aHEMADPEHU HEKW BAYKHU JI€TAJHHU, KOJU YCIOMKH-
jaBajy peamuzaiujy noseszame jucre. OcHOBHE POBIIEM je KAKO OTKPUTH KPaj JIUCTE.
Y Ty CBPXy MOXKe ce KOPUCTUTH npa3ar nokazueaw nil, (nokazuBau Ha HHIITA,
OJHOCHO BPEJIHOCT [I0KA3UBAYA TAKBA /14 HE MOXKe /14 IpeJcraB/ba Baxehy aupecy),
KOja Ce J0JeJbyje TOKA3UBAIY MOCTEeher eeMenTa y auctu. JIpyro moryhe pem-
embe je 1a ce Kpaj JIUCTe 03HA4YM OOMYHUM CJOTOM, YHjH MAK MOJATAK HUje 00WYaH,
T3B. NPA3GH CAO2.

3.2. Ctabia

BekrTopu u nosesane jucre Cy jeJHOANMEH3UOHAIHE CTPYKTYPE LIOIATAKA KO-
je ompazxkamajy caMmo pepocien ememenara. llonekan je mefjyrum morpebHO mpen-
CTaBUTHU U CJIOKEHUje ofHOce u3Mehy enemenara. Cmabao (IpBO) je Xujepapxujcka
CTPYKTYpa, Ay Ce MOXK€ KOPUCTHUTH M 33 U3BODE€ HEKWX OIepalindja HaJ JIMH-
eapHUM CTpyKTypama. Ha oBoM mecTy GaBHheMo ce caMoO TUujepaprujckum UIn KO-
penckum ctabaom. KopeHcKo cTabio YuHEM CKYIl YBOPOBA U I'PaHA, KOje ITOBE3Yjy
YBOPOBE Ha CIENUjaJaH HauuH (BUAETH NpUMEp Ha cauiy 4). Jeman 4Bop je u3-
JIBOjeH, MPEJCTaB/ha BPX XUjepapxuje U 30Be ce KopeH ctabia. UBOpoBU Be3aHU Ca
KOPEHOM uuHe HUBO 1 xujepapxuje; (HOBM) YBOPOBU BE3aHU Ca YBOPOBHMA HUBOA 1
(cem kopena) umHe HUBO 2 xujepapxuje, ura. CBaka rpana y crabiy noBesyje HeKu
YBOP Ca HeroBUM (JeJMHCTBEHUM) IPETXOAHUKOM (0Uem); JeMHO KOPEH HEMA Olla.
OcHoBHA KapakTepuCTUKa cTabia je Ja HeMa [MUKIyca (3aTBOPEHUX MyTeBa), 360r
qera u3Mmeljy cBaka 1Ba HErOBa YBOPA TOCTOjU jeAWHCTBEHH TyT. IBOp y crabiy
Be3aH je ca OIeM M HEKOJIMKO CUHO6G. 3a YBOP ¥ KOjH Ce HAJA3u Ha IyTY O UBOpa
U J0 KOPEHa Kaxke ce Ja je nmpedax 4Bopa u; y TOM CIAy4dajy je 4BOP U MOMOMAK
1Bopa v. Makcumanuu 6poj cuHoBa YBopa y rpady 30Be ce cmener crabra. O6uaHO
j€e 3a cuHOBe CBAKOI' YBOPA JeMDUHUCAH PEIOCEN, TAKO /[a CE CUHOBU MOI'Y HIEHTHU-
dukoBaTu cBojuM pemauM Opojem. Ctabio cremeHa JaBa 30Be ce OUHGPHO CMGOAO.
Ygpop y OuHapHOM CTabIy MOXKE Ja WMa, HAjBUINE IBA CHHA, JIEBOT U JECHOT. IBOpD
6e3 mere 30Be Ce AUCM, a IBOP KOjU HEje JIUCT 30BE Ce YHympawtey 460p. Bucuna
cmabaa je HajBehn HUBO XHMjepapxuje v HeMY, Tj. MAKCHMAJIHO PACTOjaIbe O KOpe-
HA 10 HEKOr 4Bopa. UBop uma KAy u3 Hekor noriyHo ypehenor ckyua (Hup. ueiu
unu peanuu 6poj). CBaku YBOP MOXKe [a UMa MOJbE 33 Nodamak — IITO 3aBUCH OJ
MIPUMEHE.

Y nacrasky he Outy pedn 0 GuHAPHOM CTabILy TPETPAre U XUILy, Ka0 TPUMEPUMA
CTPYKTypa MOHATaKa 3aCHOBAaHMM Ha OmHapHOM crabiy. Ilpe Tora pasmorpuhemo
voryhe HaunHe mpemcraB/bama crabna. Y 3aBHCHOCTH Ol TOTA & JIK Ce KOPHUCTE
MOKA3WBAYY WJIW HE, TIPEICTABbAKE CTad/Ia, je eKCILIUIIATHO, OJHOCHO UMILITUITATHO.
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3.2. CTABJIA 35

Puc. 4. Tlpumep Kopenckor craba.

[Ipn excnavyummom NpecTaBibarky ce YBOp ca k CHHOBA IPEJICTABIbA CJIOTOM UHjH
je Jeo BekTOp ca k mMOKa3WBada Ka CHHOBHMA; MTOHEKAJ je Je0 CJIOTa W MOKA3UBAY
ka oiy. [Toromuo je 1a cBu 4BOPOBH Oyay HUCTOT THIIA — €A M MOKA3WBAYA, [1IE je
m uajsehn 6poj cuHOBa HEKOr YBOpA, Tj. crenen crabaa. Crabio cremena Beher of
JIBA MOYKE C€ MPEICTABUTH KOPHUIIMNEmeM CaMO IBA MOKA3WBAYA, MO YBOPY: jE€IHOT

Ka IIPBOM CHHY, & APYTOT K& HAPEIHOM 6pamy — BUIETH MPUMED HA CJIUNN 5.
O E— -

R A g
M%@;

Puc. 5. IlpukasuBame HeOMHAPHOr cTAbIa CA 1O HAJBUIIE B3
MMOKA3UBava 10 YBOPY.

3a UMNAUYUMHO TPENCTABhAE CTabIa HE KOPUCTE Ce TIOKA3UBAYN: CBH YBOPOBU
ce CMeINTajy y BeKTOp, a Be3e m3meljy uBopoBa oapehene Cy BUXOBOM TO3HINjOM
y BeKTOpy. AKO je ca A o3HAYeH BEKTOP y KOjU Ce€ CMEITA]y YBOPOBH OMHAPHOL
crabna, oHAa ce KOpeH cmernta y A[l]; meros JeBm, OTHOCHO JECHH CHH 3aIUCY]y
ce y A[2], ommocro A[3], utn. (Bumern camky 6). Jakme, y BEKTOPY Ce YBOPOBU
3AIMCYjy OHUM DEIOM KOjUM Ce TIpOJia3e ¢ JIEBA y JIECHO, HUBO 10 HUBO; TIPU TOME
ce OYWIVIETHO Y BEKTOPY MOpa PE3epPBHCATH TIPOCTOP ¥ 3a ONCYyTHe 1BOpoBe. WH-
JYKIIHjOM Ce MOKE TIOKA3aTH Ja aKO je IBOp v 3ammcan y eaementy Ali], onga cy
FErOB JIEBH, OJHOCHO NECHW CWH 3amucanm y emementy A[2i], omrocro A[2i + 1].

OBakaB HAYHMH TPECTAB/HAA CTAOIA je MOromaH 300T CBOje KOMITAKTHOCTH.
Nnak, ako je crabso HEYyPABHOTEXKEHO (OMHOCHO HEKH JIMCTOBH Cy MHOTO IAJbe
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36 3. CTPYKTVYPE IIOJATAKA

10 11 12 13 14 15

Puc. 6. WmnaunurHo mpencras/bamke bunapaor crabsia. bpoj y3
YBOP 03HAYaBa IHEMOBY TO3UIN]Y Y BEKTOPY.

07l KOpeHa Hero JpPYrH), MOpPa Ceé Pe3epBUCATH U IPOCTOP 33 MHOTO Hermocrojehux
YBOPOBA, 114 CE€ TA/1a OBAKBHUM IPEJICTAB/HAEM CTab/a HEPAIMOHAIHO KOPUCTH Me-
Mopujcku mpocTop. Tako, Ha mpuMep, 3a CMeInTambe cTabjaa ca 0caM YBOPOBA HA
cautu 7 KOPUCTH ce BeKTOp myzxkwune yak 30.

Puc. 7. Ilpumep meypasHOTE:KEHOT CTA0IA, 38 KOj€ j& MMILJIUIUT-
HO TPeICTaB/haibhe Hee(PUKACHO.

3.3. Xun

Xun je 6GuHapHO CTAOJ0 KOje 3300BOHABA YCA08 LUNG: KJBYT CBAKOT UBOPA je
Behu uu jeHak oJ1 K/bydeBa herosux cruaosa. Hemocpenna nocienuna qeuHuimje
(360r TpaH3UTHUBHOCTH pejaimje <) je [a je y XUy Kjbyd CBakor 4Bopa sehu wmam
jeJHAK O]l KJbyYeBa CBUX HErOBHX ITOTOMAaKA.

Xurm je moromaH 3a Peann3aIujy AUCme ¢a NPUOPUMEMOM, AMCTPAKTHE CTPYK-
Type MoJaTaka 3a Kojy cy aedHHUCAHE IBE OMEpAInje:

e umetni(z) — yMeTHU KJbYY & y CTPYKTYDY, U

e ukloni() — yksonu (o6purim) Hajsehin K/byd U3 CTPyKTypE.
Xurr ce MOKe peajm30BaTH Ca WMILIAIMTHO WJIM EKCIUIMIITHO 33JaTUM CTabIIOM.
OgBre hie 6uTu npukasaHa peayu3anyja XuMa Ha UMILIAIATHO 330aTOM cTabmy, jep
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3.3. XHUII 37

ce JIBe OCHOBHE Ollepaliyje MOry U3BOINTH Ha HAYUH Koju 00e36eljyje ma ctabio yBek
6yae ypasuorexkeno. Jlaxie, cmarpalieMo ma ¢y KibydueBr UBOPOBA XHIA CMEIITEHN
y BekTopy A, npu udemy je k ropma rpanuna 3a 6poj esemeHara xuia (ako ce ta
rpaHuUla He 3HA YHANDE, OHZA Ce 33 XWIl MOPa KOPUCTUTH [OBE3aHa JucTa). AKo
je n rexyhiu 6poj enemenara xuia, OHJA Ce 33 CMELITALE eJIeMEHATA XUIIA KOPUCTEe
JIOKAIje y BeKTOpy A ca mHAeKcHuMa o 1 1o n.

Ykiaamame ca xuna ejgeMeHTa ca Hajsehmm kspyuem. Kipyu najseher
emementa je A[l], ma ra je maxo mporahu. ITocne Tora Tpeba Tparcdopmmucarn mpe-
OCTAJIN CaJIp2Kaj BEKTOPA TAKO 3 MPEJCTaB/ba UCIpaBaH Xuil. To ce Moke moctuhin
Tako aa ce Hajupe A[n] npekonupa y kopen (A[1] := A[n]) u n cmamu 3a jenan. O3-
Haunmo ca © = A[l] HoBM Kibyd KopeHa, a ca y = max{A[2], A[3]} sehin ox kbyUena
crHOBa KopeHa. lloncrabna ca xopernva y A[2] m A[3] ¢y ucnpasam XumoBwm; ako
je © > y (ommocwo x > A[2] m x > A[3]), orma je KOMIIETHO CTaBIO UCIPABAH
xuil. ¥ nporuBHoM (aKo je & < Y), [I0CJI€ 3aMEHe MeCTa KJ/by4eBa T U Y y cradiy
(omHocHo y BekTOpy A), 1mOCTabJIO €A HEIPOMEHEHUM KOPEHOM OCTaje UCIPABAH
XHIl, & IPyroM moicrabay je mpoMerheH (cMamen!) Kbyd y Kopeny. Ha To apyro
nozcTabyio IpUMerbyje ce PeKyp3uMBHO (MHIYKIMja) MCTa OPOLELypa Koja je Ipu-
MeIbeHa, Ha, MOJIa3HO €Tads0. WHIyKTHBHA XWIIOTE3a je I3 aKO je MOCJe ¢ KOPAaKa
x ma nosumuju A[j], onma camo momerabno ca xoperom A[j] eBeHTyamHO HE 3370-
BosbaBa ycioe xuna. Jdame ce x ynopehyje ca A[2j] m A[2j + 1] (ako mocroje) m,
axko Huje Behm mam jegHak oj 0ba oBa KJbyda, 3aMerhyje MecTo ca BehuM of hHX.
Jaxie, K/byd T CIOYINTa e HAHUKE JOTJIE JOK HE JOCIE Y JIUCT WK Y KOPEH HeKOr
moscrabia y kome je Behn wnm jemunax o kbydeBa 00a cura. Ha cauru 8 mpukasax
je mpuMep yKJaamama HajBeher eleMenTa m3 XHIIA.

Ll

8463125 54 312 645312

Puc. 8. VYkmamame HaJBeher €JIEeMeHTa, Ca, XUTIA.

VmMerame HOBOT ejieMeHTa y xuml. Onepanuja ce U3BOAW Ha COUIaH HAYMH
kao u mperxonna. Hajnpe ce n moselia 3a jenan n #a cnobomay nosunujy A[n] ymumme
ce HOBU KJbyd. Taj kbyu ymopebhyje ce ca kbyuem ona Ali], rae je ¢ = [n/2], na ako
je Behu o mera, 3amemyjy uMm ce mecra. OBa 3aMeHa MOXkKe camo j1a noseha Kibyd
Ali], na he uBop ca kmydem Ali] Gurn kopen mcnpasHOr xuma. Moxke mokazaru
Ja je TavHa caemelia MHIYKTHUBHS, XMIOTE3a: aKO je YMETHYTH KJbYd IIOCTIE HH3a
mpeMemTama mocteo y enemenar Alj], orna crabmo ca koperom A[j] jecre mcnpasan
XHII, 8 aKO Ce TO TOACTAbJ0 YKJOHW, OCTATAK CTabja 33J0BO/bABA YCJIOB XHUIIA.
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[Iporiec ce HacTaB/ba TIpeMeINTameM HOBOI KJ/byda HABHWIIE, CBE JTOK He Oyle Marbu
WJIM jeJIHAK OJI K/byda oma (MK JOK He Johe 10 KOpeHa) — TaJa KOMILJIETHO CTabJIo
3a/I0BOJhABA YCJOB XWIa; BUAeTH puMep Ha cauiu 9. Makcnmasnuu 6poj mopehema
je orpanmuen BucmHOM cTabmna |log, n].

6453129 9463125
| PE’C. 9. VueTame eneMeHTa y XUII.

Bpoj ynopehuBarma mpuankoM u3BpINema 0b0e HaBEIEHE OIepalldje Ca XHIIOM
je Jakie orpaHud¥eH BHCHHOM crabma, ommocuo ca O(logn), mro 3Ha4n ma ce oHe
edukacHo m3Bpinasajy. Hemocrarak xwima je y TOME IITO ce He MOXKe e(pPUKACHO
W3BECTH TpaxKeme 3amaTor Kpyda. Ha caukama 10 u 11 mpukasanu cy Ha Tceyao—
IACKaJy aJIfOPUTMHU 3a yKJIarmawe Hajseher Kibyda, OTHOCHO yMeTarhe HOBOI' KJbyda,
y XWII.

IIpumenba. Y osakBuM He cacBuM (OpMagTHEM CrenuduKanujamMma ajaropu-
TaMa Ha MCEYI0-TMAacKasy decto he Outum KopuinheH ONuc pedmMa; 33 OJIOKOBE Cy
uctymrenn begin m end — cem Ha moveTKy u Kpajy aaropurMma. lexkmaparuje
II0/IaTaKa ce He HABOJE eKCIIMIMTHO, jep TO Hajuelnile HUje HEONIXOIHO.

binary search tree
3.4. Bunapno cTabJjio mperpare
OGuHapHo ypeheHo cTabno

CBaku 4BOp GuHapHOr cTabia UMa HAJBUINE /IBA CUHA, 114 Ce MOXKe (DUKCHpATH
HEKO TIPECUKABAILE CKYIIA IerOBUX CHHOBA Y CKyl {/esu, necuu }. OBO mpeciauka-
Bab€ MOXKe Ce MCKOPUCTUTH TPHU UCIPTABaKY CTadJa y PABHU: JIEBU CHH IPTA Ce
JIEBO, & JIECHU CUH JIECHO OJ] OLd; CBU YBOPOBU MCTE reHepalyje (HUBOA) UPTAjy
ce Ha MCTOj XOPWU3OHTAJIHO] MPaBOj, UCIOJ MpaBe HA KOjOj Cy YBOPOBHU IPETXO/IHE
rerepanuje. JIeBoM, OIHOCHO JECHOM CHHY KOpeHa cTabja OAroBapa JeBO, OIHOC-
HO JIeCHO ToAcTabmo. ¥ 6unapnom cmabay npempaze (BCII) Kibyd cBakor 4Bopa
Belin je on k/bydUeBa CBUMX YBOPOBA JIEBOT TOACTADA, & MAWbU OJ KJ/bYy9EBa CBUX
9BOPOBA jecHOr mozacTabsa. [IpermocraB/bamo 300r jeTHOCTABHOCTH [1a CY KJbYYeBU
cBux upopoBa pasznuuntu. BCII omoryhyje edukacno mzsprasamwe caenehe Tpu
omneparmje:

e Nadji(x) — naliu enemenar ca K/bydeM T y CTPYKTYDH, UJIU YCTAHOBU 18
ra TaMo Hema (OPETIOCTaB/ba Ce [l CE CBAKM KJbYY Yy CTPYKTYPH HAJIa3u
HAjBUILIE JEITHOM);

e Umetni(z) — yMeTHE KJbYy4Y & y CTPYKTYpPY, aKo OH Beh HHje y 10j; y
MPOTHUBHOM OBa, OMepalnja Hema edekra, u
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Anroputam Skini_max_sa_hipa(4,n);
Vaas: A (BeKTOpD BeJMYUHE M 33 CMEIITAHE XUIIA).
Wsnas: Vrh_hipa (sajeehn enemenar xuna), A (HoBu xum), n (HOBa BeAMYIMHA XHIIA; KO je

n = 0 xun je npaszaH).

begin

if n = 0 then print ”xun je npazan”

else
Vrh_hipa := A[l]; <- umesto =
A[l] := Aln];
n:=n-—1;
Otac :=1;
if n > 1 then

Sin := 2;
while Sin < n do
if Sin+1 <n and A[Sin] < A[Sin + 1] then
Sin := Sin + 1;
if A[Sin] > A[Otac] then
zameni (A[Otac], A[Sin]);
Otac := Sin;
Sin := 2 - Sin;
else
Sin :=n+ 1 {ga 6u ce ncrkowmIO U3 meTBE}

return Vrh_hipa
end

Puc. 10. Asropuram 3a ykjamame Hajseher ejeMeHTa U3 Xura.

e Ukloni(z) — ako y cTpyKTypH IOJATAKa MOCTOJU €JIEMEHAT Ca K/bYUeM &,
YKJIOHH Ta.

CTpyKTypa MofaTaka ca OBAM OMEPAIjaMa 30Be Ce PewHUK. 3a hEeHY PeaTu3aliy]jy
moxke ce uckopucturu BCIIL. 36or BakHOCTH JUHAMUYIKEX yOaluBama U DPHUCAma,
eJIeMEHATa U3 PEeYHMKA, U Ja ce He Ou MOpaJia yHAIPe/] 3aJaBATH IOPHA I'PAHUIA,
3a 6poj enemenara, cmarpaheMo ma je oaroeapajyhie crabmo mpencTaB/beHO €KCILIN-
murHO. CBaky ¥BOp crabia je cjior ca 6ap Tpu moska: KJbYyd, JEBU U mecHu. JIpyro,
onuocHO Tpelie mosbe Cy MoKasuBauu Ka ApyruM 4BopoBuMa, uiu nil (ako usop
HeMa JIEBOT', OJIHOCHO JIECHOI CHUHA).

Hamnaxxeme kJipy4da. OBo je omepanuja 10 Ko0jOj je cIrpykrypa mnojaraka Ou-
HapHO cTabno mperpare mobuia wume. [lorpebro je mponalium y crabny ememeHar
ca 3a7aTuM KjbydeMm z. Bpoj z ymopehyje ce ca kmydem r kopena BCIL. Ako je
T = T OHJA je TpaxKeme 3aBpuieHo. Axo je nak & < r (OQHOCHO T > T) OHIA ce
TPAkKEe PEKYDP3UBHO HACTAaBIbA Y JIEBOM (ONHOCHO jecHOM) mogcradsay. Ha ciu-
uu 12 npukasas je mceyso KoJ 3a 0Baj aJropuraM. AJropuram je 1o uiaeju CamdaH
€a METOJIOM TIOJIOBJbEHA HHTEPBAJIA, 38 HYMEPUYKO peliaBambe jennaunte f(r) = c,


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Typewriter
return Vrh_hipa

zile
Typewriter
<- umesto :=

zile
Rectangle

zile
Line

zile
Line

zile
Typewriter
кључ

zile
Typewriter
леви

zile
Typewriter
десни

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Pencil


40 3. CTPYKTVYPE IIOJATAKA

Anropuram Upis_u_hip(4,n,z);
Viaas: A (BekTOp BeqmumHe N 33 cMemTame xuna), & (6poj).

Wsnas: A (moBu xmm), n (HOBa BeJMYHHA XUIIA).

begin
n:=n+ 1; {mpernocraska je ma HOBO M Huje Behe ox Besmumne A}
Aln] == z;
Sin :=n;

Otac := ndiv2;
while Otac > 1 do
if A[Otac] < A[Sin] then
zameni (A[Otac], A[Sin]);
Sin := Otac;
Otac := Otac div2;
else
Otac := 0 {3a uckakame U3 IMeTIhe }

end

Puc. 11. Anropuram 3a ymuc HOBOT €JIeMEHTA, y XWIT.

kan je f(z) momoroma menpermama (YHKIMja HA WHTEPBANY |a,b]|, mpm wemy je
f(a) <0m f(b) > 0. Bpemmocr f(d) y cpenmoj Tauku d = (a + b)/2 ymopebyje ce
ca C, IOCJjIe Yera ce TPaXkKemhe HACTaB/ba y JIEBO] WJINM JIECHO] IIOJIOBHHH WHTEPBAJIa
[a,b], y 3aBucrOCTH Ont Tora na qm je f(d) < ¢ mmm f(d) > c. Axo je f(d) = ¢ onna
je pememe jemHaunte HaljeHO.

Anroputam Nadji-u-BSP(Koren, z);
Vaas: Koren (nokasusau na xopen BCII), = (6poj).
Usnas: Cvor (mokazuBaT Ha IBOD KOJHU CAIPKKU KJbYT L, mau Nil ako TakBor 4BOpA HEMA).
begin
if Koren = nil or Koren .Kljué = z then Cvor := Koren
{Koren" je cior 4mjy aapecy caapzku nokasmpad Koren}
else
if z < Koren”.Kljuc¢ then Nadji-u-BSP(Koren”.Levi,x)
else Nadji_.u_-BSP(Koren".Desni, )

end

Puc. 12. Hanaxeme Gpoja y 6urapaoMm ctabiy mperpare.

YMerame je Takohe jemHocTaBHA omnepannja. Kibyd & Koju Tpeba yMeTHYTH
najupe ce norpaxku y BCII; ako ce nponalje, ymerame je 3aBpIieHO; TPETIOCTABIbA,
je Jla ce y pEeYHWKY HE UyBajy MOHOBJbEHE KOMHje UCTUX eleMeHara. AKo ce T He
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nponabe y BCII, onna ce mpuiMKoM Tpazkerma JOILIO J0 JUCTa, U J0 IBopa He3
jEHOT CHHA, YIPABO Ca OHE CTpaHe rie Tpeba yMeTHyTH HOBHM 4YBOp. laga ce x
yMmehe Kao /1eBu, OMHOCHO JECHU CHH TOT 9BOPa — aKO je MambH, OJHOCHO Behm o
KJby¥a Tor uBopa (ciamka 13).

Agropuram Umetni_.u BSP(Koren,z);
VYanaz: Koren (nokasusad na koper BCII), x (6poj).
WNzmaz: Y BCII ce ymehe uBop ca KibydeM T Ha KOTa MOKa3yje MOKA3UBAY Sin;
ako Beh mocToju 4BOp ca KbydeM x, oHga Sin = nil.
begin
if Koren = nil then
Kpenpaj HOBH YBOD HA KOra MOKa3yje Sin;
Koren := Sin;
Koren™.Klju¢ = x; Koren'.levi := nil; Koren™.Desni := nil;
else
Cwor := Koren; {rekyhu usop y crabmy}
Sin := Koren; {mocras/ba ce Ha BPeJHOCT pa3nuduTy ox nil}
while Cvor # nil and Sin # nil do
if Cvor".Kljué = z then Sin := nil
else {cmnazaxk Hu3 crabno 3a jenan HEBO}
Otac := Cwor;
if © < Cvor".Kljué then Cvor := Cvor”.Levi
else Cvor := Cvor™.Desni;
if Sin # nil then {moBu uBop je cun usopa }Otac
Kpenpaj HOBH YBOD Ha KOTa TOKa3yje Sin;
Sin". Kljué := x;
Sin".Levi = nil; Sin".Desni = nil,
if x < Otac”.Klju¢ then Otac”.Levi := Sin
else Otac™.Desni := Sin

end

Puc. 13. Ywmeramwe 6poja y buHapHO ¢TabI0 mperpare.

X
Bpucame usopa uz BCII kome je kKbyd jennak 3a7aToM Opojy je Hemro KoM-

UIMKOBAHUja OlEPaInja O nperxoaHux (BuaeTu ajropuram Ha caunum 15). Hajjen-
HocraBuuje je obpucaru jucr, cauka 14(a). Ha cauuan mauun snako je obpucaru
YHYTPAIIHYA 9BOP CA CaMO jeIHUM CHHOM: Taj YBOP Ce yKJarba, a moJacTabiio ca Ko-
PEHOM y HErOBOM CHHY Ce IIOJIUZKe 33 jeaH HUBO TaKo Jia My KOpeH Oy/e Ha MecTy
obpucanor usopa, ciauka 14(6). Ako Tpeba yKJIOHUTH yHYTpallbu 9Bop B ca oba
CHHa, MOXKe Ce Hajupe y JeBoM momcTtabiay usopa B nmporahm ”Hajmecruju” 4Bop T,
OIHOCHO 4BOD ca HajBelium kibyuem (cauka 14(u); nonaselin o kopena Tor crabia
Tpesia3n ce OKJie TOJ je TO Moryhie m3 YBopa y eroBor AecHOT CHHA; Ha Kpajy Tor
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yTa J0Ja3K ce 10 U4Bopa ). Kibyd uBopa = KOmupa ce y Kby B, a 4BOp & yKJamba
ce Ha Beh onmcaHu HaYWH jep je OH JIMCT MM YBOp ca camo jegaum cuHoM. Ilocie
ose onepanuje BCII ocraje KoH3ucTeHTHO: Kibyd 2 Behu je 07 K/bydeBa CBUX YBOPO-
Ba y JieBoM mojcTabily WCIOA, CBOje HOBe JoKanuje. UBop x 30Be ce npemzodnuk
gBopa B y crabny. Uctu pesynrar moxke ce nmocruhu momohy ”HajieBujer” 4Bopa

y JecHOM mozacTabiy 4Bopa B, meroeor caedbenuka.

2. YBOR.Ca jeAHUM CMHOM
1. nuer o \

NS 7
T ad N \@o
o

a) 3. uBop ca oba cuHdD)

\, 1,
O, o/
N — N
AN AN A
AN AN A\

(1)

D)

Y <
AN
Puc. 14. Bpucame enemenrta 6uHapHor crabia mperpare.

CutoxkeHocT. 3a CBe TPHU pa3MaTpaHe OMEPAllije BpeMe U3BPINEeHha 3aBUCH O/T
obsmka cTabjia U MoJI0XKaja IBOpa HA KOME Ce BPIIH WHTEPBEHIWjA — y HAJTOpeM
caydajy ce Tparame 3aBpinasa y Jmcty crabma. Cee ocraso 3axTeBa caMoO KOH-
cranTad Opoj ejeMeHTapHUX olepaiuja (Ha NpPUMeD, CTBAPHO YIIUCHBAIbE KJbyda
WM 3aMeHa KJbyueBa mpu Gpucamy). Hakie, y HajropeM ciay4ajy je CJIOKEHOCT
LPOIOPIMOHAJIHA, BUCHHE cTabsia. AKo je crabiio ca n 94BOpOBa y Pa3yMHO] Mepu
ypaBHoTexkeHo (0Baj nojam he y HapeJHoM Oe/bKy OuTH nperusnuje e uHucaH),
OH/JIa je IheroBa BHUCHHA MPOMOPIMOHATIHA ca log, n, 1a ce cBe Tpu omneparyje edu-
KacHo u3Bpimanajy. [Ipobaem HACTaje aKO cTAabIO0 HUje YPABHOTEKEHO — HA, IIPHUMeEp,
cTabino Koje ce mobmja ymeramem pacryher au3a xibyuesa uma sucury O(n)! Ako
ce crabyo nobuja ymerameM 1 KibydeBa y ClydajHO M3abpaHoM IIOpeTKy, Ouja je
OYeKMBaHA BUCHUHA cTab/a 21nn, ma cy omepaiije Tpaskema U yMeTarma ehukacHe.
Crabna ca AyradkyM ITyTEBUMa MOTY a4 HACTAHY Ka0 PE3YJATAT yMeTama y y-
pebenom wmim ckopo ypehenom pegocieny. Bpucama Mmory ma m3a3oBy mpobiieme
YaK U aKO Ce M3BOJIE V CAYYajHOM PEIOC/ey: Pa3jor TOME je aCUMeTPHja JI0 KO-
je Jonasu ako ce yBEK KOPHUCTH IPETXOIHUK 33 3aMeny obpucanor dsopa. llocie

qeCcTUX OpUCAha U YMETama, CTabIo MoKe 1a qocturhe sucuny O(y/n), 9axk u y Ko
=
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Asnropuram Ukloni iz BSP(Koren, x);
Vnas: Koren (nmokasuead Ha xoper BCII), = (6poj).
WNsnas: 13 BCII ce ykiama IBOp Ca KJbydUeM &, AKO TAKAB IOCTOJHU.
{IIpernocTaBka je ma ce KOPeH HuKaj He OpWIle, W Aa Cy CBU KJ/bYI€BH DA3JIUINTH }
begin
{npBa daza: Tpaxkeme YBOpaA Ca KIbyUeM X}
Cwor := Koren;
while Cvor # nil and Cvor™. Kljuc¢ # = do
Otac := Cvor;
if © < Cvor".Kljué then Cvor := Cvor”.Levi
else Cwor := Cvor".Desni;
if Cvor = nil then print("z uuje y BCII”); halt;
{6pucame zaljesor upopa CvOr, HIH HErOBOT IPETXOJHIKA, }
if Cvor # Koren then
if Cvor™.Levi = nil then
if z < Otac”.Klju¢ then
Otac’.Levi := Cvor”.Desni
else Otac".Desni := Cvor™.Desni
else if Cvor™.Desni = nil then
if x < Otac”.Kljuc then
Otac’.Levi := Cvor”.Levi
else Otac".Desni := Cvor”.Levi
else {cmyuaj ca aBa cuna}
Cvorl := Cvor".Levi;
Otacl := Cvor;
while Cvorl”.Desni # nil do
Otacl := Cvorl;
Cworl := Cworl”.Desni;
{a cama 6pucame; Cvorl je mperxomuuk usopa Cvor}
Cvor”.Kljué := Cvorl". Kljué
if Otacl = Cvor then {}

Otacl”.Levi := Cvorl".Levi; {Cvorl je nesu cun usopa Otacl}

else

Otacl”.Desni := Cvorl".Levi; {Cvorl je secuu cun usopa Otacl}

end

Puc. 15. Bpucame 3amaror 6poja u3 bunapraor crabiia nperpare.

43
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CAYUYAJHUX yMeTarba U Opucama. ACHMETPHja ¢e MOXKEe CMarbUTH aKO Ce 33 3aMeHy
OOpHUCAHOT YBOPA HAM3MEHUIHO KOPUCTE MPETXOIHUK U CIEI0CHUK.

Ha cpehy, nocroju naunn na ce u3dberny ayraduku nyresu y BCII. Jemgan rakas
MeTo, 6mhe pa3MoTpeH y ciaeaeheM OmesbKYy.

3.5. ABJI cTabJaa

ABJI crabaa (koja cy ume nobusa no ayropuma, Anenscon—Benbekuit, Jlanuc,
1962.) cy mpBa CTPYKTypa KOja TapaHTyje Ja CJIOKEHOCT HH jeIHE OJ] OMeparuja
TE{GH»&, yMeTama U Opucama y hajeopem cayuajy uuje seha on O(logn), rae
je n je 6poj enemenara. Wneja je yIOKHTH JNONYHCKM HAIOp 3 CE HOCHE CBAKE
onepanuje cTabio ypashomesicu, TAKO na BucuHA ctabma yeek Oyae O(logn). Ilpn
TOME Ce yPABHOTEXKEHOCT cTabyia JaedUuHUIIe TAaKO J1a Ce MOXKE JIAKO OPXKABATH.

Hedunnumuja 3.1. ABJI crabio je GunapHo crabyo nperpare KoJ Kora je 3a
CBaKMU YBOP allCOJIYyTHA BPEIHOCT PA3JIUKE BUCHHA JIEBOT U JECHOT MOACTA0/Ia Maba
WJIN jeqHaKa Of jelaH.

Kao mro nokasyje cneneha reopema, sucuna ABJI crabna je O(logn).

Teopema 3.1. 3a ABJI cmabao ca n ynympouwux 460poea sucuna h 3ado-
sowasa yeaos h < 1.44051og, (n + 2) — 0.327.

IJOKABATEJLCTBO. ABJI crabno T} Bucune h > 2 ca HajMamuM MOryhnm
OpojeM 9BOpOBa MOXKe ce JobmTH ceaeNOM HMHIYKTHBHOM KOHCTPYKIIAjOM: HHEro-
BO mozcTabiao Mame Bucune h — 2 Takofje Tpeba ma Gyme ABJI crabmo ca MuH-
uMagHUM OpojeM YBOPOBA, Hakje 1j_o; CIMYHO, HErOBO IPYTO TMOACTabIO Tpe-
6a ma Oyme Tj,—1. Crabna onucana OBakKBOM ~nmupepeHITHOM jeTHAYUHOM’ 30BY Ce
®ubonaunjena crabma. Hekomnko npeux @ubonadmjeBux cTabana, TAKBUX I1a je
y CBAKOM YHYTPAIIEbeM 9YBOPY BHCHHA JIEBOI MOACTAa0Ia Marba, MPUKA3AHO je Ha
cauuy 16. O3nauumo ca ny, MuHuMaHd Opoj yHyTpamumux ysoposa ABJI crabia
Bucune h, Tj. Opoj yHyTpammux gpopoBa crabma Tp; ng = 0, ng = 1, ng = 2,
ns = 4. llo nedpunnmyju @ubonauujeux cradana je np = np—1 + np—2 + 1, omHOC-
Ho np +1 = (np—1 + 1) + (np—2 + 1), 3a b > 2. Bugumo na 6Gpojesu nj, + 1
3az0BosbaBajy ucry audepennny jennauuny (2.5) kao u @ubonaumjeBu GpojeBu
Fy, (Fheo = Fppr + Fpo3a h > 2; Fy = Fy, = 1). Y3umajyhiu y 063up u upse
1JIAHOBE HU3a, WHIYKIIHJOM je J0Ka3aHo 1a je np + 1 = Fpio. [lpema Tome, 3a 6poj
n yayrpammpux usoposa ABJI crabsa BuchHe h Bayky HEjeTHAKOCT

nZEL+2_1-

IMonazelin on uszpaza (2.9) 3a onru uian Pubonavujesor Huza, 1061jaMo

1 . 1\ h+2 1
n>— oz+2—<—> )—1>al+2—2,
\/5<1.61 « V5
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rie je ca @ = (v/5 + 1)/2 o3HaueH HO3UTHBAH KOPEH KAPAKTEPHCTHUHE jeIHATMHE
suneapue qudepenine jennadnne (2.5). OBa HEjeJHAKOCT €KBUBAJIEHTHA j& Ca

1 log, 5

h<——1 2)—|2——==—,

log, o 0gz(n +2) ( 2log, a)
YMMe je Teopema JoKasaHa, jep je 1/logy o ~ 1.44042 u log, 5/(2log, o) ~ 0.3277.
O

O @) O, QO

\O O/ \O Q O,
AR A
T(h) = F(h+2)-1 To T I Ts T4
n(h)=n(h-1)+n(h-2)+1 0 1

Fibonacijev niz

1

Ocraje jorn /1a BUAMMO KaKO Ce I0CJIe YMeTama, OJHOCHO Opucambha eJeMenTa 13
ABJI crabia, MOXXe MHTEPBEHUCATH TAKO 1a pesynrar u gake Oymne ABJI crabio.

Ipunukom ymerama noor 6poja y ABJI crabmo mocrymna ce Hajupe HA HAYWH
yobmuajer 3a OuHApPHO CTAabJIO ImpeTpare: MPOHAJIA3U Ce MECTO IBOPY, IIa Ce y CTa-
6710 A07aje HOBUM JIMCT €A KJBYUYEM jeTHAKUM 3amaTroMm Opojy. Be3 ymamema ommi-
TOCTH MOKe Ce MPETIOCTABUTH JIa jé HOBH YBOP YMETHYT y JIEBO MOACTA0I0. AKO
je BuCHHA JIeBOT TOACTA0IA Matha WK jeTHAKA OJl BUCHHE IECHOT TMOACTAbIa, Ui
Ce HeroBa BHCUHA HE Mema IOCJIe YMETamha, OHa cTabiio W MOCIe YMEeTama OCTa-
j€ ypaBHOTEKEHO — BHCHUHA JIEBOT TIOACTA0IA Ce yMETAHEM HOBOT JIUCTA HE MOYKE
mosehiaTu 33 BUIle o7 jegaH. ¥ MPOTUBHOM Ce, aKO je BUCHHA, JeBor moacrabia sehia,
U mocJie yMeTama ce noseha 3a jenan, mobuja HeypapHoTexkeHO cTabso. [Ipema Tome
Jla JIM je HOBH JIUCT JIO/IAT JIEBOM MJIU JIeCHOM T0CTa0Iy JIeBor nojactadiia, pa3iuKy-
jeMo mBa caydaja, BugeTu camky 17. Y mpBoM caydajy ce Ha cTabio mpuUMemnyje
pomayuja: kope aepor noacrabna B (Bumeru cauxy 18) momauke ce u mocraje Ko-
pen crabga, a ocraTak crabsia mpeypehyje ce Tako ga cTabso U Jajbe OCTaHe CTab/Io
nperpare. Crabno T ce "nomuxke” 3a jeman HUBO ocTajyhu u masme JeBO mOACTAbIO0
upopa B; crabso Th ocraje HA HCTOM HUBOY aJid YMECTO JeCHOT moactabnaa B mocraje
JieBo moacrabio A; mecho mozcrabno A cuymrra ce 3a jemad HuBO. Mcnpekugana mp-
Tuna Ha cannm 18 mokalyje ga poraiuja perrasa mpo0eM U ako Cy BUCHHE crabasa
Ty, Ts jennake, n ako je BucuHa 13 3a jeman Beha ox sucuue Th. pyru ciy4aj je
KOMILTHKOBAHU]U; TAJIa ce CTabIIo e MOXKe YPABHOTEKNUTH Jd60CMPYKOM POMAUUJOM,
BUJETH CTUKY 19.

Banaxxamo ma y oba ciyuaja BUCHHA CTab/Ia MOCJIE YPABHOTEKABAMHA OCTaje
HermpoMemerna. UBop A Ha OBUM ciauKaMma, T3B. KPUMU4aH 460D, je MaKjie KOPEH
HajMamer moAcTab/ia Koje CaapKi YMEeTHYTH 9BOP, & KOjeé IOCJIe IheroBOr yMeTaH-
ja mocraje ne—ABJI. YpasHOoTe)KaBame MoACTabIa KOME jé KOPEH KPUTHUAH YBOD
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46 3. fTPYKTYPE IIOJIATAKA
KPUTUYHK YBOP A

c B ° c
1 / \O / \o
U v v Ty
HOBH JIUCT HOBH JIUCT
na
Puc. 17. Ywmerama koja pemere ABJI cBojcTBO crabia.
0 Ay

L %O\/f‘ S

gnee g

HOBI/I JINCT
h + 2 HOBH JIUCT

Puc. 18. Vpasrorexasame ABJI-crabna mocne ymerama — POTAIHAja.

HOBH JIUCT
h 2 O JIUC
_— HOBH JIUCT

Puc. 19. VYpasuorexasamwe ABJI-crabna mocie ymerama —
JBOCTPYKA POTAIHja.

300r Tora He yTmUe Ha ocrarak crabma. Ilpema Tome, mocse yMeTrama HOBOT UBO-
pa Mopa ce mpoHalin KPUTHYAH YBOP M YCTAHOBUTH KOJU j& OJ TOpe Pa3sMOTPEHUX
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3.6. XEIII TABEJIE 47

caydajeBa y TMTary. Y3 CBaKM 9BOP cTabia qyBa ce HeroB axmop pasHomesice,
jelHaK pa3Juiiy BUCHHA, B-erOBOT JIEBOT U JiecHOr moacrabsma; 3a ABJI crabno cy Te
pasmuke enementn ckymna {—1,0,1}. VpaBHOTEKaBame mMocTaje HEOMXOIHO AKO j€
daxTop HeKOr UBopa *1, a HOBM uBOp ce ymehe Ha “morpemny” crpany. IIpema
TOME, KPUTHYAH YBOP MOpPa Jjia uMa GakTop paBHOTEXKe pasiaudur ox Hyse. ITocie
YPABHOTEXKABAA BUCHHE W3HA KPUTUIHOT YBOPA OCTAjy HempoMermeHe. Komiie-
TaH MOCTYTIAK YMETaha Ca YPABHOTEXKABAKHEM JTAKJIe U3TJIe/1a OBAKO: Wayhin HaHMKe
MPUIUKOM yMeTarmha MaMTH Ce MOCIebH YBOP ca GaKTOPOM PA3IUYUTUM O HYJIE;
KaJ, ce mohe mo MecTa yMeTama, YCTAHOB/bABA Ce 4 JIH je yMeTambe Ha ” 100poj” nim
”OTpEITHOj” CTPaH! y OMHOCY Ha KPUTHIAH UBOP, & OH/IA CE jOI jeTHOM MPOJIa3Hu
MyT YHA3A 0 KPUTHIHOT YBOPA, MOMPABIhAjy ¢e (DAKTOPU PABHOTEXKE W U3BPINTABA-
jy eBeHTyaJHe poTallfje.

Bpucame je kommimkoBanuje, kao u kox obmuror BCIL. Y ommrem ciyuajy
ce ypaBHOTEKABahe HE MOXKE M3BECTH TOMONY camo jemme wiam ase poranuje. Ha
npumep, ga ou ce @udonaumjeBo crabso Fj, ca n IBOpOBa yPABHOTEKUIO IOCTE
Opucama ” 106p0” u3abpaHor 9Bopa, HoTpebHo je n3ppmtu h—2, oaaocuo O(logn)
poranuja (Bugeru cauky 20 3a h = 4). Y ommmireM ¢1ydajy je rpaHuna 3a morpedan
6poj poranuja O(logn). Ha cpehiy, ceaka poranuja 3axTeBa KOHCTAHTHEU OPOj KO-
paka, ma je cjaoXkeHocT ypaBHoTe)aBama ABJI crabia moce bpucama orpannyena
ca O(logn). Ha oBoM mecTy mpeckoduhiemo gerasbe.

Puc. 20. VYpasaorexapamwe PubonauujeBor crabia Ty mocre
Opucama 9Bopa, moMohy aBe porarmje.

ABJI crabno je eduracua cTpyKTypa TojaTaka. dak u y HajropeM Caydajy
ABJI crabna 3axresajy majeume 3a 45% mume ynmopehupama O ONTUMATHEX CTa-
basa. EMOupHjcka HCIUTHBAKA Cy MTOKA3AJIA, JIa Ce MPOCETHO TPAKEHE CACTOjUu O
oko logsn + 0.25 mopehema. OcnoBun memocrarak ABJI crafana je morpeba 3a
JOJATHUM MEMOPHjCKHM ITPOCTOPOM 38 CMEIITarmhe (haKTOPa PABHOTEKE, KAO W IH-
IEHUIA, Ta Cy Tporpamu 3a paj ca ABJI crabanma gocra kommmkosanu. [Tocroje
U JIpyre BapHjaHTe ypaBHOTeXKeHuX crabaja nperpare (2 — 3 crabma, B-crabna,
PBEHO-I[PHA cTab/1a U CJIIUIHO).

3.6. Xemr TabeJie

Xemr Tabese cranajy Mehy HajKOPHUCHHjE CTPYKType momaraka. Kopucre ce 3a
yMETame U TPaXKeme, a y HeKWM BapujaHtaMa u 3a Opucame. OcHOBHA uzieja je
jennocTaBHa. AKo Tpeba CMECTHTH MOJATKE ca K/byJYeBUMA W3 Orcera ox 1 7o n, a
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48 3. CTPYKTVYPE IIOJATAKA

HA PACIOJIAramky jeé BEKTOp AyKWHE 7, OHIA Ce MOJATAK Ca K/bydeM ¢ CMeINTa Ha
mo3utjy i, ¢ = 1,2,...,n. Ako cy K/byueBu momaraka u3 omcera on 1 o 2n, jormn
YBEK je 3rOJHO MOJATKE CMECTUTH HA UCTH HAYUH Y BEKTOD AyXKHUHE 2n — TUME Ce
mocTHKe HajBeha epUKACHOCT, KOja HaAOKHalyje yTPOIaK MEMOPHjCKOT IIPOCTOPA.
Curyauuja ce Merwa ako je Olcer BpeJHoCTd Kibyuesa o 1 1o M pesnuku (ako je,
Ha npumep, M Hajsehu mpupoauu OpOj KOju Ce MOXKe CMECTUTH Ha KOHKDPETHOM
padyHapy): Taaa OTHaJa BapujaHTa ca Kopurihemem BekTopa Ayxube M. Ilper-
TOCTABUMO 3 Tpeda cMecTuTu mogarke o 250 crymenara, mpu 9eMy ce CBAKM OJT FbUX
naeHTuduKyje CBOjUM MaTHIHHM Opojem ca 13 mekamuux mudapa. ¥ MecTo KOM-
ILUIETHOI MATUYHOr OPOja Ka0 MHIEKC y BEKTOPY MOI'Y Ce KOPHUCTHUTH CaMO HEIrOBE
TPH MOCJIEARE MUGPE: TAIa je 33 CMeIITamke MOJATAKa JTOBOHAH BEKTOD MYIKUHE
1000. Meron unak Huje TMOTIYHO TTOy3aH: Moryfie je na HeKa /iBa CTYIEHTa UMAajy
HCTE TPU MOCHeNbe nudpe MATUIHOT Op0ja; HAYWHE PelraBarmka OBOT MpobaemMa pas3-
morpuhemo Kacauje. Mory ce HCKOPUCTHTH W YE€THPH MOCHEIHe NUudpPe MATHIHOT
Opoja, nan TpH mocaeame nudpe KOMOMHOBAHE €A MPBUM CJIOBOM HMEHA CTYACH-
Ta, Ja O ce jomr Buine cmamuia Moryhinocr osaksor porafjaja. C apyre crpane,
xkopumiheme Buiie mudapa 3axTeBa Tadesry Behe muMeHsuje, ca peJlaTUBHO MAKBUM
HUCKOPUITTNEHUM JIEJTOM.

IpernocTaBumo na je mato n Kmbydesa w3 ckyma U semmuaune | U |= M > n.
Nneja je ma kibydeBe CMeCTHMO y Tabelly BeIWTWHE M, TAKO 13 M HHUje MHOTO
Behe on n. ITorpebno je pakne pedunucarn dbysxumjy b : {0,1,..., M — 1} —
{0,1,...,m—1}, zew Pynryujy xoja 3a ceaku mogaTak oupehyje merosy nosurmjy
HA OCHOBY BPEIHOCTH ofroeapajyher kipbyda. Y TOpmeM MpUMEpy, KaO BPEIHOCT
xernt (bYHKIIHjE O K/bY4a JeTHAKOI MAaTUIHOM OpOjy, y3eTe Cy HheroBe TPHU MOCe-
we mudpe. Ako ce BpeaHocTu oBe (pyHKIMjE JIAKO U3padyHaBajy, Ouhe JIako mpuc-
TynuTu nogarky. Mehyrum, ako je Beauunna Tabeme m HEIOBOJFHO BEIHUKA, JEIIa-
Bahe ce 3 Pa3IUYNTUM KJBY9IEBUMA OAT0OBapajy ucre joxkamnuje. OBakan HEMOKEIbAH
norahaj 30Be ce koausuja. [lorpebHo je makie pemwuTu aBa NpobeMa: HATAKEHE
xemt (HYHKIWja KOje MUHUMA3UPA]y BEPOBATHONY TOjaBe KOJW3Mja, W MOCTYIAK 34
obpamy Kommsmja kamd g0 mwux umnak gohe. Mako je semmumua M cxkyma U mHOTO
Beha o Bemamnie Tabeae m, CTBAPHHU CKYII K/bYyUI€eBa Koje Tpeba obpaanTi 0OmIHO
Huje peauku. J1obpa xem (yHKIMja MpecInKaBa K/bydeBe PABHOMEDPHO MO Tabesn
— na 6u ce MUHEMU3UPAJIa MOTYIHOCT KOJIN3Hja TPOY3POKOBAHNX HATOMUIABASEM
KJbydeBa y HeKUM o0acTrmMa tabese. Y MPOCEKY Ce Y CBaKy JIOKaIKjy Tabesie 0BaKo
u3abpanom xenn QyHKIMjOM IIpecauKaBa ce Besuku 6poj (u3 ckyna cBux moryhunx)
Kibyuepa, muX M/m. Xem ¢yakumja Tpeba ma TpaHCOOPMHUIIE CKYI KJby9eBa
PABHOMEPHO y CKyH cayuajuuz Jokanuja us ckyma {0,1,...,m — 1}. Vaudopm-
HOCT ¥ CIYyYajHOCT cy OuTHe ocobuue xemnt dyukuje. Tako, Ha mTpuMep, MOTPEITHO
je 3a xemr dbyuknujy ox 13-undpeHor maruyHor O6poja y3eTu OPOj KOju duHE TeTa,
mecTa u ceaMa, nudpa MaTudHOr Opoja: Te Tpu mudpe Cy Tpu HajHuKe 1udpe ro-
auHe pohema, 1ma 33 OUJI0 KOjy BEJIMYNHY IPYTIe CTYIEHATA Y3UMA]jy MAE O IeCETaK
pasauunTux Bpeanoctu ox 1000 moryhux.
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3.6. XEIII TABEJIE 49

Xem dpyukmuje. Ako je Beuunna Tabese m mMpocT 6poj, a KIBYUEBH Cy eJn
OpojeBu, OHIIA je jemHOCTAaBHA U m0Opa Xerr (hyHKIM]ja, 1aTa N3Pa3oM

h(z) = x mod m.

Axo nax m muuje mpocr 6poj (ma mpumep m = 2F), omga ce Moike KOPHCTHTH
dyHKIITja
h(z) = (x mod p) mod m,

rie je p mpoct Opoj Takae ma je m <K p < M. Heyromua je curyarmja kam cy
CBU KJbydeBH oOmmka 1 + kp, 3a meku 1meam Opoj r, jep he cBM K/byUeBH HMATH
ucry BpeanocT xem ¢pyHKIHje r. Taga mMa cMuCIa yBECTH jOIN jedaH HUBO PaH-
pommzauuje ("pasbanusama’), Tume wro 6u ce cama xew QyHkuuja Oupasa Ha
caydajan HauwH. Ha npuMep, 6poj p Mmorao 6m ce Guparu ca yHAIPE MPUIPEM/bEHE
smcre mpoctux Opojesa. Ipyra moryhinocT je na ce kKopucte xemnt (pyHKIHje 00IMKA
h(z) = (az + bmod p) mod m, rae cy a # 0 u b cnygajuo w3abpanu GPojeBN MambK
on p. Bpennocru oBe ¢ yHKIMje ce M3padyHABajy Ha CI0XKEHH)jU HAYUNH, aJIN j& HheHa,
HMpeHoCT Ja je y npocexy nobpa 3a cee yuase. Pazyme ce ma ce 3a cBe mpucryie
uCTOj Tabe M MOpa KOPUCTUTH KCTA Xenl (DYHKIHja. Y MHOTO CIIy4YajeBa moTpedHO
j€ BHUIIle HE3ABUCHUX Xell Tabesa, uin ce Tabene gecto Kpenpajy u opurry. Tama ce
3a CBaKy HOBY Tabejy MOYKe KOPUCTHUTH Apyra Xern (yHKIN]a.

O6Gpaga koausuja. HajjennocraBuju HauuH 32 00paly KOJIM3K]a je T3B. 0060-
jeno Hu3are CBAKHM emeMeHar xemr Tabese je MoKa3wBad Ha MOBE3aHY JIMCTY, KOja
CaJIp2KM CBE KJbyd€Ba CMEINTEeHe HA Ty Jokanujy y tabesnu. [Ipu rpazemy 3amaror
KJbyda Hajlpe ce m3padyHaBa BpeIHOCT Xell (YHKIMje, a 3aTUM Ce aJipecupana
OBe3aHa JTUCTA JUHeApHO mpeTpakyje. Ha mpBu moryesn ynmucuBame ce TojeTHOC-
TaBJbyje yMeTameM KJbyda Ha moderak smcre. Mehyrum, mucra ce unak mopa mpe-
LIesaTu 10 Kpaja ja 6u ce u3bersio ynucuBare NyniaukaTa (ejeMeHaTa ca KibydeMm
jennakum nekom Beh ynucanom). OBakas nocTynak je HeedpuKacaH ako Cy IIOBE3aHE
JIACTe JAyTratdke, 0 Yera J0Ja3u ako je Tabesa Masia y oaHOCY Ha Opoj KibydueBa, Win
je m3abpana joma xem dysknuja. [lopen tora, morermkolie cTBapa u TUHAMUY-
Ka aJI0Kallhja MeMOpWUje, a MOTPeOHO je pe3epBrucaTu U IMpoCTOop 3a mokasusade. C
Jpyre CTpaHe, OIBOjeHO Hu3ame Paau 0e3 rpelraka W ako je m3abpaHa IMOrPEITHa
BeJInYMHA Tabesie, 38 PA3JIUKy 0J] ocTaiux (IMPUOIMMKHUX) METO/A.

JIpyro jeHOCTABHO PEIIEHE je AUHEGPHO NONYHABGHE AKO je JIOKAINja Ca all-
pecom h(z) Behi 3ay3era, OHIA Ce HOBU eIEMEHAT Ca K/bYUeM T 3AlUCYje Ha CyCemHy
sokanujy h(z)+1modm (mokanuja koja caemu uza m—1 je 0). Ilpuniukom TpazkeH-
ja 334aTor KJbyda T HEOIXOJIHO je JIMHEAPHO IMPeTPaXKMUBAIhe TTOYEBIIHN O] JIOKAIN]e
h(z) o npee memonymwene gokanuje. OBO pememe je edbUKacHO aKo je Tabena pema-
THBHO PETKO MOIYHEHA. Y HPOTUBHOM JI0J1a3uNe JI0 MHOTO CeKYyHIGPHUT KOAU3U]a,
OTHOCHO KOJIN3Mja TTPOY3POKOBAHUX KJ/bYUEBUMA €A PA3TUIUTUM BPEIHOCTUMA, XEITT
dyuxnuje. Ha mpumep, Heka je goxamnmja ¢ 3ay3era, a jokanuja i+ 1 ciodbonra. Hosu
KJBbY KOJH Ce TIPECINKaBa y % MPOY3POKYje KOMU3U]y, U CMEITa Ce Ha JIOKAIH]jy ¢+ 1.
Jlo oBOT TpeHyTKa MpobaeMu Cy peleHn edpukacHo, y3 MUHUMAIHKA Hamop. Mem-
JYTHUM, aKO Ce HOBU KJbyd IPECTUKA Y ¢ + 1, uMaMo ciy4daj ceKyHJapHe KOJu3uje,
a jokanmja i + 2modm mocraje 3aysera (ako Beh Hmje 6uma). CBaku HOBU KJbyd

W—)

|

==
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50 3. CTPYKTVYPE IIOJATAKA

MPECTUKAH y 1, ¢+ 1 uim i+ 2 mod m, He camMo 1a U3a3UBa HOBY CEKYHIAPHY KOJIW3-
ujy, Hero u nosehapa BeJMYUHY OBOT MOIYHEHOT O/ICEYKA, IIITO KACHU]e N3a3UBa jOIT
BuIle ceKyHnaapuux komusuja. OBo je T38. edekar rpynucama. Kas je Tabena ckopo
myHa, 6poj CeKyHIAPHUX KOJIW3MWja MPH JUHEAPHOM IMONYIHABAILGY je BPJIO BEINKH,
Ia ce mperpara Jerpajiupa y JUHEApHY.

[Ipu muHEeapHOM TIOTYaBaY Ce OpUCaa HE MOTY U3BECTH KOPEKTHO. AKO mpn
YIHCHBay KJbyda Y MPHUIMKOM TPazKermha MPAa3HOT MecTa MPEeCKOYN HeKa JIOKAIH]ja
i = h(x), na 3aTuM Kibyq 2 Oyme W3OPHUCAH, OHJA Ce MOCTE TOTA KIbyY Y BUINE HE
Mozke TIpoHahn y Tabenn: Tpaxkeme ce 3aBpIlaBa Ha IPa3Ho] JoKanuju ¢. Jakie, ako
cy moTpebHa 1 OpHucama, MOPa Ce KOPUCTUTHA HEKH Of METOHa 33 00paay KOJIU3Hja
KOjU KOPHUCTH TTOKa3WBade.

Edekar rpynucame Moxke ce ybaaxkutu deocmpyrum rewuparsem. Kam nobe
JI0 Kojm3uje npu ynucy x, h(x) = i, u3padyHasa ce BPeIHOCT Jpyre Xemn (pyHKIu-
je ha(z), ma ce x cmemra Ha TpBy crobomay Mehy smokammjama i + he(x) modm,
i+ 2hs(x) modm. .., ymecro i + 1modm, i + 2modm . ... Ako ce apyru Kibyd y
upecaukasa y Hup. ¢ + ho(z) mod m, onaa ce mokynrasa ce jjokaumjom i + ho(x) +
ha(y) mod m ymecro ca i+ ho(z) + ha(x) mod m. Ao je Bpeanoct ha(y) He3aBHCHA
on ho(x) oHma je rpynucame OpaKTUYHO eMMUHKACAHO. [IpunukoM u3bopa apyre
xem (yHKIUje MOpa Ce BOAUTH PadyHa O ToMme Aa ocrarmy i + jhe(x) modm 3a
j =0,1,...,m — 1 nokpuBajy KoMILIerHy Tabesy, OTHOCHO ma BpemHocTu ho(x)
Oymoy y3ajaMHO IIpOCTe Ca M.

3.7. Ilpobaem dpopmupama yHuja

Ilpobaem opmuparoa yHujea MOKe 11a TOCAYXKHM K0 TPUMeEDP KaKO n006po m3a-
OpaHa CTPYKTypa ImoaaTaka MoxKe ma mobospina edukacHocT asroputma. Heka je
JIATO N eJIEMEHATA L1, L2, . - - , T, KOJU Cy TIOJIEJHEHN Y JUCjYHKTHE OACKynose. Ha
MOYETKY Cy MOJACKYTIOBH jefHOUIaHn. Haj eleMeHTHMa M IMOJCKYIIOBUMA, MOTY CE
IPOM3BOJBPHUAM PEAOCAEA0M u3Bpmasaru caeaehe nse onepamuje:

e podskup(i): gaje ume MOACKyIIa KOja CAapIKU Xj;
e unija(A, B): dopmupa yuujy nogackynosa A u B, mofcKyn ca jeInHCTBEeH-
UM HMEHOM.

Hwb je vahm crpykTypy mHojaraka Koja omoryhyje mro eduKacHHje U3BPIIABAHE
obe oBe omeparyje.

IIpBu kamammaT 3a KebeHy CTPYKTYpPy momaraka je Bektop. Ilomrro cy cBu
e/TeMEeHTH TIO3HATH, MOTY C€ CMEeCTUTH y BeKTop X myxxkuue n. Hajjemnocrasuuje
pememe mocTaBberor npobiema je cvectntr y X [i] mMe momckyma Koja camprKu
emeMeHar x;. Hajgakeme MOmCKyna KOMe MPUNAAd T; je TpubHjasHo. Mehyruwm,
dopmuparse yuuje aBa noackymna je ciaoxenuje. [Ipernocrasumo aa je unija(A, B)
HOBU mozckymn ca mmenoMm A. Tana cBuM ememenTuma BeKTopa X W3 TOACKyma B
rpeba npoMeHuTd ume y A.

Moryh je u gpyru mpucTym oBOM IpOOJIEMy, 3aCHOBAH HA WHAMPEKTHOM ajpe-
cupamy, IpU YeMy je HaJakeme yHUje jemHocTaBHO. CBakM eeMeHaT BEKTOPa X
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3.7. IIPOBJIEM ®OPMUPAILA YHUJA 51

je meousnanu ciaor. IIpeu enemeHaT ciaora je UMe MOJACKYIA KOMe eJieMeHaT TpUIla-
Jla, a JIPyTu — IOKa3uBad Ka HEKOM JPYroM CJIOry. ¥ CBAKOM IOJCKYIy Tpeba 1a
MTOCTOjU TAYHO jeJaH eJeMeHAT, Yhji CJIOT CaAPIKU Ipa3aH nokasusad nil; mme Tor
esleMeHTa je 1o MedUHUNN]u UME TOACKYIA; 38 MOKA3UBAY TOT EJIEMEHTA KaXKeMO
JIa je HOKasuBad HOJACKyna. AKO je mokasupad enementa X [i] ycMepeH Ka eemMeH-
ry X[j], onna je ume noxckyna koju caapxku X [i] jeaHaKO MMEHy MOICKYIa KOju
campxu X [j]. Iperxomam yenor obesbehyje na opa meduummja Oyae MCIpaBHA:

memoryhe je ga ce MOACKYI CACTOJU O, eJIeMEeHATa Ca HHIEKCHMA i1, 2, ..., ik,
u Ja mopen Tora mokasusad X [i;] Oyae yemepen ka X[ijyi1], j = 1,2,...k — 1,
a na je mokasmeau X [i] ycmepen ka X|[i1] — Tama HEW jenaH eIeMEHAT MOACKYTIA

He 6w mmao mokazmead nil. Ha mowerky cy cBm mokaswsaum nil, Tj. BekTop X
3amaje n jexHownanux noackynosa. Ouepanuja unija(A, B) u3Boau ce Tako IiITo
ce TOKa3WBa4 MOJACKyna A ycMepu Ka eJIeMEHTY, YHjU je MOKA3UBAY MCTOBPEMEHO
U nokaszupad nozckyna B (uwau o6puyro). Ilocie nekonuko dopMupama yHuja,
BekTop X 3ajaje Hekomwko crabasa, sumeru cauky 21. Cako crabimo oaroBapa
IIOJICKYIly, & CBAKWd 4BOp ejieMeHTy. HKjemenar y kopeHy crabjia CiyKu Kao uUMe
mogackyna. Jla 6u ce mpoHAILTO WMe MOACKYHa KoMe mpumnaa enemenar G, Tpeba
IpATUTH JIAHAI, MOKA3WBAYa J0 KOpeHa crabja, ciaora ca mokasmpadeMm nil. Oso
moaceha ma cuTyarmjy Kag HEKO MPOMEHH aJIpecy: YMECTO 3 CBHMAa jaBiba 1A je
IPOMEHHO A/IPECy, OH HA CTAPO] aJIPECH OCTaB/ba CBOjy HOBY ajpecy (ca MosiboM aa
MYy JIOCTaBJbajy IPUCLEJNY HOWTY) — IITOo je jeaHocrapuuje. Hapasho, nasaxerme
paBe aJpece je caja HelTo CJIOYKEHUje, OTHOCHO OTepalyja HaTayKerma TOJICKYTIa,
KOME eJIeMeHaT IPUIajia je Mambe eduracHa (HApOUuTO aKo Cy M3IyXKeHa cTaba

(1.2.6.7}{4.5043} KOja IPEICTaB/bajy MOJICKYIIOBE).

1. HAYMH: Me efleMeHTa je Ha HeroBOM VHAEKCY 6 ’ A ‘nilﬁ_ﬂ B ‘nil‘ 3

1234567 T T 2. HaYMH: Ha VHOEKCY eflieMeHTa je MHAEKC HEeroBor oua
113 441 1 vlel | s [F] | 1234567
6134461
1. HauuH | 2. HauuH 7’G‘ ‘ 2’D‘ ‘
Tpaxerse | O(1) o(h)
yHua o(n) o(1) Puc. 21. Crpykrypa nomaraka 3a GOpMHUPAFHE YHU]a MOACKYIIOBA.

Nneja Ha KOjOj ce 3acHmBaA edHUKACHA CTPYKTYpPa 33 HaIaKehe YHHja je 1a ce
crabJia ypaBHOTEXKEe, OMHOCHO CKpare. Y HUja moackynoBa A u B Ha caunm 21 moxe
ce gopmupaTu ycmepapameM nokasupada A ka B, wim ycMepaBameM MOKa3uBada
B ka A. OuurjieiHo je fga ce 'y Ipyrom ciiydajy m00uja ypaBHOTEReHuje crabao. 3a-
KJbYUaK Ce JIAKO YOIIIITaBa: MOKA3UBad KOPeHa crabia ca Marbe ejieMenara (OIHOCHO
IPOM3BOJBHOr OJL /IBa CTabJia ako UM je 6poj eslemMeHaTa jeaHak) Tpeba yCMEpUTH Ka
Kopeny crabia ca Behmm Gpojem enemenara. JacHo je ma mpu dopMupamy CBaKe
HOBE yHHje yCIIyT Tpeba m3padyHaBaTH U OPOj eseMeHaTa HOBOT MOACKyMma. Taj mo-
JlaTakK ce CMeITa Kao /e0 cJora y Kopeny crabsa. [IprmverHom oBor mpasuia ce mpu
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52 3. CTPYKTVYPE IIOJATAKA

dopMuparmy yHHja TIOCTHIKE T4 jé BUCHHA, cTabIa ca m eJIeMeHaTa yBeK Marba WIH
jennaka orn logy m, mro nokasyje ciaeneha reopema.

Teopema 3.2. Axo ce npu dopmuparsy yHuja KOPUCMU YPABHOMENCABAIHE,
ceaxo cmabro sucune h cadporcu bap 2" eremenama.

JOKA3BATEJIBCTBO. Jlokas ce u3Boau HHAYKOHjOM 110 Opojy dbopMupama yHu-
ja. Tepheme je ounryienHO TAYHO 33 MPBY YHUjY: 100uja ce cTabyio BUCHHE jedaH ca
nBa enementa. [locmarpajmo yuujy nonckymosa A u B. Heka cy Bucuue oaroeapa-
jyhux crabana h(A), h(B), n meka je 6poj enemenara y A Belim win jennax ox 6poja
enemeHaTa y B. Bucuna xomOuroBanor crabma jegHaka je sehem on 6pojesa h(A)
u h(B) + 1. Axo je Beliu h(A), onma HOBO cTabI0 MMa BUCHMHY Kao A, u Buie ene-
MeHaTa Hero c¢rabyo A, na je TBpheme TeopemMe TavuHo. Y NMPOTHBHOM, HOBO CTabJIO
uma 6ap JBa IyTa Bullle ejeMeHaTa o1 crabiaa B (jep A uma 6ap TOIMKO eeMeHara
kosiuko B), a Bucuna My je 3a jeman selia ox Bucune B; na je tephieme Teopeme
Takohe TavHo. (I

Ilocnenuma oBe TeopeMe je 1a ce IPHU TPaXKemwy MOACKYIa KOMe IPATaa eJeMe-
HAT HUKa/JI He IpoJia3u Bule of log, n nmoka3uBada. Y HUja MOJCKYIIoBa ce hopMupa
3a KOHCTAHTHO BpeMme. [Ipema Tome, 3a M3BpIIEHE HU3A O M > N ONEPAINja TIPBE
unm apyre Bpcre, 6poj kopaka je majsume O(mlogn).

EdukacHocT oBe cTpyKType momaTaka MoxKe ce Jajbe mobospimaTu. [locmarpaj-
MO jOII jeJTHOM aHAJOTH]Y Ca MPEeyCMepaBarmbheM MOMMU/bKU. ¥ CIyUajy BHUITECTPYKe
IIpoMeHe ajpece, nomusbka fie uhu ox jexHe 10 apyre ajapece, JOK He JIOCle Ha
KOHAYHO ofpeuIinTe. Pa3yMHa uzeja je 7a ce 1o UCIopyIy MOMM/bKe YHA3A/T, HA CBE
YCIIyTHE aJpece, TOCTABU MOCJEma aapeca. Jlakie, kas ce npu oapehuBamy mom-
CKyIIa HEKOT eJIeMeHTa Ipehe myT 10 KOpeHa cTabia, Taj IyT Ce jOC jeJHOM MPOJIas3u
y 00paTHOM CMepY, & MTOKA3WBAYN CBUX YCIIYTHUX YBOPOBA MTPEYCMEPAaBajy ce Ka KO-
peny. CioxKeHOCT TpaxKemwa TuMe je nosehaHa HajBuIle 38 KOHCTAHTHU (HaKTOp (Tj.
ACHUMITOTCKA CJIOKEHOCT TPAYKeEha Ce HE Meba), a OoCTUukKe ce ckpalinBame nmyresa
IpY KACHUWjUM TPAaXKemUMa MOACKYIa 3a cBe ycmyTHe uBopose. Moxke ce mokaza-
TH Jla Ce Ha OBA] HAYWH CJIOXKEHOCT HU3a OJI M > N OLepallfja jellHe WJu JIPYyre
Bpcre cmamyje Ha O(mlog® n), tne ce T3B. wrepmpann joraputam log™ n medpun-
nme nomoliy log" 1 =log"2 =1 u log”n = 1 + log"([log, n]) 3a n > 2. Iomro 3a
n < 269936 gaxu log* n < 5, BLAUMO 118 je CI02KEHOCT IPOM3BOJHHOT HHU3a OBUX OIl-
epalja IpakTHIHO JnHeapHa. MehyTum, Huje MO3HATO A2 JIM ITOCTOjU AJTOPUTAM
JIMHEApHe CJI0YKEHOCTH 3a PeIiaBarbe OBOI' PobIeMa.

3.8. I'padoBu

Anropurmu 3a pag ca rpadosumMa npeamMer cy noryiasba 6. Ha osoM mecry Gutie
MpUKa3aHe caMo CTPYKTYpe TojaTaka MOroJHe 3a MpeicTas/bame rpadosa. 'pad
G = (V,E) cacroju ce ox ckyna V weoposa m ckyna E rpama. I'pana omrosapa
mapy 49BopoBa. pyruMm pedmma, rpaHe MpPeAcTaB/bajy penannjy m3mely wBoposa.
Ha mpumep, rpacd Mozke ma IpecTaBba CKyTI JbYIH, & 13 IPAHA IOBE3Yje ABa I0BEKa
aKo ce OHM MO3Hajy. ['pad je yemepern 0THOCHO HeYycmeper ako cy My rpane ypehenn,
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3.9. PESBUME 53

OTHOCHO Heypeljeru mapoBu. AKo ce yeMepenu rpad TpecTaBba IMPTEROM, TPAHA-
Ma Ce JI07ajy CTPEJIUIe KOje BOIe Ka IPyroM dBopy u3 ypehenor mapa. JemnocraBax
npuMep rpada je crabno. Ako Ha cTabiy Tpeba medpuHMCAT XUjepapXujy, OHOa, ce
cBe TpaHe MOry opujentucaru ”ox kopena” (Ipu YeMy je KOpeH 110ceOHO M37BOjeH
uBop crabsa). Taksa crabua cy kopencka cmabaa. Mory ce takohe pasmarparu
HeycMepeHa ¢Tabjia 3a Koja ce He Be3yje OMIo KakBa XUjepapXuja.

Yobuuajera cy IBa HaYWHA MIpEICTaB/bama rpadora. [lpeu je mampuue nose-
sanocmu rpada. Heka je |V =nu V = {v1,vs,...,v,}. Marpuna mosezanoctn
rpada G xBagparna marpuna A = (a;;) pema n, ca ememenTEMa G;; = 1 aKKO
(vi,v;) € E; ocranu enementn marpune A cy mynre. Ako je rpad meycmepen, ma-
rpunia A je cumerpuuna. Bpcra i oBe Marpulie je Jakje BEKTOP AyKUHE N UHja,
je j-ta xoopjunara jeaHaka 1 ako M3 4BOpa v; BOOM IpaHa y HBOP vVj, OJHOCHO
0 y mporuBrOM. Hemocrarak mMarpuiie moBe3aHOCTH je TO IITO OHA YBEK 3ay3WMa
IIPOCTOP BeJIMYMHE 12, He3ABUCHO OJ1 TOra KOJIMKO rpana uma rpad. CBakoM uBopy
rpada npuapyKyje ce BeKkTop ayzkuae n. Ako je 6poj rpana y rpacdy maun, pelinna,
e/leMeHaTa MaTpuile mope3anocru buhe Hyse.

YmMmecTo na ce u cBe HerocTojehe rpaHe eKCIIMIUTHO MPEICTaBbA]y y MaTpH-
I TTOBE3AHOCTH, MOTY ce (DOpMUPATH TIOBE3aHE JINCTE OJ jJeIVHWITA U3 1-T€ BPCTE,
1=1,2,...,n. OBaj Apyru HAUYMH IPeACTaB/barba rpada 30Be Ce AUCMG NOBE3AHOC-
mu. CBAKOM 9BOPY IPHAPYKY]je Ce TIOBE3AHA JIMCTA, KOja CAJPIKU CBE IPAHE CYCeIHe
4BOPY (OHOCHO I'paHe Ka cyceqHuMm 4BopoBuMa). Jlucra moxe 6uru ypehena upe-
Ma peaHuM OpojeBMMa YBOPOBA HA KpajeBuMa meHux rpana. ['pad je npeacraBibeH
BeKTOpOM JmcTa. CBaKM eleMeHaT BEKTOPa CajpKu uMe (MHIEKC) YBOpa U [MOKA3W-
BadY Ha FHErOBY JIUCTY YBOPOBA. AKO je rpad CTaTWdKu, OIHOCHO HUCY JI03BOJHEHA,
yMeTama u Opucama, OHJA Ce JINCTe MOIY IPEJCTABHTH BEKTOPHMMA HA cieaehu
naumH. Kopucrn ce sekrop ayzxune |V| + |E|. Tlpsux |V| wianosa BekTOpa Cy
MPUIPYKEHN YBOPOBUMa. KOMIIOHEHTa BEKTOPA MPUIPYKEHA, YBOPY V; CANPIKY WH-
JEeKC TIOYeTKa CIUCKA YBOPOBA CYCeTHUX YBOPY Vi, ¢ = 1,2,...,n. Ha ciumm 22
MpUKa3aHa Cy HA jeTHOM TpuMepy 00a HAaYWHA TpeicTaBbama rpada. Ca marpu-
IaMa MOBe3aHOCTH je jemuHocrapauje pagutu. C apyre cTpane, JHUCTE MOBE3AHOC-
T cy edukacHuje 3a rpadose ca masum Opojem rpana. ¥ IPAKCH Ce YECTO PaIu
ca rpadoBUMa KOjU WMajy 3HATHO Make TPAH3 O MAKCUMAaJIHOT Moryher Gpoja
(n(n — 1)/2 Heycmepenux, onHOcHO n(n — 1) ycMepeHUX rpaHa), M Taja je 00MIHO
60Jbe KOPUCTUTH JINCTE TOBE3AHOCTH.

3.9. Pe3ume

CTpyKType mojaTaka MOTY ce MOAEUTH Ha, CTATHYKE W AUHAMUYKe. BekTopu
(Hu30BHM) Cy cTaTUYKE CTPYKType. Benmuuuna nusa (uam 6ap TadHa ropikbha MPaHuia
3a y) Mopa ce yHampes 3aatu. C Ipyre cTpame, pam ca HA30M je BpJo ehUKACAH.
ITosesane mucre cy munamwake. Qe ce mMory noBehaBaTh W CMambUBATH, U HEMa
OrpaHMYERHa HA EBUXOBY BEJIHMYUHY, IIOJ] YCJIOBOM [Ia MUMa JIOBOJBHO MEMOPH]jCKOT
IpOCTOPA,).
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1 2 3 4 5
1{0(0|0]1]0
2|/1(0[0(0]|O0
3|1|1]0[1]1
410|10(0]0(1
5/0(1[0(0]|O0

(a)

(6] 7]s]2[la]1]a]2]a]5]5]2]
1 2345 6 (7) 8 9 10 11 12 13
6

Puc. 22. Tlpencrasmpame rpada MarpunoM nopesasHocru (a),
OJIHOCHO JIACTOM NOBe3aHocTu (6).

CTpyKType momaraka MOTY Ce MOJEJUTH Ha jeTHOAUMEH3MOHAHE W BUIIIEIU-
MeH3uOHa He CcTpyKType. Hu30BM u moBe3ane nucre Cy jeaHOIMMEH3UOHATHU. Je-
JIMHA CTPYKTYpa KOjy OHH MOTY Ja MPEeJCTaB/bajy je pemocien enemenara. Crabia
IIPEJICTABIbA]y HEIITO BHIIE O]l JeJHOJMMEH3HOHAJHE CTPYKTYPE — XUJEPAPXU]Y.
Moxke ce paauTl U ca BUMEIUMEH3UOHAJTHUM HU30BUMA, OJHOCHO TIOBE3AHUM JINC-
TaMa.

[lojam amcrpakTHOr THIA TOHaTaka je Bpsio kKopuctan. Ou omoryhyje ma ce
MaXKkha KOHIIEHTPHUINE HA ONEpaIlfje HaJ eJeMEHTHMA CTPYKType, HE3aBUCHO O
KOHKPEeTHOT Tura nojaraka. Omnucane cy peanusalyje pevHUKa, JHUCTE Ca MPHUO-
pUTeTOM U CTPYKType 3a hOpMUPaAHE YHU]A [IOICKYIIOBA.

Xem Tabene cy mobpo pelreme 33 CMeNTame MoJaTaka 0e3 MKakpe mocebHe
crpykType. Xerrn Tabeje ce He MOTY KOPUCTUTH aKO TPUCTYI eJeMEeHTy He 3aBUCH
caMo o7 KJbyda enemenTa. Ha mpumep, na 61 ce HAIAO0 MUHUMAJIHU €JIEMEHAT Y
xernn Tabesn, Mopa ce Iperiesarn mneia Tabesna.

3amannm
3.1. TpanchopmucaTu jeTHOCTaBHY PEKYP3UBHY LIPOIEAYPY IIpeTpare OuHapHOr cTabJia mpe-
Tpare y HepeKyp3uBHY IIPOLELYDPY.

3.2. ®opmuparu nHeonanajyhu Hu3 ox KibydeBa ejgemenara 6uHapuor crabia mperpare. Ko-
JIMKQ je CI02KEHOCT KOHCTPYUCAHOr aJIrOpUTMa’

3.3. Enementn ckyna A (CBE Cy pa3iuduTH) CMEIITEHH Cy y OHHAPHO CTabJIO0 mperpare.
Koncrpyuncarn aaropuraMm koju 3a gatu exemenat a € A onpebyje cnenelin o BeuInHY e1eMeHAT
ckyma A.

3.4. Heka je A BEKTOD KOjU CJIYKHU 338 UMILTUITUTHO MPEJICTABbabe Xuna. KOMNKN HajMamu
6poj esieMeHaTa XWUIa MOXKe 1 3ay3Me Hu3 myxube 167

3.5. IlpermocraBumo ma ce ABJI cTabio KOPHCTH 3a peayn3alujy JUCTe Ca IPUOPUTETOM.
Koummka je ¢j10’)KeHOCT OCHOBHUX Oliepalnuja’

3.6. Omnucaru peasmusanujy ancTpakTHOT THIA MOJATAaKa KOjU moAprkasa ciaegehe omeparuje:
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3AJIALLU 55

umetni(z): ymerame ce n3Bpmasa u axko je 6poj = Beh jeaHOM NPETXOAHO YMETHYT y CTPYKTYDY
[I0JJaTaKa; APYTUM PednMa, CTPYKTypa nojaTaka Tpeba 1a MaMTH LyIJIAKATE;

ukloni(y): yKIOHE NPou36osar eneMeHaT U3 CTPYKTypPe TOAATaKa M JOAEIH T'a TPOMEH/BUBO] Y.
AKO TIOCTOju BHIIIE KOIKja UCTOT €JIEMEHTA, YKJIAHka Ce CAMO je/IHA O HUX.

OBaj aICTpaKTHH THI IOJATaKa MOXKe ce Ha3BaTu 6azeH. OH ce MOXKe HCKOPHCTUTH 33 CMENITAhe
mocsoBa. Hou nocnosu ce reHepunty u ymelly y 6a3eH, a KaJl HEKH PaJHUK IIOCTaHe PACIIOJIOXKUB,
yknama ce Heku nocao. Cse onepamuje Tpeba na ce n3ppmasajy 3a speme O(1).

3.7. MoaguduropaTu 6a3eH, THII I01aTaKa 13 330aTKa 3.6, HA caenelin HAYHH: TPETIIOCTAB/bA
ce [1a ce IPOMU3BOJbAH €IEMEHAT MOXKe [IOjaBUTH HAJBHUIIE jeTHOM Y CTPYKTYDH MOAATAKA. Y METAH-
je Mopa ga 6yne mpaheHO IpOBEpPOM IOCTOjama AYIJIMKaTa. Peajn3oBaTU HCTe Olepalpje Kao
Yy OPeTXOOHOM CJIydajy, aJii Ca IPOBEPOM MOCTOjarba AyIIuKara. Kosmka je CI0KEeHOCT CBake
omeparije y HajropeM cay4dajy”?

3.8. Jlpyra Bapmjanrta Tuna nogaraxa Oaszen (Buzerm 3amarke 3.6, 3.7) je cneapelhia. Ilper-
[IOCTaBUMO /13 Cy CBUM eJleMEeHTHUMa IPUAPYKeHu OpojeBu u3 oucera o 1 10 n, npu demy n Huje
BEJIMKO, 113 je Ha pacnoJaramy memopuja sejumdune O(n). CBaKU €I€MEHAT MOXKE C€ II0jaBUTH
HajBuie jexnoM. KoOHCTpyuncaTu ajaropurMe 3a ymemarbe U yraarbarve (Kao IITO je nedUHuCAHO
y 3amarky 3.6), Bpemencke cnoxenocru O(1).

3.9. Koucrpyucaru anropuraMm 3a (pOpMHUpame XWIa KOju CAAPXKHU CBE eJIeMEHTEe IBA XHUIIA
BeJIMYIHHE N U M. XHANOBY Cy NPEJCTAB/HEHU €KCIUIUIUTHO (CBAKH YBOD UMa NMOKA3WBadYe HA JIBA
cBOja cuHA). BpeMeHCKa CJI02KEHOCT anropurma y Hajropem ciaydajy tpeba ga 6yxe O(log(m+n)).

3.10. OnwucaTu peanuszalujy alCTPaKTHOT THIIA IIOJATaKa KOjU IOJpKaBa cienelie oneparu-
je:
Umetni(z): yMeTHE K/byd T y CTPYKTYpy MOJaTaKa, AKO Ta TaMo Beh Hema;
Obrisi(z): o6pumn Kby & H3 CTPYKTypPe MOJATaKa (aKO ra mMa);
Naredni(z): nponahu HajMamu KJbyd y CTPYKTYPH IIOJATaKa KOju je Behu of .
MszBpmasame CBake 0/ OBUX onepanuja rpeba ma uma Bpemencky caoxkenoct O(logn) y majropem
cay4ajy, re je n 6poj edeMeHaTa y CTPYKTYPH IIOJATaKa.

3.11. Omnucaru peanu3aiujy anCTPaAKTHOr THIIA MOAATAKA KOju moxpzkasa ciaenehe onepann-
je:
Umetni(z): ymeTHn K/byd & y CTPYKTYPy HOAATAKA, AKO Ia TaMo Beh mema;
Obrisi(z): o6pumn KJbyI & U3 CTPYKTypPE MOAATAKA (KO ra mMa);
Naredni(z, k): nporahju y crpykrypu nogaraka k-tu Hajmamu Kjbyd, mehy onuma xoju cy Behu
ox x.
M3spmasame cBake 0/ 0BEX onepanuja rpeba na uma Bpemencky ciaoxkenoct O(logn) y majropem
caydajy, r7e je n 6poj egeMeHaTa y CTPYKTYPH IIOJATaKa.

3.12. KonkareHanuja je omneparuja HaJ JBa CKyIa KOjH 33J0BOJbABAJy YCJIOB Ja CY CBH
KJBYYEBHU Yy jeTHOM CKYIy MarbW OJf CBUX KJbYyYE€Ba Y JAPYTOM CKYILy; Pe3yJITaT KOHKATeHAIHje je
VHHUja CKyIOBa. KOHCTpyHcaTH aJropuTaM 3a KOHKATeHAIUjy ABa OuMHAapHA cTabya mpeTpare y
jenaro. BpeMeHCKa CJIOKEHOCT y Hajropem caydajy Tpeba ga 6yme O(h), rae je h seha on Bucuna
aBa cTabmaa.

3.13. Korcrpyuncaru airopuraM 3a KOHKaTeHannjy (nedunucany y samarxy 3.12) npa ABJL
crabna y jenno. CIOXKEHOCT aJIrOPUTMA y HAJrOpeM Ciaydajy Tpeba na byme O(h), tae je h Beha ox
pucuHa Asa ABJI ctabna.

3.14. (a) Kaxo ce moxke remepucaru ciaydajuo ABJI crabio, Ko Kora pakTop paBHOTEXKE
Yy CBAKOM YHYTDAIlIbeM 9YBOpy MMa BpeaHocT u3 ckyna {—1,0,1} ca paBHOMEPHOM DaCHOAEIOM
BepoBaTHOha?

(6) 3a caywajuo ABJI crabuo 3amare Bucuue h (ca pacnozenom BeposareOha meduHECAHOM
KOHCTDYKIIHjOM 1107 (a)) MOKA3aTH Ja je OYeKUBAHA Jy»KHUHA IIyTa 0J KPUTHIHOT YBOPA JIO 4BODA
yMeTama (HOBOT 9BOpa Ca CJIydYajHO n3a0paHMM KjbydeM) KOHCTAHTHA, U 43 He 3aBucu of h.
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3.15. Ca ynaza ce 3agaje HuU3 IPUPOSHUX OpojeBa uuju ce Kpaj 03HAUABA HyIoM. KoHCTDY-
HCATH AJITOPUTaM KOju O6pojeBe IaToOr HU3a CMeINTa y GMHApHO cTabjo, IpU YeMy 3a CBAKH YBOD
crabsa y CBAKOM KOPAKy aJITOPUTMa Pa3jnka Opoja YBOPOBA y JIEBOM U JECHOM MOACTab/y He CMe
Ja IpeMallly jeJaH.

3.16. Oxpeauru usrsesn ABJI crabisia gobujenor ymerameMm pegom Opojesa 1,2,...,n, mo-
nazehu ox mpasuor crabaa. Kosuka je Bucuna tor crabaa?

3.17. Heka cy T1 u 1% aBa nmpomsBosbHa OuHapHa cTabsa ca mo n uBopoBa. JlokazaTu ga
[IOCTOJjU HU3 Of HajBuUIre 2n poranuja koje 11 rpaucdopmumty y 1o.

3.18. Vuwuja npa meycmepena rpada G = (V,E) u H = (U, F) je nosu rpad J = (W, D),
TakaB ga je W =V UUu D=EUFU(V xU), tj. J nopen rpana G u H, caap>u u cCBe TpaHe
KOje moBe3yjy Heku uBop u3 V ca HekuM uBopoM u3 U. IlpeqmoxkuTe MOrOIHY pPEIpPE3EHTAIU]Y
rpagopa koja omoryhyje edpukacHo uspadyHapame yHEUja rpadoBa.

8.19. Heka je S = {s1,82,...,Sm} BPJO BEeJWKHN CKYIl, U3J€/HEH y k JUCJyHKTHUX BJIOKOBA.
TIpermocTaBuMo f1a HaM je Ha pacmonarawmy nporenypa Koji_blok koja 3a 3agatu enemeHat s;
naje Koji_blok(s;), pegau 6poj 60Ka KOju CAApP’KHU S;; OBa TPOUEAypa Pajy 3a KOHCTAHTHO
Bpeme. llup je omoryhurm pag ca mammm nmopckynosuma 1 ckyma S, m 1o caeaehe onepanuje
Hax T: Umetni(s;), Obrisi(s;), Obrisi_blok(j) (6pucame cBux enemenara T KOju IpUIanajy
6aoky j). Ha nogerky je T npasan ckyn. Crnoxenocr csake onepanuje tpeba na 6yze O(logn) y
HajropeM ciaydajy, rae je n tekyhu 6poj ememenara y T'. Obrisi_blok camo ykiama enemente u3
CTPYKType IOJATaKa — HUje HEeONXOLHO (PU3MIKO OPHCAame CBAKOr of Tux ejgeMenara. Oba 6poja
m u k MOry OUTH BDJIO BEJIMKH, [1a C€ He MOXKe KOpUCTUTH Tabesa Besmuuae m uiau k. Mehyrtuwm,
N je PeJIATHBHO MaJiO, U Ha pacuojaramwy je upocrop O(n).

3.20. * Heka je A[l], A[2], ... A[n] au3 peanumx Gpojesa. [locmarpajmo crenehie ase ome-
panmje: Dodaj(i,y): monatn BpegaOCT y i-TOM OpO0jy, n Parcijalna_suma(:): nspagynarn cymy
npBux i 6pojena, Zi.zl Alj]. Bpoj enemenara ocraje hpUKCHPAH — HEMa yMeTamba WUJIH OpUCamba;
jenuHO ce Memajy HEKE BPEAHOCTH 6pojeBa. KoHCcTpyucaTy ajropurtaM 3a U3BPIIABAKE HU3A OBUX
JIBejy omepanmja, Tako ga ce obe msepmasajy 3a O(logn) kopaka. Moxke ce KopucTHTH TIOMOhHK
HU3 JyKHUHE N.

3.21. Koucrpyucaru CTPYKTypPy IOAATAKA 33 UyBarbe CKYIId eJIEMEHATA Of KOjUX CBAKH HMa
KJbyd U BpegHocT. CTPYKTypa momaraka Tpeba ja moap:kasa ciaenehe omeparuje:
Odredi_Vrednost(z): ogpeanTu BpeJHOCT NPHAPYKEHY €JIEMEHTY Ca KjbydeM & (Hyja, ako &
HUJe y CKYILY);

Umetni(z,y): yMeTHE HOBE €JIeMEHAT Ca KJBYyYeM & W BPEIHOmLY Y;

Obrisi(z): oOpumu exeMeHaT ca Kiby9eM T;

Dodaj(z,y): nogaj y texyhem enementy ca K/bydeMm x;

Dodaj_svimal(y): m01aj y c6um eJeMeHTAMa CKyTIA.

Bpewme m3BpmaBama CBaKe OJ OBUX ONepanuja y Hajropem caydajy Tpeba ma 6yge O(logn).



Inasa 4
KoncTpyKnuja ajgropurtaMa MHIYKIIAjOM

4.1. YBoz

Y oBom mnorviaB/by Ouhie HaBe/leHN jeHOCTABHU IIPUMEPU KOHCTPYKIHjE AJIro-
puTaMa KOpUINEemeM UHIYKTUBHOT TPUCTYTIA, KOjU UIyCTPYjy OCHOBHE MPUHITAIIE
u texuuke. Uneja je ma ce MCKOPHUCTH MPUHITAI JOMUHA: CBe HaHW3aHe HoMuHe he
HOIAIATH aKO Ce [OPYIIH IIPBA, U aKO Ce HOCJIE PYIIeha n-Te 00aBe3Ho pyiu (n+1)-
a mommHa. Jlakme, 7a 6u ce perrno HeKu mpodsaeM, Tpeda PEIUTH HEKH HeroB MAaJIH
CIIy4aj, 8 3aTHM [IOKA33aTH KAKO CE Pellerhe 33/1aT0r MPodsieMa MOXKE KOHCTPYHUCATH
nonasehu on (pemenux) mMamux Bepsuja ucror npobiema. Umajyhu wa ymy oBo,
MAXKFbA € MOXKE CKOHIIEHTDUCATH HA HAJIAXKermhe HAUWHA 33 CBODeme mpodiieMa Ha
Mame mpobsieme.

4.2. NzpauyHaBame BPEIHOCTH ITOJIUHOMA

Hajmpe fiemo pazmoTputu jemaH jemHocTaBaH TpobJeM: W3pavYyHABARE BPe-
HOCTH 33J[aTOr MMOJIMHOMA Y 33/1aT0] TAYKH.

IIpo6aem. latm cy peannu OpojeBH ap, Qp—1,..., Q1, Go W peasau 6poj .

n )
Nspauynaru spepsoct nonutoma P, (x) = Y7 a;a’.

Ynazuu nonamny 3a npobisem cy n + 2 6poja. UHIYKTUBHE NPHUCTYTI peIaBamy
mpobjieMa cacToju ce y CBODemy peliema HaA pelleme Mamer mpobsema. Jlakie,
mpobJieM TOKYIIAaBaMO /1 CBEIEMO HA MAbW, KOjU Ce 3aTUM PEeNiaBa PEeKypP3UBHO.
Hajjeanocrasuuje je ceoherme Ha yrnporrhenn mpobiaemM m06ujeH O MOJIa3HOT YKJIa-
bAEM ay,. Taga nmaMo mpobiieM M3padyHaBaba BPEIHOCTH MTOJMHOMA

= =2
Pami(@) = a@n1a™ S Gnaa™ 2 am fag-
To je mcTu pobieM, ann ca jeJHAM MapaMeTPOM Maibe.

NnnykTupHa xumoresa. [IpernocraBuMo 13 3HAMO 13 M3PATYHAMO BDEI-
HOCT NOJIMHOMA 33/1aTOr KOSDUIMJEHTUMA Gpy—1,. - ., A1, Q9 Y TAIKH T, Tj. 3HAMO A2
u3padyHamo spegHoct P, ().

OBa xumoTesa je OCHOBa 3a pemaBame mpobnema maaykiujom. Caygaj n = 0
(u3pavuyHaBamb-e BPEIHOCTH M3DPa3a dg) jé TPUBHUjaJIaH. 3aTUM Ce MOPA IOKa3aTH
KaKO ce momasHu mpobmem (m3padyHaBame P, (1)) mMoxe pemmTn Kopumhemem
pemema Mamer npobmema (Bpemroctr P,_1(x)). Y oBom cayuajy je To oumrmen-
HO: Tpeba u3padyHaTw &', TOMHOKUTH Ta Ca 4, U Pe3yarar cabparu ca P,_i(x):
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58 4. KOHCTPYKINJA AJITOPUTAMA MHAYKIINNJOM

P, (z) = apz™ + P,_1(x). Moxe ce momucauru na je Kopuinheme UHIYKIM]E OB
HEMOTPeOHO: OHO CaMO KOMILIMKYje BPJIO jeTHOCTABHO pereme. ONucanu aaropu-
TaM je eKBUBAJIEHTAH U3PAdyHABAKY BPEIHOCTH TOJUHOMA PEIOM UJIAH M0 UIaH.
Ucnocrapuhe ce uak ja 0Baj MPUCTYI UMa CBOjy CHATY.

Ounucanu anropuram je Tada, ajau HeedukacaH, jep 3axresa n+ (n—1)+---+
1 =n(n+1)/2 Muoxemwa u n cabupamwa. KopuihewmeM HHIAYKIMje HA IPYTH HAYNH
nobuja ce 6Obe pererse.

Bamaxkamo J1a y OBOM aJrOPUTMY MMa MHOT'O MOHOB/BEHUX M3PAUyHABAMA: CTE-
meH " m3padyHaBa ce CBAKH IyT ~ O moderka’. Beamkwu Opoj MHOXKEMma MOXKE Ce
YIITEIETH KO Ce IpH m3padyHasamy 2" uckopuctu " 1. ITobospimame ce peas-
n3yje YK/bYUNBAEEM H3padyHaBama " ! y UHIYKTHBHY XHIIOTE3Y.

IMojavana WHIYKTABHA XHUIIOTE3a. 3HAMO Ja U3PATYyHAMO BPEIHOCT TIOJIH-
noma P, 1(z) v Bpemmoct 2" L.

OBa MHIYKTHBHA XHTOTE3a je jada, jep 3axTeBa M3padyHaBame r" 1, amm ce

sakie npomwmpyje (jep je caza jemHocraBuuje uspaduynaru x™). Jda 6u ce uspady-
Hajgo x", JOBOJHPHO je M3BPIINHTH jeIHO MHOXKeme. Ilocie Tora caemm joOIn jemHo
MHOYKEIbE Ca, 4, U cabupambe ca P, _1 (). YKyIHO je ToTpe6HO H3BPIIATH 21 MHOMKEH-
ja m n cabnparma. 3aHNMIBUBO je 3aTa3uTH Ja WaKO WHAYKTUBHA XUTIOTe3a 3aXTeBa
BUINIE W3PAUyHABAKA, OHA JTOBOIU 10 CMAamkema YKYIHOr O6poja omeparmja. Jlobu-
JEHU aJrOpuTaM W3TJena T00pO y CBAKOM Torjieny: edUKacaH je, jeTHOCTABAH U
jemHocTaBHO ce peann3yje. Umak, mocToju m 60/mu amroputam. o mwera ce monasn
KOpHIhemeM NHAYKINje Ha HOBH, Tpehn HaYMH.

Penykmmja mpobieMa yk/IamameM HajBUIIEr KOEMDUIHMjEHTA G, je OUUrIeIaH
KOpaK, aJii TO UNAK HUje jeInHa PACIOI0KUBA MOTYNHOCT. YMECTO TOTa & MOXKE
YKJIOHUTHU KOeMUIUjEHT ag, U CBeCcTU Npo0sieM Ha M3padyHaBarhe BPeTHOCTH MOJIN-
HOMa, €& KOeUIU]EHTUMA, Uy, Apy—1,- - - , A1, OTHOCHO TTOJTMHOMA,

n
=1 -1 2
P,_i(z) = E ;" = anx" T A ap_1" T+t a.
=1

[Mpumerumo aa je a, osae (n — 1)-u kKoedunujenar, a,—1 je n — 2-u KoeduiujeHar,
U Tako gasbe. Jakie, IMaMO HOBY MHAYKTHBHY XHUIIOTE3Y.

Nunykrusua xumoresa (00pHyTH peocsen). YMEMO Ja u3padyHaMO BpeJi-
HocT mosmaOoMa, Pp,_1(x) ca xoedunmjeHTHMA, Ay y Apy—1,- . -, G1 Y TAYKH .

OsaxBa MHIyKTHBHA XUIIOTE3a je MOrojHuja jep ce jakiie npormmupyje. [lomro
je Pu(x) = 2P, (z) + ag, 3a uspauynasame P, () nonazehn ox P,_1(2) 70BOBHO
je jemHo MHOMXKeHe 1 jeqHo cabupame. M3padyHaBame ce MOXKE OIMUCATH Caeaenum
M3Pa3oM:

"+ ap_ 12" o dart+ao = (- ((@nT+ 1)+ ap_2)--- )z +a)x +ag,

TO3HATHM Kao XOPHEPOBa meMa. [IporpaM Ha Iceya0 macKaay KOju peann3yje OBaj
aJTOpUTaM TPUKA3aH je Ha CJAUIN 1.
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4.3. MAKCUMAJIHII NMHAYKOBAHN IIOJATI'PA® 59

Anroputam Vrednost_polinoma(a, z);
Vnas: a = ag,a1,...,a, (koebunmjerrn nommeoMa) u = (peansau 6poj).
Wsnas: P (BpeJHOCT NOAMHOMA y TAUKA ).
begin
BTy
for i:=1ton do
P:=xz-P+an_;

end

Puc. 1. HzpauyHapame BpeIHOCTH MOJUHOMA ¥ 33JaT0j TAUKH.

Cioxkenoct. Anropruram 06yxBaTa 1 MHOXKEHA, 1 CaA0Upamba U 3aXTEBa, CAMO
jenHy HOBY MeMOPHjCKy Jokammjy. Ilociemmn amropuraMm je He camMo epHUKaCHUjU
OJ1 TIPETXOJHNX, HErO je W OAroBapajyhu mporpam jeJHOCTABHU)H.

ITpumenda. Unayknuja Ham omoryhyje sa ce CKOHIEHTPHUIIEMO Ha IPOIIUPH-
Baibe pelrema MambuX Ha pemena Behnx mpobdnema. IIpermocrasumo ga xohemo ma
pemmmvo P(n), omrocHO mpobmem P KOju 3aBUCH 07 HEKOT mapaMeTpa n (0OWIHO
je To Besauuuna upobiuema). Taza no4aa3umMo oy HPOU3BOJBLHOL LIpuMepa 1pobiema
P(n) u nokymasamo aa ra pemumo kopucrehu npermocraBky na je P(n — 1) Beh
pemen. ITocroju MHOrO HaYMMHA Ja Ce IOCTABU MHIYKTUBHA XUIIOTE34a, a KCTO TAKO U
BWIIIE HAYMHA 1A Ce OHA mcKopucTu. [Ipukazahemo Buie TAKBUX METOMA, U JEMOH-
CcTpUpaTH BUXOBY MON MPM KOHCTPYKIUjHA AJITOPUTAMA.

[Tpumep u3padyHaBakba BPEIHOCTH MOJMHOMA WIYCTPYje (DIeKCUOMIHOCT KO-
ja HaM je Ha pacrojaramy npu Kopuiiliesmy mHaykimje. Umeja koja je moeena 10
XopHepoBe IIeMe CacTOju ce y ToMe Ja ce yiaa3 obpalyje cieBa yaecHO, yMecTo
MHTYTUBHOT peaocaena 3mecHa yaeBo. /Ipyra yobmuajena moryhmoct m3bopa pe-
JIOCJIe/1a TI0jaBJbyje Ce MPHU PA3MATPABy CTPYKType y ob/mKy cTabya: OHA ce MOKe
TPOJIA3NTH OJI03T0 HAHWIKe WM 0703n0 Hapuine. /lame, moryhe je mapamerap n
nosehaBaru 3a nBa (Wau BUINE), YMECTO CaMO 33 jelaH, & HOCTOje U MHOroGpojHe
npyre moryhuocru. [llTaBuiie, monekas HajbO/bU PENOCTE TPUMEHE HHIYKITHje HU-
je mctu 3a cBe yiaase. Moxke ce moka3aTh KOPUCHUM KOHCTPYKITHja aJITOPUTMA, KOjU
6u nponasa3uo HajOoBU pefocsen npuMene uaayKuje. OBakBe MOryhHOCTH HMITyC-
TpoBahieMO HEKUM IIPUMEPHUMA.

4.3. MakcuMaJiHI WHAYKOBaHU moarpad

[Mocmarpajmo ciaenehin mpobem. Opranusyjere KoOH(MEPEHIN]Y 32 HAYIHUKE KO-
ju ce GaBe PA3HOPOIHUM JUCIUILIMHAMA, W UMATe CIIHUCAK 0co0a Koje DucTe xeaeau
na mo3osere. llpermocTraska je ma fie ce cBakm 0 HUX 07a3BATH TMO3UBY aKO MY C€
Oyme ykazasa MOryNHOCT IIOJHE pa3MeHe Hjeja. 3a CBAKOr HAYyYHUKA MOXKETE /13
HaIpaBuTe JIMCTY OHUX (Ca CHMCKA) ca KojuMa fie OH BepOBATHO MMAaTH UHTEPAK-
mujy. Heka je k 3amatu 6poj. Bu Oucte Bosenn ma mo3zosere 1mTo je Moryhe Buiie
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60 4. KOHCTPYKINJA AJITOPUTAMA MHAYKIINNJOM

JbYJIA, a Ja MPU TOME TapaHTyjeTe CBAKOME O BUX MOTryNHOCT J1a Pa3sMeHW MUC-
Jm ca 6ap k mapyrux ocoba. Bam mpobiem Huje ma OpraHu3yjere Te WHTEPAKIIUje,
HATH 12 00e30eanTe JOBOJHHO BpeMeHa 3a huX. Bu jeaumo Kemure ga 0be3beante
BHUXOBO IIPUCYCTBO Ha KoHQepenuuju. Kako uzabparu ocobe koje Tpeba mnossaru?
Onucanu npobsem oarosapa caeaehem rpadosckom npobiemy. Heka je G = (V) E)
neycmepenu rpad. I'pad H = (U, F) je uanykosanu noarpad rpada G ako U C V
u F' canpxwu cee rpane u3 F kojuma cy oba kpaja y U, Bumern npumep Ha CJIUATHA 2.
Cremnen uBopa je 6poj mweMy cyceaHux 4BopoBa. UBopoBu rpada oaroBapajy Hayd-
HUIUMA, a rpaHa m3Mehy maBa 4BOpa MOCTOjU aKO OArOoBapajyhu HAy9IHWUIIH MOTY 1
pasmemyjy uaeje. MapykoBanu noarpad oaroBapa mojCKyIy HayIHHKA.

3

G=(V,E)
V ={a,b,c,d,e}

@ d E = {(avb),(a7d)7(a7€)7(bvc)f(cvd)>(cve)7(d7e)}
H=(U,F)
U={a,d,e}

¢ F={(a,d),(a,e),(d,e)}

Puc. 2. Tlpumep mumykoBamor moarpada. I'pane cy meypehern
[IApOBHU YBOPOBA.

IIpo6aem. 3a3amaru neycmepenu rpad G = (V, E) u 3agaru npupoanu 6poj k
nporahn makcumanan naykosann noarpad H = (U, F) rpada G (Tj. mEAyKOBAHN
noarpad ca MakcuMasJaHUM OPOjeM Y4BOPOBA) y3 YCJIOB Ja CBU 4BopoBU noirpada H
uMajy crener dap k, WK yCTAHOBUTH J1a TAKAB WHIYKOBAHU moarpad He mocToju.

JUpeKTHN NPUCTYI pellaBamy OBOr MpobJIeMa CACTOJU Ce y YKJamamy CBUX
YBOpOBA crenena Mamer o1 k. Ilocie yknamama OBUX YBOPOBa, 3aje/IHO ca rpaHaMma
KOje CYy UM CYCEJIHE, CTEIeHH! TPEOCTAIUX YBOPOBA C€ Y OIIITEM CJIAYYajy CMambyjy.
Kaz cremnen Hexor 4Bopa OCTaHe Makwu o1 k, Taj 4Bop Tpeba YKJIOHHUTH u3 rpada.
Huje mehyrum jacan penocien kojum 4BopoBe Tpeba ykiaamaru. Tpeda ju Hajupe
VKJIOHUTHU CB€ YBOpOBe crernena < k, a 3arum obpaljuBaTtu 9BOpPOBE Ca YMaFEHUM
crenenosuma? Wam Tpeba yKJIOHWTH jedaH 9BOp cTemeHa < Kk, Ia HACTABUTHU €A
YBOPOBUMA KOjuMa cy cMmambenu crenenosu? (OBa aBa npUCTyNa OAroBapajy Ipe-
TPa3u y MHUPUHY, OTJHOCHO IIPETPA3N y AyOMHY, TEXHUKaMa Koje he 6uTn pasMorpere
y oaesbKy 6.3). Ja su hie oba upucryna saru ucru pesyarar? Ha au fie pesyaryjyhn
rpad nmary Hajeeliu moryhu 6poj usopora? Ha oBa muTarma J1ako je gaTu OIroBOD
xopunthemem creneher npucryma.

YMeCTO /13 aJropruTaM IMOCMaTPaMo Kao HI3 KOPaKa Koje Tpeda n3BpInuTy J1a ou
ce JIOIILIO /10 Pe3YIATaTa, MOXKEMO Jia ceOr TIOCTABUMO 32 Wb J0KA3UBAILE TMeopeme
Ja aaropuraMm mocToju. IloTpebHo je mpornahn MakCHMAJIHU WHAYKOBAHU MOATrpad
KOjU 3a7I0BOJbABA 33JaTe YCIOBE.
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4.4. HAJIAKEIbE BUJEKIINJE 61

NuaaykTuBHA XWMOTE3a. YMeMO 13 MpoHaleMO MaKCHUMAJIHA WHIYKOBAHU
noarpad ca YBOpOBHMMA CTeNeHa > k 3a rpad ca Mame o1 N YBOpPOBA.

Tpeba ma mokaxkemo 13 je oBa ~Teopema’ TadHa 3a Oa3HU CIy4aj, a 3aTUM
Jla W3 heHe TAYHOCTH 33 N — 1 CcJequ HheHa TadHocT 3a n. [IpBuM HeTpuBHUjasHU
caydaj mojasibyje ce 3a n =k + 1, jep ako je n < k oHZa Cy CTeNeHNW CBUX YBOPOBA
Mamwu o7 k. Ako je n = k + 1 oHma caMO y jeTHOM CIydajy MOCTOJW WHIYKOBAHU
noarpad ca cremeHnMa 4BopoBa > k: TO je ciaydaj normynor rpada (rpada ca
ceuM moryhum rpanama). IlpernocraBumo name na je G = (V, E) npoussoman
rpad ca n > k + 1 uBopoBa. Ako cy crenenu cBux 4BopoBa y G Behn wim jenHaku
ox k, onna rpad H = G 3a10Bo/baBa yCjoBe U J0Ka3 je 3aBpLIeH. ¥ IIPOTUBHOM
mocToju uBop v cremeHa < k. Ouwriento je ma cTemeH WBopa v ocraje < k u y
CBAKOM WHIYKOBaHOM moarpady rpada G, ma mpeMa ToMe v He TIpUnaia HU jeTHOM
moarpady Koju 3a10BO/baBa yeaoBe mpobiema. Jakie, v ce Moxe ykiaonutu uz G
3ajeTHO ca CBUM My CyCeIHHM IpaHama, He Memajyhu ycimose Teopeme. Iocie
yKaamama v rpad umMa n — 1 4BOp, na npeMa WHAYKTUBHO] XUIIOTE3W MU YMEMO /13,
PermMo TpodJIeM 10 Kpaja.

KomenrTap. Jeman on moryhux maumua 3a ynporfiaBame HEKOr TpodieMa je
eTUMUHAIIja HEKOT O] lheTOBUX eJIeMeHaTa. ¥ OBOM MPUMEpY TPUMeHa WHIYKITHAje
Oma je jemHOCTaBHA, jep je OMI0 jacHO Koje UBOpPOBE M KAKO Tpeba eTMMUHKICATH.
Y ommrreM ciaydajy mpoliec enuMuHAaINuje He Mopa Aa Oyie jeanocrasan. Bugehemo
MpUMep y KOME Ce JBa eJIEMEHTa 00jenuhaBajy, unuMe ce DPoj eleMeHaTa CMamyje
3a jegan (0e/bak 5.5); 3aTHM IPUMED y KOME C€ eJIMMUHUIILY OIPAHUYEha Ha ITPOO-
JIEM YMECTO /I3 Ce eJIMMUHUINY Jea0Br yiaa3a (ogesbak 6.7); u Ha Kpajy mpumep y
KOME Ce Hajlpe KOHCTPYHUIIE mocebaH airopuraM 3a u300p eleMeHaTa KOju ¢e MOry
esiumunucaru (ozespak 4.5). Y upumepy koju caeau Takohe he 6GuTH niaycrpoBaHO
eMMUHHACAE OAroBapajyhux enemenara.

4.4. Hanaxxeme Oujekiuje

Heka je f dyuxuuja koja mpecinkasa KoHadan ckyn A y camor cebe, f: A — A.
Bes ryburka ommroctn Moxke ce mpernocrasutu ga je A = {1,2,...,n}. Tper-
nocTap/baMo Ja je GpyHKuja f npemcTaB/beHa BEKTOPOM [ HyzKHHE 7, TAKO Ja
f[f] campxu Bpemmocr f(i) € A, i = 1,2,...,n. ®yaknmja [ je Oujeknmja, ako
3a mpom3BoOJbaH enemenar j € A mocroju enemenar i € A takas ga je f(i) = j.
QyHKIAja ce MO¥Ke MPEeJICTAaBUTH AWjarpaMoM Kao Ha CAUIMU 3, TAKO Ja CBAKOM
eneMenTy A ofroBapa IO jellaH JIEBU U jeJaH JECHU YBOp, a IpaHe AedUHUIILY TIpe-
caukaBame. PyHKIMja TPUKA3aHa HA CIUNN 3 OYUTJIETHO HUje Oujexiiuja.

IIpo6aem. Heka je 3amar xomadan ckyn A m mpecomkasame f @ A — A.
Onpeantn moackyn S C A ca Hajsehum Moryhum 6pojeMm ememenara Tako na 6y/ae
f(S) € S u ma pecrpukimja f ua S Gyne Gujexiyja.

Axko je f Oujekimja, oHma KOMILIETaH CKym A 3a70BosbaBa yCJaOBe mpobiema,
na je makcamaman noackyn S = A. Axo je nax f(a) = f(b) 3a meke a # b, oga S
He MOXKe nia caapku u ¢ u b. Ha npumep, ckyn S y npobieMy ca cauke 3 HE MOXKe
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Puc. 3. Tlpumep npecinkaBama CKyma y camor cebe.

na cagpxku oba enementa 2 u 3, jep je f(2) = f(3) = 1. Mehyrum, Huje cBejeano
koju fie eemeHar oj OBa JBa OWUTH eTUMUHHUCAH. AKO Ha TPUMED eJIUMHUHUIIIEMO
3, onza ce 36or f(1) = 3 mopa enumuHucaTd u 1. 3aTuM ce Ha MCTH HAYUH 360T
f(2) = 1 mopa eaumunucaTu u 2. Jobujenn moACKyIl CUIYPHO HUje MaKCUMAJIaH,
jep je moryhe emmmunncaru camo eaemenar 2 ymecto 1, 2 u 3. Pememe mpobiema
Ha caumm 3 je momekyn {1,3,5}, mTO ce MOXKE YCTAHOBHTH HITD. MPOBEPOM CBUX
moryhux nogckynosa S C A. [Tocras/ba ce nurame HAJIAKEHA OIIITEr METOJAA 38
OJITTyurBaIbe Koje esleMenTe Tpeba yKbYIuTH y S.

Ha cpehy, nmamo u3BecTan MaHeBApCKHU MPOCTOP TPUIUKOM OJJTY YABA A, KAKO
mpobyeM cBecTH Ha Mambu. Bemwmumma mpobieMa MOKe ce CMAaIbUTH OMIO0 HaTazKe-
IbEM eJIEMEHTA KOJU MPUTIAIA CKYITy S, GHUII0 HATAKEhEeM eJIeMeHTa KOjU He TPUIaia
ckyny S. Hcnocraema ce ga je apyra moryhhocr 6ospa. Kopucruhemo caenehy
jETHOCTABHY WHIYKTHUBHY XWUIIOTE3Y.

NuaaykTtuBHA XWore3a. 3HAMO Ja pemuMo mpobjem 3a cKymose ca n — 1
eJIeMeHaTa.

Basa unaykuuje je TpuBHjajiHa: ako CKyln A mMa jemaH eneMeHT, OH Ce MOopa
npecankaBaTu y cebe, ma je f ma A Omjexnmja. IIpermocraBmmo masbe Ja MMAMO
npou3BoObaH CKyn A 01 n eneMeHaTa u Ja TPAXKUMO MOJACKYIl S KOju 33/0B0/bABA
yciose npobsiema. TBpauMo Ja ako ejnemenar a ne npunaia ckymy f(A), onzga
a He MOXKe MPUMAJATH S; IPYTUM pPEUrMa, eJIeMeHAT G 3a KOju y ojarosapajyhu
YBOp Ha JECHOj CTPaHM AMjarpaMa He yjIas3d HU jelHa paHa, He MOxKe Ouru y S.
Baucra, u3 ycaosa npobaema caemu ga je f(S) = S, a To je, aKo ce IPETIOCTaBU
na a € S — memorylie, jep mo npernocrasiy a ¢ f(S). Jakie, aKo NOCTOJH TAKAB
esleMeHaT a, MU Ta equMuHuIeMo u3 ckyna. Cana mmamo ckyn A' = A\ {a} ca
n — 1 enementom, Koju f mpecaukaBa y camor cebe; mpeMa WHAYKTUBHO] XUIOTE3U
MU 3HaAMO Ja permMo 1pobsaem ca ckymom A’. Ako TakBo a He mocroju, oHzaa je
IPECINKABAE OMjeKIrja, n MpobIeM je pelreH.

Cymrruna OBOT pemema je Ja ce a mopa ykiaonutd. Jlokazamu cMo j1a a He
MOXKe mpunagaru S. Y ToOMe je CHara WHAYKIMje: OHOT TPEHYTKA KAl C& eJIEMEHAT
VKJIOHW U TUME CMarbi BeJIMYNHa TpobieMa, 3a7arak je pemred. [lpu Tome ce Mopa
BOIWUTHY PAYYHA [1a Mambu 1MpobseM Oyze MOTIYHO UCTHA KAO MOJA3Hu, n3y3uMajyhu
Benmunny. Jenumam yenos koju f mw A Tpeba ma 3amososbasajy je f(A) C A. Osaj
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4.4. HAJIAKEIbE BUJEKIINJE 63

ycioB 3a10BosbeH je u Ha ckyny A’ = A\ {a}, jep ce uu jeman ememenar He npecau-
KaBa y a. ¥ TPEeHyTKY KaJ BHUIIE HEMa e€JIeMEeHaTa KOJU € MOTY YKJOHHUTH, CKYI S
je mponaben.

Peanuzanmja. AsropuraM CMO ONUCATIH KAaO PEKYyP3UBHY MPOIEAypy. ¥ CBa-
KOM KOpaky TpPOHATA3WMO eJileMeHaT y Kora ce HW jelaH APYTW He MpecJnKapa,
YKJIalhaMo Ta ¥ HACTaB/bAMO DEKyp3uBHO. Peanmzaliuja ajroputva HWIaK HE MO-
pa jma Oyne pekypsuBHa. CBakoMm ejementy ¢, 1 < ¢ < n mpuapyxyje ce Opojad
cli], umja je moueTHA BPEIHOCT jeqHAaKa OpPOjy €IeMeHaTa KOju Ce MPECTUKABA]y Y i.
Bpemmoctu c[i] Mory ce m3padyHaTH y N KOpaka nponazehu Kpo3 BeKTOp f u mHKpe-
menrupajyhu (nosehasajyhu 3a jenan) upu Tome oxrosapajyhe 6pojaye. 3arum ce
y JIUCTY CTaBJbAjy CBU €JIEMEHTH KOjUMa je BpeaHocT Opojaua mobuma spemHoct 0.
Y cBakoM KOpaky ce HOPBU ejleMeHaT j W3 JIUCTe yKJamha U3 JINCTe U U3 CKYIa,
nekpementupa ce c[f[j]], a ako ¢[f[j]] mobuje Bpemmoct 0, f[j] ce crasma y mucty.
Pemapame je 3aBpIlleHO y TPEHYTKY KaJ, je JHCTa Ipa3Ha. AJropuraM je IpuKa3aH
na csuru 4. Huje temko nposeputu Ja ce 3a yjia3 MpPeACTaB/beH HA CIUIM 3 100mja

S ={1,3,5}.

Anropuram Bijekcija(f,n);
Vaas: f (uu3 npupoguux 6pojesa usmely jeman u n).
W3ua3: S (moackym yaasHOr cKyna Takas Ja je f Oujexuuja ua S).
begin
S:=A; {A={1,2,...n}}
for j :=1 to n do ¢[j] := 0;
for j := 1 to n do maupemesnr c[f[j]];
for j:=1tondo
if c[j] = 0 then craBm j y Crmcak {mucra erxemenara 3a equMUHALIAjY }
while Croucak muje npaszaun do

CKHHH ¢ ca Bpxa Jimcte Crucak;

5= 89\ {i};
clflil] = elfld)] = 15
if ¢[f[i]] = 0 then crasu f[¢] y Cnucak

end

Puc. 4. Anropuram Bijekcija.

Cuoxenoct. 3a yBomau neo (mHMNMjanusammjy) Tpeba m3spmutu O(n) Ko-
paka. CBakW eJeMeHaT Ce y JMCTy MOYKE CTABWTH HAJBUITE jETHOM, a OTEpPAIlje
noTpebHe 14 ¢e eIeMEHAT YKJOHH W3 JINCTE M3BPIIABAjY CE 34 BPEME OrPAHWYCHO
koucrauToM. IIpema Tome, ykynan 6poj kopaka je O(n).

KomenTap. Y OoBOM mpuMepy BeIHMYIHHA ITPOOIEMA jé CMAMEHA YKIAMHAHEM
eleMEeHaTa M3 CKyla. TPpazkKuium CMO HAjjeIHOCTABHUjH HAYWH 33 yKJIAMHAmbe eje-
MEHTa, TAaKO 113, Ce He TMpOMeHe ycjioBu mpobsema. [omro je jenuuau 3axrenB 6WO 1
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64 4. KOHCTPYKINJA AJITOPUTAMA MHAYKIINNJOM

dyukimja npecankasa A y camor cebe, n3bop eJeMeHTa y KOra ce HU jeJaH IPYyru
eJIeMEHAT HE MPECHANKABA je TPUPOIAH.

4.5. IIpobisiem mpoHa/akema 3BE3€E

Cnenehu npumep je uHTEpECAHTAH 110 TOME IITO 33 PellaBarbe nmpobieMa Huje
HEOIIXO/THO TIPErJIEJIATH CBe yIa3He MMOIATKe, [1a YaK HU BbUXOB 3Ha4ajad jaeo. Mehy
n ocoba 36e3da je ocoba KOja HUKOTA He TI03HAje, a KOjy CBU ocTaju mo3uajy. [Ipob-
sieM je uneHTubuKOBaTH 3Be3/y (aKO OHA IOCTOjU) MOCTaB/bajyhu nmuTama obauKa
”U3Bunure, na ju mo3najere oy ocoby?” IlpermocraBma ce ma Cy CBH OIrOBOPHU
TadHU, a na he 4ak u 3Be3/1a OJroBapaTd Ha nuTamba. L[ib je MUHUMH3UpATH yKY-
nan 6poj nuTama. [TomTo maposa ocoba uma ykynno n(n—1)/2, y najropem ciay4ajy
Tpeba moctasuTy n(n — 1) muTamka, aKo ce THTaka MOCTaB/bajy 0e3 HeKe CTPATEeru-
je. Ha mpBu morsen Huje jacHO MOXKe JIM Ce KeJheHU I[WJb MOCTUNHU ¢a TapaHTOBAHO
MambuM OpOjeM TOCTAB/HEHUX MMUTAA.

IIpoGaem ce mozke mpedopmynaucatu y rpagoscku. PopMupamo yeMepeHu rpad
ca YBOpPOBUMA KOjU OAroBapajy ocobama, y KOMe I'paHa ox ocobe A ka ocobu B
nocroju ako A nosuaje B. 3pe3sa oarosapa moHopy rpada, uBopy ¥ Koju ynasu
n — 1 rpana, a U3 KOra He W3Ja3U HU jeaHa IpaHa. JACHO je ma rpad MOXKe UMaTH
HAJBUIIE jeJaH TOHOP. YJia3 mpobjeMa ce OMUCyje N X N MATPUIIOM TTOBE3AHOCTU
M, «aujun enemenar M;; je jemmax 1 ako ocoba i mosHaje ocoby j, ogHocHO 0 y
MPOTUBHOM; MMUjarOHATHE €JIEeMEHTH Cy jeHAKW HYJIH.

IIpo6iem. ara je nxn marpuna nopesanoctu M. YCTaHOBUTH /A JIU IIOCTOjU
WHJIEKC 1, TaKaB 1a ¢y y M cBu eneMeHTH i-Te KOJoHE (ceMm i-Tor) jenHaku 1, u ma
Cy CBU eJIeMeHTH ¢-Te BpcTe jeqHan 0.

Baszuu ciyuaj ca ase ocobe je jemmoctapan. [TocMarpajMo Kao u OOUTHO Pa3IHKy
n3mehy mpobiema ca n — 1 ocobom m mpobiema ca n ocoba. IlpermocraBbamo ma
3HaMoO Ja nporahemo 3Be3ay Mmely mpBux N — 1 ocoba mamayKiujom. Iomro moxke
Jla TIOCTOjU HAjBUINE jeqHa 3Be371a, ocToje Tpu MoryhHocTH:

(1) 3Besna je jeana on npsux n — 1 ocoba;

(2) 3Besna je n-ta ocoba,;

(3) 3BE3mA He MOCTOjH.
[IpBu cay4aj je HajjemHOCTABHUjU: Tpeba caMO HPOBEPUTHU Ja JIM N-Ta 0coda I03-
Haje 3Be3/1y, OJHOCHO JIa JIW j& TAaYHO 113 3Be37a He Mo3Haje n-Ty ocody. [Ipeocramna
JBa caydaja cy Texka, jep ga 6u ce mpoBEPMIIO 1A JIH je N-Ta 0coba 3Be3ma, Tpeba
nocraputn 2(n — 1) mmrama. Axo mocrasuMo 2(n — 1) muTama y n-TOM KOPaky,
ouza fie ykynau 6poj nurama 6uru n(n — 1), mro xohemo ga usberaemo. [Torpedro
j& maKJjie MPOMEHUTH MPUCTYIT TPODIeMy.

Nneja je ma ce mpobmem mocmarpa “yaazan’ . Ilomro je Temko maeHTHDUKO-
BAaTH 3BE31y, MOKYIIAjMO M3 MpoHahemMo 0coby KOja HUje 3BE3[a: ¥ CBAKOM CJIydajy,
Opoj He-3Be3/1a MHOrO je Behn o 6poja 3Be31a. AKO €JIMMUHUALIEMO HEKOIa, M3 Pas3-
MaTpama, MapaMenTap 1 Koju AeduHuine BeTuanny mpobieMa cMamyje ce Ha n — 1.
[Ipu rome yommre Huje 6uTHO Kora hemo enumuuuncaru! [Ipermocrasumo ma ocoby
A niuramo ja jim nozaaje ocoby B. Ako A nosnaje B, onna A Huje 38€371a, a aKO TTaK


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight


4.5. IIPOBJIEM IIPOHAJIA?KEIbA 3BE3/IE 65

A we nozuaje B, ouna B uuje 3Be3ga. Y oba ciaydaja ce jeaHa 0coba eTUMUHUIIE
MOCTABJ/BAHEM CAMO JeTHOT THTAA/!

Ako ce cama BparuMo Ha Tpu Moryha ciydaja mpu mpenacky ca n — 1 Ha n,
BHINMO JIa je HOBOCT ¥ TOME Ja N-Ty 0coby He bupamMo mpon3BosbHO. EruMunaimjom
ocobe A mmm B npobaeM ¢BOIuMO Ha CIydaj ca 1 — 1 0coboM, IpU 9eMy CMO CUTyPHHI
na no cayudaja 2. wehe mohu, jep enmumunmncana ocoba He Moyke 6uTH 3Be37a. AKO
je HacTymmo caydaj 3, OMHOCHO HeMa 3Be3re mehy npeux n — 1 ocoba, oHIa HEMA
3Be3ze Hu Mehy cBux n ocoba. Ocraje mpBU Cay4aj, KOju je Jak: ako Mehy mpBuUx
n — 1 ocoba mocToju 3Be3/a, OHMIA Ce ca ABA JIOMYHCKA TUTAHA MOYKE TPOBEPUTH J1a,
JIM je TO 3Be31a U 33 KOMILIETaH CKyIl. AKO HHUje, OHJa HeMa 3Be3e.

Anropuram ce cactoju y ToMe Ja mutamo ocody A ma qu mosHaje ocody B u
eUMUHUTIIEMO U 0coby A unm ocoby B, 3aBucHo o qobujenor oarosopa. Heka je
esiuMuHUCAHA HIP. 0coba A. MHaykuujom (peKyp3uBHO) ce NpoHanasu 38e31a Mehy
mpeocranux n — 1 ocoba. Ako mely muMa HeMa 3Be3e, PEIlaBame je 3aBpIIeHo.
Y mporuBHOM, IPOBEpaBa ce aa au je TadHo na A mosHaje 3Be3my, a Ja 3Be3ma He
nosuaje A.

Peannzanmja. Kao u y ciaydajy ajropurma U3 IPETXOAHOr OfesbKa, eduKac-
HHje je peasn30BaTH aJrOpUTaM 3a HAJIaKehe 3Be3/e UTEePATHBHO, HETO PEKYP3UBHO.
Anropuram ce menu y ase daze. Y npBoj dasu ce eIMMUHUIILY cBe 0cobe ceM jeHor
KaH/UIaTa 3a 3Be3/1y, a Apyra ¢aza je Heomxo/Ha J1a ce yCTAHOBH Ja JIM KaH N AT
jecre 3Be3na. Ilounmemo ca n KaHauIaTA, 33 KOjEe MOXKEMO /13 TTPETIIOCTABUMO 13 Cy
CMEIITeHU HA CTeK (JIUCTY U3 KOje ce HAjlpe Bay IOCIe/ b1 YIMCAHH eJleMeHar). 3a
CBaKWU 11aP KAH/UIATa MU MO2KEMO J13 eJIMMUHHUIIEMO jETHOT, IUTAKBEM /13 JIU [I03HA-
je mpyror. [lounmemo y3umajyhv mpea mBa KaHAWAATA CA CTEKa W eIUMUAHUITY T
jexnor o mux. /lame y cBakoM Kopaky (GopMupamo map of IpeocTasor KaH uIaTa
u (CBe JIOK je CTeK HempasaH) HapeaHe 0cobe ca CTeKa, U eJIUMUHHUIIEMO jeHOT O
BUX. Y TPEHYTKY Ka/Jl CTEK TOCTAHE TIPA3AH, HMAMO CaMO JeTHOT KaHAUAATa. 3aTHM
ce MpOoBepaBa JIa JI je Taj KAaHAUIAT 3Be37a. AiropuraM je IpUKa3aH Ha CJAUIU .
Crek je pealM30BaH €KCIIUITUTHO KOpUITNemeM WHIeKca i, j, u Naredni.

Caoxenoct. Ilocrasma ce Hajpume 3(n — 1) murama: n — 1 murama y npBoj
dasm na 6u ce enmuvuancana n — 1 ocoba, n Hajpume 2(n — 1) nurama 3a TpoBEPY
Jla JIM je MpeocTain KAaHIuaaT 38e31a. [IpuMeTumo J1a BesinuuHa yjaa3a Huje n, Hero
n(n — 1), 6poj enemenara marpune. [Ipukaszano perieme ToKasyje aa je moryhe
onpenuTu 3Be3ay upernenajyhu majsume O(n) eseMeHaTa MaTpUNE NOBE3AHOCTH,
HAKO je jacHO Jia pelleme Mopa 6uTHO na 3asBucu on cBux n(n — 1) enemenara
MaTpHIIE.

Komenrap. Kibydna uneja oBor eeranTHOT pelierha je TaMeTHO CMAhUBAHE
napamerpa n 3a 1. [Ipumep nokasyje na ce noHeka  UCIIIATH YIOKHUTH TPY (Y OBOM
cilydajy — jenHo nutamse) na 6u ce penykuuja edbukacHuje uspesa. He nonasu
ce O npou3sosbHoz, HETO ce bupa mocebarn ckym om n — 1 ocobe. Bunehemo jorr
MPUMEPa ¥ KOJUMa, Ce 3HAYAJHO BPEMe TPOIIH HA KOHCTPYKITHU]Y MOTOIHOT PEIOCIena
HHAYKIHje, IMITO ce MTOKa3yje KOPHCHUM.
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Anropuram Zvezda(Poznaje);
Vaas: Poznaje (n X n Bynosa marpuna ca HyslaMa Ha [UjarOHAJN).
Nsnasz: Zvezda.
begin
i:=1; {ocoba A}
j :=2; {ocoba B}
Naredni := 3; {cnenehn xoju he ce mposepasaTn}
{npBa daza: eMMUHWUNTY Ce CBU KAHJMIATH CEM jeJIHOT }
while Naredni <n+ 1 do
if Poznajeli,j] then i := Naredni {emumunanuja i}
else j := Naredni; {emuvmunamuja j}
Naredni := Naredni + 1
{no usmacky us nmetbe je mm it =n+ 1 wm j =n + 1}
if i = n + 1 then Kandidat := j
else Kandidat := 1
{npyra dbasza: nposepa ga qu je Kanguaar 3sesma}
Jeste := true; {true ako Kandidat jecte 3Be3na}
k:=1;
while Jeste and k < n do
if Poznaje[Kandidat, k] then Jeste := false;
if not Poznajelk, Kandidat] then
if Kandidat # k then Jeste := false;
k=k+1;
if Jeste then Zvezda := Kandidat

else Zvezda := 0 {rema 3Be3ze}

end
Puc. 5. AuropuraM 3a IpoHaIazKeme 3Be3e.
pa3naraska .
4.6. Ilpumep mpuMeHe JEKOMIIO3UIKje: MAKCUMYM CKyHa
IIpaBOyraoHuKa

Ho caga cmo mmanu npumepe ca rpadoBumMa u Hymepudke mnpobseme. Cama
hemo ce mo3abaBuTu MpuMepoM y KoMme Tpeba ucupraru Heke ¢urype. Heka cy L,
D u V peanuu 6pojeBu Takeu 13 je L < D u V > 0. [Ipasoyraona dyukImja
(mpaBoyraonuk) ca mapamerpuma (L, D, V) je dbyuxiuja

0, x<Lumax>D
Jrpv(@) = { V, L<z<D

IIpoGaem. Haro je n mpasoyraonmka fr, p,v,(x), i = 1,2,...,n. IllorpeGuo
je ompenuTy "KOHTYPY~ OBOI CKyIIa IIPABOYTAOHUKA, OMHOCHO (DYHKIIU)Y

f(x) = max{fr, p, v, (2)[i =1,2,....n}
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IIpumep ynaza u u3nasa MpuUKa3aH je Ha CAUNU 6: yaa3 cy 4eTHpPH MpaBoOyTa-
onuka (1,4,4), (2,5,6), (3,3,8) u (7,4,10), ciuka 6(a), a pesyaryjyha koHTypa
npukasana je Ha caunu 6(6). Msmasna dymkmmja f(r) Moxke ce ommcaTw CKymom
WHTEPBaJIa HAa KOjUMa OHA MMa KOHCTAHTHY BPEJIHOCT, U BPEJHOCTHUMA Yy THUM WH-

repBasuma. Ipyrum pedanma, f(z) ce 3amaje Hu3oMm maposa (z;,v;), ¢ = 1,2,...k
(mpu gemy je vi = 0), Tako na je f(x) =v; 3a x; < o < 341, ¢ = 1,2,..., k. 36or
jeTHOCTAaBHOCTH IIPETIIOCTaBbA Ja je joIl o = —00, Vg = 0, Tp41 = 0o. Y npumepy

ca cmuke 6(6) dynkmmja f(x) omucyje ce mm3om maposa (1,4), (2,5), (6,3), (7,4),
(10,0).

(1,4,3),(2,6,4), (3,8,2), (7,10,3) (1,3), (2,4), (6,2), (7,3), (10,0)
4 4
3 3
2 2
1 1
12345678 910 12345678910

(a) ()

Puc. 6. Ilpobisem HamaxKema MAKCUMYyMa CKYyIIa [IPABOYTAOHUKA!
(a) ynas; (6) uznas.

JIMperTHN TPUCTYT PEIaBakby OBOT MpoOJeMa 3aCHUBA Ce Ha, MPOIUPUBAY
pelnema Kopak Mo KOpakK, Tj. TPOIMMUPUBAILY PEIIekha 3a MPBUX 72— 1 TPABOYTAOHUKA,
HOBWUM, N-TUM TpaBoyraoHnKoM. baza manykmuje n = 1 je jeqHocraBHa: mpaBoOyTa-
onuK fr, p, v, (x) mpersapa ce y dbyuxmmjy fir, vy),(p,,0)(z). Ja 6u ce makcumymy

fnfl(x) = f(xl,m),(xz,vg),...,(xk,’uk) (:L')

LPHUK/bYYUO N-TU OPABOYraoHukK fr. p, v, (z), rpeba nponahu Taxse mumaekce 7, j,
Jajex; < L, <xi1,x; < Dy, <xji1,0<i<j<k:spenuocr byukuuje fr_1(x)
MOKE C€ TIPU NPENIACKY Ha fn,(T) IPOMEHUTH CAMO Y OHUM HHTEDBATHUMA KOHCTAHT-
HOCTH ca Kojuma maTepsan [L;, D;)) nma mempasan npecek. Hopu Makcumym je

_ | fama(z), x < Ly wma x > D,
fn(x) B { maXI{fn_l(l‘),Vn}, L, <z <D,

NurepBanu KOHCTAHTHOCTU (%4, %i41) U [j,%j41) dbyuknuje frp_q(z) y omurrem
cyuajy Ousajy taukama L, u D, nomesbenn Ha mogmaTepBane [, L), [Ln, Zit1),
onHOCHO [, Dy), [Dy,%j+1), y KOjuMa je BpesHoct fn(x) KOHCTAHTHA; MOPEN TO-
ra, y uHTEpBanuMa [y, ri+1), l =i+ 1,...,5 — 1 y xojuma f,_1(x) uma BpegHocT
mamy of Vi, fn(x) nobuja uwosy (y omuocy ua f,—1(z)) Bpeanocr V,,. ¥ nupumepy
Ha cauy 7 je n =5, (Ly, Dy, Vy,) = (5,9,4.5), u

fooi(z) = f(1,4),(2,5),(5,6),(9,4),(10,0) (z),
Jn(z) f(1,4),(2,5),(6,4.5),(9,4),(10,0)(33)-
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Puc. 7. JlonaBame HOBOT TIPABOYTAOHUKA MAKCUMYMY MPETXOI-
Hux n — 1 ca camke 6.

OBaj anropuraM je KOpPEKTaH, ain HUje ePUKACAH: JOJABAELE N-TOT TPABOYTA0-
nuKa byskmmjn f,_1(x) 3axresa O(n) xKopaka, na je yrymHa ciaoxkenoct O(n?). An-
rOPUTAM C€ MOXKE YCABDIIMTU IPUMEHOM MEeTO/A JIeKOMIIo3uiiuje (OIHOCHO ”3aBa-
au, ma Baamaj, enrsecku divide—and—conquer ). ¥YMecro mpesacka ca
n — 1 #a n, ebukacHuje je NPOLIMPHUBATH pEINEHe Ca Nn/2 Ha M IPaBOYraOHUKA.
Bazuu ciayuaj je Beh pasmorpen. Meron mekommosunuje obyxBaTa TOALTY YIa3a
Ha Mamhe TIONCKYITOBe, IUXOBY 00paly PEKYP3UBHUM MO3MBOM MPOIEAype U 00jes-
umaBame a00ujenux pemema. Hajuernthe ce mpobsiem nenm y mormpobseme mos-
jenHake Benmumne. Kao mTo ¢Mo BHIEIM y MOTJIaBBY 2, pereme maudepeHifHe
jenmaumne T(n) = T(n — 1) + cn je T(n) = O(n?), 10k je pememe jeaHadnne
T(n) = 2T (n/2) + ¢n garo ca T(n) = O(nlogn). Jdaxne, ako nogeanmo mpobaem
HA J[Ba, jeTHAKA MTOTIPOOIEMa, U TODUjeHa PeIierha OTIPodIeMa 00je IMHINMO 33, JIMH-
eapHO Bpeme, OHJa je caoxkenoct ajropurma O(nlogn). Texnuka gekoMIo3uimje
je BpJIO KOpuCHA, y mita heMo ce BUIIE MyTa YBEPUTH.

Y mpobnemy ca MpaBOyraOHWIMMa JEKOMIIO3WIINja CE€ 3aCHUBA HA 3alarKaH-
jy ma je 3a nojaBame HOBOI IPaBOYraoHHKa (MyHKUMjn fr—1(2z) morpebuo y Haj-
TOpeM CJIy4ajy JWHeapHO BpeMe, a Jia ce 3a JUHeapHO BpeMe MOTy O0jequHUTH U
JBE pasanauTe (PYHKIH]je fT’l/Q(x) u fT’L’/Q(m), peliemna 1Ba 1OTIpodaeMa 3a 1o n/2
MPABOYTaOHUKA. 3a aCUMITOTCKH WCTO BPEMe TIOCTHKE Ce MHOTO BHINEe Koprucrehn
apyru npucryn. e y gesoBuma KoHcTanTHe (DYHKIHjE MOTY c€ KOMOMHOBATH Y
OCHOBU WCTHUM aJITOPUTMOM KOjUM je KOMOWHOBAH jelaH MPABOYTAOHUK Ca JEITHOM
rakBoM dyHKImjoMm (camka 8). Ilpekuane Tauke neejy dyHKIM]jA f;/z(x) u f7/1//2 (x)
ce MpoJia3e MCTOBPEMEHO CJIEBA Y JECHO, UIAEHTH(MDUKY]Yy €€ T-KOOpAWHATE Kpaje-
Ba MHTEpPBaJia KoHCTaHTHOCTH dyHKuje fn(x) u ompehyjy spenaoctu fr(z) y Tum
unteppasuma. O0jeqnmaBame ce U3BPINABA 33 JUHEAPHO BPEME, T je CJIOKEHOCT
koMmiierHor ajropurma O(nlogn) y majropem ciaydajy. Osaj anropuraMm je caudan
AJTOPUTMY COPTHUPaha 00jequmbaBameM, onesbak 5.3.3 (Bugeru 3amarak 4.9).

KomenTap. Tpyaure ce ma 3a ynoxkeHO yBek gobmjeTe IITo je Moryhe BwHIIIe.
AKO Balll aJIropuTaM CaAprKH KOPaK KOjHU je OIIITHjH HEro IITO je moTpebHO, pas-
MoTpuTe MOryNHOCT [a Ta] KOpaK MPUMEHUTE Ha HajTeXKu s1e0 mnpodiema. Jexkom-

pasnarask-e

MO3WIIN]ja je OB KOPUCHA, jep 10 MAKCUMYMa KOPUCTH KOpak objenumaBama. udep-

eHITHE jenHaunHe n3 ofesbKa 2.5.4 mokpusajy Behinny yobuuajeHnx ajropuramMa 3a-
CHOBAHWX HA AEKOMIIO3UIIAjU, TIA jeé KOPUCHO 3HATH HHUXOBA PEIerbha.
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4.7. UISPAYYHABAIBE ®PAKTOPA PABHOTEZKE BMHAPHOI' CTABJIA 69

=N W e Ot

123 45 6 7 8 91011
Puc. 8. Oxpebuame makcumyma mpe y mea0BUMa KOHCTAHTHE (DYHKIH]jeE.

4.7. 3pauynaBame (pakTopa paBHOTE>Ke OMHaApPHOT crabJia

Heka je T 6Gunapuo crtabio ca xkopeHoMm r. BucmHa uyBOpa v je pacrojame
Ol v 110 Hajma/ber moToMKa. Bucwna crabsa je BucumHA BeroBor kopeHa. PakTop
paBHOTEXKe 49BOpa v JedUHUINE ce KA0 PA3TUKA BUCHHA EETOBOT JIEBOT U JIECHOT
moacrabiaa. Y omnepKy 3.5 pasmarpana cy ABJI crabna — Gunapua crabia quju cBu
yBopoBu uMajy dakrope papHorexke —1, 0 uiu 1. Opje hiemo ce 6aBuTy IPOU3BOJbH-
uM OuHapauM crabaumva. Ha counm 9 npukazano je GuaapHO cTabI0 KO KOTA, je Y3
cBaKM 4BOp ynucan nap h/b, rae je h Bucuna 4Bopa, a b meros GakTop paBHOTEXKE.

3/0
Q.

Puc. 9. BunapuO~Trabio ca osHakama h/b y3 yHyTpamme
uBopose (h — Bucuna, b — ¢pakTOp paBHOTEXKE YBOPA).

IIpo6aem. 3a 3amaro crabmo I’ ca n IBOPOBA U3PAUYHATH (DAKTOPE PABHOTEKE
CBHX YBOpPOBa.

ITokymahemo ca MHAYKTUBHUM PHACTYIIOM U HAjj€JHOCTABHUJOM HHIYKTHBHOM
XHUTIOTE30M.

NuaaykrtuBHa xuioresa. 3HAMO 13 u3padyHaMO (DAKTOPE PABHOTEXKE CBUX
YBOpOBa y crabamma ca < 1 9BOPOBA.

Basuu cioyuaj n = 1 je tpuBmjaman. Ako je maro crabio ca n > 1 49BOpO-
Ba, MOXKEMO 13 YKJOHHMO KODEH, 3aTHM Ja PEemmMo npobsiem (MHIYKTUBHO) 33
IBa moacTabsaa Koja ¢y mpeocrasia. Ompenesnmim MO ce 33 YKJIambabe KOpeHa 300T
Tora mTo (HakTOp PABHOTEXKE YBOPA ¥ 3ABUCH CaMO O YBOPOBA UCIOM v. 360r TO-
ra 3namMo (aKTOpe PABHOTEXKE CBHX UBOPOBA m3y3eB KopeHa. Mehyrum, dhakTop
PaBHOTEKE KOPEHA 3aBUCH HE OJ (hbakTOpa paBHOTEXKE, HETO Ofl BUCUHA HhETOBUX
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70 4. KOHCTPYKINJA AJITOPUTAMA MHAYKIINNJOM

CHHOBA. 3aKJby9IyjeMO /13 Y OBOM CJIyYajy je[IHOCTABHA WHIYKIHjA He PeriaBa mpobd-
siem. [Torpebro je ma 3HAMO sucuHe CHHOBA KOpeHa. Vneja je ma HamaKeme BUCUHA
YBOPOBA MPUKJ/BYINMO TOJA3HOM MPODIEMY.

IMojayana MHAYKTUBHA XUMOTE3a. 3HAMO J1a W3PadyHaMO (DAaKTOpe paBHO-
TeXkKe M BUCHUHE CBUX YBOPOBA y cTabinMa Koja mMajy < m IBOpPOBA.

Baznu ciyuaj je moroso Tpusmjanan. Kazg cama mocMarpaMo KOpeH NPOU3BOJb-
HOr crabsa, meros (akTop paBHOTEKE MOXKEMO JIAKO JIa OJPE/IMO Kao PasJInKy
BHCHHA HErOBUX CHHOBAa. MOXKeMO f1a oapeanMo W BHCHHY KOpeHa: TO je Beha on
BHCHHA IE€rOBUX CHHOBA, yBehiana 3a jeman. JIako je mposeputu na ce ciayd4aj Kau
HEMa JIEBOT' UJIH JeCHOr 110ozcTabiia, MOXKEe PELIuTH TAKO 12 ce BUCuHA Herocrojeher
CUHA 3aMeHH’ ca —1.

KapaxTepucTuka OBOT aJrOpuTMa je /1a OH PeIlaBa HelrTo OMIITHjU TPOohIeM.
Yumecro na pagynamo camo haKkTOpe PABHOTEXKE, MU N3PAUYHABAMO M BHCHUHE UBO-
poBa. Ucnocrasiba ce Ja je ONIITHjU MPodaeM JAKIIN, jep Ce BUCUHE JTAKO PAIYHA]y.
Axo je pewewe ounwrruje (jep je upobsieM IPOIIMPEH), OHAA UHAYKTUBHM KODaK
MOXKe OGUTH JeTHOCTABHUjH, jep MOCeIyjeMo CHaYKHUja CPeJCTBA. YoOHUUIajena rperika
IIPU peliaBamy Iuper npobieMa je Ja ce 3abopaBu Ha MOCTOjambe JBa IapaMerpa,
M Jia Ce CBAKM O] BbUX MOPa IOCEOHO U3PavdyHATH.

4.8. Hanakeme MakKCHMaJHOT Y3aCTOMHOT IOIHU3A

IIpo6aem. 3Bazar je Hu3 Ty, Ta,...T, peannux Gpojesa (He 0baBe3HO HO3-
uTuBHEX). OIpeanuTu HOSHUS Tj, Titl,...L; Y3ACTOLHUX eleMeHaTa ca Hajseliom
Moryhiom cymom.

3a oBakas momun3 pehu fiemo 1a je Makcumastau mogau3. Ha npumep, y ausy
(2,-3,1.5,—1,3, -2, —3,3) makcumamuu nogams je 1.5, —1,3, ca cymom 3.5. Moxe
Ja HOCTOjI/ITI/HHe MaKCHMaJIHUX ITOAHW30Ba JATOI' HU3A. AKO Cy CBH Y1JIaHOBH HH3a
HeraTUBHU, OH/IA jé MAKCUMAJHKU 1OAHU3 npa3aH (1o JeduHuiuju, cymMa LPa3Hor
uu3a je 0). Bosiesu GucMo n1a nMaMo aaropuTaM KOju PEIiaBa 0Baj MpobjieM u Ipe-
riena (IPoJIa3u HU3 PEJIOM CJIeBa Y JIECHO) HU3 CAMO jJEIHOM.

NuaykruBHa XUmoTe3a. 3HaAMO j1a HaheMo MAKCUMAIHY TOJAHNAS Y HA30BAMA,
ayxuae < n.

Ban = 1 makcuMaJsiHu OAHU3 je Opoj T1 ako je x1 > 0, OIHOCHO LIPa3aH [O/JHU3
ako je 1 < 0. IMocmarpajmo vuz S = (21,%9,...,%,) Ayxune n > 1. Ipema
MHJIYKTHBHO] XUIIOTE3H MU yMeMO Ja npOHa'ﬁé%Z) MAKCUMAJTHE Tonan3 Sy, Hu3a
S = (21,22, .., Tn—1). Ako je S}, mpasam momHA3, OHAA Cy cBH Opojesn y Hu3y S’
HETATHBHHU, 14 OCTaje /13 Ce PA3MOTPH CaMo . IIpernocraBumo cana ma je Sy, =
(@i, Tit1, ..., ;) 3a HeKe unaekce i u j rakse gaje 1 <1 < j<n—1.Akojej =n—1
(OTHOCHO MaKCUMAJIHU MOAHU3 je Cy(hHUKC), OHIA je JIAKO OBO PEIIehe MPOUTUPUTH
Ha S: ako je 6p0j T, TOBUTHBAH, OHJIA OH TIPOIYKyje Sh,, & Y NPOTHBHOM moaHN3 S/
je makcumasan u'y S. Mefjyrum, ako je j < n — 1, onjga mocroje nBe moryhuoctu.
Wmn S}, ocraje makcumasny nogHW3 y S, WM MOCTOJU APYTH TOJHW3 KOjH HUje
Makcumasad y S, aau 1mocie JoiaBama T, 10cTaje MakcuMmasad y S.
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4.8. HAJTA2KEFBE MAKCHUMAJIHOTI' Y3ACTOIIHOI' IIOJJHU3A 71

Kibyuana uneja je na ce mojaua maaykTuBHa xunoresa. Oua he 6utn 1emon-
CTpUpaHA Ha IPUMeDPY HaJIaKerha MaKCUMAaJIHOT OHI3a, & 3aTUM fie HeITo O TH-
je 6utu pasmorpena y caemehem omemky. IIpobrem ca pazMOTpeHOM MHIYKTHBHOM
XUIIOTE30M je Y TOME IITO T, MOXKE /I3 TPOJAYKH HOJHU3 KOjU HHje MaKCHMaJaH
y S' u rako dpopmupa HOBH MakcuMasHu nogHu3 y S. IIpema tome, Huje JOBOJBHO
CAMO TTO3HABAKE MAKCUMAJIHOT Moaan3a y S’. MehyTuwm, x,, Moxke 1a MpomyKu camo
MOJTHA3 KOJU Ce 3aBPINABA Ca Tp_1, OMHOCHO cyduke mu3a S’. [IpermocraBumo ma
CMO TIOjaYa/ MHIAYKTUBHY XUIIOTE3Y TAKO /13 OOyXBATH U HAJIAXKEHE MAKCAMATHOT
cybukca, oznagenor ca S = (T, Thy1, - .- Tn_1)-

IlojauaHa MHIYKTWBHA XUIIOTE3a. Y HU30BUMA JAyKHHE < 70 yMEMO Ja
npoHajeM0O MAaKCHMAJIHU TTOMHU3, U MAKCHMAJIHA Cy(MUKC.

Axo 3a nmomams S’ zmamo oba OBa TMOAHM3A, ANTOPUTAM TOCTaje jacan. Maxk-
cuMmasiau cyduke mpormmpyjemo 6pojeM x,. Ako je mobujeHa cyma Beha o cyme
(ry106a/IHO) MAKCUMAJIHOL TIOIHI3A, OHIA MMAMO HOBM MAKCHMAJIHU [IOAHU3 (TaKO/I-
je u HoBM MakcuMaiHu Cyukc). Y [IPOTHMBHOM, 33JpPKABAMO LPETXOAHU MAKCH-
Maau moauu3. [locao TuMe Huje 3aBpIeH: TOTPEOHO je OAPEeIUTH U HOBH MaKCU-
MasiHu cyHUKC. Y ONINTeM C/Iy4ajy HOBM MaKCHMAaJHU CydHKC ce He J100Mja yBeK
MPOMIUPUBABEM CTApOr OpojeM T,. Moxe ce moroauTty Ja je MakKCUMaJjHu CyhUKC
KOjH ce 3aBpIIaBa CAOUPKOM T,, HeratuBaH. Taga je HOBM MAKCHMAJIHA CYy(HUKC yCT-
Bapw mnpasan nogum3, ca cymom 0. AIropuraM 3a HATAXKEHhe MAKCHMAJIHOT [TOTHU33,
nprkaszaH je Ha caurm 10.

Asropuram Max_uzast_podniz(X,n);
VYnaz: X (Hu3 gyxKuHe n).
Hzaas: Glob_mazx (cyma MaKCHMAJIHOL IOJHU3A).
begin
Glob-mazx := 0; {nmo4eTHA BPEIHOCT IJIOBAJIHO MAKC. CyMe }
Suf_maz := 0; {no4eTHa BpeJHOCT CyMe MaKC. CydHKca}
for i :=1 ton do
if z[i] + Suf-max > Glob_max then
Suf_mazx := Suf_max + x[i];
Glob_mazx := Suf_maz;
else if z[i| + Suf_-maxz > 0 then
Suf_maz := Suf_-maz + z[i];
else Suf_mazx :=0

end

Puc. 10. Agroputam 3a HaJaskemhe MaKCUMAJHOT TIOTHU3A
3a1aTOT HU3A.
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72 4. KOHCTPYKINJA AJITOPUTAMA MHAYKIINNJOM

4.9. TlojauyaBahe MHAYKTUBHE XUTOTE3€

IlojagaBame WHAYKTUBHE XUIOTE3€ je jeTHa Of HajBarKHUjUX TEXHUKA 3a JOKa-
3UBambE TeopeMa MHIYKINUjoM. [IpHIHKOM Tparkema J0KAa3a YecTO Ce HAWIa3W Ha
crenehy curyamujy. Heka je Teopema Kojy Tpeba mokazartu o3Hadena ca P. Mn-
JMYKTUBHA, XUIIOTE3a MOXKe ce o3HaunTh ca P(< n), a moka3 Tteopeme CBOAU ce Ha
JIOKa3uBambe TaunocTu TBphema P(< n) = P(n). Y MmHOro ciyudajeBa MOXe ce
yBECTH JIOMYHCKA TIPETIOCTaBKa (), KOja OJIakInaBa J0Ka3. Jpyrum peunma, makiie
je moxazaru [P A Q](< n) = P(n) mero P(< n) = P(n). IIpernocraBka Mozxke
[ M3IJIeId KOPEeKTHa, alu HHje jJaCHO KaKO ce MOxKe JoKazaru. Mmeja ce cacrtoju
y ToMme ma ce () ykibyum y mHayKTuBHy Xunorely. Caza je mnorpebHO joKa3aTu jia,
[PAQ](< n) = [PAQ](n). Konjyakuuja P A Q je jaue TBpherse Hero camo P, anu
ce JecTo jada TBphema Jrakie nokalyjy. llponec ce macrasmpa, u nocie onpehenor
Opoja yBeIEHWX MPETIOCTABKH MOXKE 13 JI0BeIe 10 3aBpIIeTKa JoKasza. IIpobiem
HAJIaXKeha MAKCHMAJHOT MOAHU3a je nobap mpuMep Kako e OBaj MPUHITAI MOYKE
HCKOPUCTUTH 33 YCABPIIABAHE AJITOPUTAMA.

Hajuermha rpemka mpuinkoM KOPUINEHa OBE TEXHWKE je MPEBUI UNHEHUIIE
Jla je mojaTa JIONYHCKA NPETIOCTaBKa Y TPEHYTKY KaJl Tpeba KOPUI'OBaTH JIOKa3.
Hpyrum peunma, Mu mokasyjemo tepheme [P A Q](< n) = P(n), 3abopasmajyhn
Jla je yBeJieHa MOIYHCKA MPETHOCTaBKa (). Y MpUMEpy ca MaKCHMAJHUM MOITHU30M
JI0 OBe Tpemike 61 JOILI0 aKO He OHCMO M3PAuyHAINd HOBH MAKCHUMAJHH CYy(HKC.
Cravano, y mpuMepy ca HamaxemeM (akTopa paBHOTEXKe TBOPOBA OMHAPHOT CTa-
6/1a, OBaKBa TpeIka Omaa OM ako ce He W3padyHa BUCHHA KOpeHa crabma. lIpema
TOME, BarKHO je MPEIU3HO PErUCTPOBATH [IPOMEHE MHJYKTHBHE XUIIOTE3e.

36up nogckyna
4.10. JIunaMu4KO mporpaMmpame, npobJjemM paHma

[Ipernocrasumo ga panan tpeba Hanyuutu creapuma. CtBapu mory ma Oymy
pazsuguTor OobJIMKA M BeJUYHHEe, a IIMJb je J1a ce y paHall ynakyje mro je moryhe
BUIIIE CTBAPH. Y MECTO PAHIIA TO MOXKe 13 Oyle KaMuOH, OPOJ, MU CUIIUIIN]YMCKU
9, a IpobJIeM je TTAaKOBaIbe eseMenara. I1ocToju MHOTO BapijaHTH OBOT MPOOIEMa;
oBze hie buru pazMarpaHa BAPUjAHTA €A JeIHOAMMEH3NOHATHUM HPEJAMETUMA.

IIpo6aem. [lar je mpupoman 6poj K u n mpemnMmera pasAuduTHX BETUINHA
(TexkuHa), TaKo Ja i-TH npeaMer uMa sesuuuny ki, 1 < i < n. IIponahu nomckymn
IpeaMeTa Uhja je cyMa BeJIWUnHa jegHaka TadHo K, wiad yCTAHOBHUTH Ja TaKaB
MOJICKYTI HE TIOCTOjH.

Osnaummo npobaem ca P(n, K), rae n o3aadasa 6poj upeamera, a K pennduny
(nocuBocT) panna. Beawdune npeaMera mOApasyMeBajy e MUMILIUIUTHO, OIHOCHO
bUXOBE BEJIUUNHE HUCY JIe0 eKCIUIMIUTHE 03Hake mpobiema. Ha rtaj nHaunu P(i, k)
03HaYaBa MPOOJIEM Ca MPBUX { IPeIMeTa U paHteM Bejuimae k. 300r je JHOCTaBHOC-
TH OrPAHAYIABAMO Ca HA TPODIEM OJJTYIUBAIbA, /1A JIU PEIIEHHE TIOCTOjH. 3ATOTHHEMO
ca HajjeJHOCTAaBHUJUM UHIYKTUBHUM HPUCTYIIOM.

NuaykTuBHa xunoresa (TpBU TOKyIIaj). YMemo na permmvo P(n — 1, K).
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4.10. ZJUHAMUNYKO ITPOI'PAMUPAIGE, ITPOBJIEM PAHITA 73

Bazuu ciaydaj je jeaHocrasan: perieme ocToju akko je k1 = K. Ako nocroju
pemiemse npobiaema P(n — 1, K), ouna je To u pemewe P(n, K): y To pememe He
Y37 TIPEIMET BETUIUHE Ky, ¥ TPOTHUBHOM, AKO HE TOCTOju pememe P(n — 1, K),
MOCTABJbA CE MATAE — MOYKE JIH Ce HCKOPUCTUTH 0Baj HeraTuBHU pesyarar?! Hajmpe
3aKJbyIyjEMO [ N-TU MIpeaMeT Mopa outn ykJbydeH y 36up. Tama ocranu npegmeru
MOpajy craTu y Mamu panan Beanuune K — k,. [Ipobiem je Tume cBemen Ha 1Ba
mamba npobsema P(n— 1, K)u P(n—1, K —k,,). /la 6u ce perieme KOMIIETUPAJIO,
Tpebaso O mojavaTn MHAYKTUBHY XUmoTe3y. IToTpebHo je mMaru perremna He caMo
3a pamar peanuniae K, HEro u 3a paHile Bermdnme Mame om K.

WnaykTuBHa xunoresa (Ipyru nokymaj). Ymemo na pemumo P(n—1,k) 3a
cee k, 0 <k < K.

Osa unayKTuBHA xunoresa omoryhyje mam na pemmmmo P(n, k) 3a 0 < k < K.
Basau cyuaj P(1, k) ce maxo permasa: 3a k = 0 yBek mocToju pemerme (TPUBH)jAIHO,
HyJIa cabupaka), & y MPOTHBHOM DeIee MOCTOju akko je k1 = k. IIpobmem P(n, k)
cBoau ce Ha apa npobinema P(n—1,k) u P(n—1,k—k,) (apyru npobaem ornama ako
je k—k, < 0). O6a oBa nmpobiema ce MOry pemutu MHAyKIujoM. [lomTo je csoheme
KOMILJIETHO, aJITOPUTaM je KoHCTpyucaH. Meljyrum, oBaj anropuram je nHeedpukacas.
[Tpobaem Besmuune n cBeieH je Ha dea npobiema Besuanbe n— 1 (ucruHa, y jeHOM
oz norpobieMa cMarmbena je peanoct k). Caku oz HOBUX npobsieMa CBOJU Ce HA
10 J[Ba HApeIHa pobieMa, UT/, HITO JOBOAM J0 eKCIOHEHIINjaTHOI AJITOPUTMA.

Ha cpehy, y muoro ciaydajeBa morylie je mobospmatu e(pUKACHOCT TPUIAKOM
pelaBama OBaKBUX IMpobsema. 3anaxka ce 1a yKymaH Opoj pa3zauguTux mpodbiema
HE MOpa OUTH TPEBEUKH: TPBU TAapaMeTap MOXKe Ja UMa HAJBUINE N, a APYTUd Ha-
jpumre K pasauauTux BPeAHOCTH. YKYIHO je Opoj pasnuauTux npobemMa HajBuIlne
nK. EXCIOHEHIHjATHO BpeMe M3BPIIABABHA AJITOPUTMA je MOCTEIUIA JyILIAPAA,
6poja mpobaeMa mocste cBaKOr ceohema. [lomTo ykymHo uma nK pasauautux mpod-
JieMa, jacHo je Ja cy Heku of bux (ako je 2" > nK) sume nyra pemasanu. Kopucaa
ueja je maMTUTHU CBa, HaljeHa pemrema 1a O6u ce n30ero MOHOBJhAKE PEIaBaFha MC-
tux mpobsema. OBaj NPUCTYT je KOMOUHAIIH]a MOjauaBabha UHIYKTUBHE XUMOTE3€e U
KOpHIhena MOTIyHe nHAYKIHje. Pasmorprhemo cama Kako ce 0Baj MPUCTYIT MOKE
IPAKTUYHO PEATU30BATH.

3a cmermnrame CBUX U3PAYyHATHX PE3yJITara KOPUCTH ce MocebHa MaTpuua JTu-
mensuje n X K. Enemenar (i, k) marpune caapxu undopmanuje o pemewy P(i, k):
Crobeme 10 JApyroj BAPUjAHTH WHIYKTUBHE XUIOTE3e EKBUBAJIEHTHO je M3padyHa-
Bamby je/lHe BPCTE HA OCHOBY TIpeTxoiHe BpcTe Marpuiie. CBaKu eeMeHaT ce n3pady-
HABA HA OCHOBY [IBa €JIEMEHTA U3 MPETXOAHe Bpcre. AKO je moTpebHO ompeuTu u
TMOJICKYTI ca 3a7aTnM 30MpOM, OHJA Y3 CBAaKM ejleMeHaT MaTpuie Tpeba cadyBaTH
u WHMOPMAITH]Y O TOME 113 Ju je oArosapajyhu ejleMeHAT CKyna yKJ/bydeH y 30up
y ToM Kopaky. llparehu ose madopmarnmje yuazan on enementa (n, K), Moxke ce
PEKOHCTPYUCATH HMOACKYH ca 30upoM K. Asropuram je mpukasaH Ha cauum 11, a
vy tabenu 1 npukasaH je jeman npumep. Marpumna P je 36or ymobHocTn guMeH3Mje
(n+1) x (k+ 1) n campxku enemente Pli, k], 0 <i<n, 0<k<K.
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74 4. KOHCTPYKINJA AJITOPUTAMA MHAYKIINNJOM

Ausroputam Ranac(S, K);
Vnas: S (BexTop my>kumHE N Ca BemmdmHaMa npeamera) u K (BesmdanHa paHna).
WNsnas: P (marpuna, Taxo ga je Pli, k|.Postoji = true akko mocroju pememse npobuema
paHIa Ca MPBUX ¢ IPEAMETa, 33 Benwauny panna k; P[i, k]. Pripada = true akko i-Tu
IPeAMeT IPUNALa TOM DelIemy ).
begin
PJ0,0].Postoji := true;
for k:=1to K do
P[0, k]. Postoji := false;
{enemerntn P[i,0] 3a ¢ > 1 Gule n3pagyrarr ma ocrosy P[0, 0]}
for i :=1ton do
for k := 0 to K do {m3pauynasame enementa P[i, k|}
Pli, k].Postoji := false; {monasua BpenaOCT}
if P[i — 1,k].Postoji then
Pli, k]. Postoji := true;
Pli, k]. Pripada := false
else if k — S[i] > 0 then
if P[i — 1,k — S[i]]. Postoji then
Pli, k]. Postoji := true;
Pli, k]. Pripada := true;

end

Puc. 11. Auxaropuram 3a periasame pobiaeMa paHiia.

I _oft]2]3[4[5[6[7[8[9[10][11]
B=8loT-T-T-7T-T7T-T1T-T-AL]-71-T7 -
ko=5b1|O|-|-|-]-|T]|-]-bO|-| - -
ks=4llo]--]-]T11Oo]-7- 7| -] -
k=E)[o]-]-]1]o]Jo]-Ji]1]Oo[~—TI

TasnuiAa 1. Tlpumep Tabeme dopmupame Mpu peraBamy ITpod-
JeMa paHma. Yaasz ¢y n = 4 mupenMera BennuwmHa 8,5,4 m 3, a
pesauuuna paana je K = 11. Cumbon 717 3Ha4u 1a MOCTOju perie-
e Koje obyxBara mpeamer u3 oaroeapajyhie spere; ”O”: mocroju

pelleme, ajau camMo H6e3 Tor mpeaMeTa; '-”: He MOCTOjU peIlemke.

Meron kopuifieH 3a peraBambe OBOT MPODJIEMa, je CHEUjaJHU CJIydaj OIIITEe
TeXHUKe KOja Ce 30Be AMHAMMW4YKO IITporpaMmpame. CyLHTI/IHa JAMHAMHAYKOT' IIDO-
rpaMupama je dbopmupar-e Beaukux Tabena (y OmmreM Caydajy BUILEIAMEH3UOH-
AJHMX) €A CBUM IIPETXOJHUM De3yiraruma. Tabene ce KOHCTPYHUILY HTEPATHUBHO.
CBaku ejieMeHaT ce M3padyHaBa Ha OCHOBY Beh m3padynarux esemenara. OcHOB-
HU TIPpODJIEM je OpTaHM30BaTH W3PAaUyHABAIhE eJeMeHara tabene Ha HajeUKACHUU
HauwH. /Ipyru nmpuMep AMHAMAYKOT ITpOrpaMupama Oule npukasan y onemKy 5.7.
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4.11. YOBNUYAJEHE I'PEIIKE 75

Cioxenoct. Y tabenu nma nK enevenara. CBaku o1 HUX M3pAYyHABA, Ce
3a KOHCTAHTHO BDPEME Ha OCHOBY NAPYra [Ba €JeMEHTA, 113 jé YKYIHA BPEMEHCKA
cnoxernocr anropurma O(nK). Ako mpenvern HuCY mpeBesnnkn, oHaa K He MOKe
OMTHU IPEBEINKO, 113 je nK < 2. Ako je K jako BeJIMKO, WK Cy BEJIMYMHE IIPEAMETa,
peasnuu O6pojeBH, OHJA je OBaj MPUCTYII HEIIPUMEHJbUB; HA OB3j IpobeM BparuhemMo
ce y normasmy 11). Ako je mOTpeGHO CaMO YCTAHOBUTH Ja JIM PENIehe MOCTOjH,
OHJZIA je OATOBOP canpKan y enementy Pln, K|. Ako nax Tpeba opeuT mOACKyT ¢a
36mpom K, onna tpeba mpehu myt yrazag, monazehn ox mozummje (n, K), kopucrehn
mosbe Postoji enemenara marpune u3 nporpama. IIpeamer rexkune k, mpumana
ckymy akko je P[n, K].Pripada tawno; ako je P[n, K|.Pripada Ta1ao, OmHOCHO
HETAaYHO, OHJIA Ce Jajbe Ha UCTH HauuH nocMaTpa enemenar Pln—1, K —k,], onHocuo
P[n — 1, K] u3 n — 1-e spcre, ura. Hogckyn ce pexorcrpyuiie 3a O(n) Kopaka.

ITpocropua cnoxkenocr osor ajropurma je O(nk). Ako ce 3axTeBa caMo OIro-
BOp HA MHTAIbE J13 JIM TTOCTOjU MOACKYI ca 30mpom K, mako je MoanduKOBaTH aJ-
FOPUTAM TAKO JIa My MpocTopHa caoxenoct 6yae O (K ): HapeaHa BpCTa ce m3pady-
HAaBa Ha OCHOBY IPETXOJHe, IIa je 3a m3padyHaBame enementa Pn, K| m0BosbHO
HMaTH MPOCTOP 33 CMEMITAkE JBE y3acTomHe BpcTe marpuile. /lake ycaBpinaBame
J0BO/M 10 ajiropurMma npocropie ciaoxenoctu O(K) koju omoryhyje n edpekTusHo
IpOoHAJIAXKebe TMOACKYTa ca 30upoM K, Bumern 3amarax 4.15.

KomenTap. /IunaMu4dko mporpaMupamme je epuKacHo Kal ce mpobieM MOKe
CBECTH HA HEKOJMKO MambUX, ajdd He cacBuM Majux nornpobsema. Permaajy ce
ceu Moryhu mornpobaemu. Pesynrary m3padyHaBama 9yBajy ce y oarosapajyhioj
rabesu. Jlakie, MMHAMUYKO MPOrPAMHUPAHE je MPAKTUYIHO W3BOI/BUBO CAMO aKO
6poj moTmpobIeMa HEje MpeBeankn. JaK M Tajga TUHAMUYKO IPOrPAMUPAIHE PAIH
ca BesiukuM TaberaMa, 1ma OOMYHO 3aXTEBA BEJIWKHA MEMOPHCKH MPOCTOP. ¥ HEKUM
ciydajeBuMa, Kao y aaropurmy Ranac wa ciumu 11, moryhe je permurn mpobirem
xopucrehin Mamby TPOCTOP, TAKO IIITO Ce Y MEMODPHUJHU Y jETHOM TPEHYTKY 9yBa CAMO
Mambu Jieo (J1Be Bpcre) Marpuiie. BpeMeHcka CI02KeHOCT je 06u4HO 6ap KBaIpaTHA.

4.11. YobuuajeHe rpemike

Ocspuyhewmo ce Ha Heke moryhe rpemke TPUIMKOM UHIYKTUBHE KOHCTPYKIIHje
ajropuTaMa. I'perke IpuaInKoM u3Bohema J0Ka3a NHAYKIINjOM Beh cy pa3MoTpeHe
y omespKy 1.11. CBe Te rpemke oBre uMajy cBoje anajorone. Ha mpumep, decto ce
3abopaB/ba HA 6a3y WHAYKOMje. Y CIy4ajy PeKyp3uBHE mporeaype 6a3Hu ciayda)j je
OJ CYIIITHHCKOT 3Ha4aja, jep ce Kpo3 hera nu3aa3u u3 pekypauje. Ipyra gecra rper-
Ka je TIPOIIVPUBAIGE PEIIeha 33 N Ha PEIehe CIENHjaTHOr, YMECTO MPOU3BOJFHOT
ciayvaja npobaema 3a n + 1.

Henamepna mpomena MHAyKTHBHE XHIIOTe3e je Takohe decra rpemka. JlemoH-
crpupahemo T0 Ha jenrom mpumepy. ['pad G je GunmapTuTHH aKO Ce HBEroB CKYII
YBOPOBA MOXKE MPEICTABUTH Ka0 JIVC]YHKTHA YHU]a NBa MOIACKYIa, TAKO 13 HE MOC-
TOju TpaHa m3Mely mBa MPOW3BOJPHA YBOPA W3 MCTOr MOCKYMa. 3a IOBE3aH Ou-
mapTUTHU rpad je OBAKBO PAa3araibe y OHUCjYHKTHY YHH]Y jeIHO3HATHO, BHIETH
3amarak 6.22.
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76 4. KOHCTPYKINJA AJITOPUTAMA MHAYKIINNJOM

IIpo6aem. 3a 3amaru mose3anu HeycMmepenu rpad (G yCTAHOBUTH IHa JIK je

OumapTuTHU, a ako jecte, mpoHahu oxroeapajyhe pa3jaraimbe HHEroBUX YBOPOBA, ¥
JUC]YHKTHY YHH]Y.
Ilorpemino pemnieme: YKIiIamaM0o 9BOP U U PA3IAKEMO OCTATAK rpada WHIYKIIN-
joMm, ako je moryhe. TIpeu mogckyn 3ahiemo 6eau, a Apyru ypru. AKO je v more3an
camo ca OeauM YBOPOBHMMA, TPUKJBYUYjeMO T'a IPHOM CKYIy, W OOPHYTO — akKo
je v ToBe3aH caMO ca IIPHUM YBOPOBMMA, IPUK/BYIYjeMO Ta 0eoM cKymy. Ako je
¥ TOBE3aH Ca YBOPOBHMA M3 00a MOACKYIA, OHIA Tpad HHje OUIMApUTHUTAH, jep je
pazJiarame jeTHO3HAYHO.

OcHoBHa IpellKa y OBOM peLiery (a TO je rpelika Kojy CMO HAMEpPaBald Ja
UJIyCTPYjEMO) je y TOME IITO MOCJEe YKIahalha 9Bopa v Tpad He MOpa Ja OCTaHe
moBe3aH. lIpema Tome, mMamu npumep mpoOIEMa HUje UCTH Ko MOJA3HU, 113 Ce
WHYKIINja HE MOXKEe KOPUCTHTH. AKO OHUCMO YKJIOHWJIM YBOP KOju He ~pazbuja’
rpad, pereme 6u OGHUI0 KOPEKTHO.

4.12. Pe3ume

Y 0BOM HOIJVIABJBY IPUKA3AHO j€ BUIIE TEXHUKA 3& KOHCTPYKIH]Y AJIrOPUTA-
Ma, KOjé Cy yCTBapu BapHjaHTe jemHor ucTor npuctyna. Hoee TexHuke um OpojHU
npuMepu Oulie matu y HapegHUM moraaB/buMa. Hajbo/bu HAYWH 74 ce Te TeXHUKE
caBJaajy je ma ce oHe KOpHCTe 3a permiaBame npobsema. Ilpuankom pemaBama
npobieMa KOPUCHO je UMAaTH Ha yMy cjaeiehe cyrecruje:

o [IpuHnun wHIAYKIHje KOPUCTHU Ce Ja Ce yJa3 3a mpobJeM CBele Ha jelaH
WU BUIe MambuxX. AKO ce cBoherbe MOXKe yBEK M3BeCTH, a Oa3HU CIyUaj
ce MOKe PEeIINTH, OHJA je aJaropuTaM JepUHUCAH WHIYKIIHjOM, OIHOCHO
nobujen je pekypsuBau anropuraM. OCHOBHA Haeja je 1a ce mayKmba CKOH-
IIEHTPHUIIE HA CMAbUBAbE TPODIEMa, a He Ha IberOBO TUPEKTHO PEIIaBAE.

e Jeman on HAjJIAKITNX HAUYWHA, 12 CE CMAKBHU MPODJIEM je eTUMUHAIN] HEKUX
LEroBUX eJjieMeHaTa, MITO Ce MOXKe TOKYITAaTHU Ha BUIIEC HAYUHA. Hopeﬂ
eJIMMUHALI]E eJIEMEHATa KOjU Cy OYMIJIEAHO CYyBUITHU (KA0 y 01e/bKy 4.3),
Moryhe je crajame aBa eIeMEeHTa Vv jeIaH, IPOHAIAKEIbe eleMeHaTa KOju
ce MOory obpajuTu Ha MoceOaH HAYWH, WK yBOhemhe HOBOT eJIeMEHTa KOju
mpey3uMa yJIOry JIBa WJIU BUINE TONa3HUX eneMeHara (omempak 5.5).

e Benuuwna mpobiema MOXKe ce CMamuTH Ha Buille HauwHa. MelfjyTuMm, ne
n00mja ce CBAKOM OJ TMX PEAyKInja ajropuraMm ucre eduKacHOCTH. 3a-
TO je KOPUCHO Pa3MOTPHUTH Pa3JIUUUTE PeJ0Csejie MPUMeHe WHIYKTHBHE
XHUTIOTE3E.

e Jenaw on wHajedpmKacHUjUX HAUMHA 33 CMAMbUBarhe BEJIUUINHE TTpobIeMa je
IHeTOBa MoJesa Ha JIBA WU BUITIE MOAjeTHAKUX TemoBa. /lekommosuimja je
e(puKaCHa aKO ce MpobIeM MOXKe TMOMEJTUTH, TAKO J1a Ce O Pellerha MOT-
npobiemMa JIako J00Hja pellerme meaor npobdieMa. AJIroOpuTMU 3aCHOBAHU
Ha JEKOMIIO3UIKjU PAa3MAaTPAHU Cy y ofesmpimma 5.3, 5.4, 7.2, 7.4, 8.4, 8.5.

o [Ipuaukom cBohema Ha Mame moTmpobieme, Tpeba TEKUTH 18 ITOTIPOO-
JleMu Oydy mTo He3aBucHuju. Ha mpumep, mpobieM cOpTUparma MOXKe ce
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CBECTH HA MPOHAMAKEHE U YKJIAbAhEe HAJMAMEr eJIEMEHTA; PEIOCIe]] OC-
TAJUX He 3aBUCH OJ YKJIOEHOr ejieMeHTa, (BugeTn onebke 5.3,6.5).

e Ha xpajy, cBe nabpojane Texunke Tpeda KOPUCTUTH 3ajeTHO, KOMOUHYjyhn
ux Ha pasne Hauune. Ha npumep, MOXKe ce KOPUCTUTH JEKOMIIO3UIM]a €A
LOjayaBabeM UHJYKTUBHE XULOTe3e, Tako ja ce pobujenu norupobiaemu
naxime KoMOuHyjy (onemax 7.4).

3amannm
4.1. KorCcTpyncaTu aJropuTaM 3a U3padyHaBamke BPEHOCTH MOJINHOMA 3ACHOBAH HA JEKOM-
no3unyju. Komuku je 6poj cabuparma U MHOXKeHma ToTpeban?

4.2. Pazmorpuru amroputam Bijekcija ca cauke 4. Jla sm je moryhe ma ckyn S mocrame
mpa3aH Ha Kpajy u3BpinaBawma anroputma’ HapecTw TakaB mpumep, WJIH JOKA3aTH a CE TO He
MOYKe JIECUTH.

4.3. Ilra je uuBapujanTa netbe y npsoj while nermu asropurma Zvezda (cmuka 5)7

4.4. Jlato je 6unapHO ctabno 1. Koucrpynucaru edukacaH aJroputaM KOju Aaje OATOBOP HA
nurame ga ju je T ABJI crabio.

4.5. Yuyrpammu usop v 6uxapuor crabna je C-ABJI uBop ako 1eBO M AeCHO mOACTAOIO
uMajy jenHake BuUcuHe. KOHCTPYHCATH aJrOpUTaM JIHHEApHE CJIOXKEHOCTH KOju O3Ha4daBa cBe C-
ABJI uBopose maror GmuapHOr cTadsna, uuju HE jegan noroMak mHuje C-ABJI uBop.

4.6. 3a 6unapuo crabmo kaxemo na je JI-ABJI crabso ako 3a CBAaKH IErOB YHYTPAIIHI
4BOP JIeBO moAcTabyio uMa BUCHHY 3a jeqaH Behy o gecHor. KoHcTpyncaTu ajaropuraM JuHeapHe
CJIO?KEHOCTH 33 Mpoeepy Aa Jjiu je maro crabso JI-ABJI crabio.

4.7. Koucrpyucaru ajJroputaM KOju IPOBEPABA [1a JIK Cy jeAHAKA ABA 334aTa OMHAPHA CTa-
671a.

4.8. TlpenmsupaTy perieme npobiaeMa panna kopumhemeM nosba Pripada (cnuka 11).
4.9. Heka cy nmare age dyakumje, f/(z) u [ (z),

)('I)7

f”(aj) = f(w’l/,hlll),(wé/,hg ,...,(w;/,}L;/)(x)?

/ _
F @) = Far my) @hhh),e (@l

MaKCHMYMH JBe TpyIe of 1o n/2 npaBoyraoHux GyHKiuja (Bugetu oxembak 4.6); k,1 < n, h;e =
hy = 0. ®ynxmwmja f'(x) (u camano f(x)) mva y mrreppanmva [2], 2] ;) KoECTaHTHY BpegHOCT Ay,
0 <i <k, npu wemy ce 36or ypobuocTn ysuma ga je zj, = zj = —o0, hy = hy =0, 2}, = +oo.
Koncrpyucaru asropuram cioxkenocru O(n) 3a oppehusame dyunkuuje f(z) = max{f’'(z), f"'(z)}.

4.10. Mogudukanuja npobsemMa MAKCUMYM CKYyIld IPABOYTAaOHUKA: Y MECTO IIPABOYIAOHUKA
(L,D,V) ca z-koopmuHaTama Jjesor L u mecHor kpaja D, omHocHo BucmHOM V, Koju ”mexn”
Ha z-ocm, cama (L,D,V) npeacrasma durypy nobujeny nomasamem “KpoBa” (jeaHAKOKPAKO-
[IPaBOYIJIOr TPOYTJIa CA XUIOTEHY30M jy:KuHe D — L Ha ropmoj UBUIM IPaBOYyTAOHUKA) HAa Ipa-
BOYTAOHHK. 33JaTaK OCTaje HCTH — OAPEAWTH MAKCHMYM 7 OBAKBEX (DPYHKIHjA AJITOPUTMOM
croxkenoctu O(nlogn).

4.11. Heka je 1,22, ...,%n HA3 peannux (He ob6aBe3no no3uTuBHuX) 6pojesa. Koncrpyucarn
anropuram caoxenoctu O(n) 3a oppebuBame nmopHmsa T, Tif1,...,T; ca Hajsehimm moryhmm
npoussogoM, 1 < ¢ < j < n. [Ipousson npa3sHor nojuusa je no neduaunuju jegsak 1.

4.12. 3a yBop GunapHor crabiua (Koje y ommreMm ciaydajy He Mopa jaa 6yae ABJI crabio)
kaszemo na je ABJI uBop ako je meros ¢dakTop pasrorexke u3 ckyna {0,+1}. Koncrpyuncaru
aJropuTaM Koju y maroMm OumHapHOM crabiay 1’ 03Ha4YaBa CBe KPUTHUYIHE UBOPOBE (IBOPOBE KOjI
rucy ABJI 4BOpOBH, a 4mju cy cBu noromuu ABJI uBopoBu).
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4.13. Heka je G = (V, E) crabno ca n 1soposa. lusb je hopMupaTn cHMeTpUIRY KBAAPATHY
MATpHLy pena n, 4uju exemenar (4,j) je jeqHak pacrojamy usmehy usoposa v; u vj. Koncrpy-
ucatu amropuram ciaoxkenoct O(n?) xoju pemasa opaj mpofireM axo je cTabio 3a7aTO JHCTOM
II0BE3aHOCTH.

4.14. Pacrojame u3meby nBa uBopa crabsa je 6poj rpaHa Ha jeJUHCTBEHOM YTy KOJH HUX
nosesyje. Jujamerap crabna T = (V, E) je najsehe mehy pacrojamuMa HeKa [1Ba IHEroBa 4BODA.
Konucrpyucaru edukacan asropuraM 3a ogpehusame qujamerpa garor ctabia, u OgPeSUTH IheroBy
BPEMEHCKY CJIOXKEHOCT.

4.15. Kaxo ce moxke mobosprratu kopumrheme MEMOPHJCKOT IPOCTOpa y anroputmy Ranac
ca cauke 117 Kosmka je mpocTOpHA CI0KEHOCT yCaBpPIIEHOT aJropurMma’

4.16. Bapwujauta npobsema pauna. Jatu cy 6pojeBu x1,x2, ...,y U K; IOTpebHO je mpem-
craButu K y 00uKky 36upa mHexux 6pojeBa x;, 1 < ¢ < n, upu demy ce cabupuu MOTY IOHAB/HATH
npousBosbaH Opoj 1yra.

4.17. BapwujarTta npobGnema panna. [IpernocraBke cy mcre kao u y 3agarky 4.16 (n tunosa
npeaMeTa TeXXHHA T1,X2,...,Tn; 3aJUXe TUX IPEMeTa Cy HeOorpaHHYeHe, W 3ajara je cyma K
TEXKHUHA NPEAMETa y DAHILy), 4IH je CaAd NPEeJMeTHMa TUNA | NIPHAPYXKEHA BPENHOCT Vi, © =
1,2,...,n. KorcTpyucaTu aJropuraM KOju DaHall IIyHHU JI0 BpXa, U TO IpeJMeTHMa Ca HajBehum
30UpPOM BPEAHOCTH; APYTUM PEYNMA, OAPESUTH HEHEraTuBHE 1ese Opojese ai, az,. .., an TAKBE 13
je >4 ajk; = K, a na cy™Ma y i, a;v; HIMa MAKCHMAJHY BPEJHOCT.

4.18. Heka je mar ckyn npupogaux 6pojesa {%1,22,...,%n} u HeKa je S = > 1" | x;. Kon-
cTpyucaTu anroparaM ciaoxenoctn O(nS) koju passazke oBaj CKyI y ABa JAHCjyHKTHA IIOJICKYIIa
ca jeJHAaKMM CyMaMa eJleMeHaTa, uiu yTBphyje 1a TaKBO pasjiarake Huje moryhe.

4.19. Ha pacnonaramsy HaM je agropuraM y o0suky ypue xymuje (IITO 3HAYN [a HE 3HAMO
IeroBe Jerasbe) ca caegehinm ocobuHaMa: 3a JATH CKYI OJ N IPUPOAHUX OPOjeBa W IPUPOIHHU
6poj k, anropuram maje ogrosop ”ma” wmsim ”He”, 3aBHCHO Of TOTA 13 JIU IOCTOjU MOACKYI SATHX
GpojeBa ca cymoM jeanaxoM k. Kako ce MOXKe 0peJuTH IOACKY I 6pojesa ca cyMoM k (aKo mocToju),
kopucrehn upuy xytujy O(n) nmyra?

4.20. IIpobseMm XaHOjCKMX KyJIa je CTAHJAPJHU IPUMED HETPHBHjAJIHOT NPOOJIeMa KOjH MMa
jeIHOCTABHO DEKYP3UBHO DEINEemhe. YKYIHO N JUCKOBA DA3IMYHUTE BEJHIHHE CIOXKEHH Cy Ha yC-
npasHy mTamuh A, TaAKO Ja WM BeJWYWHE OMaJajy 070370 Hapuiie. [lopes Tora, mocToje U aABa
npazna mranuha B u C. Ilumk je npemecTuTn CBe AUCKOBE, jefaH 1O jesaH, HA apyru mranuh (B
unu C), Ha caenehn Haunn. [IMCKOBU Ce IpeMeNITajy ca BpXa jeJHOT Ha BpX JApyror mramnuha,
M CaMoO aKO ANCK A0Ja3W Ha auck eehlim ox ceGe (mmm mHa mpasan mranuli). Bpoj npememrama
nuckoBa Tpeba ga Oyne HajMamu Moryhu.

(a) KorCcTpymCcaT HHAYKINjOM QJITOPUTAM 33 HaJlasKeme Hajkpalier Hu3a moresa koju pemasa
npobieM XaHOJCKHX KyJIa ca M JTUCKOBA.

(6) Konuko noresa tpaje m3spmasame anropurMa? opuuparn amdepeHnnay jeaHAIHHY 33
6poj moTe3a U PENIuTH je.

(n) Jokazaru ga je nobujern 6poj moresa y (6) onTumanan, OZHOCHO A2 HE MOCTOJH AJITOPATAM
KOjU peliaBa npobiieM y MamweM Opojy moresa.

4.21. Pasmorpumo caezneliy Bapujanty npobrema xaHojckux Kyua (3amarak 4.20). ¥V moger-
HOM IIOJIOXKAjy AWCKOBH He MODajy BHIIe OMTH Ha jeJHOM ImTamnuhy. Mory 6uTu Ha IPOU3BOJbAH
HaumH pacnopeljern ma Tpm mranuhia, y3 ycaoB ga MM BenmduHE Oomazajy (OZO3[0 HABUINE) HA
csakoM mranuhy. use Koju Tpeba nmoctuhu ocraje UCTH, Aa Ce CBU JUCKOBU IIPEMECTe Ha 3aJaTh
mramuh (y3 mcra OrpaHHMUema Ka0 W y OCHOBHOM mpoOsemy), kopucrehn mTo je mame moresa
moryhe. Koncrpyucaru ajaropurtaM 3a ojpehuparme Hajkpaher HU3a 1OTe3a KOjU pelllaBa OBY Ba-
pujanTy npobeMa XaHOjCKUX KyJIa Ca N JUCKOBA.



T'nasa 5
A.TII‘OpI/ITMI/I 3a pa,u Ca Hu3oBuMa m CKYHOBI/IMa

5.1. ¥YBoz

Y oBom norsiaB/py 6asuhemo ce npobsieMuMa 3a KOje Cy yJia3u KOHAYHHU HU30BU
uau ckynoeu. Pasnmka w3amely HM30Ba M CKymNoOBa je y TOMe IITO je KOI HU30BA
OGutaH peocsen ejleMeHara, a Koj ckynosa uuje. Takole, Koj ckymosa ce mper-
TTOCTaB/ba Jla Ce jeJaH WCTU e€JIeMeHaT TOjaB/byje HajBUINE jeTHOM, a KOJ HU30Ba,
TaKBe MPETIIOCTaBKe Hema. llomTo cy yma3am momany OOMYHO JaTH HEKHM DEIOM,
MOXKeMO ux cMmarparu Hu3oMm. Nnak, yia3 ce Moxke cMarpaTu CKYIOM aKO HAC pe-
JIOCTIET eJleMeHaTa He 3aHnMa. AKO ce Ipyraduje He HATJIACH, Y OBOM TOTJIABILY Ce
HPETHOCTaB/ba JIa je npeicraBa yaaza (yJa3sHUX MOJATAKA) BEKTOD 3ajaTe BeJiu-
qune. Hajuernfie ce mpermocTaBmpa /1a Cy TO €JeMEeHTH HOTIYHO ypeheHor ckyta
(Hnp. nesn wim peasnnu 6pojeBu), Tako ja ce mMory ynopefjusaru. Paszmarpajy ce
MATAKA KAO IITO CY MAKCUMAJIHOCT, PEIOCIE, CIEIN]AJTHN TOJHI30BY, KOMIIPECH]a
momaTaka u yrnopeljusame HU30Ba.

Pasmarpa ce Buimne ajgropurama ca mupokoMm mpuMmeHoM. HaBone ce HoBu mpu-
MepU METO0JIOTHje KOHCTPYKIIMje aJrOpUTaMa, yBeJIeHe y MOTIaBby 4, aau u He-
KM BayKHU ajiropuTMu. TO Cy BaXKHU UM YHUBEP3AJIHO PUMEHIHUBU AJIropuT™Mu (HA
npuMep GUHAPHA [IPETPAra i COPTUPAILE), BAXKHE AJITOPUTMU €A IPUMEHOM y CHEI-
dbuunum obsacruma (koMupecuja nojaraka, ynopehjusarme HU30Ba), KAO U HE MHOIO
BayKHU QJICOPUTMU KOJU WIIYCTPY]y BarkHe TexHUKe (HajaxKere aBa Hajseha Gpoja
y CKyIly, pofjieM MynaBor MOIHU3A).

[IpBu mpumep y oBOM mOr/iaB/by je OmHapHa mperpara — QyHIAMEHTATHU U
e/TETaHTaH aJITOPUTAM KOJjH C€ I0jaB/byje y MHOTO OOMMKA M Ha KOTa €€ HAWIA3H
y MHOTUM CHTyalfjaMa. JaTUM Ce IPeJa3d Ha COPTUPAE — jeJaH O HAJIupe
MpoydYaBaHuX Mpob/ieMa, PAHTOBCKE CTATUCTUKE, KOMIIPECH]Y TIOIATAKA, ABA, TPOD-
JeMa moBe3aHa ca obpaIoM TEKCTa W TpODAbUINCTIYKE aJrOpUTMeE.

5.2. BunapHa mpeTpara u Bapujaiuje

Bunapna mperpara je 3a 061acT aaropuraMa OHO IITO jeé TOYAK 33 MEXaHU3MeE:
OHA je jeJHOCTaBHA, €/IETaHTHA, HEM3MEPHO BarkKHA, M OTKPWBAHA je€ BHIIE IIyTa.
OcHoBHa uzeja GuHapHe mperpare je mojesia IpocTopa Ha, ABa NPUOJIMIKHO jeHAKA,
Jlejla TIOCTaBJbAFHEM CAMO jeJTHOT NMHTAMA. ¥ OBOM OJeJbKY Pa3MaTpa Ce HEKOJIHUKO
Bapujaruja OMHapHe mperpare.

79
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80 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

5.2.1. Ywncra GunapHa nperpara.

IIpo6aem. Hexka je x1,29,...,x, HA3 peagHux OpojeBa Takas Ja je T1 < o <
-+ < xp,. 3a 3amary peanau 6poj 2z Tpeba YCTAHOBUTH 1A, JIU CE€ Z MOjaBJbyje y HUu3y,
a ako je oarosop ”ma”, morpebHo je mponahy MHIEKC ¢ TaKaB 13 je T; = 2.

300r jeaHOCTABHOCTH, TPAXKUMO CAMO jeJaH WHIEKC ¢ TaKaB 13 je 2 = T;. ¥
OMINITEM CJIy4ajy IuJb MOXKe /13 Oy/e MpOHANaXKeme CBUX TAKBUX HHIEKCA, HAjMa-
wer unn Hajseher mehy muma u camano. Haeja je mpemoaoBUTH MPOCTOP KOJH Ce
[IPeTParkyje TAKO IITO Ce HAJIIPe IPOBEPHU cpemu wian Hu3a. [Ipernocrasumo 300r
jemHocTaBHOCTH Na je n mapan 6poj. AKO je 2 Mame O Ty /241, OHIA 2 MOXKe OUTH
CaMO y MPBOj MOJOBUHYU HU3A; Y MPOTUBHOM, 2 MOXKE OUTH CaMO Y [IPYToj MOJOBUHU
uu3a. llponanaxeme z y IpBOj WK ApPYroj MOJOBUHU HU3A je TPOOJIEM BEIUYHUHE
n/2, Koju ce pemasa peKyp3wBHO. BasHw ciyuaj n = 1 pemasa ce HEmOCpeTHUM
yuopehuBameM 2z ca ejeMenToM. AjropuraM je gar Ha couiy 1.

Agnropuram Binarna_Pretraga(X,n, z);
Vanas: X (mm3 ox n 6pojesa, ypehennx meomanajyhe) u z (6poj koju ce Tpaxmu).
Wsnas: Poz (megekc ¢ Takas na je X|[i] = z, nim 0 ako TakaB HHAEKC HE HOCTOjH).
begin

Poz := Nadji(z,1,n);

end

function Nadji(z, Levi, Desni) : integer
begin
if Levi = Desni then
if X[Levi] = z then Nadji := Levi
else Nadji :=0
else
Srednji = [(Levi + Desni)/2];
if z < X[Srednji] then
Nadji = Nadji(z, Levi, Srednji — 1)
else
Nadji = Nadji(z, Srednji, Desni)

end

Puc. 1. Bunapna mperpara.

Cuoxenoct. [locre cBakor ynopehusama omncer Mmoryhinx nHmekca ce moJioBH,
na je morpeban Opoj ymopehuBama 3a mpoHANaXKeme 330aTor Opoja v HU3Y BeJd-
qure n O(logn). OBa BapujarTa GUHAPHE IpeTpare OIa’Ke MPOBEPY jETHAKOCTH
JI0 caMor Kpaja. AjrepHaTuBa je IpoBepa jeJJHAKOCTH €3, Z Yy CBAKOM Kopaky. IIpob-
JIeM Ca TPUKA33HOM BAPHjaHTOM je y TOME IIITO Ce MPEeTpara He MOXKE 3aBpIITUTH
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5.2. BUHAPHA IIPETPATA 1 BAPUJAIINIJE 81

Ipe Hero IIITO Ce OICEr 3a MpeTpary Cy3u Ha caMo jemaH Opoj; mpemHocT joj je mak
Jla Ce y CBAKOM KOpAaKy BpIM camo jenuo ymopehuBame. OBakBa mperpara je 360rT
tora obuano 6pxka. Mako je jeamocTaBHUje HAIPABUTH PEKYP3UBHU IIPOTPAM, JTAKO
je oBaj mporpaM MpeBecTH y HepeKyp3uBHu. BunapHa nperpara uHuje Tako epukacHa
3a MaJie BPEJIHOCTHU N, 11a je Taga O60Jbe 33a/aTh HU3 [MPETPAYKUTU JIMHEAPHO, YJIaH
O YJTaH.

Crenehiv mpobaem cBomu ce Ha OWHAPHY TpeTpary.

IIpo6aem. 3a3amatu pacrylie ypehenu uus menux 6pojeBa ai, as, . . . , Gy YTBP-
JUTH 713, JTU TTOCTOjU WHIEKC ¢, TAaKaB Ja je a; = 4.

Baucra, Hu3 x; = a; — i je neonanajyhu (jep je Ti41 —; = ajy1 —a; —1 >0), a
VCJIOB a; = 1 je ekBuBasieHTaH yciaoBy x; = 0. [Ipema Tome, 3amaru mpobieM perasa
ce OMHAPHOM IpPeTparoM HU3a T;, y KoMe ce Tpazku 6poj 2 = 0.

5.2.2. Bunapna nperpara mukandku ypehenor auza. 3a vuz z1, 29, ...,
Ty, KaXKe Ce N3 je MUKJINYIKN ypeheH ako Baxke HEjeTHAKOCTH

T <Tig1 < <Tp <1 <--<Tj_q,
TJe je T; HajMambUu eJeMeHaT HUA3A.

IIpo6aem. 3a 3anaru nukanaku ypehenn Hu3 mpoHahu MO3WUIN]y MUHUMAJTHOT
esieMeHTa Hu3a, (3000 jeJHOCTABHOCTH MOXKE Ce MPETHOCTABUTH 3 je Ta [O3UIIUja
jemmHCTBEHA).

Jla GucMO TPOHANLIM MUHUMAJIHU €JIeMeHAT &; y Hu3y, KOPUCTUMO Hejy Ou-
HAPHEe TIpeTpare 1a jeJHuM yrnopejuBameM eTMMUHAUINTEHO TOJOBUHY HU3A. Y 3MHUMO
POU3BOJbHA J1BA, OpOja Tk U Ty, TaKBa 113 je k < m. AKo je xp < Xy, OHJA 1 HE MOXKE
6uru y unrepsasy k < i < m, jep je x; HajMamu ejgeMenar Hu3a (y TOM CIydajy
6uso 6u r; < Ty < T — CYHPOTHO HPETHOCTABLM JA j€ Tf < Tyy). Y IPOTUBHOM,
aKo je Ty > Ty, OHAA § MOpa OUTH y uHTEpBaIY k < i < m, jep je Taga MOHOTOHOCT
HU3a OPEKUHYTA HErJIe y MHTepBaly uHAeKca [k, m|, Bugeru cauky 2. IIpema Tome,
jemuuM ymopeljuBameM MOKe ce enmMuHUCATH MHOTO enemenara. Omarosapajyhnm
u3bopom k m m, i ce moxe onpeautn nomohy O(logn) ymopehusama, BumeTn am-
roputam Ha cautin 3. lHBapujanTa riaasHe NeT/be aJrOPUTMA je YCIIOB [1a Ce { YBEK
Hasa3u y unrepsany [Levi, Desnil.

5.2.3. BuHapHa mpeTpara Hu3a Hello3HaTe gykmuHe. [locmarpajMo Bap-
njanTy mpobeMa mperpare Kaj ce 331aTh Opoj z Tpaxku y ypeheHoMm HHM3Y HEmo3-
mare ayxkune. Jla 6u ce mpobiem cBeo Ha Beh perreH, morpeduo je mponahum Gap
jelaH MHOEKC § Takap ga je T; > 2: Tama ce moxke npelinm Ha OwuHApHY Tperpary
orcera WHIEKCa o1 1 10 4.

Mozke ce mocrynutu Ha caenehu naunn. Hajupe ce z ynopeljyje ca z1. Ako je
z < x1, OHIA z MOXKe OuTH jeaHako camo Opojy x1. [IpermnocraBrMo ma 3HAMO MH-
JIeKC j TakaB Ja je 2 > x;. llocse ynopehuBama z ca Taj mocroje nse Moryhnocrn.
Axo je z < x9;, onna 3HaMO 1a je T; < 2z < Tgj, 1A ce z MoXKe mpoHalin momoly
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82 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

-

Y

Puc. 2. Iuknuuku ypeljen aus — wiaycrpanyja.

Agnroputam Cikl_Binarna_Pretraga(X,n);
Vnas: X (BexTop ca nmknnuxu ypeheHuM HU30M 0f 1 pasmmamTux Opojesa).
WNsnas: poz (MEAEKC MUHUMAJHOT ejgeMeHTa y X ).
begin
poz := c_Nadji(1,n);

end

function c_Nadji(Levi, Desni) : integer
begin
if Levi = Desni then
c_Nadji := Levi
else
Srednji = |(Levi + Desni)/2];
if X[Srednji] < X[Desni] then
c-Nadji = c_Nadji(Levi, Srednji)
else
c_-Nadji = c_Nadji(Srednji + 1, Desni)
end

Puc. 3. DBunapna uperpara mmkianydku ypehesor aHusa.

O(log, j) ynopehusama. Ako je mak z > a;, OHIA je IPOCTOP 3a LHPETPAZKUBAH-
je ymBocrpyueH, u Tpeba HacTaBuUTH (MHAYKIKjOM) TAKO IITO CE€ j 3aMeHu ca 2j.
IIpernocraBrMo 112 je ¢ HajMambu HHIEKC Takas ja je 2 < x;. Taza je moBosbHO
O(logy @) ynopehusama na ce (yasocTpydasameM) IpoHalje Takso z; koje je Behe
unu jenuako of z, u nosux O(logy i) ynopehusama na ce nponabe z.

Wcrtn anropuram MoOxKe ce yHOTpeOMTH W aKO je JyXKUHA HU3a MO3HATA, aJd
OYeKyjeMo 7a je mHAeKC ¢ Bpso Maau. Ja Ou oBaj amropuram 6uo 60561 o obutHe
Gbunapre mperpare, nmorpebHo je ma Oyme npubmmxkuao 2logsi < logy n, omHOCHO

i < y/n.
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5.2. BUHAPHA IIPETPATA 1 BAPUJAIINIJE 83

5.2.4. TIpobsem mymaBor mogHm3a. [IpuHnun OmHapHE IpeTpare MoXKe ce
HCKOPUCTATU W Yy TPOOJIEMUMA KOjU Ha TPBU IIOLJIe]] HEMA]y Be3e ca OMHAPDHOM
nperparoM. Heka ¢y A = ajas...a, u B = b1by...b, IBa HM3a 3HAKOBa U3
koHauHor andabera m m < n. Kaxe ce ga je B mogams A ako mocroje MHIEK-
cn iy < g < -++ <y TakBu 12 je bj = a;; 3a ce umiekce j, 1 < j < m, 0HOCHO
ako ce Hu3 B moxke 7ykponurn” y #u3 A. Jlako je ycramosuTH ma v je B momHus
au3a A: y uu3y A Tpaxku ce mpBa mojaBa 3HaKa by, 3aTHM O] Te MO3UIKje TaTbe PBa
mojaBa 3HaKa bs, ura. VcmpaBHOCT OBOT aJIrOPUTMA JIAKO CE JOKA3Yje MHIYKITH]OM.
ITomro ce enemenTn 00a HU3a MPOJIA3€ TAYHO MO jEIHOM, BPEMEHCKA CJIOKEHOCT
asropurma je O(m + n). 3a sagaru nus B, Heka B® o3nauasa HH3 y KOME ce pe-
JIOM CBaKW 3HAK HU3a B momaespa ¢ myrta. Ha npumep, ako je B = zyzzz, oHIa je
B3 = rxryyyzzzzzzere.

IIpo6aem. /lara cy aBa uuza A u B. Oapenntu MaKCUMaJIHY BPEIHOCT § TAKBY
aa je B' nonams muza A.

Ogaj mpobitem Moke ce Ha3BaTH MPobjeM MynaBor mogum3a. Mako na npsu
TOTJIE]T TEYKAK, OH Ce JIAKO MOYKe PEInTH MoMolly ODuHapHe mperpare.

3a cBaKy 3aJaTy BPeJHOCT i JaKO ce KOHCTpyHWIe Hm3 B, u mpopepasa 1a
au je B' nommms mmza A. Ilopen rora, ako je B/ momuus A, omga je 3a cBako i,
1 < i< j, B" nonum3 A. Hajseha BpemmocT 3a % KOjy Tpeba pa3sMaTpaTH MamH-
ja je mnm jenmaxa om nm/m, jep 6u y nporusroM Hu3 BY 6uo gyxxum on nuza A.
Hakye, Moxke ce mpuMeHuTH GuHapHa mperpara. Iountwemo ca i@ = [n/(2m)] n
nposepasaMo fa i je BY mogumus A. 3aTuM HacTaBhaMo ca GHHAPHOM IIPETPATOM,
eUMUHAIIYN JT0WH, OHOCHO FOPH-U TTOJIMHTEPBAJ aKO je OIr0BOp Ja, OJHOCHO He.
Tocne [logy(n/m)] TecTora 6ulie mponahero MakcuMamHO i. BpeMeHCKa, CI0KEHOCT
amropurma je O((n+m)log(n/m)) = O(nlog(n/m)). IIpobaemu ca ynopehupamem
HH30BA Pa3MaTpajy ce u y ONesbKy 5.7.

Pemreme oBor npobiiema j1ako je yommrutu. [IpermnocraBumo 1a ako 6poj ¢ 3a710-
Bo/baBa ycaos P(i), onga u cBu 6pojesu j, 1 < j < 4 3a10B0/baBajy Taj yCJOB.
AKO TpaXKuMO MaKCHMAaJIHy BPEIHOCT % KOja 3a10BoJbaBa ycjaoB P(i), 1oBosbHO je
Ja IMaMO aJropuTaM Koju yTBphyje ma jm sadamo i 3310BOJbaBa Taj yCiaoB. Ta-
Ja ce npobjeM periasa OHHAPHOM IIpeTparoM Moryhux spegHocTy 3a ¢. Ako ce He
3HA TOPH-a PAHUIA 3 %, MOYKE Ce MCKOPUCTUTHU MOCTYIAK Ca YABOCTPYUIaBAhEM:
MOYMhe ce ca ¢ = 1, a 3aTuM ce © yIBOCTPYYaBa, CBe JIOK ce He n00uje HeKa FOpH-
ja rpanruma. Pesynaryjyhu amropuram, nako edukacaH, 4ecTo HHUje ONTUMAJAH, U
dakTop logn u3 m3pasa 3a BPEMEHCKY CIOXKEHOCT MOXKE Ce eluMuHucaru (Kao y
city4ajy npobsiema MyUABOL HOAHHU3A).

5.2.5. Hymepuuko pernaBame jegHauymHa. [locrynak OuHapHe mperpare
CJINYAH je HyMepUUKOM pertaBamy jeauauune f(z) = 0 ua unrepsaiy [a, b] meromom
Buceknuje, pu demy je unp. f(a)f(b) < 0 u dyukumja f(x) je nenpexunna. Iumn
je mahu perreme jeIHAYINHE CA 33JATOM TAYHOIINY.

Tomo je dynkuuja HEMpekuHA, y WHTEPBATY |a,b] jemHaunna uma Gap jemHo
pememse. Mspadynasa ce Bpennoct byHknuje y radkn 1 = (a+b)/2. Ako je f(x1) =
0 (y rpanmmama 3ajaTe TAYHOCTH), OHIA j€ peIleme TNpoHaheHo. Y MPOTUBHOM,
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84 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

dyHKIMja y KpajeBUMa jeIHOr Ol TOIUHTEpBaIA [a, 1] uim [z1,b] uma BpenHocTu
CYIPOTHOT 3HAKA, 14 ¥ TOM MOJUHTEPBAIY MOCTOju Oap jeIHO peIleme jeTHadnHe.
Tocne k xopaxa monasu ce 10 unrepsana ayxune (b—a)/2F koju cagpxu penrere.
Ca oJIOB/bEH-eM MHTEPBAJIA HACTABIBA, CE JI0 TIOCTU3aMba 3aXTEBAHE TAYHOCTH.

5.2.6. MaTepnonanmona nperpara. Y OKBUDY OMHAPHE MpeTpare mpocTop
Iperpare ce CBaKMU IyT ITOJIOBU, IIITO TAPAHTYj€ JOTAPUTAMCKY BPEMEHCKY CJIOXKe-
moct. MehyTum, ako ce y TOKy mpeTrpare Haubje Ha BpeJHOCT BPJIO OJIMCKY TPaXKEHOM
Opojy 2, u3ryeaa pa3yMHO J1a Ce IPEeTpara ycpeacpeau Ha ~OKOIUHY  TOr MHIEKCA,
YMECTO J1a Ce HACTABU Ca TOJOBJbemeM Hacserno. CHenujaiHo, ako je BPEIHOCT 2
BPJIO MaJia, MOYKe Ce 3al0YeTH Ca IPEeTPArOM HEere Ha MOYEeTKY HU3a yMECTO O
Cpeiber NHIeKCA.

ITocmarpajMo HaYWH HA KOjH OTBAPAMO KIBUTY KA/ TPAXKUMO HEKY CTDAHUILY.
Heka, na npumep, y kiusu o1 800 crpana Tpaxkumo crpany 200. Ona ce Hasasu
OKO TIPBE UYETBPTHUHE KIBUTE, 113, MU TY IUFHEHUILY KOPUCTUMO KAl OTBAPAMO KEHUTY .
Beposarho je na meliemo onmax nmorogutu crpany 200; IpeTmnocTaBuMo 13 CMO KEbH-
ry orsopuiu Ha crpanu 250. Cana je nmperpara cyxena Ha omncer of, 250 crpana, a
TpazkeHa CTpaHa je Ha oKo 4/5 oncera. Mun mokymasaMo 1a OTBOPAMO KEBETY HA OKO
nmeTuHe 1pe Kpaja omcera. IIpomec HacTaB/paMO 0K Ce He MPUOIMKUAMO TOBOJHHO
crpann 200, mocye dera 70 we jponazumo okpehyhn crpany mo crpany. Omucanu
MOCTYTAK je YIpPaBO CYIITHHA WHTEPIIOJJAIMOHE MpeTpare. YMeCTO /3 MOJOBUMO
MPOCTOp TpeTpare, MU ra IeIuMO Tako 1a Oyre najseha ”BepoBaruoha’ ycmexa.
OpHoc y KOMe ce omcer WHeKca Jenn oapehyje ce HHTEPIOIAINjOM, MITO je WIyC-
Tpoano Ha caunm 4. IIpBoMm maTEpHOManujom mobuja ce uHAEKC 6; MCIOCTaBhA 12
je X[6] < z. Cneneha unrepnonanmja y uarepsasy uaaekca (6, 17] qosoau 1o pem-
emba X [7]. AnropuraM, 3ajeHO ca U3PA30M 110 KOME C€ BPINU WHTEPIIOJAIHja, JaT
je Ha cammm 5.

Xn

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 |

Puc. 4. Wntepnonanmona mpeTpara — UIyCTpaIlyja.
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Agnropuram Interpolaciona Pretraga(X,n, z);
VYaas: X (mm3 ox n veonazajylie ypebhennx Gpojesa) u z (6poj koju ce Tpaxn).
Wsnas: Poz (megekc ¢ Takas ga je X|[i] = z, nim 0 ako TakaB HHAEKC HE HOCTOjH).
begin

if z < X[1] or z > X[n| then Poz := 0 {meycnemna nperpara}

else Poz :=i_Nadji(z,1,n);

end

function i_Nadji(z, Levi, Desni) : integer
begin
if X[Levi] = z then i_Nadji := Levi
else if Levi = Desni or X[Levi] = X [Desni| then
i_Nadji == 0

else

Srednji := {Lem‘ + (2 [Levi])(Desni em)" :

X[Desni] — X [Lewvi]
if z < X[Srednji] then

i_Nadji = i_Nadji(z, Levi, Srednji — 1)
else

i-Nadji = i_Nadji(z, Srednji, Desni)

end

Puc. 5. HuTepnonamnona mperpara.

Cutoxenoct. EdukacHOCT HHTEPIONAMOHE TIPETPATE He 3ABUCH CAMO OJT Y-
JKWHE HU3a, HETO U OJf CBUX HErOBUX €/IEMEHATA, OJHOCHO O KOMILIETHOT YJIa3a.
ITocroje ymaswm 3a KOje MHTEPHOJAIMOHA IIPETPara MPOBEPaBa MPAKTUIHO CBAKU
wian Hu3a (Bugeru 3agarak 5.5). C apyre crpaHe, HHTEPIOJAIMOHA [IpeTpara je
Bpsio epukacHa 3a yiaase ca NpubINKHO YHH(POPMHO PACIOAEC/HEHUM €JIEMEHTHMA,
(omHOCHO ako cy Tauke (i,x;) TpynUcaHe y OKOJMHU MPABe; IPUMEP Ca CTPAHA-
Ma Y KIU3U OUHIJIEAHO Chaja y OBy Kareropujy). ITokasyje ce jfa je cpenmu Opoj
ynopefjuBama y TOKY UHTEPHIOJAIMOHE TpeTpare (yCpeambaBabe 10 cBuM Moryhinm
mm3oeuma) jennak O(loglogn). Mnak, maTEpIOIannoORa IpeTpara Huje MHOTO 60Iba
o1, obuuHe OMHAPHE MpeTpare u3 ABa pasJjora. Hajupe, ceM 3a jako BeJuKe BPEIHOC-
™ n, Beh je logy n Manma BpeIHOCT, Ma IHEH JorapuTaM HUje MHOTO Mamu. /Ipyro,
K011 m300pa HAPeTHOT WHAEKCA ¥ TOKY WHTEPIIOJIAINOHE TpeTpare moTpedHo je u3Bp-
IIUTHA HEMITO KOMIJINKOBAHUje aPUTMETHYKE OMEPAIlnje.

5.3. Coprupame

Coprupame je jegan of Hajmmpe TpoydaBanux npobiaema y paaynapersy. Cop-
TUParhe je OCHOBA 3a MHOTE aJITOPUTME W TPOITH BEJTUKHU /10 PATYHAPCKOT BPEMEHA,
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y MHOTMM THUIIHYHUM armkaiujama. Ilocroje MEOTE Bep3uje mpobiemMa COpTUpaa,
Ka0 ¥ JIECeTUHE AJITOPUTAMa, 33 copTupame. OBre ieMo pa3MOTpuTH caMoO HEKOJIHUKO
MO3HATHJUX AJITOPUTAMA.

IIpo6aem. Harux n 6pojesa 1,23, ..., T, Tpeba ypeauTn y Heomamajyhm HI3.
Jpyrum peumma, Tpeba mponahm uHu3 pasmuwantux wHAEKCd 1 < i1,%9,...0, < N
TaKBUX 73 je Tj, < X, < - < Ty .

360r jeTHOCTABHOCTH, aKO Ce He HAIJIACH JIpyradnje, MPeTnocTaB/baMo Jia CY
6pojeBu x; pasnumautu. CBU ONUCAHU AJTOPUTMHU Paje WCIPABHO U €3 OpOjeBUMA
KOjU HUCY PA3MYUATH. 3a AJTOPUTAM COPTUPAmA Kayke Ce J1a je Y MECTY ako ce
He KOPDHUCTH JIOIYHCKU MEMOPHJCKU IPOCTOP (OCHM OHOI y KOME je CMeIITeH yJIa3Hu
HU3).

5.3.1. Coprupame pa3sBpcTaBabeM U COPTHPAhEe BHUIIECTPYKHUM pas-
BpcTaBaibeM. HajjeqHOCTaBHHjM MOCTYyIIaK COPTHUPAIHbA CACTOJH CE Y TOME 13 Ce
0b6e36eu 10BO/bAH OPOj JIOKAIMja, U /1A CE OHJIA, CBAKH €JIEMEHAT CMECTH Ha CBOjy
sokanumjy. Taj mocrynak 30Be ce cOpTUpaIbe pa3BpcTaBambeM. AKO ce, Ha TpuMep,
COPTHUPA]y THUCMA TIPEMa OJPENUIITUMA, OHIA j€ JTOBOHHO 00e30ennTn jemHy mpe-
rpafly 3a CBAKO OJPEIUINTE, U COPTUPAIhe je BpJo edpukacHo. Am ako mucma tpedba
coOpTHpPATH NpeMa MeTonndPEeHOM MOIMTAHCKOM 6POjy, OHIA OBa] METO/] 3aXTEBA, OKO
100000 nperpaza, mrTo nocrynak 4uHU HenpaktuydauM. [Ipema Tome, copruparme
Pa3BPCTABABEM PAIH 100PO aKO Cy €JIEMEHTH W3 MAJIOT, JeTHOCTABHOT OIICera, KOju
je ynampen no3uar. IIpenazuMo Ha JeTa/bHUjH OMUC OBOT AJITOPUTMA.

Hexka je maro n enemenara, Koju cy Iennm OpojeBu u3 ormcera ox 1 1o m > n.
PezepBurie ce m jokammja, a OHIA Ce 3a CBAaKO ¢ OpOj x; CTaBJ/hba HA JIOKAIIH)Y
T; KOja OAroBapa meronoj BpemHocTH. Iloce Tora ce mpersenajy CBe JIOKaluje u
U3 BUX Ce PenoM mokyme egemMeHTr. CI0XKEHOCT OBOT jeTHOCTABHOT AJITOPUTMA, j&
pakie O(m + n). Axo je m = O(n), g06ujamMo aaropuTam 3a COPTHUPALE JTUHEPHE
cioxkenocru. C zpyre crpane, ako je M BEJIMKO y OnHOCY Ha N (Kao y ciaydajy
nomTaHckux Gpojesa), onma je m O(m) takohe Bemmko. ITopem Tora, asropuram
3axrTeBa Memopujy Beamuure O(m), mro je jom sehin npoGmeM 3a Benuke m.

IIpuposguo yommreme oBe uieje je COPTUPAbE BUILECTPYKAM PA3BPCTABAEM.
Pasmorpumo jour jeqmom npumep ca momraHcKuM Opojeeuma. CopTupame pasBpce-
TaBambeM Y OBOM CJIY4ajy HHUje MOTOMHO, jep je TMpeBeuKu Oncer Moryhinx mormran-
ckux 6pojesa. Kako cmamury norpeban omncer? IIpumenuheMo HHIYKIM]y 110 OICEry
ma caemehn magnna. Hajope koprcrumo 10 mperpasa u cOpTEpaMo MUCMa IpeMa Ip-
BOj mucpu norrrarckor 6poja. Caka nperpaga camga nmokpusa 10000 paznuyantux
nomraHckux 6pojesa (oapehenux ca mpeocrasne 4eTupu mudpe MOMTAHCKOT Opoja).
Bpoj onepanuja 3a oy erany je O(n). Ha xpajy npse erane umamo 10 nperpaaa, o
KOjUX CBaKa OIroBapa MameM omcery. Jlaspe ce mpodsem 3a CBaKky Iperpajy periaBa
naaykmujom. ITomro ce omcer mocie cBake ertare cMamyje 3a ¢akrop 10, u momTo
MOIMTAHCKN OpojeBn nMmajy mer mudapa, A0BOJBHO je meT erama. Kam ce campikaju
OPErpajia CopTUpajy, JIako ux je objemunurn y coprupany (ypebeny) nmcry.
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Pasmorpumo cana apyry Bapujanty ucte uaeje. HamomermMmo ma ce oncer Moxe
MO/IeNINTH Ha OO0 Koju ofroBapajyhu HauwH. Y TPUMEPY Ca MOIMTAHCKUM Opoje-
BUMA TIOJIEJIa je W3BPINEHA y CKIAJAY Ca JIEKAJHUM MIPHUKA30M MOIITAHCKUX OpojeBa.
AKoO cy eleMEHTH CTPUHTOBH Koje Tpeba COPTUPATH JEKCHKOIPAadCKU, MOKEMO UX
ymopehuBaru 3HAK II0 3HAK, IIa Ce j00uja JeKcuKorpadckKo copTupame. Pas-
MOTpEHA BEep3Wja COPTUPaha BUIIECTPYKUM pa3BpcTaBameM (mudpe ce mposase
CJIEBA YJIECHO) MIO3HATA je KA0 COpTUpame 00paTHUM BHINECTPYKUM Pa3BpCTa-
BambeM.

Pekyp3usHa peannsamyja copruparma 00OPATHUM BUIIECTPYKHAM Pa3BPCTABAHEM
3axreBa nomohine siokanuje (oko 50 mperpajia y npumMepy ca HOIITAHCKUM OPOjeBU-
Ma; CBAKU HUBO PEKYP3Uje UMa CBoje Tperpaze). JIpyru HauuH peau3aliuje COpTU-
para BUMECTPYKUM PA3BPCTABAKHEMA 3aCHUBA, C€ Ha, MPUMEHN WHIYKITHje OOPHY TUM
PEI0CiIe/IoM: COPTUPAIbE Ce PaJM 3/1eCHa YJIeB0, rosiazehu o/l HajHUKUX YMECTO O
Hajsumux nudapa. IlpermocraBbamMo Ja Cy eIeMeHTH BeIukn 6pojeBH, MpeacTaBII-
jenu ca k nudapa y cucremy ca ocaoBom d (uudpe cy u3 omcera og 0 go d — 1).
NuaaykruBHa xXunoresa je BpJIO IPUPOIHA.

NaayKTuBHA XUMOTE3a. YMEMO /13 COPTHPAMO €JIeMEHTE Ca Mame o7 k Iu-
dapa.

Paznuka wsmeljy oBor meroma u copTupama 0OOpATHUM BUITECTPYKUM DPA3BPC-
TABAIEM j€ Y HAUMHY Ha KOjU ce npommupyje xunore3a (uieja npuMeHe HHAyKTUBHE
xuIorese OGPHYTUM PEIOCIEIOM CAMYHA je Kao Koa XopHepose meme, ojebak 4.2).
Kox narux 6pojesa ca k nudapa mMu Hajupe urHopuineMo najeuwsy (upsy) uudpy
U copTHUpaMo OpojeBe mpema OCTaTKy nudapa WHIYKIujoM. Tako m1obmjamMo Jucty
eJIEMEHATA, COPTUPAHUX NpeMa HajHmkuX k— 1 mudapa. 3aTuM mpoIa3umMo joIr jesi-
HOM KPO3 CBE eJIEMEHTe, U Pa3BPCTaBaMO WX IIPeMa HajBuIlo]j mudpu y d nperpaja.
Konauno, objemumyjemo pegom cagpkaje nperpaga. OBaj aaropuram 30Be ce COp-
THPAe AUPEKTHUM BHUIIECTPYKHM pa3BpcraBameMm. Ilokazahemo ja cy exemenTun
HA Kpajy copTupanu mo ceBux k rnudapa.

TepauMo 1a Cy [Ba €IEMEHTa, CBPCTAHA, y PA3JIMYUTE TPErPaje y UCIPABHOM
MOPeTKy. 3a TO HAaM HUje MOTPeOHa WHIAYKTUBHA, XUIOTE3a, jep je HajBuina nudpa
npBor o mhux Beha o Hajsuire udpe apyror. C apyre cTpane, ako IBa €T€MEHTa,
“Majy mcre HajBuie mudpe, OHAa Cy OHU MPEMa, WHIYKTHUBHO] XHUIIOTE3N ITOBEICHHU
y UCIIPaBaH PEJOCJe] IPe HOCIEAHEr KOPAKa. DUTHO je Ja eJleMEeHTH CTaBJbEHU Y
WCTY TIPErpajly ocTajy y MCTOM PeIocieny Kao W npe pa3spcraBama. OBO ce Moxke
mocTuhu ynorpeboM JIUCTE 33 CBAKY Mperpaiy u objeanmaBameM d JINCTA HA KPAjy
CBAKe erare y jejHy [IOGAJHy JIMCTY Of CBUX ejleMeHara (COPTUPAHUX NpeMa i
Hajurkux mudapa). AjgropuraM je npukasan Ha cauiu 6.

Cutoxenoct. IloTpebHo je n Kopaka 3a KOMUpambe eJIEMEHAT, Y TJI00aJHY JIUC-
ty GL, v d kopaka 3a nrunmjanmsanujy aucra Q[i]. ¥ rmasmoj mersem anropuTMa,
KOja ce M3BpIIaBa k IIyTa, CBAKH eJIeMeHAT Cce BaJW M3 IJI00AIHe U CTaBba y HEKYy
om smcra Q[i]. Ha xpajy ce cse mmucre Qi) monoBO ofjemumanajy v GL. YkynHa
BpeMeHCKa cIoxkeHocT anropurMa, je O(nk).
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Anroputam DVR _sort(X, n, k);
Vnas: X (mu3 ox n neamx HeHeraTmpHEX Gpojesa ca mo k mudapa).
Wsnas: X (coprupanu Hu3).
begin
IIpernocraBibaMo a Cy HA MOYETKY CBHU €JIeMeHTH y ryobasuoj auctu GL
{GL ce kopucTu 360r jeAHOCTABHOCTH; JIACTA C€ MOXKE peasu30BaTH y X }
fori:=0tod—1do
{d je 6poj moryhux mudapa; d = 10 y mekagnom ciaydajy }
HHUNKJAJIA30BaTd JUcTy (Q[i] Kao mpasHy JHCTY;
for i := k downto 1 do
while GL nuje npasna do {passpcrapame 110 i-T0j HdpH }
ckunu z u3 GL; {z je upBu esemeHar ca JjmcTe}
¢:=i—Tta nudpa z; {rIegaHo CIeBa YAECHO }
ybamu z y Q[c];
for t :=0tod—1do {ob6jegumasame JOKAJIHAX JHUCTA }
ykmbyun Q[t] y GL; {mogasame Ha Kpaj jmcTe }
for i :=1 ton do {mpenucusame enemenara us GL y uu3 =}
ckurm X [i] u3 GL

end
Puc. 6. Coprupame IUPDEKTHUM BHUINIECTPYKAM DA3BPCTABAHEM.

VY wacrtaBky hemo pasmarpaTy TEXHUKE COPTUPAEa KOje KOpUCTe yrnopehusame
eleMeHara, He y3uMajyhu y o03up mBUXOBY CTPYKTYPY. Paau ce makie O OMIITHjuM
AJITOPUTMHUMA, KOJH 34 €JIEMEHTEe TPETIIOCTABbajy caMo Ja ce Mory ymnopehuBaru.

5.3.2. Coprupame ymerameM 1 copTupame n3bopom. Kopucruhiemo au-
pexkTHy wHAyKIUjy. IlpermocraBumo ma ymeMmo ma coptupaMo n — 1 ejemeHara u
na je naro n enemenara. Ilocie copruparma mpeux n — 1 ereMenara, n-Tu eleMeHaT
ce ymehie HAa MecTO KOje My TpHIIaIa, TAKO IIITO ce Tperyiena n — 1 copTupanmux
OpojeBa, [0 NPOHAJAKEHA [MPABOI MECTa, 3a yMmerame. OBaKaB MOCTYIAK 30BE CE
coprupate ymerameMm. OH je jeTHOCTaBaH U ePUKACAH CAMO 34 MAJIe BPEIHOCTH
n. Y HajropeMm ciayd4ajy n-tu 6poj ynopefyje ce ca cBux nperxogaux n — 1 6poje-
Ba. YKyman 6poj ynmopehuBama npu copTupamy n ereMeHaTra Moxe aa Oyme gaxie
142+ - +n=n(n—1)/2= 0(n?). lopex Tora, ymeTame n-Tor 6poja yKBYIyje
oMepare ocraanx Opojesa. Y HAjTOPeM CIIy4ajy y N-TOM KOPaky mpemerira ce n— 1
6pojesa, Ta je n 6poj mpemermTama (Kormmrpama) O(n?). CopTupame yMeTameM MoyKe
ce OBOJBINATH CMEIITA/REM eJTEMEHATA Y BEKTOP U KOPHUITemeM OMHAPHE TTpeTpare
n — 1 coprupanux 6pojeBa ma Om ce MpOHANLIO MeCcTO 33 ymerame. IIperpara ce
cacroju on O(logn) ymopehusama mo ymeramy, ma je ykyman 6poj ynopehmsama
taga O(nlogn). Melyrum, Opoj mpeMemTama IOJATaKa OCTaje HEIPOMEHEH, 113, je
CJI0YKEHOCT AJITOPUTMA 1 ajhe KBaIPaTHA.
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WNHAyKTUBHE TPUCTYIT MOXKe ce mobospimaTu u3bOpoM mocebHOr n-tor 6Gpoja.
Hajsehu 6poj je nobap uzbop, jep ce 3Ha I7e My je MeCcTo — Ha Kpajy Husa. Asnropu-
TaM ce cacToju on u3bopa Hajseher 6poja M HETOBOT MOCTABHAIHA HA TIPABO MECTO
3aMeHOM ca OpojeM KOju je TPEHyTHO Ha TOM MECTY; MOCTe TOra €€ PEKYP3UBHO
coprupa ocrarak 6pojesa. OBaj ajropuram 30Be ce coprupambe uzdbopom. Hberosa
MPETHOCT HAJ, COPTUPAEM YMETAEM je ¥ TOME INTO KOPUCTH caMO n — 1 3amMe-
Ha Gpojesa, y ommocy ma O(n?) kommpama y HajTopeM CIydajy KOJ COPTHDama
ymeramem. C apyre crpane, momro je norpebro n — 1 ynopehusarme 1a ce mponabhe
najselin exemenar (Hanaxeme najsehier 6poja pasmarpa ce y onemky 5.4.1), ykynan
6poj ynopebhusama je ysek O(n?), 10K je KO coprupama yMeTameM ca GuHApHOM
nperparoM norpebno camo O(nlogn) ynopehusama.

3a edukacHo ymerame u m300p MOTY €€ KOPUCTHUTH yPABHOTEXKEHa CTabJIa
(Bugeru norsasbe 3). Ako ce, na npumep, uckopucre ABJI crabia, cBako ymerambe
saxteBa O(logn) xopaka. Ummrasame cBux Opojesa m3 ABJI crabna y coprupa-
HOM pegocaemy Moxke ce m3pectr y O(n) Kopaka PEKyp3WBHOM MPOIEAYPOM KOja
UIUTABA CBE €JIEMEHTE JIeBOI 1o/cTabra, na KOPEeH, [ma CBe eJIeMEHTe JIECHOD MO/I-
crabsa. Ako ymemo na dpopmupamo ABJI crabio 3a n—1 6pojesa, oHj1a je moTpebHO
caMo ymernytu n-tu 0poj, oguocHo O(logn) Kopaka. YKyIHO je makjie moTpebHo
O(nlogn) kopaka 3a ymerame n 6pojesa y npasuo ABJI crabno u O(n) kopaka 3a
IbUXOBO UIMATABAGE Y COPTUPAHOM PEOCTeny. 3a BEJIUKE 1 OBO je MHOTO ebuKac-
HUje U O]l COPTHPAA yMETAHEM U OJ] COPTUPAma U300pOM, AU 3aXTEBa BHIIE
mpocTopa 3a cMmernTame noxkazuBada. OBaj ajropuraM COPTHpama HUje Y MeCTy,
KOMILJIMKOBAH je, U HUje Tako n00ap Kao ajJropuTMu Koju ieMo pa3MoTpuTH.

5.3.3. Coprupame o0GjemumbaBambeM. EQUKACHOCT COPTHPaIba yMETamheM
Moxe ce mobospiiar Ha ciaemehn HadmH. 3a BpemMe moTpebHO 3a mperienare Beh
COPTHPAHUX OPOjeBa U MPOHATAXKEHE MECTA 33, yMeTambe jeaHor 6poja, mory ce Hahu
MecTa 33 sutie 6pojeBa. OBa uneja je el kopumthiena y omessky 4.6. JIBa coptupana
HU3a MOy ¢e O0jeIMHUTH Y COPTUpaHu Hu3 jemuum mposaszom. ObjenumaBame ce
BPIIIK TAKO IITO Ce OPOjeBU M3 APYTOr HU3A PA3MATPAjy PEJOM: TPaXKU Ce MECTO ¥
IPBOM HHU3Y 3a HajMamu Opoj, ma 3a caemehn nrm. Ilpenusnuje, 03HAINMO HE30BE Ca,
a1, G2, - - 50y, OTHOCHO by, ba, ..., by, 1 npeTnOoCcTaBUMO Ja Cy 0062 HU3a COPTHUPAHA,
y pacryhem moperky. EjemenTun mpBor Hmsa ce mperseajy JIOK ce He mponahe
MecTo 3a by, ma ce ymehie b;. 3aTum ce HacTaBba Ca TpEryieameM O Te MO3UIHje
nasme, JOK ce He mponahe mecto 3a by, ura. Ilomro cy 6pojeBu y Apyrom Hu3y
copTupanu, HemMa orpede 3a BpahameM y mpBoM Hu3y. YKymnaHn O0poj ynopehusama
Vv HajrOpeM Caydajy jemHak je 36upy ayzkuHa aBa Hu3a. IIpobiem cy mpeMernTama:
HeeUKACHO je IPEMEIITATH eJIEMEHTe IIPU CBAKOM yMETamby, jep Ce TaJla eJeMeHTH
MOpajy MPEMEINTATH BUIIIE MyTa. ¥ MECTO TOTa, MOIITO O0jeInhaBame Iaje jemaH
IO jeJaH eIEMEHAT y COPTUPAHOM DPEOCTeNy, eJIEMEHTE KOMUPAMO Y IPUBPEMEHHU
HU3; CBAKU €JIEMEHAT Ce KOMMPA TAYHO JeTHOM. YKYITHO je 33 00jenmaBarbe /Ba
coprupaHa Hu3a myzkuHa 1 u m norpebro O(n + m) ynopehupama n mpememrama
mogaraka. [IpermocraBba ce fa je pacnosioKuB MEMOPHUjCKHU IIPOCTOP 33 MOMONHA
HU3.
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90 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

Omnucanu nocrynak objenmhaBamba MOKe Ce HCKOPHUCTUTH KAa0 OCHOBA 32 ajro-
pUTaM COPTHPAathba 3aCHOBAH HA JIEKOMIIO3UIMjH, IO3HAT KAO COPTHUPAIE 00je/Iba-
BarbeM. Asropuram pagu Ha caenehn nagnn. Hajupe ce au3 mogenu na npa jegraka
iy npubiauzKHO jenHaka Jesa (aKo My je JyKMHA Helapha). 3aTum ce oba Jesa
pexkyp3uBHO copTupajy. Ha kpajy ce coprupanu jemoBu 00jenmaBajy y je1an cop-
TUPAHU HU3 HA MTPETXOTHO ONMUCAHU HAYWH. /leTa/bHUje je aJroputaM MpUKa3aH Ha,
CJIUIM 7, & IPUMED HEeroBOr U3BplIaBama y Tabemu 1 (Konuparma HUCY IPUKA3AHA,).

Caoxenoct. Heka je T(n) 6poj ynopehusama morpebHuX 3a cOpTHpame 06-
jenumaBameM y HajropeMm caydajy. IIpermocraBumo 360r jeaHOCTABHOCTH A2 je M
crenen asojke. [a 6u ce mspauynano T'(n), tpeba pemmru caenehy audepennay
jeTHAUNHY:

T(2n) =2T(n) +cn, T(2)=1.
heno pemmemse je T'(n) = O(nlogn) (Buaeru nmoryassbe 2), MTO je ACHMITOTCKH GOJI-
je om O(n?), BpeMeHCKe CIOYKEHOCTH COPTHPAIba YMETaheM 1 COPTHPArha, H360POM.
Bpoj npememrama nomaraxa je takohe O(n logn), mro je BuIe HETO KO COPTAPAHA
n300poM.

WNako je coprupame objenumbaBameM 00/be O COPTUPAA YMETAHEM 33 BEJIUKE
n, UIaK UMa U HeKe 030mspbHEe HemocTarke. [lopesd Tora mTo ce HE peanausyje JIako,
KOpak 00jenmhaBarmbha 3aXTeBa JOMYHCKY MEMOPH]Y, Tj. OBO HHjeé COPTHPAIHE ¥ MeC-
ry. Konupame ce pamn mpu CBaKOM O0jennibaBarby MabHX CKYIIOBA, IITO UMHHA
HPOLEYPY CIIOPUJOM.

5.3.4. Coprupame pasaBajamem. Copruparme 00jequmbaBambeM IPUMED je
eduKacHoCTH gekoMIosuiyje. Ako HaMm molje 3a pyKoM Ja HogeauMo mmpodJeM Ha,

628|510 9 |12 1 |15 7 3 (13| 4 |11 |16 | 14

2|6
518
21568
9 | 10
1] 12
1 (9 [10] 12
12|56 9 | 10| 12

4 |11

14 | 16
4 |11 |14 | 16
3 4 7 |11 | 13|14 | 15| 16
1(213|4|5 |6 | 7|89 |[10|11 12|13 | 14| 15|16
TasnuiiA 1. Ilpumep coprupama objeanmasameM. [IpBa Bpcera je
yrna3Hu HU3. ¥ CBAKOj BPCTH MPUKA3aHU Cy caMo OpojeBu ca KojuMa
Ce TPEHYTHO PaJin.
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5.3. COPTUPAILE 91

Anropuram Sort_Objed (X, n);
Vaas: X (au3 ox n 6pojesa).
Wsznas: X (coprupanu Hus).
begin
M _sort(1,n)
end
procedure M _Sort(Levi, Desni);
begin
if Desni — Levi = 1 then
{mpoBepa koja HEje HEONXOHA, AJIM IWHH IIPOrpaM ebUKACHU]AM }
if X[Levi] > X[Desni] then zameni (X [Levi|, X [Desni])
else if Levi # Desni then
Srednji := [(Levi + Desni)/2];
M _Sort(Levi, Srednji — 1);
M _Sort(Srednji, Desni);
{cama ce nBa copTHpaHa jena HA3a 00jequrbaBajy }
i := Levi; {noka3uBad Ha JIeBy MOJOBHUHY HH3a}
j := Srednji; {moxasupa4 Ha JECHY HOJOBUHY HHU3a}
k := 0; {mokasusaw ma momohun BexTop Pom}
while (i < Srednji — 1) and (j < Desni) do

k:=k+1;

if X[i] < X[j] then
Pomlk] := X[i];
=141

else
Poinlk] = X[j];
ji=j41

if j > Desni then
{kommpame ocTaTKa JeBe MOJOBHHE HA Kpaj BekTOpa Pom}
{ako je i > Srednji onga je mecua crpana Beh Ha cBOM MecTy}
for t := 0 to Srednji — 1 —i do
X[Desni — t] := X[Srednji — 1 — t;
{konmpame nomolinor Bexkropa Pom nazany X}
fort:=0tok—1do
X[Levi + t] := Pom][t + 1]

end

Puc. 7. Coprupame 00jeumbaBambem.
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92 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

JiBa MPUOJINZKHO jeqHaKa MOTIIPODIEMa, PEITHMO CBAKH O/ FhiUX HE3ABUCHO U HIUX0BA,
pelemna KoMOuHyjeMo 3a juHeapHo speme O(n), 106ujaMo aaropuraM CJI0XKeHOCTH
O(nlogn). HemocraTtak coprupama o0jeIumaBameM je noTpeba 3a JTOMyHCKOM Me-
MOPHjOM, jep ce IpUINKOM 00jeIuibaBaba He MOXKe IMPEeABUIETH KOju he emeMeHnar
rae 3asprutu. Moxe u ce JeKOMIIo3uyja IPUMEHUTH HA APYTYU HAYHUH, TAKO 3
ce TIOJIOXKAJU eleMeHaTa MOTy npensuieTu’ Waeja copTupama pasaBajameM je ma
ce IJIaBHIUHA BpeMeHa YyTpoIu Ha (a3y 1ojesie, a BPJIo Majiu J1e0 Ha 00jeInbaBatbe.

IIpernocrasumo ga 3HamMo O6POj T, TAKAB 14, je MOJIA eJIeMEeHATa HIU3a MAbe Wn
jemmnako, a mona Behe o x. Bpoj x Moxke ce ynopeanTu ca CBUM €JI€EMEHTHMA HU3A,
(n — 1 ynopehuBamwe) u TUME UX IIOAEJUTH Y JIBE IDyle, IIpeMa Pe3yJrary yIo-
pebusama. [lomro gBe rpyne umajy uctu O6pOj eaeMeHara, jeTHa O BUX e MOXKE
CMECTHTH y TIPBY, a Jpyra y Apyry nojosuHy Huza. Kao mro hemo onMax Buier,
OBO pa3Bajame MOXKe Ce U3BPIUTH 0€3 TOMyHCKOr MEMOPHUjCKOr MPOCTOPa; TO je
daza mogene. 3arum ce 06a MOAHA3A PEKYP3UBHO copTupajy. Paza objenumaBama
je TpuBHjamHa, jep oba Jesa 3ay3mMajy CBoja mecta y Hu3y. IIpema Tome, Huje
norpebaH JIOIMYyHCKA MEMOPHJCKH IIPOCTOP.

IIpn ommcanoj KOHCTPYKIMjU TIPETIOCTAB/HEHO je Ja je BPeAHOCT T MO3HATA,
mTo obuvHo HUje cay4aj. Jlako ce ysuha na uctu anropuram 106po pasu 6e3 063u-
pa Ha TO KOju ce Opoj KOpuCTH 33 pasasajame. bpoj x je 3B. mmBor. Ilum je
Pa3aBOjUTH eJIeMEHTe HI3a Ha IBa M6, jeJaH ca OpojeBIMa MAmbUM WM jeTHAKAM,
a apyru ca 6pojeBuma Belium oj nupora. Pazupajamwe (Lapruyuja) ce MOxKe ce OCT-
BapuTu nomohy cieneher anropurma. Kopucre ce nBa mokasusaua Ha Hu3, L u D.
Ha nouerky L noka3syje Ha jeBu, a D Ha necun kpaj Husa. [lokazusauu ce ” nomepa-
jy” jeman nupema apyrom. Caeneha unaykTuBHa XUnore3a (Tj. MHBAPUJAHTA TIETIHE)
rapaHTyje UCIPaBHOCT Pa3/IBajaba.

NuaaykTtuBHa xumore3a. Y KOPAKy k ajqropurTMma Baxku pivot > x; 3a CBe
uHjekce | < L m pivot < x; 3a cBe unaexce j > D.

Xunoresa je TPUBHjATHO UCTYIbEHA HA MOYETKY, jep HU jeJHO %, OMHOCHO j, He
3a/10BOJhaBajy Haeemene yciaose. Llwmp je y kopaky k + 1 momeputu L ymecHo, umu
D ynepo, Tako 1a XHAMOTE3a U Ja/be Oyae TaTHA.

Y TpeHyTKY Kaz ce mecu L = D, pa3maBajambe je CKOpPO 3aBPIIEHO, N3y3€B €BEHTY-
aJIHO eJIEMEHTA X1, Ha mITa hemo ce kacHuje Bparutu. IIpernocrasumo na je L < D.
[Mocroje ne MoryhinocTu. Ao je 6umo xy, < pivot 6uno xp > pivot, onroBapajyhu
ITOKa3MBaY MOYKe ce [IOMEPUTH, TaKO JIa XUIOoTe3a U Jasbe OyJe 3a/I0BoJbeHa. Y Hpo-
THUBHOM je zj > piwot u rp < pivot. Tama samerwyjemo Ty ca rp U MOMEPAMO
oba moKa3wBava jajbe mpeMa yHyTpa. ¥ 00a ciydaja mmMamo moMepare 0ap jeaHor
nmokazuBada. [Ipema Tome, mokasupa4du he ce y jeHOM TPEHyTKY CyCPEecTH, U IHUJb
j€ TOCTHUTHYT.

Ocraje mpobaem m3bopa HOOPOr MHBOTA W MPEIU3UPAA [MOCJIEIHEr KOPAKa
AJITOPUTMa, KAJT Ce MOKA3WBAYN CPETHY. AJITOPUTMHU 3aCHOBAHU HA, JIEKOMITO3UIII]U
HajOoBe paje KaJl JeJOBU MMajy NPUOJIMIKHO UCTE BEJWYHHE, ITO CYTepHINe Ja
IIITO je MUBOT OJnzkKu cpequu, To he aaroputaMm butn edpukacuuju. Moryhe je nahu
Menujary Hu3a (0 Tome he Gutm peun y ciemeheM OmE/bKY), ajJd TO HUje BPEIHO
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5.3. COPTUPAILE 93

Tpyna. Kao nrro hemo BujeTn u3 anajamuse aaropurma, n3bop CIydajHor ejleMenTa
HEU3a je mobpo perneme. AKO je Toa3Hu Hu3 J0OPO MCIPeTypaH, OHIA Ce 33 MHBOT
MOXKE y3eTH IPBU eJIeMeHAT Hi3a. 300T jeIHOCTABHOCTH je Y aJIrOPUTMY Ha CIUIN 8
VIIPABO TaKO W ypaheHo.

function Razdvajanje(X, Levi, Desni);

VYanaz: X (uu3), Levi (nesa rpanuna Hu3a) u Desni (1ecHa rpaHUIa HE34).
Wsnas: X u S = Razdvajanje, Takas nagexc na je X[i] < X[S]sacee i < Snm
X[j] > X[S] sa cBe j > S.

begin
pj<<<> < > > > pivot := X [Levil;
L := Levi; D := Desni;
L while L < D do
while X[L] < pivot and L < Desni do L := L + 1;
< < while X[D] > pivot and D > Levi do D := D —1;

if L < D then
samernn X [L] u X[D];

Razdvajanje := D;
samenn X [Levi] ca X|[S]

end

Puc. 8. Asropuram pazzBajarbe.

Ako ce npBu enemenar uzabepe 3a MUBOT, OH Ce€ MOXKe 3aMeHUTH ca X ¥
MOCTIeIIheM KOPaKy pa3/iBajarba, W Tako TMOCTABUTH Ha CBoje mecTo. Ipyre moryh-
Hoctu H6uhe pazMoTpeHe NPUINKOM AHAJIU3E CJIOKEHOCTU. ¥ CBAKOM CJLy4ajy, IIUBOT
KOjU je m3abpaH HA HEKW IPYTH HAUUH, MOXKE Ce HAjIpe 3aMEHUTH Ca IPBUM ejie-
MEHTOM HH3a, [IOCJIe Yera e MOXKe MPUMEHHUTH OIHMCAHU aJrOpPHTaM.

IIpumep pama anropurma Razdvajanje mar je y tabemm 2. IluBor je mpBm
6poj (6). Bpojesu koju ynpaso rpeba aa Gyay 3amermenu cy nonaebsbanu [ocae Tpu
3aMene u noMepama L mokasyje ma X[7] = 1, a D ma X[6] = 1 (mokasusau D
npeckade L). Iocnentsa je 3amena cpeamer 6poja (X |[D] = 1) u nusora (6). Toce
OBe 3aMeHe CBM OpOjeBM JIeBO OJI NMBOTA Cy MAalbu WIH jeJHAKH Ol Ibera, a CBH
6pojeu necuo cy Behu o mwera. Jdpa noguusa (on 1 10 6 u on 7 1o 16) mory ma
ce pekyp3uBHO copTupajy. CopTuparme pa3aBajameM je TIpeMa TOMe COPTHPAE Y
MecTy. Anropuram je npuKasaH Ha CAUIU 9, a IpUMep HEroBor pajga y Tabemu 3.

Cutoxenoct. Bpeme uzBpinemna cCOpTUpama pa3IBajabeM 3aBUCH O/ KOHKDET-
HOT yJja3a u u3bopa nmuBoTa. AKO MUBOT YBEK pa3jBaja HU3 Ha JIBA jeTHAKA JeJia,
ouna je mudepennna jemmaumna 3a caokenocr T'(n) = 2T(n/2) + cn, T(2) = 1,
mrro 3a mocnemuy nma T'(n) = O(nlogn). Yeepuhemo ce kacHmje na je BpeMeHCKa
coxkenocr opor anropurMa O(nlogn) m mom MHOrO cnabujEM IPETIIOCTABKAMA.
Axko je mak nuBOT GJIM3Y HEKOM O] KpajeBa HU3a, OHIa je Opoj Kopaka MHOTO Behwu.
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94 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

6 2 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
6 2 4 5 10 9 12 1 15 7 3 13 8 11 16 14
6 2 4 5 3 9 12 1 15 7 10 13 8 11 16 14
6 2 4 5 3 1 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14
1 2 4 5 3 6 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14

TAaBaunA 2. Pasnsajame HI3a OKO THBOTA 6.

Anropuram Quicksort(X,n);
VYanaz: X (uu3 ox n 6pojesa).
Wsnas: X (coprupanu Hu3).
begin
Q-sort(1l,n)
end
procedure Q_Sort(Levi, Desni);
begin
if Levi < Desni then
S = Razdvajanje(X, Levi, Desni); {S je nungekc nuBora mocje pasasajamba}
Q-Sort(Levi, S — 1);
Q-Sort(S + 1, Desni);

end

Puc. 9. Coprupame pazasajamem.

6 2 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
1 2 4 5 3 6 12 9 15 7 10 13 8 11 16 14
1 2 4 5 3
2 4 5 3
3 4 5
8§ 9 11 7 10 12 13 15 16 14
7T 8 11 9 10
10 9 11
9 10

13 15 16 14
14 15 16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Tasauiia 3. Ilpumep coprupama pasasajamem. [lusoTu cy mome-
O6mann. EmeMmenTn Koju ce y Hekoj da3m HE Memajy, HHACY
[IPUKA3AHH.

Ha npumep, ako je muBOT HajMarmu €IeMEHAT y HU3Y, OHIA MPBO pa3aBajarbe 3a-
xreBa n — 1 ymopeljusama u cMermra caMo MUBOT Ha, IpaBo MecTo. Ako je Hu3 Beh
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5.3. COPTUPAILE 95

ypehen pacryhie u 3a muBOT Ce yBeK OUpa MPBU eJieMeHaT, OH/IA, je OP0oj KOpaKa airo-
purma O(n?). KsagpaTHa CI0KEHOCT y HajrOpeM CIIyHajy 3a COPTHpaHe W CKOPO
copTHUpaHe HU30Be MOXKe ce m3behm ymopefuBamem TpBOr, TOCAEIIHEr W CPEIHHEr
ejieMeHTa Hu3a U u300poM cpeamer Mely mbuMa (Apyror no BeJWYUHM) 33 [HUBOT.
Jou noy3nanuju merTon je cayuajru n300p HEKO eJeMEeHTa HU3a 3a nuBOT. Bpemen-
CKa, CTIO¥KEHOCT copTupama he u Taza y Hajropem ciaydajy 6utu O(n?), jep u mame
roctoju Moryhuoct jna nusoT Oyne Hajmamy enemenar Husa. Mnak, sBeposaruoha ia
Jobhe 1o oBOr Hajroper caydaja je majia. Pazmorpuliemo To cama Mano mpernusHuje.

[IpermocraBuMo [a ce CBAKW eeMEeHAT X; Ca jeJHAKOM BEPOBATHONOM MOIKe
u3abparyu 3a nuBOT. AKO je IUBOT -TH HAjMakbU €JE€MEHAT, OHJA II0C/e pPa3iBa-
jama Tpeba PEeKyp3WBHO COPTHUPATH ABA, [I€J1a HU3A OYKUHA peaoMm & — 1, ogHOC-
HO n — 4. Axo 6pojumo camo yropeljusara, CJI0KEHOCT pasaBajamba je n — 1 (o
PeTIOCTaBKOM fa ce mocse 3amene X [L] ca X[D] y anropurmy Razdvajanje ca
ciuke 8 ungekcu L u D najupe 6e3 ynopefjusama nomepajy 3a 1o jeZHO MECTO).
ITpema TOME, CIOKEHOCT COPTHPAIba Pa3lBajambeM 3310B0/baBa jennakoct T'(n) =
n—14+T(—1)+T(n—1i). AKO IpernocraBuMo Ja MO3ULUja TUBOTA HOCJE PA3IBa-
jama MoxKe OuTu cBako ¢ = 1,2,...,n ca jennakom Beposarnohom 1/n, npoceuyan
Opoj kopaka je

T(n)

I
S
|
-
+
|
=
!
=
+
=3
S
|
=
I

n n n—1
1 . 1 ) 22 ,
n_1+EZ:E].T(Z—].)“rﬁzzng(n—Z):'I”L-]_-’-EZ:OT(Z)

OBo je MOTIyHA PEKYP3Hja, W TO YIPABO OHA KOja je pasMaTrpaHa y omesbKy 2.5.5.
Heno pememe je T'(n) = O(nlogn). laxie, copTupame pasaBajambeM je 3aucra
edUKacHO y MPOCEKY.

Y mpakcu je copTupame pa3BajameM BeoMa Op30, ma 3acaykKyje CBOje Ipyro
ume (KBUKCODPT, Tj. 6p30 coprupatbe). OCHOBHU PA3JIOr 3a HeroBy OP3UHY, OCUM
eJleraHTHEe TIpUMeHe JTeKOMITO3UIIHje, je y TOMe IITO ce MHOTO ejeMeHara ymopehy-
j€ ca jeTHUM HCTHUM eJIeMEHTOM, MWBOTOM. 1IWBOT ce 300T TOra MOXKE CMETUTH Yy
perucrap, mTo ybp3asa ymnopehusama.

Jenan ox HaunHA 1@ ce coprupame pasjsajamwem yop3a je modbap m36op base
uHayknuje. neja je na ce ca MHAYKIWjOM He TOYHEE YBEK o jeaunuie. Copru-
pame pa3nBajameM, Kao IITO je PEYEHO, TIO3UBA, Ce PEKYP3UBHO 0 DA3HOr CIydaja,
Koju obyxBara Hu30Be Ayxune 1. MehyTum, jenHocTaBHI amroOpuTMH, KAo IITO Cy
COPTHPAaE YMETAmEM UM COPTUPAFhE n300pOM, Paje CacBUM JA00PO 3a KPATKE HU-
zoBe. [Ipema Tome, MoxKe ce n3abparu jga 6a3HU CayUaj 3a COPTUPAIHE PA3IBAjaIbeM
Oyay nusosu ayxkune sehe oz jenan (anp. usmely 10 u 20, m1T0 3aBUCH 07 KOHKPETHE
peajquzaiyje), a ga ce Gasuu caydaj obpaljyje coprupamem ymeramem. Ipyrum
peunma, ycaos ”if Levi < Desni” 3amemyje ce yemoBom ”if Levi < Desni— Prag”
(rme Prag uma peanocr uszmely 10 u 20), u nonaje ce neo “else 7, koju uzspuia-
Ba copruparme ymeramem). Edekar oBe npomene je monpaska Op3uHE COPTUPAHA
Pa3IBajakeM 33 MaJIM KOHCTAHTHU (DAKTOD.
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96 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

5.3.5. Xwumcopr. Xurcopr je jorr jeman mpuMep Op30r aJropuTMa 3a COPTH-
pame. Y Mpakch OH, 33 BeJWKe 1, OOWYHO HUje TaKo OP3 Ka0 COPTUPAhe Pa3/IBa-
jamem, anu uuje Hu MHOTO cropuju. C mpyre crpane, 3a Pa3iuKy O, COPTUPAHA
pa3aBajambeM, merosa e(pUKACHOCT je rapaHToBaHa. Kao kKom coprupama 0b6jenn-
BABAILEM, CJIOKEHOCT XHUIICOPTa y HajropeM caydajy je O(nlogn). 3a pasiuky o
COPTUPAA, 00]6INHABALEM, XUIICOPT je AJTOPUTAM COPTHDAMA ¥ MecTy. Y Be3u
ca XUTICOPTOM 0OpaTnhieMo MOCeOHO MaXKIbY HA, MTOYETHU Je0 aaropuTMa — (DOPMHU-
pame xuna. AnropuraM 3a (HOPMUPALE XUIA UIYCTPYje HAYUH Ha KOju Tpeda KOM-
OWHOBATH KOHCTPYKITH]Y W AHAJIU3Y AJTOPUTMA.

XUl Kao CTpyKTypa HofaTaka pa3Marpan je y noriassby 3. [Ipermocrasrpa ce
Jla Ce XUI MPeJICTaB/ba UMILIMIINTHO; TherOBU €JIEMEHTH CMEINITeHN Cy y BEeKTOp A
JIyKUHE 1, KOju cTabmy oarosapa Ha crenehn mauwmm: xopen je cmemren y A[l], a
cUHOBH uBOpa 3amucanor y Ali] cvemrenn cy y A[2i] w A[2i + 1]. Crabmo 3am08B0-
JbaBa YCJOB XUIA aKO j€ BPEIHOCT CBAKOI YBOpa Beha WM jeqHaka Of] BPETHOCTH
IbETOBUX CHHOBA.

AJsiropuram XuIcopT u3BpIIABA C€ HA MCTU HAYUH KAO U COPTUpame n3bopoM;
pasmKa je y ymorpeb/beHOj CTPYKTYPH TMOAATAKA 3a CMeITambe Hu3a. Hajope ce
eeMeHTH Hu3a npeypelyjy Tako ma uwmne Xuil; (DOPMUPAHE XUIa, pa3sMoTpuliemMo
HemTo kacHuje. Ako je xum y Bektopy A, omma je A[l] majeehwm enemenar xuma.
Bamenom A[1] ca A[n] mocrmxke ce na A[n] canpxku Hajeehwm eneMenaT HU3A. 3aTUM
ce pasmarpa uus A[l], A[2],..., A[n — 1]; upeypebyje ce, Tako Ja 1 gasbe 3a10BO-
Jbapa ycsio xuma (mpobiem je jemwno Hou enemenar A[l]). ITocie Tora ce ca Tum
HU30M DEKYP3UBHO MIOHAB/bA TOCTYIAK NpuMemed Ha uu3 A[l], A[2],..., A[n]. Cee
y CBeMy, ajiTOPUTaM C€ CACTOjU O MOoYeTHOr hopMmupama xuma u n — 1 Kopaka,
V KOjUMa Ce BPINHU IO jeaHa 3amena u npeypehuBame xwuma. IlpeypehuBame xuma
je y OCHOBM HCTHM MOCTYyHAK Kao ajJirOpUTaM 3a yKJamambe Hajehier ejeMeHTa U3
xura, omebak 3.3. PopMuparse Xura je caMo Mo cebu WHTEpeCaHTaH mpobyeM, ma
he 6uTu nocebHo pasmarpan. Bpemencka ciaoxkeHocT ajaropurma je gakie O(nlogn)
(O(logn) 1o 3aMenn) IJIYC CIOKEHOCT (GOPMUPAIba, XUNA. JACHO j€ Ia je XUIICOPT
COPTHUpAmE Vv MeCTY; aJITOPUTaM je mpuKa3aH Ha caurnn 10.

Agnropuram Hipsort(X,n);
Vanas: X (am3 ox n 6pojesa).
Wsnas: X (coprupanu Hus).
begin
TIpeypeantun X Tako ga Gyme xwum; {BujeTH HACTABAK TEKCTA}
for i := n downto 2 do
zameni (X [1], X [n]);
Preuredi_Hip(i — 1)
{mponeaypa cawmana anropurmy Skini_mazx_sa_hipa wa ciumu 3.10 }

end

Pwuc. 10. AaropuraM XUIICOPT.
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5.3.5.1. @opmuparse xuna. Cana hiemo ce mozabapuTu mpodbaeMoM GOPMIPATHA
XHIla O IIPOU3BOJLHOI HU3A.

IIpoGaem. [ar je muz A[l], A[2],..., Aln] npomsBomuo ypehenux 6pojesa.
[IpeypesnTn HEroBe eIeMeHTe TAKO /13 330BOJbABAjy YCJIOB XHIIA.

Ilocroje aBa npuposna npucryna (GpopMupamy Xuna: 0J03r0 HAJI0IE U 0JI03/10
narope. QHu 0roBapajy HpoOJIACKy KpO3 BEKTOD A ciieBa yJaecHO, OHOCHO 3JIECHA
yneso (Bugeru cauky 11). Tlomro oBu MeTou Gy/y ONUCAHN TIPUMEHOM WHIYKIIH]jE.
Oulie mokasano 1a u3Melhy HBUX MOCTOjU 3HATHA PA3NINKA Y e(DUKACHOCTH.

Puc. 11. ®opmupare Xuma 003T0 HAJI0JE U 00370 Harope.

PazmoTpumo Hajmpe mpoiasak Kpo3 BEKTOP CJIEBA YAECHO, Tj. M3TPAAHY XU,
0ZI03r0 HAI0JIE.

NuaykTusHa xunotesa (omosro mamone). Hus A[l], A[2],. .., Ai] npencras-
Jba XHIL.

Basau ciy4aj je tpusmjanan, jep A[l] jecre xun. OcHoBHM A€0 anropuTMa je
yrpaama exemenra Ali+ 1] y xun A[l], A[2], ..., A[i] (Bunern mornasme 3). Exeme-
uwar Ali 4+ 1] ynopehyje ce ca cBojum onem, u 3amemyje ce ca wuM ako je selin on
FhEra; HOBY €JIEMEHAT CE MTPEMEITA HABHUIIE, CBE TOK He MOCTAHE MAFbU MJIW JeTHAK
0J1, 0113, WJIW JOK He JOCIIe Y KOpeH xuia. bpoj ynopehusama je y HajropeMm caydajy
[logy (i +1)].

PasmoTpumo cama mposasak HU3a 37€CHA YIIEBO, MITO OrOBAPA TPOTACKY XHIIA
omoz o Harope. Bosenn 6ucmo na kaxkemo na je uus Afi+1], A[i+2],. .., A[n] xum, y
Koju Tpeba ybanutu enemenar Ai]. Amu vuz Afi+1], A[i+2],..., A[n] He onroeapa
jensowm, mero xonekuuju xunosa (um3 Afi + 1], Ali + 2],. .., A[n] mocmarpamo kao
neo crabna mpencrasmeror auzom A[l], A[2], ..., A[n]). 36or Tora je mHIYKTHBHA
XHUMOTe3a HEIITO KOMIUTAKOBAHM]A.

NnpykrusHa xumoresa (070370 Harope). CBa cTabiia IpeCcTaB/beHa HU30M
Ali + 1], Al + 2], ..., A[n] 3amoBosbaBajy ycios Xura.
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Nunyknuja je mo i, anu obpHyTHM pemocaenom, ¢ = n,n — 1,..., 1. Enemenar
A[n] ounrsenHo TpenCcTaB/ba XU, TTO NPeICTaB/ba 6a3y mamxykmmje. Moxe ce 3a-
KJbyInTH 1 HemTo Bume. Enxementn BekTopa A ca magekcwma onm [n/2| + 1 mo n
cy nucrosu crabmaa. 360r Tora ce crabia KOja OArOBAPAjy TOM HH3Y CACTOje CAMO
0/l KOpeHa, IIa TPUBHUJAJTHO 33/0BO/bABA]Yy yCa0B xuia. /I0BO/bHO je makise ma ca
uHIYKIUjoM Kpenemo of ¢ = [n/2]. To seh yxkasyje ga Ou mpUCTYI 00310 HATOPE
Morao 6urn epUKaCHUjU: TIOJIOBUHA TIOCTA je TPUBHJAJIHA; OBO je jOIl jeJlaH MpuMep
BasKHOCTH TAKJBUBOT M360pa Oa3e MHIYKIIHjeE.

Pasmorpumo cana enemenar Afi]. On nva wajsume asa cuna A2+ 1] u A[2i],
KOjU Cy, IpeMa WHIYKTHBHO] XUIIOTE3W, KOPEHH HCIPABHUX XUIOBA. 300r TOra je
jacan maumn ykibyumBama A[i] y xun: A[i] ce ynopehyje ca sehum oxm cunoBa, u
3aMemyje ce ca BuM ako je morpebno. OBo je caudHo Opucamy W3 XWIa, BUIETH
norsiasibe 3. Ca 3aMeHaMa ce HACTABIba HAHMIKE HU3 cTAabJIO, IOK HMPETXO/HA BPE/I-
HOCT enementa Ali] me nohe a0 mecra Ha KoMme je Belia on oba cwra. Koncrpykmnuja
XWTIa 00370 HATOpEe MIYCTPOBAHA je mpuMepoM y Tabenn 4.

Cuaoxkenoct (omo3ro nagone). Kopak ca peauum 6pojem i 3axreBa HajBulle
[logyi] < [logyn] ymopehupama, na je Bpemencka cioxenocrt O(nlogn). Ouena
cioxkenocru O(nlogn) nuje rpyba, jep je

> llogyi] = Y [logyi) = (n/2)[logy(n/2)] = Q(nlogn).
i=1 i=n/2

Cuoxenoct (010340 narope). Bpoj ynopehupama y cBaKOM KOpaky Marbu
je uau jemHak OX JABOCTPYKE BUCHHE PAa3MATPAHOr YBOpa (IOIITO €& YBOP MOpa
ynopeautu ca BehiuM OJ CHHOBA, €BEHTYAJHO 3AMEHUTH, U TAKO Jlajhbe HU3 CTabJio
20 aucta). [IpeMa ToMme, CI0XKEHOCT je Marbha WK JeJHAKA OJl ABOCTPYKE CyMe BUCHU-
Ha CBHUX 4YBOpOBa y crabiy. W3padyHajMo makie cymMy BHCHHA CBHX 9YBOPOBa, AU
HajIpe caMo 3a KoMIuteTHa crabma. Heka je H (i) cyma BHCHHA CBHX YBOPOBA, KOM-
nyierHor GuHapHor crabna sucube i. Huz H (i) 3amoBo/baBa AudepenIHy jegHad-
uny H(i) = 2H(i — 1) + i, jep ce KoMmmeTHo OUHADHO cTabiI0 BHCHWHE § CACTOJH

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 6 8 5 10 9 12 1 15 7 3 13 4 11 16 14
2 6 8 5 10 9 12 14 15 7 3 13 4 11 16 1
2 6 8 5 10 9 16 14 15 7 3 13 4 11 12 1
2 6 8 5 10 13 16 14 15 7 3 9 4 11 12 1
2 6 8 5 10 13 16 14 15 7 3 9 4 11 12 1
2 6 g8 15 10 13 16 14 5 7 3 9 4 11 12 1
2 6 16 15 10 13 12 14 5 7 3 9 4 11 8 1
2 15 16 14 10 13 12 6 5 7 3 9 4 11 8 1
16 15 13 14 10 9 12 6 5 7 3 2 4 11 8 1

TAsnuiA 4. Ilpumep dopmupama xuma 010310 Harope. bpojesn
y MPBOj BPCTH Cy WHIAEKCH. BpojeBH Koju Cy ympaBo ydeCTBOBAJIH
y 3aMeHu, moaeb/baHu Cy.
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Ofl IBa KOMILIETHA OWHapHA moacTadyia BUCHHE ¢ — 1 W KOpeHa, 4hja je BUCHHA
i. Hopen Tora, H(0) = 0. Ynan ¢ u3 gudepeHiite jeHaunHe MOXKE Ce YKJIOHUTH
BeHnM npenmcuBameM y o0muky H(i) +i = 2(H(i — 1) + (i — 1)) + 2, ommocHO
G(i) = 2G(i — 1) + 2, tne je yeemena osmaka G(i) = H(i) +4; G(0) = H(0) = 0.
Jla Ou ce yKJIOHHO IIPEOCTau KOHCTAHTHHU “IaH 2, obema crpanama Tpeda momaTu
onrosapajyhy komcranry, Tako ga Oyae kopucaa cmena F(i) = G(i) + a; onarie ce
nobujaa =2: G(i)+2 =2(G(i—1)+2), 1j. F(i) =2F(i—1)u F(0) = G(0)+2 = 2.
Pememe nocremme audepenine jemaaaune je F(i) = 201! ma xomaano mobujamo
H(i) = 27! — (i + 2). Tlomro je ykynan 6poj 4BOpOBa KOMILIETHOD OHHAPHOT CTab-
aa Bucuee i jeqnak 21! — 1, 3akspyuyjeMo ga je 3a xumose ca n = 2° — 1 uBopoBa
BPEMEHCKA CJI0KEHOCT (hopMUparba xurna 010310 Harope O(n). CloxkeHoCT 3a XU
ca n 4BOpOBA, IpH deMy je 2¢ < n < 21T — 1 mama je miu jemHAKa OJf CJIOKEHOCTH
3a xum ce 2771 — 1 gBopopa, koja je n mame O(n). OcroBHm pasmor 360r Kora je
IPHUCTYI 0030 HAarope epUKACHUJU je y TOME Ja je BEIHKH Je0 IBOPOBa cTabiia
HA BErOBOM [HY, & BPJIO MaJd Je0 MPHU BPXY, y OMM3WHU KOpeHa. 3aTo je 6osbe
MUHUMU3HPATH 00paJly YBOPOBA HA JIHY.

OBo je jom jeman mpumep KoOju TOKasyje ma ce mobpum u3bOpoM pemociesa
MHAYKIHje MOXKe KOHCTpyucaru edukacan amropuram. Meron dopmvupama xuma
0/103T'0 HAaJI0JI€ je JUPEKTHUJU U OYUIVIEJHUJU, AJIU Ce UCIOCTAB/bA JIa je HPUCTYIL
0710310 Harope OOJbH.

5.3.6. oma rpanuna 3a coprupame. [lonazehin og anropurama 3a copru-
pame croxenoctn O(n?), ycaBpImaBameM CMO JOILIH 0 AJTOPHTMA CIOXKEHOCTH
O(nlogn). Ma mm je morylhie mame moBOIBIMARKE, OTHOCHO JA JIH je CTIOXKEHOCT CBAKOT
amroputMma 3a coptupamme Q(nlogn)?

®yaxkumja f(n) je m0mba IPAaHUIA CIOKEHOCTH HEKOr IIPODIeMa aKO 38 CJIO-
skerHocT T'(n) TpPOM3BOJLHOr AMTOPUTMA KOjU periasa Taj npobiaem saxu 1'(n) =
Q(f(n)) (wnu: we nocroju ajropuram cuoxerocru mare 0d O(f(n)), Koju pemasa
upobsiem). JJokazaru ja je Heka (QyHKIMjA J0Ha IPAHUNA CIOXKEHOCTH Pa3MaTpa-
HOr mpobsieMa HHUje JIAKO, jep ce JOKa3 OmHOocH Ha cBe Mmoryhe amropurme, a me
caMO Ha jeJaH KOHKpeTaH mpuctyil. HeomxomHo je Hajupe crnenmdumuparn MOI-
€Jl KOju OAroBapa NPOU3BO/bHOM AJIOPUTMY, & 3aTHM JIOKA3ATH /A jé BPEMEHCKA
CJI03KEHOCT TIPOM3BOJHHOT asropurMa obyxsaheHor Tum MojesnoM Beha niau jeaHa-
Ka O IOWe I'PAHUIle. Y OBOM OIe/bKY Pa3MOTpuNeMO jelaH TakaB MOMeN KOju ce
30Be €TabJio omityauBaba. CTabiio Oy IMBaba MOIEINPA U3PAUYHABAKA KOja, e
cacroje Hajsehum gesnom of ynopehusama. Ctabiao ofiyunBama HUje OMIIITH MOIET
u3padyHaBama Kao mTo je Hup. TjypuHrosa mamuHa, 11a Cy J0Hme I'DAHUIE HEMITO
ciaabuje; amu ¢ Apyre cTpaHe, crabjia OmJIyInBaka, Cy jJeTHOCTABHU)A, U CA UM, Ce
JIAKIIe OTIepHIIe.

Crabno omiyunBama neduHUINe ce Ka0 OMHapHO cTabJio Ca IBe BPCTE YBOPOBA,
YHYTPAIbUM 9BOPOBUMA U JTHCTOBHMA. CBaKM YHYTPAIIEHH IBOD OArOBAPA MATAH-
jy ca aBa moryha oaroBopa, KOju Cy MaK MNPUAPYKEHH JBEMa I'PAHAMa KOje M371a3€
n3 usopa. CBakOM JINCTY TIPUAPY3KeH je jeman on moryhux m3maza. Ao ce paam o
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100 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

mpobJieMy COPTUPaa, TPETIOCTAB/HAMO /14 je YIA3HU HU3 T1, To,. .., Ty. V3pady-
HaBabe MOYMI-e OJ KopeHa cTabsa. ¥ CBAKOM YBOPY [OCTaBIba CE jeJHO MUTAE Y
BE3W Ca yJIa30M, M ¥ 3aBUCHOCTU OJ JOOUjEHOr OJIrOBOpA, HACTABIbA C€ JIEBOM WU
JIECHOM M3JIa3HOM TpaHoM. Kas ce mocTurte JIMCT, W371a3 MPUIPYKEH JIUCTY je U371a3
u3padyHaBama. Ha ciuiu 12 nprukasaso je coprupambe momohy crabsia oty auBaiba,
3a n = 3. Bpemencka cjioxkeHocT (y HajropeM Clydajy) aaropur™a aeduHuCAHOT
crabaom T jennaka je sucuuu 1, omHOocHO HajBehiem moryhem Opojy muTama Koja
rTpeba mocraBuTH 3a Hekn yiaa3. CTabiio oIyduBamka MPEeMa TOME OJIr0Bapa Allro-
purmy. ako crabno omnydyuBama He MOXKE 13 MOJEJIMPA CBAKW ajropuram (HOD.
HE MOXKE Ce M3PAdyHATH KBaPAaTHN KOPEH N3 HEKOT Opoja KopuImhemeM cTab1a o-
JIYyUUBaEHha), OHO je MPUXBAT/LUB MOJE 38 aJTOPUTME 3aCHOBAHE HA ylopehusamy.
Jomwa rpanuna nobujeHa 3a Momes crabja OIyduBalba OJHOCH Ce HAPABHO CAHO
Ha ajaropurme moe obauka. Cama iemo nckopuctuTu cTabia oIy IuBamka 13 OMCMO
OJIPEINIIN [0y TPAHUILY 38 COPTUPAIHE.

1 < T2 ?
P

/Ia/// ~He Aa. e S_He

r3 < T2 < I1

r1 <r2 < X3 1 < 3 < X2 r2 <21 < T3 T2 < 23 < X1

Puc. 12. Coprupame Tpu enementa nomMmohy crabia o1y duBamba.

Teopema 5.1. IIpouseonho cmabao 004y uU6aIa 34 COPTNUPAILE T EACMEHATNG
uma sucuny Q(nlogn).

JOKABATEJILCTBO. ¥Yjia3 y ajropuraMm 3a COPTUDPAE je HU3 X1, T2,...,Tn.
Wzna3 je uctu HU3 y copTUpaHOM pefocieny. JIpyruM pednmva, n3ias je nepmymanu-
jo yiaza: W371a3 yCcTBapM IOKa3dyje Kako Tpeba MCHPEeMEINTATH eJIeMeHTe Tako Jia
OHU TOCTaHy coprupanu. Ha m3masy ce MOKe IMOjaBUTH CBaKa IMEPMYyTaIlnja, jep
yja3 MoXke OWTH 33a7aT Y MPOU3BOHLHOM peiocyieny. Aaropuram 3a copTupambe je
KOpPEeKTaH aKo MOXKe 11a 0bpasan cse moryhe ymaze. IIpema Tome, cBaka mepmyTalii-
ja ckyma {1,2,...,n} Tpeba ma ce mojaBu Kao Moryhu muzna3 crabia OITyduBaIba
3a coprupame. M3nasu crabna omIyunBama TPUAPYIKEHH CY HErOBUM JIUCTOBUMA.
[lomrro Be paznuauTe MEpMyTaIje OATOBAPAjY PA3ININTAM U3JIA3NMa, MOPA]y UM
OUTH NPUAPYKEHU PA3IAYUTH JUCTOBU. lIpema Tome, 3a CBaKy MEPMYyTAIH]y MO-
pa ma mocroju 6ap jeman mucr. Ilepmyranumja mMa n!, ma momTo IPETIOCTABIHLAMO
Ja je cTabno GHHADHO, IHeroBa BUCHHA je HajMaibe logy(n!). TIpema CTupanurosoj
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w=vam(®)" (1+0(1)).

omuOCcHO logy(n!) = Q(nlogn), ynMe je n0Ka3 3aBpLIEH. O

dopmynu je

OBakBa BpcTa [OHE IPAHULE 30BE Ce TeOPUjCKO—MHQOPMAINOHA JI0HA I'Pa-
HUIA, jep OHA HE 3aBUCH OJ CAaMOl W3padyHaBamba (MU, Ha IPUMED, HUCMO Je-
dunHMCcaIM KaKBa UTAa CY J03BOJbEHA), HEIO CAMO Ol KOJMYHHE MH(DOPMAIIU)a
caJipyKaHe y M3a3y. 3HAYA] JIOe TPAHWIE je y TOME JIa TMPOM3BObAH AJITOPUTAM
coprupama 3axteBa )(nlogn) ynopehmBama y Hajropem ciaydajy, jep OH Mopa ma
pasmukyje n! pasIMYNTHX U3/1a3a, & y jeSHOM KOPaKy MOXKE 14 m3adepe caMo jemHy
on nee moryhinoctu. Mormu cMmo na Aedunuinemo crabio o1y dnBamka Kao ¢Tadso y
KOME CBaKU YBOD MMa TpH cuHa (KOjU, Ha MPUMED, OJTroBapajy ucxoauma ” <’ 7="
u”>"). ¥V rom ciyuajy 6u Bucuna Ousa HajMamwe logs n!) mro je u name Q(nlogn).
Hpyrav peanma, noma rparnma (nlogn) omrocn ce Ha cBa crabia Oy IHBAKA
ca KOHCTAHTHUM 6pOjeM rpaHa Imo 4BOpy.

OBaj J10Ka3 [10be TPAHUIE [IOKA3Yje Ja CBAKH AJTOPUTAM 3a COPTUPAE 3aC-
HOBaH Ha ynopehusamuma uma caoxenocr 2(nlogn). Coprupaise je unak moryhe
U3BpIIABATH OpKe KOpHUIlliemeM Crieiujaasaux ocobuna 6pojesa, win u3Bonehn as-
rebapcke MaHHIyIamnje ca mwuMa. Ha mpuMep, ako mMaMo 1 IMPHUPOIHUX OpojeBa
u3 omcera ox 1 1o 4n, copTupame pasBpcraBambem he mx ypeautn 3a speme O(n).
OBo He NpoTUBpEYr JOKA3AHO] J0H0O] TPAHUIIN, jep COPTUPAE PA3BPCTABABEM HE
xopuctu ynopehusama. Kopuctu ce unmenuna ga BpeqHocTn OpojeBa MOry Ja ce
epUKACHO KOPUCTE Kao adpece.

Kan paszmarpamo crabma omjgyduBamba, OOMIHO UTHOPHIIEMO IHUXOBY BETHY-
WHY, & 3aHIMA, HAC CAMO BUCHHA. 300T TOra 9aK U jeTHOCTABHU AJTOPUTMU JIMHEAPHE
BPEMEHCKE CJIO?KEHOCTHU MOTY 13, OAr0Bapajy CTab/ImMa Oy YIMBabha Ca €KCIIOHEHIIN-
jasauM 6pojem uBopoBa. Bennuwna Huje OuTHA, jep ce cTabio yerBapu He (hopMuUpa
ekcuuTHO. CTabio ce KOPUCTU KAO CPEICTBO 3a TOKA3ZUBALE JIOHBUX TDAHUILA.
Urnopucame BenduHe IUHU JTOKA3 jaUWM, jep ce MOYKe MPUMEHUTH Ha Mporpame
ekcroHeHIjaane ayzxuue. C Ipyre cTpane, TeEXHAKA MO¥XKe Ja Oy/ie mpeswuiie Molina,
unaehn je 6ecKOPHCHOM 3a U3BOhEHE MIOBUX IPAHAIA 33, TPOoLIeMe KOjH ce HE MOTY
peLIuTH IPOrpaMuMa pPa3yMHE BEJIMYMHE, ajad Ce MOIY PEIIUTU HPOIPAMUMA €K-
CIIOHEHIMjajIHe JyKuHe (Ha OpUMEp, MPOrpaMoM €a TabJHUIIOM KOja CAJIpKU CBA
moryha pemema). Crabia ojyurnBama cy Hey HUDOPMHYU MOJIE/IU U3DAYyHABAH-
ja. Crabsio 3aBucu of n, BenuduHe ynaza. McmocraBba ce Ja ce Mory (hopMuparu
crabia oIy YnBama MOJIMHOMUjAJHE BUCHHE — AJIM €KCIIOHEHI[MjaTHE BEJNINHE —
3a mpobJieMe KOju BEPOBATHO 3aXTEBAjy €KCIIOHEHIIMjaTHO BpEME H3BPIIaBaiba, I1a
¢y crabja OIIyJYnBarha MOHEKA TPEBHUIle ONTUMUACTUYKA. JpyruM peduma, T0H-
ja TpaHuIa mo Mojesy crabia OmIyduBamka MOXKe 13 Oyae JTajeko UCIOI CTBapHe
caoxkenoctu mpodiema. C apyre crpame, ako je M0Ma PAHUIA jeIHAKA TOPHO]
CPAHUNM 3a HEKW KOHKPETAH AJTOPUTAM, KaO0 IITO je CIy4aj Ca COPTUPAEM, OHIA
JIOBa TPAHUIA [TOKA3yje /1a Ce ajirOpUTaM He MOXKe yOp3aTu HU ynorpeboM MHOTO
Befier mpocropa.
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5.4. Panroscke craTucTuke

Ba enemear x; 3aIaTOr HU3a ejleMeHaTa S = X1,Z2,...,Ln KAXKEMO 13 HMa,
paHr k y S ako je x; k-ru Hajmamu esemenar y S. PaHrosu ejemenara y HH3Y
MOI'Yy Ce JIAaKO OApeJMTH coprhpameM. Mimax, mocroju mocra npobiema y Be3n Ca
PAHTOBUMA, KOJU C€ MOTY PENTuTH U H6e3 COpTUpama. Y OBOM OJE/bKY pa3MoTpulieMo
HAjIIpe TpobJeM UCTOBPEMEHOT HAJAYXKeHha HajMamer u Hajpelier ememenTa, a 3aTumM
ommTu nMpod/IeM HAJTAXKema k-TOr HAjMaer eJIEMEHTA.

5.4.1. Hajsehu n najuamwn ememenar. Hanaxkeme najseher nin HajMarmber
eJeMeHTa y HU3y je jemHocTaBHO. AKO 3HaMO HajBehu ejeMeHAT y HU3Y IyKUHE
n — 1, ouma Tpeba ga ra jour ymopeauMo ¢a N-TUM eJIEeMEHTOM Ja GHCMO MPOHAILTH
Hajsehm ejgemenar Hm3a Aykuue n. Hajgaxkeme HajBeher egemMeHTa HU3A IYKUHE
1 je TpuBmjammo. IIpomec 3axreBa jeqHo ynopehuBame 1Mo e1eMEHTY, ITOYEBIIH O]
Ipyror eneMenTa. YKymaH Opoj ymopehjuBama je maxksie n — 1.

[IpernocraBumo cajga ma je nmm/b npoHalim mcTOBpeMeHO HajMamu u HajBehlin
eJeMeHAT HU3a.

ITpobaem. Ilponahwn najeehu u HajMamy eJeMeHAT JATOr HU3A.

Hajjennocrasuuje je peruntu oBa nsa mpobsiema HE3aBUCHO. Y KynaH Opoj yio-
pebusama je 2n — 3: n — 1 ga ce mponalje majpelin, a 3aTtum n — 2 na ce mponaje
HajMamy eneMenar (jep ce Hajseliu npu Tome He Mopa pasMarparh). Moxe Jim ce 0BO
nobospinarn? PasMoTpuMo jour jeaqHoM MHAYKTUBHM HpHCTYI. IlpermocraBumo na
yMeMO 73 permumMo npobiaem 3a garux n — 1 ejgeMeHara, U 73 je moTpebHO permTh
upobusiem 3a n esemenara (6azuu cay4aj je rpusujasan). Tpeba ynopeauru HOBU
enmemMeHnar ca najpelinm n mHajmamum 1o taga. To ¢y aBa ymopeljuBama, mrro 3uaun
na hie 6poj ymopehuBama nonoso 6utu 2n — 3, jep 3a IPBU eJeMeHaT HUje TOTPeOHO
HU jenHo ynopehusame.

Cnenehu mokyiaj morao 6u ma Gyjie 1a ce pelneme TpOIupy 33 BUIIIE O jeJHOT
ereMenTa. [TokyImajMo ga OgjeIHOM M0ajeMO IO IBa €JIeMEHTA: MPETIIOCTABUMO 11,
YMEMO 3 peruMo npobJem 3a 1 — 2 ejeMenTa, U MOKYIIAjMO Ja I'a PELIUMO 34 1
ememenara. /la 6u KOHCTpyKIuja 6uia KOMILIETHA, MODajy €€ PEIuTH IBa Oa3HA
cay4aja, n = 1 un = 2. Heka cy maz v min vajsehu n najMamu ejsemenTu mMehy
upBuX 1 — 2 esleMeHaTa (I03HATH HA OCHOBY MHJIyKTHUBHE XUIIOTE3€) U HEKA CY Tp_1
U X, HOBOJIOIATH €JIEMEHTH. JIaKO je BUAETH J1a Cy 38 HAJNAXKEHe HOBOT MAKCUMYMa,
1 MUHMMYyMa JOBOJbHA TpH ynopehuBama: Hajupe T,_1 ca T,, a 3arum Behu of
BUX Ca AT, a MU Ca Min. YKYIHO aJrOPUTAM 3aXTeBa OKO 3m/2 ymecto 2n
yrnopehuBama!l Mozke i ce aaroputam Jajbe MOBOBITATH KO C& OjeTHOM 0, TI0
rpu (uiu derupu) esiementa! Kopucrehu ucru npucryn, noasu ce 10 ucror 6poja
ymopehuBama. Mcmocrapiba ce ma ce Opoj ymopehuBama He MOKE CMAmBUTH OHITO
KOjUM METOJOM. 3aHUMJbUBO je Ja U [MPUCTYI 3aCHOBAH Ha JEKOMIIO3UIUjU TaKkohe
JIOBOJIM JIO aJTOPUTMa ca OKO 3n/2 ymnopehusamba.

5.4.2. Hasaxkeme k-Tor Hajmamer ejieMeHTa. IlocMarpajMo cajsa OnInTU
pobeM.
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5.4. PAHTOBCKE CTATUCTUKE 103

IIpo6aem. 3a 3amaru HU3 ejgemenara S = Ti,Ta,...,T, U Npupomgau 6poj k,
1 <k <n, onpeaurn k-Tu HajMamU eIeMeHaT y S.

OBo je mpobisiem oipehuBama paHTOBCKUX CTATUCTUKA, OJTHOCHO CeJIeKIThje.
Ako je k Bpsio 63y 1 wim n, oHzna ce k-ru HajMakby €JIEMEHAT MOXKE OJPEIUTHI
U3BPIIABAKEM AJIOPUTMA 33 HajlaKeme MUHMyMa (MakcuMyma) k myra. OBaj
MPUCTYIT 3aXTeBa OKO kn ynopehusama. Coprupame je 60/b€ 011 OBOT jeTHOCTABHOT
aJrOpUTMa, CEM aKO je k pena senmanue log n. Mehyrum, mocToju Apyru aaropuram
KoOju epMKACHO IIPOHAJIA3H k-THU HajMalU €JeMEeHAT 3a IPOU3BOJEHO k.

Nneja je npuMeHUTH TEKOMITO3HUIN]Y HA UCTH HAYMNUH KAO M KO JTOPUTMA COP-
TUpare Pa3aBajarbeM, CeM TITO je OBOT TyTa JOBOJHHO PENTUTH CAMO jeJaH O, ABa,
norpobaema. Kom coprupama pasnpajameM HU3 ce pasapBaja moMolily muBOTa HA
nBa momHwW3a. JlBa momHW3a, ce 3aTMM COpPTHpPAjy pekyp3uBHO. OBIe je IOBOJHHO
OJIPEJINTH KOjU OJ MOJHHU30BA CAAPKU Kk-TW HajMaru €IeMEeHAT, a OHJA AJOPU-
TaM MPUMEHUTH PEKYP3UBHO camo Ha maj nodwus. Ocrand eJeMeHTd MOry Ce Wr-
HOopucaTu. AJroputaM je TpuKa3aH Ha cauim 13.

Aaropuram Selekcija(X,n, k);

Vaasz: X (um3 og n 6pojeBa) u k (upupoauu 6poj).

Wsmnas: S (k-tu HajMamy ejgemeHar; HU3 X je IPOMEIbEH).

begin

if (k < 1) or (k> n) then print "rpemka”
else
S := Sel(1,n, k)
end

function Sel(Levi, Desni, k);

begin
if Levi = Desni then
Sel := Levi
else
S = Razdvajanje(X, Levi, Desni); {Bumern ciuxy 8}
if S— Levi+ 1> k then
Sel := Sel(Levi, S, k)
else
Sel := Sel(S + 1, Desni, k — (S — Levi + 1))
end

Puc. 13. Anropuram 3a onpehusame k-Tor HajMamer eJIeMeHTa.

Cuaoxenoct. Kao n koa coprupama pa3aBajameM, JIom u300p MHBOTA BOIN
KBajpaTHoM anroput™y. Cpeiba CII0XKEHOCT OBOT aiTOPUTMAa MOYKE ce OIEeHUTH Ha,

T(n)=T(n/2)+n-1

T(n)=0(n)
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CJIMYaH HAYUH Kao KOJ, cOpTUpamba pasasajamem. Heka je ca T'(n, k) o3Haden mpoce-
qan O6poj yrnopehuBama y aJifOPUTMY HA YIa3UMa dy2KHWHE N KAl C& TPAXKU K-TH Ha-
jmamu enemenar. [IpernocraBumo ma mocse pasasajama (n — 1 ynopeljusarme) nus-
or ca jemrakoM BeposaTHOhOM 1/m MoXxe aohim Ha cBaky mosmmmjy ¢ = 1,2,...,n.
Pazmarpahemo majio u3MemeHy BapHjaHTy aJrOPUTMA, Y KOjOj Ce Iajhe H3BPIIa-
Bakbe OIMAaX TPEKUIA KO je MO3UIHja MUBoTa k (M CAMYHO y Ja/bUM PEKYP3UBHUM
no3uBuMa), jep je Tama nponaben k-tu HajMamu enemenar. 3a ¢ < k (omHOCHO
i > k) momasu ce 10 PeKyp3WBHOT mosmba aaropurma caoxenoctw T'(n — i,k — i)
(ommOCH 7 jep mpeocraje mporanaxeme (k — i)-Tor Hajfamer exeMeHTa Of
wux n—1i (o1 0 k-TOI HajMakber eJeMEHTa OJl BbUX 7). Ma ToMe, TudepeHITHA

jemumaunna 3a T'(n, Mje @ i'=n-i, i=n-i'
n—1 n—1 @

1 1 k-n+i
T(n,k):EZT(i,k:)—&—E > Tln—k+1)+n—1L
i=k i=n—k+1

Nunykumjom ce moxke aokasaru ma je T(n,k) < 4n 3a ceako k = 1,2,...,n. 3a
n = 2 OBO ce HeIoCpeTHO TPOBePaBa, a W3 WHAYKTHBHE XHIOTe3e 7a 33 § < N U
upousBosbHO M, 1 < m < i, Baxku T (i,m) < 4i cnean

n—1 n—1
1 1 .
T(n,k) < n—l—&—ﬁiékélz—i—g E 44

T(n-i,k-i) i=n—k+1
4 (n—1+k 2n —k
= n-14+—(———n—k)+——(k-1
O n-te (P w25 e )
2
= n—1+=(n®+2nk—2k* — 3n+ 2k)
n
. 1
T(i-1,k) = 4dn— - ((n—2k)* +3(n— k) + 4n) < 4n.
n

ITpema ToMe, 3a NpoOU3BOBHO k je mpoceuna cuozkeHocT oBor ajropurMa O(n).

KoMmenTap. Behuna mpumena paHrOBCKHX CTATHCTHKA 3aXTeBA oapehuBame
Medujare, OMHOCHO n/2-Tor HajMamer ejgemenTa. Anroputam Selekcija je ommuuan
aAToOpuTaM 3a Ty CBpXy. He mocToju jemHOCTABHHjM ajIropuUTaM 3a HAJIayKeme CaMo
Meaujare. JlpyruM pednma, yorrnTemne npodieMa HaIaskermha MeujaHe Ha HAJTaKeH-
je k-Tor HajMamer ejeMeHTa YrHT ajaropuTaM jeanocrapaujumM. OBo je Takohe mpumMep
rojavyaBama UHIYKTUBHE XUIIOTE3E, Jep PEKYP3Hja 3aXTEBa, IPOU3BOJbHE BPETHOCTH
3a k.

5.5. Kommpecuja momaTaka

Kowmmpecuja momaTaka je MOCTyMaK CMambeha TPOCTOPa KOjU 3ay3UMa]y MOAITH.
Kowmmpecuja nomaraka je Takohe BazKHa, MPUIMKOM EbUXOBOT MIPEHOCA, KAl j€ TIeHA
obpasie mozaraka Mama Off [eHe BUXOBOr nperoca. Kommpecuja nosaraka mmpoko
ce NpuMemyje u mpeicTaB/ba 00jacT Koja ce 6p30 pa3suja. ¥ OBOM OHEJBKY pPas-
MOTpuhieMO caMo jeJaH AJIrOpUTaM MOTOMAH 33, KOMIIPECH]Y.

1.k-1
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360r jeIHOCTABHOCTH TPETIOCTABUMO 113, Cy TOJANN KOje Tpeba KOMIPUMOBATH
TekcT cMmernTeH y ajn. CBaku 3HAK TEKCTa MPEIACTAB/HEH je jeMHCTBEHUM HU30M
futa — KOmOM TOr 3HaKa. AKO Cy Jy»KMUHE KOJOBa CBUX 3HAKOBA jefqHake (IITO
j€ yupaBo CIydaj ca CTaHZAPIHHUM KOOOBHMA, Kao mTo je ASCII ), 6poj
Oura KoOju mpeacTaB/bajy (aja 3aBucH camo on Opoja 3HaKoBa y memy. la Ou ce
MOCTUTJIA, YIITEAA, MOPA]y Ce HEKW 3HAIM KOAWPATH MarbuM, a Heku eelimm Gpo-
jem 6ura. Heka ce y dajny mojaB/byje n pa3auyunThX 3HAKOBA, U HEKA CE 3HAK S;
nojasmyje f; myra, 1 < ¢ < n. Ako ca l; o3aaunmo 6poj 6ura y Koay 3HaKa S;,
v KOOy O3HadIeHOM ca F, onma je yKyman Opoj 6mra ymorpeb/beHnX 3a MpeacTaBi-
jawe konupanor dajia L(E,F) = S lif;, vue je ca F = fi1, fo, ..., [ o3nauen
Hu3 yuecranoctu (dppexksennuja) 3nakosa y dajiay. Komupame dajia je mocrymax
IBerope TpauncdopMalmje, 3aMeHOM 3HAKOBA ofrosapajyhnM komopuma us E. Un-
Bep3Ha TpaHcdOpMaIrja KOja KOIOBE 3aMembyje 3HANMA, je TeKOINPAHE.

OcuHoBHH ycs0B Koju Koz E mopa ja 3a70BOsbH je ma omoryhyje jeaqHO3HaYHO
JIEKOIMPAHhe, OJTHOCHO PEKOHCTPYKIH]Y MOa3HOr (hajia Ha OCHOBY HHErOBE KOIW-
pasue Bep3uje. [Ipe Hero mro npehemo Ha Tparkerme ONTUMAJIHOD KO/IA, PA3MOTPHMO
yCJIOBe KOje KO n Tpeba 1ga 3a70BO/bM ma Om Omso moryhe jemHo3HAU-
HO JeKOAWpame. JemaHn o HAYMHA 1A Ce jeqHOXKHATHOCT 00e30emu, je ma ce Komy
HaMeTHe yCJIOB Ja HU jeaHa KOOHA ped Huje mpeduKc Heko] apyroj. Komosm koju
33/I0BOJbABAjy OBa] YCJOB 30By ce npepurcuu kodosu. CBaku bDuHapHU TpedUKCHA
(oHaj KOju 3HAKe KOAMPA HU30BUMA OuTa) KO JI MOXKE Ce IIPeJCTaBuTH Ou-
HAPHUM cTabjoM, BugeTn npumep Ha ciaunu 14. [lomasehu on Gunapror crabia y
KOMe Cy TPaHe Ka JIEBUM, OJHOCHO JeCHUM CHHOBHMA, O3HadeHe ca 0, omHocHO 1, Ha
MpUPOJIaH HAYMH Ce CBAKO] KOTHOj peUH jeIHO3HATHO IPpUAPYyKyje aBop. Ilomasn ce
OJT KOPEHA, a KPeTabe Ce KOHTPOJIUIIE KOMHOM Pevn: ako je Hapeanu dbut 0, mpenasu
ce y JieBor, a ako je 1, y mecunor cuna. Koz npedukcHux KOg0Ba KOIHUM DEUYnMa
OUMTJIETHO O/NOBAPAjy JMCTOBU KOOHOT cTabsa. Basxkm u 0bpHyTO, KO b
3a/1aT KOJHUM CTAbIOM, Y KOME Cy KOJHE PEYH JINCTOBU, TPeMUKCHE je KO .
Jlekonupame nmpedUKCHOT KO/IA je jeTHOCTABHO: W3 HU3a OWTa KOjU MPEeJICTABIBA]Y
Komupanu (ajs1 peaoM ce M3Baja jedHa mo jeaHa KoaHa ped. Ilporec je jemHosnad-
HO oApeheH ympaBo 3aTO IITO je KO O npedukcun. Ha npumep, au3 6urta
011100010001, moxke ce y KOAY MPEACTaB/bEHUM CTA0JIOM Ha CIUIM 14 nexoampaTu
camo Ha jeman vauwa: 011 — 1 — 00 — 010 — 00 — 1. [Tpobiem edpuracHOr KOIUPAHA
MOXKe ce cajia popmynucaru Ha caenehiv HadwH.

IIpo6aem. 3aaar je TEKCT Ca N PA3IUIUTUX 3HAKOBA, TAKO A Cy YIECTAHOCTH
3HakoBa 3amare HuzoM F = fi, fo, ..., fn. Ogpenuru npedukcan KO n E
KOju MuHUMU3Upa 6poj 6ura L(E, F') ynorpeb/beHux 3a KOAUPAHE.

3a mpedukrcHU KO I Koju munuMusupa spexuoct L(E, F') kaxe ce 1a je
ONTUMATHHA KO II; OH OYHUIJIETHO 3aBUCH O] HU3a yuecTaHocTu 3HakoBa F. 1um
je 3a matu Hu3 F onpeautn ontumasnan npeduKCHA KO 1 (610 Koju; y omirem
CJIy4dajy IOCTOjU BUIE PA3JUYUTUX ONTHUMAJHUX KOIOBa). Pazmorpumo 36or Tora
MaJIo JleTasbHuje OCOOMHE ONTUMAJHUX KOIOBA. JACHO je Hajupe 7a y ONTHMAIHOM
KOy Yermiu 3HalM MOpajy OWTh KOTWpaHW MamuM OpojeM 6ura, OIHOCHO, ako je
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Puc. 14. TIpencrasmbarme TpedUKCHOT KO CTAOIOM.

3a IPOU3BOJBHA [BA 3HAKA C;, Cj, 3HAK ¢; demhn ox 3uHaka ¢; (1j. fi > f;), ouma
3a oxrosapajyhe ayzxune koguux peuu l;, l[; Mopa na Baxu [; < 1. 3aucra, nper-
HOCTaBUMO CynpoTHO, na je f; > f; m l; > 1;. Tama je (fi — f;)(li — ;) > 0, mom
fili + fil; > fili + fil;. OBa mejennakocT CynpOTHA je IPETIOCTABLM 1A CE PAIH O
OITHMATHOM KOIY: 3aMEHOM KOJHUX DEUH 33 3HAKOBE ¢; U ¢; NO0Hja ce KO I
ca mamoM spenuoithy L(E, F') ox nonasue:

fil + folo+ -+ fili+ -+ fil; + -+ faln <
< fili+ falo+ -+ fili + -+ fi;l + -+ fuln.

Y komHOM CTab/ly ONTHMAJHOT NPEePUKCHOT KO CBAKK YHYTDPAIIEU IBOP MO-
pa ma mma oba cmHA: y IPOTUBHOM OH ce KO JI, MOTa0 II0jeTHOCTABUTH
ckpalinBameM KOMHUX pedn y JTUCTOBUMA MOACTA0/IA UCIOM YBOPA €A CAMO jeTHUM
CcUHOM, BUAeTH mpumep Ha cauiu 15. Omarie cienn apyra KapaKTepUCTHKA, OMTH-
MAaJTHAX TPEePUKCHUX KOIOBA: HMOCTOjH ONTUMATHNA TPEMUKCHE KO Iy KOMe
Cy KOIHE pedu 33 /IBa 3HAKA Ca HajMamuM (DPEKBEHIHjaMa — JHCTOBU CA HCTUM
oueM, ua najsehiem moryhiem pacrojatby oz KOpeHa (ApyruM pedumMa, Te KOJHEe Pedu
Ce PA3IUKyjy CaMo IO TMOCJeqmheM OuTy). 3amcra, ABa 3HAKA C;, ¢; CA HAjMABUM
YUIECTAHOCTUMA MOpajy OMTH KOAWpaHa ca HajBuine OWTa, OJHOCHO MOpajy OwTu
PEICTAaB/LEHN JTUCTOBUMA Y HajaabeM ciojy (Ha HajselieM pacrojaiby 0/ KOpEHa).
3uanu ¢;, ¢; MOpajy OuTH y MCTOM CJIOjy; 8KO TU 3HAIM HHUCY CUHOBU HCTOI Ola,
OH/IA Ce MOr'Yy M3BPILUUTH 3aMEHE KOJOBA 3HAKOBA Yy LOCJEHEM CJOjy (Ta 3aMeHa
He Mema 0poj ynorpebsbenux 6ura L(E, F)), Tako na y HOBOM ONTHMAJHOM KOIY
3HALN ¢;, ¢; OyLy CHHOBH HCTOT Ol (BHIETH IpHMEp Ha caunu 16).

Anropuram komupama (HaJaXKema ONTHMATHOT KOJa) 3aCHUBA Ce HA CBODEmY
mpobiemMa ca n 3HAKOBa Ha mpodiem ca n — 1 3HakoM; 6a3HU CIy4aj je TPUBHjaIaH.
Kao n obuumo, mpobaem je Kako medpUHNCATH HHIAYKTHBHY XHUIIOTE3Y W KOjUM pe-
JocsesioM equMunucaru 3aakose. CBofjeme je y OBOM CiIydajy Hero ApyK4duje o
mocas BuljeHnx. YMeCTO 13 MPOCTO ETUMUHUINIEMO jeJaH 3HAK, MU YBOIUMO jeIaH
HOBH 3HaK yMecTo jaBa nocrojehia. OBa TexHUKA je MAJIO KOMIJINKOBAHU]a, 7T BOJIH
IUby: BeJIMYMHA yjla3a ce cMmamyje. Heka cy ¢; u ¢; n1Ba nIpou3Bo/bHa 3HAKA, Ca HAaj-
MamuM yaectanoctuMa. [Ipema rope mokazamom TBphemy, mocTtoju onTuMa Hn KO
Il y KOMe 3HallUMa C; U ¢j OAr0Bapajy JAUCTOBH Ha MAKCHMAJIHOM DACTOjamby O KO-
pena. /Ipa 3HaKa ¢; W c; 3aMermyjeMO HOBUM 3HAKOM KOjU MOYKEMO JIa O3HATNMO €3
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Puc. 15. Konno crabmo y KoMe HEKM 9BOD MMa CAMO jeTHOT CHHA,
HUje KOTHO CTab/I0 ONTUMAIHOT KOZIA.

R \
VAN N
VRN VAN

/
/ N / N
/

g g % & § »

fi Ir Is fj fi fj s fr

Puc. 16. Tpauncdopmarmja komuor crab/ia, MOCTe KOje IBa 3HAKA
ca HajMamuM (pexBenujama f; © fj Hocrajy CHHOBH HCTOT OL.

cic; u 4nja je dbpeksenunja f; + f;. Andaber cana uma n — 1 3naK, 1pu demy 36up
YIECTAHOCTH 3HAKOBA, HUj€ TPOMEREH, T3 CE 33 HEra MPEMa WHYKTHBHO] XUIIOTE3N

MOXKE OJPEAUTH OLUTHMAJHUA KO a. Onrumanau KO I 38 I110JIa3HU
andaber mobmja ce TAKO MTO ce JINCTY ¢;¢; ¥ KOAy 3a n — 1 3HAK I07ajy IBa CHHA,
JIICTa KOjU OATOBApajy 3HAIMMA ¢; U ¢;. ONTUMAIHA KO JI TOOWjeH OMMCAHOM
KOHCTDPYKIIHjOM 30Be ce XOpMaHOB KO I (peMa MMeHy ayTopa aJIlOpUTMA,
D. Huffman ). XacpmeHos

Peanmzanmja. Onepamnumje koje ce u3BpInaBajy npuiankom Gopmupama Xod-
MaHOBOT KOJA CY
® YMETAme Y CTPYKTYPY HOJATAKA,
e Opmucame JBa 3HaKa ca HajMamnM (QpeKkBeHjaMa u3 CTPYKType, u
® KOHCTDYKIIMja KOJHOT cTadJia.

Xwut je moromHa CTPYKTypa TOJATaKa 3a MpBe JABe Onepaliije, jep ce Tajia Te orepa-
nuje y HajropeMm cayuajy usspmanajy 3a O(logn) kopaka. Anropuram 3a dhopmu-
pame XodMaHOBOT KO/Ia MPUKA3aH je Ha ciaunu 17.

IIpumep 5.1. Heka je gar dajn y kome ce nojasmbyjy 3sauu A, B, C, D, Eu F
ca dppekBeHImjama pegom 9, 2, 3,4, 10 m 1. /IBa 3naka ca HajMamuM (PPEKBEHITHjaMa,
cy F' n B; oun ce 3amemyjy HoBuM 3HakoM BF' ca dpexpentmjom 1+ 2 = 3. Jama
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108 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

Asropuram Hofman(S, F);
Vnas: S (cTpmHr 3HAKOBA KOJH Ce HOjaBibyjy y Texcry) u F (dbpexsernuje).
Wsnas: T (xoguo crabno Xodmarosor koga 3a S).
begin
y6aruTu cBe 3HaKe y xunl H mpema mBuX0BUM (DPEKBEHIH]AMA;
while H nenpaszan do
if H cagpxku camo jeman 3uak X then
dopmupaj crabao T Koje uMa caMo KOpeH, YBop X
else
ckunu ca xuna H suakoee X, Y ca najuamum dpexsennujama fx, fy;
3amenu X u Y HOBuM 3HaKOM Z ca ¢pexseruujoM fz = fx + fy;
ybanu Z y xun H;
nosexxu X w Y Tako pa 6yay cunosu Z y T; {Z jom mema oma}

end

Puc. 17. Agropuram 3a dpopmupame XoOMaHOBOT KOA.

3aMembUBaba MPUKA3aHa Cy y caemehoj Tabemn.

1 2 3 4 5 6 HOBHE 3HAK
A B C D E F BF

5 2 3 4 10 1 3

A C D E BF CBF

5 3 4 10 3 6

A D E CBF AD

5 4 10 6 9

E CBF AD CBFAD
10 6 9 15

E CBFAD ECBFAD
10 15 25

Ha cimnum 18 npukasano je mo0ujeHo KomHO cTabiio.

Cutoxkenoct. CaoxkKeHOCT 0/1aBarka HOBOT YBOPA CTA0O/Iy OrpaHUYEHA je& KOH-
cTanTOM. YMeTama u Gpucama u3 xuna u3sprmmasajy ce y O(logn) kopaka. Crmozxke-
HOCT anropurMa je makae O(nlogn).

5.6. Tpakeme y30pKa y TEKCTY

Heka cy S = s152...8, u P = pipa...py, ABa crpunra (Hu3a 3HAKOBA W3
konaunor asudabera). 3a upsu on wux pehu hemo na je mexcm, a 3a upyru aa je
y3opax. Ilogcrpuar cTpuaTa S je CTPUHT $;S;41 . ..S; Of Y3aCTOTHUX 3HaKOBA S.
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ECBFAD
e
0o — 1
CBFAD g—— —— E
0o 1
CBF o e AD
0/ s \\\ /// \\\
FB /Q’\' . ‘e C A @ e D
0/ \ 001 010 011

F & ‘o8B
0000 0001

Puc. 18. Crabmo Xodmanosor koma u3 mpumepa 5.1.

IIpobGaem. 3a gatu TEKCT S = S1S2...S, U Y30pak P = p1ps ... Py yCTAHOBU-
TH Ja JIX IOCTOju HoAcTpuHr S jennak P, a ako mocroju, nposHaliy IpBy mojaBy y30p-
Ka y TEKCTY, OJHOCHO HajMarby WHJIEKC Kk TAKaB J1a je Sk4i—1 = P; 381 = 1,2,...,m.

Tunuuna curyalmja y KoOjoj ce Hamyia3yw Ha OBaj NpobJeM je Kal ce TparKu
HEKA ped y TekcryasHoMm dajay. [Ipobnem mma mpumeny u y aApyruMm o0JIacTAMA,
Ha HIPUMEP y MOJEKYJIapHOj OHMOJIOTHjH, TAe je KOPHUCHO HMpOoHahM HEKe y30pKe y
OKBHUPY BEJMKHX MOJIEKYsa PHK mian JTHK.

Ha npsu norsien mpobiem wsriesa jeanoctasHo. JJ0BOBHO je yIOpeIuT y30paK
P ca cBuM moryhum mofcTpuHroBUMa, S O0JUKA, SkSkt1 - - - Sk+m—1 JYKAHE M, TPU
gemy k y3uma BpemHoctu pemom 1, 2,....m — m + 1. YnopehuBame y30pka ca
MIOJICTPWHTOM BPIIIK CE 3HAK IO 3HAK CJIEBA YIECHO, CBE JOK C€ He YCTAHOBHU 11a Cy
CBU 3HAIM Y30DKa jeHaku oAropapajyhium snauuma noacrpudra (y TOM TPEHYTKY
LPEKU/IA Ce JIaJbe LPEerJIe/latbe IIOJCTPUHIOBA), UK JIOK ce He Haulje Ha Hecsararbe
Di # Skti—1 3a HEKO 4, 1 < i < m:

j=k+i—1
!
S1 ... Sk ... Sj oo Sk4m—-1 .-+ Sn
pr ... bi Pm
T

Y apyrom cay4ajy y3opak ce “nomepa” 3a jesiaH 3HAK YIECHO, OJHOCHO HACTABIbA
ce ca TPOBEPOM jeTHAKOCTH P1 €A Skpi1. OBaj jelHOCTABAH AJTOPUTAM 33 TPAKEHHE
y30pKa y CTPUWHTY mpukal3ax je Ha cauru 19. Bpoj ynopehuBama 3nakoBa mamu je
o MmN, 1a je CaoxeHocT oBor ajaropurma O(mn) y Hajropem Ciydajy.
Hepanmonasnoct oBor ajropuTma orjiefia ce y Bpahiamy yHa3am moxka3wBada
HA TEKCT IocJe Haujacka Ha Hecjarame. [IpermocraBuMo na je 110 Hecjarama
JIONLIO HA HO3ULUjU ¢ ¥ y30DKY, Tj. 33 HEKH HUHJEKC j y TEKCTy je p; # §; U
P12 - -Di—1 = Sj—i+1Sj—it2 - - - Sj—1 (Bumernu camky 20). [locraspa ce nurame: Ko-
JIMKO y30paK HajMame Tpeba IOMePUTH yAECHO, OOHOCHO KOju 3HAK P; y30pKa Tpeda
[OCTABUTH HUCIOJ 3HAKA S; TEKCTA, TAKO Ja ce (Maibl) 160 y30pKa Pips...DI—1,
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110 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

Asnropuram Nadji_uzorak(S, n, P,m);
Vnas: S (crpuur gyxune n) nu P (y3opak myxunae m).
Nsnas: Start (uegekc moverka npsor noacrpuara S jexHaxor P, ako Takas mOCTOjH,
0aHOCHO 0 y IPOTUBHOM).
begin
Start := 0;
i :=1; {nokasuBa4 HA y30pax}
j :=1; {nokasusaw ma crpumHr}
while i <m and j <n do {0k uma mane ga ce Habhe MOACTPUHT jegHAK y30DKY }
if P[i] = S[j] then
i:=1+41; j:=j+ 1 {noknaname: HanpeOBame U y CTPUHTY U y y30DKY }
else
ji=7—1+2; i:=1 {mecnarame: y30paK KJu3HU 3a JeJHO MECTO YAECHO }
if ¢ > m then
Start := j — i+ 1 {nponaben je moacTpwHr jeaHaK y30pKY }

end

Puc. 19. HajjeqnocTaBauju anropuTaM 3a TPayKeme Y30PKa ¥ TEKCTY.

| < i, n nmape ciaxke ca JI€JIOM TEKCTA Sj_|4+18j—[+2-.-Sj—1, H J1a IpH TOMe Oyze
yuj 7é pl? ITomro je < i, ouhe Pi—141Pi—142---Pi—1 = Sj—14+15j—142---Sj—1- 360r
TOra je jeIHAKOCT P1P2 ...Pl—1 = Sj_|415j—142 - .- Sj—1 EKBUBAJICHTHA Ca CJIarambeM
D1P2 - .- Di—1 = Pi—i+1Pi—1+2 - - - Pi—1 IpeduKca y30pKa ayxune [ —1 ca genom y30p-
Ka KOjU C€ 3aBPIaBa €a p;—1 — IITO je YCJIOB KOjU He 3aBUCH OJf TEKCTa, HETO CaMO
on, yzopka! Ilomro n ycinos p; # p; 3aBUCH caMO O y30pKa, jaCHO je 1a MHAEKC [
3aBUCH CaMO O[T WHIEKCA ¢ W 3HAKOBA, y30PKa P1, P2,---, p;- Moryhe je makie Ha-
jupe ofpaauTu y3opak, Tako Ja ce y mocebaH BekTop h ma mosunujy hli] cmectn
uzpadyHaru vHiaeke [, i = 1,2,...,m. Ako uum 3a jeauo | < i HUje UCTOBPEMEHO
PiP2-..PI—1 = Di—141Pi—142---Pi—1 W P| 7 Pi, OHOA ce craBmba hli] = 0: py ce
[OCTABJbA UCIOJ S;41-

Bparumo ce Ha Tpakeme y30pKa y TEKCTY, U TO Ha curyauujy Ha comim 20, Kas
je mpBo Hecnarame p; # s;. Taza ce oumrasa BpenHocT | = h[i] u y3opak momepa
yliecHo 3a i — h[i], ma ce (ako je | > 0) mposepasa na i je p; = S;. AKo jecre,
oHza ce yruopehyjy pi+1 U Sj41, a aKO HHUje, OHZIA Ce HOCTy1a Ha Beh no3nar HaYMH:
oumTasa BpenHOCT h[l] a y30pak ce momepa maspe yaecuo 3a ! — h[l], mta. Ykomnko
je max | = 0, onza ce Hampeyje y TEKCTY, Tj. Pi CE HOCTABIbA HCIOJ Sj41-

Omnucanu anropuram, koju je mobmo nme KMP mo ceojum ayropuma Kuyty,
Mopucy u Ipary (Knuth, Moris, Pratt ), upuka3zaH je Ha cauiu 21.
Agnropuram Hajupe yumraBa y3opak u dopmupa tabeny h, koja oapehyje Koauko
3HAKOBa Tpeba MOMEPUTH y30pPaK YIAECHO Y CIAy4ajy HeCIarama. 3aTUM Ce MPeIa3n
Ha TpaxKeme y30pKa y tekcry. Ilomro nema Bpahama, yia3 ce MoXke yIUTaBATH
3Hak 1o 3uak. Omeparop cand y yHyTpaImhoj meTbn je ”ycaoBHa KOHjyHKIHjA”
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(ckpahenuna o conditional and ), & meros edexar je na ce p; u s; ynopelyjy
camo ako je ¢ > 0. Y ynyrpammnoj while-netsbu ce, nocie orkprBarma Hecjarama
Pi # Sj, Y30paK moMepa yIecHo 3a i—hi] mosuuuja, rj. IOKa3UBaY HA y30PaK YMECTO
i mobuja HOBY BpemHOCT h[i]; mpm TOME ce MPeTTIIOCTaBbA A Cy €JIEMEHTH BEKTOPA
Behi uspauynaru. OBaj Kopak ce nonasma cse 40K He Oyue i = 0 (wro 3Hauu na
HU je/IaH TIOYeTaK y30pKa He MO¥Ke ODMTH jeTHaK MpeduKCy yIa3HOT TEKCTa KOjH ce
3aBpIIABA Ca S;) WIH P; = §; (IITO 3HAYM A j& D1 ...Di—1Di = Sj—it1...5j—15; 38
HoBy BpeaHocr ¢). Cuosbainma while-nerpa nomepa 3a 1o jegHo MECTO NOKa3uBaUe
HA y30PaK U TEKCT.

VK V7
S : [ ]
P = =<TT[ |
41 L}
P <
4 1= hli

Puc. 20. Wnaycrpamuja uneje Ha KOjoj ce 3acHuBa ajropuram KMP.

Agropuram KMP (S, n, P,m);
VYanaz: S (TexcT — cTpuHr ayx)uee n) U P (y30pak ayxubHe m).
{IIpermocrasiba ce ga je HU3 h W3padyHAT}
Wsmas: Start (MHeKc no4YeTKa NPBOT MOJACTPUHra S jegHakor P, ako Takas mocroju,
ojuocHO 0 y IPOTHBHOM).
begin
Start := 0;
i :=1; {nmokasuBa4 Ha y30paxK}
j :=1; {mokasusau Ha TEKCT}
while i <m and j <n do {gok nma mHajge g2 ce Hahe MOACTPUHT jeJAHAK Y30DKY }
while ¢ > 0 cand P[i] # S[j] do
i := h[i]; {momepame y3opka ymecHo 3a ¢ — hl[i]}
i:=1i+1; j:=j+1; {manpegoBame y TEKCTy U y y30PKY }
if ¢ > m then
Start := j — i+ 1 {nponaben je mogcTpUHT jeAHAK Y30DPKY }

end

Puc. 21. Anropuram KMP 3a mHanaxkerme y30pKa y TEKCTY.

Pasmorpumo caga Kako ce edpeKTHBHO MOy M3padyHaTH eJIeMeHTH BeKTopa h.
Kao mro je peueHo, axo je p; # s;, onna je | = h[i] unmekc 3HaKa y30pKa KOra
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creneher Tpeba yOpenuTH ca 3HAKOM TeKcTa S;. Jpyrum peunma, | je Hajrehn nH-
JEKC 33 KOJU j€ P1P2 - . -Pi—1 = Di—i+1Pi—i+2 - - - Pi—1 U Py 7 p;i. Y3 ycaos h[l] = 0
OoBUM Ccy oipeheHu cBu wiaaHoBW BekTopa h. la 6Gmcmo mojemmocTaBman mpobieM,
YBEIUMO BEKTOD ¢ WCTE My»KuHe, Tako ma Oyzxe g[l] = 0, a 3a ¢ > 1 je g[i] majpehn
MHJEKC [, TakaB na je p1P2...DPi—1 = Pi—i+1Pi—1+2 - --Di—1. Koju cy caenehun nn-
JEKCH lg > I3 > -+, TAKBY Ja C& p;, MOYKE TOCTABUTH HACIPAM P;, OMHOCHO TaKBU
12 je pip2 .. -Pl—1 = Pi—l,+1Pi—l,+2 - Pi—1 (Tj. cybuke myxune [, — 1 crpunra
P1P2 - .. Pi—1 jenHak je npeduKkcy TOr CTpUHTA UcTe Ayxkube), r = 2,3,...7 JacHo je
na cy o ungekcn lo = g[g[l]] = ¢°[l], I3 = ¢3[l], .. .xoju umne omamajyhn, ma makae
KOHAYaH HU3 HpupogHuX OpojeBa. Kopucrehn oBy unmeHuIy, Jako je m3padyHATH
eslemMenTe BekTOpa h Kaz ce 3ua g. Heka je g[i] = [; tana je

P aKko p; # pi
i _{ hll], axko pi=p ’

Tj. hli] je jemnako g[i], unu ce uspaxkapa npeko Beh uspadyrHaror exementa hll],
I <.

Enementn BekTOpa ¢ ce Takohe MOry M3padyHaBATH PEKYyP3UBHO, mosasehn of
jemraxoctu g[1] = 0. Heka cy Beh mspauymarm g[1], g[2],..., g[i]. Tana je g[i + 1]
najsehu nnnekce [ + 1, rakaB jna je pips...pr = Pi—i+1Pi—i+2 - - - Pi. OBa jegHakoct
32 TOCTEIUILY UMa P1P2 - .. Pi—1 = Pi_141Pii42 ---Di—1, Ta je | € {h[i],h?[i],...};
MO/IPAa3yMeBa ce Ja 0Baj CKymn He oOyxwara Hyiay. IIlpema Tome, 3a BpemuocTu [ u3
OBOT CKyTIa PEIOM Ce TIPOBEePaBa Ja Ju je p; = p;, na ce 3a g[i + 1] yamma ce mpso |
3a koje je p; = p;. Ako HE 3a jenHo | M3 cKyma Huje p; = p;, oHma je gli + 1] = 1.

Auropuram Pomaci 3a uspadyHasame BekTOpa h (U yCiyT BEKTOpa ¢), KOju
j€ TPAKTUYHO WIEHTUYAH Ca AJTOPUTMOM 334 TPAXKEHE Y30PKa § TEKCTY, MPUKAZAH
je na cauu 22. Tlpu Tome ce mokasusad j 3amemyje ca h[j] ymecro ca g[j], mro
MIPEICTaB/ha ODOJBITIAE, jep ce cMamyje 0poj urepanuja. Tume ce mocruxke ”ay-
TOHOMH]ja” m3padyHaBama h, Tj. Hapeade v KOjuMa ce MOjaB/byje BEKTOP ¢ MOCTAjy
nerorpebre. Ha counm 23 je miemarcku nmpuka3ana yHYTPAIlbha [I€T/bA AJTOPUTMA.

Cuoxkenocr. Bpoj usspiiasama napeade j := h[j] y yuyrpammso] nersbu (apy-
ra napenba while na ciaunm 22) koja cmamyje j, Mambu je wiu jeaHak oj 6poja
M3BpINaBama Hapemde ) := j + 1 y crnospaImmoj meT/bu, KOja 3a 1Mo jemaH moBehasa
7: J je yBexk mo3utuBHO. MehyTum, 6poj MHKpeMeHTHpama j jeqHak je Opojy mHKpe-
MEHTUPAA 7, 113 je JaKJe Mawu o1 m. [Ipema tome, uspauynasame h obapba ce 3a
Bpeme O(m). Ha ciimuan nauun vapenba i := hli] y yuyrpammsoj netbu Ha coamim 21
(koja cMmambyje ¢ Gap 3a 1) He MOXKe Ce UBBPUIMTH BUILE NyTa OJ Hapende j := j + 1
(a Tume u napente i := i + 1 koja nosehasa i 3a 1) y crnospammsoj netsbu. IIpema
TOME, Y YHYTPAIllKkOj MEeT/bU Ce Y30paK IIOMepa yAeCHO HajBHIlle N myTa, 11a je Bpe-
MEHCKa, cJ1oxkeHocT oBor aaropurMa O(n). IlpuMeTnMO 18 BPEMEHCKA, CJIOKEHOCT
anropurma KMP ne 3aBucu ox Benmunne asdabera.
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Agnropuram Pomaci(P,m);
Vnas: P (y30pak, CTDHHT Ly?KuUHE m).
Wsnas: h (au3 gyxune m).
begin
i:=1; {mHgekc emementa h KOju ce m3padyHaBa}
j :=0; {mokaswBav Ha CMAKHYTH y30DaK; yCKAKAIe y MeTIbY }
h[1] := 0; g[1] := 0; {mecnarame na npom 3uaxy y KMP: nomepame yaecHo}
while i < m do
{ma oBom mecty je P[i — j + k] = P[k] 3a k =12,...j — 1] — wmBapujanTa metsbe}
while j > 0 cand P[i] # P[j] do
j = h[j]; {cmamuBame unmekca j; Mmoxe u j := g[j];, anu je oBako Gospe!}
i:=1i4+1; j:=j+1; {mapasenno HanpeaoBame MOKA3UBAYA }
gli] := j;
{mexa je s cumbour y Tekcry, ca kojum ce P[i] ynopebhyje y amropmrmy KMP}
if P[i] = P[j] then
h[i] :== h[j] {axo P[i] # s, onga je m P[j] # s; yaecuo na hlj|}
else
hli] ;== j {axo P[i] # s, onna nposeputnu aa yu je P[j] # s; ymecuno na j}

end

Puc. 22. Asropuram 3a uzpauyHasame Tabesne h.

I

S | :

P == l
P

I R
. 1+ 1 Vi
= | < |

] S L]
b+ +ﬁm
hli+1] = { hlj+1], pit1 =pjt1

J+1, Pit1 7 Pj+1

Puc. 23. Vayrpamma neT/ba U u3padyHaBame jeTHOT eJeMEHTa,
Tabene h y anmropurmy Pomaci.
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ITpumep 5.2. Heka je y3opak P = abaababaabaab. Anropuram ca ciuke 22
naje cienehe BekTope h u g:

) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
i b a a b a b a a b a a b
j 0o 1T o0 1 2 1 2 3 4 2 3 4 5 6 7 4 5
Dj a a b a b a a b a a b a b a b
p=p?| # =4 ===4%#=== == #= =
hli] 0 1 0 2 1 0 4 o 2 1 o0 7 1
gli] 0 1 1 2 2 3 4 3 4 5 6 7 5

[Tpumenumo amropuram KMP ma 6mcMmo mpoHanun oBaj y30paK y TEKCTY
S = abaababaabacabaababaabaab.

ITocne cnarama npBux 11 3HAKOBA, TOIA3H Ce IO HECTAramba HA 3HAKY ¢y S. Y TOM
TPEeHyTKY je 1 = j = 12:

[IpBa wurepanuja y yHyTpamimoj nerbu Ha ciaunu 21 mocrasma ¢ = hig = 7,
IIITO Or0BApA IIOMEPAaY Y30PKa €T 3HAKOBA Y/IECHO; THME Ce CeJMH 3HAK y30pKa
IIOCTaBJba MUCIOM 12-TOr 3HAKA TEKCTA:

<.
—_
[\

Q
I — oo « |
)
o
Q
o

.
-

Caza je u maspe p; # sj, 113, ce & NOCTAaB/ba HA HOBY BPEJIHOCT h7 = 4. Hecinarama
ce Ha OBOj MO3UIMjW HACTaBbajy 1 3a ¢ = 4,2, 1,0. YHyTpamma neT/ba 3aBpIIeHa,
je 6e3 HasaxKema y30pKa y TEKCTY, 113 Ce€ y CIIOJbAIlb0j MET/hbH MOCTaBba ¢ = 1,
7 =13:

<.
—
w

S
o
s}
)
o
)
o
Il o oIl
o
)

—_

S
IS}
IS}
(SIS
IS)
o o
IS}
IS}
(SRS
IS}
IS}
(SRS

.

Ha oBom mecTy asropuram mpoHATa3n y30PaK y TEKCTY.

Hpyru edprkacan aaropuram 3a HaJaXKermhe y30pKa y CTPUHTY pas3suin cy bojep
u Myp 1977. (Boyer, Moore ). Ilpukazahemo ra ykparko. Paznuka usmelhy
osor u ajropurma KMP je y Tome miTo ce y30pak m TE€KCT mposiase y pas3inauTuM
cmeposuMa. Hajupe ce ynopehyje p,, ca S,,,. AKo cy Ta ABa 3HaKa jeqHAaKa, HACTABJI-
ja ce ca ymopehuBameM pn,—1 Ca Sy—1, UTHA. ¥ CIAy4ajy HEC/Iarama, MPUKYI/bEHE
nudopmMarmje ce kopucre kao u y anmropurmy KMP na ce y3opax momepu yaecHo.
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Axko je, ma nipumep, s, =" 27, a 3uak ”Z” ce He T0jaBbYyje ¥ Y3OPKY, OHIA CE y30-
pak moMepa yJaecHo 3a m mozuija u ciaenehe ynopefjusame je so., ca pny. Axo ce
? 7”7 mojaBibyje y P Kao HIOp. p;, YHOA ce y30paKk IOMepa m — ¢ MO3UINja YAECHO.
Oyka 0 ToMe KOJHKO y30pak Tpeba MOMEpUTH YAeCHO MOCTaje KOMILTHKOBAHMU]A,
AKO je IPETXO/HO JIONLIO0 JI0 HEKOJINKO CJIAraba 3HAKOBA Y30pKA €a 0/roBapajyhum
3HAIMMA TEKCTa; TIPU TOME Ce y3uMa y 003Up U eBeHTyasHu Cydurc nponajenor
JleJta, y30pKa jenHak npeduKCy y30pKa, kao kox agroputma KMP. Ha oBom mecry
uelieMo ce ynymraru y jgerabe anropuTMa. 3aHUMIBUBO je 14 Y TEKCTY €A BETUKIM
andgabeToM 0Baj aJaropuTaM Hajuerhe M3BPIIABA MHOTO Maie O N yIopehuBaiba
3HAKOBa, y IPOCEKY 4Yak n/m ynopehuBama, IITO 3HAYH Ja Cy 9Y€CTa IOMEPAba
y30pKa 38 M MO3UIINja Y/IeCHO.

5.7. YnopehuBame HU30Ba

[Ipobiemy ymopehwsama HU30Ba Tek ce on HemaBHO nocBehyje Beha maxkmba.
OcHOBHE pazyor cy mpuMeHe y Monekymapuoj 6uomoruju. Osme hemo ce basuru
CaMoO jemHNM MPODJIEeMOM — HaJaXKemheM MHUHHMAJIHOT Opoja eaIuT Oleparmja Koje
npeBojie jegan crpudr y apyru. OCHOBHA TEXHHKA KOja C€ Y BE3H Ca THM KOPUCTH
je AMHaMuU4YKOo nporpaMupase (Bugeru onebax 4.10).

Heka cy A =ajas...an u B =0biby ... by, 1Ba CTpUHTa, HU3A YUjU CY €JIEMEHTH
3HAKOBU u3 KouawHor ajdabera. [lwm je Tpancdopmucarn A y B, 3HaK 10 3HAK.
Hozsosbene cy Tpu Bpcre eslemenTapuux rpancdopmanuja (wiv e JUT omepanuja),
KOje uMajy 1eny 1:

® ymemarne — yMeTambe 3HAKA,
e Opucarbe — OpHCabe 3HAKA, U
® 3aMeHa — 3aMEHa jeqHOr 3HAKA JIPYTUM 3HAKOM.

IIpo6aem. 3a 3amare crpunrose A = ajas...a, u B = biby ... b, nponalin
HU3 €JINT OTlepaIja HajMame 1eHe Koju A tpancdopmurne y B.

Ha mpuwmep, na ce crpunr abbe tpancdopmuriie y crpunr babb, moxke ce mpBo
obpucaru a (nobuja ce bbc), ymernyru a uzmely asa b (n06uja ce babc), u Ha Kpa-
jy BamenuTm ¢ ca b — ykymnHo TpHu npomene. Meru pesysnrat moxke ce moctulin ca
CaMo JIB€ [pOMeHe: yMeTamweM HOBOr b Ha noderky (mobuja ce babbc) u Gpucarem
nocaeamer ¢. lup je mponahu tpancdopmarujy Koja ce cacToju 01 MUHUMAJHOD
6poja eauT onepaiyja (TakBa TpaHCHOPMAIMja, Y ONIITEM CIy4ajy HUje jeIHHCTBE-
Ha).

Hajmamu 6poj eaur omeparyja Koju rpancdopmuline crpuir A y crpunr B
spahemo exut pacrojamem d(A, B) crpuarosa A m B. ®ynkunja d(A, B) je merpn-
ka: ounrsenno je d(A, A) =0 u d(A, B) = d(B, A), 3a npousBo/bHE CTPUHIOBE A 1
B (ako mocroju HU3 emuT onepaiyja xyskune k koju tpancdopmuine A y B, onna
WHBEP3HUX Kk Omeparuja, IpUMemheHnX OOPHYTUM perocienoM, Tpanchopuuiry B
y A). Ako cy A, B u C npou3Bo/bHH CTPUHIOBH, TA/13 BayKM HEjEIHAKOCT TPOYIJIA:
d(A,B)+d(B,C) > d(A,C). 3auncra, nocroju mu3 ox d(A, B) exur onepanmja Ko-
je mpesome A y B, m nocroju mu3 on d(B,C) eaur omepanuja Koje mpesoge By
C'. Tlocmarpane 3ajenno, opux d(A, B) + d(B,C) exut onepanuja npesoge A y C;
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116 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

u3 ummbenune 1a je d(A,C) najuamu 6poj enur onepanuja Koje A upesoume y C
colein TpaykeHa HejenHakocT. Pacrojame d(A, B) mo3naro je Kao JIeBEHINTAajHOBO
pacrojame (Levenstein ).

PazmorpumMo Kako MOXKe Jla M3TIe]a MUHUMAJIHU HU3 €TUT onepaidja koju A
rpancdopmuuie y B. Ha neke 3nakose a;,, ;s ,. . . , @;, u3 A upumeyje ce onepanuja
3ameHe 3HaIMMA bj , bj,,..., b;, w3 B. lckpyunBameM OBUX 3HAKOBA, CTPUHTOBU
A u B cy nongewenu Ha k + 1 (eBeHTYanHO Npa3HUX) I'Pyla 3HAKOBA, TAKO Ja CE
i-ra (npasna) rpyna y B nobuja 6pucameM 3HAKOBA U3 i-T€ rpyne y A, wiu ce o
i-re (npasue) rpyne y A ymeramem nobuja i-ra rpynay B, i =1,2,...,k+ 1. 36or
MUHUMAJIHOCTH Cy CBE €JUT ONEPaIluje y OKBUPY jedHe rpyle HCTOr TUIA — WU
Opucame WIN yMeTame, jep ce Opucame jeHOT 3HaKa, 1Ma yMeTare JAPYyror 3Haka
Ha MCTO MeCTO (JBe efuT Oonepanuje ca yKOIHOM IeHOM 2), MOXKE 3aMEHUTH CaMO
jeTHOM 3aMeHOM, TeHe 1.

Yaumajyhu y 003up oBe YnmbeHwnIle, HU3 €IUT OMEPAINja KOjU je KAHIUIAT 3a
ONTUMAJIHY, MOYKE Ce MPeJCTaBUTH Ha ciefehu mperseqad HAYWH. YBEIUMO HOBH
sHak ¢. Hacripam obpucannx 3uakoBa u3 A y B ce ymehe 3HaK ¢, a HacIpaMm 3HAKOBa,
y B, nobujenux ymeramem, y A ce ymehe 3uak ¢. Tume cy A, B npomykenu ji0o
nmsoBa A, B jemHaxe DysKuHe, a CBe eIAT OTepaliije cBejieHe Cy Ha 3aMeHy: OpHucamy
3HaKa a u3 A oxrosapa 3aMena a u3 A ca ¢ y B, a ymeramy 3uaxa by B onrosapa
samena ¢ y A 3makom by B. 3Hak ¢ cMaTpa ce pasamuETHM O CBHX OCTAJIHX
3HAKOBA, 14 je [IEHA 3aMeHe UCTUM, OJHOCHO PA3JIMIUTUM 3HAKOM U najbe 0, OHHOCHO
1.

Ba rope HaBe/IeHa IPUMEPa HI30BA €/IUT ONEePaIlja MOy Ce JIaKJIe TIPe/ICTaBN-
TH Ca

o

a b ¢ b
6 b a b
I+ 0+ 1+ 0+ 1 =3,

(=l

OJHOCHO
0] a b b ¢
b a b b ¢
1+ 0+ 0+ 0+ 1

=2.

IIpoGaem TpanchopMucama CTPUHTOBA WM TaKOhe MPUMEHY y BE3H Ca YIIO-
pebuBamem dajioBa u dyBameM pasnamdauTux Bepsuja dajna. [IpermocraBumo ma
uMaMo TekcryasHu dbajsi (HIp. mporpam) u aApyru dhaji Koju je MoaubuKaiuja mp-
BOr. 3rOJHO je W3aBOjuTH pasimke asa ¢ajaa. To mory Outu pazmuunrte Bep3uje
HCTOT TIPOTpaMa, Ma aKo Cy Bep3uje candHe n Tpeda ma Oyay apxuBupane, epurac-
HHUje je YyBATH CaMO je/IHy BEP3Wjy W Pa3/IWKe yMecTo 0be Bepamje mporpama. ¥
TaKBUM CJlydajeBuMa (OBJe 3HALMMA CTPUHIA OAroBapajy junuje y dajiy) 103BO-
JbeHe Omepallrje Cy CaMoO yMeTama W Opucama. ¥ APYIUM CHTyalldjaMa MOTY Ce
PABIMYUTUM eIUT OMEPAIIAjaMa, TOJCJUTH PABJININTE TIEHE.

Moryhux muzoBa egut onepaimja Koje A mpesoge y B, uMa MHOro, ma je Ha
MpBU TOLJIET TemKo Mehy muma Hahu Haj0o/pu. 3a MOYeTak, OrPAHAIHNEMO ce Ha
HaJIazKeme eauT pacrojama d(A, B), onHOCHO HajMamer Opoja eOuT Omepanuja Koje
npesone A y B (a He u camor uusa exut onepanuja). Kao u obuuno, mokymahemo
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5.7. YIIOPE'BBAILE HN30BA 117

Ja TpoBJIeM PEelmMo MHAYKIMjoM. 3a 3a1aru crpunr A ozmauumo ca A(i) mweros
npedukc ayxune i. [Ipobrem je ompeamtn pacrojame d(A(n), B(m)). 3a n = 0
norpebro je npazan npedukc A(0) rpanchopmucarn y crpunr B(m) gyxume m.
OunrneaHo je 3a TO MOTPeOHO HAajMame M Oleparyja yMeTama 3HAKOBA; IPeMa
rome, d(A(0), B(m)) = m3am > 0. Cimuno, d(A(n), B(0)) = n3an > 0, jep ce na-
jkpahu Hu3 euT onepaimja Koje crpunr A(n) myKuHe n IPEBOAN y NPA3aH CTPUHT
B(0) cacroju on n Gpucama. la 6ucMo mpobsieM penmig WHIYKIAjOM, TOTPeSHO
je ma mapauynasame pacrojama d(A(i), B(j)) namely mexnx npedukca ceemeMo Ha
n3padyHaBame pacrojama u3Mehy Hekux “kpahwux” mpedukca. OBaj b MOXKe ce
nocruhim aKO pasMOTPUMO KOja €T OIePalfja MOXKe OUTH HOCAEAba y HU3Y €IUT
onepamuja koje npesone A(i) y B(j). ITocroje Tpu moryhuocru:

(a) 3amena 3Haka a; (HCTHM WM PA3IMYATHM ) 3HAKOM b;, TIOIITO je MPeTXo/i-

Ho npedukc A(i — 1) Tpancdopmucan y B(j — 1),
(6) ymerame 3uaka b; momro je mperxonuo npeduxc A(i) Tpancdopmucan

y B(j —1);
() Gpucame 3HaKa a;, HOIITO je nperxoaHo npedukc A(i—1) rpancdopmucan
y B(j),

ITO je miaycrpoBaHo Ha caumu 24. Heka je
L]0, 3a a;=0b;
(i, j) = { 1, 3a a;#Db;
Hajmamu 6poj eamt onepanuja koje A(i) mpesone y B(j) jennak HajMameM o7 TpU
Heka je C marpnua 4mju Cy €JIeMEHTH PAaCTOjaiba CBUX IOACTPHHIOBa A o ¢BHX

noncrpunrosa B, 1j. Cli, j] = d(A(%), B(4)), 0 < i <n, 0 < j < m. EnemenTn oBe
MaTPHUIE 330BO/bABAjY AU(MEPEHIIHY jeTHATNHY

Cli,j] =min{C[i — 1,5 — 1]+ ¢(4,7),Cli,j — 1] + 1,C[i — 1, 5] + 1},

KOja HheH TIPOM3BOJbAH €JIeMEHAT M3ParykaBa MPeKo TPHU APYyTa: U3HA, JIEBO U TOpe—
JIeBO:

Cli—-1,j-1 Cl[i—1,4]
OBa jemnaxoct omoryhyje m3padyHaBame cBuX ejnemeHara marpuie C| momro ce
suajy mwena 0-ta xomoHa m 0-ta Bpcra. Tume je pereH mpobieM M3pa<dyHABAIHA,
enut pacrojama crpunrosa A u B: d(A,B) = Cln,m]. Onucanu anropuram je
MpUMED JAAHAMUYKOT TPOTrPaMUPAHA.

Peanuzanmja. 3a uspavyHasama ce kopuctu marpuna C auvensuje (n+1) x
(m + 1), mpu 9emy mpBW, OJHOCHO APYTH WHIEKC Y3WMAjy BPEJTHOCTH U3 OICETa
[0,n], omrocHO [0, m]. Hexa M i, j] 03HAUABA TOCTEIIEY EIUT OMEPAIH]Y KOja TOBO-
qu g0 muauamanse spegaoctu Ci, j]. JIOBOBHO je 3amaMTUTH CaMO Ty TOCTIEIbY
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118 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

AG—1) | a; A(%) 0] AG—1) | a;

b b b

B(j—1) | b B(j—1) | b B(j) ¢
(a) zamena (6) ymerame (6) Gpucame

Puc. 24. Husosu emgur omnepanuja Koje Tpancopmurny A y B
Pa3BpPCTaHU TPeMa MOCJIe 0] ONEePAIHjH.

enut onepamujy (O6pucame Ali], ymerame B[j] win 3amena Ali] ca B[j]), jep ce
JI0 KOMILIETHOT HW33, eIUT OIepalinja a0ja3u mnposazelin ejeMenTe Marpuie ’yH-
azan”, nonasehn o M [n, m]. 3a mspauynasame C|i, j], morpebuo je 3natu C[i—1, j],
Cli,j—1]u Cli—1,j—1]. Hocnenmwa npomena M i, j] onpehena je Tume Koja on Tpm
moryhinocTn naje munumanny speaaoct 3a C[i, j]; u36op Huje yBeK jemHo3HadaH!
Anropuram je mpukasaH Ha CaUNU 25.

Asropuram Edit_rastojanje(A,n, B, m);
VYanaz: A (crpusr pyxuHe n), u B (CTpHHT [yKUHE M).
W3zna3: C (marpuna pacrojama nogcrpunrosa A u B).
begin
for i := 0 to n do C[i,0] := i;
for j := 0 to m do CJ0,j] := j;
for i:=1ton do
for j:=1to m do
z:=Cli—1,j]+1;
y:=C[,j—1]+1;
if a; = b; then
z:=C—1,57—1]
else
z:=Cli—1,57—1]4+1;
C[3, j] :== min(z, y, 2)
{m3abpana equt omeparuja mamrtu ce y M|q, j|}

end

Puc. 25. AnropuraM 3a HaJTaXKeme €UT PACTOjarba IBA HU3A.

IIpumep 5.3. PazmMoTpuMo paJt alropuTMa Ha, TOPe HaBEIEHOM TPUMEPY CTPUH-
ropa A = abbc u B = babb. Marpuna pacrojama noacrpunrosa A u B, 3ajengno ca
cTpenmIamMa Koje mpukasyjy moryhe myrese mobujama Cl[i,j] (\: 3amena Afi] ca
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5.8. IIPOBABUJIMCTUYKN AJITOPUTMN 119

B[j], —: ymerame B[j| unu |: 6pucame Ali]), nara je cnegehom tabemom:

Bijjoy 1| 2| 3| 4

b| a| b| b

0 0= - 2= 3|- 4
LN N

1 a1l 1 1|- 2|- 3

[N I A B VN B

2 b2 1] - 2 1) 2

LN LN NN

3 b3 2 2 1

1 T A

4 c || 4 3 3 3 2

Y momem mecuoM yriay Tabesne mponanasumo d(A, B) = 2. Jlo momer JecHor yria
JIOJIa3M Ce CaMO CaMo W3 [oJba M3HAJI era oneparmjoM |. Ha cauvan vaunn nayhu
YHA3aJ1, BUIAMMO Ja Ce€ JI0 TOPIer JieBor yriia Tabese yHasal Moxke JIoliu caMo Ha
jeman Haudun, Hu30M onepanuja (yHazam) |N\\,\—. [Ipema Tome, y 0BOM mpumepy
IIOCTOjJM CaMO jelaH HU3 O ABe eauT TpaHcdopMmauuje Koju npepogu A = abbc y
B = babb.

Caoxenocr. Cpaku ejgemenar marpuie C' u3padyHaBa ce 33 KOHCTAHTHO Bpe-
Me, ma je Bpemencka caoxenoct anropurma O(nm). IIpobaem ca oBoM Bep3ujom
AJTOPUTMA j€ Y TOME IINTO je M Heropa npoctopra caoxenocr O(nm). Ako ce ma-
tpura C' MONy®HaBa BPCTY O BPCTY, MOIITO BPCTA 3aBUCH CAMO OJI TIPETXOIHE, OBaj
AJTOPUTAM MOXKE Ce IMPEPAIUTH TAKO Ja My IPOCTOpHA cioxenoct Gyae O(m).

Ilpumenba. duHAMHIKO MPOrPAMUPAILE je KOPUCHO y CHTYAIUjH KaJ ce pe-
meme 1pobieMa M3parXKaBa IIPEKO HEKOJUKO pellerha HEeITO Mambux podiema.
Kopumiheme tabese 3a cMmentame MPETXOOHUX PE3YJITaTa je yoOWdajeHo KOi Ju-
HAMMYKOT TIporpaMupama. Tabesna ce 0OHYHO IPOJIa3u HEKUM perocaenoM (obud-
HO 110 BPCTaMa), 1a je CJOMKEHOCT aJIFOPUTMa HAjMalbe KBAJIparHa. 300r TOra je
IPHUCTYII €A AUHAMAYKHM IIPOrPAMUPAILEM 00MYIHO Maibe e(PUKACAH O, HA IIPUMeEp,
MIPUCTYTIA 3aCHOBAHOT HA JIEKOMIIO3UITH]H.

5.8. ITpobabuancTUYKU aJIropuTMu

Anropurmu Koje ¢cMO 10 caJia pazMarpasy OWid Cy JAeTePMUHUCTHAYKU —
CBaKW HAPEIHW KOPAaK je yuampes omapehen. Kanx ce 1eTepMUHUCTHYKY aaropuTam
M3BPIABA /IBA IIyTa Ca UCTUM YJIA30M, HAYMH W3BPINABama je 00a myTa ncTH, Kao
u nobujern uzsasu. [Ipobabunucruiku ajropurvu cy apyraduju. OHu cajprKe Ko-
paKe KOjU 3aBUCE HE CAMO OJ yJia3a, HEro U O HeKuX cirydajaux gorabaja. [loc-
TOjUu MHOTO Bapujamnuja npobabunuctuukux asropurama. Osme fiemo pasmorpuru
JBe of bux. Pazmorpuhiemo Hajnpe jenan jeHoCTaBaH HMPUMED.

IIpernocraBumMo 1a je maT ckym OpojeBa X1, Xa, ..., &, U ga Mehy muMa Tpeba
n3abparu HeKu Opoj M3 ’ropie moaoBuHEe” , OMTHOCHO OpOj Koju je Behm mim jemHak
oz 6ap n/2 ocramux. Ha npumep, morpebuo je uzabparu ” mobpor” CTyIeHTa, Tpu
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120 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

YeMy je KpUTEpHjyM NpocedHa onena. Jeana moryhHocr je yseru Hajsehu 6poj (koju
je yBek y ropmoj mosiosunn). Beh cmo Bumenu na je 3a oapehusame Makcumyma
morpebno n — 1 ynopehusame. Ipyra moryhHOCT je 3amovers Ca M3BPIIABAIHLEM
AJITOPUTMa 33 HAJAKEHhe MaKCHMyMa, W 3ayCTaBUTH Ce KaJ ce Tpohe mosoBwHA
opojeBa. Bpoj koju je Behm wiam jemHak of jeaHe moJioBHHE OpPOjeBa je CHTYPHO y
ropm0j moIoBMHU. Asiropuram 3axTeBa oKO n/2 ymopehusama. Moxke 1 ce 0Baj
mocao obasutu edukacuuje? Huje Temko mokazaru ma je Hemoryhe rapaHTOBaTH
Ja 6poj IpuUnasa ropeoj MOJOBUHU AKO je M3BPIIEHO Mambe of n/2 ynopehusama.
[Ipema ToMe, OMUCAHN AJTOPUTAM j€ OIMTUMAJIAH.

Ogaj asropuram je, MmehyTuM, ONTHMAJIAH CAMO AKO HHCHCTHPAMO HA 2aPaHUYU-
ju. Y MHOTO C/Iy4ajeBa TapaHIija HIje HEOXOTHA, JOBOJHHA je MPUCTOjHA, BEPOBAT-
nofia ma je perrerse mOBOJBHO Tadno. Ha mpumep, kox xern tabswuna Huje moryhe
TrapaHTOBATH Ja A0 Kouu3wuja Hehe mohwm, asu mOCTOju HAYWH 33 peIlaBare mMpod-
JleMa M3a3BaHKUX [0jaBoM KoJm3uja (onepanuje ca xein tabiaunama ce takohe mMory
cMarpary npoHabUIMCTHYKUM aJrOPUTMUMA). AKO OyCTaHeMO O/l TapaHiuje, OH1a
mocToju DO/bY AJTOPUTAM 33, HAJIAXKEHE €JIEMEHTA U3 TOpme MmosoBuHe. M3abepumo
Ha CllydajaH HAIHH 1Ba Opoja @; U T U3 CKymna, Tako na je i # j. [Ipernocrasumo
na je x; > x;. Bepoataoha na ciaydajro n3abpanu 6poj U3 CKyma IPUIIaIa TOPHO]
nonosurn je 6ap 1/2 (ona he 6uru Beha ox 1/2 ako je Burme 6pojeBa jeIHAKO MeTH-
jammn). BeposarHoha ma HE jemam oz 6pojeBa z;, ¥; He MPHIAAA TOPHO] IMOIOBHHE
je majsume 1/4. 36or x; > x; osa Beposarnoha jexnaxa je seposarnHohu na ;
HE TpUMaga ropmoj moaosuHU. [Ipema ToMe, BepoBaTHONA na X; MPUNAIA TOPHO]
nosioBunu je 6ap 3/4.

Beposaruoha 3/4 na je mobujenn pe3ynTaT Tavan OOUYHO HUje M0BOJbHA. Melhy-
THM, OIMCAHU IIPUCTYII MOXKe ce yommuTuTu. Ha ciaydajan HaumnH bupamo k GpojeBa
n3 ckymna u bupamo Hajsehm ox mux. Ha ncrm Hadmu Kao y cnenwjagHoM Caydajy,
3aKJbydyjemMo na Hajeehu om k emeMeHaTa MPUNALa TOPEO] TIOJOBUHU CA BEPOBAT-
noliom Hajmame 1 — 27 (OH He IpPUNAIA FOPHO] TIOJOBUHY aAKKO I'OPHOj MOJOBUHI
HE TPUTAJIA HU jeJaH Of m3abpaHux OpojeBa, OMHOCHO ca BepoBaTHONOM HajBUIIE
27%). Ha npumep, axo je k = 10, seposarnoha ycnexa je npubmmxkmo 0.999, a 3a
k = 20 Ta Bepoarsoha je oko 0.999999. Ako je nak k = 100, onza je BepoBarHOha
TpeIrKe 33 CBe MPAKTUYHE CBPXE 3aHEMap/bUBa. BepoBaTHoha Tpelke y mporpamy,
XapIBEPCKe TPEIKe, WK YaK 3eMJbOTPECA 34 BpPeMe M3BPINaBarma mporpama, sefia
je om 27100 ~ 10730, Mmamo nakse ajropuram Koju 6upa 6poj U3 TOPHE IOJIOBHHE
ca TPOM3BOJLHO BEJMKOM BepoBaTHONOM, a Koju m3ppinasa Hajsumre 100 ymopehu-
Barba HE3ABUCHO O] BEJIWUWHE ynasa. [Ipu ToMme ce mpeTmocTaBba A3 ce CIydajHu
n300p jexHor Opoja MOXKe U3BPIMUTHA 38 KOHCTAHTHO BPEME; NeHEPUCAHE CIIYIajHIX
6pojeBa Ouhie pa3zMoTpeHo y omesbky 5.8.1.

3a omaxkap ajropuram o0mMYHO ce Kaxe na je Moure Kapuao anropuram.
Herauan pesyarar mMoxe ce m00UTH Ca jaKO MaJjiOM BEPOBATHONOM, aJjiu je BpeMe
m3ppiapama osor Monre Kapio aaropurma 60/be Hero 3a uHajbobH JETEPMIHAC-
Tuuky agropuram. pyru tun npobabuinCcTUYKOr aJIrOPUTMa je OHAj KOjH HUKA
He Jlaje TIOTPEeIaH Pe3YATAT, aji My BpEeMe M3BPIaBarmha HUje TapaHTOBAHO. AJro-
pUTaM ce MOKe M3BPHIIATH OP30, aju € MOXKe U3BPIIABATH U MPOU3BOJHHO TyTO.
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5.8. IIPOBABUJIMCTUYKN AJITOPUTMN 121

OBaj Tun ajropurMma, Koju ca obmuHo 30Be Jlac Berac, kopucran je ako My je
0UeKUBAHO BPEMe W3BpIIaBama Majao. ¥ oaebky 5.8.2 6buhe pazmorpen Jlac Berac
aJropuTaM KOjU peIraBa jegaH mpobseMm 60jerha eaeMeHara CKyIa.

N aeja npobabuInCTHIKAIX aIrOPUTAMA TECHO je TTOBE3aHa Ca N3BONEmEeM JOKA3a.
Kopumheme BepoBarHOhe 3a /I0Ka3uBame KOMOMHATOPHUX TBphema je MOhHA Tex-
HUKA. Y OCHOBH, aKO Ce JIOKayKe J1a HeKM OoDjeKaT u3 CKyma objekaTa mMa, Bepo-
BarHOhy Behy O HyJe, OHIA je TO WHAWPEKTAH JOKA3 /14 MOCTOju 00jeKaT Ca TUM
ocobmrama. OBa uaeja MOXKe ce MCKOPUCTUTHU 33 KOHCTPYKITH]Y TPOBabHINCTUIKOD
aaroputMma. [IpernocTaBuMo 1a TpakuMo 00jeKaT ca HEKHM OCOOMHAMA, a 3HAMO 11,
AKO TEHEPUIIIEMO CiTydajHu objekar, oH he 3a/10BO/baBaTh XKEJHEHH YCJIOB Ca BEPOBAT-
Hohiom BehioM oz Hyste (mTo je TpofAGUINCTUYKH TOKA3 Ja TPAsKeHH 00jeKaT MOCTO-
ju). Mu 3aTuM nparuMo npobabuIMCTHYKA JOKa3, redepuinyhu ciayuajie porajjaje
K&/l je MOTpeOHO, W Ha KPajy HAJAa3UMO JKeJheHW 00jeKaT e HEKOM TO3UTUBHOM
BepoBaruohiom. OBaj mocTymak MOXKe ce TIOHAB/HATH BHUIIE MyTa, CBE 0 YCIENTHOD
IPOHAJIAXKEHA KEJHEHOT 00jeKTa.

5.8.1. Cayuajumu GpojeBu. Buran enemenar mpoOabUINCTUIKUX AJTOPUTA~
Ma je TeHepucame caydajumx OpojeBa. IlorpebHo je mvaru eduracHe merome 3a
pemaBame oBor mpobiema. leTepMHHHUCTHYKA IPOIeaypa TreHepuiine OpojeBe Ha
dbukcupann HAYWH, [1a TAKO n00ujeHn OpOjeBH HE MOry OHUTH CAYYAjHU Y TIPABOM
cvuciy Te peun. Tu 6pojeBu cy meljycodbro moBesanu Ha cacBuM onpeleHn HaYWH.
Ha cpefiy, To y mpakcu Huje Benuku mpobeM: JOBO/BHO jé KOPUCTUTH T3B. ICEY-
mocaydajae 6pojeBe. Tu OpojeBu reHepuUIly ce JeTePMUHUCTHYKOM MIPOIIETY POM
(na nakse HUCY NpaBu cuy4ajHu 6pojeBu), ajiu HPOLEILYPa MeHEPUCAA j& JOBOJBHO
CITOXKEHa, /13 Apyre amnukarmmje e " ocehajy” mehy3asucuoctu n3mehy tux 6pojena.

Osme mehemo merapaEje pasmarparn mobujame caydajHux OpojeBa. Jeman o
HAYWHA 33 100ujarke MCeyI0cayIajanx OpojeBa je IMHeapHA KOHTPYEHTHU METO/T.
IIpeu kopak je m300p menor 6poja Xg Kao MPBOr WiaHa HW3A, CIAYYajHOT Opoja
n3abpaHor Ha HEKM He3aBUCAaH HauuH (Ha npumep, Tekyhe BpeMe y MUKDPOCEKYH-
nama). Ocrasu 6pojeBu u3padyHaBajy ce HA OcHOBY jaudepenine jenuadunne X, =
aX,_1+b (mod m), rae cy a, b u m KOHCTaHTE, KOj& Ce MOPAjy ONPE3HO u3abpaTH.
U1 nopen naxbusor uzbopa, OBAaKBU HU30BU HUCY JOBOBHO KBamurerHu (7 cayda-
juu”). Anreprnarusa cy audepenie jenHauMHe BUILNEr CTEIEHA, OJHOCHO BHIIEr
pena (ca 3asucuoinlly on Buine nperxonHux wianosa). Jdobuja ce Hu3 GpojeBa u3
omcera ox, 0 7o m — 1. Ako cy norpebHu ciaydajau 06pojeBu u3 omcera o 0 go 1,
OH/JIa Ce YJIAHOBH OBOI' HU33, MOI'Y IIOJEJIUTU Ca M.

5.8.2. Jeman mpobuiem ca 6ojemem. Heka je S ckym ox n ejnemenara, u
HeKa je S1,52, ... Sk KOJEeKINja HheroBUX PasJuIuTUX [MOICKYIIOBA, Ol KOjUX CBAKU
CaIpPIKI TATHO T €I€MEHATA, IpH deMy je k < 272,

ITIpobaem. OGojuru cBaku ememenar ckyma S jeaHom of nBe 6oje, IPBEHOM
WM TLIABOM, TAKO JIa CBAKH TOJACKYN S; caap:ku 6ap jeman miasu u O6ap jenan
I[PBEHU €JIeMeHaT.


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Arrow

zile
Arrow

zile
Typewriter
X(i-1)

zile
Typewriter
X(i)

zile
Line

zile
Line


122 5. AJITOPUTMU 3A PAJI CA HU30OBUMA U1 CKYIIOBUIMA

Bojeme koje 3amo0B0spaBa Taj yciios 3sahieMo ucripaBHuM 6ojemsem. Vcnocrani-
ja ce Ia 1OJ HaBEIEHHUM YCJIOBMMA HCIPABHO Oojere YBEK IMocToju. JegHocTaBaH
TPOOAOHINCTHYKN AJITOPUTAM I00Mja ce MPEenmpaBKOM MPOOAOHINCTHIKOD TOKA3a,
ITOCTOjarba TAKBOI 0OOjerha:

Obojumu ceaxy eaemenam S CAYUGIHO U3AOPAHOM OOJOM, NAGEBOM
UAYU UPEEHOM, HEABUCHO 00 60jerva 0CMAAUT EAEMEHGNG.

Jacuo je ma oBaj asropuwrtam He Jaje yBek mcmpasHO Oojeme. 3pauynahemo
pepoBaTHolly Heycmexa. Beposarnoha na cy cBu enementu S; o00jeHH LPBEHO je
27", a BepoBarHOha na cy cBu obojenu ucrom Gojom (UPBEHOM WM IJIABOM) je
2.27" = 2177 Caywajum morahaj (momekym ckyma cBux 2" caydajEux Gojerba —
eslemenTapuux jgorahaja) A: "Heku o7 ckymosa S; je HeucnpasHO obojer” je yHUja
cBux cayuajuux moraljaja A;: "ckym S; je Hemcmpasuo obojen”, 3a i = 1,2,...,k,
118 BaXKW HEjeTHAKOCT

k k
PA) <) P(A) =) 2" =k2'm <2 = o
i=1 i=1
Tume je mokazaHo Ja HCIpPaBHO Gojerse mocroju (y mpoTuBHOM OM BepoBaTHONA
HeucnpasHor 6ojema 6uta tauno 1). Tlopen Tora, Buau ce Ja je oBaj npobabuiuc-
THYIKK ajaropuraMm mnobap. McmpasHocT 3amaTor 60jema JIaKo ce IpoBepaBa: IpoBe-
paBajy ce eIeMeHTH CBAKOT MOJCKYMA JIOK ce He MpoHaly [Ba pa3nuduTo obojeHa
eslementTa. Bepoparaoha ycnemnor 6ojema p = 1— P(A) je 6ap 1/2. Ako ce y jeanom
NOKymajy He no6uje HeucnpasHo 0ojerbe, mocrynak (6ojeme) ce moHasba. Oueku-
BaHM Opoj mokyiaja Hojema je Marby UM je/THAK O JIBa. 3auUCTa, BepoBaTHoha 1a
ce mcrpaBHO Gojere mponabe y j-Tom mokymajy je (1 —p)i~1p, ma je MmaTemaTmaro
OYeKHBahe Opoja MoKyIaja
- 1
>oi-pP =<2
j=1
Onucanu anropuram 6ojemsa je oumrsienuo Jlac Berac anropuram, jep ce Gojema
MIPOBEPABAjy jeHO 33 JPYTUM, & Ce TPayKEHheM Ce 3aBpIaBa Kaj ce Hauhe HaA WC-
npaBHO 60jeme. He mocroju rapanimmja ycmemsor 60jema v 6110 KoM (HPUKCHPAHOM
Opojy MOKyIaja, aJu je OBaj AJITOPUTAM y TTPAKCH UTAK BPJIO e(pUKACAH.

5.9. Pe3ume

Y 0OBOM MOIJIAB/BY PA3ZMATPAHO je MOCTA PA3IUIUTUX O0JACTH — IPEeTpara,
COpTHUpPAame, PAHTOBCKE CTATUCTHKE, KOMITPECHja TTOIATAKA, YIIOPehnBame CTPUHTOBA
1 npobabMIINCTHYKY AJITOPUTMU. Y CBAKOj 00JIaCTH NPUKA3aHO je CAMO HEKOJIUKO
OCHOBHUX aJITOpPUTaMa. ¥ MPAKCH TpobJeMu Hajuernhe HUCY TaKO jeTHOCTABHU U
HHUje UX TAaKO JAKO (POPMYIUCATH. 300T TOra jé HEOIXOIHO W3IBOjUTH CAMO TJIABHE
nesioBe 3amaror mpobsiema. Texuuwke wckopumiheHe y OBOM TIOIVIAB/BY CAUYHE CY
OHUMA, YBEIEeHUM y TOryaBmby 4. NHAyKIINja MOHOBO WIPa HAJBAXKHHU]Y YJIOTY.

MHuoru npobisieMu pa3MaTpaHu y OBOM IIOIVIABJbY UMAjy JUPEKTHO PEIErhe KOje
ce MOXKe JOOWTH y3 MaJjio HAmopa; MPUMEpPU Cy JIMHeapHa MPEeTpara u COPTUPAHE
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u3bopoM. 3a Majie BeIMUYWHE yJa3a OBA PEIema Cy Hajuerihe He caMoO TOBOJHHO
mobpa, Hero cy u 60/ba O CABPINEHWjUX, KOMILIMKOBAHUjUX pernerma. Mehyrum,
KaJ je BeJIMUINHA y7Ia3a BEJINKA, BAyKHO je MOKYIIATH Ca IMPOHATAKEHeM O0bUX pe-
mema. Kopumheme nuHeapHe mperpare u KB3IPATHUX AJTOPUTAMA 338 COPTHPAIHE
je yobuuajeno. Ha mecpehy, tTu u apyru HeedprKacHU aJrOPUTMU CYBHIIE YECTO CE
KOPHCTE U 33 BEJIUKE yiase.

3amanm

5.1. Urpaun A u B wurpajy urpy norajama 6pojeBa: A 3aMUINba TPOU3BOFAH TIPHUPOJTHI
6poj n, a B mokyimasa Ja MOTOAM N HMOCTaBJ/bAEM INTO Mawker Opoja murama obsuka ”na sv je
6poj x Behu (mamu) ox n?”. Ipeaioxure eduKacHy cTparerujy 3a urpada B.

5.2. rpau A mu3abpao je Ha CoyvajaH HAYWH, CA PABHOMEPHOM PACIOAenoM BepoBaTHOha,
npupogan 6poj k, 1 < k < 97. Urpau B noraha 6poj k npumemyjyhnu cienehu anropuram:
(1) ma nmouerky je a = 1, b = 97;
(2) axo je a = b, Tpaxkenu 6poj je k = a;
(3) mspauynarn m := |(a+b)/2| u nocrasurn nurame ” la s je k > m?”; ako jecre, a := m+ 1;
ako Huje, b := m; y oba caydaja HacTaBuTH O (2).
Kosukn je oueknBanu 6poj nurama urpava B7

5.3. Kmwura uma 1999 crpana. 3anarak je buHapHOM nperparom nponahu crpaunury . Mehy-
TUM, OMHApHA IIpeTpara HHje HeaJHa: Ka/Ji Ce IIpeTpaKyje OIcer CTpaHa Of m J0 M, OHJa ce 300r
rpemKe caMo 3Ha A4 je MOJyO Pas3/uKe HemapHe CTPaHe HAa KOjoj je Kmura orsopena u | (m+n)/2|
Malbd WU jeJHAK OJ] JeceTnHe Gpoja CTpaHa y HHTEpBaJy, OgHOcHO of (n —m + 1)/10. Komukn
6poj OTBapama KmUre je 10BOJbAHT

5.4. [IpermoctaBUMO 1a paauMoO ca IporpaMoM Koju obpabyje Benmke TexcToBe. IIporpam
obpahyje TeKCT ca ysia3a Kao HU3 3HAKOBA, W Jaje HEeKW u3jal. Y jegHOM TPEHYTKY NIporpam
HAWJIA3W HA TPEIKY, MOCJe KOje He MOXKe Ja HACTABH Ca PAJIOM; IIPH TOME IIPOTPAM He CAOMIITABA
KaKB3 je TpeIIKa y HUTamy, HH TAe je A0 e momuio. JIpyruMm peumma, jeAWHO Ce BHIH 1A Ce
MporpaM 3ayCTaBUO M oamTaMiao nopyky ’I'pemka”. IIpeTmocTaBuMo Ja je rpemika JIOKaaHa, Tj.
Ia [0 e goJsia3d 300r HEeKOI KPATKOT Jejla TEKCTa KOju ce mporpamy He cBuba, u3 Hemosznaror
pasJjiora — TpeIlKa He 3aBHCH OJ KOHTEKCTa Y KOMe Ce Taj Je0 TeKCTa Haja3u. Ha Koju Hauwm ce
MOYKE YCTAHOBHUTH y KOM J€JIy TEKCTa J0Ja3U [0 rpemke?

5.5. HaBecTu nmpuMmep HHTEDPLOJALUOHE mperpare (Tpazkeme AATOr HpuUpOsHOr 6poja z y
ypehenoM HU3y mpupoanux 6pojeBa 1 < 2 < - -+ < Tp) Koja KopucTd {2(n) ynopehubsama.

5.6. 3a cBako n obumka n = 2¥ maBecTw mpumep Hu3a T1,T2,...,T, KOX KOTa CE IPH
copTupamy ofjeaumaBameM (CANKA 7) U3BPIIABA MAKCHMAaJIHU 6pOj ynmopehusama.

5.7. Ynopeaure coprupame objequmaBameM ca npobseMoM onpehuBama MakCUMyMa CKYTIa
nmpaBoyraoHux GyHKIHja u3 ofebka 4.6. Moxe nu ce perieme jeTHOT OJ1 THX MPObIeMa UCKOPHUC-
THTH Ka0 "HIpHA KyTHja” 33 pemaBame gpyror?

5.8. @opMynHCATH WHBAPUjAHTY MET/HE ¥ OCHOBHO] meT/bu aaroputMma Razdvajanje (cmu-
Ka 8), 1 J0KA3aTH KOPEKTHOCT AJTOPHTMA.

5.9. Koncrpyucaru ysia3 Ha KOMe COPTHDabe pa3aBajameM kopuctu ()(n) ynopehusama, ako
ce 3a IMBOT yBeK 6Mpa MeaujaHa IIPBOT, [OCIENmEr U CPEJI-Er eJeMeHTa HI3a.

5.10. KorcTpyucatu ajropuraM 33 HaJaKeme MAKCHUMAJIHOT M MHHUMAJIHOT eJIeMEeHTa Y
CKyIly, 3aCHOBAH Ha JeKOMIO3HIHjH. 3a n = 2F amropmram Tpeba 1a KODHCTH HajBHIIE 3n/2
yunopebhusama.

5.11. Konupatu crenehy peuenHuny ontuMaaHuM OMHApHUM npedukcHuM Komom: ”Ha Bpx
6paa Bpba mpaa’”.
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5.12. Ogpenuru eaut pacrojame cTpunrosa aabecbba u baacbabacc n mahu 6ap jegan mHu3
eJJUT OIlepalyja MUHAMAJHE JyKHHE KOjU IPBY ped TPaHCHOPMHUIIE ¥ APYLY.

5.13. [ar je mu3 npupoarux 6pojesa A[l], A[2],..., A[n] rakas ma je |Al{] — Ai+1]| <1
3a cBako i, 1 < ¢ < n. Heka je A[l] = z, A[n] = y, x < y u "eka je gar 6poj z, ¢ < z < y.
Koncrpyucarn edukacan ajropuraM 3a HaJdaXKeme WHIEKCa j Taksor aa je A[j] = z. Kosuku

MakcuMaJsiHu 6poj ynopehuBama ca z ce U3BpUIABAT

5.14. Kopumhemem cTabia oIy dnBatba U3BECTH J0bY IPAHUIY 3a Opoj Kopaka (y HajropeMm
Cirydajy) y aJropuTMy Koju pemasa mpobseM m3 3amarka 5.13, m ymopenwru ra ca cooxenomhy
KOHCTPYUCAHOT aJrOPUTMA.

5.15. [lar je ckyn S om m peasnux Opojea. Koncrpyucaru anropuram caoxenoctn O(n)
3a HaJaXKkeme HeKOor 6poja koju Huje y S. Jlokazaru ga je 2(n) moma rpaHunma 3a 6poj KOpaka
noTpebHUX A3 ce peln 0Baj npobiem.

5.16. Jar je ckyn S ox n peanumx 6pojesa, u peanuu 6poj z. (a) Korcrpymncarn anroprram
caoxenoctu O(nlogn) 3a yrephusame na au y S mocroje ABa eJleMeHTa KOjUMa je 36up jeHaK
z. (6) Axo cy enementn S marm y pacryhem pemocieny, KOHCTPYHCATH aJrOPUTAM KOJH DEIIaBa
ucTi npobsem, a uMma caoxkenoct O(n).

5.17. Jlara cy apa ckyuna peasnux 6pojeBa S1 m S2 u peannu 6poj x. YcranoBuTH aa ju
mocToje peasnu 6pojesu y1 € S1 u y2 € S2 TAKBH J1a UM je 306up jeqHak x. BpeMeHCKa CI0KEHOCT
anropurma tpeba na 6yme O(nlogn), rae je n ykymam 6poj enemenara y 00a CKyma.

5.18. Koncrpyucarn agroputam caoxkenoctu O(nlogn) 3a Hamakeme yHUjE IBa CKyIa O
o HajBuIIe m eneMenara. M3na3 tpeba ga Oyle HU3 DA3IUYATHX eJeMeHaTa yHuje (HU jeqaH
€JIEMEHAT Ce He CMe y HU3y II0jaBHTH BHUIIE HETO jeJHOM).

5.19. 3agar je HU3 peasiHuX OpojeBa T1,x2,...,ZTn, IPH YeMy je n mapHo. KoHCcTpyucaTn
amropuTaM 3a pasnarame Hm3a y n/2 maposa ma ciexelim maumm. Hexa cy ca s1,52,...,5p/2
O3HayeHe cyMe OpojeBa y IapoOBHMa, U HEKa j€ Smaz = max{s1,sg,...,sn/2}. Ilapose Tpeba

(dopMUPATH TAKO AA Smaezr MMa HajMary MOTyhy BpegHOCT.

5.20. [lat je Hu3 6pojeBa x1,T2,...,Tn U HU3 PA3IUYNTUX OpojeBa ai,az,...,an U3 CKyIa
{1,2,...,n} (nepmyranumja Tor ckyna). Korncrpyucaru amropuram cnoxeroctu O(nlogn) koju
ypebyje mpBu HU3 Yy CKJIaAy Ca pPenoCcieoM ojpeheHuM APYTHM HH30M, Tj. Ha HO3UIUU a; Y
npsoM Hu3y Tpeba ma ce mabe 6poj x;, 1 = 1,2,...,n. IIpocTropua cmoxenocT asropurMma tpeba
na Gyme O(1).

5.21. [laro je d pacryhe ypehenux Hu3oBa ca yKynHO n ejgemeHata. KOHCTpyncaTu aaropu-
tam caoxkenoctu O(nlogd) 3a o6jequmaBame CBUX OBHX HU30Ba y jefan pacryhe ypeherw mus.

5.22. Jlar je HU3 01 N NIPUPOJHUX OpOjeBa Ca BHUIE IOHAB/bAKA €JEMEHaTa, TaKO J1a je Opoj
pasamuanTux exemenara y Huzy O(logn). (a) KorcTpyncarm anropuram 3a COPTHUPAE OBAKBUX
HHU30Ba, y KoMe ce m3ppmaba Hajsume O(nloglogn) ymopebmeama Gpojesa. (6) 36or wera je
CJIO2KEHOCT OBOT aJIFOPUTMa Maiba of mome rpanune (2(nlogn) 3a coprupame?

5.23. Bbunapmo crabso ca m IBOPOBA je yPABHOTEIKEHO AKO OATOBAPA HMILIMIUTHO IIPEJ-
cTaB/beHOM CTabiry momohy Husa myxuue n. Jlokasatu ga je 36up f(n) BHCHHA CBHX 4YBOpPOBa
ypapHOTEKeHOT OGuHapHOr crabia ca n YBOPOBA Mamu W jemHak ox n — 1. 3a koja crabua ce y
OBOj HEjeJTHAKOCTH JTOCTUKE JeTHAKOCT?

5.24. Cyma BUCHHA CBHX 9YBODOBA Yy XHIly NPEACTABJ/GEHOM MMIUIMIATHO (BHAETH OXEJ-
jak 5.3.5) MOKe ce u3pauyHaATH AUPEKTHO, KOPUCTENN YHI-EHHILY J1a je BUCHHA YBODA HA HO3UIUjI
iy BeKTOPY Ay»kuHe N jenHaka |logy(n/i)|. OapesuTn cymy BHCHHA YBOPOBA HA OBAj HAYUH.

5.25. Jlar je xmum ca n enemeHara (ca HajBellmM eleMEHTOM y KODeHY),  DeasnHu Gpoj .
Koucrpyucaru aaroputaMm Koju yTBphyje 1a iu je k-Ttu HajBehu enemenar xuma Marmu WK jeTHAK
ox . Bpemencka cioxenoct anropurma tpeba na 6yme O(k) (He3aBUCHO Off BeqnmumHe XWOa), a
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MOZKe ce KopuctuTn Memopujckn npoctop senmanre O(k) (Emje morpebrO odpedumu k-tu majBelin
€JIEMEHAT, HETO CAMO YCTAHOBHUTH HHETOB OJHOC Ca ).

5.26. Heka je A anropuram Koju ojpehyje k-t HajBehu o7 n eneMenara 1, T2, . .., Ty HA30M
ynopehusama. [lokazatun ga A npukymba JOBOJAHO WHGPODPMAIUjA 3 C€ MOXKE YCTAHOBUTH KOJH
cy enemenTH Behim, a Koju Mamu of k-Tor Hajseher (ApyruM peduma, CKYI Ce MOXKE Pa3JIOKHTH
Ha Behie n mame o k-Tor majeeher, Ge3 HOBuX ynopehuBama)

5.27. Ilusm je ogpenuty k-Tu HajMamy eJ€MEHAT CJAUYHO KA0 y 3a1aTKy 5.26, aau oBor
MyTa YKEeJIUMO 13 MHUHUMH3UPAMO BpEeMe HU3BDIIABAaa, W Ja [PU TOME KODHCTHMO BDJIO MAJH
npoctop (He 06aBe3HO MUHWMAJNHE). Yia3 je Hu3 6pojeBa &1,2,. .., Ty KOJU ce nobujajy jeman mo
jeman. KoHcTpyucaru anroputaM cpeirme BpeMeHCKe cioxkeHoctd O(n) 3a uspadyHaBame k-TOr
HajMamer egemMenTa, koju kopuctu camo O(k) memopujckmx Jjokanmja. Bpemuoct k ymampen je
no3HaTa (ma ce MOXKe Pe3epBUCATH JOBOJbAH MEMOPH)CKH IIPOCTOD), aJId Cé BPEJHOCT 7 HE 3HA JI0
[I0jaBe MOCJIeAHEr eJIeMEHTa HU3A.

5.28. Heka cy A u B apa cKyna o 10 n ejleMeHara, npu 4yeMmy ce A aysa y pauynapy P, a B
y pauynapy Q. Pauynapu mory ja KOMyHUIIHPajy pa3Memnyjyhn mopyke, a Mory u ja usspiine 6o
KaKBO JIOKAJIHO H3padyHaBame. Koncrpyucaru anropuraMm xoju onpehyje n-tu najmamu esemenar
ckyma AU B (tj. meamjany). Mozxke ce, 360r jeTHOCTABHOCTH, IPETIOCTABUTH A& j¢ AN B = (.
Iwb je MunuMu3upaTu 6pOj NOPYKa, IPU YeMy MOPYyKa MOXKe Ja CaIPKU jeJaH eJIeMEeHAT WJIu
jeman nenu 6poj. Konuku je 6poj mopyka morpeban y HAjropeM Ciaydajy?

5.29. Kopumhemem Teopujcko-utgopmalmone rpauuie nokasaru ga je (logn) goma rpa-
Hu@ Opoja ynopehupama npu nNpoHATIAXKEkY BPEAHOCTH § TAKBE [1a j6 T; = &y HU3Y L1,L2,...,Tn,
WM yTBphUBAKY Ja TaKBa BPEIHOCT He HOCTOjU (IpobieM je pa3sMaTpaH y o1ebKy 5.2).

5.30. Tpaxkeme y30pKa y TEKCTy y peajHOM BpeMmeHy. [IpeTnocTtaBuMo ja ce y3opak
yHOCH (yKynaBa) 3HAK IO 3HAK MaJoM Op3mHOM, a TekcT je Beh mar. Ouekyje ce ma Tpaxkeme y
CBAKOM TPEHYTKY Hampejyje KOJIHUKO je HajBulne moryhe, He dekajyhu na 6yae yHeceH KOMILJIIETaH
y3opak. Jpyrum pedmma, JKeJIMMO [a Ce IPK yHOLIEHY k-TOr 3Haka y30pka Beh manmazmmo Ha
MIPBOj MO3UIUJH ¥ TEKCTY OJAKJIe Ce TEKCT MOKJIAMA ca NpBuX k — 1 3HakoBa y3opka. Kako tpeba
npomenutn agropuram KMP ma 6u ce mocrurao osaj russ?

5.31. Moaudukosaru amropuram KMP tako ma nponabe majsehu mpeduxc yzopka P koju
Kao MOZCTPHUHT MOCTOJU y TEKCTY S (ApyruMm peuuma, y Tekcry S Tpeba mpoualiu najsehu moryhu
npedukc yzopka P).

5.32. Hajsehu 3ajemunuku nmogumus (LCS, ckpahenuna o largest common subsequence
) asa Huza T u P je majayxku Hu3 L koju je moxums o6a uuza T u P. Hajmamu 3ajesHu4Kkn
Hagums (SCS, ckpahennna ox smallest common supersequence ) nBa Em3a T u P je
Hajkpahu Hu3z L TtakaB na cy T u P meroBu IOIHU30BU.

(a) Koncrpyncarn edukacuae anropurme 3a onpehupame LCS n SCS gBa nara Husa.

(6) Hexa je d(T,P) emur pacrojame usmehy T u P, mpu deMy 3aMeHe HHUCY IO3BObEHE
(mo3BOsBEHA Cy caMO ymerama u Opucama 3HakoBa). Jlokasaru na je d(T, P) = |[SCS(T,P)| —
|[LCS(T, P)|, rme cy |SCS(T, P)|, oguocuo |LCS(T, P)| nyxune SCS, oguocao LCS uusosa T u
P.

5.33. YommruTu ajropuTaM 3a HAJAXKEHE eUT pacTOojara U3 ofesbKa 5.6 Ha ciiydaj Kaj ce
yMeTama 3HAKOBA HA MOYETKY WM HAa Kpajy Kpaher Hu3a me pauyHajy. JIpyrum pednma, padyHa
ce camo exuT pacrojame B m 6mno kor (”najbmmker”) moganza A.

5.34. IIpo6nem ymopehmBama HH30Ba MOXKe C€ yOIIITHUTH HA TpW (WM BHUINE) HU30BA HA
cnenehn naumn. Jata ¢y Tpu Hu3a A = ai1a2...am, B =b1ba... by, u C = cic2...cp. llorpebuo
je ompesuTH HajMaU CKYII €IUT OIEPAIUja KOju CBA TPH HU3A TPAHCHOPMHUIIE y jeJaH UCTH HU3.

5.35. Heka cy A=a1a2...an u B ="b1ba...by, nBa Hu3a 3naK0Ba. O3Haunmo ca A{i} aus
a;@iy1 ... an (Tj. - cydukc A). Heka je d; enur pacrojame uuzosa B u A{i}. Koncrpyncatn
anropuram cioskernoctu O(n?) 3a mamarkeme HajuMame spegnocT di, 1= 1,2,...,n.
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5.36. Ha pacnonaramy HaM je mnpoueaypa, koja 3a npousBossho k, 1 < k < n, remepurne
ciayvajHe 6pojese u3 omncera of 1 g0 k ca yuudopmuoMm pacnogesom sepoaraohe (PB). 3ajgarak

je KOHCTPYHCATH aJrOPUTaM 33 FEeHEPHCAme CaydajHe mepMyTanmje 6pojesa {1,2,...,n} ca yunm-
dopmuoMm PB.
5.37. Hexa je F 3amaru vHu3 OpojeBa T1,%2,...,Tn. BullecTpyKocT 6poja = y E je 6poj

nojappuBaka ¢y E. Onpenutn enemenar E sumectpykoctr Behe om n/2 ("npeosnabyjyhn ene-
MeHAT”) WM YCTAHOBHTH [ja TAKAB €JEMEHAT HE HOCTO)H.

5.38. Heka je mat Hu3 of n enemenara. Koucrpyucatu amropuram ciaoxkenoctu O(n) 3a
[IPOHAJIAXKEE eJIeMEHTa KOJU Ce y HU3y MojaBibyje Buiue o n/4 myTa.



Inasa 6
I'padoBcku ajgropurmn

6.1. ¥YBoz

Y IperxosHOM IOIJIABJ/bY PA3MAaTPaJd CMO AJIPOPUTME 3a DA/l Ca HU30BUMA U
CKyTIOBMMa, 0Ojekara. AHaIU3Upanu cy ogHocH ypehema, BUIECTPYKOCTH, TIPEKJIa-
Marka W CAMYHU. Y OBOM TOTIJIaB/BY pasMarpahleMo KOMILIHKOBAHUje OMHOCE m3Meljy
objekara. 3a Momeupame Tux OmgHOca Kopuctuhemo rpadose. ['padoBu mory ma
MOJEINPAjy MHOI'O CHTyaIlHja, ¥ KOPUCTE C€ Y PA3IUINTUM OOJACTHMA, O apXe-
ojoruje no comnmjasnne mncuxosoruje. [Ipukaszahemo Builie BaXXHUX OCHOBHUX AJITO-
puTama 3a 0bpaay rpadoBa U 3a U3PAUYHABAE HEKUX HUXOBUX KAPAKTEPUCTHKA.

[Tornemajmo Hajupe HEKe MpUMepe MOAEIUPamha ToMohy rpadosa.

(1) Hamaxkeme m00por myra 10 HEKOT OAPEIUIITa y TIPaay je rpadoBCKu
npobsiem. Yiuie oarosapajy rpasaMa (yCMepeHe TpaHe y CAydajy jemHoc-
MEPHUX YJIHUIA), & PACKPCHHUIE YBOpoBUMa. CBaKOM YBODY U CBAKOj IDAHU
(meny ynuue) mMoxke ce NPUAPYKUTH BpeMe NOTPebHO 33 MPoJIa3ak, 1a ce
pobseM CBOAM HA Hasazkeme ~HajOpxxer” myra m3mehy mBa 9BOpa.

(2) Tporec u3BpIIaABaba HEKOT MPOrpaMa MOXKe Ce HMOAEIUTH Ha crarba. U3
CBAKOT CTaha MOYKE Ce HACTABUTHU HA HEKOMWKO HaumHa. Heka crama cma-
Tpajy ce HemoxKemHUM. IIpobiem yrBphuBama Koja CTama MOy J0BECTH
y HEIOoXKe/bHa CTama je TPadOBCKU MPOodIeM y KOMe CTalbUMa OIr0Bapajy
9BOPOBH, 3 I'PaHe yKal3yjy Ha Moryhe mpeiacke w3 jeJHOr y APYrO CTAmbe.

(3) Tpassbeme pacnopena 4acoBa Ha (BaKyaTeTy MOXKe Ce MOCMATPATH KAao
rpadoBcku mpobaem. YBopoBu 0roBapajy rpymnama, a IBe rpyIe Cy moBe3aHe
aKo IIOCTOjU CTYJEHT KOjUu HaMepaBa Ja ux obe moxaba, mim ako nmajy 3a-
JeMHUYIKOT mpeaaBata. IIpobaeM je Kako HAIPABUTH PACIOPE IO IPyIaMa,
TAKO [1a C€ MUHUMMU3UPA]y KOHMIUKTH. 10 je Texxak mpobieM, 3a KOju HUje
Jlako Hahu 1o0pa perrema.

IIpencrasspame rpadosa paszmarpaso je y oxensky 3.8. Hajuenthe hemo kopuc-
TUTHU MPEICTAB/bAE JUCTOM TIOBE3aHOCTH, KOja je edUKacHUja 32 peTke rpadose
(omHocHO rpadoBe ca pesaTUBHO MajuM 6pojeM rpaHa). YpemheMo Hajupe Heoll-
xomue mojmose. I'pad G = (V) E) cactoju ce on ckymna V uBopoBa, u ckyna E
rpana. CBaka rpaHa oJAroBapa mnapy pasjinduTux 4BOpOBa ([IOHEKAJI Cy J03BOJbEHE
IeT/be, OJHOCHO I'PAHE KOje BOJAE OJ YBOPA KA HEeMy CaMOM; MH eMO IPEeTIOCTAB-
JbATHU 3 OHE HUCY 103BoJbene). [pad Moxke 6utu ycmepen usin ycmepen. ['pate
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128 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

yeMmepenor rpada cy ypehenn naposu 9BopoBa (KOjU ce 30BYy KDajeBH I'DAHE); pe-
JIOCTIeNT, IBa 9BOPA KOje moBe3yje rpaHa je owran. ['pane ycmepenor rpada mprajy
Ce Kao CTPEJIUIIE YCMEeDPEeHe OJi jeZHOr 4Bopa (IOYeTKa) Ka APYyroM YBOpYy (Kpajy).
I'pane mHeycmepenor rpada cy neypeheHn mapoBu: OHE Ce MPTAjy Kao OOUTHE IyKH
(muamje). CremeH d(v) usopa v je 6poj rpaHa CycemHux 4BOpPy v (OMHOCHO GPO]
rpaHa Koje v MoBe3yjy ca HEKUM JIPYTUM YBOPOM). Y yCMEpPEHOM rpady pasjiuKyje-
MO YJIa3HUM CTereH, OpOj TpaHa 3a KOje je 9BOp ¥ Kpaj, U M3Ja3HU CTerneH, OpOj
rpaHa 3a Koje je YBOp ¥ IOYeTaK.

Iyt om vy mO v je HE3 YBOPOBA Uy, Vs,..., Uk MOBE3AHWX TpaHama (U1,vs),
(v2,v3), ..., (Vp—1,Vk); OBe rpaHe ce obuaHo Takohe cmarpajy aenom myta. ITyr
je IpocT, ako ce CBaKW YUBOD V HeMy T0jaBJbyje camMo jeqHoOM. 3a UBOp U Ce KayKe
Jla je JOCTHKAaH U3 YBOPa ¥ aKO MOCTOjU MyT (yCMEpeH, OJHOCHO HEYCMEPEH, 3a-
BucHo ox rpada) ox v mo u. [lo gedunnnuju je usop v mocruxkan us v. Lukiyc
je TyT YHju ce TMpBHU U IMOCIEABN 9BOP moKaamnajy. LIukayc je mpoceT ako ce, cem
IIPBOT U TIOCJIE/IEH-Er YBOPA, HU jeJlaH JIPYTHU YBOP Y HEMY He I0jaBJbyje ABa MyTa.
Heycmepenn o6auk ycmepenor rpada G = (V, E) je uctu rpad, 6e3 cmeposa
Ha rpaHaMa. 3a rpad ce Kaxke 1a je moBe3aH ako (y meroBoM HEeyCMEpPEeHOM 00-
nuKy) nocroju nyT usmehy npoussospHa aBa usopa. Illyma je rpad koju (y cBom
HeycMepeHoM 06Ky ) He caapxku mukiayce. Ctabio win APBO je MOBe3aHa IyMa.
Kopemcko ctabJo je ycMmepeHo cTabiIo ca jeIHUM MOCEOHO M3IBOJEHUM YBOPOM,
KOjU ce 30Be KOPEH IpPU YeMy Cy CBE IDAHEe yCMEpEeHe OJ KOPEHA.

I'padp H = (U, F) je nmoarpad rpada G = (V,E) ako je U C V u F C E.
IToBesyjyhe cra6so meycmepenor rpada G je meros moarpad koju je ¢rabiio
u caapxku cse usopoee G. IToBesyjyha miyma meycmepenor rpada G je meros
noarpad Koju je myma u caapxku cse ypopose G. Mnamykosanu moarpad rpada
G = (V, E) je meros noarpad H = (U, F) takas na je U C V u F caapzku cBe rpane
u3 F uuja cy 06a kpajay U. Ako rpad G = (V, E) Huje nmoBe3aH, OHIA Ce OH MOXKE
HA jeJWHCTBEH HAYUH PA3JIOKHUTU Yy CKYI MMOBE3AHUX MOArpadOBa, KOjU Ce 30BY
KoMITOHeHTe TToBe3anocTu rpada G. CKyn 4BOpoBa KOMIIOHEHTE MOBE3AHOCTH j&
KJIaCa eKBUBAJIEHITH]E ¥ OJIHOCY Ha PEIAIN]Y JOCTHKHOCTH 38 YBOPOBE: KOMITOHEHTY
moBesanoctr G KOjOj MPUMAA 9BOP ¥ YMHE CBU YBOPOBU JTOCTHXKHHU U3 v. Kommo-
HeHTa ToBe3anocTu rpada G je Makcumasnu nosesanu noarpad G (0IHOCHO Takan
noarpad Koju Huje mpasu noArpad Hu jemHor apyror mosesanor moarpada G).
Bunaprutau rpad je rpad umju ce 4BOpOBU MOTY TTOIEUTH HA JBA JKUC]YHKTHA
MOJICKYIa TAaKO Ja y rpady mocroje camo rpane usmelly 4BopoBa w3 paziunauTux
moacKymnoBa. TexxuHcKu Tpad je rpad UujuM €y rpaHaMa IPUAPYKEHH PEaTHH
6pojesu (rexkune, ueue, jpyxkune, eur. weight, cost, length )-

Mmuore nedwnHHIEje 3a yCMEpeHe W HeycMepeHe rpadoBe Cy CIWYHE, U3y3€eB
HEKUX OYUIJIETHUX pasynka. Ha mpuMep, yCcMepeHH w HEyCMEDPEHU MyTeBU Jgedu-
HUIITy C€ HA WUCTU HAYWH, CEM INTO Ce KOI ycMmepeHux rpadosa cnerudunupajy u
CMEpPOBH TpaHa. 3HAYEIHE TAKBUX TEPMAHA 3aBUCH OJ] KOHTEKCTA; aKO Ce, Ha TpUMeD,
paju o myTeBuMa y ycMepeHoM rpady, OHIA ¢e MUCIU HA yCMEPEHE IyTeBe.

Pasmorpuhiemo majupe jemmocraBan mpobseM, KOjU Ce CMATpa MPBUM MTpodJIe-
MoM Teopuje rpadosa — obunazak KenumnrcOeprmkux mocToBa. 3atum fiemo ce
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6.2. OJJIEPOBU I'PA®OBU 129

GaBuTu obmiacimMa rpadosa, ypehemem uBoposa rpada, HajzakemeM Hajkpahnx
nyTeBa y rpady u apyruM mpobjemuma. ¥ TIOMJIaB/by 8 pa3MaTrpajy ce Be3e rpa-
(POBCKUX W AJITOPUTAMA C& MATPHUIIAMA, 14 je MPUKA3AHO W HEKOJINUKO IPadOBCKUX
ajrropuraMa.

6.2. Ojneposu rpacdoBu

[Tojam Ojmeporux rpadoBa y Be3H je ¢a, KAKO Ce CMATPa, IPBUM PEITeHuM Tpod-
semomM Teopuje rpadosa. [lBajumapcku maremaruaap Jleornapa Ojnep maumrao je uHa
crenehn 3agarak 1736. romune. I'pax Kerurcbepr, manac Kanmumunrpam, gexu Ha
obamaMa ¥ Ha ABa ocTpBa Ha perm [Iperes, Kao mITo je MpUKa3aHO HA CIUMA 1.
I'pan je 6uo nosesan ca cezam mocrosa. Ilurame (Koje je My4usIo MHOrE TaJAllEbe
rpabane Kenurcbepra) 6umo je ma au je moryhe noderu merwmy u3 GUI0 KOje TauKe
y TPaJly ¥ BPATUTH Ce y MOJA3Hy TAUKY, npesaszehin mpu ToMe CBAKH MOCT TAYHO
jemunoMm. Pemreme je mobujeno yommraBamem mpobsiema. "I'pad” wa mcroj caurm,
H6ap mTo ce oBor npobieMa THYE, EKBUBAJEHTAH j€ Ca IUIAHOM rpaja (HABOIHU-
nmm cy ynorpebipeHn jep oBaj “rpad”’ wMma BUIIECTPYKE T'PaHe, Ia CTPOrO IJIEIAHO
no nedvaunuju u "HEje rpad; To je T38. Myarurpad). IIpobaem ce MoKe eKBHBaA-
JsienTHO hopmyaucaru kao ciaenehn nmpobaem u3 Teopuje rpadoBa: ma sim je moryhie
y moee3aHoMm rpady mpoHahu NMUKJYC, KOju CBAKy TPaHy CAIpKU TATHO jEITHOM
(Ojaepos yuxayc). Wnu: na au je moryhe nanpraru rpad ca ciauke 1 we mukyhu
OJIOBKY Ca TIAITUPA, TAKO /13 OJIOBKA CBOj I T 3aBPIIK HA MECTY Ca KOTa je W KPeHyJia.
Ojuiep je permo npobiemM, TOKA3aBINy Ja je OBakaB obuiiasak Moryh ako u camo ako
je rpad moBe3aH U CBU H-€rOBYM YBOPOBM MMA]y mapaH crernen. Taksu rpadoBu 30By
ce Ojaeposu rpadposu. [lomrro "rpad” Ha cauny 1 mMa YBOPOBE HETAPHOT CTEIe-
Ha, 3aK/bydyjeMo ma mpobiaeMm KeHurchHepmkux MOCTOBa HeMa peremne. /lokas Teo-
peMe MHIYKITHjOM, KOju Caeun, naje edukacan aaropuraM 3a Hajaxeme Ojnreposor

IHUKJIyca y rpady.

Puc. 1. TIpobnem Kennrcoepimkux MOCTOBA, u oarosapajyhu rpad.

IIpo6aem. YV samarom HeycmepenoM nosesanoM rpady G = (V) E) 4uju cBu
YBOPOBU MMajy LapaH CTeleH, npoHalin 3arsopenu myT P, Takas 1a ce y mbeMy
CBaKa rpaHa u3 [ mojaBibyje TATHO jeTHOM.

Jlako je mokazaru ma ako y rpady nocroju OjnepoB MUKIyC, OHIA CBH YBOPOBH
rpada MOpajy MMaTH MapaH CTelmeH. 3a Bpeme ODWIacKa 3aTBOPEHOT IHKJIyCa, Y
CBAKWM YBOP Ce yJIa3W WCTO TOJIMKO TMYTa KOJIWKO TMyTa ce m3 mera n3nasu. Ilomro
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Ce CBaKa T'PAHA MPOJIA3u TAYHO jeTHOM, OpOj rpaHa CyCeIHUX MPOU3BOJLHOM UBODY
Mopa 6utu napas. /la OucMo MHIYKIMjOM TOKA3a U 114 jeé YCIOB TOBO/bAH, MOPAMO
Hajmpe ma m3abepeMo mapaMerap 1Mo KoMe he OMTH m3BeAeHa HWHAyKIHja. Taj m3-
6op Tpeda ga omoryhu cMmamuBame npobiema, 6e3 merose mpoMene. AKO yKJIOHU-
MO 4BOp m3 rpada, CTEmeHr IBOPOBA y J00HjeHOM Trpady HHUCY BUIIE CBU IIAPHH.
Tpebano 6u ma YKIOHMMO TAaKaB CKyO rpaHa S, 1a 3a cBaku 4BOp v rpada Opoj
rpana u3 S cyceanux ca v Oyge mapad (mMakap u 0). IIpousBosbaH IUKIIYC 3370~
BOJhABA OBa] YCJOB, A ce TMOocTaB/ba muTame na au Ojaepos rpad yBEK CaapKu
nuKayc. IIpermocraBuMo 12 cMoO 3amodesn o0maa3ak rpada u3 IpOu3BOFHOT IBO-
pa v npousBospHUM peocienom. Curypro je na he ce obuiiazak panuje Uik KacHUje
3aBPIIUTH Y YBOPY ¥, jep KaJ roa yhemo y HeKH 4BOD, CMAYjEMO FHerOB CTEIeH 33,
jelaH, IMHUMO T'a HEMAPHWM, 114 T'a YBEK MOXKeMO u HamycTtutu. HapaBHO, OBakas
obua3zak He MOpa /13 CaIpIKU CBe rpane rpada.

Cana MoxkeMo J1a (POPMYIIHUIIIEMO WHIYKTUBHY XUMIOTE3Y U JOKAKEMO TEOPEMY.

NuanykrusHa xunotesa. [losesanu rpad ca < m rpaHa 4muju CBE YBOPOBU
nMajy mapas cremes, caapzku QjIepoB mUKIyC, Koju ce Moxke mpoHahu.

IMocmarpajmo rpad G = (V, E) ca m rpana. Heka je P Heku muknyc y G, u
neka je G’ rpad mobujen ykmamameM rpana koje umnae P ns rpada G. Crenenn
cBux 4BopoBa y G’ cy mapnm, jep je Opoj YKJIOWEHHX IpaHa CyCemHUX OUIO KOM
ypOpy mapad. Mmak ce MAAYKTHBHA XHUIOTE3a He MOXKe NpuMeHnTd Ha rpad G’ jep
oH HE MOpa Ourn moBesaH, BumeTn npuMep Ha cammm 2. Heka cy G, Gb, ..., G},
KOMITOHeHTe nope3anoctu rpada G'. YV ¢BaKOj KOMIIOHEHTH CTENEHH CBHX YBOPOBA
cy napuu. Ilopen rora, 6poj rpaHa y CBaKO] KOMIOHEHTH je Mamu 01 m (HUXOB
yKynau 6poj rpana Mamu je ox m). IIpemMa ToMe, HHAYKTHBHA XUIIOTE3a MOXKE Ce
NPMMEHHTH Ha CBE KOMIIOHEHTE: y CBaKOj KommouenTn G nocroju Ojnepos mukiyc
P!, w mu 35aM0 12 ra nporalemo. TlorpeGHO je cama cBe oBe HKIyce 00jeMHNTH
y jemar Ojnepos muksyc 3a rpad G. IMomazumo uz 6uno kKor dBopa mukiryca P
("marucrpantor myra”) cBe JOK He JoJeMo J0 HEKOr YBOpa U; KOjU IPHUIALA KOM-
nonentn G, Tama obunasnmo xommonenty G mukmycom Pj (7 nokammnv myTem”)
u Bpahamo ce y ypop v;. Hacrasmajyhn Ha Taj HaumH, obumazehn nuKIyce KOMIO-
HEHTH y TPEHYTKY HAWIACKA HA IHbUX, HA Kpajy NeMo ce BPATUTH y MOJA3HYy TAUdKY.
Y Tom Tpenyky cBe rpane rpada G mpoljene cy Tav4HO jeHOM, IITO 3HAYHU & je
koHCcTpyucan QjiepoB MUKIIyc. AJropuTaM UItak HUje CACBUM KOMILJIETaH: MoTpebaH
HaM je eduKacaH MeTOH 3a W3/Bajarhbe KOMIIOHEHTH TOBE3aHOCTH rpada, OJHOCHO
3a obmnazak rpada. Oba oBa nmpobsema Oulie pasmarpana y ciegehiem OmesbKy.

6.3. Obusaciu rpadona

[IpBu mpobiem Ha KOju Ce HAWIA3W NMPHW KOHCTPYKIWjU OUJI0 KOU AJTOPUTMA
3a 00paay rpada je Kako mpersieaTu yaa3. ¥ IPeTXOIHOM MOTJIaBJby Taj mpodaem
6mo je TpuBHjasIaH 300T jeTHOIMMEH3NOHATHOCTH yJ1a3a — HU30BHU M CKYIIOBH MOTY
ce JIaKO TperjieiaTi JInHeapHuM pemocienoM. IIperiename rpada, oJHOCHO Heros
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Puc. 2. crpyknuje Ojrepos AHAYKITAJOM.
IIysoMm numumjom m3BydeHe cy rpane momohnor nukiayca. 36aru-
BameM I'paHa OBOTI MUKJIyCa u3 rpada, mobuja ce rpad ca asBe KoMm-
TTOHEHTE MOBE3AHOCTH.

obunasak, muje TpuBmjanan npodsem. llocroje nBa ocHOBHA ajropuTMa 3a 0bU-
na3ak rpada: mpeTpara y AyOHHy u mperpara y mmpuny. Buire axropuraMa
W3 OBOI' NIOIJIaBJ/ba 3aCHUBA CE HA JEJIHOj O] OBE JIBE TEXHUKE.

6.3.1. Ilperpara y ayouny. Ilperparay nyOuny je mpakTUYHO HCTa 3a HEYC-
MepeHe u ycmepene rpadose. MeljyTum, momTo KeauMo Ja UCITHTaMO HeKe 0CobuHe
rpadoBa, Koje HUCY UCTe 33 HEyCMepeHe u ycMepere rpadose, pazmarpame hie outu
MOJIE/HEHO Ha JBa Jea.

6.3.1.1. Heycmepenu epagosu. Ipernocrasumo ga rpadp G = (V) E) onrosapa
YMETHUYKO] MaJIEpUjU, KOja Ce CACTOjU 0J1 HU3a XOJHUKA Ca CJIUMKAMa HA 3U0BUMA.
I'pare G oaroBapajy XOAHUIIUMA, 8 YBOPOBU OATOBAPA]y Mpecermma XoaHuka. Mu
xohemo 1a obuljemo rasepujy u BuauMo cBe cimke. IIpermocraBka je ma y TOKy
MPOJIACKA KPO3 XOJHUK y OUIIO KOM CMEpPY BUINMO CJIHUKe Ha 00a merosa 3ujga. Ako
je rpad Ojnepos, morylie je obuhu ramepujy mocehyjyhu cBaku xoquuk taduo jem-
mom. Opzie ce He mpernocTtasba jaa je rpad Ojiaepos, a m03Bo/baBa ce MPOTAZAK
HcTe TpaHe BUIE HEro jefaHoM (Kao mTo fie ce Bumerw, cBaka rpama Guhe mpe-
rJIelaHa TAYHO JBa nyTa). Vaeja Ha Kojoj ce 3acHuBa nperpara y ayouny je caeneha.
[Iponazumo kpo3 rasepujy tpynehm ce ma yhemo y HOBU XOMHWK yBEK KaJ je TO
moryhe. Kana npsu nyT yhemo y HeKy pacKpCHHILY, OCTaB/haMO KaMEHUHN U HAC-
TaB/HAMO KPO3 HEKH APYTU XOAHUK (M3y3€B aKO je TO XOJHUK — cJemna yaunua). Kan
JobeMo 10 packpcHuiie y Kojoj Beh mocroju xkamendmh, BpahaMo ce UCTUM IIyTeM
HA33J1, U TIOKYIIABAMO KPO3 HEKH JIPYIU XOAHHUK. AKO Cy CBU XOTHWIA KOJU BOJIE
U3 PACKPCHUIIE TIPErJIeaHn, OH/Ia, YKIakhaM0 KaMernunh u3 packpcHuiie u Bpahamo
ce XOJHUKOM KPO3 KOji CMO MPBU YT I y packpcauity. OBy pacKpCHUILY BUIIE
nehemo nocehuBarn (kamenuuli ce ykiama 300r OIpKABAKbA PEa Y TAJNEPHUjU; VK-
Jababe HUje CYLITHHCKH JIE0 aJirOpUTMAa). YBEK Ce TPYAUMO Ja UCHUTYjeMO HOBE
XOITHUKE; KPO3 XOTHUK KOjUM CMO MPBU MyT YILIA ¥ pacKkpcuuily Bpahamo ce Tex
KaJT CMO MPOILIKA CBe XOAHWKe u3 packpcuurie. OBaj IpUCTyn 30BE ce mperpara
y aybuny (DFS, ckpahenuna oxn depth—first—search ), IWTO je y Be3u ca
TeHJEHIjOM na ce noceliyjy yBek HOBu xomuuiiu (uayhu cse nyGibe y rasepujy).
OcHoBHE pazsor ynorpeb/pbuBOCTH IIpeTpare y 1yOnuHy JIeXKu y HeHo] jeJHOCTaBHOC-
TH ¥ TPUJIATOI/bUBOCTY PEKYP3UBHUM AJITOPUTMUMA,.
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[Tocne onuca nperpare y aybGuHY 3aCHOBAHOT Ha ODMJIACKY rajiepuje W OCTaB-
Jbaby KaMeHunha, pa3sMOTPUMO UCTU TPOOJIeM 3a HeyCMepeHu rpad 3aIar JIMCToOM
nmoBe3anocrr. Q6MIa3aK 3aM0YNbE U3 TPOU3BOJFHOT 33IaTOT YBOPA I, KOpEeHa mpe-
Tpare y ayouny. Kopen ce o3HavaBa kao nocehen. 3arum ce Gupa npon3BosbHI
HEO3HAYEHH YBOD T'1, CYCEaH ca T, [1a Ce U3 9BOPa '] PEKYP3UBHO CTapTyje mperpa-
ra y nyouny. 113 Hekor HHBOA peKyp3uje U3ja3n ce KaJ ce Hanle Ha IBOp vV KOMe Cy
cBu cycenu (ako ux uma) Beh o3HaveHu. AKO Cy y TPEHYTKY 3aBpIIETKa [Iperpare
U3 71, CBU CyCeIy 9BOPA T O3HAYEHU, OHIA Ce IIPeTPara 3a 4BOp T 3aBPIIaBa. ¥ Mpo-
THBHOM, bupa ce ciaegehn npon3BObHE HEO3HAUEHHU CYCE 79 YBOPA ', U3BPINABA CE
mperpara mnoJsaszehu om 7o, UTII.

IIperpara rpada yBek ce Bpiu ca HekuM musbeM. Jla Ou ce pazauuwure ar-
JIMKATWje YKAOMWIe y TPeTpary y AyOuHy, MOCeTH YBOPA WK TPaHe TPUIPYKY]Y
ce JiBe BpCTe 00pae, ysiasHa obpajia v n3naasHy obpamay. Yia3zHa oOpasa BpIiu
ce y TPeHyTKY O3HauaBama 9Bopa. 3ma3na obpaga BPIIM ce MOCIe TIOBPATKA HEKOM
rPaHOM, WJIM K3/l Cé OTKPHWje Ja HeKa rpaHa Bogu Bell O3HAYEHOM 4YBOpY. YJa3HA
U u3JiasHa 00paja 3aBuce o4 KonkperHe npumene DFS. Osu nojmosu omoryhuhie
HaM pelrnaBame HEKOJIHUKO TpobyieMa jeTHOCTABHUM JepuHICcabeM yIa3He 0 U3J1a3He
obpage. Aaropuram mperpare y aybuny nar je ma caunu 3. Ilojpazuu usop 3a
PEKyp3UBHY mpeTpary je v. 360r jeHOCTABHOCTH Ce 33 MOYeTaK MPETIOCTABIhA /1A
je rpad mosesan. IIpumep mperpare rpada y ayouHy gar je Ha caunu 4, Ipu deMy
OpojeBu y3 IBOPOBE IOKA3Yjy pemoce OOmmacKa.

Asnropuram DFS(G,v);
Vaas: G = (V, E) (meycmepenn nosesann rpad) u v (asop rpada G).
Wsnas: 3aBUCH 0] IPUMEHE.
begin
O3HAYH V;
M3BPIIH yJa3Hy oOpafy Ha v; {ynasHa obpasja 3aBucu on npumene DFS}
for cee rpare (v, w) do
if w je meosnagen then DFS(G,w);
U3BPIIH U3Ja3Hy 06paay 3a (v, w)
{mznaszma o6paga 3asucu oz npumene DFS}
{ona ce momeka BpIMU caMo 3a rpaHe Ka HOBOOZHAMEHWM IBOPOBHMA}

end

Puc. 3. Ilperpara y aybuny.

Jlema 6.1. Axo je epagp G noseszan, onda fie arzopummom npempaze y 0youny
COU HE206U HEOPOSYU DUMU 03HANEHY, G CEE HE206E 2pate Dulie Y MOKY U3EPUWAEHHE
aA2opuUMMG npezaedare 6ap no jedHom.

JOKABATEJBCTBO. [IpermocraBuMO CYIPOTHO, M O3HAYUMO ca U CKyI HEo3-
HAYEeHUX YBOPOBA 3a0CTAJINX TOCJE U3BpIIaBama aaroputma. [lomro je G mosesaw,

U HEOo3Ha4yeHn

&
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a:1/10
m a: byg,c,d
\\\\ b: a,e, f,g
\\\\\ c: a,h,i,d
b:2/5 \ ™~ d:10/6 . ;
c:7/9 0 ~S / d: a,c,h,i
AN e: b
\\\ f: b»j?.g
/ / \\\ AN g: a7b7 f?]
e:3/1 @8 f:4/4 > C——=0 L
g:6/2 h:8/8  i:9/7 h:eid
i: d,c,h
Jj: [

j:5/3 J

Puc. 4. Tlpumep nmperpare y nybuny. Isa 6poja y3 uBOp jegHaxa
Cy IberoBUM peaHuM OpOjeBHMa MPU J0JA3HOj, OJHOCHO OJTA3HO]
DFS nywmeparuju.

6ap jemam uBop m3 U Mopa OHTH MMOBE33aH I'PAHOM €A HEKMM O3HAYEHUM YBOPOM.
Mebhyrum, oBako HeImTo je Hemoryhe, jep KaJ rof ce MOCEeTH 9BOpP, MOPajy OmTu
nocelienu (na gakie u O3HAYEHHU) CBU HEIOBM Heo3Hadenu cyceau. Ilomro cy csu
uBopoBu nocelienn, a Kaz ce YBOp MOCETH, OHIA Ce TPErJIeajy CBe rpaHe Koje BOIe
U3 1Hhera, 3aK/bydyjeMo Ja Cy U CBe rpane rpada mperjeaaHe. [

3a menosesane rpadose ce ajaropuram DFS mopa npomenuTn. Ako cy cBu
YBOPOBM O3HAYEHW [OCJTE NPBOI MOKPETama OMMCAHOT aJrOpUTM™Ma, OHJA je rpad
MOBE3aH, U 00MJIA3aK je 3aBpIieH. ¥ MPOTUBHOM, MOYKEe Ce TIOKPEHYTH HOBA IPeTpa-
ra y nybuny nosasehin o1 Ipor3BO/LHOT HEO3HAYEHOr YBOpa, uti,. IIpema rome, DFS
ce MOXKe HUCKOPUCTUTH Ha OM ce YCTAHOBHJIO Ja Ju je rpad MOBe3aH, OJHOCHO 33
MIPOHAJTAXKEHE CBUX HEIOBUX KOMIIOHeHTH noBe3anoctu. OuaroBapajyhu anropuram
nar je va cymnm 5. Mu fiemo majuaenthe pasmarparu camo nose3ane rpadose, jep ce y
OIIITEM CJIy4ajy npobieM CBOIM Ha 1T0cebHY 00pa/ly cBake KOMIIOHEHTE OBE3aHOC-
ru. Jlakne, kopucruhiemo DFS y o6muky ca ciauke 3, He cnOMuUbYNU €KCITUIUTHO
Jla ce mpeTpara Mopa BHIIE MyTa MOKPEeTaTH Kao Ha CJWIHN J.

CaoxeHocT. JIako je yBepUTH ce J1a ce CBAKa TPaHa MperJiea TaYHo JIBa My Ta,
IO jeZTHOM ca cBaKor Kpaja. [IpeMa ToMe, BpeMeHCKa, CIOZKEHOCT je TPOTOPIIMOHAITHA,
6pojy rpama. C apyre cTpane, 6poj PeKyP3WBHUX TIOKPETamka aaroputMa je |V, ma
Ce CJI0XEHOCT ajropuTma Moxke onucaru uspasom O(|V| + |E|).

6.3.1.2. Koncmpyruuja DFS cmabaa. Tlpukazahemo cama nBe jemHocraBHe mpu-
mene DFS — mymepaiujy usoposa rpacda DFS 6pojeBuma, u ¢popmuparme creru-
jamHor noBesyjyher crabma, Takozsanor DFS craGua. DFS 6pojesn u DFS crabmo
nMajy mocebHe ocobrHe, Koje Cy KOPHCHE Y MHOTHUM AJTOPATMUMA. JaK M aKO Ce
crabsio He GOpMHUpa EKCIUTUIUTHO, MHOTE AJTOPUTME je JIAKIe PazyMeTH pa3Ma-
tpajyhu DFS crabmo. /Ia 6u ce onucanu oBu ajaropuT™Mu, TOBOJBHO je 3a0aTh OWIO
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134 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

Anroputam Komponente_povezanosti(G);
Vnas: G = (V, E) (meycmeperu rpad).
NM3nas: v.Komp 3a cBaku 4Bop v g00Mja BPeJHOCT jeJHAKY PEIHOM OpOjy KOMIIOHEHTE

IOBE3AHOCTH KOja CALAPIKU V.

begin
Rb_komp :=1;
while nocroju Heoznauen uBop v do
DFS(G,v);
{ca cnegehom ymasmom obpamom:}
{v.Komp := Rb_komp;}
Rb_komp := Rb_komp + 1;
end

Puc. 5. AsropuraM 3a HaJIaXKeme KOMIIOHEHTH TOBE3aHOCTH rpada.

yrasuy, ouno msnasuy obpany. [locroje nee Bapujanrte DFS nymepanuje: usoposu
ce MOI'y HyMEPUCATH [IPEMa peociely o3Hadasama (Hoiazna DFS Hymepanuja,
WM Opema pefocieny Hanymramba (omgazna DFS mymepanmja. Asropuram 3a
nobujame 06e DF'S nymepanuje usoposa rpada gar je Ha caunu 6, a npumep rpada
ca YBOPOBMMA HYMEDHCAHUM Ha JIBA HAYWMHA MPHWKa3aH je Ha cauid 4. Anropuram
3a ¢popmupame DFS crabia npukaszan je na cauiu 7. HapaBHo, oBa jBa ajropurma,
HE MODajy ¢e U3BPITaBaATH O/[BOjEHO.

Anroputam DFS_numeracija(G,v);
Vnas: G = (V, E) (meycmepenn rpad) u v (aBop G).
Wzmas: 3a cBaku 4BOp v padyHAjy ce merosu peguu 6pojesu v.Pre u v.Post
IPX [O0JIA3HO], OAHOCHO OZJIA3HOj HYMEPAIUju.
WMuurujanusamuja DFS _pre := 1; DFS _post := 1,
Tlokpenytn DFS ca cnenehiom ynaszmom m m3naszuom obpagom:
yiaa3zua obpaja:
v.Pre := DF'S _pre;
DFS_pre := DFS_pre+ 1;
u3j1a3Ha ob6pasga:
if w je mocmenmu Ha gucTu cycena v then
v.Post := DF'S _post;
DFS_post := DFS_post + 1;

Puc. 6. DFS uymepanuja usoposa rpada.

Usop v 30Be ce mpedaK YBopa w y cTabay 1 ca KOpeHOM 7 akKo je v Ha jequH-
crBeHoM myTy ox w g0 'y 1. Ako je v npemak w, onga je w moroMak v. DFS
crabo obyxsara cse uBopose rpada G. Pemocien cuHOBA CBAKOT YBODPA y CTabIIy


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight
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Asropuram DFS_stablo(G,v);
VYaas: G = (V, E) (meycmepenn rpad) u v (aBop G).
Wsnas: T (DFS cra6no rpada G; na nowerky je T mpasHO).
TTokpenytu DFS ca cienehom nznazuom obpamom:
u3J1a3Ha obpaga:

if w je 6uo meosnawen then momarum rpamy (v,w)y T}

{ropmwy mapenby Tpeba gomartu y if wmapenby amropurma DFS}

Puc. 7. ®opmupame DFS crabaa rpada.

3aJaT je JIMCTOM II0BE3aHOCTHU Koja cuenudunupa rpad G, na ce 3a caka asa mely
wuMa Moxke pehu Koju je o mux JieBu (IPBH [0 TOM DEAOCJIENY), & KOjH JIECHH.
Penanyja ieBu—1mecHu ce MpeHOCH HA MTPOW3BOJ/bHA, IBA YBOPA U W U KOJU HUCY jeTaH
ucnoz Apyror (OIHOCHO Yy peJlaliujy MpeJak—I0TOMAaK), BUAeTH CIUKY 8. 3a mbux
TaJa TOCTOJ! jeTUHCTBEHN 3aje UKy npegak w y DFS crabmy, kao u cuHoBu v’ 1
v’ uBopa w TaxkBu ja je v’ upenak v u v’ npenak v. Kazxkemo na je u 1eBo o1 v ako
U caMo ako je u’ eBo on v'. JacHa je reOMETPH]jCKa MHTEPIPETALMja OBe PeIaluje:
MO2KEMO Ja 3amucaumo Jja ce DFS crabiio ucupraba HaHuzKe JIOK Ce LpPeasu y
HOBE — HEO3HAYEHe YBOpOBe (Kopaly y HyOuHY), OMHOCHO CJI€BA YAECHO MPIIHKOM
JoJlaBaihba HOBUX I'paHa Tocjie moBparka y seh osnadene usopose. omasua DFS
HyMepaliuja IBOPOBa HEMOCPEIHO je MOoBe3aHa ca yBemeHoM penanujom. Heka cy
u.Pre, v.Pre pennn 6pojeBu u, v upema goaasioj DFS mymepanuju. Axo je uBop
U JIEBO O YBOPA U, OH/IA j€ OH IPHUJIMKOM IIPeTpare JOCTUIHYT IIPe YBOpa v, Ia je
u.Pre < v.Pre. ObpHyTO He BaXXn yBek: ako je u.Pre < v.Pre, ouna je u meBo of
v, win je u npegax v y DFS crabny (1j. usaaz v).
r

e

— \
— \ —.
\

— \
\ —

Puc. 8. V3 medununujy penanuje ” 1eBO—IECHO” HA CKYILY YBOPO-
Ba DFS crabna.

JIema 6.2 (Ocuosua ocobuna DFS crabina neycmepenor rpada). Heka je G =
(V, E) nosesan neyemepen 2pag, u nexa je T = (V, F) DFS cmabao epaga G do-
bujeno anzopummom DFS_stablo. Ceaxa epana e € E npunada T (mj. e € F) uau
cnaja dea usopa zpaga G, 00 xojuz je jedan mpedax dpyzoe y T.
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136 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

JIOKABATEJILCTBO. Heka je (v,u) rpana y G, U OpeTnocTaBuMo Ja je y TOKY
DFS v nocehen npe u. [locse o3nauasama v, y neT/bu ce pekypausho nokpehe DFS
M3 CBAKOT HEO3HAUEHOT Cycema v. Y TPEHYTKY Kal mofje pes Ha cycena u, ako je u
O3HaYeH, OHJa je u moroMak v y 1, a y mpoTuBHOM, ce u3 u crapryje DFS, na wu
IOCTaje CHH 0. O

Tepheme neme moxke ce npedopmynucarn Ha caemenn HAYUH: TpaHe rpada He
Mory buru mompedHe rpaHe 3a DFS crabi10, 04HOCHO rpaHe Koje I0Be3yjy 4BOpOBe
HA Pa3JIMYUTUM [yTeBUMA Ol KOpeHa (WJiu: TakBa JBa 4BOPA U U U A je HUD. U
JIEBO Of V).

[Momrro je DFS Bpio Baxkan asropuraM, JajeMo ¥ HEPEKYP3UBHY BAPUjAHTY HhHe-
roBe peanuzanuje. OCHOBHA AJATKA 32 PEAN3AIN]Y PEKYP3UBHOT TIPOTPAMA j& CTEK,
Ha KOMe ce 1yBajy uHdopmanyje morpebre 3a ” pa3MoTaBame” PeKypP3UBHIUX MO3MUBA.
IIpeBomunar; 06e36ehyje mpocTop Ha CTEKY 3a JIOKAJJIHE IOJATKE IPUIPYZKEHE CBAKO]
KOIHjU PEKYP3UBHE MPOIeaype. 300r TOra, KaJ Ce 3aBPIIU Ca jJeJHUM PEKYDP3UBHUM
MO3WBOM TIPOIeAype, Moryhi je moBparax Ha TauHo oapeheHo MecTo y mo3uBajyhioj
npoueaypu (Koja Moxke Ja Gyjie Apyra Konuja ucTe pekyps3uBHe nporeaype). Yecro
HHUje HEOIXOJHO CBE JIOKAJIHE MTOIATKE YyBATH HA CTEKY, A CE MCIOCTaBJbA Ja Cy
HEPEKYP3UBHE MPOIEaype eduKacHuje.

Ocuorna norenkoha Mpu Mpepoljemy PeKyP3UBHE Y HEPEKYP3UBHY BEP3U]jy TIOTHYIE
0/T HEOITXOTHOCTH eKCITUITUTHOT aMiierha MoJaTaKa, KOjU Ce HHAYE YYBa]y HA CTEKY.
DFS nporenypy mosuBaiu cMo pekyp3uBHo yuyTap for mersse, a on mporpama
CMO OYEKHWBAJIN JA 3aIMaMTH TAYHO MECTO y IeT/bM, e Tpeba HACTABUTHU IOCJE
PEKYP3WBHOT MMO3WBA. ¥ HEPEKYDP3WBHO] BEP3UjU CE TH IMOAAIN MOPAjy eKCILTUITUT-
no namrturu. [Ipermocras/pamMo Jjia CBaku YBOP U MMa ILOBE3AHY JIMCTY CYCEIHUX
rpana (DFS nparu pemocnen rpana y jawuctu). [lokazupad Ha MOYETaK T€ JIUCTE
je v.Prui. CBaku esleMeHAT JIUCTE je CJIOT KOJU CAAPIKU JBE MPOMEHJHUBE: Cvor u
Naredni; Cvor je mve 4Bopa Ha ApyroM Kpajy rpame, a Naredni je mokasumpad Ha
Hapenuu ejgemenart jgucre. Ilocnenmu enemenar gucre Naredni nma speanoct nil.
DFS ce usBpmapa Kao u paHuje, cunaszehu Hu3 cTabiio CBe 0 AoJacKa y ~ ey
yauiy” . 3a perucTpoBame MOCTUTHYTOr HUBOA MPETpare KOPUCTU Ce CTeK. Y TOKY
o0usiacKa Ha CTEKY Ce 4yBajy CBU YBOPOBH HA IIyTY O KODeHa A0 Tekyher 4Bopa,
OHUWM PeJIOM KojuM cy Ha nyTy. M3mely cBaka aBa uBopa Otac u Sin cTexk caapku
nokasuBad Ha rpany u3 Otac Koja he buTtu cnemelia mpersenana mocyje MOBPATKA 13
Sin. Hepekypsusua Bepsuja DFS npukaszana je ma commu 9.

6.3.1.3. Yemepenu epagposu. Ilporienypa nperpare y ayOuHy yCMepeHHX Trpa-
doBa ucra je Kao 3a Heycmepene rpadose. Meljyrum, yemepena DFS crabisa umajy
HEITO Apyraduje ocobuue. 3a HUX, HA TPUMED, HUje TAYHO [1a HEMAjy TOMpEYHE
rpaHe, IMITO Ce MOXKe BuIeTH u3 npuMepa Ha cauiu 10. I'panxe rpada Mory ce nogesm-
TH HA YE€TWPH BPCTE: rpaHe cTtabJia, moBpaTHe, AUpeKTHe u monpedne. [Ipse
TPHU BPCTE IpaHa MOBE3Yjy ABa UBOPA O KOjUX je jeJaH MOTOMAK APYror y crab-
JIy: TpaHa cTabsa moBe3yje OIa ca CHHOM, IOBPATHA IPAaHa MOTOMKA Ca IIPETKOM, a
JVPEKTHA IPAHA TIPETKA €A TIOTOMKOM. JEIWHO MOMpedHe TpaHe TMOBE3Yjy YBOPOBE
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Asropuram Nerek DFS(G,v);
Vnas: G = (V, E) (meycmepenn rpad) u v (uBop rpada G).
Wznas: 3apucu O npuMeHe.
begin
while mocroju mHeoznauenu usop w do
if v meosmauen then w := v; {mperpara nouume og v}
03HAYH W;
u3BpHIN yaa3Hy 06paIy Ha w;
Grana := w.Prvi; {nokasusad Ha NPBY TPaHy U3 W}
youmu Ha crek w u Grana;
Otac := w;
{moverak OCHOBHE meT/be peKyp3uje}
while crex nmje npazax do
ckmam Grana ca BpXa CTEKA;
while Grana # nil do {mok mma HenpersegaHux rpaHa u3 IBOpa}
Sin := Grana”.Cvor;
if Sin muje osmauen then {kopax y myGumy}
ozmaun Sin;
u3BpHIK yaa3Hy obpagay Ha Sin;
ymumm Grana”.Naredni na Bpx crexa; {cneneha, kax ce o6paan Sin}
{3a mactaBak mo 3aBpmerky obpage Sin}
Grana := Sin.Proi;
Otac := Sin;
ymumu Otac Ha Bpx cTeka {HOBOO3HAYEHU 9UBOD };
else {Grana je nosparna rpaua};
u3Bpmu usnasny obpaay 3a (Otac, Sin);
{oBo ce mpeckaue ako ce uznazHa 06pajga pajy caMo 3a rpaHe crabma}
Grana := Grana”.Naredni;
{Ha Bpxy cTeKa Cy HOCJaeAHbY O3HAUEHH 4BOD U csegeha rpana u3 mera}
ckunu Sin ca Bpxa cTeka; {Kopak Ha3an}
if crex muje npasan then {crex mocraje npasan kaz je Sin Kopen}
Heka ¢y Grana u Otac Ha BPXY CTEKa; {HE YKIAmHaTH UX €A CTEKA}
u3BpIIM w3na3ny obpany 3a (Otac, Sin)

end

Puc. 9. Hepekyp3usnu amropuraMm mperpare y aybuny.

Koju Hucy ” cpomuauiu’ y ctadny. Ilonpeyune rpane, MmehyTum, MOpajy 6utu yecMepere
”3mecHa yreBo”, Kao MTo mokasyje caenehia jgema.
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rpaxa ctabJIa

AVPEKTHA

IrpaHa yIeBO

Puc. 10. DFS crabmao ycmepenor rpada.

JIema 6.3 (Ocnosra ocobuna yemepenux DFS crabana). Heka je Gw:v V,E)
yemepenu 2pap, u nexa je T = (V, F) DFS cmabro 2paga G. Axo je (v,w) € F
epana 2paa G 3a xojy saxcu v.Pre < w.Pre, onda je w nomomax v y cmabay T.

IOKABATEJLCTBO. Ilomro je mpema monasuoj DFS mymepanuju v ucupen
w, w je o3Hawen nocie v. [panma rpada (v,w) mopa OHTH pPA3MATPAHA Y TOKY
pexyp3usHor nosusa DFS u3 uBopa v. AKo y TOM TpeHyTKy 4BOp w Huje OHO 03-
HaYeH, OHIa ce rpada (v, w) MOpa YKIbYUUTH y cTabo, Tj. (v, w) € F, na je TBpheme
JieMe TadHo. Y IPOTHBHOM, W je O3HA4YeH y TOKY n3Boljerma PEeKYP3UBHOI [TO3MBA
DFS u3 v, ma w mopa 6utu moromMak v y crabmy 1. (]

DFS 3a nopesan Heycmeperu rpad, CrapToBaHa U3 IPOU3BOJLHOI 4YBOpa, 00H-
Jgasu ueo rpad. AnasorHo repheme He Mopa GuTm TayHO 3a ycMmepeHe rpadose.
IMocmarpajmo yemepenu rpad wa cauru 11. Axo ce DFS zamoune u3 usopa v, oHa
he 6uTH JOCTUTHYTH caMO YBOPOBH y jaecHOj Komouu. DFS Moxke ma mocturhe cse
1BOpOBE rpada caMo ako ce 3amodHe U3 YBopa ¢. AKO ce YBOp a yKJIOHW u3 rpada
3ajemHo ca IBe IpaHe Koje n3ase u3 mera, OHIa Buille Helie mocrojarn 4Bop U3 Kora
DFS obunasu ueo rpad. IIpema Tome, yBek kan ropopumo o DFS yemepror rpada,
cvarpahemo ga je DFS nokpenyra TO/MKO 11yTa KOJMKO je 1OTpeOHO ja Ou cBu
YBOPOBU OMJIM O3HAYEHHW W CBe TpaHe Ouje pasmorpene. Jlakse, y ommreM ciaydajy
rpad ymecro DFS crabma nma DFS mrymy.

Hemnocrojame rpana rpada koje uiy cieBa yIeCHO FOBOPU HEIITO 3aHUMIBUBO U
KOPHCHO O O/IJIa3HO] HYMePaIuju YBOPOBa rpada u O YeTHPH BPCTE TPAHA Y OHOCY
na DFS crabuo. Ha comuu 12(a) npukasana cy tpu usopa rpada u, v u w y DFS
obmmacky rpada. UYBopoBu v ¥ w Cy MOTOMIU YBOPA U, & YBOP W j€ AECHO O IYBOPA
v. Ha cimnu 12(6) npuka3anu Cy BPEMEHCKM MHTEDBAIU TPajaa DPEKyP3UBHUX
nosuBa DFS 3a cBaku ox oBux uBoposa. 3amazkamo 1a DFS 3a moroMka, Kao mro
je v, aKTHBHA caMO y IIOAMHTEpPBaJy BpeMeHa 3a Koje je DFS akrupHa 3a mnperka,
kao wro je u. Cnenujanno, DFS u3 v 3aspmasa ce upe DFS u3 u. Ilpema Tome,
U3 YUELEHUIIE N1a je v MOTOMakK u ciaeau na je v.Post < u.Post. Tlopen Tora, ako
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Puc. 11.
reTaH rpad.

ITpumep kan DES ycmepenor rpacda we obumazu KoM-
9BOPA W.

je w gecHo on v, oHga no3uB DFS u3 w He Moxke OMTH aKTHUBHDAH IPe HEro IITO

ce 3aspumu DFS u3 v. [Ipema Tome, ako je v jeBo ox w, oHzga je v.Post < w.Post.

MNako T0o HEje moka3aHO HA Cauly 12, UCTH 3aK/bydaK je TAYaH U aKO CYy U U W Y

paszmmanTum crapsguma DES myme, npu wemy je crabyio 9Bopa v JieBO of cTabsa

(

L

(a) Tpm uBopa y DFS crabmy
e — |

tpajame DFS u3 v
)

|

tpajame DFS 3 w
( )

Tpajame DFS u3 u
(6) AxruBHE mHTEpBaNM 323 BUxOBe mo3mse DFS
jamba PEKYP3UBHUX MO3UBA.

umnv.

J

Pazmorpumo caza 3a cBaky rpany (u,v) ogaoc omnazaux DFS 6pojesa usoposa
je v.Post < u.Post.

Puc. 12. Opgnoc uzmehy momnozxkaja gasopa y DFS crabay u Tpa-
(1) Axo je (u,v) rpana cTtabma nim TUPEKTHA IPAHA, OHJA j€ ¥ TIOTOMAK U, T
1y

OVpeKTHa rpaHa: v.Post < u.Post


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Arrow

zile
Typewriter
u

zile
Typewriter
v

zile
Highlight

zile
Typewriter
директна грана: v.Post < u.Post

zile
Typewriter
(1)'

zile
Oval

zile
Arrow

zile
Arrow

zile
Typewriter
(

zile
Typewriter
(

zile
Typewriter
)

zile
Typewriter
(

zile
Typewriter
)

zile
Typewriter
)


vl S V2>

vk

140 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

(2) Ako je (u,v) mompeuHa rpama, oHja je 360r TOra IITO je v JIEBO OJ U,
moHOBO v.Post < u.Post.

(3) Ako je (u,v) moBparHa TpaHa W U # u, OHJA je v NPABU NPEJAK U U
v.Post > u.Post. Mehytum, v = u je moryhe 3a moBpaTHy T'paHy, jep je u
Her/ba HoBpaTHa rpana. Ilpema Tome, 3a HOBpaTHy rpady (u,v) 3HAMO Ja
je v.Post > u.Post.

IIpema Tome, mokaszamo je cienehe TBpheme.

JIema 6.4. I'pana (u,v) yemepenoz epagha G = (V, E) je nospamna axo u camo
aKo mpema 00AG3HO] HYMEPAUUIU Y60p U Npemxodu 4e6opy v, odnocno u.Post <
v.Post.

ITokazahemo cama kako ce DFS moxke mckopucTuTH 3a yrBphHUBame 1a Ju je
3amaru rpad AMUKIHIKHA.

IIpo6aem. 3a sanatu ycmepenn rpad G = (V, E) ycranosutn na am caapKu
YCMEPEHH IHKIIYC.

Jlema 6.5. Hewa je G = (V, E) ycmepenu epad, u nexa je T DFS cmabao
epapa G. Tada G cadpotcu yemepenu yurayc axo u camo arxo G cadpocu nospammy
epany (y odnocy wa T').

JIOKABATEJILCTBO. AKO je rpana (u, v) IIOBpaTHA, OHJA OHA 33jE€HO Ca TPaHAa-
Ma crabia Ha myTy om v A0 U 3arBapa mukiayc. CynporHO TBpheme je Takom-
je TadHo: ako y rpady MOCTOJW NMUKIIYC, TAIa y HeMy MOpa Ja MOCTOjU TIOBPAT-
Ha TpaHa. 3amcTa, MPeTIIOCTABAMO 14 y Tpady MOCTOJH NUKIYC KOJH YHHE TPAHE
(v1,v2), (v2,v3),...(vg,v1). AkO je k = 1, OIHOCHO IMKJIYC je TeT/ba, OHJA je
rpana (v,v) moBparHa rpana. Axo je mak k > 1, mIpeTmOCTABMMO Ia HEU jemHA
om rpana (vi,vs), (v2,v3),...(vg—1,vx) HUje moBpaTHA. IIpeMa TpeTXOHO] JeMu

je Taga v1.Post > wve.Post > --- > wvi.Post, omqaocuo vi.Post < v1.Post, na je
rpana (vg,v1) nosparua. TuMe je 70Ka3aHO Ia y CBAKOM IMKJIYCY TTOCTOjU TIOBPAT-
Ha TpaHa. (]

Auropuram 3a mposepy ga Jau rpad caapku LuKJayc csogu ce Ha DFES nHy-
MepaIyjy U MpOBEPY MOCTOjarka MOBPATHE I'PAaHe HA OCHOBY JiIeMe, BUIeTH CIuKy 13.

6.3.2. IIperpara y mmpuny. [Iperpara y mupuny (i BFS, mro je ckpa-
henwua o breadth—first—search ) je obuazak rpada Ha CUCTeMaTHYaH HAYWH,
HHBO 1O HUBO. AKO TIOJA3UMO OJ] YBOpA v, OHJa ce Hajupe mocehyjy cBu cycemm v
(meua y craboy nperpare, HUBO jefaH). 3aTuM ce J0ja3u 10 cBux yHyka” (Hu-
BO 21Ba), U Tako sabe (Bugeru ciauky 14). Obunazak ce peasusyje CJAMYHO Kao y
HepekypausHoj Bepauju DFS, cem m1o je crek 3amemen mucrom FIFO (ckpahenuna
on first—in—first—out queue ). Ipunukom obuiacka YBOPOBH €€ MOTY HY-
mepucaru BFS 6pojesuma, cawano kao npu DFS. Ilpenuzuuje, ysop w uma BFS
6poj k ako je o k-tm uop o3HadeH y Toky BFS. BFS crabso rpada moxe ce
dopMupaTH YKIbYYHBABEM CAMO IDAaHa KA HOBOO3HAYEHWM YBOPOBHMA. AJropu-
tam BFS nmar je ma counm 15. Banaxka ce 1a oBle HeMa CMUCIA W3JIa3Ha 00paa
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Ausropuram Acikl(G);
Vnas: G = (V, E) (ycmepern rpad).
WNsnas: Postoji-ciklus (tawno ako G cazpKu OUKIyC I HETAYHO y IPOTHBHOM ).
WMuunujanumzamuja: v.Na_putu := false 3a cBe aBopoBe u Postoji_ciklus := false;
Iloxkpenytu JI®C u3 npon3BOJbHOr 4BODA, Ca cienehoM yjIa3HOM u m3/1a3HOM 00paIoM:
yna3zHa obpaja:
if w3 v m3nasu Gap jeana rpana then
v.Na_putu := true;
{z.Na_putu je Ta4no axo je T Ha IyTy Of KOpeHa 10 Tekyher aBopa}
n3na3Ha obpaja:
if w.Na_putu then Postoji_ciklus := true; halt;

if w mocmeamu uBoOp y cuucky cycena v then v.Na_putu := false;

Puc. 13. Asaropuram 3a mpoBepy na jiu rpad CaapKu IUKIYC.

kao kox DFS; nperpara nema nosparak ”masuine”, Beh ce kpelie camo Hanuke o7
KOpPEeHa.

a

6 7

—
(0]

Puc. 14. BFS crabno ycmepenor rpada.

JIema 6.6. Axo epana (u, w) npunada BFS cmabay u wsop u je omay, weopa w,
onda w6op u uma munumasru BES 6poj mehy weoposuma u3 xojuxr nocmoju epana
Ka w.

JIOKABATEJILCTBO. Ako 6u y rpady mocrojana rpana (v, w), Ipu 9eMy v uMa,
Mamu BFS 6poj on u, onga 6u y TpenyTKy 00pajie v HA JTUCTY MOpPao OUTHU CTAB/HEH
yBop w, na 6u rpana (v,w) Mopaja OUTH YKJbYYEHA y CTabJio, CYIPOTHO IIPET-
IIOCTABIIN. O

Jlema 6.7. IIym 00 xopena v BFS cmabaa do npoussomnoz weopa w xpos BFS
cmabao wajrpahu je nym od v do w y zpagy G.
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Asaropuram BFS(G,v);
Vnas: G = (V, E) (meycmepenn nosesarn rpad) u v (asop rpada G).
Wsna3: 3aBucu of IpuUMeEHe.
begin
O3HAYHU V;
ymumm v y gucty; {FIFO nmcra, npeu yryTpa — npBm Hamosme}
while smmcTa je menpaszra do
CKUHH IPBU YBOD W Ca JIUCTE;
u3Bpmu ynasuy o0pany Ha w; {ynasma obpana 3aBucu ox npuvene BFS}
for cBe rpane (w,x) 3a xoje = Huje o3Haver do
03HAYHU T;
nonaj (w,x) y crabno T;
VIHUIIN & y JIUCTY;

end

nivo cvora w = minimalno rastojanje cvora w od korena r

dva smera, <= | >:\/ Puc. 15. IIperpara y mupuny (BFS).

indukcijom po velicini minimalnog rastojanja cvora w od korena r

HOKABATEJILCTBO. Manyknujom 1o d mokazahemo 1a 10 CBAKOr 9BOPa W HA
pacrojamy d o KopeHa r (jeMHCTBEHU) IIyT KPO3 cTabiio o1 I 10 U UMa JYKUHY
d. 3a d = 1 tepheme je Tauno: rpana (r,w) je obapesno geo crabua, ma mamely
7 W W MOCTOju TyT Kpo3 crabyo gyxkuue 1. I[IpermocraBuvo ga je TBpheme Tavyno
3a YBOPOBE KOjU Cy HA PACTOjarky MameM O d O KOPEHa, W HEeKa je W HEKHU YBOpP
Ha pacrojamy d O KOPEHA, Tj. MOCTOjU HU3 YBOPOBA Wy = T, W1, W, ..., Wq = W
KOju uuHe myT myxwunae d ox r g0 w. IlpemMa WHIYKTWBHO] XWUIIOTE3U MyT OH T IO
Wq—1 Kpo3 ctabyo uma ayxuuy d — 1. Y TpenyTky obpaje 94Bopa wq—1, MOIMITO Y
G nocroju rpana (wq—1,wy), Ta rpata ce ykmwyayje y BFS crabmo, ma mo ysopa wy
MOCTOjU TIyT Ay:KuHe d Kpo3 cTadJio. O

Huso uBopa w je nyxkuna nyrta y crabiy on kopena 10 w. [Iperpara y mmpuny
obnnazu rpad HUBO IO HUBO.

JIema 6.8. Axo je (v,w) 2pana us E xoja ne npunada T, onda ona cnaje dea
YEOPA WUJU CE HUBOU DABAUKYJY HAjeuwe 3a jeda.

JOKABATEJBCTBO. Heka je HIp. YBOP v HMPBH AOCTUTHYT MPETPATOM M HEKA,
je meros uuBo d. Tajza je uuBo ¥Bopa w Behwm nnm jennak on d. Taj HuBo jeqHAK je
pacrojamy w O KOpeHa, Ia je Mamb¥ WK jenHak ox d + 1, jep 10 w mocToju myT
ayskube d + 1 (myT ox KopeHa 10 v IPOAYKeH rpaHoM (v, w)). O

Pa3zmorpuliemo caga HEKOTHKO aJaropuramMa 3a obpamy rpadosa.

6.4. TomoJsoniko copTupame

IIpernocraBumo j1a je 3371aT CKyIl [IOCIOBA HA YUjU PEIOCJE] U3BPIIABAKHA CY
3a/laTa HeKa OorpaHmverma. Hekm mocioBm 3aBuce Of, APYTHX, OJHOCHO HE MOTY ce

AT——>s
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3aAII09€TH TIPe HEero ITO ce TH APYru mocyioBu 3aspiine. CBe 3aBUCHOCTH CY TO3-
HaTe, a Wb je HAIPDABUTH TaKaB PEeJ0CJe]l U3BPIaBarba M0CI0Ba KOjU 33/10B0/haBa
CBa 3a/aTa OTPAHUYEHA; JPYTUM DPEUNMAa, TPAXKH Ce TaKaB Paclopen, Ja ce Io
IEMY CBaKW TOCA0 3aIOYUEHE TeK KaJs OyMy 3aBpIIEHH CBH MOCJIOBH O] KOJUX OH
zaBucu. [lorpebHo je KoHCTpyucaru e(pUKACHH AJITOPUTAM 338 (POPMUPAHE TAKBOI
pacnoperna. [Ipobrlem ce 30Be TOMOJIOIIKO COPTUPame. 33JaTUM MOCJIOBUMA U
BUXOBUM Mel[jy3aBHCHOCTUMA MOXKE C€ Ha, MPUPOJAH HAYMH MPUAPYXKHUTH rpad.
CBakoM TOCTYy TPUAPYKYje e UBOP, a yCMEpEeHa TpaHa Of MOCaa T 0 HOCTa Y
MTOCTOJM AaKO CE M0CA0 Y He MOXKE 3al0YeTH IIPe 3aBPIIETKA Iocjaa . JacHo je ma
rpad mMopa Guru auukanuku, (6e3 ycMepeHux LUKJIYCa), jep ¢e y NPOTUBHOM HEKU
MOCJIOBY HUKAA HE OU MOTJIM 3aI0YETH.

IIpo6aem. Y 3azarom yemepenom arukangkom rpady G = (V, E) ca n usopo-
Ba HYMEDPUCATH 9BOPOBE O 1 710 N, TAKO Ja aKO je MPOU3BOJHAH UBOP U HYMEPHUCAH
ca k, oHIa cBU YBOPOBH /0 KOjUX IIOCTOjA yCMEDPEHHU IyT u3 v nMajy 6poj Behu on

k.
ITpupomna je cremeha MHIYKTUBHA XUIIOTE3A.

MBayKTHBHA XUAMOTE3a. YMEMO JIa HYMEPHUIIEMO Ha 3aXTEBAHU HAYUH IBO-
POBE CBUX yCMEPEHUX AIMKINIKUX rpadoBa ca Mame O 1 YBOPOBA.

Basau caydaj jemnor uBopa, OQHOCHO TIOCTA, je TpuBHjajaH. Kao n odmwwHO,
OCMATPAjMO IPOU3BOJbHU rpad €a 1 YBOPOBA, YKJIOHUMO jeJJaH YBOP, IPUMEHUMO
HHIYKTUBHY XUIIOTE3Y U MOKYIIAjMO 13 TPOITHPHAMO HYyMEDAIUjy Ha TOJA3HA rpad.
Nmamo cmobomy m36opa n-tor uBopa. Tpedano 6u ra m3abparu Tako 13 OCTATAK
mocaa 6yme mro jeqHocrapaUju. IloTpebro je mymepucaru uBopose. Koju 4uBop je
Hajiakiie nymepucaru? To je ounrienno uBop (110cao) KOju HE 3aBUCH Ofl APYTUX
MIOCJIOBA, OJTHOCHO YBOP €A YJAA3HUM CTEIIEHOM HYJA; (heMY Ce MOXKe J0JeuTH OpPoj
1. /Ta v ce yBek Mozke mpoHalin YBOp ca yia3HuM cremeHoM Hyna! WHTYyUTUBHO ce
namelie TOTBpIAH OATOBOD, jep ce ca O3HaYaBarmkeM Herme Mopa 3amoderu. Crenehia
snema norsphyje OBy UMIEHUILY.

Jlema 6.9. Yemepenu ayukausky 2pad yeek uma 460p ca YAa3HUM CMENEHOM
HYAG.

JIOKABATENBLCTBO. Ako 6u cBu 4BOpOBU rpada MMajiu TO3UTHBHE YJIa3HEe
cremene, MOryin OMCMO 1@ KPEHEMO W3 HEKOr YBOpa ~yHazam’ mnposaszehin rpane
y cympotaoM cMmepy. Mehyrnm, 6poj uBopoBa y rpady je KOHAUaH, 1Ma Ce y TOM
0oOMIacKy MOpPa y HEKOM TPEHYTKY Hawhu Ha HEKH YBOP IO APYTH IyT, IITO 3HATH
na y rpady nocroju mukiyc. OBo je MefyTum CympOTHO HPETIOCTABIU /1 Ce PaJIin
o anukangkoMm rpady. Ha ciuaan naunn 3akipytyje ce ga y rpady Mopa mocrojaTn
W YBOD €A U3JTA3HUM CTETIeHOM HYJA. 0

[IpeTocTaBuMoO 12 CMO TMPOHAILIM YBOP €A yJIA3HUM CTEIeHOM Hysa. Hymepu-
MMMO Ta ca 1, yKIOHAMO CBe TpaHe Koje BOAE U3 Ihera, W HyMEPHIIAMO OCTATaK
rpada (koju je rakohe anukiaudku) OpojeBuMa o4 2 10 n (UpeMa MHIYKTHBHO]
XHUTIOTE3W OHW CE€ MOTY HyMepucaTw ofm 1 10 n — 1, a 3aTuM ce cBaku pemnu Gpoj


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Oval

zile
Oval

zile
Oval

zile
Arrow

zile
Arrow

zile
Arrow

zile
Typewriter
A

zile
Typewriter
B

zile
Typewriter
C

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Arrow

zile
Arrow

zile
Arrow

zile
Arrow

zile
Arrow
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mozxke noseharu 3a jenan). Buau ce ja je mocie nu300pa 4BOpa ca yIA3HUM CTEEeHOM
HyJTa, OCTATAK MOCJA, jeTHOCTABAH.

Peanuzanmja. Jegunu npobiem mpu peanmsanuju je Kako mpoHahu 4BOp ca
YJIA3HUM CTENeHOM HyJIa ¥ KaKO TIOMPABUTH yJIa3He CTereHe YBOPOBA TMOCTe YKJa-
marba rpare. CBAKOM YBOPY MOXKE ce NPUIAPYKUTH npoMmensbusa (nosbe) UlStepen,
Tako Ja je na mouerky v.UlStepen jennaxo ymaszHoMm crereny 4usopa v. lloderhe
BpenHocTu npomemuBux UlStepen mory ce moOWTH MPOJIACKOM KPO3 CKYI CBHUX
rpana npousBosbHUM pegocienom (kopuiihemwem DFS, na npumep) u nosehasamem
3a jenan w.UlStepen cBaku myT xkaz ce nanbe Ha rpany (v, w). YBopoBu ca ynazHum
CTENeHOM HYJIa CTaB/bajy ce y JucTy (Wiu CTek, mro je jenHaxko moopo). Ipema
gemu 6.9 y rpady mocroju Gap jemaH 9BOp v Ca YJAA3HUM CTENEHOM HyJa. IBOp
v ce Kao TPBHU y JHUCTU JAKO MPOHATA3W; OH Ce YKJIamkha U3 JIUCTe. 3aThM Ce 3a
¢BaKy rpany (v,w) Koja m3masu u3 v 6pojaa w.UlStepen cmamyje 3a jeman. Ako
Opojad rpu ToMe mobuje BpeJHOCT HyJ1a, IBOP W CTaB/ba, ce y aucry. Ilocre ykiama-
Ba YBOPA v Tpad OCTaje aAlVKINYKH, 113 y HeMy mpeMa jeMu 6.9 TOHOBO mocToju
YBOD Ca& YIA3HUM CTEMeHOM Hysa. AJropuTaMm 3aBpINaBa Ca pAJoOM KaJl JINCTA Ca
YBOPOBUMA CTENEHa, HyJIa MMOCTaHe MpPa3Ha, jep Cy Yy TOM TPEHYTKY CBU YBODPOBU
HyMepucanu. AnropuraM je nmpukaszaH Ha caurm 16.

Aunropuram Top_sort(G);
VYnaz: G = (V, E) (ycMmepenn anukandku rpad).
WNsnas: v.Rb 3a cBaku 4BOp v 1o0uja BPEAHOCT y CKJay Ca TOLOJOUKHUM coprupameMm G.
begin
MNuunujanuzosaru v.UlStepen 3a cBe uBopose; {mnp. momohy DFS}
Gorb := 0;
for i :=1ton do
if v;.UlStepen = 0 then crasu v; y aucry;
while smcra Huje mpasna
CKHMHH YBOD U U3 JIUCTE;
Gorb:=Gorb+1;
v.Rb := G_rb;
for cBe rpane (v,w) do
w.UlStepen := w.UlStepen — 1,
if w.UlStepen = 0 then craBu w y smcry;

end

Puc. 16. Axropuram 3a TOMOJIOIIKO COPTHPAHE AUKIHIKOT YC-
MepeHor rpada.

Caoxenoct. CI0kKEHOCT N3padyHaBalba NOYETHAX BPEIHOCTH IIPOMEHBUBUX
UlStepen je O(|V|+ |E|). 3a namazkeme 9opa €a yIa3HIM CTEICHOM HyJa noTpeb-
HO je KOHCTaHTHO BpeMe (mpuctyn juctn). Caka rpana (v, w) pa3sMarpa ce TaaHO
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JETHOM, ¥ TPEHYTKY KaJ ce v YKJama u3 jucre. [Ipema Tome, 6poj mpoMeHa Bpe-
unoctu UlStepen jemnak je 6pojy rpana y rpady. BpemeHcka CI0KeHOCT aliropuTMa,
je makme O(|V] + |E|), omrOCHO nmHeapHa je DyHKIMja O BEIMYUHE YIIa3a.

6.5. Hajkpahu myTeBu u3 3a7aTOT 4YBOpA

Y oBoMm oziesbky Gasuliemo ce rexkuHckuMm rpadoBuma. Heka je G = (V, E)
ycMeperu rpad ca HEHETaTMBHAM TeXXKHMHaMa npuapykeanm rpanama. Osae hemo
TEXKWHE 3BATH JYHCUHGME, TIOIITO OMEPUINEMO Ty KUHAMAa IIyTeBa Kao 30MpoBu-
Ma JyKuHa rpaHa (He OpojeBuMma rpama). Ako je rpad HEyCMEpeH, MOKEMO Ta
CMaTpaTu yCMEPeHUM, TP YeMy CBAaKO] FHETOBOj HEYCMEPEHO] TPaHU O/Ir0Bapajy
JIBE YCMEDEHe MpaHe UcTe JAyxKuHe, y 00a cMepa. [lpeMa ToMe, pasMarpame y OBOM
0JIeJbKY OJHOCH C€ M Ha HeycMmepene rpadose.

IIpo6aem. 3a naru ycmepenu rpad G = (V) E) u 3a1aTu HEros 4BOp ¥ IpPO-
nalin Hajkpahie nyrese ox v 1o cBux ocranux doposa G.

36or jennocraBHocTH fieMo ce HABUTH caMO HaJlasKemeM JIyKMHA Hajkpahux
myTeBa. AJropuTME ce MOrY MPOIIUPUTH TAaKO Ja TpoHaja3e W came Hajkpahe
nyrese. [TocToju MHOTO cuTyarmja y KojuMa ce mojasbyje oBaj mpobaem. Ha mpumep,
rpad MOXKe OAroBapaTH ayTO—KapTU: IBOPOBU Cy TPATOBH, & MAYKUHE TPAHA Cy
Jy’KUHE JTUPEKTHUX myTesa usMely rpafosa (uiu BpeMe moTpefHO 13 Ce Taj MmyT
upelje, wim u3rpaju, UTi, 3aBUCHO O MpobeMa).

6.5.1. Amukawnuku ciaydaj. [Ipernocrasumo Hajupe aa je rpad G anukamd-
Kd. ¥ TOM Cay4ajy mpobisieM je JaKiiwm, U HmEeroBo pernerme momohu he Ham 1a ra
pemrMo y ommreM caydajy. Ilokymahemo uaayKImjoMm mo 6pojy uBopoBa. basnmu
ciyuaj je rpuBujasad. Heka je |V| = n. MoxkeMo 13 HCKOPUCTUMO TOIOJIOIIKO COP-
THpame rpada U3 TpPerxoaHor one/hbKa. AKo je pennu 6poj uBopa v jeaHak k, oHIa
Ce YBOPOBU Ca PEIHUM OpPOjeBUMA MAmUM O kK HE MOPajy pa3MaTparH: HE MOCTOjU
HaYWH 13 ce 10 mux aobhe n3 v. Ilopen Tora, pemocien 100MjeH TOMOMOMIKUM COPTH-
pameM je TOrofaH 3a MpuMeHy uHayknuje. IlocMarpajMo mocaeamhu IBOp, OMHOCHO
9BOp 2z ca peaHuM OpojeM n. IpermnocTaBuMo (MHIYKTMBHA XHUIOTE3a) 14 3HAMO
najkpahie myTeBe O v 0 CBUX OCTAJUX YBOPOBA, ceM n0 2z. O3HAUNMO AyKUHY
najkpalier myra om v 10 w ca w.SP. /la 6ucmo onpenunu z.SP, moBO/BHO je Ja
IPOBEPUMO CAMO OHE UBOPOBE W M3 KOjUX IOCTOju TpaHa a0 z. Ilomrro ce mHaj-
kpalin myreBn 10 ocrasmx uBoposa Behl 3Hajy, 2.SP jeaHako je MEHHMyMY 30upa
w.SP + duZina(w, z), 10 CBUM 4YBOPOBUMA W U3 KOjUX BOAU I'paHa 10 2. Ha an
je tume mpobsem peren? llurame je ma jim A0JaBambe YBOPA 2 MOXKE A CKPATH
yT 70 HEKOT APYyror uBopa. Meljyrum, momro je z mocienmsy 9BOp y TOMOJIOITKOM
peaocaeny, HU jeJaH JAPyryd YBOP HHUje JIOCTUXKAH U3 Z, [1a Ce AyKUHE OCTAJINX Haj-
kpahux myTeBa He Memajy. Jlaknie, ykiaamame 2, HalaKeibe Hajkpahux myresa Oe3
bera, 1 Bpahame 2 Ha3a/1 Cy OCHOBHU JeJI0BU aaroputMa. Ipyrum peunma, ciaeaeha
WHIYKTUBHA XUIIOTE3 PEIIaBa, MpobIeM.

NuaykruBHa Xxunore3a. AKO e 3HA TOMOJONIKH PEJOCTE YBOPOBA, YMEMO
Jla U3pavyHaMo ayKuHe Hajkpahunx myresa om v 1o npeux n — 1 YBOpOBA.
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Kan je nar anukauaku rpad ca n 9Boposa (Tonosomku ypehernux), yKIambamo
N-TU 9YBOP, WHAYKIIA]OM PEIaBaMO CMAambeHH ITpobjeM, HAJA3WMO HajMamy Mmely
BpenaocTrma w.SP + duZina(w, z), 3a cBe uBopoBe W Takee ma (w,z) € E. Amro-
puTtam je npukazas Ha cauim 17. Caga hemo mokymaTu Ja yCcaBpImMO aJrOpuTam
TAKO JI& C€ TOIOJIOLIKO COPTUPAamke 00aB/ba HCTOBPEMEHO €A HAJIAXKEHEM Hajkpahux
nyresa. JIpyruM peduMa, /b je oGjeMHUTH IBa NpOoJiasa (3a TOMOMOIIKO COPTHU-
parbe U HalaxKeme Hajkpahux myTesa) y jeJaH.

Augropuram Acikl najkr_putevi(G,v,n);
Vaas: G = (V, E) (texxuncku amukandku rpad), v (48op) n n (6poj 9B0poBa).
Wzma3z: 3a ceaku 9Bop w € V, w.SP je nyxkuna Hajkpaher myTa ox v g0 w.
{TIpernocrasmamo na je Behi H3BPINEHO TOMOJOIIKO COPTHPAE. }
{TloBommann anropuraMm Koju 0ByXBATA M TOIOJOMKO COPTUPAE JAT je Ha caunu 18.}
{TIpe nosusa oBe mponemype CTaBiba ce 2.5P := 0o 3a CBe YBOPOBE z # V.}
begin
HEKa je z 4BOp ca peIHUM OpojeM n Yy TOIOJIOMIKOM PeoCIeny;
if z # v then
Acikl_najkr_putevi(G — z,v,n — 1);
{G — z nobuja ce yknamamem 2z ca CBUM CycequuMm rpaHama n3 G}
for cBe uBopoBe w TakBe nxa je (w,z) € E do
if w.SP + duzina(w, z) < z.SP then
2.8P := w.SP + duzina(w, z);
else v.SP := 0;

end

Puc. 17. Anpropuram 3a Hajaxkeme jyKuHa Hajkpahux myrena
OJ1 33/IaTOT YBOPA Y AIWKIUIKOM Tpady.

Pa3zMoTpuMo HAUKMH HA KOjU Ce aaropuTaM PeKypP3UBHO U3BPIIaBa (I10ocse Haia-
JKerba TONOoJIOMKOr pejociena). [IpernocraBumo, 360r jeJHOCTABHOCTH, 14 je PeIH:
6poj 4BOpa v y TONOJIOMKOM pejocieny 1 (4BopoBu ca peanum G6pojeM MarbUM Of1
peasHor 6poja v MOHAKO HUCY JocTHzKHU u3 v). IIpBu KOpak je 103uB peKyp3uBHe
nporeaype. Ilporeaypa 3atum nmo3uBa peKyp3uBHO caMmy cebe, cBe JOK ce He johe
JI0 IBOpa v. ¥ TOM TPEHYTKY Ce My:KuHa Hajkpaher myra no v moctaespa Ha 0,
¥ peKypauja mouumbe 13 ce "paszMoraBa’. 3aTUM ce pazMarpa YBOp U €A PETHUM
Opojem 2; myxkumHA Hajkpaher myra g0 Wmera m3jegHadyje ce ca Ay:KHHOM TpaHe
(v,u), aKO OHa MOCTOjH; y NPOTHBHOM, He mocroju myT ox v jo u. Cnenehun xopak
je TpoBepa YBOpa T ca pemHuM OpojeM 3. Y OBOM CHAyYajy y & yaa3e HajBUIIE
aBe rpane (om v win u), na ce ynopehyjy ay:kune oxrosapajyhux myresa. YMecro
OBaKBOT U3BPINABAIA PEKYP3Uje yHA3a[, MOKymalieMo 1a nucre Kopake W3BPIINMO
IPEKO HU3a IBOPOBA Ca pacTyhum peanum GpojeBmMa.

Nunyknuja ce mpuMemnyje mpema pactyhuM peasHuM OpojeBHMAa IMOYUEBINH O
v. OBaj pemocien ociaobabha Hac moTpebe ma peane OpojeBe yHAMpeI 3HAMO, TIa
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hemo 6uTH y cTamy [1a U3BPIIABAMO HCTOBPEMEHO 00a anaropurMa. lIpermocraBumo
a cy ayKuHe HajKpahux myTeBa 0 YBOPOBa Ca peaHuM OpojeBuMa oa 1 10 m
MTO3HATH, U PA3MOTPHUMO UBOp ca pemauM OpojeM m + 1, koju hemo o3nauaBaTH ca
z. Jla bucmo mpoHamu HajKkpahu myT g0 2, MOpaMo 13 MPOBEPUMO CBE IPaHe KOje
Boze y z. Tonosoku penocsies rapaHTyje Ja CBe TAKBE IDAHE 10J1a3€ U3 UBOPOBA
ca MamUM peaHuM OpojeBuMa. lIpema MHIYKTUBHO] XUIOTE3W TH YBOPOBHU Cy Beh
pa3sMaTpaHu, 11a ce JAyKuHe HajKkpahux [myTesa 10 bUX 3Hajy. 3a cBaky rpany (w, 2)
3HaMO ayxkuny w.SP Hajkpaher myra no w, ma je AyxKuHa HajKkpalier myTa 1o z
npeko w jemHaka w.SP + duZina(w, z). Ilopen Tora, Kao ¥ paHHje, HE MODPAMO
JIa BOIMMO PadyHA O €BEHTYaJHMM I[IPOMEeHaMa Hajkpahimx myreBa Ka YBOPOBHMA
ca MamuM DEIHHM OpojeBMMA, jep ce 10 HBuX He Moxke nohu u3 z. [loGosprmanu
aJaTOpUTaM TMPUKA3aH je Ha caurnm 18.

Auropuram Acikl_najkr_putevi2(G,v);
Vaas: G = (V, E) (texxuucku anpknndka rpad), v (asop G).
Wznas: 3a ceaku uBop w € V, w.SP je nyxuHa Hajkpaher myTa ox v 10 w.
{Hepekyp3uBHa Bep3Hja MPETXOJHOT AJTOPHTMa KOja 00aBJba W TOMOJOIIKO COPTHPAHE. |
begin
for cse yBopoBe w do
w.SP := oo;
Wuannmjanunsyj v.UlStepen 3a cBe usopose; {ynasHu crenenn upoposa; Hnp. DFS}
for i :=1 ton do
if v;.UlStepen = 0 then crasu v; y mucry;
v.SP :=0;
while sucra uuje mpasua
CKHHHU 9BOD W W3 JIUCTE;
for cse rpane (w,z) do
if w.SP + duzina(w, z) < 2.SP then
2.SP := w.SP + duzina(w, z);
z.UlStepen := z.UlStepen — 1;
if z.UlStepen = 0 then crasu z y aucry;

end

Puc. 18. IloGospianu aaropuraM 3a HAJTAXKeHhe MyKWHA HAJKPa-
hux myTeBa of 3a7aTOT YBOPA Y AIUKINIKOM rpady.

Craoxenoct. CBaka rpaHa Ce 1O jeJJHOM pa3MaTpa y TOKY WHUIHMjATH3AINje
YJIA3HUX CTENEHOBA, W IO jeJHOM y TPEHYTKY KaJ| C€ HeH MOJIA3HU YBOD YKJIAma
u3 jgucre. [Ipuctyn auctu 3axTeBa KOHCTAHTHO Bpeme. CBaku UBOD €€ pa3sMarpa
TagHO jemHOM. IIpema ToMe, BpeMeHCKa CIOXKEHOCT aJTOPUTMA Y HAJTOPeM CIydajy
je O(IV] + [E]).
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6.5.2. Ommrru cayqaj. Kan rpad Huje anykInaky, He MOCTOJU TOMOJIONIKH
perocnes, ma ce pa3sMaTpaHd AJTOPUTMU HE MOTY JUPEKTHO mpuMeHuTu. Mebhy-
THAM, OCHOBHE HJEje C€ MOIy HCKOPHUCTHTH W y ONIITeM CIy4ajy. JeTHOCTABHOCT
Pa3MOTPEHNX ANTOPHATAMA TOCAeAHNA je cregehe 0coOMHE TOMOIONIKOT PETOCIENA:

Ako je z uBop ca pexnuMm 6pojem k, onza (1) He mocroje myTeBu
0/l z JI0 YBOPOBA ca peauuM GpojeBuma Mambum on k, u (2) He
[IOCTOje IIyTeBU OJ YBOPOBA ca peaHuM OpojeBuma elium ox k
210 Z.

OBa ocobuna omoryhyje nam na nahemo najkpahu myT ox v 110 z, He Bojehn padyHa o
YBOPOBUMA KOjU Cy IIOCJIE 2 y TOMOJIOMIKOM peaocieny. Mozxke sn ce HEKaKO geduH-
HCATH PEIOC/e IBOPOBa IPOU3BOJBHOr Ipada Koju 61 oMoryhino HeIrro cindHo?

Wneja je pasmarparu 9BopoBe rpada pegoM mpema IyKuHaMa Hajkpahnx myTe-
Ba 10 BUX 01 v. Te qyxuHe ce HA TOYETKY, HAPABHO, HE 3HAjY; OHE Ce M3PAUyHABA]Y
y TOKy M3BpIIaBama ajaropurma. Hajope mpoBepaBaMo cBe rpame Koje u3jal3e u3 v.
Heka je (v, ) majkpaha Mely muma. TTomTo ¢y Mo IpeTnocTaBiy CBe IyKHHE IPaHa
nosuTuBHe, Hajkpahu myr ox v g0 x je rpana (v, z). JlyKnuHe CBUX APYIHX IIyTEBa
no x cy sehe wam jemHake on AyXuHe oBe rpaHe. IIpema Ttome, 3Hamo Hajkpahwn
IyT JI0 T, 1 TO MOKe Jia MOCayKu Kao 6aza wuaykimje. Ilokymajmo na zampasu-
Mo crnenehn xopak. Kako moxkemo ma mpomahemo majkpahm myt mo Hekor mpyror
uBopa! Bupamo uBop koju je apyru Hajbauxku 10 v (T je npBu HajoauKu). Jenuau
IyTeBH Koje Tpeba y3eTu y 003up Cy Apyre rpaHe u3 v WK IIYTEBU KOJH CE CACTOoje
o7 1Be Tpame: npsa je (v, ), a Apyra je rpama u3 usopa x. Heka je ca duZina(u, w)
o3HauYeHa JyxKuHa rpase (u,w). Bupamo najmMamu o uspasa duZina(v,y) (y # x)
wn duzina(v, x) + duzina(z, z) (z # v). Jom jenHOM 3aKbydyjeMO na ce Ipyru
OyTeBH He MODajy pa3marparu, jep je oBo Hajkpahu myr 3a oijazak u3 v (u3y3eB
1o z). Moxe ce dopmynucaru caenelia MHAYKTUBHA XUIIOTE3A.

WNuaykTnBHA Xunoresa. 3a 331aTh rpad 1 HeroB 9BOp v, yMEMO /a TTPOHa-
Hemo k uBopoBa HajbSIMKUX YBOPY v, KAO U JAyKUHE Hajkpahnx myTeBa 70 HUX.

3ana3zumMo jia je HHAYKIEja 110 6pojy YBOPOBA J0 KOjUX Cy AyzKuHe Hajkpahux
nyreBa Beh m3pauymare, a He 0 eanunau rpada. Ilopen Tora, nmpermocTaBba ce
JIa Cy TO YBOPOBH HAJOIMKH IBOPY ¥, U Ja YMEMO 13 ux mpoHahemo. Mu ymemo 1a
uponafjemo upsu HajbMKKU 4BOD, 1A je 6a3a (cayuaj k = 1) pewena. Kau k n06uje
Bpeadoct |V| — 1, pemien je koMmiieran mpobjem.

Oznaunmo ca Vi, ckyn Koju ce cacToju Off v U k meMy HajosInKuX IBOPOBA.
IIpobaem je mponahm uBop w Koju je HajOaMKHM IBOPY v Mehy uBoposmma BaH Vi,
n nponahm majgkpahu myt ox v mo w. Hajkpahm myT om v A0 w MOXKe 13 CapXKH
camo uBopose u3 Vi. OH He MOXKe ma CaJp2Ku HEKW 4BOp Y BaH Vi, jep 6u y 6uo
6k 9BOPY v on w. Ilpema Tome, ma OGUCMO MPOHAILIH YBOP W, TOBOJBHO je Ia
MPOBEPUMO TPaHe KOje CIiajajy uBopoBe w3 Vi ca YBOPOBHMA KOju HUCY y Vi; CBe
JIpyre rpase ce 3a caja Mory urxnopucaru. Heka je (u, z) rpana raksa na je u € Vi
u z ¢ Vi. Taksa rpana oapelhyje myT om v 10 z Koju ce cacroju of Hajkpalier myra
om v mo u (mpema WHIYKTUBHO] xumore3n Beh mosnar) m rpane (u, z). JJ0BOJBHO je
YIOOPEINTH CBE TaKBe MyTeBe u m3abparu Hajkpahu meDy mwuma, BugeTu cauky 19.
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MX: po cenx yBoposa BaH VK 3Hamo
OY>XUHY Hajkpaher nyTa

jeaHom rpaHom m3 VKk;

y VK je k Hajonmkux YBopoBa o4 v

Puc. 19. Hanaxeme cneneher majomuyker 9Bopa 3a7aTOM YBOPY 0.

Anropuram ogpeljer 0BOM WHIYKTHBHOM XMIIOTE30M HM3BDINABa, ce Ha cienehin
HavIuH. ¥ CBAKOj UTEpAIUju Jo7aje ce HOBU UBOp. To je BOp w 3a KOju je HajMarba,
Jy2KUHA

(6.1) min {u.SP + duZina(u, w)|u € Vi }

mehy ceum uBoposuMa w ¢ Vj. 13 Beh msmermx pazmora, w je 3aumcra (k + 1)-Bu
(cnenehu) majbuuxku usop usopy v. Ilpema TOMe, HErOBO H0JABAE IPOAYKYje
WHIYKTUBHY XUTOTE3Y.

Anropuram je caja KOMIDIETHO crenudUInpaH, ajii My ce epUKaCHOCT MOKe
mobospraTr. OCHOBHU KOPAK aJIrOPUTMA je IpoHasiarkeme cienehier HajomKer 9B0-
pa. To ce ocrBapyje uspauynasamem Hajkpahier myra npema (6.1). Melyrum, nuje
HEOXOHO Y CBAKOM KOPAaKy MpPOBEpaBaTu CBe BpemHocTh u.SP + duZina(u,w).
Behuna Tux BpesHocTH HE MeHha Ce MPU [OIABAY HOBOI YBOPA: MOTY C€ IPOMEHU-
TH CaMO OHE BPEJHOCTH KOje OJroBapajy MyTeBUMa KpO3 HOBOAOAATH YBOP. Mwu
MOXKEMO 13 TaMTUMO JyKWHe TIO3HATUX HajKpahux myTeBa 10 CBUX YBOPOBA BaH
Vi, v na uMm monpas/baMo BPEIHOCTH CAMO TIPHU IMPOITUPUBALY V. JequHn HAYWH 13,
ce nobuje HOBM HAjKpahu myT mocie JomaBama w y Vi je Ja Taj myT mposasu Kpo3
w. [Ipema Tome, Tpeba MpoBepUTH CBE TPAHE O W Ka YBOpoBUMA BaH Vi. 3a cBaky
TakBy rpany (w, z) ynopehyjemo ayxuny w.SP+duZina(w, z) ca Bpeguomhy z.5P,
u 1o motTpebu nompasbamo 2.5 P. Ceaka utepanuja ob6yxBara HaJasKemhe IBOpa ca
HajMamOM BpeaHoihy SP, u monpaBKy BpexnocTu SP 3a HEKe OJ MPeoCTaTuX
ypoposa. OBaj anropuram nosuar je kao Jdujkcrpun anaropuram (Dijkstra )-

Peannzanmja. ITorpebHo je na npoHana3suMo HajMamy BPEAHOCT y CKYILY Jy-
JKWHA TTyTEeBA U Ja YeCTO MOMPAB/haMO AyKuHe myTeBa. JloOpa cTpyKTypa moaaTaka
3a HAJAXKEIHe MUHUMAJIHUX eeMEeHATa W 33 MONPABKe JTYKWHA EJIEMEHATA, j€ XUIl.
[Tomro je morpebHO ma mpoHahemMoO YBOp Ca HAJMAMHOM TYyKHUHOM YT, 10 IHEra,
CBe YBOPOBE BaH CKyIa Vj IyBaMO y XWILy, Ca KJ/bYUEBHMA jeTHAKUM Iy KHHAMA
TpeHyTHO Hajkpahux myreBa om v m0 mux. Ha mouerky cy cBe myzKHHE IIyTeBa CeM
jeHe jeTHAKe 00, 1A PEIOCIe] eleMeHaTa y XUy HUje OUTaH, CeM IITO ¥ MOPa, OUTH
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Ha Bpxy. Hanaxeme 4Bopa w je jeTHOCTABHO: OH Ce y3uMa ca Bpxa xuma. Mory ce
npoBepuTH CcBe rpane (w,u), U 3aTuM Ge3 Temkohla MONPABUTH JIyXKUHE I1yTEBa.
Mehytum, kam ce IpOMEHU AyKWHA MyTa A0 HEKOD YBOPA Z, MOXKE Ce MPOMEHUTHU
OJI0XKaj 2 y xumy. IIpema Tome, morpebHO je HA oaropapajyhm HAUWH MOIPAB/HATH
xutl (upobsieM je y ToMe IITO Xull Kao CTPYKTypa nojaraka ne omoryhyje edbukac-
HO TIPOHAJIAXKEHE 38IATOT eJIeMeHTa). JIonupame YBopa 2 y XUy MOXKE Ce U3BECTH
noMofiy Apyre cTpyKType mojaTaka moBesane ca xutoM. Iloganm o cBuM 4BOpOBU-
Ma MOTY €€ CMECTHUTH y BEKTOP Ca MOKA3WBAYMMA HA IHbUXOBE MO3WIM]E Y XHUITY.
Hanaxeme uBopa y xuimy je 360r TOra eKBUBAJEHTHO MPUCTYIAY EIEMEHTY BEK-
ropa. ITomrro cy eneMenTr xuma 4Boposu rpada, npocropa caoxenocr je O(|V]),
ITO je MPUXBAT/EUBO. JIyKWHE TIyTeBa MOTY caMo Ja Omaajy. AKO HEKH eleMeHaT
XHUIIa MOCTaHe MamU O] Olla, OH Ce MOXKe 3aMEebUBAeM TTOMEPATH HABUIIE JOK MY
ce ve mpoHalje omroapajyhu mosnoxkaj. To je mcTtu mocTymak Kao u mpu OOMIHOM
HOCTYIIKY NOMpPaBKe Xuiia (IPU yMETakby eJeMeHTa y XUll, Ha npuMep). Ajropuram
3a HaJIaXKeme Hajkpalnx myreBa O 33JaTOr YBOPA MpHKa3aH je Ha caunu 20.

Anroputam Najkr_putevi(G,v);
Vaas: G = (V, E) (rexxuucku ycmepernu rpad), v (mosa3au 480p).
Wsnas: 3a ceaku uBop w, w.SP je nyxwuna Hajkpaher myra ox v g0 w.
{IIpernocraska je ma Cy CBe Ay»KWHA IDaHA HEHErATHBHE.}
begin
for cse uBOpOBe W doO
w.Oznaka := false; {o3navenn asoposu cy y Vi }
w.SP := oo;
v.SP :=0;
while nmocroju meoznauen usop do
HEKa je W HeO3Ha4YeHM YBOD Ca HajMamwoM Bpeanomhy w.SP;
w.Oznaka := true; {yxkmyunsame wy Vi}
for cee rpame (w, z) Taxee ga je z meoznaser do
if w.SP + duzina(w, z) < z.SP then
z.SP := w.SP + duzina(w, z);

end

Puc. 20. dujkcTpus ajaropuraM 33 HAJTAKEHE IyKWHA HAJKPa-
hux myTeBa of 3a7aTOT 0 CBHUX OCTAJINX YBOPOBA y rpady.

Cuaoxenocrt. Ilompaska myxkwune myta saxresa O(logm) ymopehupama, rae
je m Besmuumma xwuna. Yrymuo mma |V| wmrepammja, m 36or Tora |V| Gpucama wu3
xuna. Iompaeke Tpeba m3ppmmrn Hajemme |E| myra (jep cBaka Tpama MoxXKe 1a
IPOY3POKYje HA]BUINE jeIHY TTOMPABKY ), 1a je norpebro n3ppmury Hajeume O(|E|log |V|)
ymopehusama y xumy. [Ipema Tome, Bpemercka cioxkenoct anropurma je O((|E| +
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[V|)log |V]). Banazxka ce 1a je aaropuTam CIOPUjU HETO AMTOPUTAM KOjU UCTH TPO6-
JIeM DEITaBa 3a AMKJINIKE rpadoBe: y ApyroM cayduajy caenehu 9Bop ce y3uMa u3
(nmpoussosbHO ypeljene) ucre, U HUKAKBE HONPABKE HUCY TOTPEGHE.

IIpumep 6.1. Tlpumep wsepmasama aaropurma Najkr_putevi 33 HAJTaXKeHe
majkpahinx myrteBa or 3ajaror ysopa y rpady mar je ma ciumum 21. Ilpsa Bpcta
OJTHOCH C€ caMO Ha IyTeBe OJ jemHe rpane u3 v. Bupa ce Hajkpalium myT, y OBOM
caydvajy OH Bomu Ka 4uBOpy a. Jpyra Bpcra moka3lyje MmOmpaBKe IyKHHA MIyTEBA
yKbyUIyjyhm caga cBe myTeBe Of jeaHe TpaHe W3 v WX @, W HajKpahu myT cama
BOAM 0 €. ¥ CBAKO]j JiMHUju OUpa Ce HOBU YUBOD, U IPUKA3Yjy Ce JIy?KHUHE TPEHYTHUX
najkpahinx myreBa om v 1m0 cBux uBOpoBa. llomebs/baHa Cy pacrojama 3a Koja ce
MOy 3/IaHO 3HA /13 ¢y Hajkpaha.

a v b
@, 1 5 QJ

vial|lb|lc|d|el| f| glh
all0]1[5]|0c0|9]00|o0]| 00|00
2 9 3 c||0]1]5][3|9]00|00]| 0|
4 d 2 LIO[1 |53 |7 o0 |12] 0|0
C Cf P e d|0J1[5|3 |7 8|12 |x
/ e|l0]1]|5]3 |78 ]|12]11 |0
9 4 1 hilO|1|5|3 |78 [12|11] 9
glloO|1|5|3|7|812|11] 9
&2 3% Fllo[1(5 (3 (7|8 [12[11] 9

f g h

Puc. 21. Tlpumep u3BpiiaBamba airopuTMa, 33 HAJTAYKEHE HajKpa-
hiux myTeBa o1 3a0aTOr YBOPA.

KomenrTap. Opaxkap TUIl ajiropurMma ce [IOHEKaJ] 30Be IIpeTpara ca IpPHo-
PUTETOM — CBAaKOM YBODY JOJEJbyje Ce TpUOpuTeT (Y OBOM CIy4ajy TPEHYTHO
HajMarbe MO3HATO PACTOjare Ol v), Ma Ce YBOPOBHM obujiaze pemocienoMm oapehe-
HuM npuopuTeroM. Kaz ce 3aBpily pasMarpame 4BOpa, IPOBEPaBajy Ce CBE HeMy
cyceane rpate. Ta nposepa MOzKe fa I0Bee 10 IpOMeHe HEKHX npuopurera. Hauux
U3BOhEma TUX IIPOMEHA je JeTasb 110 KOME Ce jejHa IpeTpara ca IIPHOPUTETOM pa-
3nukyje on apyre. Ilperpara ca mpuopuTeTOM CITOXKEHU]ja, je Of ODWUHE TpeTpare.
OHa je KOpHCHA KOI MPODIEMa, ¢ TEKWHCKUM IPadOBUMA.

Hajkpahe myreBe om v 10 CBHX OCTAIuX YBOPOBA HAILIA CMO TAKO IIITO CMO
IyTeBe npoHaa3uin jegan 1o jenan. CBaku HOBU myT je ojapeheH jeqHoM rpanom,
KOja MpOJy»Kyje TpeTxofaHo mo3HaTn Hajkpahu myT no nosor usopa. Cse Te rpame
dopmupajy crabio ca koperom v. OBo cTabio 30Be ce ctabio Hajkpahux myresa,
M BarKHO je 3a peIlaBarbe MHOTHX MpobjeMa ca myTeBuMa. AKO Cy TeXKWHE CBUX
rpaHa jegHake, OHZA je crabio Hajkpahux myTesa ycrsapu BFS crabisio ca kopeHoMm
y 4BOpy v. ¥ npumepy Ha caumu 21 nogebspane cy rpaHe KOje npumazajy crabiry
Hajkpahux myresa.
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152 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

6.6. MunumasaHo moBe3yjyhe crabiio

Pasmorpumo cmcrem padyHapa Koje Tpeba MOBe3aTh ONTUIKUM KabJOBUMA.
ITorpebno je 06e3beanTH ma MOCTOju Be3a m3Mely CBaka JBa padyHapa. llo3narm
Cy TPOIIKOBH TIOCTaB/batba Kabira m3mely cBaka gsa pauynapa. llusb je mpojekro-
BATH MPEXKY ONTUYKUX KaDJIOBA, TaKO 13 IeHa Mpexe Oyme muuauMasHa. Cucrem
padyHapa MOXKe OWTH TpeCTaB/beH rpadoM Unju YBOPOBH OITOBAPA]Y PAUyHADPU-
Ma, & MpaHe — [OTEHIMjaJIHUM Be3ama u3Melly padyHapa, ca oarosapajyhom (1osu-
tuBHOM) IienoM. [Ipobiem je nponahin nosesanu moarpad (ca rpanama Koje oaro-
Bapajy HOCTABJLEHUM ONTUYKUM KabJIOBUMA), KOJH CAJPKU CBE YBOPOBE, TAKAB /14
MY CyMa IieHa rpana Oyae muHuMasHa. Huje Temko Bugeru na taj moarpad mopa
na Oyne crabno. Ako 6u moarpad MMAao IMKJIYC, OHJA OM ce W3 MUKJIYCa MOIJa
VKJOHWTH jeIHA TpaHa — TuMe ce mobuja noarpad Koju je W Jajbe TOBE3aH, a
nMa Mamwy [eHy, jep cy IeHe rpana nosurupHe. Tpaxkenu noarpad 30Be ce MU-
HumasiaHo nosesyjyhe crabimo (MCST, ckpahienuna on minimum-—cost spanning
tree ) u uma MHOro npumena. Hamn nuib je koncrpykuuja edpukacHor agi-
roputMma 3a Hajaxeme MCST. 360r jeqHoCTaBHOCTH, MPETIOCTABUMO I3 CY II€HE
rpaHa pasauanre. OBa mpernocraska uMma 3a nocaenuiy aa je MCST jeauncreeno,
IIITO OJIAKIIABA, PelliaBame mpobaema. be3 oBe mpeTnocTaBke ajiropuTaM OCTaje He-
MPOMEHEH, U3Y3eB IITO, KaJl ¢ Hauhe Ha TpaHe jeflHaKe TeKUHe, MPOU3BOJFHO CE
oupa jegHa o mHUX.

TIpob6aeM. 3a 3anatw Heycmepenn nosesanu texuucku rpad G = (V, E) kon-
crpyucaru nope3yjyhe crabiao T MuUHMMAJTIHE IIEHE.

Y 0BOM KOHTEKCTY TEeXKHHE IpaHa TeKUHCKOT rpada G cy ycTBapu IHUXOBE
nene. IIpuponwo je kopucturu cimeaehy WHIYKTABHY XUIOTE3Y.

NuaykruBHa xunoresa (1). Ymemo ga koncrpyumimemo MCST 3a nosesanun
rpad ca Mame om m TpaHa.

Basuu ciyuaj je tpusujanan. Ao je 3agar nmpobmem MCST ca m rpana, Kako
ce OH MOXKe CBeCTH Ha npobieM ca Mambe on m rpana’ TBpAuMo na TpaHa HAjMAe
rexxuHe Mopa Outu ykibydena y MCST. Ako ona He Gu Omia yKibydeHa, oHga Ou
weHo sogaBame crabsy MCOST 3arBopuiio HEKK LHUKJIYC; YK/IAbhabheM IIPOU3BOJ/bHE
JIpyTe TpaHe M3 TOr NUKJYCa MOHOBO ce J00uja cTabiio, amu Mame TeXKuHe — IITO
je y cynporHocTH ca npernocraskom o muauMaaHoctu MCST. Jlakie, mu 3HaMO
jenny rpany koja mopa aa npunaga MCST. Moxemo ga je ykiIoHHMO u3 rpada u
MPUMEHUMO WHAYKTHBHY XUIIOTE3y HA OCTATaK rpada, KOju Cala UMa Mambe O m
rpana. la i je 0BO pery/japHa NPpUMeHa WHAyKLIuje?

[Ipobiem je y Tome IMITO TIOCHE YKJamhama IpaHe, MPEOCTaad MpobjeM BHUIIe
HHUje eKBUBAJEeHTaH monasHoM. 1IpBo, u3bop jeane rpane orpanmdasa mMoryhHocTu
n3bopa Jpyrux rpasa. pyro, mocsie ykiamara rpaHe rpad He Mopa Jia OCTaHe
MOBE3aH.

Pemtese macrtasor mpobiema je y mperm3upaiby WHAYKTUBHE Xumorese. Mwu
3HAMO KaKoO Ta m3abepeMo MpBYy TPaHy, aju He MOKeMO J1a je YKJIOHHUMO H TTPOCTO
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6.6. MIIHIMAJIHO IIOBE3¥YJYhE CTABJIO 153

3ab00paBUMO Ha Y, jep octajin u3bopu 3aBuce of we. /lakie, ymecTo na rpaHy yk-
JIOHUMO, Tpeba Jia je 03HAYUMO, U JIa Ty UUIHEHUILY, heH n300p, KOPUCTUMO Jajbe
y anropurMmy. AJITOpHTAM Ce M3BPINABA TaKO IITO CE jelHA IO jefHa TpaHa Oupa
u ngonaje y MCST. IIpema ToMme, HHAYKLMja je He HpeMa BeJHYMHM rpada, HEro
upema 6pojy uzabpanux rpasa y 3ajgarom (dbukcupanom) rpady.

NunykTusHa xumnoresa (2). 3a 3amarn nosesan rpad G = (V, E) ymemo na
nporabemo moarpad T ca k rpama (k < |V| — 1), rako na je crabmo T momrpad
MCST rpada G.

Baszuu ciay4aj 3a oBy xumore3y cMo Beh pa3MOTPHIN — OH Ce& OJHOCH HA n3060p
npse rpame. IIpermocraBumo nga cMoO mpoHamn ctadmo 1’ Koje 3a70BO/baBa WH-
NYKTUBHY XWUIOTE3y W 1a je moTpebuo mna 1’ mpommpuMo HapeaHoM rpaHoM. Kako
na mponaljeMo HOBY rpaHy 3a Kojy fiemo 6utu curypuu ga npunaga MCST? Tlpu-
MeHHulieMO CAWYaH MPUCTYI Kao W Opu u3bopy mpse rpane. 3a T ce Beh 3ua na je
aeo konaunor MCST. 36or tora y MCST mopa ga nocroju 6ap jeaHa rpaHa Koja,
moBe3yje HeKH 4BOp m3 1’ ca HekuM 4UBopoM y octarky rpada. Ilokymahemo ma
nponafemo takBy rpany. Heka je E} cKym cBuX rpana Koje mose3yjy 1’ ca YBOpPOBH-
Mma Bad T'. TBpaumo Ja rpaHa ca HajMamoM eroMm u3 Fy npunaga MCST. Ozunauu-
MO Ty rpany ca (u,v) (Bumeru cauky 22; rpane crabaa T’ cy nogebbane). Ilomrro
je MCST nosesyjyhe crabio, oHO caap:Ku TavHO jenad myT o u a0 v (u3mehy csa-
Ka Ba 9BOpa y CTabiy MOCTOjU TAYHO jenan myT). Ako rpasa (u,v) He mpumama
MCST, onza oHa He TPUTAAA HU TOM TMyTy O u 10 v. MelhyTum, morrro v nmpumnaia,
a v He npunaaa ', Ha TOM IIyTy MOpa Ja MocToju 6ap jeaua rpana (T,y) Taksa aa
x € Tuy ¢ T. Uena ose rpane Beha je on nene (u,v), jep je uena (u,v) Haj-
Mama Mejy IeHaMma Tpana Koje mosedyjy T ca ocrarkom rpada. Caga MoxkeMo 1a
OPAMEHHMO CJAMYHO 3aKJbYy4YHBaIbe Kao npu n360py npse rpane. Ako momamo (u,v)
crabmy MCST, a usbauumo (x,y), mobujamo nosesyjylie crabio Mame IeHe, o je
KOHTPATUKIIN]A.

Puc. 22. Hanaxeme caemehe rpame MUHMMAJIHOT HOBe3yjyher
crabana (MCST).
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154 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

Peammzanuja. Onucanu aaropuraM CAWYAH je aJTOPUTMY 33 HAJAYKEHE HAj-
kpalimx myTeBa O 3a7aTOr YBOpa W3 MPeTXOomHor ome/bKa. IlpeBa m3abpana rpana
je rpaHa ca HajMamowm 1eHoM. 1 ce meduHmMIe Kao cTabiIo ca CaMO TOM jeTHOM
rpaHoM. ¥ CBAaKOj HTEPAIIHMjH MPOHATIA3Y Ce TPaHA Koja moBe3yje 1 ca HeKUM IBOPOM
Ban T, a mma HajMamy LeHy. Y ajIropurTMy 3a HaJlaKeme HajKpahux Iyresa of
3a/IaTOT YBOPA TPAXKWUIM CMO Hajkpahu nym mo usopa Bau 1. [Ipema Tome, jemuna
pazmuka uzmeljy MCST ajropurma u aaropuTMa 3a Hajlaxkeme Hajkpahinx myTesa je
y TOME IIITO ¢ MEHUMYM TPaXK¥ He TI0 JyKUHU MyTa, Hero mo mnenu rpane. Ocrarak
aJITOPUTMa MPEHOCH Ce MPAKTHIHO He3 mpomene. 3a cBaku 4BOp w BaH 1 TaMTHMO
IEHy IDaHe MUHUMAJIHE I[€He JI0 W OJf HEKOr 4BOPa u3 1, OMHOCHO OO aKO TAKBA
TpaHa He MOCTOju. Y CBAKO] WTEpPAIMji MU HA Taj HAYWH OMPaMO TDaHy HAjMambe
IeHe U ToBe3yjeMo oarosapajyfim usop w ca crabaom 1. 3aTuM MpoBEpaBaMo CBe
rpaHe cycemne uBopy w. AKo je mena meke Takse rpane (w,z) (3a z ¢ T) mama o
IleHe TPEHYTHO HajjedpTHHHje MO3HATE TPaHe J0 2z, OHJA MOMPABHAMO IEHY UBOPa
z. AnropuraM je mpuWKazaH Ha Cady 23.

Cutoxxenoct. CJ0KEHOCT OBOI AJITOPUTMA WICHTUIHA j€ CJIOKEHOCTU AJIrO-
puTMa 3a HaJTaXKeme HajKpahnx pacTojama 0/ 33JaTOr YBOPa U3 MPETXOTHOT O/IETh-

xa, O((|E| + [V])log [V]).

IIpumep 6.2. Anropuram 3a koucrpykiujy MCST unycrposahemo nmpumepom
ua caunu 24. UYBop y mpBoj KOJIOHU Tabesie je OHAj KOju je momar y oaroBapajyhem
kopaky. [IpBu momaru 9BOp je v, U y MPBOj BPCTU HABEJEHE Cy CBe TPAHE U3 U Ca CBO-
jum tenama. Y cBakoj BpcTu 6upa ce rpaHa ca HajMamoM 1eHoM. CIrcak TPeHyTHO
HajOO/BUX TPAHA U FHUXOBUX II€HA TIOMPABJba CE€ Y CBAKOM KOpaky (NpUKa3aHu Cy
caMo Kpajesu rpana). Ha caunu ¢y rpade rpada xoje npunagajy MCST nogebmane.

KomenTap. Anropuram 3a koncrpykuujy MCST je npumep, Hako He cacBUM
YHCT, TTOXJenHOT MeToAa. [IpeTnocraBuMo s1a paauMo ca CKYITOM e/TeMeHATa KO-
juMa cy mpuapyIKeHe IeHe, U Ja je [usb TpoHalin CKyTl eJeMeHaTa ce MaKCHMAaJIHOM
(MM MMHUMAJIHOM ) IIEHOM KOjU 33/10B0/baBa HeKa orpanudena. ¥ npobiemy MCST
eleMEeHTH Cy TpaHe rpada, a orpaHudeme je Ja T'paHe OAroBapajy moBe3yjyhem
crabsry. CymiTuHa MOXJIEITHOT METOAa je y TOME /3 €€ y CBAKOM KOPakKy y3uMa-
jy enementu ca uajsehom menom. Y ajgroputmy MCST yBemm cmo Heka momaTHa
orpaHnverha IpHu n3bopy rpaHa: pa3MaTpaHe Cy camo rpaHe moBe3aHe ca Tekyhum
crabsioM. 360 Tora aJiropuTaM HUje YUCTH npuMep mnoxJjernuor aaroputma. MCST
ce MOXKe KOHCTPYHCATH W HA JAPYTH HAYMH, W300POM TI'pPaHe Ca HAJMAIBOM IEHOM
y CBAKOM KOPAaKy, y3 OrpaHWYEbe /A Ta TpaHa He 3arBapa mukiayc. Ilpenuznuje,
n3abpana rpasa Tpeba 1a MoBe3yje IBa IBOPA U3 PABMUIUTUX CTADAIA TPEHYTHE
nryMe; mojasu ce ox myme ca |V| usoposa 6e3 rpana; 3a o0jeuibaBaibe cradana y
Behia KopucTu ce CTPyKTypa moJaraka 3a Hajaxkeme yHuja u3 ogesbka 3.7). Tloxern-
HU MeTOJ, He BOJIM YBEK ONTUMAaJHOM penierny. OH je 0OMYHO caMo xeypucmuka 3a
HaJIaKemhe CyOOITUMAHNAX pernerna. [lonekan, MehyTrM, Kao y IpuMepy HAJIaXKemha,
MCST, noxsienHu MeTo IpOHAAa3u HajOO/be PEllehe.
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Agaropuram MCST(G);
Vnas: G (rexxmucku HeycMeperu rpad).
Wsnas: T (murnmanso nosesyjyhe crabao rpada G).
begin
Ha nmouerky je T mpa3aH CKyI;
for cBe uBopoBe w do
w.Oznaka := false; {w.Oznaka je Tpye ako je wy T}
w.Cena := 00;
Hexa je (z,y) rpana ca HajMamoMm neaom y G
z.0znaka := true; {y he GuTn 03HAYEHO y IVIABHO] NETIHH }
for cee rpame (z,z) do
z.Grana := (2, z); {rpana majuame nene og T 10 z}
z.Cena = cena(x, z); {nena rpare z.Grana}
while nocroju zneozraduen wsop do
HEeKa je w Heo3Ha4deHM 4BOD ca HajmamwoM Bpemuomhy w.Cena;
if w.Cena = oo then
print ”G uuje nose3an”; halt;
else
w.Oznaka := true;
nonaj w.Grana y T
{caza nompaspamMo 1MEeHEe HEO3HAUEHUX IBOPOBA MOBE3AHUX Ca W}
for cse rpame (w,z) do
if not z.0znaka then
if cena(w, z) < z.Cena then
z.Grana := (w, 2);
z.Cena := cena(w, 2);
end
Puc. 23. Asropuram 3a HajlaXKeme MUHUMAJHOD ToBe3yjyher crabia.
a 1 U 6 b
O O v a b c d e f g h
v = v [v6) | o [v9) | oo 00 00 00
all —| — |w6) ]| a2 209) | oo 00 00 )
2 9 3 el=1 = v(6) | — | c4)| oo | gl o0 00
4 d 7 o Ll == Tw® [ = = Td(m [ (1) [d(12) [ oo
7 b= = | = | = | = [0 |c@0) | d12) | o«
el|l —| - — — — — | ¢(10) | d(12) | e(5)
10 12 50hll-] — | = =1 = | = [cd0)]rA1) | -
13 11 I I N I I €YY
O O O gl =1 — — _ — — — Z —
f g h

Puc. 24. Tlpumep usepiuasama ajropurMa 3a Hajnazkeme MCST.

12345 7 9 10 11 12 13

avacbecdeh ..
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6.7. CBu majkpahu nmyreBu

Cana hemo pasmorpuTu npobseMm m3padyHaBama Hajkpahux myrteBa m3mely
ceaxa dea yBopa y rpady.

IIpo6aem. ar je reskmuacku rpad G = (V, E) (ycMepern nim HEyCMEPeHn) ca
HEeHeraTuBHUM TexkuHaMa, (iy>Kunama) rpada. Ilponaliu nyrese MUHUMAJIHE Jly KUHE
uzmely cBaka mBa 4BOPA.

[ToroBO, MOIMITO rOBOPUMO 0 HajKpahuM MyTEBUMa, TEXKWHE TPAHA 30BEMO [Ty KU~
nama. OBo je mpobieM HamaxKema cBUX Hajkpahux myreBa. 360r jeTHOCTABHOCTH
hemo ce 33710BO/BUTH HAJIAXKEHEM TyIKUHA CBUX HAjKpahux myTeBa, YMECTO CAMUX
nyresa. [IpernocraBbamo 1 je rpad ycmeper; ce mro he 6uTu pedeHo BaxKu 1 33,
neycmepene rpadose. Ilopen Tora, mpeTmocTaB/ba ce a Cy JAy’KWHe rpaHa HeHera-
TUBHE.

Kao u obuvHo, TOKyIIIajMO ca IMPEKTHUM WHIYKTUBHUM NpucTyrnoMm. Moxe ce
KOPHUCTATH WHAYKIMja MO OpOjy rpaHa mam 9BOpoBa. Kako ce memajy Hajkpahm
nyresn y rpady Imocne moaaBamba HoBe rpane (u,w)? Hopa rpaHa MoXKe Ipe CBera
Ja npeacrasiba Kpahu myT u3mehy uBopoBa u u w. Ilopen Tora, Moxke ce IpOMEHnTH
najkpahu myT uameljy mpousBosbHA ApyTra 1Ba YBOpA ¥ ¥ V3. [la 6um ce ycraHOBMIO
uMa JIi TIpoMeHe, Tpeba ca MPEeTXOIHO MO3HATOM HajMarOM JIYKHHOM IyTa Of U1
JI0 Vg yIOPenTH 30Up MyKUHA HajKpalier myTa o vy 10 u, Tpare (u,w) u JIy>KuHe
najkpaher myra o1 w A0 V2. YKYIHO, 33 CBAKy HOBY IDaHy HOTPeOHO je u3Bp-
umr O(]V[?) nposepa, na je cl10KeHOCT OBAKBOI AJINOPUTMA, Y HAJrOPEM CJIydajy
O(|E||V|?). Homrro je 6poj rpana majsumte O(|V|?), croxenoct osor anroputma je
o(IV|*).

Kako ce memajy Hajkpahu myTesu ako ce y rpad moma Hosu 4Bop u? IlorpebHo
je ma Hajupe mponahum ayxmHe HajKpahuWXx IyTeBa O U [0 CBAX OCTAJIHX TBOPOBA,
¥ o7 CBUX OcTtasmx 4BopoBa n0 u. Ilomro cy ayxwurHe Hajkpahux myTeBa KOju He
canpxke u Beh mosHaTe, HajKpahu myT O u 0 W MOXKeMOo 1a poHaljemo Ha cienehu
nauui. [TorpebHo je ga oapeauMo caMo TIpBY TpaHy Ha TOM TyTy. AKO je To TpaHa
(u,v), orma je mykuna Hajrkpaher myTa of u 10 W jemHAKA 30Uy JTy>KWHE TDAHEe
(u,v) m myxumne HajKpaher myTa o7 v 10 w, Koja je Beh mosuara. [orpebro je makme
Jla yIIOPeInMO OBe JIy’KWHE 3a CBE I'DAHE CyCeaHe ca U, u 13 MeDy muma n3abepemo
Hajmamwy. Hajkpahu nyr ox w 10 v Moxe ce nponaliu Ha ciudadH Ha4mH. Ajy TO
cBe HUje M0BObHO. IIOHOBO je moTpebHO 3 3a CBaKW Hap YBOPOBA MPOBEPUMO 1A
Jn u3Mely BUX 1mocToju HOBM Kpahu IyT KpO3 HOBH YBOP U. 3a CBaKa JBa YBODA
V] M Vg, 1a OM ce yCTAHOBUJIO MMA JIU ITPOMEHE, Tpeda ca MPEeTXOAHO MO3HATOM Ha-
jMamoM Jy>KUHOM IyTa O U1 10 Vg yHOpeawuTH 30up myxuHa Hajkpaher myra on
vy 10 u u gyxune Hajkpaler myTa ox u 10 ve. To je ykymno O(|V|?) uposepa u
cabuparba TTocje J10/IaBarba CBAKOT HOBOT YBOpA, Ta je CJIOXKEHOCT OBAKBOI' AJIrO-
purma y Hajropem caygajy O(|V[?). Ucnocrasma ce ma je edbuKacHnja HHIYKIHja
mo Opojy ¥BOpOBa HEro 1Mo Opojy rpana. MehyTum, mocroju jour 60/pa UHIYKTHBHA
KOHCTPYKIIH]a 33 PeIaBame OBOr mpobiema.

Nneja je ma ce He Mema 6pOj IBOPOBA WIIH TPAHA, HETO /13 C€ YBEIY OrPAaHNYIeha,
Ha THM J03BOJHeHUX TyTeBa. UHAyKIMja ce m3Boan mo omasgajyhem O6pojy TakBux
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6.7. CB1 HAJKPAhU IIYTEBU 157

OTpaHMYerha, TAKO Ja Ha Kpajy Josaze y 003up ceu moryhu nyresu. Hymepurimmo
gsopose o, 1 so |V|. IlyT o u mo w 30Be ce k-nym ako Cy peaHu OPOjeBd CBUX
9BOpOBA Ha MyTy (M3y3eB u U w) Mawu win jennaku ox k. Cnenujanno, 0-myT ce
cacroju camo oJl jenHe rpane (IOILITO Ce HU jeJaH APYTH YBOD HE MOZKE [10jaBUTU
HA LLyTY).

MuaaykTuBHA XUIIOTE3a. YMEMO 13 OIPeIuMO IyKuHe HajKkpahux myTteBa
u3melhy cBaka aBa 4BOpA, IIPU YeMy Cy J03BOJbEHU CaMo k-myTeBu, 3a k < m.

Baza waayknumje je caydaj m = 1, Kag ce pa3Marpajy caMoO AUPEKTHE T'paHe
1 pereme je ounrienno. llpernocTaBuMo fa je WHAYKTUBHA XUIIOTE33 TAYHA U 3
xohemMo ma je mpomwupumo Ha k < m. JenwHu HOBUM MyTeBU Koje Tpeba Ja pa3sMoT-
pumo cy m-muytesu. Tpeba ma nponaljemo Hajkpalie m-myreBe m3mely cBaka nBa
YBOpa ¥ a MPOBEPUMO 12 Jin OHU modosbmaBajy k-myrese 3a k < m. Heka je v,
49BOp ca peannm 6pojem m. IlpomsBosban HajKkpahu M-TIyT CAAPKHA V,,, HAJBUIIE jeI-
oM. Hajkpahu m-myT m3melly u u v cacrojn ce on majrpalier (m — 1)-myTa om u 10
Um, U Hajkpaher (m — 1)-wyTa o vy, 10 v. [Ipema MHAYKTHBHO] Xu0Te3M Mu Beh
3HAMO JIy:KuHe Hajkpahux k-myTeBa 3a k < m, 1a je TOBOJHHO Ha cabepemMo OBe JBe
ayskube (u 36up ynopeauMo ca JyxuHoMm Hajkpaher (m — 1)-nyra ox u 10 v) na
OrcMo TpoHANLTH AYKuHY Hajkpahier m-myra ox uw g0 v. OBaj amropuraM je Her-
10 6p2KM Of IPETXOAHOr (33 KOHCTAHTHH (DAKTOP), & JAKIIe ra je U Peajn30BaTH,
BUJIETH CJIUKY 25.

Ausropuram Svi_Najkr_putevi(W);

Vnasz: W (n X n Marpuna nOBE3aHOCTH KOja IPEACTABIba, TEXKUHCKA rpad).
{W|z,y] je rexkmna rpane (x,y), aKO OHA IIOCTOjH, OAHOCHO OO y HPOTHBHOM. }
{Wlz, x| je 0 3a ce aBOpOBE T}

WNsnas: Ha kpajy marpuna W cagpsxu ayxwune Hajkpahux myresa.

begin

for m :=1 to n do {mmayxnuja je mo mapamerpy m}
for x :=1 ton do
for y :=1ton do
if Wiz, m]+ W[m,y] < W|z,y] then
Wle,y] i= Wiz, m] + Wm, ]

end

Puc. 25. Anropuram 3a HajaxKeme JAyKUHA CBUX Hajkpahux
nyTeBa y rpady.

YHyTpaliibe jJBe IeT/be KOPUCTE Ce 33 IIPOBEPY CBUX NAPO6G UBOPOBA. 3araxKa
ce J1a ce 0Ba MPOBEPA MOXKE M3BPIIABATH CA MAPOBUMA YBOPOBA MPOM3IBOJLHUM De-
JIOCJIEZIOM, jep je CBaKa mpoBepa He3aBucHA o/ ocrannx. OBakBa (DIeKCHOUTHOCT je
BaxKHa, Ha, MPUMeEp, KO/ TAPAJIETHUX aJTrOPUTAMA.
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158 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

CutoxkenocT. 3a CBAKO M aJrOPUTAM U3BPIIABA jJeTHO cabUpame U jeJHO YIo-
pehuBame 3a cBaku map 9BOpoBa. Bpoj kopaka unayknumje je |V|, na je ykynan 6poj
cabuparma, OTHOCHO yrnopehusama, majsume |V |3, TIpuceTnMo ce ma je BpeMeHCKa
CJIOYKEHOCT aJITOPUTMA 33 HAJAXKehe MyKWHA HajKpahux ImyTeBa Off jeIHOr YBOpPa
O(|E|log|V]). Ako je rpad rycr, na je 6poj rpana Q(|V|?), onza je ouncanu asro-
puTaM ebUKACHUjH OJT M3BPIABAKA 33 CBAKY YBOD aJITOpUTMAa 3a Hajkpahe myTese
on maror upopa. Mako je moryhe peammsoBaTu asropuraM 3a Hajkpahe myTese o
jemmor wsopa ciokenoctu O(|V|?) (Bugern zamatax 6.31), a Tume m aaropuram
croxeroctn O(|V]?) 3a manazkeme cBux Hajkpahnx pacTojamba, aaTOPHTAM U3 OBOT
ofiesbKa, ol je 3a rycre rpadose 300r cBoje jemHocraBHe peasmsaruje. C apyre
cTpane, ako rpad muje rycr (nma uma ua npumep O(|V]) rpana), ouga je 6o/ba Bpe-
mencka caoxkenocr O(|E||V|log |V]) suwe (]V]) nmyra ynorpeb/beHOr aaropurMa 3a
Hajkpahe myrese of jeHOr YBOpA.

6.8. TpaH3UTHUBHO 3aTBOPEH-E

Ba sagzarn yemepenn rpad G = (V, E) meropo TpaH3UTHBHO 3aTBOpPEH€
C = (V, F) je ycmepenu rpad y kome rpana (u, w) uaMely 4BopoBa 4 U W MOCTOjU
ako u camo ako y GG mocroju yeMmepeHu myT of u a0 w. IlocToju MHOrO mpumena
TPAH3UTUBHOT 3aTBOPEIHA, A jé BaXKHO HUMATH e(DUKACHU AJTOPUTAM 33 HErOBO
HAJIAXKEThe.

IIpo6aem. ITponahu TpaH3UTUBHO 3aTBOPEmE 33,1aTOT yeMepeHor rpada G =
(V. E).

Osaj npobnem pemmhiemo peaykunujom (ceohemem) na apyru npobiem. JIpy-
UM pevdnMa MmokazaheMo KakKo ce MOKe TPOU3BOJbHHU YiIa3 3a MpobJieM TPAH3UTHBHO
3aTBOpEE CBECTH HA YJIa3 33 Apyru mnpobiem, Koju ymemo ja pemnumo. [locse Tora
perrierbe Apyror mpobaema TpanchOPMHUIIIEMO y perrerhe mpobieMa TPaH3uTHBHOT
3arBOpema. [Ipobem o0 KoMe je ped je Hanaxxeme cBux Hajkpalinx myresa.

Heka je G' = (V, E’) xommiernn ycmepern rpad (rpad Kof Kora 3a CBAKHU map
IBOPOBa TOCTOje 06e rpane, y oba cmepa). I'panu e € E' momemyje ce ayxuna 0 ako
je e € E, ogrocuo 1 y nporusroM. Caga 3a rpad G’ pemasamo mpobiaeM HaTaKemba,
cBux Hajkpahux nyresa. Ako y G nocroju uyr usmehy v u w, onsa je y G’ merosa
nyxxunua 0. IIpema Tome, myT uzmely v u w y G mOCTOjU aKO U CAMO aKO je JyKUHA
najkpaher nyta msmely v m w y G’ jemnaka 0. JIpyruM pedmMa, pememe mpod-
JeMa CBUX HajKkpahmx MmyTeBa HEIMOCPEIHO ce TpaHcGOpMHUIIe y perrermne mpobreMa,
TPAH3UTHBHOT 3aTBOPEHA.

Nneja xopumhema peayknuje jeaHor mpodaeMa Ha JPYTH JeTa/bHHjE je pas-
pabena y mormaespy 10. OBae peayKIujy KOPUCTHMO Ca IUJBEM I3 jé K0 TEeXHUKY
HIIyCTPYjeMOo Ha jeqHOCTABHOM IIpuMepy. Huje Temko npenpasuTy aaropuram 3a cBe
Hajkpalhe myreBe, Tako Ja JMPEKTHO perraBa IpobseM TPaH3UTUBHOI 3aTBODEHA,
BUJETH CIUKY 26.

YumbeHura 1a MOXKEMO J1a CBeIEMO jeaH npobjieM Ha IPYTd 3HAYU JIA je MPBU
mpobyieM OMIITHjU Of, IPYTOT, OJHOCHO Ma je APYru MpobjeM CrenujaaHu cayyaj
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6.8. TPAH3UTUBHO 3ATBOPEIHE 159

Agnropuram Tranzit_zatvorenje(A);

Vnas: A (n X n Marpuna NOBE33aHOCTH KOja IPEACTABIbA yeMepeHu rpad).
{Alz,y] je true ako rpana (z,y) npunaga rpady, ogaocHO false y mpoTuBHOM. }
{A[z, z] je true 3a cBe uBOpOBE =}

WUsmas: Ha xpajy marpuna A npeacras/ba TPAH3UTUBHO 3aTBOPEmE rpada.

begin

for m :=1 to n do {mEmyxmuja je mo mapamerpy m}
for x :=1 ton do
for y :=1 ton do
if Alz,m] and A[m,y] then Alz,y] := true
{oBaj KOpak je mompapsbeH y caemaehem amropuTmy }

end

Puc. 26. AsropuraM 3a HaJaKeme TPAH3UTUBHOL 3aTBOpEHA rpada.

npsor. OBUYHO Cy OIIITHja pellemha CKYIJba, CJoXKeHuja. Mu cMo BHIean MHO-
ro MpuUMepa T7e je ONIMITHju MpobjeM JIAKINe PEeNuTH; UhakK, Ja ONCMO BHIIE J0-
Omn, MOpaMo BuIlle 1 Ja miaarumo. [locae kopumhema peayKimje mpernopydbuBO
je TOKYIIaTh ca IOIPaBKOM JA00MjEHOr pelrema, KOPUCTenu crernjasne ocobnne
npobiema.

Pasmorpumo ocHoBHE KOpak ajroputma, mapenbdy if. Oma ce cacroju onm e
nposepe, A[z, m| u A[m,y]. Hemro ce nmpemysnMa caMo ako ¢y 06a yCI0Ba HCITyHhe-
na. OBa if wapenba m3BpIaBa ce n myTa 3a cBaku map usoposa. CBaka mompaska
oBe HapemOe Bommiaa Ou OMTHO] TOIpaBIM AAropuTMa. Mopajy /u ce CBaKH IIyT
posepasaru 00a ycaosa? IIpBa mposepa 3aBucu camo oj1 & U M, a JApyra 3aBUCH
caMmo of m u y. 3060T TOra ce IPBA MPOBEPa MOXKe 33 (PUKCUPAHE T U M U3BPIIUTH
camo jenuoM (ymecro n myra). AKO IPBU YCJIOB HUje UCIYE-EH, OHJA Ce IPYTU He
MOpa TPOBEPABATH HU 34 jeJHY BPEIHOCT Y. AKO je Imak mpBU yCIOB UCITYHEH, OHIA
ce HEeroBa UCMyHEeHOCT He MOpa MOHOBO mpoeepaBaru. OBa mpomena je yrpahena y
MODOJBIIAHN AJTOPUTAM Ha CIAUy 27. ACHMITOTCKA CIOXKEHOCT OCTaje HelpOMEeH-
jeHa, aju ce aJaroOpUTAM W3BPIIABA MPUOJIMKHO B MyTa OpXKe.

Peasmzanmja. Peanuzanuja anropurMma je gupekTHa. Pe3yaTar yHyTpallibe
nersbe je Ja je Ha BpcTy T Marpuie A npumermena or (uiu) onepanuja ca BPCTOM
m (eslemenar 10 ejgeMenar). Muoru padynapu Mory ja u3Bplie UCTOBPEMEHO BULLE
OGuTckux omeparuja or. 300r TOTa ce Or Ormepanuja ca BPCTaMa MOYKE U3BPIIUTH
Op2Kke Hero BuIlle OUTCKUX Or oOrepardja. Y Mpakcy je makie 6poj or omepanmja
n?/w, rae je w BemwuMHA pedn Ha padyHapy (6poj 6HTa Ha Koje ce MOyKe HCTOBpe-
MEHO HpuMeHuTH Or onepanuja). OBO je BPJIO jeJHOCTABAH IIPUMED MAPATIETHOT
aJIrOpUTMA.
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160 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

Agnropuram Tranzit_zatvorenje2(A);

Vnas: A (n X n MaTpuna MOBE33aHOCTH KOja IPEACTABIbA yeMepeHu rpad).
{Alz,y] je true ako rpana (z,y) npunaga rpady, ogaocHO false y mpoTuBHOM. }
{A[z, z] je true 3a cBe uBOpOBE =}

WUsmas: Ha xpajy marpuna A npeacras/ba TPAH3UTUBHO 3aTBOPEmE rpada.

begin

for m :=1 to n do {mEmyxmuja je mo mapamerpy m}
for x :=1 ton do
if Az, m] then
for y :=1 ton do
if Alm,y] then Az, y] := true Alx,y]=A[X,y] or Alm,y]
end

Puc. 27. Ilobosmuianm aaropuram 33 HAJIAIKEHE TPAH3UTHBHOT
3aTBOpema rpada.

6.9. YnmapuBame

3a szamaru meycmepenu rpad G = (V) E) ymapusame je CKyn JACjyHKTHUX
rpana (rpana 6e3 3ajenHuYKUX YBOPOBA). OBO UME OTHYE O YUEHEHUIIE I3 CE TDAHE
MOy CXBATHUTH KaO MAPOBH YBOPOBA. BUTHO je Ja CBaKWM YBOD MPHUIIAJIA HAjBHIIIE
jeTHOj TpaHM — TO je MOHOTaMHO yIapuBame. UBOp KOjU HUje CyCcelaH HU jeTHO]
I'DaHu M3 yIapuBamba 30Be Ce HEYIIAPEHM “BOD; Kayke ce Takohe Jla YBOp He Mpu-
naga ynapusamy. CaBpIllleHO yIrapuBambe je yIapuBame y KOMe CY CBU YBODOBU
ynapean. OONTUMaIHO yIAPUBAIbE je yIapuBambe ca MAKCUMATHAM OpojeM rpana.
MaxkcumaiaHo yIIapuBame je TaK yIapuBambe Koje ce He MOXKe IMPOITUPUTH J0/a~
BarbeM HoBe Tpane. [Ipobaemu Koju ce CBOJIE Ha yITapUBambe T0jaBJbyjy ce y MHOTHM
cuTyarmjaMa, He caMo conujaaHuM. Mory ce ymapuBaTu pajHUIN Ca PATHUM MeC-
THMa, MallluHE Ca JeJOBUMA, IPyIe CTYIEHATA Ca YUMOHHUIAMA, UT/I.

IIpobmem HaMaKEHa ONTUMAJIHOD YIIAPHBAaIba 33 MPOU3BOHAH Tpad je TeKaAK
npobiem. Y OBOM OJie/bKy OrpaHmydnhemMo ce Ha IBa CrenujaiaHa caydaja. lIpsu on
IbUX HHje TAKO BazKaH — PaJIH ce O yIapHUBamy y BpJo ryctum rpagosuma. Mebhy-
THM, peniemhe TOT TpobiemMa WIyCTpyje MHTePeCAHTaH TIPUCTYT, KOjH Ce MOYKe YOII-
ITUTH A3 OU ce JOIIIO0 A0 pelnema npobreMa ynapuBama 3a ournaptuTae rpadose.

6.9.1. CaspiiieHo ynapuBambe y BpPJIO I'ycTUM rpacdoBuMa. Y OBOM IIpU-
Mepy pa3MoTpuNeMO CIeInjaIaH CIyvaj MpobiaemMa CaBpIIeHor yiapuBama. Heka je
G = (V,E) meycmepenn rpad xox kora je |V| = 2n m crenen cBakor 4Bopa je
6ap n. [Ipukazahemo anropuram 3a HANIAYXKEHE CABPIIEHOr YIIAPUBAKHA ¥ OBAKBUM
rpadosuma. Iocrennna je na ako rpad 3a70Bo/baBa HABE/IEHE YCJIOBE, OHJIA V Hhe-
My YBEK IIOCTOjU caBpIieHO yrnapusame. KoprucrnhemMo HHAYKIHjy 10 BEAMYUHA 1M
ynapuBama. ba3zuu ciaydaj m = 1 pemasa ce hopMupameM yIapuBamba BEJIUIUHE
jemam on mpom3BosbHE Tpame rpada. ITokazahemo ma ce MPOM3BOBHO YIIAPUBAMHE
KOje HHUje CABPINEHO MOKe TIPOITUPUTH WJIN JTOJABAKEM jeIHe TPaHe WU 3aMeHOM
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6.9. YVIIAPUBAIGE 161

jesHe rpaHe nBeMa HOBMM rpaHama. ¥ oba ciaydaja nosehaBa ce BeJIMYMHA yIHIApH-
Bamba 3a jeJIaH.

IMocmarpajmo ynapusame M y G ca m rpana, npu demy je m < n. Hajope
MIPOBEPABAMO CBe IpaHe BaH ymapuBama M 1a yeCTaHOBAMO Ja JIH Ce HEKA OJT FbUX
Moxke gogaru y M. Ako nponaljemo TakBy rpany, 1pobseM je pelieH — HaljeHo
je Behe ymapuBame. ¥ mporusHOM, M je MakcumanHo ynapueame. Axko M Huje
CaBPIIEHO yIapuBame, [oCcToje 6ap /[Ba HeylapeHa 4Bopa v; u vz. U3 ta nBa uBo-
pa o MpeTnoCcTaBIM W3Ia3u HajMame 2n rpana. Cee Te rpaHe BoJe Ka yHAPEHUM
4BOpOBUMA (y NPOTUBHOM OU Ce y ylapuBare MOIJIA JIOJATH HOBA I'PAHA, CYIPOTHO
LIPeTHOCTaBIy Ja je 0HO MakcuMasiHo). [lourro y M uma mambe o n rpana, a u3 vq u
vg m3sa3u 6ap 2n rpaHa, y ynapusamy M mocroju rpana (up, us) Koja je cycemHa ca
("nmokpusa”) Gap Tpu rpaHe U3 v1 U V. llpernocraBumMo, 63 CMamEeha, OMIITOCTH,
Ja cy 1o rpare (u1,v1), (u1,v2) u (ug,v1), Bugern cauky 28(a). Jlako je Bumern j1a
ce ykmamameM rpane (u1,us) m3 M, u momaBameM JBejy HOBUX TpaHa (U1, v2) M
(u2,v1) mobmja Behe ymapupame, cimka 28(06).

Puc. 28. TlpommpuBame ynapuBamba.

Onucanu asropuTaM je jOIl jelaH TPUMED TMOLAENHOZ MPUCTYHA. Y CBAKOM
KOpaKy IPOIIAPUBaha YIIAPHUBaha 33 jeIHY T'PaHy YKJ/bYU€HO je HajBUIIIE TPH I'PAHE.
Y 0BOj curyanuju je TO OMIIO0 JOBOJHHO; MEDYTHUM, y OIIITEM CIyYajy j€ HAIAKEIHE
IOOPOT yIapuBakha TeXW MpobsieM. Y K/BYUNBAKE jeqHe TPAHEe y YIIAPUBAKE YTHUIE
Ha U300p APYruX rpaHa 9ak W y yaasbernuM nesosuMma rpada. [lokazahiemo cama
KaKO C€ OBaj MPUCTYIl MOYXKe MPUMEHWUTH Ha JAPYTHU CIENUjaJTHU CIy4daj mpodsema
yIAPWUBAHA.

6.9.2. Bunaprturho ynapusamwe. Heka je G = (V, E,U) 6unaprurau rpad
y koMme cy V u U IucjyHKTHU CKYIIOBM YBOPOBA, a I je CKym rpaHa Koje TOBe3Yjy
Heke YBOpoBe u3 V' ca HekuM uBopoBuMa u3 U.

ITIpo6aem. Ilponahu ynapusame ca MakcuMaaHUM OpojeM rpaHa y OumapTut-
nom rpacdy G.

Jenan o mauwnHa na ce dpopmysuiie npobsem je crenehu: V je ckym meBojaka,
U je ckyn maaguha, a E je ckyn ”norenumjanuux’ naposa. Uwib je mom oBum
ycaoBuMa, odpopmutr mito Behu 6poj maposa mmagunha u geBojaxa.

Hupekran npuctyt je GoOpMUPATH TAPOBE ¥ CKIIAIY €A HEKOM CTPATECHjOM, JI0
TPeHyTKa Ka/1 JaJhba yrapuBama Butiie Hucy moryha — y vagun na he vam crparernja
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00e36eIUTH ONTUMAJIHO WU pelneme OJucko omrumaaaoM. Moxke ce, Ha mpumep,
MOKYITIATY Ca, TIOXJIEITHUM PUCTYIIOM, yiapyjyhiu Hajupe 9BOpoOBe MaJjIOr CTENEHA, ¥
naau g2 he nmpeocrasu YBOPOBU U y KacHUjuM (pa3amMa UMATH HEyIIapeHe mapTHEPE.
pyrum pednma, HajIIpe yIapyjeMo CTHIJbUBE 0cO0e, OHE Ca Mame MO3HAHCTABA, & O
ocrasuma OpUHEMO KacHuje. Y MECTO Ja ce OABMMO aHAIM3aMa OBAKBUX CTPATErH]a
(1170 je Texkak mpobieM), mokymaheMo ca MTPUCTYIOM KOPUITNEHUM KOJI TIPETXOIHOT
npobsiema. IlpernocraBuMo ja ce mojia3u oJ, MAaKCHMAJIHOT YIIApUBakha, KOje He MO-
pa 6uTH ONTHMAJIHO ynapubame. MozkeMo Jin ra Hekako nonpasuru? Iloriaenajmo
npumep Ha cauim 29(a), Ha KOMe je yliapuBarbe NPUKA3aHO 0Je0/baHuM IPAHAMA.
Jacuo je ma ce ymapmpame Mozxke nmoeharm 3amenoMm rpame 2A ca ape rpame 1A n
2B. OBo je TpaucdoOpMalnja CIMIHA OHOj KOjY CMO MPUMEHUJIN Y MTPETXOTHOM TPOb-
snemy. MehyTuM, He MOpaMO ce OTPAHNYUTH 3aMEHAMa jeJiHe TpaHe J(BeMa rpaHama.
Axko nporaljeMo cudHy cuTyalmjy v K0joj ce Hekux k rpaHa Mory 3aMeHuTH ca k—+1
rpana, godmjamo amaropuram Behmx moryhmoctn. Ha npumep, ymapuBame ce MOKe
nasbe nopeharu 3amenom rpana 3D u 4F ca tpu rpane 3C, 4D u 5E, cauka 29(6).

4 5 6

1 2 3 4 5 6
/ / / \ /
/ / \
/ : /7 \\ \ /
/ // / \ \\ //
// /) \\\ \ //
/ L \ \ 1/

A B C D FE F

(a) (6)

Puc. 29. IIpommupusame OUDAPTUTHOT YIAPUBAA.

Pa3zmorpumo meraspuuje ose Tpancdopmarnuje. llum je moseharn 6poj ymape-
HUX YBOpOBAa. Ilona3zumo o HeymapeHOT YBOpA ¥ W TOKYITIABAMO [Ia Ta YIapuMo.
[Tomro mosiazumMo of MAKCHMAJIHOT ylapHuBalba, CBU cycenu dBopa v cy Beh yna-
penu; 300r TOra CMO MpuHyDeHU J1a U3 ynapuBama YKJIOHUMO HEKY OJ IDaHa Koje
?nokpuBajy”’ cyceme v. IlpermocraBumo ma cMoO m3abpaan UBOp U, CYCedaH ca v,
KOjU je TIPeTXO0HO OUo yrmapeH ca YBOpOM w, Ha npuMep. Packumgamo ynapuBame U
ca w, u yuapyjemo v ca u. Caja upeocraje ja npodaljemo napa 3a 4sop w. Ako je
W TIOBE3aH TPAHOM €A HEKWM HEYTIAPEHUM YBOPOM, OHJA CMO MOCTUTJIH 1IAJb; TAKAB
je 6o TIPBU OJT TOPIHLUX CIyUajeBa. AKO TO HUje CIy4aj, OHJA HACTAB/HAMO JAJbe Ca
pacKuIameM mapoBa u POpMHUPAI-EM HOBUX HapoBa. Jla 6ucMo Ha OCHOBY OBE HIeje
KOHCTPYHCAJIN aJTOPUTAM, TOTPEOHO je 13 ypaanuMo ABe CTBAPHU: 13 06e30eauMo 12,
ce MPOIe/lyPa yBEK 3aBPIIaBa, U JIa MOKAXKEMO JIa aKo je mobosbiiame Morylie, oH1a,
he ra mpouenypa curypuo npouahu. Hajnpe hiemo dopmanuzoBaru HaBeneHy umaejy.

Anrepanpajyhm myr P 3a naro ynapusame M je myT 01 HEYIAPEHOT YBOPA
v € V 1o meynapenor usopa u € U, npu yemy cy rpane nyra P Ham3MeHUYIHO y
E\ M, omaocro M. [Ipyram peunma, mpsa rpana (v,w) myra P we nmpumama M
(jep je v meymapen), npyra rpasa (w,z) npunaga M, mw Tako majbe J0 MOCTENmbe
rpaue (z,u) myta P koja me npunaga M. 3amasuMo 1a ¢y ympaso aarepuupajyhn
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6.9. YVIIAPUBAIGE 163

MyTEeBU y TOpHUM ITpuMepuMa omoryhasasu nosehasame ynapusama. bpoj rpana
uHa nyty P mopa Outu Henapas, jep P monasw u3 V u 3aspmasa y U. [lopes Tora,
mehy rpamama myta P, rpama y F \ M wwma 3a jemny summe ox rpana y M. Tpema
TOME, aKO M3 ymapuBamba m3bamuMo cBe rpane P koje cy y M, a yKbydIuMO cBe
rpane P koje cy y E\ M, nobulieMo HOBO ylapupambe Ca jeJHOM IPDAHOM BUILE.
Ha npumep, npsu anrepuupajyhiu myt kopurnhen 3a nmosehame ynapuBarma Ha CJIM-
mu 29(a)) 6uo je (1A, A2,2B), u ou je omoryhno 3ameny rpame A2 rpanama 1A
u 2B; apyru anrepuupajyhu nyr (C3,3D, D4,4E, E5) omoryhiuo je 3ameny rpana
3D u 4F rpanama C3, D4 u E5.

JacHo je ma axo 3a maro ymapusBame M moctoju anrepHupajyhm myt, omma M
HE MOYKe OMTH ONTHUMAJIHO yrhapubame. Vcmocrassba ce 1a je u oOpHyTO TBplheme
TAIHO.

Teopema 6.1 (Teopema o anrepuupajyliem nyry). Ynapusare je onmumaano
aKO U CAMO GKO HeMa aAmeprupajyhiur nymeesa.

Jokaz he 6butu mar Kao mocaenuna ommrujer TBphema y cienehem omesbKy.

Teopema o anrepHupajyfieMm 1yTy AMPEKTHO CyDEpHILEe AJrOPUTAM, jep HPOu3-
BOJBHO yIIapUBae KOje HUje ONTUMAJIHO UMa, alTepHupajyhu myT, a asrepaupajyhu
nyT faje nosehiaHo ynapuBame. 3ao4ubeMo Ca HOXJIEITHUM aJropUTMOM, 10/ajyhu
rpaHe y ymapuBame cBe 70K je To Moryhe. OHa mpenasuMo Ha TPaKeme alTepHu-
pajyhux myreBa u moehaBame ynapusama, CBe J0 TPEHYTKA KaJ BUIIE HEMa aJl-
repuupajyhux myresa. obujeno ynapusame je Tama ontumastao. Ilomro anrepan-
pajyhu nyt nmosehama ymapuBame 3a jefHy TDaHy, a y yIapUBamby HUMa HajBUIIE
n/2 rpana (rze je n 6poj uBoposa), 6poj ureparuja je vajsuiie n/2. Ipeocraje jor
jeaan mpobyieM — Kako MpoHaMa3uTu aarepaupajyhe nyrese? OH ce MOXKe permTu
na cienehn nauun. Tpancdopmumenmo neycmepenu rpad Gy yemepenu rpad G
yemepaajyhu rpare w3 M on U xa V, a rpare w3 E\ M ox V xa U. Couka 30(a)
npUKa3syje TmoNa3H0 MAKCUMAJHO yIapuBambe 3a rpad ca cauke 29(a), a ciuka 30(6)
npukasyje onroeapajyhu yemepenu rpad G'. Anrepmupajyhu nyt y G Taga onro-
Bapa yCMEpEeHOM IyTy of HeynapeHor usopa y V' no neynapenor usopa y U. Takas
yCMEpeHH MyT MOzKe ce mpoHahwm 6mmI0 KOjuM mocTymkoMm obmmacka rpada, HIp.
nomohy DFS. Cnoxenocr obmnacka (mperpare) je O(|V| + |E|), ma je ciokenoct
anropurma O(|V|(|[V| + |E])).

6.9.2.1. Iobomware. Tlomro koMmneran obunazak rpada y HAjTOpeM CIydajy
MOZKe JIa TPaje KOJIMKO U HAJIAXKEIhe Je/IHOT ITyTa, MOYKE Ce TOKYIIIATH Ca HAJIAZKEheM
BHIIe anTepHnpajyhux myresa jequaoM mperparom. IlorpebHo je, mehyrum, na Oymae-
MO CHUTYPHU JIa OBH IIyTEBH HE MEH3ajy je/laH Apyror. JeJaH HAYWH 13 Ce TAPAHTYje
HE3aBUCHOCT TAKBUX aJTepHUPajyhux myTeBa je yBoheme OrpaHuYerna 1a CKYNOBU
YBOPOBA HA MOJEJMHUM MyTEeBUMa OYIy JUCJYHKTHU. AKO Cy TyTEBU JIUCjyHKTHH,
OHJIa YTHYY HA YIApUBahe PA3JIMYUTHX YBOPOBA, 114 €€ MOI'Y HCTOBPEMEHO HCKO-
puctutu. HoBu, mobospimanu ajropuraM 3a HAJAXKEHe anTepHupajyhnx myresa je
cnenehn. Hajupe npumersyjemo BFS na rpad G’ oxn ckyna HeynapeHHX 4BOpoBa y
V', cnoj mo cnoj, 10 cioja y kome cy nponahenn neynapenu asoposu u3 U. 3arum u3
rpada WHIYKOBAHOT MPETPATOM Y NTUPUHY BAINMO MAKCUMAAHY CKYTT TUC]YHKTHUX
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Puc. 30. Hanaxeme anrepampajyhux myresa

nyresa y G, kojuma oarosapajy anrepuupajyhiu nyresu y G. To ce uzsogu npo-
HasiaXkerheM TIPBOT TyTa, YKIAmharmheM HheroBiuX YBOPOBA, MPOHATIAKEHEeM HAPeTHOT
yTa, YKJIABABEM HErOBUX YBOPOBA, UTI. (PE3yJITaT HUje ONMUMLAHY, HETO CAMO
MaKCUMaJIHU CKyl). BupaMo MakcumaJjnHu cky, 1a GUCMO TI0CjIe mperpare J1o6uim
mTo Behe ynapuBare; CBAKM HOBU JIUCjyHKTHU TyT noBehasa ynapuBame 3a jemHy
rpany. Ha kpajy mosehaBamo ymapuBarmbe Kopumhierem mpoHal)eHOr CKyTma Iuc-
jyHKTHEX myTeBa. IIporec ce HacTaBsba cBe 10K je moryhe mporahm anrepuupajyhe
nyTeBe, OMHOCHO JOK je v rpady G’ Hekn neynapenu 4ysop u3z V I0CTUIKAH U3 HEKOT
Heymnapenor sopa u3 U.

Cutoxenoct. Hcnocrassba ce 1a je y moOObITAHOM AJTOPUTMY OPOj UTEpAIn]ja
O(\/|V|) y majropem cayuajy (Xonkpodr u Kapn 1973, Hopcroft, Carp : OBO
rBpheme majemo 6e3 n0ka3a). YKYIHA BPEMEHCKaA CI0KEHOCT AJrOPUTMa, j€ JAKJe

O((IV]+ ENVIV).

6.10. TparcnOopTHE MpeKe

IIpoGmem TpaHCIOPTHE MperkKe je jedaH oI OCHOBHHX MPODJIeMa y TEOPHjH Tpa-
doBa n KoMOuHATOPHO] onTuMu3anuju. UureH3usHo je mpoyvasan Butie o7 40 rogn-
HA, Ta Cy 33 IHera Pa3BHUjeHN MHOTU AJITOPUTMU W CTPYKType momaraka. IIpobiaem
UMa, MHOTO BapHjaHTH W yormremna. OCHOBHA BapHjaHTa mTPoO/IeMa TPAHCIIOPTHE
Mpexe Moxke ce dopmynucaru Ha caenehw maumn. Heka je G = (V) E) ycmepenn
rpad ca aBa mocebHO M3ABOjeHa 4BOpa, S (u3BOp), ca yuaasuum crenenom 0, u t
(nonop) ca uznazuum crenesoM 0. Ceakoj rpanu e € E upuapykeHa je NO3UTUBHA
rexxkuna ¢(€), Kamamurer rpade e, Kananurer rpade je Mepa TOKa KOju MOzKe 6urn
MPOTYINTEH KPO3 IPaHy. 3a OBaKaB rpad KaxkeMmo na je Mmpexka. 300r yaobHOCTH
ce Herocrojefinm rpanama monemyje Kanarmurer 0. Tok je dyuknuja f nedunucana
ma F koja 3amoBosmasa cimeaehe ycmose:

(1) 0 < f(e) < c(e): TOk Kpo3 MPOM3BOJBHY I'DAHY HE MOXKE JIA MPEMAIIH
HeH KalaluTeT;
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6.10. TPAHCIIOPTHE MPE>KE 165

(2) 3a cee v € V \ {s,t} je >, flu,v) = >, f(v,w): yrkynan 1ok Koju
yJla3W y NPOM3BOBHU YBOP U jeJHAK je YKYIHOM TOKY KOjU U3Ja3u U3
wera (”HeCTUI/BUBOCT” , 3AKOH 04YyBaiba, OJIHOCHO KOH3EPBAIIUje TOKA.).

OBa sBa ycaoBa uMajy 3a MOCIEAUILY 12 je YKYIaH TOK KOjU M3Ia3u U3 S jel-
HAK YKYIIHOM TOKY KOju ysia3u y t. ¥ TO ce MOXKEeMO yBepuTHu Ha caenehn HavYuH.
Veemhiemo Hajupe nojam mpeceka. Heka je A mpomssosban mogckyn V' Takas ga
canpxu S, a He caapxu t. O3naunmo ca B = V' \ A ckyn npeocrajux 4BOpOBa.
Ipecek ompehen ckymom A je ckyn rpana (v,u) € E raksux na v € Au u € B.
NurynTuBHO, IpEceK je CKyI rpaHa Koje pa3aBajajy s ox t. Uuaykmnmjom mo 6pojy
4BOpOBa y A JIaKO ce MoKa3yje Ja YKyIIaH TOK Kpo3 mnpecek He 3apucu oi, A. Cueru-
jammo, 3a A = {s} npecek ofyxBara rpare Koje m3nase u3 s, a 3a A = V'\ {t} mpecek
YnHe TpaHe Koje ymase y t. [Ipema ToMme, yKymaH TOK KOju W3JIa3UW U3 S jeJTHAK je
YKYITHOM TOKY KOju yJia3u y t. Ilpobsiem Koju HaC 3aHMMA je MAKCUMHU3UPAIHe TOKA.
VY caydajy Kam cy KamaluTeTHd IPaHa PeaiHd OPOjeBu, HUje OYUTJIETHO YaK HU I3
MaKCHMAJIHU TOK YBEK MOCTOju; moka3alieMo 7a OH yBeK MOCTOju. Jeqan HavYuH 13
ce OmmcaHu mMpobeM CXBATH Kao peasaH pu3maku mpobieM, je Ja 3aMHCIUMO 11
Mpexy 4uHe 1eBu 3a Boiy. CBaKa 11€B Ma CBOj KALAUMTET, & YCJI0BU KOje TOK Tpeba,
na 3amo0Bosbu cy npupogaau. [uss je "poreparn” kpo3 Mpexy mro ey koguwauny
BOJIE V JeIVHWIIM BpEMeHa.

ITokazahemo Hajupe ma ce mpobaeM OHUIAPTUTHOT YHAPUBAHA MOKE CBECTH
Ha mpobeM MPEXKHOT IMPOTOKa. 1o MOXKe Ha MPBH IOIJVIE A3 H3TIena 6ECKOPUCHO,
IIOITO Beh 3HAMO /13 PEITHMO MIPOOIEM yIIapUBamba, a He 3HAMO PeIlemhe mpodaema
TPAHCIIOPTHE MpeXe — PEeIyKIMja je makje y morperHoM cmepy. Mehyrtuwm, 3a
pernaBame mpobieMa TPAHCIOPTHE MpeXKe MOXKE € MPUMEHUTH MOCTYIAK CIMIaH
MOCTYTIKY 33 HAJAXKEHe OUITAPTUTHOT YIAPUBAKHA.

Bagarom GumapruraoMm rpady G = (V,E,U) y kome Tpeba nponahu ymapu-
Bawe ca Hajpelium mMoryhum Gpojem rpana (ONTUMAaJIHO yHAPUBAIHE) J0AAJEMO /1B
HOBA YBOPA S U t, TOBE3YjEMO S TPAHAMa, C& CBUM YBOPOBHMA u3 V', a CBE YOpOBE U3
U mosesyjemo ca t. Oznaummo gobujenu rpad ca G’ (Bugern camky 31, Ha K0joj cy
CBe rpaHe yCMepeHe CJieBa yaecHo). I1omTo cBuM rpaHaMa JIOIeJIMMO KaanureT 1,
nobujamo peryiaapan mpobiem TpaHcnoprHe Mpexke Ha rpady G’. Heka je M neko
ynapuBame y G. Ynapusatby M Moxke ce HA TPUPOJAH HAYUH MPUIPYKUTH TOK Y
G'. Honemwyjemo tox 1 ceum rpanama u3 M u cBuM IpaHama Koje S wiu ¢ 10Be3yjy
ca ymapeHuM 9BopoBuMa. CBUM OCTAIUM T'paHaMa goaesmyjeMo Tok 0. YKymaH TOK
jenHak je Tana 6pojy rpana y ynapusamy M. Mozxke ce nokazaru na je M ontumar-
HO yIapuBaime ako U caMo ako je oarosapajyhiu nenobpojuu Tok y G’ onrumainan.
Y jennom cMmepy [OKa3 je jeJHOCTABAH: KO je TOK ONTHMAJIAH W OJrOBapa yIapu-
Bamby, OH/IA ce He MoxKe Hahu Behe ymapuBame, jep 6u My omrosapao Behu Tok. Ha
O6UCMO M3BeJSM J0Ka3 y JPYrOM CMepy, MOTPeOHO je Ja HeKAKO MPUMEHUMO WJIejy
anTepHupajyhinx myreBa HA TOK y TPAHCIOPTHO] MPEXKHU, W /14 MOKAXKEMO /13 aKO
HeMa, ajTepHupajyhux myresa, oHa je oaroBapajyhu TOK ONTUMAJIAH.

IloBehaBajyhu myT y omHocy Ha 33jaru TOK f je ycMepeHHU IyT on S 10 t,
Koju ce cacroju o rpana u3 G, He 06aBE3HO y MCTOM CMepy; CBaKa Ofl TUX TpaHa
(v,u) Tpeba 1a 3a70BOBY TAYHO jefaH on cieneha nBa ycaosa:


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight


166 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

Puc. 31. Csobeme OunmapTuTHOr ymapuBara HA, TPAHCIOPTHE
MpezKe (CBe rpaHe ycMepeHe Cy CJI€Ba YIECHO).

(1) (v,u) uma uctm cmep kao mwy G, u f(v,u) < c(v,u). ¥ tom cayuajy
rpana (v,u) je AupekTHa rpaHa J/lupekTHa rpaHa uMma kamaimurer sehu
0/l TOKa, 1a ce Moxe noseharu Tok kpo3 wy. Pazmuka c(v,u) — f(v,u)
30Be Ce CJIeK Te rpaHe.

(2) (v,u) mma cynporan cmep y G, u f(v,u) > 0. ¥ oBoM ciay4uajy Tpana
(v,u) je moBpaTHa rpana. JIeo TOKa U3 IOBPATHE TPaHe MOXKE ce " o3a-
jvuTu” .

IloBehasajyhu nyT je yommreme anTepaupajyher myra, m uMa UCTH CMHCAO 33,
TPaHCIOPTHE MpeKe Kao ajrepuupajyhin myT 3a OunmapTUTHO yrnapusame. AKO moc-
roju nosehasajyhu iyt y ogrocy ua tok f (ommnocuo f mosBosbaba nosehasajyhn
TOK), oHna f nuje ontumantu ToK. Tok f moxe ce noseharu nosehaBamem TOKa
Kpo3 nosehapajyhu nyT Ha cnemehm HaunH. Ako cy cBe rpane nosehasajylier mytra
JIMPEKTHE TPAHe, OHJIA Ce KPO3 HBbUX MOXKe MoBelaru TOK, TAKO /13 CBA OIPAHUYEHA,
" JaJbe ocTany 3amoBosbeHa. [loBehiame Toka je y oBOM ciydajy TadHO jeHAKO MUH-
uMagHOM cyieky mely rpanama myTa. Ciaydaj TOBPATHUX TPAHA je HEIITO CJIOMKEHMU-
ju, Buneru cauky 32. Ceaka rpaHa o3HadeHa je ca apa Opoja a/b, npu demy je
a Kamanurer, a b TpeHyTHU TOK. JacHO je ma ce yKylaH TOK He MOKe JUPEKTHO
moBeharwu, jep He MOCTOju YT O S A0 ¢ KOjU Ce CACTOJU CAMO Ol JUPEKTHUX IPAHA.
Nnax, nmocroju HAYMKH 14 ce yKynaH TOK moseha.

Iyt s —v—u—w—1 je nosehasajyhu myT. JlonyHcKn TOK 2 MOKe ce CIPOBECTH
20 w on s (2 je MMUHMUMaJIHM CJIeK Ha JAMPEKTHUM rpaHaMa 1o u). Tok 2 Mowxe ce
odysemu on f(w,u). Tume ce mOCTIKE 3370BObERE yCoBa (2) (3aKOHA OIyBama
TOKA) 32 4BOD U, jep je u umao noseliame Toka 3a 2 u3 noseliasajyher myra, a 3arum
CMambemne JOTOKA 34 2 U3 MOBPATHE TpaHe. Y YBOPY W je cajia U3JIa3HU TOK CMAHEH
3a 2, ma ra Tpebda nosehiary kpo3 Heky m3nazuy rpany. Ca "mporepuBamem” TOKa
MOXK€e Ce HACTAaBUTH HA UCTU HAYWH O w, moBehiapameM TOKa KPO3 JUPEKTHE TPAHE
U CMamUBAbEM TOKAa KpO3 MOBpPATHE TPaHe. ¥ OBOM C/IyYajy MOCTOjU CAMO jOIIT
jemra mupexTHa rpaHa (w,t) Koja moctmke t, m mpobmeM je pemen. Ilomro camo
JUPEKTHE IPaHe MOT'Y Ja M3J1a3€ U3 S, OMHOCHO JIa yJa3e y ¢, yKyIlaH TOK je moBehiaH.
ITosehame je jemnako mamem of caemeha qpa 6poja: MUHUMAJIHOT CJIEKA, TUPEKTHUX
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Puc. 32. Ilpumep mpexe ca nosehasajyhinm myrem.

rpaHa, O[IHOCHO MWHHMAJIHOI TOKa moBpaTHux rpasna. Ha ciaunwm 33 mpukasana je
MCTA MPEeXKa Ca IPOMEEHUM TOKOM; HOBH TOK j€ yCTBAPHU OLITHMAJIAH.

4/3 A

Puc. 33. Pesynrar nosehiaBama TOKa y Mpeku ca canke 32.

3 pedenor ciaeam ga ako y MpPeKd IOCTOju moBehasajyhu myT, OHJa TOK HHUje
ontumanan. O6pHYTO je Takohe TadHO.

OK
Teopema 6.2 (Teopema o nosehasajyhiem nyry). Tox xpos mpeocy je onmu-
MAAGH GKO U CAMO aKO Y 00HOCY Ha 1he2a he nocmoju nosehasajyhu nym.

HOKA3BATEJBCTBO. [loka3 y jeqHOM CMepy CMO Beh BHAEIN — aKO y MPEKHu
noctoju nosehiaBajyhn nyr, onna Tok Huje ontumanad. Ilpernoctasumo cama ga y
ofHOCY Ha TOK f He mocToju uu jenan nosehapajyhiu myT, U JOKaxXKuMO J1a je Tajia
f onTumanuu Tok. 3a npousBosban npecek (ompehen ckymom A, s € A/t € B =
V\ A) nedurnmemo xamamureT, Kao 36Mp KANATATETA HETOBAX TPAHA KOjE BOAE
u3 Hekor yBopa A y Heku upop B. JacHo je na Hu jesaH TOK He MOxKke Outu Behu
OfT KaramnnTeTa MPOM3BOJFHOT Mpeceka. 3aucTa, YKyMaH TOK U3 § jeHaK je 306upy
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TOKOBa KPO3 TpaHe Tpeceka o1 A ka B, yMameHOM 3a TOK KpO3 I'paHe Mpeceka
on B xa A, ma je mMamu wid jegHak on 30upa KamanuTera rpaHa Koje BOIe O
A ka B, 0OHOCHO OJ KamauuTeTa Ipeceka. [Ipema Tome, ako mponaljeMo TOK ca
BPETHOINY jeHAKOM KallalluTeTy HEKOT TpeceKa, OHma je Taj ToK onTuMaian. Ca
JIOKa30M HACTABJHAMO Y TOM IIPABILY: OKa3alleMo JIa KO Y OJIHOCY Ha TOK HE MMOCTOjU
noeehasajyhu myT, oH/1a je YKyTIaH TOK jeTHAK KAMaluTeTy HEKOT ITpeceka, ma JaKJie
ONTUMAJIAH.

Heka je f Tok y ogHocy Ha Koju He mocroju nosehasajyhu myr. Heka je A C V
CKYII YBOPOBa ¥ TaKBHUX Ja y onHOCy Ha TOK f mocrtoju mosehamajyhu myr om s 10
v (1peuusHuje, IOCTOJU IIyT O § A0 U TAKAB Ja HA HEMYy 3a CBE JUMPEKTHE IDAHe
e saxkn f(e) < c(e), a 3a cee moeparHe rpane ¢ Baxku f(e’) > 0). JacHo je ma
s€ Aut ¢ A, jep mo npernocrasuu 3a f He nocroju nosehasajyhu myr. ITpema
rome, A nedunuimne npecex. TBpaumo sa 3a cBe rpane (v,w) TOr NPECEKA BAKU
f(v,w) = c¢(v,w) ako je v € A, w € B (" ampekrre” rpane), omaocuo f(v,w) = 0
ako je v € B, w € A ("uosparhe rpane”). 3aucra, y HpOTUBHOM 61 JIMPEKTHA IPAHA
(v, w) nponyxapana nosehasajyhiu myr 10 4Bopa w ¢ A, CyIpOTHO NPETIOCTABLM
Jla TAKaB IMyT MOCTOju camo 10 usopoBa u3 A. Cnuuno, nospartHa rpana (v, w)
npojyzkasasia 6u nosehiasajyhu nyr no usopa v ¢ A. Jlakse, yKylnaH TOK jeHaK je
KallaluTeTy Ipeceka oapeheHor ckymoMm A, na je Tok f onTuMaaH. O

Jlokazanm cMo caemeny BaXKHY TeopeMmy.

Teopema 6.3 (Teopema 0 MaKCHUMAJHOM TOKY U MUHUMAJIHOM Ipeceky). On-
MUMAARY THOK Y MPENHCY JEOHAK J€ MUHUMAAKOM KANAUUIMEMY npecexa.

Teopema o moeehasajyhem myTy mma 3a mocaemuily u cienehy reopemy.

Teopema 6.4 (Teopema 0 11€706pOJHOM TOKY). AK0 Cy KANGUUMEMU CEUT 2Pa-
HA Y MPEINCU YEAOOPOHY, OHAG NOCMOJU ONMUMANHY MOK €A UeA0bPOjHOM 8ped-
Howhy.

JIOKABATEJILCTBO. Tepheme je mociemuita Teopeme o mosehapajyhem myTy.
Craku ajropuram Koju Kopuctu camo noeehasajylie myrese moBomu 710 1e100pojHOT
TOKa aKO Cy CBU KalaluTeTw rpana nenobpojuu. OBO je OYUTIIETHO, jep ce MOXKe
KpeHyTH of Toka 0, a OHJA ce yKyIaH TOK IOcje cBake yrnorpebe mosehapajyher
nyTa nosehasa 3a menn 6poj. Jlo mcror 3aKk/bydKa J07a3W Ce M HA APYTH HAYMMH:
KaIaIuTeT CBAKOr MPECEKa je Mea00pojaH, ma ¥ MUHUMAJHOT. O

Bparumo ce caza ma mpobsem OWIIAPTUTHOr yHapuBamka. JacHO je [1a CBaku
anrepuupajyhiu nyt y G ogrosapa nosehasajyhiem nyty y G’, u o6puyro. Iocnenuna
TeopemMe o moBehasajyhem myTy je Teopema o0 aaTepHupajyhem myTy M3 mpeTxoaHor
ozesbKa. Ako je M onruMaliHO yIapHBAaK€e, OH/IA 3a Bera He II0CTOji aJITePHUPAjynu
nyr, na y G' we mocroju nosehasajyhu myr, a oxrosapajyhiun Tok je onrumasa.
C npyre crpane, TOCTOjU ONTUMAJIHU IEI00POjHN TOK, W OH MOPA JIa OAr0Bapa
ylnapuBamy, jep je cBaku 4Bop y V HoBe3aH caMo jeJHOM IpaHOM (Ca KalaluTeToM
1) ca s; 36or rora, yKynan TOK Kpo3 cBakd 4Bop u3 V moxke jga Oyne Hajsuiie 1.
Hcro Baxku u 3a uBopose u3 ckyna U. OBo ynapuBame Mopa 6UTH ONTHMAJHO, jep
ako 6m ce moruio mosehatu, onyma 6w TocTojao Behin yKyIMHU TOK.
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Teopema o noeehiaBajyhem myTy HemocpenHo ce TpaHCGhOPMHUIIE ¥ AJITOPUTAM.
ITonazu ce o Toka 0, Tpaxke ce noBehiaBajyhn nmyresu, u Ha ocHOBY BHuX HoBehasa
ce TOK, CBe J0 TpeHyTKa Kaj mopehasajyhm myresBu Buime me mocroje. Tpaxkeme
noBehaBajyhux myTeBa Mozke ce m3BecTu Ha ciaemehm nauwmu. leduruimemo pesu-
ayasaau rpad y oanocy Ha Mpexy G = (V) E) u tok f, kao mpexxy R = (V, F)
€a UCTUM YBOPOBHUMA, UCTUM HW3BOPOM M ITOHOPOM, AJIM MTPOMEH-EHUM CKYTIOM TDaHa,
u muxoBux rexkuna. Csaky rpany e = (v,w) ca TokoMm f(e) 3amemyjemMo ca Haj-
pume gBe rpane ¢ = (v,w) (ako je f(e) < c(e); xamamurer €’ jemmax je cueky
rpane e: c(e’) = c(e) — f(e)), ompocno ¢’ = (w,v) (ako je f(e) > 0; xkanauureT
e’ je c(e”) = f(e)). Axo ce Ha OBaj HaumH MOOHWjy MBE MAPAJETHE TDAHE, 3aMe-
BYjY €€ jJeqHOM, Ca KAMaIUTeTOM jeJHAKOM 30MpPY KaMaluTeTa MapajeHuX IPaHa.
Ha caumnu 34 npukazas je pesumyasnnu rpad 3a Mpexy ca cauke 32, y OIHOCY Ha
TOK 33JaT Ha TOj caulu. I'pane pesumyanuor rpada oarosapajy MoryhuM rpasama
noBehaBajyher myra. Hbuxosn kamammrerm oaroBapajy moryhem mosehamy Toka
Kpo3 Te rpamne. IIpema Tome, moBehasajyhu myT je obudaH ycMepeHu myT Of, S 10ty
pesunyannom rpady. Koncrpyknuja pesuiyannor rpada saxresa O(|E|) kopaka,
jep ce cBaka rpaHa IpOBEpaBa TAYHO jeIHOM.

Puc. 34. Pesunyanuu rpad mpexe ca ciauke 32 y OJHOCY Ha, TOK
JedrHICaH Ha TOj CIUITH.

Ha necpehy, u36op nosehasajyher nyra Ha TpOH3BO/EAH HAYHH MOXKE Ce MOKa-
3aTu BpJio HeedukacHUM. Bpeme u3BpIema TAKBOT aArOpUTMa V¥ HAJTOPEM CAYdajy
MOXKe 7a 9aK u He 3aBucu on Beanunte rpada. [locmarpajmo Mmpexy Ha canmm 35.
Onrumasnnu tok je ounrsienno 2M . Melyrum, mornu 6ucMo ga KpeHeMo Ofl [1OBe-
hasajylier nyra s — a — b — t Kpo3 Koju ce Tok MoxKe noseharu camo 3a 1. 3arum
6ucmo Moy ma m3abepemo noeehasajyhm nmyt s — b — a — ¢ koju omner nosehana
Tok camo 3a 1. Ilporec moxe na ce nmonoeu ykynuo 2M nyra, roe M moxe 6uTH
BPJIO BEIWKO, 0e3 003upa IITo Irpad MMa CaMO YeTHpPH IBOpa M meT rpaxa. IlomTo
ce Bpearoct M moxe npencrasutu ca O(log M) Guta, CIOKEHOCT OBOT AJITOPUTMA
je y Hajropem cityuajy ekcrioHeHumjagHa GyHKUMja Besauydune yiasa (6poj M je neo
y1a3a).
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a

Puc. 35. Ilpumep mpexke Ha K0jOj Tpazkemwe nosehasajyhux myre-
Ba MOXKe OWTU HEOrPAHWYEHO HeedUKACHO.

lope naBemena moryhiHOCT je BpJiO HEmOXKesbHA, aju ce Moxke n3behu. Eamonac
u Kapn (Edmonds, Carp ) cy 1972. rogune nokazanu Ja ako ce mely
moryhum nosehapajyhum myTeBuMma yBek Oumpa OHaj ca HajMamuM OpojeM rpaHa,
onza je 6poj mosehasama majsumre (|V|2 — |V])/4. To Bomm amroputmy Koju je y
HajropeM CJIyd4ajy TOJIMHOMMjATIaH y OfHOCY Ha BeuunHy yiasa. OJ Tor BpeMeHa
MIPE/ITIOKEHO je BUITE PA3IUIUTUX AJTOPUTAMA, CIOKEHUJUX W MAe CIOKEHHX, a
BHIITE FUX JOCTHKE Topiby Tparuiy cioxeroctu O(|V[3) y majropem caygajy. Opze
nx nehemo onmcuBaTy.

6.11. XaMUJITOHOBU MUKJIYCH

OBo TOrIaBbe 3AMOYETH CMO PA3MATPABEM [UKIYCA KOJU CapiKe CBE TPAHe
y rpady. 3asprmmhemMo je 0CBPpTOM HA IHKIyCe KOjU CATPIKe CBe YBOpOBe rpada.
OBo je Takohe mozmarm mpobsiem, Koju je mme jOOHO 10 UPCKOM MATEMaTHIAPY
Bummjemy Xavunrony (W. R. Hamilton ), KOjH je TPEAIOKUO TOMyIapHy
WPy 3aCHOBaHy Ha OBOM npobsemy 1857. romaue.

IIpo6aem. 3amar je rpad G = (V, E). llponahu y G mpocTu IHKIYC KOjU
CBAKM YBOp U3 V CAIPKM TATHO JEITHOM.

Takas mukIyc 30Be ce XaMHJITOHOB ITUKJIyC. ['padoBu Koju cajpke Takse
IUKJTyce 30By ce XaMuaToHoBu rpadosu. [[podiem nma ycMepeHy u HeyCMepeHy
Bep3ujy; Mu hiemo ce GaBUTH CaMO HEYCMEPEHOM BapHUjaHTOM.

3a pasnuky ox mpobnema OjaepoBux NHUKIyCa, TPODIEM HATANKEHa XaMUI-
TOHOBUX IMKJIyca (OIHOCHO Kapakrepusanuje XaMuirToHoBux rpacdoBa) je BpJIO
rexkak. Jla 6u ce nposepuiio ga Ju je rpad OjsiepoB, JOBOJBHO je 3HATH CTEIEHE
IEMOBUX YBOPOBA. 3a yTBphuBame fa ju je rpad XaMuITOHOB, TO HHUjE JOBOJHHO.
Baucra, nea rpada npukasaxa Ha caunu 36 uMajy mo 16 dBopoBa cremena 3, aau
je npBu XaMuJITOHOB, a npyru ouunrseaHo Huje. OBaj npobiem cnaga y kiacy NP-
KOMILIETHUX TTpobiaema, koju hie 6uru pazmarpanu y moraassby 11. Y oBOM Ome/bKy
npukasalieMo jemHocTaBaH MOCTYIMAK HATAXKEHA XAMUJITOHOBOT ITUKJIIYCA Y CIEIN-
jaJIHOj KJIacH BPJIO TyCTUX rpadoBa.
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O

Puc. 36. JIBa rpada ca mo 16 uBoposa cremena 3, o KOjux je
npBu XaMUJITOHOB, a APYTH HUJE.

Heka je G = (V, E) nosesan HeycMmepeHn rpad ¥ HEKa 3a MPOM3BO/HAH YBOD
v € V d(v) o3nauapa mweros crened. Crenehin npobieM OTHOCH e Ha HATAKEHe
XaMHUIJITOHOBOT IIMKJIyca y BpJo rycruM rpadosuma. Ilokazahemo na ycmosu mpob-
JIeMa TapaHTyjy aa je rpad XaMHITOHOB.

IIpo6aem. Har je mosesan meycmepen rpad G = (V. E) ca n > 3 4BopoBa,
TAKAaB /14 CBAKH [1ap HECYCEJHUX YBOPOBA U U W 3a,10BObaBa ycios d(v) +d(w) > n.
[Iponalin y G XaMugTOHOB UKIYC.

Anropuram ce 3acHUBA Ha UHAYKIUjU O OpOjy TpaHa Koje Tpeba yKIOHUTHU U3
KoMILTeTHOT Tpada aa 6m ce mobmo 3amaru rpad. basa muayKImje je KOMILIeTaH
rpad. CBaku koMmiuretan rpad ca 6ap Tpu UBOpa CaapKu XaMHUJITOHOB ITHUKJIYC,
KOju je Jako mponahu.

NuaaykTtuBHa Xumoresa. YMeMo 13 npoHaljemo XaMuaTOHOB IUKJIYC y Tpa-
dboBuMa Koju 3310B0/bABAJY HABEIEHE yCa0Be ako uMajy 6ap n(n—1)/2 —m rpana.

Cana Tpeba ma moKakeMO Kako mponahum XaMuJITOHOB IHKJIYC y rpady ca
n(n —1)/2 — (m + 1) rpana koju 3amoBosbaBa ycmose mpobmema. Heka je G =
(V, E) Taxas rpad. U3abepnmo nponssosbHA IBa Hecycenra dsopa v u w y G (To je
moryhe ako rpad Hmje Kommieran), u nocmarpajmo rpad G xoju ce on G nobuja
nonaBambeM rpame (v, w). [IpeMa MHAYKTUBHO] XUIIOTE3H MU yMEMO Ja npoHaljemo
Xammaronos nukiayc y rpady G'. Heka je z1, 23, ..., Ty, 1 Takas muayc y G’
(BumeTm crwky 37). Ako rpara (v, w) HEje IO MUKIIyCa, OHJA j€ UCTH MUKIIYC Je0
rpada G, na je mpobiem peitieH. Y MPOTUBHOM, 6€3 CMambema OIMIITOCTH MOXKE Ce
HPETHOCTABUTH /I3 j€ U = T1 U W = Iy, IIpema garum yeaosuma je d(v) +d(w) > n.
[Torpebro je y rpady npounaliu HoBu XaMUITOHOB ITUKJIYC.

[Mocmarpajmo cse rpane rpada G cycenme ca 9BopoBuMa v Wi w. TBpauMo
Jla TOJ 33JaTHM YCJIOBHMA IMOCTOje JIBa YBOpa T; U X;4+1 Takea ma y G mocroje
rpane (w,z;) u (v, ;11). da 6uCMO TO MOKA3aAIIHN, TPETIOCTABMMO CYTIPOTHO, 13 HU
3a jemHo i, 2 < ¢ < n — 2, He IOCTOje HCTOBPeMeHO obe rpane (w, ;) u (v, Tiy1).
Hexka je uBOp w Be3aH ca YBOPOM Z,_1 U Kk UBOPOBA T, Ti,,...,Li,, IPH IeMY
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XN w 'UX:L

Puc. 37. Momudurarmyja XaMuITOHOBOT IIUKJIYCA TTOCe n30aIu-
Bama rpare (v, w).

je2 <4 <idg < -+ < i < n—2 Tama usop v He cMe OWTH BE3aH HU CA
jeTHUM Of IBOPOBA T, 41, Tigt+1s---sTip+1, Ta je d(v) < n —2 —k (on yxymHO
n — 1 moryhux rpana u3 v He MOCTOje TpaHe Ka w, HATH Ka k HABEIeHHX YBOPOBA,
pasauauTux o w). 36or tora je d(w) +d(v) < (k+1)+ (n—2—k) =n—1;
0BO j€ y KOHTPAJMKIHUjH ¢a mpeTnocTaBkoM 1a je d(w) + d(v) > n. Takne, 3a HEKO
i mocroje rpane (w,x;) u (v,2;11). Om oBuxX nABEjy rpana mMoxke ce GopMuparn
HOBY XaMHUJITOHOB HUKJIYC V(= 1), Tit1, Tit2, - -, W(= Ty), Ti, Ti—1, .- ., V, KOjU HE
caapxku rpany (v, w), BUAETH CJAUKY 37.

Peanuzanmja. /lupekTHa NprMeHa OBOT MTOKA3a MOJIA3W OJ KOMILIETHOD I'pa-
da, u3 Kora ce jemHa 3a apyrom n3ballyjy rpaHe Koje He TIPUIIAIajy 3aaaroM rpady.
Bosbe je pememe nouern ca muoro mamum rpadom, Ha caexehu HayuH. Y 1aTOoM
rpady G Hajupe npoHanasuMo gyradak nyrt (ua npumep, nomohy DFS)) a onza
JIOIajeMO HOBE I'DAHE TAaKO J1a YT MPOILYXKHUMO 10 XAMUJITOHOBOT IHKJIyca. Tako
je nobujen Behim rpad G'. OGHYHO je JOBOBHO JOJATH CAMO HEKOIHKO rpaHa. Me-
hyTtum, 9ak m y HajropeMm ciay4ajy Owmhe momara majsuie n — 1 rpana. Ilomazehn
on G', noKa3 Teopeme ce 3aTUM IPUMEbYje MTEPATHBHO, CBE JOK Ce He IpoHabe
Xamunronos mukayc y G. Ykynan 6poj kopaka 3a 3ameny jexme rpame je O(n).
[TorpebHO je 3aMeHUTH HAJBUIIE N TPAHA, 114, jé BPEMEHCKA CJI0KEHOCT aJropuTMa

O(n?).

6.12. Pe3ume

I'padoBu ce kopucre Kao Momenau 3a omHoce mehy maposuma objexara. [lorr-
ro BehuHa ajropuramMa 3aXTeBa HCIUTUBAIGE KOMILJIETHOT yia3a, TPBU IpobJieM Ha,
KOjU ce ODMYIHO Hauja3u je obmiazak rpada. AHaau3upaan ¢MO JIBa TN 0OUIAC-
ka rpadosa: npempazy y Jdybuny (DFS) u npempazy y wupuny (BFS). Bunenn
CMO HEKOJIMKO Ipumepa ko kojux je DFS moromuumja om BFS. Moxke ce makie
NPETOPYUNTH Ja Ce yBeK Hajupe nokyiia ca DFS (mako mocroju MHOrO mpuMmepa
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rae je BFS cymepuopnuja). DFS je mocebHO 10T0[HA 33 PEKypP3HUBHE ANTOPUTME
na rpadosumMa. BFS obuuno 3axrTeBa Burie npocropa (IITO Oner Huje NpaBuio —
saBucu o rpada). Bumenu cmo Takohje npumep npempaze ca npuopumemom, Ko-
ja je xopwuiheHa 3a m3padyHaBame AyKUHA HajKpahux myTeBa o, 33aTOT IBOPA.
[Iperpara ca npuopurerom je ciaoxkenuja o obuune nperpare. OHa je KOpUCHA KO/,
ONTUMHUBANMOHUX TTPODIEMA CA TEKUHCKUM IPadhOBUMA.

Hukaycu gecTo mpeacTaBbajy mpodsieM y rpadoBcKuM aaroputMumMa. OOuIHO
cy 360T TOra aNroOpUTMH 33 cTabjIa WiIn yCMepeHe allnKandKe rpadoBe je THOCTABHH-
ju 3a peanmn3ammjy u OpIKH.

Hpyra kopucHa rexuuka ko rpadosa je pedyxyuja (ceoheme). ITomro rpadosu
MOTYy OUTH TIPEJCTAB/HEHN MATPUIIAMA, TIOCTOjU MIPUPOIHA MOBE3AHOCT n3Mely rpa-
GdoBCKUX ¥ aaropuTaMa ca Marpunama. [IpobjiemMu TpaHCTIOPTHUX MpPeXKa U yIapu-
Bamba Cy 00JIAaCT y KOjOj Ce PeAyKIlrje IMUPOKO MpuMemyjy. ¥ moriassby 11 pazma-
rpahemo kaacy mpobiema, Tako3parne NP-kommmerse mpobieme, KOju ce BEPOBATHO
HE MOTY PEIIHTH AJTOPUTMHUMA CJIOXKEHOCTH KOja je TMOJNHOMHUjATHS (DYHKIIHA]a O
BeJIMUMHE yja3a y HajropeM ciaydajy. Ta kiaca cajapzku Bequku O6poj rpadoBCKuX
npobema. Paznuke uamely Jakux u Temkux mpobdsieMa MOHEKA Cy BEOMa MaJe.
ButHo je pasymeru ux u pa3BuTH WHTYUTHBHHU Ocehaj 3a Te passiuke. 300r Tora je
MaTepujaa U3 MoriaaBba 11 jako BaxkKaH 3a pa3yMeBarbe IPadOBCKAX AJITOPUTAMA.

3amannm

6.1. Pemuru npobiem ompehuBama dakTopa paBHOTEKE YBOPOBa y OMHApPHOM cTabiy w3
onemka 4.7 momohy DFS (morpe6Ho je caMo Ipenu3upaTy y3i1any U u3iaasny oOpasy).

6.2. Koncrpyucarn aaropuram Koju 3a gatu ycmepenn rpadp G = (V, E) u mweros 9Bop v € V
ucnuryje na yu je G KOpeHCko crabo ca KopeHoM v (cMaTpa ce Aa Cy y KOPEHCKOM crabiry rpaHe
yCMepeHe 07 KOPeHa Ka JIHCTOBUMA.).

6.3. Jlar je nmosesam meycmepen rpadp G = (V, E), meroso nosesyjyhe crabmo T u 4BOp
v € V. Koncrpyucatu anropuram caoxkenoctu O(|E| + |V]) koju Tpeba ga ycranosu ga g je T
perynapuao DFS crabso rpada G ca xoperom v. Ipyrum peduma, Tpeba yCTaHOBUTH MOXKe nu 1’
6utn uzna3z DFS u3 v 3a mexko ypeheme rpama.

6.4. OxkapakrepucaTu HeycMepeHe rpadose y Kojuma 3a Heku uBop v nocroju DFS crabio
ca KOPEHOM y v, Koje je unentudno ca BFS crabmom ca kopenom v (aBa cTabsa ¢y HOAyJapHA aKO
Cy UM jeJHAKW CKyIOBH IDaHA — penocien o0maacka THX IDAHA OBJe HEje OGuraH).

6.5. MoaudukoBaTn aJIrOPUTAM 33 TOHOJIOMIKO COPTHPAke auukandkor rpada (cauka 16)
Tako Ja 3a mpousBosbaH 3amath rpad G = (V, E), ako je G aluKIMYKH, OHJa AJTOPUTAM Jaje
HEroBO TOIOJIOWIKO ypeheme 4BOpoBa, a y HPOTUBHOM NIpOHAJa3u Heku nukiyc y G. Cunoxenocr
anropuTMa Tpeba ga 6yae O(|E| + V).

6.6. Hexka je T = (V, F) noarpad koju ce cacToju of CBUX IpaHa Ha Hajkpalimm myresmma
ox usopa v y rpady G = (V, E). Ilokazatu ga je T KOPEHCKO CTabJIO Ca KOPEHOM v.

6.7. Heka je G = (V, E) neycmepenu Texkuacku rpad u ueka je T meroso ctabno Hajkpahnx
myTeBa o uBopa v € V. Ako ce texxune rpaHa G nosehajy 3a jeiHy MCTy KOHCTAHTY C, Ja JIH je
T u paspe crabuo Hajkpahmx myresa oxm v?

6.8. JJoka3zaTu Wiu ONOBPTHYTH KOHTpampuMmepoM: anroputaM Najkr_putevi (cimka 20) pa-
I KOPEKTHO 3a TEeXKHWHCKE rpadoBe 4Unje HEKe IpaHe MMajy HeraTUBHE TeXXWHE, O] YCIOBOM I3
He IOCTOjU IUKJIYC HETaTHBHE TeXKHHE.
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6.9. IIpomenntu anropuram MCST (cnnka 23) Tako ma npoHasasm nosesyjylie cTabio mak-
CUMAaJIHE IeHe Y rpady.

6.10. (a) Hasectn npumep nosesanor meycmepenor rexkuuckor rpada G = (V, E) u usopa
v € V rako ma je MCST rpada G ucrospemeno u crabno najkpahux myresa ox v. (6) Hasectn
npuMep noBe3aHor meycmepenor rexuuckor rpacda G = (V, E), tako ga ce MCST rpada G u
crabno majkpahux myresa y G ox v padnukyjy. (i) la au je moryhe ma oBa gBa crabia Hemajy
3ajeHIYKUX rpana’

6.11. Koncrpyncaru anropuram cinoxernocru O(|E| 4+ |V]) 3a ranakeme caBpmeHor ynapu-
Bama y BPJIO I'yCcTOM Irpady, Tj. rpady ca 2n 9BopoBa TaKBOM [1a 33 CBAKa /IBa HEr0Ba HECYCETHA
gBopa u u v Baxu d(u) + d(v) > n, ogemax 6.11.

6.12. Hahu morpeban u jgoBosbaH ycioB na rpad G ca n uBopoBa mMma ciaezehy ocobumy.

IlocTojm HU3 YBOPOBA V1, V2, . .., Uy, TAKO Ja je 3a ¢ = 1,2, ..., n crenen uBopa v; y rpady G;, koju
ce on G nobuja m3banmBameM IBOPOBA U1, V2,...,V;—1 3ajeJHO Ca rpaHaMa Koje Cy UM CyCeIHe,
jenmak 1.

6.13. KoHcTpyucaTu aJirOpuTaM JITHEAPHE BPEMEHCKe U IIPOCTOPHE CJIOZK€HOCTH 32 HaJIaKeH-
je Ojneposor nmyta y OjsnepoBoM rpady.

6.14. Heka je G = (V, E) neycMmepenu rpad y KoMe CBaKU YBOp UMa MapaH creneH. KoucTpy-
MCATH AJITOPUTAM JIMHEAPHE BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH 33 yCMepaBame rpana y (G, Tako 1a yaa3Hu
CTEIEH CBAKOI 4BOPa Oy/e je/lHAK HEerOoBOM WM3JIA3HOM CTEIIEHY.

6.15. Ycmepern OjrepoB IUKIIYC je yCMEpEHHU IUKIIYC KOjH CBAKY IDAaHy ycMepeHOr rpada
caJp:Ku TadHO jenHoM. Jlokazatwm nma ycMmepeHu rpad cagp:ku ycMmepeu OjiIepoB IHUKIYC aKKO
je yJIa3HM CTemeH CBAKOI UBOPA jeJHAK IerOBOM M3JIA3HOM CTEIEHY, a OAroBapajyhm HeycmepeHu
rpad (1obujen npeTBapameM yCMEPEHHX y HeyCMepeHe TpaHe) je [OBe3aH.

6.16. Hexa je G = (V, E) neycMmepenu nose3ad rpad ca k 4BOpoBa HENApHOT CTemeHa. (a)
Jokaszaru ma je k napar 6poj. (6) Korcrpyuncarn anroprram 3a Hasaxeme k/2 OTBOPEHUX Iy TeBa
TaKBUX Ja je cBaka rpaHa G cajprKaHa y TAYHO jeIHOM OJ] THX IIyTeBa.

6.17. Heka je nar meycmepernu noseszan rpad G. Koncrpyucarm anropuram JuHEAPHE BpPe-
MEHCKE CJIOXKEHOCTH 33 HaJIayKerme TaKBOT 4Bopa y G uujuM yKiamameM ce G He pacmaja Ha JBe
WY BHIIE KOMIIOHEHTE IOBE33HOCTH.

6.18. Bunapuu ge BpyujHos Hus je (muksimuku) Hu3 og N = 2™ Gura apai...an—1
TaKaB Ja ce CBaku OWHApPHU OJOK S 0of n OWTa HaJa3W Herjge y OBOM HM3Y. [Ipyrum pedmma,
[OCTOj¥ jeANHCTBEHU MHJEKC § TAKAB A4 J€ S = G;Qi41 - .. Qi+n—1 (D€ Ce MHAEKCH PAdyHA]y IO
voayny N). Ha npumep, au3 11010001 je 6unapuu ne Bpyujuos uu3 3a n = 3. Heka je G, = (V, E)
yemeperu rpad gedunncan va caegehu nawna. Ckyn ¥BopoBa V je CKyI CBEX OMHAPHUX GJIOKOBA
o n —1 6ura (|V| = 2""1). U3 usopa b1bs...by—1 BOAM rpanHa Ka UBOPY C1C32 . ..Cn—1 AKKO je
bobs...bp—1 = cic2...cn—2. Jloxkazaru na je Gy ycmepenu Ojnepos rpad u 00jaCHHTH CMECAO
TE YMIbEHUIE 33 Je BpyunjHoBe HU30BE.

6.19. [aro je n mpupoguux 6pojesa di,d2,...,dn kojuMma je 36up 2n — 2. Koucrpyucartu
cTabiio ca n YBOpOBA, KOJUMA Cy cremeHu di,da, ..., dy.
6.20. Hexka je (u1,11), (u2,%2), ..., (Un,in), HA3 IAPOBA IEJMNX HEHEFATHBHUX GPOjEBA TAKBUX

majeur =0,uy =13al1<k<n,is >0mu Z?:l i; = n—1. KoncTpyucaru KOpeHCKO cTabJIo ca n

YBOPOBA TAKBO /14, j€ YJIa3HU, OHOCHO M3JIA3HU CTEMEH YBOpa Kk jeTHAK U, OTHOCHO ik . CI0KEHOCT
anropurma Tpeba na 6yme O(n).

6.21. Hexka je G = (V, E) ycmepenu rpad (He 0baBe3sHO anukandaku). KoHcTpyucarn edu-
KacaH aJropuTaM KOju HyMmepwuire 4Bopose rpada Gpojesuma ox 1 mo |V|, tako na pemmm 6poj
CBAKOT 9BOPa v OyJie Marmy Of PEIHOT 6poja 6ap jeJHOr YBOpa w TAKBOT Ja MOCTOjU rpaHa (w,v)
(ax0 mMa TakBHX YBOPOBa W), Uiu yTBPDyje 1a TakBa HyMepanuja He MOCTOjH.
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6.22. 3a meycmepenu rpadp G = (V, E) xaxe ce ga je k-o6ojuB ako ce c¢Bu 4BopoBH G
Mory o60jutu ca k pasznmauTux 60ja, TaKO Ja He MOCTOje JBa CyCeaHa dBopa 0bojeHa mcTom 6o-
jom. KoucTpyucatu ajgropuraM JMHEapHe CJI0XKEHOCTH 33 0ojeme rpada ca ase 60je, OJTHOCHO 32
yTBphuBame unmenune na rpad Huje 2-060jus (nnam Gunapruran!).

6.23. Heka je G = (V, E) 2-060jus neycmepenu rpad (Bumern 3amarax 6.22). Ilokasarn aa
je Gojeme G ca gBe 6oje jeduncmeseno (mo Ha mepmyrtanujy 6oja) akko je G mosesan rpad.

6.24. Hexka je T meycmepeno ctabsio (y ommreM Ciaydajy He OGHHAPHO) ca KODEHOM T, 33/1aTO
auctoMm nose3aHocTu. CakoMm ysopy 1 npuipyzkeH je 3uak u3 ¢duxcupanor asapabera. Heka je
crpuHr P y3opak (mpejacTaB/beH BEKTOPOM 3HAKOBA). KOHCTpyHCATH ajropuTaM KOji IPOBEPaBa
Ia JIM Ce y30PaK mojassbyje 6ap jeJHOM Ha My Ty O KOPeHa 10 HeKOTr jucTa. CJI0KEHOCT ajJropuTMa
y Hajropem caydajy Tpeba na 6yme O(n+m), rae je n 6poj 1BopoBa cTabia, a m AyKUHA y30DKa.

6.25. Jlar je mosesan meycmeperu rpad G = (V, E) Koju CaapKu TAvHO jeNaH UKJIYC.
TlorpebHO je ycMepuTH CBe TpaHe Tako Ja YJIa3HH CTENeHH CBUX YBOpOBa Oyiay Hajsuiie 1 (Takas
rpad MOKe ce HA3BATH MHjEeKTUBHHUM, jep OArOBapa MHjeKTHBHOM npeciukasamy V — V). Kon-
CTPYHCATH AJICOPUTAM 3a OIMCAHO yCMepaBaibe MPAHA M OLEHUTH HEroBY CJIOXKEHOCT.

6.26. Heka je G = (V, E) meycmepernu rpad. KOHCTpYHCATH aJrOpETaM 33 OPHjeHTHCAME
rpana rpada G Tako ma ysa3HM CTEIEH CBAKOT 4BOpa Oyie 6ap 1 — axo je moryhe, onHOCHO na y
MIPOTUBHOM YCTAHOBH J1a je TO HeMmoryhe.

6.27. [ar je meycmepernu rpacdp G = (V, E). IlorpeGHO je yCMEPUTH HEroBe rpaHe Tako Aa
6yny ucnymwena ciaeneha gBa ycsosa:

nobujern ycmepernu rpad caapKu ycMepeHO KOpeHcko crabuo T (Tj. crabmo 4mje Cy cBe rpane
yCMepeHe 07 KOPEHa);
CBaKa rpaHa Koja He mpunana ctabnay 1 3arBapa ycMepeHu HUMKJYC ca rpanama u3 1.

Kosuka je Cl10>XKeHOCT KOHCTPYHCAHOT aJIrOpUTMAa’

6.28. Jlar je ycmepenn anukandku rpad G = (V, E). Korcrpyucaru aaropuraM JuHeapHe
BPEMEHCKE CJIOKEHOCTH 33 HAJAKEHEe HajayKer yCMepeHOr mpoctor myTa y G (6mmno xor mely
IBbUMa aKO MX UMAa BHIIE).

6.29. Heka je G = (V, E) ycmepernu anukan4ke rpad u Heka je k mHajsehn 6poj rpana HeKor
nyra y G. Koncrpyucarn ajropuraM JIMHEAPHE CJI02KEHOCTH KOJU YBOPOBe rpada Aeu y HajBHIIe
k + 1 rpymna, Tako ga 3a 6uiI0 KOja [Ba UBOPA U, W W3 HUCTE IPYIE HE HOCTOjU IyT OX U A0 W, HA
oyT o4, W OO V.

6.30. Heka je G = (V, E) ycMmepenu rpad u Heka Cy v, w jasa 9Bopa y G. KoncTpyuncatn
AJArOpPUTAM JIMHEAPHe CJOXKEHOCTH 33 oxpehuBame 6poja pasiauunTux Hajkpahux myTeBa o v g0
w (He 06aBE3HO Ca JUCjYHKTHUM CKYIIOM YBOPOBA; IPAHAMA HUCY HPHUJPYKEHE TeXKUHE).

6.31. Kako Tpeba npomenmrn amropuram Najkr_putevi (cimka 20) Tako ga My BPEMEHCKA
CII0KeHOCT y Hajropem caydajy 6yae O(|V|2), nesasucno ox |E|?

6.32. Heka je G = (V, E) texxuncku ycmepenu rpad. Koncrpyucatu aaropuram 3a ogpehu-
Bame MUKJIYCd MAHUMAJIHE TE2KUHE Yy G

6.33. I'pamama rpada G = ({a,b,c,d, e}, F) nupuapyxene cy Ay:KHHE Ka0 Ha CJIHIHA 38.
OppenuTu nyxuve Hajkpahux nyresBa m3mely cBaka asa uBopa rpada.

6.34. AnropuTmu 3a HajJaxkeme Hajkpahwx myTeBa m3 ofe/bKa 6.5 OUPAjy MPOU3BOBAH O
HeKOoMKO Hajkpahux myresa. Kako Tpeba MpOMEHUTH Te aJropuTMe 1a, aKO UMa BUITIE PABTUIUTHAX
MyTeBa WCTe JYXKWHE, OHJIa ce Ompa OHAj ca HajMamuM GpojeMm rpama? VY ciaydajy Aa MMa BHIIE
najkpahux myresa ca mHajMamum OpojeM rpana, J03BOJFEHO je M3a0paTh Mpou3Bo/baH Mehy muma.
IIpernocTaBka je ma Cy AyKHHE TpaHa IeJau OpojeBu.
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Puc. 38. VY3 3anarax 6.33.

6.35. Heka je G = (V, E) ycMmepen TexxuHCKHU rpad, IpU 9eMy Cy CBE TEXKHUHE TPAHA HO3H-
tuBHe. Heka ¢y v 1 w gBa 9Bopa y G m Heka je k < |V| npupoman 6poj. KoncTpyucatn aaropuram
3a HaJlakeme Hajkpaher myTa o v 10 w KOju ce cacToju o TavHo k rpana. Ilyt me mopa ga Gyue
IIPOCT.

6.36. Heka je G = (V, E) ycMepeHn aluKJIAIKH TEKHHCKHA Ipad KOMe Cy TeKUHE HEKHX
rpana HerarusHe. KOHCTPyHCATH ajropuraM JIMHEAPHE BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH 33 oxpeljuBame
Hajkpahux myresa o maror usopa v € V.

6.37. Hahwm morpeban um moBo/baH YCJIOB 1a ce cKyn rpana E meycmepenor rpada G =
(V, E) MoxXe pa3joXuTH Ha JAUCjyHKTHE noickynose Ei, Ea,...,E, xoju oaroeapajy npoctum
nuriIycuMa. KoHcTpyncatun eduKacaH aJropuTaM 33 HAJAXKEI€ TAKBOr pasiarama y rpady G
KOjHU 3370B0/bAaBA Taj YCJIOB.

6.38. Jlokasaru ga nocToju Heycmepes rpad ca n usoposa u O(n) rpauna xoju cagpzxu 292 (n)
Pa3IMYUTHX MPOCTUX NUKIyca (OZHOCHO 6ap 2°" pasjmuuTux IUKIIYca 3a HEKO ¢ > 0).

6.39. [ar je ycmepen rpad G = (V, E) ca n+1 9BopoM u n rpaHa, Takas Ja je oArosapajyhu
Heycmepenu rpad crabso, upu 4emy je cBaka rpana (U, w) 0O3Ha4YeHa jeuHCTBEHUM Opojem A(u, w)
w3 ckyna A = {1,2,...,n}. Ilorpebuo je ompemutn dbyHKIH]y S KOja YBOPOBE NPECTHKABA Yy
noackynose ckyna A, Tako ga Oyay 3amososbena caeneha asa ycaosa: 1) ako je (u,w) € E, onpa
S(w) = S(u) U{A(u,w)}, n 2) ako v # w, ozga je S(u) # S(w). lpu Tome S(u) moxe Gurn
npousBosban nosckyn A, ykmbyuyjyhu @ u A. Koucrpyucaru anropuram 3a oapehusame gynknuje
S.

6.40. Jesrpo ycumepenor rpada G = (V, E) je takas moackyn V' C V y xome 9BOpOBH
Hucy mehycoGHO mosesaHu rpaHama, a 3a csaku 4Bop w ¢ V'’ mocroju raksa rpana (v,w) xa
v € V', Bagar je ycmepen rpacd G = (V, E) ca n+ 1 uBopoM u n rpaHa, Takab Ja je oArosapajyhu
meycmepenn rpad crabmo. Korncrpyucarm aaropuram koju nponasasdwu je3rpo G mum yrephyje aa
G me cagpiKu je3rpo.

6.41. Heka je G = (V, E) noseszan ycmepen rpad, Takas 1a ako (v, w) € E, ongan (w,v) € F,
3a cBaku nap v,w € V. Heka je f : E — R raksa Qynxuuja, 1a 3a ¢cBaky rpany (v,w) € E Baxu
fw,w) = —f(w,v), a3a TPOU3BO/LHY IWKJIYC KOJU IUHE TPAHE €1, €2, . . . , € BAXKH Zle fe;) =0.
KoncTpyucaru anroputaM JUHeapHe BpeMeHCKe CJI0XKEeHOCTH 33 ofpehuBame dyuknujep : V — R,
Takee Ja 32 cBaKy rpary (v,w) € E Baxu f(v,w) = p(w) — p(v).

6.42. Murnmanuo nosesyjyhe crabmo (MCST) rpada moxe ce onpenuru m Ha caenehn
Ha4YMH. YMECTO J1a Ce PaJil Ca jeTHUM cTabioM KoMe Ce J0Jaje TpaHa Mo I'PaHa, MOXKe Ce PaJIuTU
ca KOJeKnujoMm aucjyekTHmX crabana (koja cy meo MCST) u mosesusaru mx moaajyhnm jemmy mo
jenny rpany. Ha modeTky cy CBH 4YBOPOBHU NHUCjyHKTHA cTabsa ca mo 0 rpaHa. Y CBaKOM KOPaKy
aJITOPUTAM MPOHAJIA3W IPAHY HAjMarbe [IeHE UHjH KPAjeBH HPUMAA]y pa3iaudutuMm crabanMa, u
moBe3yje Ta nBa cTtabia momajyhm mabheny rpany. KoncTpyucaTtu aaropuraM 3aCHOBAH HA OBOM
npuctyny. Konuka je ciaoxenoct ajgropurma?
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6.43. Heka je G = (V, E) meycmepen texxuucku rpad, u Hexa je F mywma, nogrpad rpada
G (t1j. F ne caapxu mukiyce). Koncrpyucarn edukacan ajgropuraM 3a oapehusame nosesyjyher
crabna G xoje caxpzxu cse rpase F', u (mog tuM yc/ioBEMa) IMa MUHUMAJHY LEHY.

6.44. Heka je e rpana MakCHUMaJHE TeXXWHE y HeKOM mukiycy rpada G = (V, E). JTokazaTn
na mocroju MCST rpada G’ = (V, E \ {e}) xoje je uctospemeno u MCST rpada G.

6.45. Heka je G = (V, E) nosesan HeyCMepeH TeKMHCKH rpad. MoxKe e npeTmocTaBuTh
Jla Cy TeXKWHE IDaHa NMO3UTHUBHE W PA3JIHINTE. 33 IPOM3BOJbHY rpany e € F neka T'(e) o3HaTaBa
nmosesyjyhie crabmo G ca muammannom neraom mehy csum mosesyjyhimm crabmmma G xoja cagpxke
e. Koucrpyucaru anropuram caoxenoctu O(|V|?), xoju oxpebyje T(e) 3a cse rpane e € E.

6.46. Heka je G = (V, E) HeycMepeH Te:KUHCKH rpad ¥ HeKa je T HEKO MHUHHMAJHO IOBe-
3yjyhe crabno (MCST) rpada G. IlpernocraBumo ma Cy TexkmHe cBux rpana y G moseliame 3a
koucraury c. la au je T u game MCST?

6.47. Heka je G = (V, E) nose3an HeycMepeHu rpad ca n 4BOpOBa HyMepUCAHUX 07 1 110 n.
Konucrpyucaru edpukacan agropuraM 3a oapehusame HajMamer kK TAaKBOT 3 aKO Ce PEIOM yKJIOHE
4BOpOBHU 1,2,...,k, oHga ce nobuja rpad 4uje cBe KOMIOHEHTE CAJApIKe HajBuile n/2 4BOpOBA.
VKamarme 9B0PA MOAPA3YMEBA U YKIIAMHAhEe CBUX IbEMY CYCeJHHUX IDAHA.

6.48. Heka je G = (V, E) neycmepen rpad. Ckyn rpana F' C E 30Be ce CKyIl IOBPaTHUX
rpaHa ako csaku muknyC y G caapxu 6ap jenmy rpamy m3 F. Komcrpymcatu amropuram 3a
HaJIayKerhe MUHUMAJJIHOT CKYIa TOBPATHUX PAHA.

6.49. Jlokasatu na aJropuTtaM 3a ofpehuBame CBUX Hajkpaliux myTeBa ca ciIvke 25 pajam
KOPEKTHO 3a TeKHUHCKe rpacl)OBe Ca HEKVWM HEraTUBHUM TEXKWHaMa, 104 YCJIOBOM [da TeXXWHa HA
jeaHOT IMKJIyca HHUje HeraTHBHA.

6.50. Hexka je G = (V, E) ycMepeH Te:KMHCKE rpad y KOMe HeKe TEeKHUHE MOTY OHTH Hera-
THBHE, aJIi HEMA IUKJIyCa HETaTHBHE TEXKHMHE (IUKIyCa y KOMe je 30HD TeXKWHA IDAHA HETATUBAH).
Heka je T mosesyjyhe crabmo G ca kopeHoMm v. KOHCTpyHCATH aJrOpUTAM JTUHEAPHE CJIOKEHOCTH
koju yTBphyje na mm T caapxwm camo Hajkpahe myrese om v 0 cBEX ocTasux 4Boposa G (u3ma3
je camo oxrosop ”na” unm “He”).

6.51. Heka je G = (V, E) ycmepen TexxuHCKH rpad y KOME HEKEe TDAHe MMajy HEraTHBHY
TexxuHy. KoncTpyuncatu edukacaln ajropurtaM 3a yTBphusame fa sin rpad CajpK¥ IUKJIYC Hera-
THBHE TeXUuHE (JOBOJBHO je ogrosopurn ca ’na” mam "He”).

6.52. XaMuUJITOHOB IyT je IPOCTH IyT KOjU CAILPKU CBe uBopose rpada. Koncrpyucaru
aJTOPUTAM JHHEAPHE CJOXKEHOCTH KOjU YTBpDYyje Ha Ju 3aJaTH AlUKJIWYKH ycMmepenu rpad G =
(V, E) cagpxu Hekn XaMHITOHOB IIyT.

6.53. Asropuram Tranzit_zatvorenje2, (camka 27) mma Tpu ymeTHyTe nerbe. Crosbamba,
nmeTsba OMpa KOJOHY, APYra BpCTy, a Tpeha obpabyjy mzabpamy Bpcty. llpermoctaBmMo ga je
3aMemheH PeIOCIe] IPBe U ApyTe nersbe. [loKka3arn KOHTpaIpuMepoM 1A OBAj AJITOPUTAM HE HAJIA3N
YBEK TPAH3UTHBHO 3aTBODEHE.

6.54. Basa uBoposa ycmepenor rpada G = (V, E) je nogckyn B C V' majmame Besuvanne
ca OCOOMHOM 113 3a CBakKd 4BOp v € V moctoju uBOop b € B, Takas ja moctoju myT ayxkwune ehe
unu jeguake og 0 ox b no v. Hokazaru caexneha npa rBphema.

(a) YBop KOju He IpHUNAJa HU jeHOM IUKJIYyCy ¥ UMa yJa3HU CTeleH Behu o7 Hyse He MOXKe
6uTy HU y jeqHOj 0a3u IBOpOBA.

(6) AnuKIHYKE ycMepeHH rpad uMa jeAuHCTBEHY 6a3y YBOPOBA, KOJy je JIAKO OJ[PEJ[UTH.

6.55. KoHcTpyucaTu ajgropuraM JUHeapHe CJIO0KEHOCTH 32 oJpehupame ONTHMAJIHOT yIapH-

Bama y crabiy.

6.56. [lar je 6unapruram rpad G, uuju cy usoposu a, b, ¢, d, e, f, gu 1, 2, 3, 4, 5, 6,
77 O,HHOCHO Fpa’He {(a7 1)7 (a7 2)7 (a7 5)7 (b7 1)7 (b7 2)7 (b7 6)7 (C7 1)’ (C7 2)7 (C7 3)7 (c7 7)’ (d7 1)7 (d7 2)7
(e, 1), (e,4), (f,5), (g,6)}, Bmpern ciuky 39. Oxpesurn onTHMaTHO ynapusame y G.



178 6. TPA©OBCKU AJI'OPUTMU

N O Ot s W N

Puc. 39. V3 3amarax 6.56.

6.57. ar je ycmepernu rpad (mpexa) G = (V, E) ca gBa m3gsojena 4Bopa s u t (Bugern
cauky 40). I'panama rpada npuapykenu cy 6pojeBu, BUXOBU KananureTd. OIpeIUTH ONTHMAJIHI
(majeelim mMorylim) TOK KpPO3 Mpexy.

Puc. 40. VY3 zamarak 6.57.

6.58. 3Be3sa je crabso ca Gap AgBa YBOpa y KOMe je jeJaH 4YBOD CyCeJaH CBHUM OCTAJIUM
usoposuMma. Heka je G = (V, E) neycmepen nosesaH rpad. 3aJaTak je KOHCTPYHUCATH aJITOPUTAM
3a Hajaxkeme (OWI0 KOje) KojeKnmje NUCjyHKTHHX 3Be3aa (6e3 3ajeHHMYKHX YBOPOBA), TAKBE A3
CBaKHM YBOD IPWIIaJIa HEKOj 3Be3au. /Ipyrum pedmma, 3Be3jie Tpeba na IOKPHUBAjy CBE YBOPOBE,
asu He 00aBe3HO U CBe rpaHe rpada.

(a) IIponahwu rpeniky y cienehem aaropurMy 3aCHOBAHOM HA HHIYKIHjH. HIyKTHBHA XUIOTE3A
je ma ymemo ma pemmmo mpobiem 3a rpadose ca Mame o n uBoposa. 3a gatu rpad G = (V, E) ca
7 IBOPOBa, 6MPAMO HErOB IMPOU3BOJFAH UBOD ¥ M YKJAmaMo ra u3 G 3ajeIHO Ca CBUM CYCeanMa.
Y mpeocranoM rpady ce 3aTEM CBaKa KOMIIOHEHTA IIOBE3AHOCTH IOCEOHO pa3Marpa W HA Iy Ce
MpUMemyje aJropuTaM KOjU IO MHAYKTUBHOj XHUIIOTE3U IMOCTOjU.

(6) Koncrpyncarn eduracan (1 KOPEKTAH) AIrOPHTAM 33 PELIABAE OBOr HPOGieMa.

6.59. 3amat je Texkuncku 6unaprutau rpad G = (V, E) ca n upoposa u m rpaia Kpuru4-
Ha TexkuHa ynapusama M (y G) je rexuna majrexxe rpame y M. Korcrpyncarn asropuram
caoxenoctn O(y/nmlogn) 3a HalaxKeme ONTUMAJHOT yIapHBaiba ¢a MAHAMAJHOM KPHTHIHOM
TEe2KHUHOM.

6.60. Pesynraru TypHuUpa n3Mebhy n mrpada, y KOMe ce CBaKH YUECHHUK OJIMepaBa Ca CBHMA
OCTAJIUM M HEMQ, HEDPELIEHUX Pe3yJITara, JaTH Cy MATPULOM. Y OLIITEM CJIYy4ajy YYECHHIU Ce He
MOT'Yy DAHTHUPATH, jep ce MOxe necutu HOP. A3 je A mobemmo B, B mobemuo C, u C' mobenmo
A (tj. pesysnraru He MOpajy Omru Tpam3uTuBHH). 3aJaTAK je OOPEANTH TAKAB PELOCIE] HIDAda
Py, Ps,..., Py, naje P; mobenno P;13ai=1,2,...,n—1. Anropuram Tpeba ma 6y/e CI0KEHOCTH
O(nlogn).

6.61. * Bojeme rpada je npugpyrkuBame 60ja rpanama rpada, TAKBO Ja IDAHE CYyCeTHE UC-
TOM YBOPY UMajy pasauuaute 60je. Heka je k crenen npojke. KoncTpyncaTu aaropuraM CJI0KEHOCTH
O(|E|log k) 3a Gojeme HeycMepeHOT GUMapTHTHOT rpada Yuju CBU YBOPOBU MMajy CTereH k.
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6.62. ITokpuBau rpana meycmepenor rpada G = (V, E) je ckyn usopoBa U Takas ga
je craka rpana u3 E cycemna 6ap jemnom usopy u3z U. Koncrpyucatu edukacan ajaropuraMm 3a
HaJIaKemhe HajMamer MOKPHUBAYA [PAHA AATOr cTabia.

6.63. Hexka je G = (V, E) crabso, 9ujeM je CBAKOM 9BODY J0/IeJbeHA TEXKUHA jeTHAKA HeroB-
oM creneny. KoHcTpyncaru asropuraM 3a Hajlakeme MOKPUBada rpaHa MUHNMAaJIHE TeXKUHe
rpada G.

6.64. Heka je G = (V, E) noBe3an HeycMmepen rpad, u Heka je k npupogas 6poj. Kouncrpy-
nCaTH anropuraM 3a yrephusame ma qm y G mocroju mokpusad rpaHa (Bmaeru 3amarak 6.62) ca
HajBHIe k YBOPOBA, KOJH je MCTOBPEMEHO M HE3ABUCAH CKYH (Tj. He mOCTOju rpana usmehy Guio
KOja ABa Of THX k IBOPOBA).

6.65. Komcrpyucatu anroputaM Koju 3a jgatu rpacd G = (V, E) yTephyje ma mu camp:ku
moackym U 94BOPOBa KOJH je HCTOBPEMEHO K MUHUMAJIHU MIOKPUBAY I'PAHA K MAKCHMAJIHYA HE3ABUCHA
ckyn. Aaropuram Tpeba na npouale Takas ckyn U ako mOCTOjH.

6.66. VMnTepBannu rpad je HeycMepeHU rpad UHjU IBOPOBHU OATOBAPAjy MHTEPBAIMMA
HA DEAJIHOj OCH, a JBa IBOPA Cy MOBe3aHa aKO ce oxromapajyhm muaTepBasm cexy. Heka je G
HHTEpBAJHE rpad HEKOr ckyna mHTepBasna. Koncrpyucaru eduxracaH aaropuraM 33 HAJIAKEIHE
MaKCHMAJIHOT He3aBHCHOT cKyna y G (MaKCHMAJIHOr CKyIla YBOPOBA TAKBOI Ja HUKOja JBA HErosa
YBOpA HHUCY LOBE33HA PAHOM).

6.67. (a) Koncrpyucarn amroputam cioskeroctu O(|V|3) 3a yrephusame ma mu 3amatu we-
yemepenn rpad G = (V, E) caapxu kBaapar (IUKIYC JyKAHE 9E€THPH) KA0 MOATpad.

(6) YcappmuT anropmram, Tako ga My ciaoxenoct 6yme O(|V||E|). Moxe ce KOpHCTHTH
MATPHLA [HOBE3aHOCTH WMJIM JIICTA IIOBE3aHOCTH rpada.

6.68. Ilokazaru na e nocroju anropuram cjaoxenoctu O(|V||E|) 3a nanaxeme c6us KBaI-
pata (Bumern 3amaTtak 6.67) koju cy moarpadosu meycmeperor rpada G = (V, E).






TnaBa 7
l'eomeTpujcKu ajaropurmn

7.1. ¥YBoz

leomerpujcku anropurMu Urpajy BazkKHy yJIOry y MHOIHUM OOJIACTHMA, HA IIPU-
Mep Y pauyHapCKOj rpaduiy, MpOjeKTOBakY MOMONY padyHapa, npojekToamy VLSI
(MHTErpuCaHUX KOJIa BUCOKE Pe30Jyluje), poborurny u 6asama moJaTaka. ¥ pady-
HAPCKM TEHEPUCAHO] CJIUIU MOXKE OWTH Ha XU/bajie WM 9aK MUJUOHE Ta9aKa, Jiv-
HHja, KBaJparTa W KPYTroBa; IPOjeKTOBAHE KOMIIjYTEPCKOT YUIIA MOXKE 13 3aXTeBa,
paz ca MmunuoHuMa esemenara. CBu oBu nmpobiemu cajprke 00pajy TeOMeTpHjeKux
objekara. [Tomro BesmunHa yaasza 3a oBe mpobemMe MOXKe OUTH BPJIO BEJIUKA, BEOMA,
je 3HaYajHO 3HATH e(PUKACHE ANTOPUTME 33 BUXOBO PeIlaBarbe.

ITocToje aBe y m3BeCcHO] Mepu pa3nBojeHe 0OJACTH y KOjUMa Ce€ IMOjaBJbYjy Te-
OMETPU]CKH aJTOPUTMU, AJIH Ce, Ha JKAJIOCT, 0be 30BY pauymnapcka zpadura. Jen-
Ha o7 BuX 0aBu ce KOHTHHYAJHHM, a JAPyra OUCKPETHUM ACIEKTHMA [eoMe-
TpujckuxX objekaTa. ['paHuIa HUje MPENu3Ha, Ma TOCTOje MHOTH CJIUYHU MpobIeMu
u texuuke. OBre fiemo ce Buiie HaBUTH AUCKPETHOM DPAIYHAPCKOM rpacdurom. Y
OBOM TIOTJIAB/BY PAa3MOTPUlieMO HEKOJIMKO OCHOBHUX T'€OMETPHUjCKUX AJTOPUTAMA —
OHHX KOjU C€ MOT'Y KOPUCTUTH KA0 €JIEMEHTH 32 U3TPA/Iby CIOKEHNUX AJITOPUTAMA,
OJTHOCHO aJITOPUTAMA KOjU MIYCTPYjy 3aHUMJbHUBE TEXHUKE.

ObjekTu ca Kojuma ce paju Cy Tadke, IPABE, JyKHU U MHOTOYTJIOBH. Ajaroput-
Mu obpaljyjy oBe objekTe, OMHOCHO MU3PAUyHABA]Y HEKE EHUXOBE KAPAKTEPUCTUKE.
Hajmpe najemo ocHoBHe neduHUIMje W HABOIUMO CTPYKTYPE MOIATAKA MOTOIHE 34
MpeCTaB/bame Tojennanx objekara. Tadka p y paBHU IIPEACTAaB/bA Ce Ko map
koopmmaaTa (z,y) (npermocrasiba ce aa je n3abpan GUKCHPAHU KOOPIWHATHU CHC-
rem). IIpaBa je npeacrapibeHa napoM Tadaka p u ¢ (HPOU3BOJBHE JIBE PA3JIUYUTE
TayKe Ha MPaBOj), ¥ O3HAYABA ce ca —p — ¢—. JLy»K e TaK MpeacTaB/ba MapoM
TaYaka P U ¢ — KpajeBa MyxKu, W O3HaUaBa ca p — q. Iyt P je uu3 tadaka pi,
P2s---, Pk M AYKHA P1 — P2, P2 — P3,.--, Pk—1 — Pk KOje WX nosesyjy. [lyxm koje
YHUHE [yT Cy Ierope MBUIe (CrpaHuile). 3ATBOPEHH IIYT je IyT Yuja Ce MOCIE-
ba TAdYKa MOKJAMA €A MPBOM. 3aTBOPEHU IyT 30Be ce W MHOroyrao. Tadke Koje
neduHUILy MHOrOyrao cy merosa TeMeHa. Ha npumep, rpoyrao je MHOroyrao ca
Tpu Temena. MHoOroyrao ce mpeicraBiba HH30M, a HE CKYIOM Tavyaka, jep je Outax
pesocsies; KOjuM ce Tauke 3a71ajy (IIPOMEHOM DEJOC/IeNa TaYaKa U3 UCTOr CKYIa Y
ommreM Ciay4ajy mobuja ce apyru Muoroyrao). Ilpoctu mMHOroyrao je onaj ko
KOra O/roBapajyhm myr HeMa IIpeceka ca caMuM cODOM; JAPYTHM PEeUnMa, je/IhHE
HWBUIIE KOje UMAjy 3ajeJHUYKE TA4Ke Cy CYCEJHE MBHIE CA HUXOBUM 33jeTHUYKUM
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182 7. TEOMETPNJCKU AJI'OPUTMU

temeHoM. [Ipoctu MHOTOyTAO Orpanuvana jefdHy oOJACT Y PaBHU, YHYTPAIIEOCT
MHOroyria. KoHBekcHI MHOroyrao je MHOTOYTaO 4hja YHYTPAIIHBOCT Ca CBAKe
JIBE TA4YKe KOje CAIPKU, CANPKN U CBe Tadke Te ayxKu. KOHBEKCHUM IIyT je myT
O]l TAYaKa Pi, P2, - - - , Pk TAKAB j& MHOTOYTA0 P1P3 - . . P KOHBEKCAH.

IIpernocrasspa ce ga je unrasal yluo3HaT ca OCHOBAMA AHAJIUTUIKE [EOMETDH]E.
Y anropurmMuMa Koje heMo pa3MaTparn HausIa3w ce, Ha TPUMep, Ha U3PATYHABAHE
IIpecevdHe TaduKe JBEjy JAyzKu, yTBpDUBame Ja Jiu Tadka JeXKH ca 3aJare CTPaHe
mpaBse, W3padyHaBame pacrojamba m3Mmehy ase Tauxe. CBe oBe omepaije Mory ce
M3BECTH 33 BPEME OIPAHUYEHO KOHCTAHTOM, ITOMONY OCHOBHHX apPUTMETHYKHUX OIIe-
panuja. IIpu Tome, HA mpuMep, MPETIOCTAB/HAMO & Ce KBAJIPATHU KOPEH MOXKE
U3PAUYHATH 33 KOHCTAHTHO BpeMe; 0Baj mpobisiem Oulie ciomenyT y onesbKy 7.3.

Yecra HEyromHa KapakTepUCTUKA FeOMETPUjCKUX TTPOBJIeMa je MocTojamhe MHO-
rux ”cnenujasnux caydajea’. Ha npumep, fBe npase y paBHU OOMYHO Ce CEKY y
jeIHOj TAYKM, CEM aKO Cy HapaJiesiHe MK ce MOoKaamnajy. Ilpu pemasamy mpobiema
ca JiBe TIpaBe, MOPajy ce mpeaBuaeTH cBa Tpu Mmoryha ciaydaja. KoMmMminkoBammju
objexkTr pOy3pOKYyjy MmojaBy MHOro Beher 6poja crerujaanux caydajeBa, O KOjuMa
Tpeba BomuTu padyHa. O0muHO ce BelimHa THX cHenMjaTHUX CIydajeBa HEMOCPEI-
HO pelaBa, aju norpebda Jia ce OHM y3My y OO3UD UMHU IIOHEKaJ[ KOHCTPYKIIU]Y
TeOMETPHjCKHX AJTOpuTaMa BpJo ucupibyjyhom. Mu hemo HaMepHO HWTHOpHCATH
JeTasbe KOju HUCY OJ] CYIITHHCKOr 3HAa4aja 3a pa3yMeBame OCHOBHHX H/JI€ja aJropu-
TaMa.

7.2. YrBphuBame na Jim 3aJaTa Tadvyka MPUIAAA MHOTOYTJIY
Pasmarpame 3an0unmeMo jeqHIM je THOCTABHUM TTPOOIEMOM.

IIpo6aem. 3amar je npoct MHOroyrao P u Tadka q. YCTAHOBUTH [12, JIH j€ TAYKA
Vv Wian BaH MHOroyria P.

[Tpobstem w3rmega jeqHOCTABHO HA TPBU MOTJIE, aJIM aKO CE Pa3MaTpajy CJio-
JKeHM HEeKOHBEKCHM MHOTOYIJIOBH, KAaO OHAj Ha CJMNM 1, HpobjieM CHUTYpPHO Huje
jennocrasan. IIpBM MHTYMTHBHH NIPUCTYI je IOKYIIATH HEKaKo ~u3ahu Hamobe”,
monazehu om 3amare tauke. IlocMarpajMo TPOW3BOBHY MOMYNPABY CA TEMEHOM (.
Bumau ce na je moBosbHO mpebpojaru mpeceke ca CTPAHUIIAMA MHOIOYTJA, CBE 10
JIOCTU3aba CIIO/ballbe 00acTu. ¥ nupumMepy Ha cuauny 1, uayhu Ha CeBEPOUCTOK O
gare tadke (npareliu MCHpeKuIany JUHU]Y), HAUIA3UMO Ha IIECT IPECEKa Ca MHO-
rOyIJIOM JI0 JOCTH3akha CHo/balllibe obaactu (MCTHHA, Beli mocje YeTupu Ipeceka
CTHKe Ce BAH MHOTOYIJIA, i TO padyHap ~He BUAM ; 3aTO ce Opoju yKymaH Opoj
[IPECceKa MOJIyIPaBe €a CTPAaHUIaMa MHOroyria). Ilomro Hac nocaentu npecek mnpe
M3JIACKA U3BO/IU U3 MHOIOYIJIA, & IPETHOCIEbU HAC Bpahia y MHOrOyrao, uT, Taqd-
Ka je BaH MHOTOYTJIa. YOIITe (Chenujajite ciydajeBe Ha TPEHYTaK 3aHeMapyjeMo)
Ta4Ka je y MHOTOYTJTy aKO U CaMo aKo je Hemapa. IMaMo makiie CKHIY aJrOpuTMa,
BHAETH CIUKY 2.

Kao mro je pedeHo y mperxomHOM OIe/bKY, OOMYHO MOCTOj€ HEKH CIIEIIN)aTHI
cIIyvajeBu Koje Tpeba mocebHO pasmorpuTu. Heka je s Tadka BaH MHOTOYIJIA, W He-
Ka je L myx Koja cnaja q u s. llusp je yrBpAUTH 12 JM ¢ TpUNaIa YHYTPAITHOCTH
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=

Puc. 1. ¥YrsphuBaime mpunagnocTu TadKe YHYTPAIIHBOCTHA TPOC-
TOT' MHOTOYTJIA.

Asropuram Tacka u_mnogouglu_1(P, q); {upsu nmoxymaj}
VYaas: P (npocT MHOrOyrao ca TeMeHHMA P1,P2, . .., Pn ¥ UBHIAMA €1,€2,...,6n), 1 ¢ (TadkKa).
WNsanas: Pripada (Bynosa npoMmeHsbuBa, true akko g npumnaaa P).
begin
MN3abpaTy Npon3BOJBHY TAYKy S BAH MHOTOYTIJIA;
Hexka je L nyx q — s;
broj := 0;
for cse rpane e; muoyriaa do
if e; ceue L then
{upernocraB/pamMo 13 IPECEK HUje HE TEME HU WBULA, BUJETH TEKCT}
broj := broj + 1,
if broj je menapan then pripada := true
else pripada := false

end

Puc. 2. IlpoBepa mpumagHOCTH TadKe YHYTPAIIHOCTH 33IaTOT
[IPOCTOT MHOTOYTJIA.

P wma ocmoBy Opoja mpeceka L ca mBunama P. Mehyrum, nyxx L moxke ce menom
LpekJanary ca Hekum uBuiama P. OBo upeksianaime 04uraeHo He Tpeba 6poj

y mpeceke. JIpyru cnenujagnu ciydaj je npecek L ca Temenom Muoroyrsia. Ha cobi-
mu 3(a) BUAM ce IpuUMep Ciaydaja KaJ mpecek L ca remeHoM He Tpeba Opojarwu, a
Ha cauiy 3(6) npumep kaz Taj npecek Tpeda Gpojaru. IIpermsuparse anropurMa y
OBOM CMHCJIY [IPEIYINTa ce YuTaoly (Buiaeru 3anarak 7.1).

Pazsujajyhu oBaj anmropmram, UMILTHIATHO CMO IIPETIIOCTAB/HAIHA /13 PAJTHMO
ca caukom. IIpobsiem je HeMTO ApPyraduju KaJa je yjaas daT HU30M KOODIWHATA,
mro je yobmuajeno. Ha mpumep, Kam mocao pajuMo PYyYHO W BHAAMO MHOTOYTAO,
Jako je Halin n1obap myT (OHAj ca MaJIO MPEceKa) [0 HEKEe TAYKe BAH MHOTOYrJa. Y
CJIy9ajy MHOTOYIJIA JATOT HU30M KOOPAMHATA, TO HEje jJako. Hajsehu meo Bpemena
TPOIIM Ce HA M3PAdyHABaMWmE Mpeceka. 1aj /1e0 1mocia MOXKe Ce OMTHO yIPOCTUTHU
aKo je AyIK ¢ — S TIapaJjiesiHa, jeIHO] O oca — Ha TmpuMep y-ocu. bpoj mpeceka ca
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*4q

Puc. 3. Cuoenujanmu ciaydajeBu Ka/Ji MpaBa cede UBHILY KPO3 TEMe.

OBOM CIIEIMJAJHOM JIy2KU MOXKe OuTu MHOrO Belin Hero ca onTuMasanoM JAyxKu (KOjy
HUje JIAKO OJIPEIUTH — BUJETH 33JAaTaK 7.3), ajy je HAJAXKEHe IPEceKa MHOrO
jenrocraBauje. MoandukoBaHN aIrOPUTAM IPUKA3AH je Ha caumu 4.

Asropuram Tacka u_-mnogouglu_2(P, q); {apyru mokymaj}
VYana3z: P (pocTd MHOrOyrao ca TEMEHHMA D1, P2, . - ., Pn U CTPAHUIAMA €1, €2, . .., €En),
n ¢ (Tauka ca koopamHaTaMa (£0,Y0))-
Wsna3z: Pripada (6y10Ba IpoMeHIbHBA, true akKKO ¢ npumnaga P).
begin
Broj := 0;
for cee rpamne e; muoroyrsia do
if mpaBa © = z¢ ceue e; then
{llpeTmocTaBbaMo 1a MpeCEeK HUje HA TeMe HHW CTPAHUIE MHOTOYTJIA}
Heka je y; y-KoOpJnHAaTa Ipeceka IpaBe T = Tg Ca €;;
if y; < yo then {mpecex je mcuox g}
Broj := Broj + 1;
if Broj je nemapan then Pripada := true
else Pripada := false

end

Puc. 4. VYcampiena BapujaHTa aqropuTMa 3a TPOBEPY 4 JIN Tad-
Ka MPUNAAa 33JaTOM MMPOCTOM MHOTOYTITY.

CioxxeHocT. 3a M3padyHaBambe MPeceKa JiBe MyKHU MOTPeOHO je KOHCTAHTHO
Bpeme. Heka je n 6poj mBura MmHOroyria. Kpo3 oCHOBHY IT€T/by aIrOPUTMA IPOIA3H
ce n myTta. Y CBAKOM TIPOJIACKY HAJA3W Ce MpeceK JBe My>KW W U3BPIIaABajy ce
jOIT HeKe omepalyje 3a KOHCTAHTHO BpeMe. Jlakje, YKYITHO BpeMe H3BPIIaBarba
anropurma je O(n).

KomenTap. Y MHOro ciy4ajeBa jeJHOCTABAH IOCTYIIaK MHCIIUPUCAH OOUYIHIM
aJropuTMOM (OHMM KOJUM Ce PYYHO pelnaBa npobjeM) Huje edukacan 3a BejHKe
yiaaze. Tlonekas je mak TakaB MPUCTYI HE CAMO jeIHOCTABAH, Hero u edukacax.
IIpucryn pemasamy mpobieMa MOCTYIIKOM KOju ce Bu3yeaHno namehe je obm<HO 10-
Gap m3bop. Tume ce Moxke mohim M0 BHUIlle KOPUCHUX 3amaxKkama O mpobiaemy. ¥
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7.3. KOHCTPYKIINJA ITPOCTOI' MHOI'OYIJIA 185

OBOM CJIy4ajy, MocMarpajynu cauKy, TPUMETHIA CMO 13 Ce TTPODJIEM MOXKE PEeIuTH
nparehu HeKW TIyT OJ TaYKe 0 CIOJHAITHOCTH MHOTOYTIIA.

7.3. KoHCcTpyK1uja IpoCcTOr MHOTOYTJIa

Ckyn Tadaka y paBHU jedUHUIIE MHOIO PA3IMYATHX MHOIOYTJIOBA, 3aBHCHO
on w3abpaHor pefociena Tadaka. Pasmorpuliemo cama mpoHasaskerme TpocTOr MHO-
rOyTJja ca 3aJaTUM CKYIIOM TeMeHa.

IIpo6aem. Jlaro je n Tavaka y paBHH, TAKBUX 13 HHUCY cBe Koamueapue. ITo-
BE3aTH UX IMPOCTUM MHOTOYTJIOM.

ITocToju Buille METOMA 38 KOHCTPYKIIN]Y TPAXKEHOT MPOCTOT MHOTOYTJIA; YOCTa-
JIOM, JaCHO je /13 y OIINTeM CJAyYajy mpodieM HeMa jeTHO3HAYHO pererne. [Ipukasa-
hemo Hajope reomeTpujcku mpucTyn oBoM npobsiemy. Heka je C Benwku Kpyr, unja
YHYTDAIIIKHOCT CAJIPKU CBE TadKe. 3a HaJIa’Kemhe TaKBOI Kpyra noBosbHO je O(n)
omepanuja — u3padyHaBama HajBeher mehy pacrojamuma MPOU3BObHE TAYKE PABHU
(uenrpa Kpyra) 4o csux n radaka. Ilospuuna C moxe ce ”upebpucaru” (uperie-
Jary) porupajyhioM moaynpasoM Kojoj je noderak menrap C, Bugeru ciuky 5. [Iper-
MTOCTABMMO 3aCal Ja poTupajyha moaynpaBa y CBAKOM TPEHYTKY CAIPKU HAjBUIIIE
jemry rauky. Ouekyjemo ma hemo crajameM Tadaka OHHM PEJIOM KOjUM MOJyTIpa-
Ba HAWJIA3HM Ha BUX, A006uTH mpoct muoroyrao. Ilokymajmo ma to mokaxkemo. O3-
HAYMMO Ta4dKe, ypeheHe y CKJIa/y Ca PeIOC/Ie0M HANUIIACKA IOJIYIIPABE HA BHUX, €A
P1,D2,---,Pn (IpBa Tauka Gupa ce MPOU3BOBHO). 3a cBako 4, 1 < i < n, crpa-
HUIA P; — Pi—1 (OJHOCHO p1 — Py, 32 § = 1) canpikana je y HOBOM (JUCjyHKTHOM)
HCEYKYy KpyTra, [a ce He cede HU ca JeTHOM JIpyroM crpanoMm. Ako 6u oBo TBpljeme
OMI0 TavHO, JOOHWjeHn MHOTOyrao 6m Mopao ga 6yzae npocr. MehyTtuwm, yrao uames-
jy mosympaBux KpPO3 HEKE JIBE y3aCTOIIHE TAadKe P; W Pijy1 MOxKe ma Oyae Behm on
. Taga ncedak KOju camap:Ku YK P; — Pi+1 CAJAPIKU BUITE O] TTOJa KPyTa U HUje
KOHBEKCHA (DUTrypa, a IyXK p; — P;4+1 OPOJA3U KPO3 IPYyre UCEUIKe KPyTa, IMa MOXKE
Jla cede Jpyre crpane muoroyria. Jla 6ucmo ce yBepuiu ja je To moryhe, 710BO/bHO
je Jla 3aMUCAuMO KPyr ca IIEHTPOM BaH Kpyra ca ciauke 5. OBo je mobap mpumep
CITENIMjAJTHUX CAyUajeBa Ha KOje Ce HAWJIa3M P PeIllaBamy reOMeTPHjCKUX mpode-
ma. [Torpebno je ma Oymemo naxKpuBu, 13 OUCMO OWIM CUT'YPHH 13 Cy CBU C/IyIajeBU
pasmorpern. Ha oBy mojaBy Hamia3m ce KOJ CBUX BPCTa AJITOPUTaMa, ajd je OHA
KOJT TEOMETPHjCKUX AJTOPUTAMa, TPACTUIHN]e U3PaZKEHA.

Jla 6m ce permo yodeHu mpodbaeM, MOTy ce, Ha IpuMep, PUKCUPATH ITPOU3BOJHHE
TPH TaYKe U3 CKYyIa, & 3 [EHTAD KPyra n3abpaTu HEKy Ta4Ky YHyTap mUMa oapehe-
HOr Tpoyruia (Ha IpUMep TEeXKUIITE, Koje ce jlako Hasaszu). OBakas u3bop rapanryje
a HU jemaH o M00MjeHuX cekTopa Kpyra Helie mmaru yrao Behim om m. Moryhie
je m3abparn u Ipyro perieme, Jda Ce 3a HEHTAp KPyra y3Me je/iHa oJ Tadaka Hu3
CKyTIa — TadKa z ca HajBeNoM T-KOOpAUHATOM (U Ca HajMambOM Y-KOODIUHATOM, aKO
UMa BuUllle Tayaka ca HajsehoM z-KoopaumHATOM). 3aTHM KOPUCTHMO MCTH OCHOBHU
asrropuraM. COpTHpaMO TavKe IIpeMa MOJI0XKA]y y Kpyry ca nearpom z. [Ipenusnuje,
COPTUPAjy ce yeno6u n3Mehy x-oce U TONYIPABUX O 2 Ka OCTATNM Tadykama. AKO
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186 7. TEOMETPNJCKU AJI'OPUTMU

Puc. 5. Ilponasak tauaka y Kpyry poTupajyhoM mosyrnpaBoM.

JIBE WJIM BHUITIE TAYaKa UMajy UCTH yrao, OHE ce Jajbe COPTHUPAjY TTPeMa, PacTojamy
on tauke z. Ha Kpajy, 2z ce momesyje ca TadykoM ca HajMamuM u HajBehinM yrsiom,
a ocrajie TadKe IOBE3Yjy Ce y CKJamy ca Jobujenum ypehemewm, 1O [Be y3acTOIHE.
ITomTo cBe Tatke Jexke JEBO O 2, A0 JAETEHEPUCAHOT CIy4Yaja O KOME je Omiio pedn
e moxke gohwm. IIpoct mHOrOyrao a00mjeH OBHM MOCTYIKOM 33 Ta4dKe CA CJIUKE D
LIPUKA3aH je Ha cauny 6.

Puc. 6. Konctpyknuja mpocTor MHOTOYTIA.

Onucanu MeToT MOXKE Ce YCABPINUTH Ha ABa HaYuHA. [[pBO, yrIoBu ce HE MOpa-
JV eKCILTUIIUTHO W3PAdyHABATH. YTJIOBH C€ KOPHUCTE CAMO 33 HAJAXKEme PEIOCyena,
Kojum Tpeba noseszaru tauke. Ucru penocnen nobuja ce ypehemem nazuba (ommnoc-
HO OJHOCA IPUPAIITAja Y- U T-KOOPAUHATA) OAroBapajyiux MosynpaBux; TO Yu-
HE HEIOTPeOHMM mM3padyHaBarmbe apKycranreHnca. VI3 ucror pazsora HEmoTpeOHO je
N3pavyHaBakhe PACTOjarba KaJl IBe TauKe UMAajy UCTU HArub — JOBOJHHO je u3pady-
HATHU KBajpare pacrojama. Jlakye, HemMa morpede 3a M3padyHABAMBEM KBAJAPATHUX
KOpEeHOBa. AJropuraM je IpuKa3aH Ha CJUNHA 7.

Cuaoxenoct. OCHOBHA KOMIIOHEHTa BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH OBOT AJITOPHUTMA
notude of, coprupama. Crnoxenoct aaroputMa je gakae O(nlogn).

7.4. KouBekcum oMmoTau

KoHBeKCHM OMOTA4 CKyIMa Tadaka AedUHUINE Cé KA0 HAjMambW KOHBEKCHU
MHOIOyTa0 KOju CaapKu CBe Tavyke cKyna. KOHBeKCHH OMOTad¥ ce mpeicTaBsba HA
HCTH HAYWH KAa0 OOMYaH MHOTOYTA0, TEMEHUMA HABEIEHUM Y IIUKJIMIKOM DETOCIETY -
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7.4. KOHBEKCHII OMOTAY 187

Agnropuram Prost_mnogougao(p1,p2,...,Pn);

VYnas: p1,p2,...,pn (Tauke y pasHn).

WNsnas: P (mpocT MEHOrOyrao ca TEMEHHMA D1, D2, ..., Pn Y HEKOM PELOCIENY).
begin

[IPOMEHHUTH O3HAKE TaKO 13 p1 Oyae eKCTpeMHA TadKa;
{rauka ca HajBelloM Z-KOOpAMHATOM, a aKO TAKBHX MMa BHUIIE,}
{oHa 01 BUX KOja WMa HajMarbyy-KOOPAWHATY }
for i := 2 ton do

U3padyHATH yrao a; u3Mely mpase —p1 — p;— H X-0Ce;
COPTHPATH TAYKE IIPEMA YIJIOBUMA (2, . . ., 0n}
{y rpymm ca mCTEM yTJIOM COPTHDATH MX HPEMAa PACTOjamy OX D1}
P je mHOTOYTa0 1eUHUCAH COPTHUPAHOM JIUCTOM TAIAKA

end

Puc. 7. AaropuraM 3a KOHCTPYKIIH]Y MPOCTOI MHOTOYTJIA Ca 38~
AaTUM CKYIIOM TeMeHa.

IIpo6aem. KoucTpyncarn KOHBEKCHH OMOTAY 33JaTHX 7 TAYAKA Y DABHU.

Ob6paia KOHBEKCHUX MHOTOYIJIOBA, JIHOCTABHUja je of 00paje MpOW3BObHUX
muoroyrsioBa. Ha npumep, nocroju anropuram ciuoxkenocru O(logn) 3a yrephu-
Balbe [PUNAJIHOCTH TAYKe KOHBEKCHOM n-Toyriy (Bugeru 3agarak 7.11). Temena
KOHBEKCHOI' MHOI'OYIJIa Cy HEKE O TadaKa K3 3aJaTOor' CKYyIIla. Ka)KeMO Jda TadKa
npunada OMOTady aKo je Teme oMoTada. KOBEKCHM OMOTaY MOYKE Ce CACTOjaTH Of
HajMambe TPH, a HajBuIle n Tadaka. KOHBEKCHN OMOTaYn WMajy IMUPOKY TPUMEHY,
1a cy 30or Tora pa3BujeHd MHOTOOPOjHU AJTOPUTMHU 33 IbUXOBY KOHCTPYKIIH]Y.

7.4.1. Jupekrau npuctyn. Kao u obuuno, mokymahemo Hajupe ca IUpeK-
THUM WHIYKTHBHUM TPUCTYIOM. KOHBEKCHM OMOTAd 3a TPHU TadKe Jako je Hahu.
[IpernocraBumMo 73 yMEMO I3 KOHCTPYHWIIIEMO KOHBEKCHM OMOTAY CKyma om < 1
Ta4aka, W MOKYIIAjMO Ja KOHCTPYHUIIEMO KOHBEKCHH OMOTAaY CKYIA O M TadaKa.
Kako n-ta Tauka mMoxke Ja MPOMEHM KOHBEKCHH OMOTad 3a MpBuUX 1 — 1 Tadaka?
ITocroje nBa moryha ciy4aja: uiu je HOBA TA4KA y IPETXOJHOM KOHBEKCHOM OMO-
ragy (Taja OH OCTaje HENPOMEIHEH), UM je OHA BaH hera, ma e OMoTad ~Imupu’
na 00yXBaTH U HOBY TadKy, Bumeru ciauky 8. [lorpebHo je makie permmTu aBa moT-
npobiema: yTBphUBarme A JM jeé HOBA TAYKa yHYTap OMOTA4Ya W IPONIUDPUBAIHE
omorada HOBOM TadkoM. Onu Hucy jeanocrapau. CTBap ce MOXKe YIPOCTATH MOTO/I-
HUM u300POM M-T€ TadKe. 3BYy4Yd H3a30BHO MOKYIIATH ca u3bOpOM Tadke yHyTap
omoTrada; To, MmefjyTum, HIje yBek Moryhe jep y HEKUM CJIyUajeBUMa, CBE TAUYKE TIPU-
nanajy omorady. Jlpyra moryhHocT, KOja ce mokasaja YCIENHOM Yy TPETXOIHOM
npobsiemy, je n300p eKCTPEMHE TAYKe 33 N-TY TAJKY.

N3abepumo 1onoBo Tauky ca HajpelioM T-KOODAMHATOM (M MUHUMAJHOM Y-KO-
OPAMHATOM AKO MMa BuIlIe Tadaka ca Hajsehiom x-koopaunarom). Heka je To rau-
Ka ¢. JacHO je Ja Tauyka ¢ MOpa OMTH TeMe KOHBEKCHOT oMoTadua. llurame je Kako
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188 7. TEOMETPNJCKU AJI'OPUTMU

b1 \

Puc. 8. TlpommpuBame KOHBEKCHOT OMOTA4Ya HOBOM TAYKOM.

MPOMEHUTH KOHBEKCHU OMOTAY OCTAJIUX N — | Tayaka Tako j1a obyxsaru u q. [Torped-
HO je Hajnpe mpoHahiu TeMeHa CTapor OMOTAYA KOja Cy y YHYTPAITEOCTH HOBOT OMO-
Ta4a, (p3 U P4 HA CIUNUA 8) ¥ YKJIOHWTH uX; 3aTuM ce ymehe HOBO Teme ¢ m3mehy
aBa nocrojeha (p2 u ps wa caunu 8). IIpaBa OCJIOHIIA KOHBEKCHOI MHOIOYIJIA je
IPaBa KOja MHOTOYTao cede y TAadHO jeAHoj Tadukum. MHOTroyrao yBeK €0 JIEXKHU Ca,
jenHe crpame cBoje mpase ocaonra. IlocmarpajMo casa mpaBe OCIOHIA —¢ — Po—
u —q — ps— Ha caunu 8. OOUYHO caMO JBa TEMEHA MHOTOYTJIA, MOBE3UBAIHEM Ca
q onpebyjy npase ocsionia (uraopucahemMo CreryjajHu Ciydaj Kaj [Ba W BUIILe
TEMEHa MHOIOYTJIA JieXKe Ha UCTOj mpasoj ca q). Muoroyrao nexu usmelly nse npase
OCJIOHIIQ, ITO yKa3yje Kako Tpeba m3pecTn MOAU(UKAIIN]y oMoTada. IIpaBe ocioH-
114 3aKJIANA]y MUHAMAJIHU U MAKCAMAJHU yrao ca T-ocoMm MeDy CBUM IpaBuM KpPO3
q W HEKO Teme MHOrOyriaa. Jla GucMo ompemwsv Ta mBa TeMeHa, Tpeba ma pas-
MOTPHMO TpPaBe W3 ¢ Ka CBUM OCTAIUM TEMEeHWMa, /14 M3PAIYHAMO YIJIOBE KOje
OHEe 3aKJIanajy ca r-ocoMm, u Mely TuM yrioBuMa m3abepeMo MUHMMAJIAH U MaKCH-
manan (Bugeru 3agarak 7.4). Ilocsie nponanazema aBa eKCTpEMHA TEMEHA JIAKO je
KOHCTpyHcaTh MOanduKoBaHn OMOTad. 3ocTaBuheMo jgerasbe aaropurMa, jep, Kao
mro fieMo BUAeTH, TTOCTOjU M epUKACHHUU aJITOPUTAM.

Cutoxkenoct. 3a CBaKy TadyKy Tpeba W3PAUyHATH YIJIOBE IPABUX Ka CBUM
IPETXOJMHAM TEMEHUMA U L-0Ce, TPOHANN MAHUMATIHA W MAKCUMAJHHU YTa0, J0JATH
HOBM 4BOP M m3banmuTn Heke 4BopoBe. CIIOXKEHOCT J0maBamba k-Te TAYKE je JTaKJe
O(k), a Bumenu cmo Beh ma je pememse qudepennme jeaaadnne T'(n) = T(n—1)+cn
obmmka O(n?). Tlpema ToMme, cioxkenocT oor amroputma je O(n?). Anroputam Ha
MOYETKY TaKohe 3aXTeBa U COPTUPAIHE, AT j& BpEMe COPTUPAhA ACUMIITOTCKI MAHE
071 BpeMeHa TIOTPeOHOT 34 OCTaJIe OTepaIlyje.

7.4.2. ¥YBujame mokJjoHa. Kako ce MOxKe 1000/bIIATH ONACAHN AJIrOPUTAM !
Kap npormupyjemo MHOroyrao Teme mo reme, JI0CTa, BpeMeHa Tpoummo Ha (hopmu-
pare KOHBEKCHUX MHOTOYTJIOBA Ol TAUaKa KOje MOy OUTH YHYTPAIIhe 33 KOHATHU
KOHBEKCHI oMoTad. Moxke i ce To m3behu? YMecTo Ja mpaBHMO OMOTAYE TOI-
CKYTIOBa JATOT CKYIa TaYaKa, MOYKEMO Ja MOCMATPAMO KOMILJIETAH CKYIl Ta9aKa U
Jla TUPEKTHO MPABHMO FHEroB KOHBEKCHH OMOTad. Moke ce, Kao M y TPETXOTHOM
JrOPUTMY, KPEHYTH Ol eKCTpeMHe Tadke (KOja yBeK HPHUIIaja OMOTa4dy ), npoHahin
0] CyCeIHa TEMEHa OMOTaYa Hajia3ehu mpaBe OCIOHIIA, M HACTABUTH HA UCTH HAUUH
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on tux cycema. OBaj aaropuraMm w3 pa3yM/bUBUX PA3Jjora 30Be Ce yBHUjame IMOK-
goua. [lonazu ce on jemHor TemeHa ”MOKJIOHA” , M OHMIA Ce OH YBUja Y KOHBEKCHU
omorad nponaiaszehn Teme 1Mo Teme oMorada. Anaropuram je npuKazaH Ha caun| 9.
AsiropuTaM ce MOXKe IPENPAaBUTH TAKO Ja Ppajy Uy IPOCTOPHMA Belie auMeH3uje.

Anropuram Uvijanje_poklona(p1,p2,...,pn);

VYaas: p1,p2,...,Ppn (CKyI TaYaka y PaBHH).
WNsmna3: P (KOHBEKCHH OMOTAY Ta4aKa P1,P2,---,Pn)-
begin

Heka je P mpaszan CKyT;

Hexka je p Tauka ca HajsehoM z-KoopamHATOM
(1 ca HAjMAKBOM Y-KOODIUHATOM, aKO UMa BHIIE
TayKa ca HajBehoM T-KOODIMHATOM);

Vimyuu p y ckyn P;

Hexka je L npaBa Kpo3 p mapaJieiHa Ca T-0COM;

while omorau P Huje 3aBpurex do
Heka je ¢ Tauka 3a Kojy je HajMamu yrao uamehy L u —p — q—;
Vripydn q y ckyn P;
L := mpaBa —p—q—;
p=q

end

Puc. 9. Axaropuram ”yBujame NOKJIOHA” 38 KOHCTPYKIHU]Y KOH-
BEKCHOT' OMOTa4a 33 aTOT CKyIa TadakKa.

AnropuraM yBujame MOKJIOHA je NUPEKTHA MOC/AeANIa TpuMeHe cienehe uH-
JYKTHBHe xunorese (o k):

NuaykTuBHA XWUIIOTEe3a. 3a 33JaTH CKYIl Of N Tavdaka y PABHU, YMEMO 11
nponahemo KOHBEKCHM IyT mykune k < M KOju je 71e0 KOHBEKCHOI OMOTa4a CKYyIIa.

Kon oBe xunoTe3e Harnacak je Ha MPOITUPUBABLY NYMa, a He OMOTada. Y MECTO
Ja IIPOHAJIA3UMO KOHBEKCHE OMOTaY€ MalbUX CKYIIOBa, MU IIPOHAJIA3UMO J€0 KOHaY-
HOT' KOHBEKCHOI' OMOTa4a.

Cuoxenoct. Jla 6ucmo momanum k-To Teme omorady, Tpeba ga mponalemo
IIpaBy ca HajMamUM U HajBehuM yriioMm y ckymy of n — k npasux. 36or Tora je
BPEMEHCKA CIOXKEHOCT alrOpPATMa yBHjame mokaona O(n?), mTo acHMITOTCKA HE-
je 6osbe o1 AITOPUTMA 3aCHOBAHOT HA TPONTNPUBAKY OMOTAMA.

7.4.3. I'paxamoB asropuram. Cana fiemMo pasMOTpuTH ajroputaMm 3a Ha-
JlaxKkemhe KOHBeKCcHOr oMorada cioxenocru O(nlogn). 3amounibe ce copruparem
Tavdaka MpeMa yTJIOBUMA, CIMYHO KAO TPU KOHCTPYKIM]H HTPOCTOr MHOTOYIJA Y
onespKy 7.3. Heka je p; Tauka ca najsehiom z-koopamHaToMm (M ca HajMambOM Y-
KOODIMHATOM, KO UMa, BUIIE TaYaKa ¢a HajBeNOM T-KOOpAMHATOM ). 34 CBAKY TauKy


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Line

zile
Line

zile
Line

zile
Line

zile
Line

zile
Typewriter
O(kn)

zile
Highlight


190 7. TEOMETPNJCKU AJI'OPUTMU

i U3PAUyHABAMO yrao u3mely nmpase —p; —p;— U 2-0Ce, U COPTUPAMO TAUKE TTPEMA
BeJIUYMHUA OBWX YTJIOBa, BuAeTr ciuky 10. Tauke mpomaswmMmo pemocieioM KOjuM
ce 1ojaBibyjy y (IIpOCTOM) MHOrOYIJIY, W HOKYIIABAMO Ja UAEHTU(DUKY]EMO TeMe-
Ha KOHBEKCHOI OMOTad4a. Kao m KOI ajropuTMma yBHjame MOKJIOHA TAaMTHMO TyT
CaCTaBJbEH OJ1 Jesa Ipohennx Ttadaxa. IIpenusnuje, TO je KOHBEKCHH YT YMju KOH-
BEKCHU MHOTOYTa0 CaJApKU CBE J0 cala mpersegane tauke (oarosapajyhin KOHBEK-
CHU MHOTOyrao 7001ja ce MOBE3UBAILEM IIPBE U MOCHEIe TaYKe MyTa). 360r Tora,
y TPEHyTKY KaJ Cy CBE TadKe MperjefaHe, KOHBEKCHH OMOTAY CKyIa TadaKa je
koHCTpyrcan. OcHOBHA paziuka u3Mel)y OBOT alrOpuTMa W yBHjalba MOKJIOHA je y
YUEHULN /13 TeKyNu KOHBEKCHU IIyT HE MOpa a3 Oyie 1e0 KOHAYHOI KOHBEKCHOD
omotada. To je camMo €0 KOHBEKCHOT OMOTada JIO CaJIa Mperjefanux Tadaka. [1yT
MOXKe /13 CAJPXKU TadKe KOje He MPUMANAjy KOHAYHOM KOHBEKCHOM OMOTAYY; T€
rauke Ouhe enmmvuancane kacuuje. Ha mpumep, myT om p1 10 ¢, Ha caunu 10 je
KOHBEKCAH, AN (p, U (pp—1 OYUTIEIHO HE MPHUIAIAjy KOHBEKCHOM omorady. OBO
pa3sMarpame Cyrepuiile ajropuTaM 3aCHOBAH Ha cienehoj MHAYKTUBHO] XUIIOTE3N.

Puc. 10. T'paxamoB asropuraMm 33 HAJIAZKEHE€ KOHBEKCHOI OMO-
Tava CKyIa Tav4aKa.

NuaaykruBHa xunore3a. AKo je Jaro n rtadaka y paBHH, ypeljeHux mpema
asropurmy Prost_mnogougao (onemak 7.3), oHza yMeMO Ja KOHCTPYUIIEMO KOH-
BEKCHU IIyT MPEKO HEKWX OJf MPBHUX Kk Tadaka, TaKap Ja OAroBapajyhu KOHBEKCHH
MHOroyrao obyxsara npBux k radaka.

Cayuaj k = 1 je rpusujanan. O3HaUMMO KOHBEKCHU 1y T N00UjeH (MHIYKTUBHO)
3a mpeux k tagaka ca P = q1,q2,...,qn. Camga Tpeba 1a npommpuMo WHIYKTUBHY
xunore3y Ha k + 1 Tadaka. IlocmaTrpajmMo yrao mamehy mpaBux —¢m—1 — @m—
—@m — Pr+1— (Bumeru cauky 10). Ako je Taj yrao mamu o4 T (IIpU 4eMy Ce yrao
MEpU U3 YHYMPAUHHOCTIY MHOIOYIJIA), OH/A CE Pk41 MOXKE J0oAaTH ocrojeliem mwyTy
(noBu YT je 360r Tora Takoe KOHBEKCAH), YMME je KOPaK MHIYKIMje 3aBpIieH. Y
MIPOTUBHOM, TBPAUMO Ja Gy, JEKU ¥ MHOTOYTITY JTOOUjEHOM 3aMEHOM ¢, v P Tagkom
Dk+1, U TIOBE3WBameM Piy1 ca p1. OBo je TagHo jep cy Tadke ypebhene mpeme oaro-
Bapajyhimm yrmosuma. IIpaBa —p1 — pgy1— J1eku ”neBo” ox npsux k tadaxa. 360r
TOTA ¢, jeCTe YHYTap rope JedpWHHUCAHOT MHOTOYIIA, MOXKe ce m3banuTtu u3 P, a
Dr+1 ce Moxke momaru. Ja sin je Tume cBe ypaheno? He cacsum. Uako ce ¢, Moxke
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EJTMMUHUACATH, MOIU(DUKOBAHN IIyT HE MOPA YBEK J1a OyIe KOHBEKCAH. 3auCTa, CJIM-
ka 10 jacHO mOKa3yje Ja mocToje CaydajeBu Ka Tpeda e TMMUHUCATH joIn Tadaka. Ha
IpUMep, TA9Ka ¢m—1 MOXKE 1a Oyae YHyTap MHOTOYTIa AeHUHUCAHOT MOTU(DHUKO-
BanuM myrem. Mopamo ga (yHa3a/1) HACTABUMO Ca [IPOBEPaMa IOCJIE/[Ihe /[BE TDAHEe
1yTa, CBe JOK yrao m3Mely mwux He nocrane mamwu ox 7. llyT je Tajga KOHBEKCaH,
a xunore3a je mpomwupena Ha k + 1 tauky. /eramu aaroputMa mpuKazaHu Cy Ha
caura 11.

Asropuram Grahamov _algoritam(p1,p2,...,pn);

VYanas: p1,p2,...,pn (CKyl Tavaka y paBHH).

Wsna3s: q1,492,. .., ¢m (KOHBEKCHH OMOTa4 TA4aKa P1,P2,- .-, Pn)-
begin

Heka je p1 Tauka ca zHajselioMm z-KoOpauHATOM (2 HAjMABOM Y-KOODIUHATOM,
aKO MMa BHIIE TAYAKa Ca HajBelloM Z-KOOPIMHATOM );

Ilomohy anropurma Prost_mnogougao ypeauTu Tadke y OIHOCY Ha P1;

HEKa je TO pejocyiel P1,D2, - .-,Pn;
q1 = Pp1;
q2 = P2;

g3 := p3; {nyr P ce Ha MOYeTKy CACTOjU OJ P1, P2 ¥ P3}

m = 3;

for k£ :=4 ton do
while yrao mamehy —gm-1—¢m — u —gm —pr—) > 7 do

m:=m — 1;
m:=m+ 1;
gm = Pk {ma caunum 10 TO je pr41}
end

Puc. 11. T'paxamoB ajropuraMm 3a KOHCTPYKIIH]Y KOHBEKCHOT
OMOTA4a 33JaTOI CKYIIA TAYaKa.

Cutoxenoct. [TaBHU 10 CIOXKEHOCTH AJTOPUTMA TIOTHYE OJ MOYETHOT COP-
rupama. Ocrarak ajropurma usspiiasa ce 3a speme O(n). CBaka Tauka CKyIa pas-
MaTpa Ce TAYHO jeJHOM y WHIYKTUBHOM KOPAaKy KaO Pk41- ¥ TOM TPEHYTKY TadIKa
ce yBeK no1aje KouBekcHoM nyTy. Ucra tauka Gulie pasmarpana u kacuuje (MoxKaa
YaK U BHLIE HEero jeJHoM) 1a Gu ce IPOBEPHIIA heHA IPUIATHOCT KOHBEKCHOM IIyTY.
Bpoj Tavaka Ha KOje ce mpuMeIbyje OBaKaB ITIOBPATHH TECT MOXK€ OUTH BEJIUKU, AJIH
ce cBe oHe, ceM JBe (Tekyhia Tauka u TaUKa 3a KOjy ce UCIIOCTAB/bA 14 Jajbe TPUIIIa
KOHBEKCHOM IIyTY) €JIUMUHHUIILY, jep Tauka MOKEe OUTH €JIMMUHUCAHA CAMO JeIHOM!
IIpema ToMe, Tpomu ce HajBUINIE KOHCTAHTHO BpeMe 33 €JIMMHUHAIN]Y CBaKe TadKe
1 KOHCTAHTHO BpEMe 33 IeHO JoJaBame. YKYIHO je 3a oBy ¢dasy morpebno O(n)
KOpaKa. 300r COpTUpatba je BpeMe M3BpIlaBatba KoMIeTHor ajaropurMa O(nlogn).
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7.5. Hajonu>xku map Tavaka

[IpernocraBumo ma cy 3amare JioKamuje n o0jekara u 1a je 3a1aTak Ia IpoBe-
putu mocroje au Mehy muMa nBa, Koju cy npebausy jeman apyrom. OBu oGjerTn
Mory 6uTH, HA TIPUMED, JTEJI0BA MUKPOIPOIECOPCKOT YHITa, 3BE3/e Y TATaKCUju UITH
cucTeMu 3a HaBoImaBame. Opge hemMo pa3MOTPUTH CaMO jeTHY BapHjaHTy OBOT
npobsiemMa, Kao MpeICTABHUKA, IUPe KIace.

IIpobiaemM. VY 3a7aToM CKyIly O N Tadaka y paBHM HpoHahm JBe Koje Cy Ha
HajmameM MeljycobHOM pacTojamy.

Caununu oBoM cy npobsieMu Hasaxkerba HajOmuke tadke (uiam k HajOImKux
TAYAKA) 38 CBAKY TAYKY 3a7aTOT CKYTIa, WJIH HAJIAMKEHE HAJOIMKe TauKe HOBOIOA-
TOj TAYKH.

7.5.1. JdupekTHu npuctyn. Mory ce u3padyHaru pacrojama u3Mely cBake
JBe TauKe, ¥ 3aTuM npoHahu Hajmame mMelly pacrojamuma. To obyxsara n(n —1)/2
u3padyHaBarma pacrojama u n(n — 1)/2 — 1 ynopehusarma. JTupeKTHO MHIYKTHBHO
pererse MOrJIo OM ce 3aCHUBATH HA yKJIAmhalby je/He TadKe, PeIlaBamy mpobiaema
3an — 1 Tavaka, u gojgaBamy HOBe Tadke. MehyTuMm, jenuaa KoprucHa nHMOPMAIIHja
Koja ce mobmja pemraBameM mpobsema 33 n — 1 Tavaka je MUHEMAJIHO PaCTOjarbe,
Ta ce MOpajy TMPOBEPHUTH PACTOjarha HOBE TAUKe 70 CBUX MPETXOAHUX N — 1 Tadaka.
36or Tora ykymnan 6poj T'(n) uspadyHaBaiba pacrojara 3a N Tadaka 3aJ0BOJbaBa
madepernny jemmaunny T(n) = T(n — 1)+ n —1, T(2) = 1, unje je pememe
T(n) = O(n?). Osa onmcana permema CYMTHHCKA Cy eKBubBaleHTHa. Llumb je ma
npornahu epuKacHUju aJaroOpuUTaM 33 BETUKE N.

7.5.2. Aaroputam 3aCHOBaH Ha JIEKOMIO3UIUjU. YMECTO 4 PAa3MaTPaMo
TavyKe jeJHy 110 je/IHY, MOXKEMO Jia CKYIl Tadaka MOJAeJIUMO Ha JIBa, jeJIHAKA JIEeJa.
NuaykTuBHA XUTTOTE3a OCTaje HEMPOMEHEHA, U3Y3€B IITO MpobIeM CBOAMMO HE Ha
jeman mpobiem ca n — 1 TaukoM, HEro Ha ABa NpobieMa ca n/2 tadaka. 36or jer-
HOCTaBHOCTH IIPETIIOCTABUMO Ja je i CTeIeH JBOjKe, TaKo Ja je CKyn yBek Moryhe
MOJIEJINTH HA BA jenHaka gena. [locToju Buiie HaYMHA 14 Ce CKYII [TOEJIN HA JIBA
jenHaka mesa. BupaMo HaYMH KOju HAJBUINE OArOBApPa HAIIUM IUHEBHMA. Bosmenn
Oucmo J1a 1001jeMo IITO BHIle KOPUCHUX HH(MOPMAIIN]a U3 PEIIeHha MAambUX Ipode-
Ma, OTHOCHO 13 mTo Behu Ae0 Thx WHQOPMAIKja BaXKW W 33, KOMILJIETAaH Tpobem.
Wsrnena pa3yMHO J1a ce CKYII IOJENN Ha JIBa Jejla MOJAeJIOM DABHH Ha NBa IUC)YHK-
THA JIeJia, TAKO /13 CBAKHU OF] BbUX CAIPIKU MOJOBUHY Tadaka. llomro ce mpomale
HajMamba PacTojara y CBAaKOM ey, Tpeba pa3MOTPUTH CAMO PAaCTOjarba m3mehy
Tavdaka OJUCKUX rPAHuIM CKymoBa. HajjeHOCTaBHUjU HAYUH IOJEIE je COPTUPATH
Tayke mpeMa (Ha MpUMep) T-KOOPAWHATAMA U MOAEIUTU DABAH IPABOM MAPaJIes-
HOM Ca Y-OCOM, KOja JIeJIM CKYI Ha JIBA jeJHaKa jejia, BuaeTu cauky 12 (ako Buire
TavaKa JIeXKM Ha [IPaBOj I0jeJe, TaUKe Ce MOI'y Ha POM3BOJbAH HAUMH DAa3/IECIUTH
usmehy ckynopa). Hauun monene uzabpad je Tako Ja ce MAKCHUMAJHO I10j€IHOC-
TaBH 00jeInbaBabe peleha Mambux npobiaema. Coprupame Tpeba U3BPIIUTH CAMO
jeTHOM.
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T(n)=2T(n/2)+n"2/4 le !
I L
+O(nlogn) O(n(log n)"2) e i i *
| b |
+0(n) O(n log n) | ° o o
. . ‘ ‘ -~
-— } ®le } d1
- : :
| | i
* TR
) 1
le—ple—!
dy  dy

Puc. 12. TIpobnem Hanaxkerma JBe HajOIMKe TaAUKE.

300r jeIHOCTABHOCTH OrPAHUYMNEMO Ce Ha HAJAXKEme 6pedHOCMU HAJMAMer
pacrojama usMelly Tavaka (a He M mapa Tadaka 3a Koje ce OHO JocTuiKe). [IpoHa-
JlaXKerbe JiBe HajosmyKe Tadke M3BOJAM C€ MHUHMMAJIHOM J0pajaoM ajropurma. Heka
je P cxkym Ttagaka m HeKa je n cremeH aBojke. Hajmpe ce ckym P menm Ha nBa
ncrobpojua moackymna P; u Po Ha onmcann HadwH. Hajmame pacrojambe y CBaKOM
LIOJICKYILY [IPOHAJIA3KM C€ Ha OCHOBY MHJyKTHBHE xuiorese. Heka je di MUHUMAaJIHO
pacrojame y Pi, a do MuHuManIHO pacTojame v Po. Be3 cmamema onmroct Moxe
ce npernoctaBuTh J1a je di < dg. Ilorpebno je mponahn Hajmame pacrojame y 1esoM
CKYITy, OZHOCHO YCTAHOBUTH Ha Ju y P MOCTOju Tadka Ha pacTojamy MameM o di
on Heke Tadke y Po. IlpuMeTnmMo HajIpe Ja je JOBOJHHO Pa3MaTpPaTH TAYUKE Y TPAIN
mpude 2dq, CUMETPUYHO] y OAHOCY HA upasy noxese (Buigeru ciauky 12). Ocrase
TauKke He MOT'Y OWTH HA PACTOjamy MarmeM o1 di Of HeKe TauKe n3 APYTror MOACKYTa.
Ha ocuoBy oBOr 3amakatba OOMYHO Ce W3 PAa3MaTpamka EJIUMHUHWINE BEIUKA OPOj
radaka. MehyTum, y HajTOpeM CIIydajy cBe TaYKe MOT'Y OUTH y TPAIIH, 11 HE MOYKEMO
12 cebr IPUYIITHMO IIPUMEHY TPUBHjAJHOT AJTOPUTMA HA, FHHUX.

Jlpyro mame OYHIIeHO 3alaXkaimbe je 13 33 MPOU3BObHY TAYKy P y Tpalu
MOCTOJU CaMO MaJIM OPOj Ta9aKa y CYIIPOTHO] TPAIM YHj€ PACTOjarbe Ol P MOYXKe OUTH
Mame o7 di. Mckopuctuhemo unmenuiy 1a je v/2/2 > 0.7. Heka je ca Yp O3HAYEHA
Y-KOOpIMHATA Taduke p. KoHCTpyuimMo npaBoyraoHuk ucuue 2.1d; < %\/idl u
umpure 1.4d; < v/2d; y cynporsoj Tparu (Bugeru cauky 13), Tako aa Hajgexe Ha
IIpaBy [OJEJIE U 1a MY je Y-KOOpAHMHATA IIpeceKa NujaroHasa jeIHaka yp,. Ilogenummo
ra jeJIJHOM BEPTHKAJIHOM ITPABOM H Ca JIBE XOPH30HTAJIHE IIPABE HA IIECT jeTHAKUX
kBaapara crpanuue 0.7d; (kojuma je aujaronana mama oz di!). Y cBakom o/ Masiux
KBaapaTa MoxKe ce Haliv HajBuie jeHa TAdKa, jep je pacrojame OWIO Koje IBe
Tauke y KBajpary mame o/ di. CBe Tauke y Ipyrom HOJACKYILY, Ca PACTOjarbeM O P
MambuM 0 d1, OUYHIJIEIHO Ce MOPajy HaJIA3UTH Y [IPaBOyraoHuKy. Jakie, y apyrom
MOJICKYITYy Ce MOKE€ HaJIa3UTHU HAJBHIIE IIECT TAYaKa HA PACTOjarby OJ P MambeM O]
dy: TaKA KAHIUIAT €A Y-KOODMHATOM Y MODPA /14 38/I0BOJBU U YCJIOB |Yp —Yq| < di,
ma, ce Mopa HAJIA3UTH y jeTHOM o7 6 kBajpaTa. IIpema ToMe, ako cBe TauKe y Tpaly
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194 7. TEOMETPUJCKU AJI'OPUTMU
COPTHUPAMO TIPEMa Y-KOOPIAUHATAMA W TIPErIeaMo UX TUM PeIOM, TOBOJLHO je 1a 33
CBaKy TA4YKy MPOBEPUMO PACTOjarbe 0caM Cycella y CYTPOTHOj TPaIH, IeTUPHU UCITOT,

u yeTupu u3Ha (a He oz cBUX n— 1 Tadaka y Hajropem ciayuajy). Ckuua anaropurma
Jara je mHa caunm 14.

- 0.7d; <} 0.7d; -
|

T o |
|

|

“/ N
, O.dl/

=

- 4 —— — |—

dy dy

Puc. 13. Omnena MakcuMasHOT Opoja Tadaka U3 CYMPOTHOT IO/
cKyma, Oauckux GUKCHPAHO] TAYKH.

Caoxenoct. Coprupame craoxenocta O(nlogn) m3ppiiapa ce caMo jeIHOM.
Barum ce pemaBajy apa nornpoOaema penmumbe n/2. ExnmuHanmja Tadaka BaH
[EeHTpaJIHe Tpake Moxke ce usBectu 3a O(n) Kopaka. 3a COPTUPAIbE TAYaKa Y TPAIU
O Y-KOOpAMHATAMAa y HajropeM ciaydajy norpebuo je O(nlogn) kopaka. Konau-
HO, orpebHo je O(n) Kopaka Ja ce mperyieajy Tadyke y Tpaly, U Ja ce IpoBepe
pacTojama CBake 0J BbHX O/l KOHCTAHTHOT Opoja CyCena y COPTUPAHOM PEOCIENY.
Ykymn#Ho, ga 6u ce pemmo npobseM BeswdnHe N, TPeda PEInuTH IBa MOTIPOOIeMa
Besmamie n/2 u wsppmurr O(nlogn) Kopaka 3a KOMOMHOBAIbE IHbUXOBHX PEIleHha
(myec O(nlogn) Kopaka 3a jeMHOKPATHO COPTUPAILE TAYAKA 10 L-KOOPAUHATAMA Ha
nouerky). Jlobujamo qudepentny jennaauny T'(n) < 2T(n/2)+cnlogyn, T(2) =
1, mpwm wemy y T'(n) HEje yKIbY9IE€HO MOYETHO COPTUPAHE O Z-KOOpAuHATaMA. VH-
JYKIMjOM Ce moKa3yje aa je meno pememe T'(n) = O(nlog? n), onsocro npenusauje
T(n) < enlogsn: w3 T(n/2) < ¢(n/2)loga(n/2) u nudepenune jenHaduue caenu ga
san > 2 paxn T'(n) < en(logy n—1)2+cnlogy, n = en(logi n—log, n+1) < cnlogsn.
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Anroputam Najblizi_parl(p1,p2,...,pn); {npBu moxymaj}
Vnas: p1,p2,...,pn (CKyn Tagaka y paBHH).
WNsnas: d (pacrojame namely nse HajOnmzke Tauxe cKyma).
begin
CopTupaT Tadke IpeMa T-KOOPAHHATAMA;
{0BO copTHpame U3BpmIABA C& CAMO jeJHOM, HA ITOYETKY }
TlomesuTy ckym Ha ABAa UCTOOPOjHA TIOACKYTIA;
Pexyp3uBHO m3padyHATH MUHEMAJIHO PACTOjalbe Yy 00a MOACKYIIA;
Heka je d mame o7 1Ba MHHHMAJIHA PACTOjarba;
Enuvunncati Tadke Koje cy Ha pacTojamy Behem o d of mpase mojese;
CopTupaTu nmpeocTajie TauKe MPeMa Y-KOOPIUHATAMA;
3a mpeocTaJsie Tayke IPOBEPUTHU HBUXOBA PACTOjama 01 4 IpeTxoHe
u 4 HapeaHE TAaUKe U3 CYIPOTHE TPAKE;
{noBos/bHO je mpoBepuTH U camo 4 mpeTxoHe Tauke!}
if mexo oj oBux pacrojama je mame ox d then
MmonpaBuTH d

end

Puc. 14. Ilpsa BapuwjanTa aaropuTMa 3a HaJaxKemhe HajOImKer
rnapa Tadaka.

2 N . .
Caoxenocr O(nlog”n) je acumnrorcku je Go/ba of KBajparHe, aau pugeheMo 1a
ce MOYKe jOIT MaJIo TTOOOJBIITATH.

7.5.3. Aaropuram ciaoxkenoctu O(nlogn). OcHoBHa uzeja je mojaqarn uH-
JNYKTUBHY XUNOTE3Y. Y TOKY 00jeInbaBatba pelemha noTnpodaema ussonu ce O(nlogn)
KOpaka 300T COpTHPakha TaTaKa 1Mo y-KoopanaaTama. Moxke Jiu ce COpTUparbe H3BeCTH
YCIIyT y TOKY HaJlarkema jBejy Hajosmkux tavaka? Jpyrum pednma, musb je no-
jadarTd MHIYKTWBHY XHUIIOTE3y 3a MpobseM nBe HajOmmKe TadKe TaKO 13 0OyXBaTh
M COPTHPATHE.

WNuaykTuBHA XUIOTE3a. 34 33JaTH CKYIl 0 < N Ta4aKa y PABHU yMEMO J1a
nporajeMo HajMamke PACTOjabe U /18, CKYT TAYaKa COPTUPAMO TI0 Y-KOOPAMHATAMA.

Beh cmo Bumenn kako ce Moxke mpoHahu MUHUMAJIHO PACTOjalbe aKO Ce TadKe
V CBAaKOM KOpaKy COPTHpPajy 1o y-KoopamHaTama. Jlakje, moTpebHO je jomr camo
MPOITUPUTH UHAYKTUBHY XUIIOTE3y TAKO /13 00yXBATH COPTUPAME 7T TAYAKA KAl CY
JIBa MOJACKyIa Benmaune n/2 Beh coprupana. Mehyrum, To je ynpaBo coprupame
objemumasameM (omembak 5.3.3). OcHOBHA TIPEIHOCT OBOI MPUCTYIIA j€ Y TOME IIITO
ce ipu 00jeINbaBarby peleha He MOPa U3BECTH KOMILJIETHO COPTHPAIhE, HEr0 CaMo
objenumanare 1Ba Beh coprupana nomuusa. llomrro ce 0objenbaBame COpTUPAHUX
noman3oBa m3soam 3a O(n) kopaka, mudepeHIHA jemHaunHa 33 caoxkeHocT (Ge3
MOYETHOT COPTUPaa Mo L-KoopamHarama) nocraje T'(n) < 2T(n/2)+cn, T(2) = 1.
Heno pememe je T(n) = O(nlogn), mTo je aCUMITOTCKEA jEIHAKO CIOXKEHOCTH
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IIOYEeTHOI' COPpTHUPpAakha TadaKa 10 T-KOOpAuHaTaMa. HO6OJI>LH&HI/I aJITOpUTaM IIPHUKaA-
3aH je Ha caunuy 15.

Anropuram Najblizi_par2(pi,p2,...,pn); {Ilo6osmana Bepsuja}
VYaas: p1,p2,...,Ppn (CKyI TaYaka y PaBHH).
WNsaas: d (pacrojame usmehy ape HajbnmKe Tauke CKyna).
begin
CopTupaT Tadke IpeMa T-KOOPAMHATAMA;
{0BO copTEpame U3BpHIABA Ce CAMO jeHOM, HA MTOYETKY }
[TogesuTn ckyn Ha nBa KCTOOPOjHA HMOACKYIIA;
Pekyp3uBro m3Bpmutu ciaenehe:
M3padyHATH MHHUMAJTHO PAacTOjale y 00a MOACKYIA;
COPTHPATH TAYKe y CBAKOM JIeJIy IPeMa Y-KOOPIAMHATAMA;
Ob6jequHUTH BAa COPTUPAHA HU3A Y je/IaH;
{O6jenumaBame ce MOpa U3BPITUTH MIPE €JIMMHUHAIH]E: |
{cnenehem HUBOY peKyp3mje MOpa Ce UCIOPYYHTH COPTUPAH KOMILJIETAH CKYTI}
Heka je d mame 071 1B MUHHMAJIHA PACTOjaArba;
EsnvMmubncaru Tauke Koje cy Ha pacrojawmy Behem on d ox upase mojede;
3a mpeocTase Tadyke MPOBEPUTH IHbUXOBA PACTOjara 0O 4 MpeTxoaHe
¥ 4 HapeJHEe TadKe W3 CYIPOTHE TPAKE;
{moBOBHO je mpoBepuTH U caMo 4 mpeTxoxHE Tauke!}
if meko oj oBux pacrojama je Mame ox d then
[IOIPaBUTH d

end

Puc. 15. Tlobospiiana BapujaHTa aaropuTMa 33 HAJAXKEHE Ha-
jOmmxker mapa TaJaka.

7.6. IIpecennm XOpU30HTAJIHUX M BEPTUKAJTIHUX IyIKHU

YecTo ce mamia3w Ha mpobjeMe HAIAKema IIpeceka. Ilomekan je moTpebHO
n3pavyHaBame mpeceka BHITe objekara, a MOHeKa  caMo Tpeba OTKPUTH na Ju je
npecek HempaszaH ckym. [Ipobmemu mereknuje cy OOMYHO NaKmim. ¥ OBOM OIE/BKY
npukasaliemMo jeman mpobieM HAAXKeHa TTPECceKa, KOjU WIYCTPYje BarKHY TEXHUKY
3a peraBame reoMeTpHjcKux mpobdsema. Mcra TexHuKa MOXKe ce IPUMEHHTH W Ha
apyre mpobieme.

IIpo6aem. 3a 3amary CKYI O N XOPU3OHTAJIHUX W 1M BEPTUKATHUX IyKH
nporahu CBe BUXOBE MIPECEKE.

OBaj upobsieM BaxkaH je, Ha IPUMeEP, IpuU IpojekroBamy VLSI KOJIa,
(uHTErpUCaHUX KOJIA Ca OTPOMHUM OpojeM enemenaTa). Koo Moxke 1a caip:Ku Ha
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Xubase ’KUYIUNA”, a MpOjeKTaHT Tpeda Aa Oyle CUTypaH 1a He MOCTOje HEeOUeKU-
Bauu npecernu. Ha npobsiem ce Takohe Hanias3yu npu eTMMUHAIA]U CKPUBEHWX JIMH-
ja; Taj mpobaem je 0OMIHO KOMILIMKOBAHUjH, jep Ce He PAIM CAMO O XOPHU3OHTATHAM
¥ BepTHKAJIHUM JuHujaMa. lIpuvep mpobaema npukasaH je na cawnnum 16.

al -+

Puc. 16. Ilpecenu XxOpM3OHTAJIHUX U BEPTUKAJIHUX Iy2KH.

Haurazkeme cBuX mpeceka BEPTHKAIHUX JIy2KH j€ je/ITHOCTaBaH IIPOobJeM, KOju ce
OCTaBJba YUTAOILY 34 BexkOambe (HCTO Ce OMHOCU W Ha XOPU3OHTaJHe JyxKu). [Iper-
MTOCTABUMO 300T jeTHOCTABHOCTH @ HE TOCTOje mpecer u3Mely mpom3BOJbHE BE
XOPU30HTATHE, OJHOCHO MPOW3BOJHHE JIBE BEPTHKAJIHE JyXKU. AKO MOKyIIaMo Ja
npobJieM penMMo yKJIAmhameM jeJHe 10 jeiHe nyxu (Ouao XopusoHTaldHe, G0
BeprukaJite), onja he GuTu HEOLXOAHO Ja ce HPOHAly lIpeceny yKJIOHmEHE JAyXKu
ca CBUM OCTAJIMM JY:KUMa, Na ce nobuja aaropuram ca O(mn) HAIaXKemha IPeceKa
Jysku. Y OIITeM caydajy 6poj mpeceka moxe ja Oyae O(mn), na aaropuraMm MoxKe
na yrpoumwm speme O(mn) seli camo 3a npukasuBare cBux npeceka. Mefyrum, 6poj
mpeceka Moxke ja Oyme MHOrO Mamu og mn. Bomean 6ucMo 1a KOHCTPYHIIEMO aJl-
ropuTaM Koju pajau 100po Kaj uMa MAJIO IIPECEKA, a HE IIPEBHUIIIE JIOIIE AKO IIPeCceKa
uMa MHEOTO. TO ce MokKe mocTuhi KOMOMHOBamkEM NBejy umaeja: nu3bopa CrIermjaaHor
pemociena WHAYKIUje W T0jadaBarha HHAYKTHBHE XUIIOTE3E.

Penocnen mpumene WHAYKIAjEe MOXKE C€ OIPEANTH MOKPETHOM IMPABOM KOja
npesasu ("ckenupa’) paBaH CJI€BA YIECHO; JyXKHU C€ PA3MaTpPajy OHUM DEJIOM KOjUM
Ha HUX HAWIA3U NOKperTHa npasa. [lopes Hamakema nMpecevyHnx Tavdaka, Tpeda wy-
BAaTH U HEKE II0JATKE O Jy2KUMA KOje je nmokperHa npasa Beh 3axsaruia. Tu noganu
6ulie kopucHU 3a edUKACHUje HATAKeme Hapeauux mnpeceka. OBa TEXHUKA 30Be ce
TEeXHUKA MOKPeTHE JUHUjeE.

SaMucanMO BEPTUKAIHY MPaBy KOja Mpeasw paBaH cieBa yaecHo. la 6ucmo
ocrBapuiu edekar npedprucaBama, COPTUPAMO CBE KPAajeBe /IyKH MPEMa BUXOBUM
r-KoopauHaTaMa. JIBe Kpajibe TauKke BEPTUKAJHE JyXKHU UMajy UCTE T-KOOD/IUHATE,
ma je IOBOJBbHA, jeIHA, O FhUX. 34 XOPU3OHTAJHE IYXKW MOPAjy Ce€ KOPUCTUTH 00
kpaja. Ilocie coprupama KpajeBa, Ay:KU Ce pa3MaTpajy jelHa 1o jeaHa yTeBphe-
HuM pemocsaenom. Kao u obudHO TpU WHIYKTUBHOM HPUCTYITY, MPETIOCTAB/HAMO
JIa CMO TIPOHAIILIN IIPECeYHEe TAYKe MPETXOMHUX AYKH, U 13 cMO 00e30e1un HeKe
JonyHcKe mHGOpMAaIje, Ma, CaJa MOKYIIABAMO 13 obpagmMo ciaefehy ayK ©U 13
yHECeMO HeOomxojHe momnyhe nHpopMamuja. [IpemMa ToMe CTPYKTypa aJrOpuTMa, je


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight
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y ocuoeu cieneha. Pazamarpamo kpajese ayxKu jeman mo jemaH, ciaeBa yaecHo. Ko-
pucTuMO uH(bOpPMAaIEje IPUKYIJBEHE 10 caaa (HUCMO UX joIl crenudunupaiu) aa
0obpaarMoO Kpaj Oy»Ku, mpoHaheMo mpeceke y KOjuMa OHA y4ecTBYje, W JOIMyIbyje-
Mo uHdopMaIrje 13 6MCMO WX KOPUCTHJIN IpH ciaedeheM HamaacKy Ha HEKH Kpaj
ayxu. OcHOBHE J1e0 mocia je nedunncame nadopMmalmja Koje Tpeda NpUKyIbaTy.
[MokymrajMo 1a TOKpeHEMO aarOpUTaM /13 OHCMO OTKPUIIN KOje ¢y TO uHpOpMaImje
noTpebHe.

[IpupomHo je y MHAYKTUBHY XWUMOTE3Y YKJbYIUTH MMO3HABAIHE CBUX MPECETHUX
TaYaka JIy>KHU KOje Cce HaJIa3e JeBO O/ TPEHYTHOI MOJOXKaja mokperne mpase. [la
Jim je 6OJbe IPOBEPABATH IIPECEKE KaJl CE PA3MAaTPa XOPU3OHTAIHA MJIM BEPTUKATIHA
nyx? Kan pasmarpaMo BEPTHKAJHY IyK, XOPU3OHTAJHE MYKU Koje je mory cehn
jorr yBek ce pasMarpajy (IOIITO HHje HOCTUTHYT WUXOB JecHu kKpaj). C apyre
CcTpaHe, KaJj, TMOCMaTpaMo OWiI0 JieBH, OWJI0 JEeCHU KPa] XOPU3OHTAJIHE YU, MU
WM HUCMO HAWIIM HA BEPTUKAIHE Iy’KH KOje je CeKy, min CMO mX Beh 3abo-
paBuiu. Hakme, Do/be je mpeceke OpojaTw MPHUINKOM HAWIACKA HA BEPTUKAIHY
nyzx. IlpernocraBumo na je mOKpeTHA NPAaBa TPEHYTHO IPEKJIONNIIA BEPTUKAJIHY
ayxk L (Bumeru cnuky 16). Kakse undopmanuje cy norpebue ma ce nponaly csu
npeceru jyzku L? IlomnTo ce npernocraBsba /1a Cy CBHU IIPECEIH JIEBO O] TPEHYTHOT
OJI0Kaja TOKPETHE MpaBe Bell mo3naTh, HeMa moTpede pa3MaTpaTH XOPUIOHTAIHY
JIy2K aKO je eH JEeCHM Kpaj JieBO o7 mokperHe mpase. [Ipema Tome, Tpeba pasma-
TPaTH CaMO OHE XOPU3OHTAJIHE JIY2KU YHjU Cy JIEBU KPAjEBU JIEBO, & JIECHU KpPajeBU
JIECHO Ol TPEHYTHOT MOJIOXKaja IMOKpeTHe mpase (Ha cauny 16 TakBUX Iy*KU UMa
mecr). [orpebHo je 4yBary JUCTY TAKBUX XOpU3OHTaMHUX Ayxku. Kan ce maube
HA BEPTUKAJHY OyK L, mOoTpeOHO je mpOoBepuTH 13 Jiu Ce OHA Cede Ca THM XOpP-
M3OHTAJIHUM AykuMa. BaxkHo je mpuMeTuTH 12 3a HaJaxKeme npeceka ca L oBme
T-KOODJIMHATE KpajeBa [Iy»KU HHUCY on 3Ha4daja. Mwu Beh 3mamo na xopusoHTaHE
NyKW U3 JUCTe MMajy X-KOOpJAWHATE Koje "TOKpuBajy’ x-KoopauHary ayxKu L.
[TorpebHO je mpoBepuTH CAMO Y-KOOPAWHATE XOPUIOHTAIHUX AYKU U3 JTUCTE, 1A Ou
ce POBEPUJIO 13 Jiu Cy oHe obyxBaliene omcerom y-koopaunuara mayxu L. Camga cmo
crpeMun 12 POPMYIUIIEMO HHIYKTUBHY XUIIOTE3Y.

NuaaykruBHa xumoresa. Heka je 3amara jgucrta o k COPTUPAHUX T-KOOPIH-
HaTa KpajeBa ay:KH Kao IITO je OIMHUCAHO, IIPH deMy je xj Hajseha ox x-koopamHaTa.
Yumemo ga nporalleMO CBe MPECEKe TyKHU KOju Cy JIEBO O Tj, W /18 €JTUMHUHHUIIEMO
CB€ XOPHU30OHTAJIHE JyXKH KOje Cy JIEBO O Tf.

3a xopu3OHTANHE Iy:KU KOje ce joIn yBek pasmarpajy pehu hemo ma cy KamH-
gunaTy (TO Cy XOPU3OHTAJHE [ly2KHU YUjU Cy JEBU KPAjeBH JIEBO, & JECHU KPajeBu
JecHo on Tekyhier mooxkaja nokperte npase). @opMupahiemMo u oapKaBaTH CTPYK-
TYpy HOJAaTaKka Koja caJpiKu cKyn kanauiara. OsnoxulieMo 3a TpeHyTaK aHAIU3Y
peanu3aryje OBe CTPYKTypPE MOIATaKa.

Basuu ciydaj 3a HaBemeHy MHAYKTHUBHY XHIOTe3y je jeanocraBan. Jla Omc-
MO je HpOmMpHIH, HOTpebHO je ma obpazumo (k + 1)-u kpaj ayzxwm. ITocroje Tpn
moryhHoCTH.
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(1) (k4 1)-u xpaj AyKu je HeCHU Kpaj XOPU3OHTATHE IYIKH; YK CE Tl
TIPOCTO eJIMMUHUIIE W3 CIUCKA KaHaugara. Kao mTo je pedeHo, mpecemu
ce TMPOHAJIA3e TIPU Pa3MATPamby BEPTUKAIHUX JYXKH, 114 Ce HHU jeJaH O
npeceka He ry0H eTMMUHAIMjOM Xopu3oHTasue ayzku. OBaj KOpak JaKie
[IPOMIUPYje UHAYKTUBHY XHUIIOTE3Y.

(2) (k+1)-u kpaj my»ku je JeBU Kpaj XOPU3OHTAJIHE JIY3KU; IyXK CE TaIa 10aaje
y cnucak Kapaunara. [lomTo gecHn Kpaj Oy:KH jOII HUje JOCTUTHYT, VK
ce He CMe jOIIT eITMMUHUCATH, 113 j& U Y OBOM CJIYYajy WHIYKTUBHA XUIMIOTE3a
[IPOIIUPEHa HA UCIIPABAH HAYWH.

(3) (k+1)-u xpaj myxmu je Beprukamua myx. OBO je OCHOBHE JI€0 AITOPUTMA.
IIpecern ca 0BOM BepTHKATHOM Iy»Ku MOry ce npoHahw ymopehusamem
Y-KOODJIMHATA CBUX XOPHU3OHTATHUX JyKHM M3 CKYIa KaHIUIATa Ca Y-KO-
op/inHaTaMa KpajeBa BEPTUKAJIHE JTyKU.

Anropuram je cama komrieran. Bpoj ynopehusama fie 06uaHO GuTr MHOTO MaH-
ju om mn. Ha kamocr, y HajropeM ciydajy oBaj anropuram umak 3axresa O(mn)
ynopehuBama, 4ak uako je 6poj mpeceka masau. AKO ce, HA TIPUMED, CB€ XOPU30OH-
TaJIHE JlyZKU LPOCTUPY ciesa yuaecHo (7 uesom mupuHom” ), OHJA ce MOpa IPOBEpUTU
MPECEK CBAKe BEPTUKAJHE YK €3 CBUM XOPW3OHTAJIHUM JIY’KHUMA, IITO UMILINA-
mupa caoxenocr O(mn). OBaj Hajropu ciiydaj mojaBjbyje e 94ak W ako HU jeHa
BEPTHUKAJHA TyK HE Cede HU jeqHY XOPU3OHTAIHY TyK.

Jla O6u ce ycaBpIINO aaropuTaM, IOTPEOHO je cMamuTH Opoj ymopehuBamba y-
KOOD/MHATA BEPTUKAJHE /Iy?KHU Ca Y-KOODIMHATAMA XOPU3OHTAIHUX JIyXKHU ¥ CKYILY
KaHaIumaTa. Heka cy y-KoOpawHaTe Ty»KHU KOja Ce TPEHYTHO pa3MaTpa Yp # Yaq,
U HEKA Cy Y-KOOPAWHATE XOPU3OHTAJHUX JTYKU U3 CKYa KAHAUIAATS Yi, Y2, - - - s Yr-
IIpernocraBumMo 1a Cy XOPW3OHTAJNIHE HYXKH Y CKYIy KaHIWIATA e copTupa-
HO IpeMa, y-KoopjauHaTaMa (OIHOCHO HU3 Y1, Y2, - - ., Yr j€ paCTth/I;%i)I/IBOHTaHHe
Jy2KH KOje Ce CeKy Ca BEPTHKAJIHOM MOTY ce mpoHahm n3BohemeM aBe DmHApHE mpe-
Tpare, jeJiHe 3a Yp, a Apyre 3a Y. Heka je y; < yp < ¥it1 < y; < yo < Yj+1-
BeprukanHy myXK CeKy XOPHW3OHTAJHe €3 KOODIUHATAMA Yit1, Yit2, - Yj, B CAMO
ore. Moxe ce Takofje u3BpIIUTH jegHa OWHAPHA MpeTpara 3a HIP. Yp, & 3aTUM
IPOJIA3UTH Y-KOOPJAWHATE JOK ce He Johe 10 y;. Maxo je momaszmu mpobieM ABOIH-
MEH3UOHAJIAH, HAJIAZKEIE Yiq1, ... Y, je jeqHonuMensunonannn npobieM. Tpazkeme
6pojeBa y jenHouuMmeH3uOHAJIHOM oticery (y OBOM CJy4ajy o1 Yp JO Yg) 30Be ce
Jjednodumen3uoOHaIHa npempaza onceza. Ako cy GpojeBr COPTUPAHH, OHIA j& Bpeme
M3BPIIEHA jeJHOMMMEH3UOHAJIHE [IPeTpare Orcera MpornopuuoHaIHo 30upy BpeMe-
Ha TparKema MPBOT Ipeceka m Opoja mpoHahennx mpeceka. HapapHo, HE MOXKEMO
Jla MIPUYIITUMO ceOu COPTHPAme XOPU3OHTAJIHUX AY2KHM MPH CBAKOM HAWIACKY HA
BEPTHUKAJIHY JIyK.

ITpucerumo ce jorn jemrom 3axtena. [lorpebHa je cCTpyKTypa MOgaTaKa TOrOIHA
3a 4yBaibe KaHJIuJara, Koja J03BOJbaBA yMeTarhe HOBOI ejieMeHTa, Opucame eje-
MeHTa u eUKACHO W3BPINEHE jeIHOINMEH3NOHAHE TpeTpare oncera. Ha cpehy,
IIOCTOjU BUIIE CTPYKTYPA MTOJATAKA — HA TPUMEDP, YPABHOTEXKEHO CTabI0 — Koja
omoryhyjy u3BpiIeme ymMeTama, Opucama 1 Tpaxkema ciaoxenocta O(logn) mo om-
epanmju (Tae je n 6poj eeMeHara y CKymy), U JIHHEAPHO TPETPAKUBAE 38 BPEME
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pOMOpIHOHATHO Gpojy mpoHaljenux ejgemenara. AJropuraM je MPUKA3aH HA, CJIU-
mm 17.

Anropuram Preseci((vi,va,...,vm), (h1,h2,...,hn));
Vnas: v1,v2,...,U;nm (CKyn BepTUKANHUX AyxXH), Bh1, o, ..., Ay (CKyD XOPH30HTAIHEX Xy2Ku).
{yc(vi) n ya(v;) cy mama n Beha y-xoopamHATA JTyXKHU V; }
WN3znas: Ckyn cBUX MapoBa Ay>KH KOj€ MMajy IPECeK.
begin
Copruparu cBe z-KOOpauHaTe y Heonazajylin Hus u cmectutn ux y Q;
V=0
{V je cKynm XOpH30HTAJHNX Ty’KHU, TPEHYTHUX KAHAWJATA 33 TMPECEKe; OPraHU30BAH }
{je ka0 ypaBHOTEkKEHO CTAOJIO MPEMa Y-KOOPAMHATAMA XOPUIOHTAJHAX Iy KK |
while @ je menpaszaun do
VKJIOHUTH U3 () HApPEIHU KDPaj TyKH, D;
if p je mecuum xpaj gyxu hi then
yriionutu hy u3 V'
else if p je neBu xpaj nyxu hy then
yRIBYUuTd hiy vy V
else if p je z-xoopauHaTa BepTuKasHe ayXKU v; then
{Hanaxeme npeceka KAHIUAATA Ca BEPTUKATHOM JIyZKH }
JeAHOMMMEH3HOHANHA, TpeTpara orcera of ya (vi) 10 yg(vi) y V
end

Puc. 17. Axaropuram 3a HajayKeme MPECeKa XOPU3OHTAJHUX U
BEPTUKAJITHAX JTYKA Y PABHHU.

Cuaoxenoct. [loueTHo copTupame npemMa T-KOOPAWHATAMA KPajeBa, VKU 3a-
xreBa O((m + n)log(m + n)) xopaka. ITomTo cBako ymerame u OpHcambe 3aXTeBa
O(logn) xopaka, yKymHO Bpeme 3a 00pany xopumsonTamamx nyxu je O(nlogn).
O6paja BEPTUKAHAX JTy?KM 3aXTEBa JeTHOAMMEH3HOHAIHY IIPETPAry OICera, Koja
ce Moxke m3punTd 33 Bpeme O(logn + 7)), rae je r 6poj npeceka OBe BEPTHUKAJIHE
K. BpeMeHcKa CJI0¥KeHOCT aarOpuTMa je JaKJjie

O((m + n)log(m +n) + R),

rie je R ykyman 6poj mpeceka.

7.7. Pezume

leomerpujcku aJrOpUTMU Cy HA HEKM HAYWH MAFH€ allCTPAKTHU O rpadOBCKUX,
jep cMO HABUKJIM Ja BUIMMO W PAJINMO Ca reoMeTpujckuM objekruma. MehyTum, 10O
je camo mpBu yTucak. PaguTn ca orpoManM Opojem objekaTa HHje UCTO IINTO U PaIu-
TH ca MaJINM CJIUKaMa, 1a MOpaMo OWTH OMPe3Hu J1a HAC TPeCTaBa KOjy NMaMo He
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HaBeJie Ha TOTrpeITHe 3ak/byuke. Mopajy ce mpeIBUIeTH MHOTH CIEINjaJTHU CITYYa-
jesu. AsropuraM 3a yTBphHUBAIE MPUIATHOCTA TAYKE YHYTPAIIHOCTH MHOTOYTIIA
(oneswak 7.2) je mobap npumep. 360r TOra KOHCTPYKIIMja FEOMETPUJCKUX aJITOPUTA-
Ma 3axTeBa mocebaH ompes.

Texuuke 3a KOHCTPYKUM]Y (JMCKPETHUX) €OMETPUjCKUX AJILOPUTAMA, CJIUYHE
Ccy TeXHWKaMa Koje CMO pa3MaTpajy y TPeTXOAHWUM TormasbuMa. MHayknuja y
TOMEe WTpa BaxKHy yjaory. TexHwKa MOKpeTHe TpaBe, 3aCHOBaHA HA WHAYKIWjH, 3a-
jeIHUYKA je 3a BHINE MeOMETPHjCKUX aJrOpUTaMa; jeJaH OJl hUX IPUKA33aH je Y
omesbKy 7.6. Takohe ce 4ecTo KOpUCTH IEKOMIIO3UNKja. [eOMeTprjCKr aaropuTmMu
(u3y3eB HA]jeAHOCTABHU]UX) 9ECTO 3aXTEBA]Yy KOMIUIMKOBAHE CTPYKTYDE II0IATaKa,
Ta Cy MHOTe CJI0YKeHe CTPYKType TofiaTaka pa3BHjere yrnpaBo 3a Ty Hameny. OBje
HUCMO Pa3MaTpaJu HU jeJHY O/l TAKBUX CIEIUjATHUX CTPYKTYpa TOIaTaKa.

3agannu

7.1. Ilpemusuparu anroputaMm Tacka_u-mnogouglu (ciuka 7.2), Tako na 6yny obyxsahenu
CHeNUjaJHU CJIYyYajeBu KaJl MOJynpaBa L caapku TemMe Wi CTPAHUIYy MHOTOYTJIA.

7.2. Koucrpyucaru ajaropuraM Koju yrBphyje 4a ju je JaTHX n Ta¥aKa y PABHU KOJUHEAPHO.
Kosnka je BpeMeHCKa CJI0KEHOCT TOT aJroputma’

7.3. Hexka je S mpousBo/baH CKyI Tadaka y paBHH. /la Ju MOCTOjU caMoO jegaH MHOrOyrao
ca ckynoMm TemeHa S? Ako je TBpheme TadHO, HOKA3aTH T'd, & Y NIPOTHBHOM I'd ONOBPIHYTH KOH-
TPAIPUMEPOM.

7.4. Jar je kouBekcHH MHOTOyrao PoPi ... P,_1 u Tauka A Ban mera. Kako ce mory KoH-
CTPYHCATH JBe IpaBe OCJOHIA MHOTOYTJIA KPo3 Taduky A amropurmom cioxernoctu O(logn).

7.5. Hexa cy tauke P1P>...P, ypebene nukiumvyku y OgHOCY Ha KPyT Ca IEHTPOM HETZe
YHyTap KOHBEKCHOI OMOTa4da OBHX Tadaka. Mogudukosatu ['paxaMoB anropuraMm Tako na MOXKe
Ja pajay ca OBHM CKYIIOM Tadaka 0e3 IO4YeTHOT COPTHPaba.

7.6. Tlokazatu ga ['paxaMoB ajropuTaM MOXKe 42 0A0aIu y3aCTOIIE P TAYaKa 33 IPOU3BO/bHO
BEJIKO P.

7.7. HaBecTu mpuMmep n TadakKa y PaBHHU Ca PA3JIMYUTHM ZT-KOODJUHATAMa 33 KOje M3BPIINa-
Bame anropurma NajbliZi_par2 ca cauke 15 tpaje Q(nlogn) kopaka.

7.8. Jlar je CKyI Of n XOPH30HTAJIHUX Ay>KH y pasHu. [Iponahu cBe muxose npeceke. Ajro-
puram Tpeba na 6yne caoxenoctr O(nlogn) y Hajropem ciydajy.

7.9. Jarto je n Tayaka y paBHHU U npaBa p. KOHCTPYHCATH aJrOpUTaM JIMHEAPHE CJIOYKEHOCTH
33 HaJIaYKeHe MPaBe MapaJiesiHe Ca P KOja JaTw CKyIl Tadaka pa3buja Ha ABa MOACKYNA jeJHAKe
BeJMYnHe (AKO TAYKa JIEXKK Ha TOj MPaBOj, MOXKE Ce YpadyHaTH y OUIIO KOJU O IIOJCKYIIOBA).

7.10. Heka je P npoct (He 06aBe3HO KOHBEKCHU ) MHOTOYTA0 CAAPIKAH Y JaTOM IPABOYTAOHUKY
R, u Heka je g npou3BosbHA Tauyka yHyTap R. KoucTpyucaru edpukacuu ajaropuram 3a ogpeljupamme
TaKBe Tadke r BaH R na je 6poj uBnuna P Koje cede Ny ¢ — r MUHUMAJIAH.

7.11. Hexa je P KOHBEKCHH MHOTOYTao 3aJaT HU30M TeMeHa (HABEIEHHUX PEJIOM KOjUM CY
nosesana). Korcrpyuncarn anropuram epemerncke cioxkenocrn O(logn) xoju tpeba ma 3a mary
TA4Ky ¢ YCTAHOBU Ja Ju je yHyTap P.

7.12. KoHcTpyucaTu aaroputaM 3a (popMUpame KOHBEKCHOT OMOTada CKYyIMa O M TadaKa
Y PaBHM, KOjU OArOBapa COPTHpamy yMeTameM. Y CBakKoj urepaunuju Tpeba pasMarpaTd HOBY
TAYKY ¥ €BEHTYAJHO j€ YKJBYUUTH Yy KOHBEKCHH OMOTAY IIPETXOJHO PAa3MOTPEHHX Tadaka. Tadke
Tpeba pasMaTpaTH IPOU3BOJFHEM DEAOCHIen0oM (HEje JO3BOJEEHO HOUETHO COPTUpAKE). Asropuranm
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Tpeba mga xKopucTu epUKACHY CTPYKTYPY IOAATaka 33 yrsphuBame ma ju je garta Tadka yHyTap
KOHBEKCHOT MHOTOyTJIa. KOJIMKA je BpEMEHCKA CIOYKEHOCT AJITOPUTMA Y HAjropeM cay4ajy?

7.13. IlpermocraBrMO 43 HAM je HA PACIOJATABY I[PHA KYTHja KOja MPOHAJIA3H KOHBEKCHH
OMOTAa4 yHHUje JBa NUCjyYHKTHA KOHBEKCHA MHOroyrja P u P> 3a BpeMe IpPONOPITMOHAIHO 30UpY
6poja muxoBmX TemeHa. KOHCTpywmcaTn aaropuraMm BpemeHcke cyoxkenoctu O(nlogn) koju xo-
PHCTH OBY I[PHY KYTHjy Ja 6H OIpeIH0 KOHBEKCHH OMOTadY [JaTOr CKYIa O N TadaKa y PaBHH.

7.14. d-npubiaurkaH KOHBEKCHUM OMOTAY CKyla Tadaka P je KOHBeKCHHM MHOroyrao Q,
quja cy cBa TeMeHa u3 P, mpu dyemy cy cBe Tauke u3 P wiau y ), WK HA pacTojamy HajBuIe d o
Q (pacTojame Tadke OF MHOTOYILJIA je HajMame O PAcTOjarba TAYKe 40 HEKE Ta4Ke y MHOTOYIILY).
Heka je P ckyn o n Tadaka TakKaB Ja je Hajeelia pazsuka usmelhy r-KoopiuHATA HEKe JBE TAYKE Y
P jennaka X. Koncrpynrcartu agropuraM 3a HaJIaXKeme d-IpuOMMKHOr KOHBEKCHOT OMOTaYa CKyIa
P, Bpemencke u mpoctopre ciozxkenoctn O(n + X/d).

7.15. (a) 3a Tauky p y paBHE Kazke Ce [a JOMMHMPA HaJ TAIKOM ¢ KO Cy Z- U Y-KOODAUHATA,
Tadke p Behe ox onrosapajyhux KoopauHaTa Tadke ¢. Tadka p je MAKCHUMAaJHa y JAaTOM CKYILY
Tavaka P ako Hu jegua tauka u3 P He moMuHMpPA HaT BOM. KOHCTPYyHCATH ajaropuTaM CJI0OXKEHOCTH
O(nlogn) 3a HaNaXKeme CBUX MAaKCHMAJHHX Tadaka JATOr CKyma P om n Tadaxa.

(6) Pemmru oprosapajylim npoGmem y Tpu aumensmje (medmHunuja soMuempama Tpeba ma
00yXBaTH CBE TPH KOODJIUHATE).

7.16. Heka je S ckynm Tauaka y paBHH. 3a cBako p € S meka je D(p) ckyn Tavaxa u3 S Haz
KojuMa JoMuHUpa p (BuzeTu 3amarak 7.15). KOHCTpyHCATH alrOpUTaM BDEMEHCKE CJIOXKEHOCTH
O(nlogn) 3a uspauynasame BeJUINHA CBUX CKynosa D(p), p € S.

7.17. JlaTo je n Tagaka y paBHu. OapeauTu Mehy muMa TakBe JBe, Ja JyK KOja UX IIOBe3yje
nma Hajsehn maru6. Cioxkenoct anropurma Tpeba na 6yme O(nlogn).

7.18. JlaTo je m TawakKa y paBHH, IPEJCTAB/HEHUX BEKTOPOM IIOBE3AHUX JILCTA Ha cjeiehwn
mauwd. CBaKHM €JIeMEHAT BEKTOPa HMa ABa mosba: X, Koje caapku x-kKoopmuuary, m Naredni,
KOje MOKa3yje Ha (HempasHy) [OBE3aHy JIUCTY CBUX TadaKa CKyla €a T-KOODAUHATOM jeJIHAKOM
X, coprupaHmx mpeMa CBOJUM Y-KOODAWHATAMA. BEKTOp je copTHpan mpeMa T-KOODAMHATAMA.
KoncTpyucaTn aaropurtam ciaozkenoctr O(n) KOju IpOHANA3H HAJOIHKH ITap Tadaka ca jeTHAKAM
T-KOOPAWHATAMA, UK C3 T-KOOPAMHATAMA KOje Cy cycenHe y Hu3ly. [la ju je y OKBUDY aIropuTMa
HEOIIXOJIHO M3padyHaBame KBaIpaTHUX KopeHoBa’? /la jim ajropuraM IpOHAJIA3M HajOIMKK map
ragaka (€3 HKaKBUX OrpaHnYerna)’

7.19. JlaT je cKyI Ay2KH y PaBHH, KOje ca T-0COM 3akjamajy yrao kw/4, k = 0,1,2,3. Kon-
CTPYUCATH AITOPHTAM 3a HAJAKEIe CBUX IPECeKa OBHX AY2KM HCT€ CJIOKEHOCTH KaO aJrOPUTAM
3a HaJIayKeme [PeceKka XOPU30HTAJIHAX U BEPTHKAJIHUX JYKH €a cIuke 17.

7.20. larto je m ayxwu y pasuu. Koncrpyucaru anropuram ciaoxenoctu O(nlogn) kojm
yTBphyje na gu Mebhy muma mocroju 6ap jeJaH Ipecek.

7.21. Ha npaBoj je 1aTo n maaBuX U N UPBEHUX AyxKu. KOHCTPYyUCATH aJropuram CJI0XKEHOC-
™ O(nlogn) 3a mpoBepy fa 1 HOCTOJU 3ajeAHAYKA TAYKa HEKe IJIABE U HEKE [[PBEHE IyKH (MOXKe
Ce IPeTIOCTABUTH A3 HE HMOCTOje ABEe Ay2KHU Ca 33jeJHUIKAM TEMEHOM ).

7.22. JlaT je CKyI MHTepBaJla Ha IIPaBOj, IPEJCTAB/HEHNX KOOPIUHATAMA KpajeBa. KoHCTDY-
ucatu anropuram cjaoxkenoctu O(nlogn) 3a Hanmakeme CBUX HHTEPBAJA CAAPKAHUX y HEKOM
JPYTOM HHTEPBAJY M3 CKYIIA.

7.23. JlaTo je n mpaBOyraOHHKA y PaBHHU Ca CTPAHMIIAMA HapasenaHuMm ocama. llomohy asro-
PHUTMa U3 3aJ3aTKa 7.22 nporHahn cBe NpaBOYTaoOHHKe CaJApXKaHe y HEKOM APYyTOM IPaBOYTaOHHKY.
Mozkere s ga koHCTpyHmere agropuram caoxkenocru O(nlogn)?

7.24. JlaTo je n mpaBOyraOHWKA y PABHU Ca CTPAHUIAMA TIAPAJIeJTHUM ocama. Koncrpyucarn
AJITOPHUTAM 33 HaJIAXKeHe IIPeceKa CBUX THX IPABOYTAOHUKA.
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7.25. Jlato je n kpyxkuuNa y papau. Koucrpyucarn anropurtam caoxkenoctu O(nlogn) koju
yTBPhyje a su ce HeKe JBe OJf THX KPYXKHHUIA CEKY.

7.26. Jlar je ckyun oxg n k-yraosa. Koncrpyucaru ajropuram Koju nposepapa 1a Jjiu Mely
BUMA IOCTOje HEKa ABA Ca HEIPa3HUM IpecekoM. KonKa meroBa CI0XKEHOCT aaropurma’

7.27. Jlara cy JBa KOHBEKCHA MHOTOYTJIA JIHCTAMA CBOJUX T€MEHA ([UKJIHIKUM PEIOCIET0M).
KoncTpyncaru ajropuraM JUHEAPHE BPEMEHCKE CJIOXKEHOCTH 33 oapehuBame mpeceka OBUX MHO-
royryosa. M31a3 (Takohe KOHBEKCHH MHOTOYTao) Tpefa ga 6y/ie MpeCTaB/beH IUKINIKH ypeheHoM
JIUCTOM TEMEHa.

7.28. JlaTto je n TpoyrJoBa y paBHU (TpOjKaMa CBOJUX TeMeHA). KOHCTpyHCaTH ajropuraM
caoxenoctr O(nlogn) 3a HaNaXKeme BUXOBOT IPECEKA.

7.29. KoHBeKCHH n-TOyrao JaT je ONUKJIHYKE ypeheHOM JucTOM CBOjux Temena. KoHCTpy-
MCATH AJCOPUTAM JIMHEeapHe BPEMEHCKe CJIO0XKEHOCTH 3a oapehuBame nm TPOYIIOBa YUjH je IpeceK
JaTH MHOTOYTao.

7.30. Komncrpyucaru amroputam cioxenoctr O(n?logn), xoju yreplyje ma mu cy KommmHe-
apHe HeKe TPH Of 33JaTHUX N TAYaKa y PABHU.

7.31. Komcrpyncaru anropuram ciaoxkenocts O(n? logn), koju yrsphyje aa au mocroju KBaj-
paT Ca TEMEHUMA y HEKe YeTHUPHU Of 33JATHX N TAIAKa y PABHU.

7.32. Jaro je n Tavaka y paBHHU Ca 1eg00pojHMM KoopawHaTama. IloTpeOHO je oapenuTu
HajMambU CKYI IIPABUX, IapaJieIHUX OUIIO HEKOj OCH, OMJI0 HEKOj CHMEeTpaJ KBaJpaHTa, a KOju
CaaApP>XKYU CBUX N Ta4vaKd.






InaBa 8
Anrebapcku ajaropuTmu

8.1. ¥YBoz

Kan rom m3spuinmo meky asrebapcky Oleparujy, MU YCTBAPU H3BPIIABAMO
jeman anropuraM. Jlo cama cMO Te omeparirje TpUXBATAIN KA0 HEIMTO OOUIHO, KAO
aJTOPUTME KOju mocToje camu mo cebu. Mehyrum, 6e3 0b63upa jga au je y muramy
MHOXK€be, Te/bEIe TN HEeKa CJI0XKEHHU]ja, ajaredapcka orneparyja, yooudajeHu aaro-
puTaM HHje yBEK HajOO/bH aKO CE PAJHM Ca BPJIO BETHKUM DpPOjEeBUMA MJIN HH30BHMA,
6pojesa. Hcra mojaBa Ha KOjy CMO HAMJIA3UIHN Y MIPETXOIHNM ITOT/TAB/FUMA, NCIIOThA-
Ba C€ U OBJIE: aJITOPUTMU KOjU Cy a00pH 3a Masn yjaa3 mocrajy needuracuu 3a Behe
yitase.

C/103KeHOCT aaropuTMa Mepu ce Opojem ”omepanuja’ Koje aJropuraM W3Bp-
maBa. ¥ Hajsehem OpOjy ciaydajeBa MPeTIOCTaB/HhAMO /18 C€ OCHOBHE apPUTMETHIKE
onepanuje (Kao mro cy cabuparbe, MHOXKEHE, Je/bethe) U3BPIIABAJY 33 JeJUHUIHO
Bpeme. To je pazymHa mpeTmocTaBka KaJl ce OTepaHIi MOTY MPeICTaBUTH Ca jeTHOM
WM JIBeé padyHapcke peun (Ha MpuMep, He MPEeBEIVKH IeJu OPOjeBH, Peaatu 6po-
jeBU jJeIHOCTPYKE WU JBOCTPYKe TayuocTH). Ilocroje MehyTumM curyammje Kaj cy
omepanau orpomum, Ha mpumep bpojesu ca 2000 mudapa. Taga ce mopa y3meru y
0037p ¥ BEIMINHA OIIEPAHAIA, 8 OCHOBHE OIEpalyje MpecTajy aa Oyay jeJHOCTaBHE.
AKko ce wrHoOpHILy BeJquYMHE OlepaHajia, mMoryhe je ja Ha npBu morsen modap ad-
roputam Oyze ycTBapu BpJIO HeepUKACAH.

Suademe "BesnuuHe yia3a’ IOHEKaJ Huje cacBuM jacHo. Heka je mar mesnm
6poj n ca KojuM Tpeba M3BPIIUTH HEKY apuTMeTHUKy onepanujy. Ha npsu norses
M3TIIea TPUPOIHO JIa Ce 33 BEJNYUHY yJa3a cMarpa cama Bpegaoct n. OBo ce, Me/-
jyTum, He yriana y Hedopmasny aeduHAIN]Y BEJIUINHE yIa3a KAO0 MEPHU BEIUINHE
MEMOPHjCKOT MPOCTOPa MOTPEOHOT 33, HEroBO CMEINTahe. Pasinka je BPJIO BeJu-
ka. Cabupame mpa 6poja ox mo 100 mudapa Moxke ce U3BpHIUTH BpPJIO OP30, Yak
u pyuno. C apyre crpane, dpojame n0 BpeaHoctu mnpeacrasberne 100-mudperum
OpojeM mpakTHUYIHO je Hemoryhe, 9ak um Ha HajOp:keM pauyHapy. Ilomro ce 6poj
N MOXKe TIpenCcTaBuTH ca [log, n| 6uTa, 32 BHErOBy BEJIMUUHY MOXKE C€ CMATDATH
[log, n] = O(logn). Taxo ce anropuram koju 3axreBa O(logn) onepanuja Kau je
yaa3 n cMaTpa JuHeapHuM (Ha NpuMep uspadyHasame 2n), jep je O(logn) nune-
apHa (yHKIWja BeawuwHe ynasa. Asropuram koju 3axresa m3eprmasame O(/n)
ornepanyja 3a yiaa3 n (Ha npumep (HaKTOPU3ANUja T MPOBEPOM JEHUBOCTH 1 CBUM
fpojeBUMa MABAM UJIH JETHAKUM O 1/N) AMa €KCIIOHEHIIN]ATHY CJIOZKEHOCT.
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Kao u obuuno, y 0BOM mOrjaB/by feMO MaxKmby yCMEpUTH HA WHTEPECAHTHE
TeXHUKe KOHCTPyKIuje ajropurama. Hajmpe ce pazmarpa cremeHoBame qaror 6poja,
3aTHM BEPOBATHO HAjCTAPHUjU HETPUBHjAJHH aJaropuTtaM, EyKInaoB ajaropuram 3a
n3padyHaBame HajBeher 3ajegumydxor menwmornad asa 6poja. BpJjo je mHTEpecaHnTHO
J1a MoziepHau padyHapu Kopucre 2200 roguna crap ajaropuram. OBa j1Ba ajiropurMa
KOPHUCTE Ce y MO3HATOM aCUMeTPUYIHOM Iuapckom cucremy RSA, Bumern cuenehe
MOTJIABJbE. 3ATUM Ce PA3MATPAjy AJTOPUTMHU 33 MHOXKEFhe MOJHHOMA, U MATPHUIA, 4
MIOIJIABJBE CE 3aBPINABA, JeTHUM OJ HAJBAKHUJUX M HA]IEIIINX aIrOpuTamMa — Op30oM
®ypurjeoBoM TPaHCHOPMAIITOM.

8.2. CreneHnosame

SanounmbeMo jeIHOM 0/ OCHOBHUX APUTMETUYKUX OLEPALUja.

IIpo6uem. /lara cy gsa npuponHa 6poja n u k. Mspauymarn nk.

k—1 k—1

Jjepjenf =n-n
IIpema Tome, mpobieM ce MOXKE PEIIUTU MHAYKUUjoOM 10 k; HoDHMjeHr AMpPeKTHU
ajiropuraM Tpukazad je Ha caunu 1. CMmamena je BpeaHocT k, aju HE W HEro-
Ba BeJIWYWHA. | pUBMjaIHU aJropuTaM 3axTeBa k MHOXKema. 11omTo je BeguduHa
nogarka k npubsukHo logy k, 6poj urepanyja je ekcrioneHyjasna GyHKIMja BeJn-
anne k (k = 2'°¢2%). Opo muje mome 3a Mase, aiu je HEMPUXBATILUBO 33 BEJTHKE
BpegHOCTH K.

IIpoGmem ce Mako MOXKe CBECTH HA M3PAIYHABAILE N

Asropuram Stepen(n, k); {npsu mokymaj}
VYana3z: n u k (nBa npupoara 6poja).

Nsnas: P (Bpeanoct mapaza n”).

begin
P :=n;
for i:=1to k—1do
P:=n-P
end

Puc. 1. TpuBujanau agropuraMm 3a CTEIEHOBAIbE.

Jpyru HauuH 13 ce mpobmeM pemn je cBoheme Ha mMpobiaeM ca ABOCTPYKO Ma-
UM excrionenToM nomohy jenaakoctu n® = (n¥/2)2. Tonosibeme k oarosapa cma-
IbEIbY heroBe BeJIMYnHe 33 KOHCTaHTy. 360 Tora he 6poj MHOKema OuTn JTuHeapHa
dbynxmmja on semmaune k. Hajjenmocrasanjn caydaj je k = 27, 3a mekn mpupomam
6poj J:

j nyrta

nk —n? — ((n2)2)”'2

IIIra ako k nuje crenen aBojke? PasMoTpuMO joln jesHOM IPUMEHEHH I[IOCTY-
mak penykmuje. [lomasmm on mapamerapa n u k, mpobJeM je CBEIeH Ha Marbi, Ca
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napamerpuma n u k/2. Axo k/2 nuje nemu 6poj, ouna (k —1)/2 jecre, ma ce Moke
IPUMCHUTHU CJIMYIHA peﬂyKHI/IJa

2
nk =n (n(k_l)/Q) .

Caza je asropuraM KomIierupad. Ako je k mapHo, jeTHOCTABHO KBaIPUPAMO Pe3yJl-
TAT CTENEeHOBAa U3JI0KuoIeM k/2. AKo je mak k HemapHO, KBAAPUPAMO PE3YITaT
cTeneHoBama u3oxkuoneM (k—1)/2 u maOXKUMO ra ca n. Bpoj MHOXKeba je HajBuIle
2log, k. Anropuram je mpuKa3aH Ha CJIUIHA 2.

Anropuram Stepen_kvadriranjem(n, k);
Vaas: n u k (g8a npupoasa 6poja).
HMsnas: P (spegnoct mspasa nk).
begin
if k=1then P:=n
else
z 1= Stepen_kvadriranjem(n, k div 2);
if kmod2 =0 then
P:=z-z
else
P:=n-z-z

end

Puc. 2. CrenenoBame KBAIPUPAHEM.

Cuaoxenoct. Ykyman 0poj maoxkema je O(log k). Mehyrum, Kako ce Hampe-
Jlyje ca M3BpIIaBameM aaropuTma, Mehypesyararn nocrajy cee Belim, ma MHOKema,
MOCTajy CBE KOMIUIMKOBaHHUja. OCTaBbAMO TUTAOIY 14 AHAJTUIUPA, CIOZKEHOCT OBOT
AJITOPUTMA, TIOJ] PEATTHUJOM MPETIOCTABKOM O CJIOKEHOCTH MHOXKEHha (BUIETH 3a-
naTak 8.8). AKO ce MHOKeme 00aBIba y IPCTEHY OCTATAKA TI0 HEKOM MOJYJILY, OHJIA
MehypesyITaTi He pacTy y TOKY M3BpIICIba aJrOPHTMAa M TadHa je HaBeleHa ole-
Ha BPEMEHCKE CJIOXKCHOCTH CTEeleHOBaIba; jeJHy HPUMEHY OBAKBO CTEIICHOBaIbE je
HAIILJIO y OKBUPY ajropurMa 3a mudposame RSA (Bugeru onemak 9.5).

8.3. Eykiaunmos aanropuram

Hajsehu 3ajeiHuuky Aesuiarn asa npupoasa 6poja n u m (o3HadaBa ce ca
NZD (n,m)) je jemuncreenn npupomau 6poj d koju 1) aemm m u n, u 2) elin je nmm
jeaHaK o cBakor Apyror npuponsor bpoja d’ Koju gemu n u m.

ITIpobaem. Onpenvru Hajeehn 3ajeqHUYKY AETUIAL ABA HaTa IPUPOTHA Opoja.

Kao u obuumo, maeja je cBeCTH MOJA3HN MPOOIEM Ha MPOOJIEM Ca MALUM yJIa-
30M. Mory v ce n WK M HEKAKO CMAFbUTH, a 3 Ce Pe3yaTar He npomenu? Eykmun
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je mpumMerno ma je To Moryhe: ako d nenw n m m, OHIA €U W BHUXOBY PA3IUKY.
Baxxu u 06pHYTO; aKo je Ha mpuMmep n > M, a d aeau M U N — m, OHjAa d Jeau u
36up m+ (n—m) = n. Jdpyrum peanma, NZD (n,m) = NZD (n —m,m), n nobujen
je mamu yaa3. Melyrum, ogysuMamem cy cMmamene epednocmu OpojeBa ca KojuMa,
ce paju, aJiu He U BUXOBe gesunure. la 6u amropuram 6mo epukacaH, MOpajy ce
CMamuUTH BesudnHe Opojesa. Ha mpumep, ako je n Bp/o Benuku 6poj (amp. 1000
mudapa) u m = 24, on n rpeba omyseru 24 npubmkao n/24 nyra. OBo padyHame
cactoju ce ox O(n) KOpaka, MTO je eKCIOHeHTUjANHA, PYHKIEja OJ BETUIUHE 1.
Pa3zmorpumo oBy mmejy jorr jemnom. Ilocie ogy3umara m 0o n UCTH aJITOPUTAM
rpeba npuMeHuTH Ha 1 — m u m. Ako je n — m u passe Belie om m, ox mera
Tpeba omysern m. Ca omy3umarkeM m HaCTaB/ba Ce CBe JOK Pa3jInKa He TOCTaHe
Mama o7 m. Bpoj oBakBuUX Ojy3uMama Moyke 6uTu orpoman; cpehiom, pesysrar
KOju ce Tako /oduja je jeanak octarky nmod m upu gesmemny n ca m. IIpema Tome,
NZD (n,m) = NZD (nmod m, m). Jememe ca OCTATKOM H3BPIIABa e eDUKACHO.
ITonazehu ox GpojeBa 1o = N u 1 = M, U3padyHABa, CE OCTATaK o = 7o mod Ty,
3aTuM ocrarak s = 71 mod ry, nra. Tako ce nobuja ouasajylin HU3 ocraraka

1) Tic1 =i +7Tiv1, 0<rip1 <mi,3ai=12...k

(npu fiesberby 11 ca 1; KOJUYHEK je ¢, & OCTATaK 7i4+1). Jobujenn Hu3 je KoHayaH
jep je omazajyhu u cacroju ce ox npupogaux opojesa. Heka je aup. 741 = 0 u Heka
je i # 0 mocyie Iy UiaH OBOT HU3a, pasauduT o Hyse. Kako je

NZD (rg,r1) = NZD (r1,7r2) = ... = NZD (ri—1,7%) = NZD (r,0) = rg,

BuauMO 12 je d = NZD (n, m) ynpaso jeaHako 7', HOCAEIIBEM OCTATKY PA3JIUIATOM
on nysie. Onucany MOCTYIAK 3a U3padyHaBame Hajselier 3ajeIHUYKOr Jea1MoIa 1Ba
6poja 30Be ce Eykauaos aaropuraMm, BUAETH CIUKY 3.

Anroputam NZD(m,n);
Vnas: m u n (gBa npupogaa 6poja).
WNsnas: nzd (rajsehn 3ajenmmakm mesmnan Gpojesa m u n).
begin
a := max(n, m);
b := min(n, m);
r:=1; {BpemnocT koja omoryhyje ysazak y mersy }
while r > 0 do {r je ocrarax}
r:= amod b;
a:=b;
b:=mr;
nzd = a

end

Puc. 3. Eykmmpos amropuram.
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Cnoxenocrt. TepamMo ga Eykaumoe aaropuraM WMa JHHEAPHY BPEMEHCKY
CJIOKEHOCT y OJHOCY Ha BeJIMIUHY Opoja m—+n; IpyTruM peIuMa, heroBa BpEeMEeHCKa,
coxenoct je O(log(m+n)) (ako ce mpeTnocTaBy ma ce CBe eeMEeHTAPHE OIEPAITH]e
W3BPINABA]y 34 jeIWHWYIHO BpPEME, HE3ABMCHO Of] BEJWYHWHE OomepaHana). la ce To
JIOKaZKe, JOBOJBHO j€ JOKa3aTH JIa BPEAHOCT @y aJIFOPUTMY HOCTaje 6ap JBa IyTa
Mamba mocse ase ureparmje. [ocne mpse urepanumje nap (a,b) (a > b) samemyje
ce napoM (b,amodbd), a nocne apyre nrepanuje napom (amod b, bmod (amodb)).
IIpema Tome, moce aBe mTeparuje je Opoj a 3aMemen Opojem a mod b, Koju je yBex
mamu on a/2. Bancta, ako b < a/2 onza je amodb < b < a/2; y nporusHOM, 33
b > a/2, rakohe ce mobuja amodb=a—b=a/2 — (b—a/2) < a/2.

Y3 masy JonyHy, Eykiannos aaropuram ce MOKe MCKOPUCTUTHU U 3& DEIaBambe
creneher mpobema.

IIpo6aem. Hajeehu 3ajenuuuku memmmarn d gBa mpupoaHa Opoja n u m u3pa-
3UTH K0 IbUXOBY LEIOOPOjHY TUHEApHY KoMOuHamujy. Ipyrum pedmma, ogpeanTi
nerne Gpojese x, y, Tako na Baxkn d = NZD (n,m) = nz + my.

Hum je d u3pasutu y 00auKy JuHEeapHe KoMOuHaIMje d = rox + 71y OCTaTaka
ro = n ury = m. [Ipobaem ce moxke pemmTn maaykmujoMm. [lomasu ce ox 6ase,
u3pasa 3a d y obiMKy JuHeapHe KOMOMHAIUje OCTATaKa Tkp—1 = M U Tp_o = M
d=Trp =Tk_2 — qp_1Tk—1; OBaj U3pa3 je EKBHBAJEHTAH IIPETIOCJIEIBHEM AEJbEhY
y Eyknugosom anropurmy (uspas (8.1) 3a ¢ = k — 1). Kopak unnykiuje 6uo 6u
uzpaxkapamwe d y 0OJUKY JUHEapHe KOMOWHAIMje OCTATAaKa 71 ¥ 1, momasehu on
uspasa d = z'r; + y'r; 1 — HenobpojHe IMHeapHe KOMOUHALIAJE T; U T'411. JAUCTA,
3aMEHOM T;11 y OBOM W3Pa3y ca ;41 = ri—1 — ¢;T;, nobuja ce

d=a'r; +y' (ric1 — qri) = y'ric1 + (2" — qy')rs,

—
., Tj. m3pa3 3a d y obOnuKy 1e700pojHe JUHEeapHe KOMOWHAIMje OCTATAaKa, Tj—1 U 7.
& Jlakue, ungyknujom mo i, i = k — 2,k — 1,...,1,0 nokazano je ja ce d MoKe

M3PA3UTH KAO 1eJ00pojHa JnHeapHa KoMOnHaIMja 6110 KOja [Ba y3aCTOIMHA, 9IaHA,
T3, Ti41 HU3a ocraraka. Croernujanno, 3a ¢ = 0, nobuja ce TpaykeHu u3pas.

CuaoxeHnocT. Bpoj oneparuja je mpomopimonaian ca 6pojem onepanuja y Ey-
KJIHUIO0BOM anroputmy, Tj. O(m + n).

Buauaj oBe moryHe EyKanaoBor ajropurMma je y Tome mro OoHa oMoryhyje pe-
MaBamba T3B. auneaprur Juopanmosur jednavuna ax +by = ¢, e cy a, b, ¢ natn
e OpojeBH, & T U Yy cy nenu O6pojeBu Koje Tpeda ompequTn. be3 cMamema OIIII-
TOCTH MOXKE Ce TIPETIIOCTABUTH J1a je a,b > 0. a 6u HaBeeHa jennadnna nmasia 6ap
jemHo pemerse, norpebuo je ga d = NZD (a,b) menu ¢ (nomro d menu jieBy cTpaHy
jenHauMHe, MOpa 13 NeJU U JecHy). AKO je 0Baj yCJIOB HCIYEbEH, JeIHO OJ Pelleiba
JIAKO ce Jno0uja omrcanuM noctynkoM. Ilomro ce d n3pasu y obauky d = ax’ + by,
MHOZKEFEM Ca nesmM Opojem ¢/d mobuja ce ¢ = a(x'c/d)+b(y'c/d), Tj. Bumm ce na je
jemHo pememe jegaaunne map (x,y) = (¢'c/d,y’'c/d). llpumep onpehuBama Opojesa,
T u y, Koedunujenara JuHeapHe KoMbuHnanuje d = nx + my, gar je y omebky 9.5.


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Typewriter
r0, r1, r2, ..., r

zile
Typewriter
k-4

zile
Typewriter
r

zile
Typewriter
k-3

zile
Typewriter
r

zile
Typewriter
k-2

zile
Typewriter
r

zile
Typewriter
k-1

zile
Typewriter
r

zile
Typewriter
k

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Pencil

zile
Highlight

zile
Highlight


210 8. AJITEBAPCKI AJI'OPUTMUI

8.4. MHOXKeme MoJINHOMA

_ n—1 4 _ n—1 i
Heka cy P = >y pix' u Q = >, ¢’ nBa nojmHoMma cremena n — 1.
TTonmwHOM je mpencTaB/beH HU30M CBOJUX KOE(DUIINjEHATA.

IIpo6iaem. M3pagyHaru mpou3BOM, ABa 3a0aTa MOJHHOMA CTermeHa n — 1.

IIpuponso je mohm ox m3pasa

(8.2) PQ= (pn-12" "+ +po) (12" "+ +q) =
Pr—1@n—12"""> + -+ (Pn—1Gi+1 + Pn—aGit2 + -+ + Pis1dn—1) 2" + -+ + pogo.

Koebunujentn nomuuoma PQ mory ce uspadyHaru aupekTHo u3 (8.2), npu
geMy je jacHo 1a he Tama 6poj MEOMKema 1 cabupama 6utn O(n?). Moxe 1 ce ncTu
nocao obapuru epurkacauje? o caga cMO BUAEIN BUIIE IPUMEPA /13 CE TPUBU]AIHU
KBaJPATHU AJTOPUTMHU MOTY TODOJBINATH, Ta HUje um3HeHahyjyhie ma je u y oBom
ciydajy oarosop nosurubad. Kommmumkosanu ajaropuram ciaoxenoctu O(nlogn)
6ulie pasmorper y omemky 8.6. OBme hieMo pa3MOTpUTH jeTHOCTABAH AJITOPUTAM
3aCHOBAH HA JIEKOMIIO3UITU]U.

[IpermocraBumo 360r jeqHOCTABHOCTH A je n creneH aBojke. CBaKy O MOJUHO-
Ma JIeJIUMO Ha 1Ba jennaka aena. Hexa je nakne P = Pi+x™2Py u Q = Q1+2"/2Qo,
r7e je

Pr=po+pia+-+pupaa™? Po=pustprpat+ o+ peoaz?
OJTHOCHO
Qi=qo+qz+  +qnjp 12", Q2= qu2+ Gujoy1 + + guorz™* L

Canma mmamo
PQ = (Py + Poa"?)(Q1 + Q22™?) = PLQ1 + (P1Q2 + P2Q1)x"/? + PrQoz™.

VY uzpasy 3a PQ nojassbyjy ce IpOU3BOAU MOJUHOMA cTenena n/2 — 1, Koju ce Mory
uspadyHaTy uHAYKIujoM (pekyp3usHo). CabuparmeM 100UjeHUX PE3yaTaTa A00uja
ce pememe. Y3umajyhu y o03up f1a je MHOXKeme moauHOoMa, crenera 0 UCTO mMITO
¥ MHOXeme OpojeBa, OBUM je KOMILIETHO mepHHUCAH PEKYP3WBHH AJITOPUTAM 33
MHOZKEFbE MOJIMHOMa. YKymaH 6poj omeparuja T'(n) xoje ce m3BpIaBajy y OKBUPY
OBOI' AJITOPUTMA 33/10BOJbaBA Cieiehy mudepeHItHy jeIHaInHY:

T(n) = 4T(n/2) + O(n), T(1)= 1.

dakrop 4 ofroBapa M3padyHaBakby YETUPH MPOU3BOIA MAMHUX TMOJUHOMA, & YJIaH
O(n) onrosapa cabmpamy npoussoma. Pememe mudepenmnre jennadmue je T(n) =
O(n?) (Bmmeru ome/bak 2.5.4), ma OBaj aaropuTaM Huje 60/BU O MPETXOIHOT.

Jla 6u ce mormIo A0 MoOOJBIIAA ¥ OMHOCY HA KBAIPATHH AJITOPUTAM, IOTPEOHO
je, Ha TpuMep, 1a TpobJeM PEITIMO CBODEEeM Ha Makhe Of YeTUPH TOTIpobieMa.
Ozuauumo npoussoie P1Q1, PoQ1, P1Q2, PoQ2 penom ca A, B,C,D. Tpeba na
m3paaynamo A4 (B+C)z™/?+Dx™. Banazka ce 1a HICY HEOIIXOIHY CAMHI IPOM3BOII
B u C, mero camo wuxos 36up. Axo 3ramo npomsson E = (P + P2)(Q1 + @2),
ouma je Tpaxkennm 36up B + C = E — A — D. [Jakie, JOBOBHO je U3PAIyHATH
caMo Tpu Tpou3Boma Mamux monuuoMa: A, D u E. Cse ocrtano cy cabupama u
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OZy3UMAarba, IIOJUHOMA, IITO HOHAKO yiaasu y wiad O(n) y audepeHntoj jeiHaauau.
Judepenrina jemHadnna 33 CJIOKEHOCT MODOJBITIAHOT AJITOPUTMA, je

T(n) =3T(n/2)+ O(n),

a mweno pememne je T(n) = O(n'°%23) = O(n!?).

Banaxxamo aa cy noauaoMu P+ Po n Q1+ Q)2 ca moIa3HuM TOJIHHOMUMA, BE3AHU
HEeOOWYAH HAYWH: TOOUjEeHU Cy OI BbUX cabupameM Koeduimjenara 9uju NHIEKCH Ce
pasnukyjy 3a n/2. OBaj HEUHTYUTVBHE HATHMH MHOXKEFA TIOJTMHOMA 3HATHO CMAFbY]je
Opoj omeparimja 33 BEJUKE BPETHOCTH M.

Ilpumep 8.1. Hekajen =4, P=1—-a2+222 -2 1 Q =2+ 2 — 2% + 22°.
Nzpaayuajmo npoussoa P(Q) Ha onucanu HadnH. AKO ce TUHEAPHU TIOJTHHOMHA MHOYKE
JUPEKTHO, PEKYP3HUja ce IPUMEbYje CaMo JeJIHOM,

A=(1-2)24+2)=2—2—2°
D=(2—z)(—1+2x) = -2+ 5x — 227,
E=(3-22)(143z) =3+ 7z — 622

Ha ocuory E, Aw D uspauynasace B+C=F—-A—D:
B+ C =3+3z— 32>
Cana je PQ = A+ (B + C)x™/? + Dz, oanocuo
PQ = (2—x—2%)+ (3+ 3z —32?)2? + (=2 + bx — 22?)2* =
= 2— x4 22% + 323 — 52 + 52° — 22°.

[Tpumeliyje ce ma je u3spimeno 12 mMHOXKema, y omHOCY HA 16 KO TPUBHjaTHOT
anroputMma, u 12 ymecro 9 cabupama/ony3nmMara; Opoj MHOMXKema 010 61 cBeeH
Ha 9 71a je pekyp3uja NpuMemeHa jOIl jeJHOM. YIITena je HapaBHo MHOrO Beha 3a
BEJIHKE 7.

8.5. MHuoxxkeme MaTpuIia

Axo cy P = (pij) m @ = (¢;j) nare kBajpaTHe MaTpPUIE DEId M, OHAA je
esleMeHaT 1;; Marpuie R = PQ gar je uspazom

(8.3) Tij = Zpikaj-
k=1

IIpo6aem. Mspauynaru npousson R = P(Q ase peajHe n X n MaTpHUIE.

HupekTan (1 Ha IPBU TOJIE, jedunY) TOCTYIAK MHOMKEHa MATPUIIA 3ACHUBA
ce na gebwrmmmin (8.3), mTo mogpasymesa n’ muowema u (n — 1)n? cabupama.
SanaszuMo ga je n 6poj BPCTa, OJHOCHO KOJIOHA MATPHUIE, a HE BEIUYMHA yia3a,
KOja je y oBoM cayuajy n’. I[Ipukazaliemo caga 1Ba pa3an<InTa MOOOJBIIARA OBOT
aJropuTMa.
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8.5.1. Bunorpagos aaropuram. (S. Winograd ) Ipernocrasumo 360r
JETHOCTABHOCTH M3, je M MapHO. YBEIUMO O3HAKE

n/2

P = ZPi,Qk—lPi,Qk» 1=1,2,...,n,
k=1
n/2

Qj = ZQqu,ijk,j, J=12,...,n
k=1

[IperpynucaBamem cabupaka g00uja ce

n/2

Tij = Z(pi,zk—1 + qok,5) (Pi2k + G2r—1,5) — P — Q.

k=1
Bpojesu P; u Q; n3patyHaBajy ce caMo jeIHOM 3a CBaKy BPCTY P, OMHOCHO KOJIOHY
Q, 3a mTa je MOTPeGHO caMo N’ MHOMXKEeHmA. YKYIAH 6p0j MHOMKeMmA je JaKye CMaH-
jen ma n®/2 + n?. Bpoj cabupama moehan je mpubmmkHO 3a n®/2. Anroputam je
npemMa ToMe DOJbY O/l UPEKTHOT Y CIydajy Kas ce cabuparma U3BpINaBajy Opke o1
MHOXKea (LITO jé TUIMYHO).

KomenTap. Bunorpaaos aaropuraMm mokasyje ga ce TPOMEHOM PeIOCe Ia N3-
padyHaBama MOXKE MOCTUNHY YIIITEA, YaK U KO U3Pa3a Kao IITO je TPOU3BOI MATPH-
1a, Koju uMmajy jeaunocrapan obsuk. Caeneliv aaropuram MCTy WI€jy eKCIIOATHINE
MHOTrO e(pruKaCHHjE.

8.5.2. IIITpacenos ajgroputaM. Ha MHOXKemE MATPUIA MOXKE CE TTPUMEHM-
TH TOCTYTAK JEKOMIIO3UIIN]e, CAMIHO KA0 HA MHOXKEHEe MOJIMHOMA, ofehak 8.4. 360r
jemHOCTaBHOCTH IIpeTnocTaBuheMo 7a je n crenex aBojre. Heka je

a b A B aA+bC  aB+bD
8.4 pP= . Q= :
(8-4) (C d) Q (C D) cA+dC  cB+dD

rae ¢y a,b, ¢, d, omaocuo A, B,C, D n/2 x n/2 marpune. IIpuMeHOM JEKOMIIO3HITH-
je ce mpobsieM CBOIM HA M3PAMYHABAKE YeTUPH N/2 X 1/2 MOAMATPHUIE MATPHUIE
R. TIpowsBon 670K MaTpuiia M3padyHaBa Ce HA MCTH HAYUH KA0 Kal ce OJOKOBU
3aMEHE eJIEMEHTIMA, 11 ¢e POOJIEM MOXKE CXBATUTH KA TPAKEHe ePUKACHOD HAYN-
HA 33 U3pAYyHABaWKe MPOU3BOAa jBe 2 X 2 marpuie. Oa aaropurMa 3a MHOXKEHE
2 X 2 marpura m00Mja ce aJTOpPUTAM 33 MHOXKEHEe T X N MATPUI@ TAKO ITO Ce
YMECTO MTPOU3BO/IA €JIEMEHATA YMETHY PEeKYP3UBHU TIO3UBH MPOIEAyPe 338 MHOYKEH-
je. Obu4aH ajropuraM 3a MHOMKEHE 2 X 2 MATPUIE KOPUCTH 8 MHOXKEHhA. 3aMe-
myjyir CBaKO MHOXKEHE PEeKYP3UBHUM IIO3WBOM, H00HjaMO An(epeHIHy jeaHad-
uny T(n) = 8T (n/2) + O(n?) (xoMGUHOBame MAIBUX PeNTerba CACTOJH Ce OJT HeKO-
7WKO cabupama MaTpuria peta n/2, cioxenoctun O(n?)), umje je pememe T'(n) =
O(n'°#28) = O(n?). Oo uuje usnenabhyjyhe, jep ce kopucTn obUIAH anropUTAM 32
MHOYXKEe. AKO OUCMO yCIen /1a U3padyHaMo MPOU3BOM 2 X 2 Marpuina u3Boaehun
Maibe 07 8 MHOXKEHha eJeMeHaTa, J00uam OMCMO aJIrOpuTaM KOJjH je aCHMIITOTCKH
Op>Ku 011 KyOHOT.
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QaxkTOp KOjU HAJBUINE yTUYE HA PEKYP3HUjy je Opoj MHOXKema MOTPEOHUX 3a
u3padyHaBame Mpom3BoAa 2 X 2 marpuria. bpoj cabupama HEje TaKO BayKaH, jep
Merba camo umHmIan y3 wiad O(n?) y audepeHIHoj je HAYWHA, Ta He yTHIe Ha
acuMOTOTCKY cioxKenocT (o mehyrum yrude na koncranruu dakrop). lrpacen
(Strassen ) je OTKpHO Ja je JOBOJ/BHO CelaM MHOXKEIba €JIEMEHATa A ce
U3padyHa IPOU3BOJ JABE MaTpuie pena asa Ako marpuine P, Q (8.4) cxsaTuMo Kao
MaTpUIE PeJa Ba, OHIA Ce IbUXOB MPOU3BO/I MOYKe U3padyHaru Ha cienelin nauwun:

PQ: 21+ 24 Zo — 23+ 24+ 25
21+ 23+ 26 + 27 22 + 26 ’
OpU 4eMy Cy ¢a 21, 22, - .., 27 o3Hauenu ciaegehu npoussomu 21 = b(A + C), 29 =

¢(B+D),z3=(c—b)(A+D),z4=(a—b)A, zs =(a—¢c)(B—A), z6 = (d—¢)D
uz7 = (d—0b)(C - D).

CJiioKeHOCT. Y ajirOpuTMy Ce H3padyHaBa CeJaM IIPOU3BOJA MATPUIA JIBA
yTa Mame JUMeH3Hje M KOHCTAHTHM Opoj cabupama TakBux marpuna. Cabupama
Ccy Marbe BasKHa O IPOU3BOJIA, jep ce JABe MaTpHIle peqa n cabupajy 3a speme O(n?),
mTO je JuHeapHa (YHKIHja of BenmdamHe yraza. Yman O(n?) Huje JOMHHAHTAH
y mudepennnoj jempauman I'(n) = 7T(n/2) + O(n?). Pememe oBe mudepennme
jemmaunme je T(n) = O(n'°®27), omnocno npubmmkuao O(n?8!), mro 3naun ga je
HIrpacenos ajaropuraM acUMOTOTCKU OPIKU O OOMYHOT MHOKEH3, MATPHUILA.

KomenTap. [lITpacenoB anropuram mMa TpH BayKHa HEJOCTATKA:

(1) IIpakruune nposepe nokasyjy aa n mopa turu sehe ox 100 na 6u rpacen-
OB ajropuTaM OMo OpXKU 0, OOUYHOT MHOYKEHA MATPUIIA CJIOKEHOCTU
O(n3).

(2) IIrpacenoB aaroputam Marbe je crabuiaH o 0OMYHOr. 3a UcTe BeJInInHe
rperike yiaa3uux mozartaka, llltpaceHoB amropuraM OOWYHO JIOBOIX [0
Behux rpemaka y u31a3HuM IOJANMA.

(3) Ulrpacenos ajaropuram je KOMILIMKOBAHMJU M TEXKM 33 pead3auujy O/
obuunor. [Topen Tora, mera Huje JAKO MAPATETH30BATH.

Be3 o63upa na ose Hegocrarke, IIITpaceHoB aaropuTaM je BEOMa BaXKaH. Bpxku
je o obUYHOTr 3a BeJIUKE M, & MOXKEe € UCKOPUCTUTH U y APYTUM MpobieMuMa ca
MaTpULAMA, KA0 IITO Cy MHBEDP3Uja MATPUIE U U3PAYYHABAIbE J€TEPMHUHAHTE. Y
mornassey 10 Bumeliemo ma ce HEKOMMKO APYTUX MpOOIeMa CBOIM HA, MHOXKEEHE MaT-
purma. llltpaceros asropuram ce y mpakcy MOXKe MOOOJBIIATH KOPHUIIEemeM CaMo
3a BEJIMKE MATPUIE, U U3JIACKOM U3 PEKYyp3Uje KaJ JTUMEH3Uja MaTPUIE TOCTAHE
mama ox oko 100. To je cimyuno maeju mazkpuBor m3bopa Oase MHAYKIHjE, KOja
je pa3smorpena y ozesbky 5.3.4. Illrpacenos asropuram je AMPEKTHO HODOIBIIAO
HEKe JIPyTe aJrOPUTME U TIOCTABHO MHOTO TMTUTAA O CAUIHUM TPOOJIEMUMA KOjU CY
U3TJIEIATU HEPEITUBH.
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8.6. bpza ®ypujeoBa Tpanchopmaiuja

Bpsa ®ypujeosa rpancdopmanuja (wau FET, mro je ckpahenuna ox fast Fouri-
er transform ) je Baxkna u3 Buie passora. Ona edbukacHO peliaBa BaxKkaH
IpakTUYIaH mpobeM, eJeranTHa je, 1 OTBapa HOBE, HEOUEKNBAHE 0OJIACTH IIPHUMEHE.
36or Tora je OHa jemaH Of HAJBAXKHWjUX AJITOPUTAMa, O CBOT OTKpuhlia cpeanHOM
me31eCeTuX roauHa.

Agnropuram FFT nuje jennocrasaH, u /10 mera ce He J0Ja3u aupekTHO. Orpa-
HUIHNheMO ce Ha caMo jeIHy FHeroBy MPUMEHY, MHOXKEHE MOJTUHOMA.

Ipo6aem. M3pauynaru npoussos Apa 3ajgara noauuoMa p(z) u q(x).

Qopmyanuja mpodieMa je MpenwsHa caMO HA TPBU TOIJIEA, jep HHje IIpe-
U3UPAH HAYWH MPEICTABhAKA MoanHOMa. OOMYIHO Ce TTOJTMHOM

-1 -2
P=a,_ 12" " +apn—oz""“+...+a12+ ag

MPECTaB/ha HA30M CBOjUX Koeduimjenara y3 1, x, 22, ..., 2" " amm To Huje jen-

uHa moryhuocr. AnrepHaTuBa je IpeacTaBbaibe HOJUHOMA CTeleHa 1 — 1 CBOjuM
BPEINHOCTHUMA Yy N PA3JUYUTHX TAYAKA: T€ BPEIHOCTH j€THOIHAYHO OJpely]jy mosin-
HOM. /Ipyru HAYWH IPEICTaB/bAKBA j€ HHTEPECAHTAH 300T je JHOCTABHOCTH MHOKEA.
[Ipousson aBa monmHOMA, cTemeHa 1 — 1 je moJauHOM cTemeHa 2n — 2, na je oapelen
CBOJUM BPEIHOCTUMA ¥ 21 — 1 Tavaka. AKO MPETIOCTABUMO JIa CY BPEIHOCTH MOJIH-
HOMa — YMHMJIAINA J1aTe y 2n — 1 Tavaka, OHJ@ ce IPOM3BOJL IOJIMHOMA U3PavyHaBa
nomohy 2n — 1, omrocro O(n) OOMIHAX MHOKERA.

Haskamocr, npeicraB/bare MOJINHOMA BPETHOCTUMA 33 HEKE IPUMEHE HHUjE I10-
roauo. [IpumMep je m3padyHaBambe BPEIHOCTH MOJUHOMA Y 33JaTUM TaYKaMa, MPU
PeIpe3eHTAINj BPETHOCTHMA, OBO jeé MHOIO T€XKe HEr0 aKO Cy 3aIaTh Koeduimjen-
i noauHOMa. MefyTum, ako Gucmo Morsim 12 epUKACHO MPEBOIUMO MOJTMHOME U3
jemEe y apyry mpeicTaBy, A0Ouin OMCMO OIJIMYaH AJTOPUTAM 33 MHOXKEHE MOJIU-
HOMAa. YIpaBo TO ce moctuzxke npumenom FET.

IIpesia3 on npescrase moaMHOMa KOeDUIMjEHTUMA, HA [IPEJCTABY BPEIHOCTUMA
y TadKaMa, peraBa ce M3padyHaBarmbeM BPeJIHOCTH TTOJIHHOMA. BpeaHocT mosnHoMa,
p(z) (3amaror koedunujentuma) y 6ua0 Kojoj Tauku Moxke ce nomohy XopHepose
meme (onesmak 4.2) mspauynaru nomohy n MHOXKema. 3padyHaBarme BPEIHOCTH
p(T) y n MpoM3BOPANX TagaKa M3BOAJBLUBO je makse momohy n? mMuoxema. [Ipenas
O/I IIPEJICTABE MOJNHOMA BPEIHOCTUMA HA MPEJCTABY KOEPUIMjeHTUMA 30BE Ce WH-
Tepriosanuja. Hreprionanyuja y ommreM ciyvajy Takohe saxtesa O(n?) omeparm-
ja. OBge je kibyuHa uneja (Kao U y MHOIMM JPYIUM MPHMEPUMA, KOj& CMO BUJIEJIH )
Jla ce He KOPHUCTH NPOU36OHHUL N TadaKa: MI UMaMO cJI000y Ja 110 yKejbr u3abepe-
MO NPOU36o.HaH CKYII O N PA3INUNTHX Tadaka. bp3a Pypwujeosa Tpancdopmarmja
KODHCTH CIIEIINjaJIaH CKYIl TA49aKa, TAKO Ja ce 00e TpancdopMalyje, n3padyHaBAbE
BPEIHOCTH W WHTEPTIONAINja, MOTY e(DUKACHO W3BPIIABATH.

8.6.1. Jdupekrna ®@ypujeoBa Tpancdopmamuja. Pasmorpumo mnpobiem
M3padyHaBama BPEIHOCTH MOoJuHOMA. [loTpebHO je m3padyHaru BPEOHOCTH [IBA
monwHOMa, crenena n — 1y 2n — 1 Tadaka, 1a Ou ce BUXOB MPOU3BOMI, TOJUHOM
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crenena 2n — 2, Mmorao uaTepnonuparu. Meljyrum, nomunom cremena n — 1 moxe ce
MPEICTABUTH KAO MOJMHOM CTENeHa 2n — 2 u3jeHavaBameM ca HysaoM Bogehnx n—1
koedumujenara. 360r rora ce 6e3 ryObUTKa OMINTOCTH MOXKE MPETIOCTABUTH J1a je
npobiieM U3pavdyHaATH BPEIHOCTH IPOU3BOJHHOT MOAUHOMA P = Z;:Ol ajz’ cremena
n—1y n pazmuuntux Tadaka. lusm je mpoHahn TakBUX 1 Tavaka, y KOjUMa, je JTaKO
U3PAYYHATH BPEIHOCTU TOJUHOMA. 300T jeIHOCTABHOCTH MIPETIOCTAB/HAMO & je 1
CTeTIeH JBOjKe.

Kopucruhemo MarpudHy TepMUHOMOTH]Y 18 OMCMO YIPOCTUIN O3HAUABAE.
WspauynaBame BpemnocTu moimHOMa Py n tadaka xg, 1, ..., Tnp—1 MOXKE ce
MPEICTABUTH KA0 U3PAYyHABAE MPOU3BOIAA MATPUIIE W BEKTOPA:

—1
1 ) Ig l’g ag P(l’o)
1 1 ZC% ,CC??I al o P(xl)
2 n—1
1 x,1 Ty 1 --e Ty g Gnp—1 P(xn—l)
UTame jeé KAKO I TH BPEITHOCTH Z(, L1, ..., Tn—1, TAKO I BO MHOYKE
IInrame je kKako n3abdpa €THOCTU Tg, X1, , Tp—1, TAKO & CE€ OBO MHOKEIHE

yupoctu. I[locMarpajMo aBe mpom3BosbHE BpCTe © U S. Bomenn 6ucMo 1a Ux ydu-
HUMO TITO CAUYHUJUM, 13 OUCMO YIITEISIH HAa MHOXKemUMa. He MOXKe ce cTaBuTH
T, = Tg, jep Cy TauKe pa3ImduTe, aqm ce T2 = x> Moxe moctmhm crapbajyhm
Ts = —x,. OBo je mobap u3bop, jep je CBaku mapaH CTENEH T, jeTHAK OJAroBapa-
jyhieMm mapHOM cTeneHy Ts; HEMAPHU CTENEHW PA3JUKYjy ce camo 1o 3Haky. Mcro
ce MOXKe YPaIuTH U Ca OCTAJMM mapoBuMa Bpcra. Hacayhyje ce y koM mpasity
Tpeba TpaXKuTH N CIeNujaJHUX BPCTA, 33 KOje Ou ce ropby IPOU3BOJ, CBOIUO HA,
caMo n/2 IpOU3BOJA BPCTA MATPHIIE Ca KOJOHOM Koedurmjenara. Pesyarar 6u 6uo
TOJIOB/beEhe BEJIMYWHE YJIa3a, & TUMe U BPJo edukacan asroputam. [lokymmajmo ma
MOCTABUMO OBaj MPOobJIeM Kao /IBa OBOjeHa MPobIeMa IBOCTPYKO MAbe BEJTUYNHE.

IMoxena monasHor nmpobiema, Ha JBa HOTIPOOIEMa BEJTHUUHE M = Nn/2 MOKE e
OmuCcATH caeaehuM u3pa3oMm

1 o x2 zn 1
;oo L P(xo)
poooe o P(a1)
. . ao
1 Tm—1 mEmfl x:’rlnill ai —
(85) 1 —x0 (7%0)2 (7‘%0)"_1 - F];((mlnffl))
1 —x1 (—x1)? (=)™t Gn— 0
1 —Tm—1 (71'm—1)2 .. (7mm—l)n_1 P(_mmil)

Ilomazna n X n MaTpulla NOJe/beHa je Ha JABe BPJO CAWYHE TMOIMATPUIE -
mensuja n/2 x n. 3a ceako j = 0,1,...,n/2 — 1, Baxu 2,94, = —x;. 3romuo je
JakJie Hanucaru uspase 3a P(x;) u P(—x;), ognocuo youture P(z), ca pa3aBojeHuM
YJIaHOBHUMA IIAPHOI' U HEIIaPHOT' CTEIICHA!:

n/2—1 n/2—1

E : 27 E : 2541
P(x) = a2;x 4 S a2 41T I+ .

=0 =0


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight


216 8. AJITEBAPCKI AJI'OPUTMUI

2—1 - 2-1 1
Axo ca Py(x) = Z;Li o a2;x’, onnocro Py(z) = Zyi 0 @2j4+127 03HAUMMO TIOH-
HOME cTerneHa n/2 — 1 ca koedunmjerTHMa MoMMHEOMA P mapHoTr, OIHOCHO HEAPHOT

HHOEKCA, J0Ja3UMO IO jeTHAKOCTH
- » A0 Jen, 1,w,w"2,...,.wr(n-1)

1w 2,wh4,....wN(n-2)

(8.6) P(z) = Py(z?) + 2Py (a®). P
P
Bamenom x ca —z gooujamo P(—z) = Py(x?) + (—x) Py (2?). Uspauynasame P(z;),
j=0,1,...,n—1 cBomu ce na patyname P(z;) u P(—z;)3aj=0,1,...,n/2 -1,
OMIHOCHO Ha W3padyHaBame camo n/2 spexnocru Po(x3), n/2 spemmocru Py(z3),
W JOMYHCKWX N/2 cabupama, n/2 omy3uMama U N MHOXKE’a. JIaKie, nMaMo 1Ba
norupobyaema senuande n/2 u O(n) ZONYyHCKHX OIEpaInja.

Moze Jin ce HACTABUTH PEKYP3UBHO Ha MCTH HauumH? AKO OU HAM TO TOIILIO
3a PYKOM, JOIUIM OucMo 10 nosHate mudepennse jemuaqnne T'(n) = 2T(n/2) +
O(n), wnje je pememe T'(n) = O(nlogn). [Ipobaem u3paaynasama P(z) (mommmnoma
cremena n — 1) y n Tadaka cBemm cmo Ha m3padyHasame Py(z?) m Pi(2?) (mBa
nonmHOMA creneHa n/2 — 1) y n/2 tagaka. To je perymapma pemykimja, m3y3es
jesor aerasba: BpeaHocTH Ty P(T) MOy ce IpOUu3BO/BHO GUPATH, A/l BPEHOCTH T2
y m3pasy (na mpumep) Py(x?) mory 6utn camo nosurusre. [lomTo cMo 10 peayKnmje
JIOIILTN KOPHUITNEkheM HEraTUBHUX OPOjeBa, OBO MPEICTaBsba mpodiaem. MU3aBojumo
u3 (8.5) MaTpHILy Koja ofrosapa m3padyHabamby BpeanocTn Po(z?):

N

2 4 n—2 2
1 xg xg T , ag Py(xg)
1 z3 U as Py(z?

1 CEi/z—1 1'?1/2—1 xz/}{l On—2 Po(xiﬂ—l)
Xj= w I =0,1,..n1

Jla GucMmo jorr jeqHOM M3BEIN PEAYKIIN]Yy HA UCTH HAYWH, MOPAJIH OUCMO 14 CTABU-
MO HIp. 72 Ja = —(20)?. TlomTo cy KBajpaTH peajHnX OpojeBa YBEK MO3UTHBHH,
0BO je Hemoryhe, bap ako ce orpaHH<INMO HA, peasHe Opojese. Iloremkoha ce mpe-
Ba3WJIA3M MpeTackoM Ha KoMTIekcHe bpojere. IIpobiem ce Mo¥Ke ommeT moJennTH Ha,
nBa jena cravbajyhu ;4,4 = ixj, 38 j = 0,1,...,n/4 — 1 (i je oBue KopeH u3
—1, kommekcan 6poj). OBo pa3aBajarbe 3a10B0/bABA UCTE YCIOBE KAO U IPETXOHO.
ITpema Tome, mpobaeM BeTmIrHe 1/2 MOXKe Ce PEITUTH CBODERmEM Ha, IBa mpobaema,
sesmanre n/4, mssomehn O(n) AOMYHCKUX omepanmja.

3a crenehe paszpajame morpeban HaM je 6poj z Takas ma je 25 =1u 2/ # 13a
0 < j < 8, OAHOCHO IPHEMUATHBHI OCMH KOPEH U3 jeinHuNe; Taaa je 24 = —1u 2% = i.
Ommrruje, moTpeban HAM je MPUMUTHBHY N-TH KOpeH u3 jemuaurie. O3HaUnMO ra ca
w (360r jeHOCTABHOCTH Ceé M HE CIOMHUIbE E€KCILIUIUTHO; Y OKBUDY OBOI' OJe/bKa
pazau ce yBeK 0 jeqaoM uctoMm n). Bpoj w 3amoBosmasa caenehie yciose:

(8.7) "=1,w #£13a0<j<n.
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V(w) V(1/w) =nl N

r,s:
1 whr wA(2r) ... wA((n-1)r)

1 wA(-s) wA(-2s)...w(-(n-1)s)
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3a n Tavaxa ro, T1, ..., Tn_1 Oupamo Opojese 1,w,w?, ..., w" ! Ilpema ToMme,
u3padyHaBa ce ciaeaelin mpousBoI:
1 1 1 . 1
1 w w? . Wl %0 P()
(8.8) 1w w22 L 2D ar | _ [ Plw)
N “ee N N PN ._1
V(w) 1 w1 w(n—l)‘Q o w(n—1)~(n—1) an—1 P(w” )
Onaj npoussoz, ce 308 PypujeoBa rpancdopmarmja sekTopa (ag, ay, . . ., Ap_1)-

3ana3zuMo Hajupe Ja je UCIYI-EH YCJIOB
Tnj24j = W2 = 20 = -z, j=0,1,...,n/2—-1

[Ipema Tome, mpBa peaykimja npobaeMa BeJIUUHHE N HA TBA MAaba je W [1ajbe WC-
npasHa. lasbe, 1Ba NOTIPOOIeMa IPOU3AIILIA U3 OBE PEAyKIUje uMajy 110 n/2 Tada-
ka 1,w? w ..., w" "2, mro je ympaso mpobieM BelmumHE 1/2, Y KOME YMECTO W

cdurypume w? — DPEMATHBHA n/2-TH KopeH m3 jemuanune. Jla je w? mpuMuTHBHI

1 wA(r-s) wh(2(r-s))... w((n-1)(1-8))n, /2-Tu kOpeH u3 jeauHuIe HenocpeaHo cieu u3 ycioka (8.7). [Ipema Tome, fabe

r=s: n wA(n(r-s))-1
N=s: =0

v(w) (1/nV(1iw)) =1

ce MOXKe HACTaBUTU peKyp3uBHO. CIOXKEHOCT aropuTMa 33J0BObaBa JAudepeH-
may jenmauawny T'(n) = 2T(n/2) + O(n), umje je pememe O(nlogn). Anropuram
omoryhyje edurkacuo uspauynasame @ypujeose Tparcdopmaluje BEKTOPa Koedu-
IHjeHaTa moJuHOMa, Ta je mobuo nme 6p3a @ypujeoBa TpancdOpManyja, OTHOCHO
FFT. Anropuram je nmpukasas Ha Cauu 4.

Anropuram FFT(n,a0,a1,...,an—1,w, var V);

VYaas: n (upupoauu 6poj), ao,at,. .., an—1 (HH3 esemenama TUNA KOJU 3aBUCH OJf IIPUMEHE)
1 w (IPEMUTHBHU N-TU KOPEH U3 jeJMHUIE).

WNsnas: V (Eu3 n3nasHux eremeHara, ca mamekcuma og 0 mo n — 1).

{mpernocrassma ce ga je n cTemeH ABOjKe }

begin
if n =1 then
V(0] := ao;
else
FFT(n/2,a0,a2,... Jan—o,w?, U);
FFT(n/2,a1,a3,...,6n_1,w>, W);
for j:=0ton/2—1do {mpema (8.6) 3a = = w’}
Vi) = U] + ' Wjl;
VIj +n/2] := Ulj] = o’ WI[j;
end

Puc. 4. Auropuram 6p3e @ypujeose rpancdopmanuje, FFT,
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IIpumep 8.2. /lemoucrpupahemo nzpauynasamwe FFT na npumepy nosmmaomMa
ca koedunujenruma (0,1,2,3,4,5,6,7). Ja 6ucmo uzbersin 3abyny, norupobieme
hemo oznauasatn ca Pjy ;... i, (o, @1, ..., Zk), TOE J0,J15 - - - » Jr O3HAUABAJY KOEDHU-
[HjEHTEe TOTUHOMA, & Xg,T1,...,L; TAdKe y KOjUMa ce W3PAYYHABA]y BPETHOCTH
nosmHoOMa. 3aiarak je jaxie pemuru upobiem Po123.4.5.67(1,w,w?, ..., w7), u 10
Ha ocHOBY (8.6).

Hpeu xopak je ceobemwe Po123.4567(1,w,w?, ..., w") Ha Pyaae(l,w? w?, wb)
u P 357(1,0% wt wb). Hacrapmamo pexypameno u csommmo P o 46(1, w?,wh, w)
na Py 4(1,w?) w Pyg(1,wh). Poa(1,w?) ce sarum csomm ma Po(1) =0, u Py(1) = 4.
Kowmbunosamenm oBux pe3yaraTa a00mjaMo

Poa(l) = Py(1)+1-Py(1)=0+1-4=4,
Poa(w?) = Py(w®) +wPy(w®) =0+ w4
[omro je w* = —1, nobujamo Pp4(w?) = —4, ommocno mocie objeumasama

Po4(1,w%) = (4, —4). Ha uctu mauun nobujamo P g(1,w?) = (8, —4).
Cana KoMGHHOBameM oBa Ba BekTopa nobujamo Py o 46(1, w?, wt wb):

Pooas(l) = Poa(l)+1-Prg(l)=4+8=12,
P0727476(w2) = P074(w4) + w2 Py g(w?) = —4 4 w?(—4),
Pooas(wh) = Poa(w®) +wPrg(w®) = Poa(l) — 1Pa6(1) =4 — 8 = —4,
Po2as(w®) = Poaw") +wlPyg(w'?) = Poa(w!) — w’Pag(w?) = —4 — w?(—4),

OHOCHO
Pyoae(l,w? wt w) = (12, —4(1 + w?), -4, —4(1 — w?)).
Ha cnvuan maunn nobuja ce

Pi357(1,0% wh W) = (16, —4(1 + w?), —4, —4(1 — w?)).

Ipeocraje jom m3padynasame 8 BpeaocTs Py 123 .45.6,7(1,w,w?,...,w"). Ha npu-
Mep, P0}172)3’4,5}677(1) =12 + 1-16 = 287 " CJINYHO P0,1,2’3,475)6’7(w4) =12—-1-16 =
—4; Po1,2,3,45,67(w) = (—4(1+w?)) +w- (—4(14+w?)), m crmano Po1,2,3,4,56,7(0°) =
(—4(1 +w?)) —w - (—4(1 + w?)), ura. Pesyarar je

2 7
Poi1234567(Lww, ... ,w)=
47,1 —w—w? —wd, -1 —w? —14w? —w® +u°,

—1,-14+w—-w?+uwd -14+0% -1 +w? +w - o).

8.6.2. NusepsHa @PypujeoBa Tpancdopmanuja. bpsa @ypujeosa Tpanc-
dopmanuja pemapa caMo I0Ja IPoGJAEMa: BPEAHOCTH 33JaTHX HOJuHOMa p(x) n
q(z) Mory ce edukacHO H3padyHaTH y TaukaMa 1,w, ..., w" !, U3MHOKITH MapoBn
J0OMjeHnX BpETHOCTH, W Tako Hahw BpemHocTH mojuHOMA D(z)g(x) y HaBeIeHUM
ragkama. Ocraje npobsem mHTEpHIOIANKje, OTHOCHO OonpehuBama koeduijeHara
MPOU3BO/IA MOJNHOMA Ha OCHOBY BPeTHOCTH y Tadkama. Ha cpehy, mcmocrasiba ce
Jia je mpobiieM WHTEPIOIAIFje BPJO CIuYaH MpodeMy M3padyHaBamba BPETHOCTH,

" Ja ra pemraBa MPaKTUYHO UCTHU aJITOPUTAM.
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Bparumo ce marpuunoj notanmuju. Heka AT TpancmoHOBaNA MATPHIA MATPHIE
A. O3Ha9IMO BeKTOp KoedHIHjeHaTa MOJHHOMA ca & = (dg, a1, ... ,0n_1)", a Bek-
TOp BpeaHoCcTH mommaoMa ca v = (P(1), P(w),..., P(w" 1))T. Heka je V(w) mar-
puna u3 jeanakocru (8.8). Ako cy 3azaru Cy KOeDUIHUjEHTH IIOJUHOMA A, HEroBe

BPEJHOCTH V y N Tadaka 1,w,...,w" 1 nobmjajy ce npema (8.8) uspadyHabamem
npoussoga v = V(w)a. C apyre crpame, ako Cy 3aJare BDPEJIHOCTH MOJUHOMA
v =(P(1),P(w),...,Pw" )T = (vg,v1,...,09,-1)T, a moTpebHO je mspauynaru

mweroee koedurmjenre, jemnakoct (8.8), omrocro V(w)a = v je cucreMm TmHEAPHUX
jenHaunna 1Mo a. Pemmapame crcrema jeHAYUNHA UMa, Y OIIITEM CJIy4ajy JOCTa Be-
JHKY BpeMeHCKy ciaozkenocr O(n?), amu ce oBje paau O jeJHOM CIIEIHjaJIHOM CHC-
Temy jeanaumHa. Jlako ce mpoBepaBa 1a je

V(w)V(w™) =nl,

e je ca I o3HavYeHa jeIMHUYHA, MATPUIIA Peia n. 3anucTa, ako je r # S, OHJa je
npoussoz (r+ 1)-e Bpere marpune V (w) u (s+1)-e xKomore marpuie V (w™!) jenmak

n—1 1— wn(r—s)

n—1
2 wrkw—sk' — § wk‘(r—s) — = 0.
1—wr—s
k=0 k=0

. . . -1 _
Ako je mak r = s, OHJA je Taj MPOU3BOJI ZZ:O Wk =Tk

creneha Teopema.

= n. Tume je noxazana

Teopema 8.1. Hneepsna mampuya mampuye V(w) Oypujeose mpancgopma-
yuge je
1
Vw) ™ ==V(w™).
n

Pemapame cucrema jennaumna v = V(w)a cBoayu ce Jakjie Ha M3PadyHABARE

ITPON3BO/IA
1 1
a=—-V(w ")v.
V()
ITocao ce maspe nojemHocTaBbyje 3axBabyjyhn caemehoj Teopemu.

1

Teopema 8.2. Axo je w onda je w™ " maxole NPUMUMUCHU T -MU KOPEH U3

jedunuue.

ITpema ToMme, mpou3BOA, %V(w’l)v MOXKe ce m3padyHaTu npumMenoMm Op3e Dy-
pujeose Tpancdopmanuje, 3amemyjyhun w ca w™l. Osa Tpancdopmanuja zo0Be ce
nHBep3Ha PypujeoBa TpancdopMalmja.

Cutoxenoct. Y3umajyhiu cBe y 003up, TpOU3BOJL Ba TOJTUHOMA, MOKE Ce U3PATY-
naru u3sonehu O(nlogn) onepanumja (ca KoMiiekcHuM 6pojeBuMa).

8.7. Pe3ume

AsroputMu mpuUKa3aHW y OBOM MOTJIABJBY CAMO Cy MAaJd M300p M3 CKyIa mo3-
HaTUX HyMEPUYKUX ajropurama. JoII jeJHOM CMO Ce yBepWJ/IH Ja JMPEKTHU aJIro-
puT™Mu HECY yBeK u Hajbospu. [lITpacenos aaropuram je jeman o HAJUCTAKHYTHjUX
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MpUMepa, MOTIYHO HEMHTYUTUBHOT AJTOPUTMA 33 DEIIABALE HA TIPBU MOTJIE jeli-
HOCTABHOT TIpobsiema. Bumem ¢MO oI HEKOJIMKO TTpuMepa KOpuiihemna HHIYKITHje,
M CITEIHjaTHO, aJIrOpUTaMa 3aCHOBAHWX HA MEKOMIO3unuju. JIpyra TexHwmka, yo-
OmuajeHa HAPOIUTO KO IpoOIeMa ca MATPUIIAMA, je cBoheme jeqHor mpobaema Ha
apyru. Taj meron 6ulie nuinycrposan HoBuM npumMepuma y norsiasmby 10.

3aganm

k

8.1. OxkapakTepucaTu Be3y u3Mely aJropuTMa 3a H3padyHABare N MOHOB/BEHUM KBAJIPH-

pamen (ciuka 2) u 6urapae npeacrase 6poja k.

8.2. Ausroputam Stepen_kvadriranjem (ciuka 2) 3a n3padyHaBambe nF e MuHMMHE3MPpa yBeK

6poj MuOXkema. HasecTn npuMep u3padyHaBamma nb (k > 10) ca MamuM 6pOjeM MHOXKEEHA HETO Y
OBOM aJITOPUTMY .

8.3. IlpermocraB/baMO Ja Ce MO3UTHBHHU DAIMOHAJJIHU OPOjEeBH X IIPE/ICTaBIbAjy NapOBHMA
npupogaux 6pojesa (a,b) TakBum ga je © = a/b. Koucrpyucaru anaropuram Koju 3a gatu 0poj
(a,b) ompebyje Mmunnmanny penpesentanujy (a’,b’) 6poja x = a/b.

8.4. Jloka3aTy Ja IUPEKTHH AJrOPUTAM 33 MHOYKEHHE TOJUHOMA 3aCHOBAH HA JeKOMIIO3UIIM]H,
KOjU U3padyHaBa CBA HYeTHPH NIPOU3BOJA MAMbUX MOJMHOMA, U3BPIIABA MAEHTUYHE OMepaIije Kao
n obu9an anropuram MHOXKema (8.2). IIpermocraBuTa 42 je n CTENEH ABOjKE.

8.5. Meros AeKOMIIO3ULM]je MOXKE Ce UCKOPUCTUTH 33 €(PUKACHU]jE MHOXKEHe OuHapHUX Opo-
jeBa. Koncrpyucaru oarosapajyhu ajgropuraM u pa3MOTPUTH pa3juke u3Mely mbera u aJropuTMma
33 MHOZKEIbEe IIOJIMHOMA. YOILIITHTH aJITOPUTAM HA MHOXKEHme OpojeBa y cucreMy ca OCHOBOM b > 1.

8.6. Kako ce MOry mOMHOXKHUTH JABa KoMILieKcHa 6poja (a + bi)(c + di) momohy camo Tpu
peaJiHa MHOXema?

8.7. IlpernocraBuMO A2 Ce M3PAUYHABAHE IPOU3BOIA ABE KBALPATHE MATPUIE Pela Y€THPHA
MOYKe CBECTH Ha k mpom3Boza ejgemeHara. Konwmka 6u 6miia aCHMITOTCKA CJIOYKEHOCT OMIITET aJi-
ropuTMa 33 U3paTyHABAbE IPOU3BOLA ABE KBAAPATHE MATPULE PEAA N 3aCHOBAHOT HA OBOM CBOJ-
jewmy? 3a kojy majsehy Bpeguoct k 6u oBakas ajaropuram 6mo jorm yBek 6pxxu of [IITpacenosor
anropurma’

8.8. IlocmaTpajMo gBa aarOpPUTMa 3a U3padyHaBaIb€e CTENEeHA nk us onemka 8.2, MOHOBJHEHO

MHOXKEH-€ M MOHOBJHEHO KBajpupame. Heka je n mpupoman 6poj ca d mudapa. IIpermocraBumo
J1a ce MHOXKEIhe TeInX OpojeBa BpIIu OOGHYHUM AJTOPUTMOM, KOjU Ce CacToju o7 didz KOpaKa ako
ce MHOXE GpojeBu ca di u dg mudapa. Komuko tpaje crenenosame n¥ momohy crmomenyra asa
anropurma? (MoxKe ce mpeTmocTaBUTH A3 je k CTemeH JBOjKe, W J1a je MPOU3BOX ABa 6poja ca di
u dz nudapa 6poj ca di + d2 undapa.)

8.9. Koucrpyucaru anropuram 3a onpehusame H3/1 k 3anarux npuposuux 6pojesa.

8.10. Koncrpyucaru ajropuram 3a oapehusame HajMamer 3ajegnuuxor cagpxaona (H3C)
Jarux npupopHux O6pojesa a u b (0OZHOCHO HajMamer TpUPOSHOr GpPOja [eJbUBOT U Ca a U ca b).

8.11. Koucrpyucarm anropuraM 3a oapehusame majselier 3ajemrmukor caapxaona (H3C)
natux k npupogHux 6pojeBa.
8.12. Pubonauujenu 6pojeBu cy nedpunucanu ciegehom nudepeHIHOM je HATHHOM:
Fn)=F(n—-1)+F(n-2), (n>2), FQ1)=F(2)=1.
(a) JokasaTu ma ce CBaKM MPUPOJAH 6poj n > 2 MOXKe IPEJCTABUTH y OOJUKY 30Upa HAjBUIIE

pasamanTex logy n @uboraunjesux 6pojesa. (6) Korcrpymncarn anropuram 3a onpehusame Takse
mpeacTaBe JAaToT Opoja n.
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8.13. Kaxe ce ga nosmaOM b = b(x) mesm MOIMHOM a, AKO MOCTOJU TOJUHOM ¢ TAKAB I3 je
a = bq. IMonuuoMm d je Hajsehu 3ajeaunuku genusan (H3/I) mosuHOMa @ U b aKO je TO MOJMHOM
Hajseher cremena, ca HajcrapujuM xoedunmjerToM 1, koju menu a u b. (a) Jokazaru ga je H3I nea
nonuHoMa neduHucaH jenHosuauHo. (6) Ilokazatu ma ce momohy EyKIHIOBOr anropuTMa MOXKE
ogpeautu H3J1 gBa maTa mMOJUHOMA.

8.14. XaMuJITOHOBHA KBATEePHUOHU Cy cyMme obmuka a + bi + ¢j + dk, tme ¢y a,b,c u
d peasnu OpojeBu, a %,j u k cy cuernujajiau cumOosm. KBaTepHUOHM ce Cabupajy U MHOXKE II0
OBMYHEM IIPABHINMA, IIPH UeMy Ce KOPHUCTe jefHakocTH: i2 = j2 = k? = —1,ij = —ji = k,
jk = —kj =i, ki = —ik = j (cumbomm 4,j n k xomyrupajy ca peanrmm Opojesmma). Komuko je
noTpebHO U3BPIINTU MHOXKEHA PeaJHUuX OpojeBa na 6u ce u3padyHao MPOU3BO/JI JBA KBATEPHUOHA
Ha obmuan nauuu’ [Tokazaru Kako ce MOXke OpOj PEASHHUX MHOXKEHA cMamuTH HaA 10.

8.15. ITlokazartu Kako Ce KBAaJPAT KBAJPATHE MATPHUIE PEA [Ba MOXKe M3padIyHaTH moMohy
[IeT MHOXKEIha.

8.16. IlepmyTanuoHa MaTpHIa je KBaAPATHA MATPHULA PeLa M y UHjOj Ce CBAKOj BPCTH
¥ KOJIOHW HaJla3u TA4HO je/laH ejleMeHAT Pa3jIu4duT Of HyJle, jeqHak jenumHunu. llepmyramuona
MaTpuna MOXKe Ce IMpeacTaBuTH BekTopom P, tako ma Oyme P[i] = j, ako i-Ta BpcTa cagpku
jeamHUIy y j-TOj KOJIOHH, ¢ = 1,2,...,n. (a) JJoka3aTu Ja je IpOU3BOJ JBE IEPMYTAIHOHE MATPHIE
rakohe nepmyranmona marpuna. (6) Korcrpyncarn anropuram cinoxeroctr O(n) 3a MHOXKE®mE qBe
MEPMYTAIMOHE MATPHIIE [IPEICTAB/HEHE BEKTOPHUMA.

8.17. Hexka je B = {0,1}. Csaka Bynosa dynkuuja f 0 m IPOMEH/bUBUX MOXKE C€ LPEJl-
CTaBUTH IOJHHOMOM f = ZUEB” aox?, Ipu deMy je cabupame eKCJIy3uBHA AUC]yHKIHja (cabu-
parse 10 MOJyJly JBa), MHOXKEHE je KOHjyHKImja, 7 = [[1, @7, a «]’ o3Ha4aBa x; aKo je o = 0,
OJHOCHO Herauujy ; ako je o; = 1. Tako na npumep, 1 Ve = l-x122+1-21Z2+1-Z1224+0-Z1Z2,
Tj. 32 OBY DOYHKIHUJY je apo = ao1 = a1o = 1, u a11 = 0. KoHcTpyucaru anropuraMm BpeMeHCKe
caoxenoctn O(n2™) 3a uspauyHasame Koedunmjenara as, o € B", Bynose dynknuje f og n
MPOMEHJPUBHX, 3aaTe TabJUIOM CBOjUX BpeaHocth f(o), o € B™.

8.18. 3a ase Bysose dyukmuje f u g ox n mpomenmpuBuX pacrojame d(f, g) Moxe ce nedu-
HUCATH Kao Opoj aprymenara ¢ = (122 ...2Zn) € {0,1}" Ha KOjuUMa UM Ce BPEAHOCTH PA3JIUKY]Y.
Oyukiuja f je muHeapHa Bynosa dyHKIMja 0 n IPOMEH/LUBUX aKO C€ MOXKe M3PA3UTH Y OOJIHKY
f(x) = a0 + X7 a;x;, Tae je cabupame eKCIy3uBHA AUCjyHKNUja (cabHpare IO MOAYILy IBa),
a4 MHOXKEE je KOHjyHKIuja. Koncrpyucaru asropuram spemencke ciaoxenocrn O(n2™) koju 3a
nary BymnoBy dyukiujy f ogpebyje 6ap jeamy m0j HajOIHKY JuHEAPHY (DYHKITU]Y.

8.19. Heka cy ememenTn KBajpaTHuxX Marpuna A u B pema n peanusariije He3aBHCHUX CJIy-
9ajHUX TPOMEH/bUBUX KOje ¢a jeqHakuM BepopaTHOhama y3mmajy Bpeanoctu u3 ckyna {0, 1}. Ako
A, V o3Ha4YaBajy KOHjYHKIIHjY, OJHOCHO IWCjJYHKIIH]Y, moKazaTtu ga ce “upomssog” C = AB ca
ememenTumMa C;j = Vi_j(aik Abgj), 1 < 4,5 < n, MOXKe M3PATYHATH AITOPUTMOM OUEKHUBAHE
(cpexme) Bpemencke cioxenoctn O(n2).

8.20. Hexa cy A u B kBagparHe MaTpulle pesa n 4uje Cy BpCTe 0TBOPeHu 1'pejoBu KOZoBK
(ememenTn cy um m3 ckyna {0,1}, a cBake [qBe y3aCTOIHE BPCTE PA3JHKY]y C€ HA TAIHO jEJHOM
mecry). Koncrpyucaru anropuram croxenoctu O(n?) 3a MHOMXEbE OBAKBUX MATPHIIA.

8.21. Jlato je n peamnux marpuna My, Ma,..., M,. Marpuna M; je numensuja a; X ait1,
1 <4 < n. [IpernocTaBUMO Ja ce IPOU3BOJ MATPHUIA JUMEH3HjA G X Qj41 U Qi1 X Q42 U3pATY-
HaBa O0WIHUM anroputMoM caoxkenoctd O(a;a;4+1a;42). Y npoussoxy MiMs ... M, tpeba pac-
MOpenuTH 3arpaje (M TuMe m3abpaTH pejocies MHOMXKEmA) Tako Ja OyJe MUHMUMAJAH YKyHDaH
6poj onepanuja. KOHCTPYHCATH aJIrOPUTAM 33 HAJAXKEHE ONTUMAJIHOT PEIOCeNa U3PadyHaBAba
MIPOU3BOAA.






Tnasa 9
IIpumene y xpunrorpaduju

9.1. ¥YBoz

Kpunrorpaduja je obaact y K0joj ajropurMu uMajy 3Ha49ajHy IPUMEHY. 3HAYA]
kpunrorpaduje MoKe e OIEHUTH TTOPE/T OCTAJIOT W Ha, OCHOBY YHEHEHUIIE 113, Cy TIPBU
PadYyHAPU HAIPABJHEHU Y TOKY APYTOr CBETCKOT PaTa, W KOpuinheHu 3a pa3dujame
HeMadKux mudpu, MTO je BEPOBATHO MPECYIHO YTHUIAJO Ha ucxonm para. Cepxa
OBOT' TIOIVIABJbA, je 3 uuTajal mnoduje yBUI y HEKe OCHOBHE ITOjMOBE M Tpobieme
oBe 00JIacTH, JaHAC M3Y3€THO BaKHE. 3a JAy0sbe yrno3HaBame ca KpunTorpadujom
J06PO MO3Ke JIa TIOCIy KK Kibura [6]

Veemhemo Hajupe Heonxonue nojmose. IIpernocrasumo ma ocoba A (morm-
JbaJiall) XKeJiu J13 [ola/ke mopykKy ocobu B (mpumaoity). Iomusbasiarn xkeau a1a
Oyme curypaH Jia HEKO CeM MPUMAOIa He MOXKE /13 MPOYUTA Ty MOPYKY.

3a mopyky Kaxkemo Ja je oTBopeHu TeKcT. IIporec Mackupama mopyke, Ko-
j€ 3a CBpXy WMMa CAaKpWBAIE FHEHOT Caaprkaja 30Be ce mmdpoBame. Pesymarar
g poBama OTBOPEHOT TekceTa je mudppar. lemudposamem mudpara nobuja ce
OPUTWHAJIHA MOPYKA, BUIETH CJAUKY 1.

OrBOpeHU TEKCT MTudpar ITonazma nopyka
t [Iudposarme Hewmmndposame

Puc. 1. Mudposame u gemudpoBame.

Bemruna wianm HayKa Koja Ha 0Baj HaUMH 00e36eh)yje CHIypHOCT MOpyKa 30Be Ce
kpunrorpadpuja. Kpunroamanamsa je selutuHa uin HayKa pasbujara wmudpara,
OJTHOCHO YHTaa mudpoBaHux nopyka. Obmact MaremaTvke Koja 00yXBaTa ¥ KPUTI-
Torpadujy ¥ KpUITOAHAIN3Y 30BE C& KPUIITOJIOTHja. ¥ JTAHAIIE BpEMe CKOPO CBU
KPHUIITOJIO3U Cy MATEMATHYAPH — OHH TO MOPAjy Ja Oyy.

OrBopenn TekcT o3Hadasaliemo ca P. To Moxe ga Oyzae Hu3 OuTa, TEKCTYaIHU
dajn, AuruTasn30BaHu OBOPHU CUTHAJ WJIM HIIP. AUrATAIA30BaHa cauka. Ka ce
pamu o pauyHapy, P cy mpocto Gunapau momamnyu. OTBOPEHM TEKCT Ce WK IMajhe
WJIA CMEINTa y MeMopujy. ¥ oba ciaydaja mopyka P ce nperxonuo mudpyje.

[MIudpar hiemo oznauasaru ca C. To cy Takolje GuHapHU MOmAIM, TOHEKA UCTE
BesinuuHe Kao u P, nonekan nyxwu (uiau kpalim, mTo ce nocruxke KOMOUHOBAHEM
koMipecuje u umdposawa). Pyukuuja mubposawa E neayje na P u tako ce g0-
6uja C: C = E(P). Cynporan nporiec je nejcrso dyukimje nemmbposaiba D Ha C

223
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na 6u ce gobuno P, onrocao P = D(C). Iudposame u menmmdposaibe Cy gaKie
dyukumje koje 3anososbasajy yeaos D(E(P)) = P.

Kpunrorpadcku aaropurtaM win imudpa je MareMarndka GyHKIHja KOja
ce KopucTH 3a mndpoBame, oMHOCHO gerntudpoBame. OTBOPEHH TEKCT ce mudpyje
IPpUMEHOM aJiropuTMa 3a ImudpoBambe, a mudpar ce aemmudpyje ajaropur-
moM 3a JermmudppoBame. /la Ou ce 06e30emMIa CUTYPHOCT TOPYKa, CBU CaBpe-
MEHU AJITOPUTMHU 33 MHDPOBakhe KOPUCTe KJbyd k — TapaMerap KOju yTude Ha
mudposame, omaocHo nemmdposame: C = Ey(P), omaocao P = Dy (C) (cimka 2).
Pasywme ce ma 3a cBakw kiby4 k Baxu Dy (Ey(P)) = P. Kby y3numa jenny o Bure
Moryhux BpegHOCTH M3 MPOCTOopa KibydeBa. 13 pasyM/pUBUX PaA3JIOra MOXKEHHO
je ma mpocTop KibydeBa mMma mto Behu 6poj ememenara. [locroje anmroputMu ca
moceOHUM KJbydeM 3a mmdpoBame ki, OTHOCHO 3a memudpoBame ko, ciuka 3. Y
oM caydajy je C = Ey, (P), P = Dy, (C), u Dy, (Ey, (P)) = P.

Kipya Kmpyq
OrBOpeHu Tekcr l [MMudpat l ITosrazna mopyxa
t HIudposarse HemudpoBame

Puc. 2. Iludposame u gemmdpoBambe jeJHIM Kby IEM.

Kipyqa 3a mudposame Kipyq 3a memudposame
OrBOpEHU TEKCT l [MMudpat l ITosrazna mopyxa
t MIudposarse HemudpoBame

Puc. 3. Hludposame u gemudpoBame ca ABA KIby4a.

AnropurMmu ca KJbydeM MOTY ce NOJEIUTH Ha CUMeTpudHe u acumerpuane. Cu-
METPUYHU Cy AJTOPUTMU KOJ KOJUX Ce KJbyd 3a MudpPOBAHE MOXKE U3PATYHATH
monazehu o Kipyva 3a gemmdpoBame, u OOPHYTO. Y MHOTHM CHMETPUYHUM CHC-
TeMUMa Cy KJbydeBH 3a miudpoBame u genmdpoBame WICHTUIHH. 34 yHoTpedy
TAKBUX AJITOPUTAMa, KOjU Ce Takoje 30By W aJITOPUTMHU CAa TAJHUM KJbydeM,
HEOIIXOJIHO je Jla ce TOIIMbajal] U IpuMaJal J0roBope Koju he Kibyd KOPUCTH-
TH Tpe HEro IITO MOYHY Ja pasMemsyjy mudpoBane mopyke. CHTypHOCT CHMET-
PHYHOr aJICOPUTMA 3aCHUBA CE HA KJbYUY; HEKO KO Ca3Ha Kby (@ 3HA U aJIrOpUTaMm
umdpoBama/semndpobama) Moxke Aa mudpyje u gewudpyje HopyKe y TOM CHC-
remy. [lludpoBame, oqHOCHO meudpPOBAKHE CUMETPUIHUM AJTOPUTMOM MOTY Cé
osrauntu ca Fy(P) = C, omsocuo Dy (C) = P.

CuMeTpuyHu aJrOPpUTMHU MOTY C€ YCJIOBHO HOIEJUTH y nBe Kareropuje. Heku
on mux 06palyjy oTBopeHm TekcT OUT 1O OWT; OHH Ce 30By JIaHYaHe MHIndpe.
Jlpyru paje Ha OTBOPEHOM TEKCTY MOIe/beHOM Ha rpyme buta. Te rpyme 6mra 30BY
ce OJIOKOBH, a ajIropuTMu ¢y 6JokoBcke mmndpe. Tunnyuna senunanna OJI0Ka je
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64 6uTa — JIOBOJFHO BEJIMKA Ja OTeXKa aHAJIN3Y, a JOBOJHHO MaJja Ja 6y/1e IpakTud-
ma. Kox oba tuma amropmrama 3a mudpoBame U Hemu@poBaihe KOPUCTH Ce UCTH
kmyd. [Ipe mojaBe padyHnapa aaropuTmu cy mudpoBaar OTBOPEHU TEKCT 3HAK IO
suak. Takas ajropuram MOXKe ce CXBATHTHU Kao JaH4aHu (Koju rpancdopMuiiie Hu3
3HaKOBa) uiau GJIOKOBCKY, ca BJ0KOM Bejudune 8 Gura.

Acumerpudnu, OIHOCHO ANTOPUTMH €A JABHUM KJbYyUeM CY IPYTadnju. 3aMUIIIbEHN
Cy TaKO Jia KJbyd 3a mudpoBame Oyie pa3aInvauT O/ KJby4a 3a aenudposame. [lopen
Tora, Kjbyd 3a gemudpoBame He MOkKe ce (y GHI0 KOM Pa3yMHOM BPEMEHCKOM
UHTEpBALY) u3padyHaru nosasehu on kibyda 3a mumdposame. Hasus cucremu ca
jaBHUM KJbydeM IOTUYE O YUIbEHUIIE 13 Ce KJbyd 3a Mu(POBABE MOXKE JOCTABUTH
cBUMa: 0coba, KOjy TpUMaJIall HUKAI HUje CPeo, MOXKe Ja mudpyje mopyKy Kbydem
3a mudpoBarke, Al CAMO OHAj KO UMa ofroeapajyhn K/byd 3a nemudpoBame MOXKe
Jna gemudpyje Ty mopyky. Y TakKBUM CHCTEMUMa KJbyd 3a mudpoBarbe 30BE ce
jaBHH KJbYY, & KJby4 3a gemmmdpoBame — TajHu Kibyd. llludposame jaBHUM
KibydeM o3Ha4aBa ce ca C = Fy(P). Mako cy jaBHH U TajHU KJbyd Pa3IHYUTH,
pemudpoBabe oAropapajynuM Tajaum KbydeMm osHadasa ce ca C' = Dy (P).

[Mouekan ce mopyke mmdpyjy Tajuum, a aemudpyjy jaBHUM KJ/bYyYeM; OBO Ce
KODUCTH 38 TaKO3BAHU JMIUTAJHU TIOTIUC, (3aMeHy 3a O0MYaH MOTINUC) KOjU ce
Moke mpukibyanTu mudpary nopyke. Axo ce ca CRC(P) o3maum ”KOHTPOIHA
cyma” nopyke (6s0k ukcupane ayxute o Hup. 32, 64 uiau Buie 6uta 33 KOHTPOILY
UCLPABHOCTH 1IOPYKe), a ca Ey, D, onnocuo Ey, Dy, mudposawe u demmdposare
(jaBHu u Tajuu Kiby4) yuecHuka A, ommocuo B, onma ce kao normuc nopyke Ep(P)
K0jy A mame B moxe uckopucrutu mmdpar D,(CRC(P)). llpumanan B nemud-
pyje Ep(P) cBojum tajuum kibyueM Dy, mspauynasa xortponny cymy CRC(P) u
BEPOJIOCTOJHOCT MOTIIHCA MPOBEPABA TAKO IITO U3PAYYHATY KOHTPOIHY CYyMy YIO-
pemm ca pesynrarom aemmdposama normuca D,(CRC(P)) (japanM kibyaem E,).
Axo ce Ta nBa pesynTaTa claXy, OHIA je TTPUMAJIAIl YBEPEH Ja jeé MOPYKY MOrao
JOOUTH caMO O HEKOTa KO 3Ha TajHu Kibyd D, naxie ox ydecHuka A.

OcHOBHEU /b KpUNITOTPAMDHjE je 0UyBabe TAjHOCTH MOPYKE, OMHOCHO OAOpaHA
TAjHOCTH H-EHOI CaJPKaja 0J] HeKora Ko npuciynikyje” kanai Bese (y 1ajbeM TeK-
cry Hanamad. Kpunroanaansa je Hayka win BeITHHA o peluBama 0OTBOPEHOT TeK-
cTa MopyKe 0e3 mo3HaBarma Kibyda. KpunroaHaimsa Takohe Moxke 13 mpoHabhe He-
JOCTAaTKEe MMAPCKOT CUCTEMa KOju O JOBEHN 10 TAKBOT PE3YJITATA.

IMokyinaj KpunroaHaaIu3e 30Be Ce HAIAJ,. YCIelaH Hanal (JeKPUNTUPAHE)
MOJIpa3yMeBa JIa HAla[ad AeTajbHO TO3HAje AITOpUTaM 3a mudpoBame. Y CTBAPHOM
KHUBOTY TO HHje YBEK CIy43dj, aJId je TO yOoOWdajeHa MPEeTIOCTABKA MPH KPUIITOA-
Hasim3u. Ta npernocraBKa je pazyMHa: aKO CUTYPHOCT CHCTEMA 3aBUCH OJ] TAJHOCTH
aJTOPUTMA, OHIA TO HUje BEJINKa, CUTYPHOCT.

[TocToju HEKOMMKO TUTIOBA KPUIITOAHATUTUYKNAX HANAIA, MPEMa, KOJUIUHA WH-
dopmarmja Koje CToje Ha paclojaramy Hamamady. Y CBUM BapUjAHTAMa MPET-
MOCTaBJha CE JIa HAMAAAY MMOTIYHO MO3HAje aJIrOpPUTaM 3a MdpPoBambe.

e Haman Ha ocumoBy mmudpara. Kpunroananmurudap nMa mmndpaTe BUIIE
IOpyKa, J00ujeHe MCTHM aJropuTMoM 3a mmmdpoBame. Ilocao kpumnroa-
HAJIUTHYIAPA je Ja PEKOHCTPYUIINE TEKCTOBE IITO BUIIE TIOPYKA, WU jOII
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60sbe, 2 PEKOHCTPYUIIE KJbYY KOpHIIlieH 3a mudpoBambe MopykKa, 1a ou ce
Morjie menmpoBaTH Apyre mopyke mudpoBane ucTuM KibydeM. Jlakie,
maro je C1 = E(P1), Co = Ex(Ps), ..., Cp, = Ex(P,), a Tpeba onpenutn
Py, Py, ..., Py; k; wnm anropuram 3a onpehusaime Py, 1 #Ha ocaoBy Cp 41 =
Ek (P71,+1)-

e Hanax ma ocHoBy mapoBa (oTBopeHmu Tekcr, mmdpar). Kpunro-
aHAJUTHYAp 3HA HE caMo mwmdpare BUINE MOPYKa, HETO W OaroBapajyhe
OTBOpEHE TEKCTOBE. 33J]ATAK je PEKOHCTPYUCATH KJbyd KopuIiiheH 3a mudpoBaH-
je mopyka, win npoHahi MOCTYIaK 33 OTBAPAIHE HAPEIHUX MOpyKa M-
poBaHMX HCTHM KjbydeM. Jdaknie, maro je Py, C; = Ey(Py), P,Cy =
Ey(P), ..., P,,C, = Ex(P,), a Tpeba ofpeauTu k WM ajroputam 3a
onpehusare P, 1 Ha ocHoBy Cpi1 = Eg(Pry1).

e Hamnajn Ha ocHOBY m3aGpaHor orBopeHor Tekcra. Kpunroanaaurugap
3Ha 1mapoBe (OTBOPEHU TEKCT, MU(pPAT) 33 BULIE HOPYKA, IPU Y€MY OH CA

M MOXe na Gupa orsopene TekcroBe. OBO je MohHWjM HAIA O
[IPETXOJ/HOT, jep KPUIITOAHAJIUTHYAD MOXKE Jla n3abepe TaKBe OTBOPEHE
TekcTOBe ca mudpaToM, KOjU 1ajy MHOro BHINe uHbOpMaluje o Kbydy.
3amarak je pPEeKOHCTPYWCATH KJbYY KOpHINeH 3a mudpoBame MOPYKA,
nin nponalim TOCTYyHaK 3a OTBAapame HOBUX MOpPYKa MIH(POBAHUX WC-
taM Kibydem. akne, nato je P1,Cy = Ep(Py), P2,Cy = Ep(Py), ...,
P,,C, = E(P,), upu 4emy Kpunroanamurudap oupa Py, Pa, ..., P,
a Tpeba oapemuTu k wnm aaroputam 3a ompehuBame P,11 Ha OCHOBY
CnJrl = Ek(Pn+1)

Jpyru u tpehin Tun Hamaga cy demhu HEroO IITO TO W3TJIENa HA MPBU TOTJIEN:
MOXKE Ce YKPACTH MopyKa Koja je Beh mudpoBana, Win ce MOYXKe TOTILIATUTH HEKO
Jga murdpyje n3abpany nopyky. Yaxk HE moaMUNUBame HEe Mopa 3 Oy1e HEeOIXOIHO:
aKo TIpeiaTe MPOBOKATUBHY TIOPYKY aMbacajiopy CTpaHe 3eMJbe, MOXKETe Ca CUTYp-
womthy ouekuBaTu 13 he je ou mudpoBaHy MOCHATHA HA PAZMATPALE ¥ CBOjY 3€MIbY .

Paznuuutu mudapcku cucremu o6e36elyjy pasauduTe HUBOE CHUI'YPHOCTH, Y
3aBUCHOCTH OJ] TOTa, KOJUKO WX je Temko pas3butu. Teopujcku je moryhe pasdouru
(ZekpunrupaTy) CBaKM anropuraM ceMm jemHor (ciyuajua mudpa, onesmak 9.3), mox
MPETTIOCTABKOM [ je Ha PACIIOJaramy JTOBOJFHO BPEMEHA W PAYyHAPCKUX pecypca.
Ako je nena gekpunrupama ajaropurma seha o Bpegnoctu mudpoOBaHUX [I0IATAKA,
oHjia je mudposame BepoBaTHO 6e36enH0. Pauynapu nocrajy cBe 6p:xu u jedrunu-
j¥, a TpoceYHa BPemHOCT momaTaka nocraje cBe Beha. Baxkuo je 06e3bemutu ma ce
TE JBE JINHUjE He MPECEKY.

Hekwu anropurvu ce MOry pa3bUTH CaMO aKO C€ YTPOIITH BpeMe Iy Ke Ol CTAPOCTH
cBeMupa, u y3 momoh pauynapa Beher on cBe marepuje y cBeMupy. TakBu airo-
PUTMHU Ce TEOPHjCKW MOTYy pas3buTH, aju He W MPaKTHUIHO, ¥ MOTY Ce CMaTpaTH
CUTYyPHUM.

Anropuram je 6e3ycaioBHO curypan ako, 6e3 003upa Ha KOJUIUHY mudpara
KOjU HAIIa a4d UMa Ha PACIIOIaramy, Ta KOJIMYNHA HHje TOBOJbHA 38 PEKOHCTPYKIIN]Y
OTBOPEHOI TeKCTa. JeauHo ce caydajua mudpa, (oxemak 9.3) He Moxke pazburu,
YaK HU aKO Cy Ha pacrnojaraiby Heorpanwdenu pecypcu. Kpumnrorpadwuja ce Butie
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GaBu cucTeMmUMa 33 KOje je pa3bujarme npexmuwHo HEU3BOIHUBO CA PACIOIOKUBIUM
(camamrmum uau OyayhuM) pecypcuma; TO Cy TaKO3BaHU HPAKTHYHO CHUI'ypDHU
mudapcku cucremn. [Ipm ToMe ce HapaBHO ’HIPAKTHUIHO PACIOIOKHUBUA pecypcu”
HE MOTY NPEennu3HO 1eUHUCATH.

Mepa curypuocTn anropurma 3a mudpoBame je 6poj omeparuja koje Tpeba
U3BPIIUTY TPUJIMKOM HerOBOT pasbujama. AKO je, Ha MpuUMep, 38 HEKU aJIrOPUTAM
Taj 6poj 2128, u Ha pacmosnaramy je MUIHOH IPOLECOPA KOjI M3BPIIABA]Y IO GUIHOH
TaKBUX OIEpaIlNja y CEKYHIHW, OHJA je 3a pa3bhjare aaropuTMa HIOTPEeOHO BUIIE
on 10'® rogmna (Tpeba mMaTH Ha yMy Ja ce CTapocT CBeMEpa mpomemyje Ha 1010
roauna). PazyMHo je TakaB ajnropuraMm cMarparv HPAKTUYHO CUIYDHUM.

Ba pasauky on Opoja omepanuja 3a pasbHjame aJropuT™a, KOju je KOHCTaH-
TaH, Op3uHaA padyHAPa CUTYPHO HUje KOHCTAHTHA. Y TOKY MOCIENhe MOJOBUHE Be-
ka Mofi pauyHnapa je danracruyuno nosehiana, u HeMa pPa3Jjora IPeTIIOCTABUTH & Ce
oBaj Tpenn nehe nacrasuTu. MHOMM KPUNITOAHAIUTUYKY HAIAIM CY CABPINEHO [IPU-
narohenn mapaJsieTHEM padyHapuMa. Ilocao ce Moxke pa3dbuTn HA MUINOHE JETOBA,
TAKO Ja UX Lojeaunu npouecopu obpaljyjy nornyno nesasucuo (rj. Huje norpebua
HUKAKBa KOMYHUKaIuja u3Mmehy napanennux nporecopa). Pefin na je nexku anropu-
TaM CHTYpaH 3aTO IITO Ce HEe MOXKe Pa3buTH CaJanimboM TeXHOJOTHjoM, Hajuerhe
je meo3bmbHO. JIoOpM CHCTEMH HAIPAB/FEHU CY TAKO Oa OyIy CUTYPHH W IIPOTHUB
Hamaga padyHapuMa KakBy he OWTH MpaB/beHN y aajeko] OyayhHocTw.

9.2. Knacuuna kpunrorpadmuja

IIpe mojaBe pauymapa kpunrorpaduja ce 6aBmIa CHCTEMHMA 3aCHOBAHUM Ha,
wudposay ciaosa (3nakosa). Kpunrorpadceku anropurmu 3amMemuBasu cy CJIOBa
jeaHo mpyruMm mim cy ux MehycobHo mpemerntanu. Bosbu cucremu paguim cy obe
OBe CTBApH, U TO BUIIE ITYTA.

JlaHaIImby alrTOPUTME CY KOMILIMKOBAHU]H, aIu je HuiIo30duja ocTamsa mpak-
THYHO HernpoMmereHa. OCHOBHA TPOMEHa je y TOMe Ja ajaropuTMmu mudpyjy oure
yMmectro ciosa. To je, mehyTum, camo mpomeHa Benwdume asdadera, ca Hip. 26
Ha npa. Befimna no6pux ajropurama 3a mudpoBame u 1a/be KOMOWHYje eJleMeHTe
3aMene (CYNCTUTYIMjE) U TPAHCHO3UIMje (IPEMEITabA).

MTudpe 3amene cy oHe KO KOjUX Ce OTBOPEHM TEKCT MAaCKHpA TaKO IITO Ce
CJIOBA OTBOPEHOT TEKCTA 3aMemnyjy apyrum y mudpary. Ilpuvanar npuvemyje nn-
BEP3HE 3aMeHe U TAKO /001ja MOJa3H! OTBOPEHU TEKCT. Y KIJITACHYHO] Kpunrorpadu-
j7 TOCTOjM HEKOJIMKO OCHOBHUX THTIOBA MHMDPH 3aMeHe.

o ITTucdpa mpocrte 3aMeHe je OHA KO KOje CE CJIOBA OTBOPEHOI' TEKC-
Ta 3aMemyjy oarosapajyhium ciioBoM (yBeK Ha MCTH HA4WH) y mudpary.
Kpunrorpamu y eHUTMATCKUM 9acOTUCAMA, CTIAIajy ¥V OBY KaTETOPH]Y

¢ Xomodoucka nmdpa candsa je mudpu TpocTe 3aMeHe, N3y3€B IITO Ce
3HAK OTBOPEHOT TEKCTA HA HEKOJWKO HAYWHA MOYKE 3AMEHUTH 3HAKOBHMA,
mudpara. Ha npumep, ”A” ce moxe 3amenurn ca 5, 13, 25 wim 56, ”B”
ce Mo¥Ke 3ameHuTH ca 7, 19, 31 wim 42, ur.
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o ITosmmandabercka mmudpa 3amene dopvupa ce on Buire mudapa
npocte 3amene. Moxe ce, HA MpuUMep, KOPUCTUTHU TET PABIUIUTUX IIIH-
dapa mpocre 3aMeHe; Koja o mbux he 6uTu KopumheHna 3aBUCH O PEeIHOT
6poja cJIoBa y OTBOPEHOM TEKCTY .

YUysena Ile3aposa mudgpa, KOI KOje ce CBAKO CIIOBO 3aMeEmbyje CIIOBOM Koje je
TPU CJIOBA YAECHO A0 mera (110 moayiy 26) (A ce samemwyje ca D, Beca E, ..., W
caZ,...,XcaA Y caBu Z caC) je mudpa npocre 3aMere. AKO ce y UMEHy
HAL pauynapa uz dunva ”Onuceja y ceemupy 2001”7 ciioBa 3amene ciemehum y
abemnenn, mobuja ce IBM, mro Beposaro uuje caydajuo. Iludpe npocre 3amene ce
MOTY JIAKO pa3buTw, jep He Memajy CKYI YYECTAHOCTH CJIOBA Y OTBOPEHOM TEKCTY.

Xomodoucke mmmdpe cy ouine xkopuimerne Beh oko 1401. romune. Muoro ux je
Texke pasdbuTu on mudpe MpocTe 3aMeHe, aJid OHe WIMAaK He MACKUPAajy MOTIYHO
CTATUCTHYIKE OCOOMHE OTBOpEHOr TekcTa. Hamasa ca mo3HaTuM OTBOPEHHUM TEKCTOM
je rpusmjasan. Haman ca mo3naBamem mudpara je Texu, aju ce TOMONy padyHapa
M3BPINABA 32 HEKOJIUKO CEKYHJIH.

ITonunandabercke mmdpe orkpuo je Jleon Barucra 1568. rogune. Kopucruiaa
ux je apmuja YHuje y amepudkom rpahanckom pary. Mako ce mocra jgako pasduja-
jy (mapouuro nmomohy padyHapa), MHOTM KOMEPIUjATHHA TPOrPaMU 3a IU(POBARKE
KOpucre oBakse mudpe (Ha npuMep, mudpoBame y OKBUPY TeKCT porecopa Word-
Perfect )-

ITommandgabercke mrudpe 3aMeHe UMajy BUIIE jeTHOCIOBHHX KJbY4I€Ba, KOjU CE
KOpHCTE 3a mudpoBame MO JeJHOT CJI0BA OTBOPEHOr TeKcTa. IIpBu Kibyd mudpyje
MIPBO CJIOBO OTBOPEHOT TEKCTA, APYTH KJBYU IMPPyje APYro CJIOBO OTBOPEHOT TEK-
cra, uria. [1omro ce UCKOPUCTE CBU KJbYUEBH, MOYNIHE Ce MOHOBO HCIOYeTKa. AKO
nMa yKynHo 20 jeTHOCTOBHAX KJby4deBa, OHA fie CBAKO ABAIECETO CIAOBO OTBOPEHOT
rTekcTa OnTH mudpoBaHo uctTuM KibydeM. OBo je mepwmog mudpe. Y KIACHIHO]
KpunTorpaduju mudpe ca AyruM IePHogIoM OUJIO je 3HATHO TerKe Pa30OUTH O OHUX
ca KpaTkuM mepuonoM. Ilocroje Texnuke kKoje (momohy padyHapa) jako pasbujajy
OBaKBe udpe ca BPJIO AyTadKUM IePUOIOM.

Iudpa ca TekcTyaJsHUM KJbydeM je OHa KO/ Koje ce jeman Tekct (y mmmnm-
jyuckum dbunamoBuMa je 1o decro 6ubauja) kopuctu 3a mudpoBabe APyror TeKC-
Ta; TO je Takohe mpumep mommasdabdercke mmdpe. Mako oBa mmdpa nuMa mepuo,
JLYXKUHE jeTHAKE JIy?KUHK OTBOPEHOI TEKCTA, OHA C€ JIAKO MOXKe pa3buru.

IMMudpa TpaHcmoswummje je OHA KOJ KOje CJIOBA, OTBOPEHOT TEKCTA OCTA]Y
HEIpOMemeHa, ajll UM ce Mema pezocsien. Ha mnprumep, Moxe ce OTBOPEHH TEKCT
MPENUCATH y BPCTE jeHAKE JYKUHE, TIa 3aTUM MH(PAT TPOIUTATH MO KOJTOHAMA.

Oko 1920. rogwne mojaBuiie cy ce NMpBe MAIllUHE HAMEHEHE ayTOMATH3AINju
nporeca mudpoBaba. 3aCHUBAJIE Cy €€ HA KOHIENTY POTOPA, MEXAHUYIKOI JIACKA,
HAMEEHOT 33 U3BOjeme Tpon3BosbHE 3aMene. Hajmosnarnja poTopcka MaIrmHa, je
Enurma, xojy cy Hemiu 3HaTHO TTOOOJBINAHY, KOPUCTHIN Y IPYTOM CBETCKOM DaTy.
Ma xonmko 1a je Ousta KoMIIuKoBana, Ernnrma, je pazbujena, mro je GuTHO yTUIIATIO
Ha UCXOJ| paTa.

Pa3zmorpuhiemo cama HEKOIUKO MPHUMEPa CABPEMEHUX aJrOpUTaMa 3a Imudpo-
Bame: cayuajuy mmdpy, DES u RSA.
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9.3. Cayuajua mmdpa

Mok a 3By4Yr HEOOMYHO, aji IOCTOjU AlCOIYTHO TajHu IMKUbapCKU CUCTEM.
To je Tako3Bana nmdpa ca jeJHOKPATHUM KJbydeM , Win ciy4dajHa imudpa,
Kojy cy 1917. ropune narenrupanu MoGopu u Bepunam (J. Mauborgne, G. Vernam

). V cBOM Kj1acuuHOM OBGJIMKY, OBa MUMPA j€ MPOCTO BEJUKHU CKYTI CIyIajHUX,
HE3aBUCHUX 3HAKOBA KJby4a, MCIMCAHWUX Ha JINCTOBE IAIMPA U CIIOjeHHUX 3ajeHO
y cBecky. Ilommspasaln KopucTy CBakM 3HAK KJbyda 3a HIM(MPOBAIbE TAYHO j€HOT
3HAKA OTBOpEHOr Tekcra. [Ipumasial nMa WAEHTHYHY CBECKY, U KOPHUCTH CJIOBA U3
me 1a gemmdpyje ogrosapajyhe 3uakose mmdparTa.

CBaku Kjbyd €€ KOPHCTH CaMO jelHOM, 3a caMo jexny nopyky. Ilommbasar
mmdpyje TMOPyKy, & 3aTWM YHHUINTABA WCKOpUINlieHe JUCTOBE U3 CBECKe KJbyde-
Ba — TO je yobruuajena mepa npeiocTpo:KHocTH. lIpumanal nmocryna ucTo mocie
gemmdpoBama mopyke. HoBa mopyka — HOBa cTpaHa, ¥ HOBA CJI0BA KJbydYa.

IMon mpermocTaBKOM Ja HANIAIAY HE MOKE JIONM 70 CTpaHa CBECKE WCKOPHII-
herux 3a mudpoBamwe, 0Baj cucrem je cappiieHo curypan. Ox 3agaror mudpara
ce nemmdposameM (y3 caydajuu u3bop oarosapajyher kipyda, ca yaudopMHOM
pacronesoM BepoBaTHONE) ca jeJHAKOM BepoBaTHONOM MOXKe JOGHTH CBAKH OT-
BOpPEHU TEKCT mcre ayzkuue. Ha mpumep, mpermocTaBuMo Aa Cy cioBa aadadera
HyMepucana Ha caefehn vHadwn

A B ¢ C CDDZETFGH 1T J K
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

LM NOPWI RS S T UV Z Z
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

[MIudpoBame 3HaKa OTBOPEHOT TEKCTA BPIIH CE HETOBUM CabUparheM Ca CJIOBOM
KJbyua (mperusnuje, cabupajy ce mUXOBH peanu 6pojeBu; ako ce nobuje 36up sehn
on 27, ymamyje ce 3a 27; nobujenn Opoj 3amMerbyje ce 3HAKOM MPeMa TOPEb0o] TabIu-
mu). IIpernocrasumo 1a je nopyka POCNITENAPAD ,a Ja je ogrosapajyhu
Hu3 Kibyda u3 ceecke TBFRGFARFMZC . Taga je mndpar LRIGSCFGGEAG
IMomro je cBakM HU3 Kjbyda jeAHAKO BEpOBaTaH (jep Ceé KJbYyUEBM T'EHEPUINY Ha
CJlydajaH HAYWH), IPOTUBHUK HeMa uHdopMaIyjy Kojom 6u germudposao mudpar.
Hus kmyda Moxe aa 6yzae, na npumep, BDIZAMNAKRBB mocsie dera 6u
pesynrar nermugpposamna 6no SUMNJIVOLICE , win, ia puMep, BDUCITENAPAM
ca pesyararoM gemmdposama SVASTIKINBUT

Nneja je, ma mcTakHEMO jOIII jeJHOM, Ja, MOIITO je CBaKW OTBOPEHHW TEKCT jel-
HAKO BEPOBATAH, KPUITOAHAJIUTHYAP HEMA HAYMHA JI& YCTAHOBH KOjU OTBOPEHH
rekcT je mocaar. CamdHo, ako ce HM3 caydajuux Oura Kibyda XOR-yje (cabepe
O MOIYJY ABa, OUT Mo GUT) ca HOPYKOM, no0uja ce mudpar MOTHYHO CIyYajaHor
u3rena, mna je KpunroaHagutudap Oecrmomohian, 6e3 003Wpa KOJMMKM CYy My pPady-
HAPCKHU PECYPCHU HA PACHIOIATAIbY.

IIpoGmem ca OBEM cHCTEMOM, W TO 030WJbaH, je Ja Ce 3HAKOBH KJbydIa MOPajy
rerepucary ciaydajuo. CBM HamaIu HA OBAj CHCTEM YCTBAPW Cy HAMAINW HA METO
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KOpUITTHEH 33 FeHEPUCARhe HI3a 3HAKOBA Kbyda. AKO ce y Ty CBpXY KOPUCTH KPWIT-
rorpadcKu ¢1ab aaropuTaM, TO MOXKE J1a M3a30B€ HEBOJbE. AKO ce KOPUCTH IpaBU
M3BOp Caydajunx O6pojeBa — IITO je MHOTO TeKe M3BOA/HUBO, HETO IITO M3LJIEIA Ha
MIPBH MOTJIES] — CUCTEM j€ CUTYPaH.

Kopumheme reneparopa mnceymociaydajunx O6pojeBa y OMINTEM CIy4ajy HE pe-
masa npobsaem. Ilocroju MHOTO crcTeMa KO KOJUX ce CaydajHu OpojeBu 3aMerbyjy
nceyocayYajuuM (reHepHCAHUM HEKHUM AJITOPUTMOM), & KOjU CE€ MOrY JeKPUIITH-
paru. HuzoBu Koje OHU TEHEPHINY CaMO M3TIEAAjy CAYUajHO, AJTh MayK/HbUBA aHa-
JI33 OTKPWBA MPABUJIHOCTH, KOjé KPUITOAHAIUTHIAD MOXKe 1a nckopucru. nak,
Moryhe je reHepucaru u mpaBe CaydajHe OpojesBe, TaK U IOMONY MUKPOpaTIyHapa.

[Mocroju jomr jeman mpoOieM ca oBakBUM cucTeMoM. JIy»KWHA HH3a 3HAKOBA
KJby4a jeJTHaKa je nyKuHu nopyke. To Moxke j1a 6y/1e MpakTUYHO PEIehe 3a IPeHOC
HEKOJIMKO KPATKHUX IOpYyKa, ajl TeIIKo MoxKe ja (DyHKIMOHWINE ca KaHajoM 33
IPEHOC MoJaTaka OP3MHOM O MUJIMOH Outa y cekyuau. Moxe ce ma CD-ROM

cvectutn 650 mMerabajra Hu3a K/byda, W TAKO MPAKTHIHO PEATM30BATH CIYUIAJHY

mudpy 3a MpeHoC Mmofaraka MajgoMm Op3mnoM. Tasza ocraje mpobaeM CHTyPHOL Uy-
Bama CD-ROM -a 34 BpeMe 0K Ce He KOPUCTH, OTHOCHO BErOBOT YHUIIITABAKHA,
y TPEHYTKY KaJ je IeroB caJip:kaj uckopuiifien 10 Kpaja.

Yak 1 ako ce pemrn mpobaeM MPEeHoca Kibyda, 10 IPUMAaOoIa, MOpa, ce 0b6e30eauTi
Jla TIOIUJBAJIAIL ¥ TTpUMaJialt Oyy TOTIyHO CHHXPOHU30BaHu. Ako ce mudpat npu
npujemy ”nomepu” 3a Makap jepan out, mobuhe ce normnyso becmucsiena nopyka. C
JIpyre CTpaHe, aKO Ce HEKW OWTH MOTDEITHO TpeHecy, caMo oHu hie Gutu mermudpo-
BaHU TOTPEINHO (Tj. HEMa T3B. IIUPEHa IPEIIaKa).

Cuayuajna mudpa ce KOPUCTHU U y JaHAIIbE BPeMe, [IPe CBEra 3a YITPACHTyPHe
KaHasie Mase Op3umue. Ha mpuMep, roBopmio ce na je Be3a "IpBeHHM TesaedoHun-
ma” usmehy Gupmer CCCP u CA (sa au je Ta Be3a u manac akrupua?) Guiia
Mg poOBAHA CIIYUAJHOM TTH(HPOM.

9.4. DES

Aunropuram DES (ckpahenuna on Data Encryption Standard ) kopuilien
je mmpoM cBera Kao cranmapa suire on 20 roaunaa. Mako ce 1mojaBibyjy IPBH CAMII-
TOMU HEIOBOI' 3aCTAPEBAA, OH j€ 0CTa J00PO U3APKAO BUILIEIO/IUINE IIOKYIIAje
KPUIITOAHAJIH3E.

Jlo oko 1970. ronune HEBOjHA UCTPAKWMBAKA U3 Kpurrorpaduje 6uma cy perka,
n O6ma0 je Masio objaBibeHHX pagoBa u3 oBe obsactu. IlocTojano je Buime Komep-
nHjaTHuX ajaropurama u ypehaja 3a mmdpoBame, mTo je HApaBHO OHEMOTyhaBaso
mndpoBaHy KOMyHuKaIjy u3mehy nBa paznumaunta ypehaja. Hekagammu avmepud-
Ku Bupo 3a cranmap/e TOKpeHyo je TporpaMm 3a 3alllTHTy PAadyHApCKUX MMOomaTa-
Ka, y OKBHDY KOra je 6mji0 3aMUII/BEHO MPOjeKTOBAaE CTAHJIAD/IHOT AJTOPUTMA
3a mm(pPOBaAHE, KOju OM MTUTHO TOAATKE MPUIMKOM MPEHOCA W CMenrTama. AJi-
ropuraM je Tpebaao ma 33a0BOJbU TPOMHUCAHE KPUTEpHjyMe: m3 00e36eamn BHCOKH
HHBO 3aIITUTE, 13 OyJe KOMILUIETHO CrenuuIlupal U Pa3yMJbHUB, /14 HErOBA CHI-
ypHOCT Oyze 3aCHOBaHA Ha TAjHOCTH Kibyda (a He aJropuTMa), Ja MOXKe 13 Oyie
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JIOCTYTIAH CBUM KOPUCHUITMMA, TPUIATOI/bUB CBUM TPUMEHAMA, & Ce MOXKe e(hUuKac-
HO peaIM30BaTh y eJleKTpOHCKUM ypehajuma, na Oyiae edbukacan npu Kopuirliemy,
Jla ce MOXKe BepU(DUKOBATH TAYHOCT IHETOBE PeaNu3alidje W 1a e MOXKEe H3BO3W-
U (ApyruM peunma, aa unak ue Oymue npepuiie curypa). Tek Ha IPYrH KOHKYDPC
jaBuo ce 036mpHUju Kauauaar, dupma IBM ca amropurmom 3acHOBaHUM Ha, CJIHY-
HOM ajroputrmy, 3BaHom Jlymmdep, passujenum oko 1970. Ipenmoxkenu amropu-
TaM, MaKO KOMILIMKOBAH, CACTOJU C& CaMO O]l je/IHOCTABHUX JIOTUYKHUX OTlepalnja ca
MaJnuM Tpymnama 6uTa, mMa ce I0CTa edpUKACHO MOXKE PeanTn30BaTH OUI0 XapaBepc-
KH, OUJIO MPOTrpaMCKu. AJITOPATAM je YCBOjEeH 3a CTAHIAp, TOCTYIAH CBUMA, HAKO
je mperxoaHo OMO maTeHTUPAaH. Y yCBajamy KOHAYHOI PEliemha 33 OBaj aJrOpuUTaM
yuecrBoBasa je u NSA (ckpahenuna ox National Security Agency ; aMepud-
Ka BJIaJMHA yCTAHOBA Koja ce m3Mely ocrasior 6aBu u Kpunrorpadujom, oqHOCHO
KPUNTOAHAJIN30M ), 13, HEKHM ayTOPU CyMIbajy Ja je ycrBapu ajaropuram Jlynudep
ocnabiben. Hajosbusbnuja npumenba Te BpCTE OAHOCH Ce HA BeJMYUHY Kibyua (128
6ura 3a Jlynudep, 56 6ura 3a DES). Bes o63upa Ha cBe npumenbe, ajropuram je
YCBOjEH Ka0 aMepUYKH CTaHAAP/] 38 (O POBAHE HEBOJHUX BJIAJUHUX KOMYHUKAIIN-
ja 1976. romuue. Kacuuje cy ycneaunu npyru (takofje amMepuuku) CTaHIapId 3a
HaunHe Kopuihiema oBor ajaropurMa. ¥ jero 1998. roqune Hecuryprocr DES-a je
JEeMOHCTPUPAaHa, TaKO IITO je chienujaan3oBann paayHap on 250000 monapa 3a 56
caru oapeano Kibyd 3a DES. [IpobiieM ca BeIMYMHOM KJby4ua MOXKE CE€ PEIUTH HIIp.
rpocTpykuM mudposameM DES-oM, ca Tpu He3aBucHa Kiby4da. TpeHyTHO je y TOKY
koukypc 3a AES (Advanced Encryption Standard ), macnexauka DES-a.

DES je 6a0koBcka mudpa, koja mmdpyje 6aokose o 64 6ura u jgaje GIOKOBe
on 64 outa mudpara. Jdykuna kbpyda je 56 6ura. Y OCHOBH, ajJropuTaM je Kombu-
Hanuja ase Bpcre Tpancdopmanmja, " koudysuje” u ” mudyauje”’. OcHOBHU eneme-
nar DES-a (rako3zpana pyHaa) je komuosunuja ase Takse rpancdopmanuje (cmene
u mepMyTanumje) Tekcra, onpehene kpydem. DES uma 16 pysam: ucrty koMmOuHAII]Y
rpancdopmarmja DES npumMersyje Ha oTBopenu Texcr 16 myta, BUmeTH Cauky 4.
ITocne nmogerne mepmyraruje [P, 60k ce pa3zaBaja Ha JieBY u JIeCHY TIOJIOBUHY,
ayxmuie o 32 6ura. ITocToju yrkymHO 16 MACHTHIHNX PYHOIU, ¥ KOJUMA, C€ KOPUCTH
dynkuuja o3navena ca f 3a KOMOMHOBaIE [OJATaKa Ca KibydeM (y CBAKO] pyHAU
KODHUCTH Ce ApyTH Jeo o7 48 6ura kipyua). [Tocme 16-Te pyHme eBa U 1eCHA TOJIOB-
uHa ce 00jeIubyjy, 1a 3aBPIIHA epMyTalnja (MHBEP3HA MEPMYTAI1]a OYeTHE Tep-
MyTalmje) 3aKk/byuyje obpay Gsoka.

VY cBakoj pyHau ce OUTH Kibyda NMUKJINYKH TIOMepajy oapehen 6poj myra a omnma
ce yBeK ca uCTuX mo3uimja 6upa 48 ox 56 6mra Kiby4a. lecHa MOIOBMHA MOJATAKA
ce upowwupyje Ha 48 Gura ”upowmpyjyhom nepmyranujom” u XOR-yje (cabupa
no Momysay 2, 6ut mo 6ur) ca ofrosapajyhinm GurTuMma Kibyda, 3aTHM Ce 3aMembyje
ca 32 6ura (uuramem mo 4 Oura w3 8 rabauna) u jom jexmom uepmytyje. Obe
vetupu onepanuje unne dyukiujy f. Vznaz uz 6ioka f kombunyje ce 3arum ca
JIEBOM II0JI0BHHOM mogaraka onepanujom XOR. Pesyarar oBux omepaimja mocraje
HOBa JiecHa nosouna. Crapa JiecHa TOJOBHHA TOCTAaje HOBA JieBa mojoBuHa. OBe
onepamuje (cavka 5) unne pyuay aaropurma DES, u nonasmajy ce 16 myra.
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Puc. 4. Anropuram 3a mmdposame DES.

Ako je B; pesynrar i-re pyHue, L; u R; cy seBa u gecha nosioBuHa B;, K; je
48-6uTHM KJby4 3a pyHAY i, a f je dyHKIuja Koja 00yXBara CMEHE, IEPMYTOBAkbE U

XOR-oBame ca KjbyueMm, OHJIA, Ce i-Ta PYHIA OMUCYje jeTHAKOCTIMA

(9.1) Li = Ri
R, = L1 f(Ri1,K;)

IToueTna mepmyTanmja Koja rpemeniTa 6uTe y OKBUPY yJIa3HOT OJI0Ka 33/1aTa je Tabe-
gom 1. OBa, ka0 u HapeaHe TabeJse, YUTA Ce CJIEBA yIECHO, 0Z03r0 Ha moste. Ha mpumep,
noverHa nepmyranuja 1. 6ur npememTa Ha no3unujy 58, 2. 6ur Ha no3uryjy 50, uta. JacHo

je [a moveTHa M 3aBpIIHA MMEepMyTalunja He yrudy Ha curypaoct DES-a.
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28 bura

Kimpya

28 bura

TTomepenux| [Tomepernux

28 oura

28 oura

56 6uta
ITepmyToBanu uzbop
K;, 48 oura

R

32 buta

IIpomupyjyha
HepMyTaIyja

48 bura

610K S o0k P
Tabeme [ R;
32 6ura TIepMyTaITja

Ly L;
Puc. 5. Jemna pymuma amropurma DES.
58 50 42 34 26 18 10 2 60 52 44 36 28 20 12 4
62 54 46 38 30 22 14 6 64 56 48 40 32 24 16 8
57 49 41 33 25 17 9 1 59 51 43 35 27 19 11 3
61 53 45 37 29 21 13 5 63 55 47 39 31 23 15 7
Tasaua 1. Ilouerna mepmyramuja DES-a.

IIpBu xopak y Tpancdopmucamy 64-6uTHOr Kibyda je m3barmBarse CBAKOI OCMOT OU-
Ta, BuneTu tabeny 2. VI3ocTraB/beHn OMTH KOPHCTE Ce 33 MPOBEPY MCIPABHOCTU YHOIIEHA
kpyua. Ox mobumjenor 56-6mTHOT K/byda 3a cBaky pyuay DES-a remepume ce wHoBu 48-
outan kpyI K;, 1 < i < 16, na cirenehu nauwmn. Hajupe ce 56-6urHu Kibyd meim Ha JIBe
28-6utHe mosioBuHe. [Tocsie Tora ce moI0BUHE MUKIMYIKY ITIOMEPAjy YIEBO 32 jeIHy WA JIBE
To3uIMje, 3aBUCHO 0T peTHOT 6poja pyHae, BugeTn Tabesty 3. Ilocae HMKINIKOr moMeparba,
6upa ce 48 ox 56 6mTa kspyIa. OBa omeparuja 6upa IOACKYII OMTA KJbYy<Ia U HCTOBPEMEHO
uX TmEepMyTyje, ma ce 30Be MepMyTOBaHU mn300p; ommcana je tabesom 4. Ha mpumep, 6ut
wa mosunmju 14 (17, 33) momepenor kjpyda mpememTa ce Ha mo3ummjy 1 (2, 35) moTk/my4a
K, a 18-Tu 6uT OMepeHor KJbyda Ce UCHOPHIIIE.

57
10
63
14

49 41 33
2 59 51
55 47 39
6 61 53

25 17 9 1 58 50 42 34 26 18
43 35 27 19 11 3 60 52 44 36
31 23 15 7 62 54 46 38 30 22
45 37 29 21 13 5 28 20 12 4

TABIUIA 2.

Ilepmyranuja 6ura Kbyua 3a DES,
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IIpommupyjyha mepmyrammja je omeparmja koja 00k R;—1 mpomupyje ca 32 ma 48
oura. Jobujeru 610k ce XOR-yje ca memom kibyda K;. 3aTum ce ay:KuHa IOHOBO CMambyje
Ha 32 Omra cyncturynmjoMm. Tume mrTo jenan OUT MOXKe [a yTUYe HA JABE CYLICTUTYIje,
3aBUCHOCT OJT yJIa3HUX GUTa MpocTHpe ce Opike (TAKO3BAHU AG6UHCKYU efexam. Jemua o
OCHOBHUX 3amuc/iu Tipu npojekrosamy DES-a je ynpaso mocrusame mumba 1a jesian yra3uu
OuT yTHde Ha WITO BUIIE W3JIA3HUX OuTa, m TO mTo panwuje. [Ipomupyjyha mepmyramnumja
3amara je Tabenom 5, omrocHO camkoM 6. Ceaku ymasuu 4-6utem 6510 (bo, b1, b2, b3) maje
6 6ura m3masa, Tako ga ce by u b3 mojaBsbyjy mo mBa myra, a by u by no jemmom. Taberna
Ha MecTy ¢, 1 < ¢ < 48, caap:Ku MHIEKC yJIa3HOr OUTa KOJU Ce KOIWMpPa Ha IO3UIU]Y ¢ y
w3nazy. Ha mpumep, 6ut Ha moswruju 3 y y/Ia3HOM OJIOKY KOMWMpA Ce Ha MO3Ulujy 4 y
wu3a3HO0M OJI0KY, a 6uT Ha mo3unuju 21 y yma3mom 670Ky Komwmpa ce Ha mo3unmje 30 m 32
y U3JIa3HOM OJIOKY.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

48
2 3 45 8 9 1011 14 15 16 17 20 21 22 23
1 6 7 1213 1819 24
Puc. 6. Tlpomwmpyjyha mepmyrarmuja DES-a.
PYyHIA 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

6pojmomepama 1 1 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 1
TABIUIA 3. Bpoj NMUKINIKUX MOMeparma KJbyda 3a TOjeTuHe

pyHane DES-a.

14 17 11 24 1 5 3 28 15 6 21 10
23 19 12 4 26 8 16 T 27T 20 13 2
41 52 31 37 47 55 30 40 51 45 33 48
44 49 39 56 34 53 46 42 50 36 29 32

TasmuuA 4. ITlepmyroBamm m360p 6uTa Kbyda.

32 1 2 3 4 5 4 5 6 7 8 9
8 9 10 11 12 13 12 13 14 15 16 17
16 17 18 19 20 21 20 21 22 23 24 25
24 25 26 27 28 29 28 29 30 31 32 1

TasauiiA 5. Ilpommpyjyha nepmyranuja DES-a.
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ITomrro ce 610k K; XOR-yje ca mpommpennm 6s0koM, mobujennx 48 Gura Bomw ce
Ha 670K 3a cyncrurynpjy. OBa omeparuja u3Bogu ce momohy 8 rabimia, CyICTHUTY-
nuoHux OGJjiokoBa Si,S2,...,S5s, Bugerun tabesy 6. Ynaszuux 48 Gura mesn ce HA OC-
am 6-6utHEX 6JIOKOBa, agpeca 3a Ojokose S. Ako yma3 0si0ka S mpeacTaB/ba MIECT OUTA
(b1, b2,b3,b4,bs,bs), orna je b1bg Gurapho 3ammcan pexmu 6poj Bpere (07 0 10 3), a babsbabs
je 6unapno 3anucan pemuu 6poj xosone (og 0 no 15). Ocam npoumranux eremenara (4-
OmTHEX OpojeBa) w3 Tabauma ce 00jeMmbaBajy W BOAE HA W3/Ia3.

Cyucrurynuonn 60Kk S1

14 4 13 1 2 15 11 8 3 10 6 12 5 9 0 7
0 15 7 4 14 2 13 1 10 6 12 11 9 5 3 8
4 1 14 8 13 6 2 11 15 12 9 7 3 10 5 0

15 12 8 2 4 9 1 7 5 11 3 14 10 0 6 13
Cyucrurymuonn 610Kk S2

15 1 8§ 14 6 11 3 4 9 7 13 12 0 5 10
3 13 4 7 15 2 8 14 12 0 1 10 6 9 11 5
0 14 7 11 10 4 13 1 5 8 12 6 9 3 2 15

13 8 10 1 3 15 4 2 11 6 7 12 0 5 14 9

Cyucrurymuonn 610k S3
10 0 9 14 6 3 15 5 1 13 12 7 11 4 2 8
13 7 0 9 3 4 10 2 8 5 14 12 11 15 1
13 6 4 9 8 15 12 5 10 14 7
1 10 13 0 6 9 2
Cyncrurymuonn 610k Sy

o W D
[en)
—
—
=
N

7 13 14 3 0 6 9 10 1 2 8 5 11 12 4 15
13 8 11 5 6 15 0 3 7 2 12 1 10 14 9
10 6 9 0 12 11 7 13 15 1 3 14 2 8 4

3 15 0 6 10 1 13 8 9 4 5 11 12 7 2 14

Cyncrurynuonn 610k Sp

2 12 4 1 7 10 11 6 8 5 3 15 13 0 14 9
14 11 2 12 4 7 13 1 5 0 15 10 3 9 8 6

4 2 1 11 10 13 7 8 15 9 12 5 6 3 0 14
11 8 12 7 1 14 2 13 6 15 9 10 4 5 3

Cyncrurynuonu 6710k Sg
12 1 10 15 9 2 6 8 0 13 3 4 14 7 5 11
10 15 4 2 7 12 9 5 6 1 13 14 0 11 8

9 14 15 5 2 8 12 3 7 0 4 10 1 13 11 6

4 3 2 12 9 5 15 10 11 14 1 7 6 0 8 13

Cyncrurynuonn 610Kk S7

4 11 2 14 15 0 8 13 3 12 9 7 5 10 6 1
13 0 11 7 4 9 1 10 14 3 5 12 2 15 8 6

1 4 11 13 12 3 7 14 10 15 6 8 0 5 9 2

6 11 13 8 1 4 10 7 9 5 0 15 14 2 3 12

Cyucrurynuonn 610K Sg
13 2 8 4 6 15 11 1 10 9 3 14 5 0 12 7

1 15 13 8 10 3 7 4 12 5 6 11 0 14 9 2

7 11 4 1 9 12 14 2 0 6 10 13 15 3 5 8

2 1 14 7 4 10 8 13 15 12 9 0 3 5 6 11

TABUIA 6. Cyncrurynmonu diokosu DES-a.
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Hexa je, ma mpumep, ynas 3a Tabery Se (apyrum peunma, 6utm Ha mo3ummjama o 31
1o 36 y 6moky mobmjenom mocine XOR-oBama ca K;) 110011, IIpsu u mectu 6ur najy 6m-
wapuau 6poj 11, mro oarosBapa verBproj Bpcru Tabeste. Cpenma yerupu dura gajy bunapau
6poj 1001, ogrocuo 9, mTo oarosapa 10-0j xomonu tabese. Tume je 3amat enemenar (4, 10)
tabene Se, omaocuo 14, mim 6unapuo 1110. Jakne, 6-6urau 6710k 110011 3amemyje ce 4-
OourauM 610K0M 1110.

OBo je xkputmuan kopak ajropurma. CBe ocTase omeparuje Cy JHUHeapHe M JaKO UX
je anamusuparu. CyncTuTynuoHy 6JIOKOBU Cy HEJIMHEAPHH, U BUIIE O OCTAJINX €IEMEHATA
poupunoce curypuocru DES-a.

Pesynrar daze cyncrurymnmje je ocam 4-6uTHUX 6JI0KOBA, KOjU C€ KOMOUHY]Y y jeIUH-
crBenn 32-6utHu 6,10k, OBaj 6710k 00palyje ce "nepmyrammonum 610k0M” , KOju Jo6ujeHe
bure nepmyryje Ha HaumH onpeben Tabemom 7 Tabena 3a cBaku OurT HOKasyje Ha KOjy
no3unmjy he 6urTu mpemeniten; Ha mpuMep, 6ut 4 npememTa ce Ha mo3uIEjy 21, a 6ur 23
Ha TO3UHjy 3.

Ha kpajy ce nepmyrosanu 610k XOR-yje ca nesom nososunom L;—1 nperxomuor 64-
6uTHOr 6sroka. IlomTo ce 3ameHe JieBa M 1eCHA ITOJIOBHHA, MOYKE Ce TOYETH Ca HAPEIHOM
DYH/IOM.

W3na3 u3 16-te pyHme nepmMmyryje Ce 3aBPIIHOM IIEPMYTANHjOM, KOja je yCTBAPHU UH-
Bep3HA IepMyTallyja [Io/Ia3He mepMmyTanuje, sugeru tabesy 8. IIpu Tome ce mocste mocien-
e PYH/IE JIeBa U JIeCHA TIOJIOBUHA HE 3aMemyjy, Tj. 610K Ri6L16 ce moBomm Ha yma3 3aBp-
wre nepmyranuje (Bugeru ciuky 4).

ITocne cBux oBUX cymncTuTynuja, nepmyTanyja, XOR-oBama u momepama 6uta, MOTJIO
Ou Cce TOMUC/INTH 1A je aJITOPUTAM 33 JemndPOBAHE TIOTIIYHO APYTavdnju, ¥ UCTO TAKO KOM-
IUINKOBAH KAa0 # ajyropuraMm 3a mudposame. Hanporus, ose onepanuje cy komOuHOBaHE
TAKO [1a MCTU ajJropuTaM u3Boau u mudpoBarse u genm@poBame. 3ancTa, jeIHAKOCTH-
Ma (9.1) exBUBasIeHTHE Cy jeHAKOCTH

Ri1 = L
Licw = Ri® f(Li, Ky)

KOje m3paxkaBajy y/ia3 y i-Ty PyHIy Ipeko m3nasa m3 we (omeparmmja XOR je mmaBep3ma
camoj cebm). JenmHa pa3nuKa je y TOME MTO Ce K/bydeBrn K; MOpajy KOPUCTATH OGPHYTHM
pemocaenom (Kie, Kis, ..., K1 ymecro K1, Ka, ..., Ki6). Anropuram dhopMupama Kibyde-
Ba 32 PYH/E WCTH je Kao KO MmudpPOBarba, U3y3€B MITO Ce IUK/INIKA [TOMEPAha MU3BOJIE
yaecHo, a 6poj moMepama ce 3 Tafese 3 UnTa 3[eCHA YIEeBO, YMECTO CJIeBa yIecHO (YKy-
maH 6poj momepama je 4 X 1+ 12 X 2 = 28, na ce nocse 16-Te pyHge obe IOIOBUHE KJby<a
HaJIa3e y MOYETHOM IIOJIOKAJY).

16 7 20 21 29 12 28 17 1 15 23 26 5 18 31 10
2 8 24 14 32 27 3 9 19 13 30 6 22 11 4 25

TABUIA 7. Ilepmyranmonu 6mok DES-a.

40 8 48 16 56 24 64 32 39 7 47 15 55 23 63 31
38 6 46 14 54 22 62 30 37 5 45 13 53 21 61 29
36 4 44 12 52 20 60 28 35 3 43 11 51 19 59 27
34 2 42 10 50 18 58 26 33 1 41 9 49 17 57 25

TABIUIA 8. 3aspuina nepmytaiuja DES-a.
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Curypuoct DES-a y Toky mayxer mepuoma aHaJIu3UpaJsIo je MHOTO Jbyau. Pasmarpanu

Cy IyKWHA KJ/byd9a, OPOj WTepalnmja u CTPYKTypa CymCTUTyImoHnX 6si0koBa. IlocebHO cy
MUCTEPUO3HU CYIICTUTYITUOHU 6J'IOKOBI/I — TOJIMKO KOHCTAaHTH, 663 BHU/bHUBOT PA3J10r'a 3allTO
cy uzabpame 6alnl TakBe HUXOBE BpeaHocTu. 3Homene cy cymme na je NSA yrpagwna y
DES ckpuBeny many, mro joj omoryhyje jeZJHOCTABHO [IEKPUIITUDabe MopykKa. Te cymmbe
rpebasio je na O6ymy onoBpruyTe m3BenrtajeM nocebHor cenarckor xkomurera 1978. romume.
U3Bemrraj mehytum Huje 00jaB/beH 300T TajHOCTH; 00jaB/bEH je CAMO FHETOB Pe3mMe, y KOMe
ce kaxe qa je NSA yrunana ma passoj DES-a rako mro je

e IBM y6emmia ma je JOBOJBHO Ja Ay»KUHA KJby4a Oyzme 56 Oura,

® WHIUPEKTHO MOMOIJIa Y Pa3BOjy CYICTUTYITMOHUX OJIOKOBA, W

® [OTBpAUIIA 12, Y3 CBE HbUXOBO M03HaBame npobiemaruke, DES nema 6uno kakse

CTaTUCTUYKE UJIN MaTEeMaTHUIKe Cﬂa6OCTI/I.

Kacuuje, 1992. roaune jeman ox wramosa IBM-oBor tuma je 9ak m T0O omoBprao, TBpaehu
na je DES y noruynoctu neso sbyau u3 IBM-a.

O kapakrepucrukama DES-a 06jaBibeno je Bume pesyarara. Y ckymy ceux 2°¢ Moryhinx
KJbyUeBa, 0Ce0HO ce M3/Bajajy IeTHupu ca OCOOMHOM [1a MOTK/bydeBn K; nMajy mcTe Bpes-
HOCTH y CBUM pyHJama (Tako3BaHm caabu kwywesu). Ao ce kspyuesu 3a DES 6upajy
CIIy9ajHO, OHIIA je BepoBaTHONA /1a ce m3abepe HEKHU 071 C/1abUX KibydeBa 0€3HATAJHO MAIA.

Hajo36uphuja npumenda na DES ommocu ce Ha ayKuHy Kibyda. Jom 1979.
TOIMHE TIPOIIEHEHO je 1a 6u ce 33 20 MUJINOHA, 10Iapa MOTA0 HAMPABUTH MaPAJIETHN
padyHap, koju 6u ompehusao jeman k/byd mHeBHO. Kao mro je Behi peueno, 1998.
To/IMHE je CIMYaH padyHap Hampasbed 3a 250000 momapa.

9.4.1. Haunman kopuimhewma DES-a. [lopen camor anropurma DES, cran-
JAPAU30BaHU Cy U Hheropu Haumbu Kopuinhema. Ocuosuu je ECB (ckpahieno ox

Electronic Codebook , EJIEKTPOHCKA KOJIHA KIbUIA), 8 CACTOJU Ce y HOJen
OTBOPEHOT TeKCTa, Ha 60KoBe of 1o 64 6ura P;, Koju ce mmdpyjy UCTUM KJbYydeM
K,C; = DESK(P;),i=1,2,.... Hegocrarak oBOr HAYMHA je y TOME IITO aKO CE y

OTBOPEHOM TEKCTY TOjaBe IBa ucTa OJI0Ka, OHIa fie u wuxoBy mudparn Outn je-
naku. /la 6u ce To uzberio, npemnoxena cy asa apyra naauna, CBC (ckpahieno on
Cipher Block Chaining , ynangasame 0si0koBa mudpara) u CEFB (ckpahieno
on Cipher Feedback ,

Y okupy nocrynka CBC 60k orBOpeHor Tekcra ce npe mmdpoBama XOR-yje
ca mperxonaum 6nokom mmdpara: C; = DESk (P, ® Ci—1), ¢ = 1,2,... (Bugern
ciuky 7). Baok Cp auje mudpar, HEro TAaKO3BAHY MHUIMJAIUIANUOHN BEKTOD
(na mpumep, BekTop on 64 myne). JacHo je ma mmdpoBame cBakor 6J0Ka 3aB-
WCH OJI, CBHX TIpeTxoanmx OjoxkoBa. HemmdpoBame je mHBEp3HA omepanyja, P; =
DESEI (Cl) ® C;_q.

ITocrynak CBC upenrnune 610KOBE OTBOPEHOI TEKCTA 3aMEbyje Pa3IMIUuTUM
g paTuMa, caMo aKO Cy HEKM MPETXOIHU OJIOKOBH OTBOPEHOT TEKCTA PASIUYNTH.
JlBe umenTUYHE TOPYKE W Ja/be majy ucTu mudpatr. Jorn rope, aBe mopyke ca uc-
TuM modeTkoM mmahe weru mumdpar, 10 mojaBe npsBe passiuke. Hauwn 1a ce 0Baj
npobsem m3berte je ymerame CaydajHor 6oka 6mra ucnpen nopyke. Ilundpar Tor
6uoka (XOR-oBanor ca uHMIMjaIM3AIMOHUM BEKTOPOM) je yCTBAPU [IPABU MHU-
[UjaJIU3AMMOHN BEKTOP, KOJU Ce TPEHOCH Kao Jeo mudpara, a HEeOMXOIAH je 3a
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Cia Ci1
Co=1Ip Co=1Ip
JTHHHAjA
P; DES - 1 DES™! P;
Ik Ik
(a) Mudposame (6) Jemmdposame

Puc. 7. Ynorpeba DES-a y oksupy mocrynka CBC.

UCTIpaBHO fenudpoBame. BaskHO je 11a ce 3a CBaKy MOPYKY KOPUCTH APYTH WHUIIMA-
janmzarnmonu BekTop. To ce Mozke mocTulin ciryuajHuM U360POM HHUIIN]ATH3AINOHOT
BEKTODA 33 CBaKy MOPYKYy. pyru Hauwe je 1a ce HCKOPUCTH PeaHu 6POj MOpyKe.
HonaBameM WHUIIJATA3AMUOHOT BEKTOPA 34 UICHTUIHE OTBOPEHE TEKCTOBE JT00U-
jajy ce pasnmuntu mudparu. [Ipema Tome, HAIaIa4d HE MOXKE HA OCHOBY mudpaTa
Jla 3aKJbYYIU OMJIO TITa O OTBOPEHOM TEKCTY.

[ocrymak CBC permasa mpobieM TOHABBaHA MOPYKA, Al UMa W jefaH He-
nocratak. IIpermocraBumo Jia ce y TOKy IpeHoca 300r Ipelike y MPEHOCY MpoMe-
HuO Heku OutT mudpara u3 6ioka C;_1. Ako npomemenn 610k C;_1 03HAYUMO Ca,
C!_,, nemucposamenm ce nobuja 610k P/, = DES(CI_,) @ Ci_2, koju je 6uTHO
JPYTauuju Of, OPUIMHAIHOI OTBOPEHOr TEKCTa — TO je mocjienuia ocobune DES-a
Ja caudHe 6JoKOBe (OHE KOjU Ce Da3iMKyjy Ha CAaMO HEKOJUKO OUTCKUX IIO3UIIU-
ja) rpancdopmuiie mudposamwem/gemudposamem y GUTHO passudure GJIOKOBE.
Hapemnu 610k P; = DESE'(C;) @ C/_, uma camo jeany OHTCKY IPEKy, Ha HC-
Toj 6uTckoj moszuimju e je rpemka y C;_i. CBu ocramm 6s0KOBH memmdpyjy
ce Oe3 rpemke. Jlakne, jenna rpemka y mudpary KBApW ABA y3acTOMHA 0J0KA
npu pemudpoBamy. Ta ocobuHa 30Be ce mpocTupame rpermaka. /la 6u ce oBaj
IpoBIeM PeIuo, OAHOCHO yOIaK1uo, TOTPEOHO je 3aIITUTHUM KOTUPAHEM CMAhUTH
BepoBaTHOhy rperike Ha KaHATY.

Ipewika apyror tuna, Kaj ce upu upesocy y wudpar ymerne (cypuiian) éut,
Wi U3 Wera ucnaane” Heku Out, daranHa je 3a JemmudpoBame, jep KBapu CBe
6s0KkOBe THdpaTa MOce TPeIKke. 3aTO je HEOMXOIHO /3 Ce IMPU IPEHOCY OUyBa
CTPYKTypa OIOKOBA, OMHOCHO TpaHulie ndMely mux.

Ca pemudposamem mudpara sobujenor nocrynkom CBC, me moxke ce 3armo-
YeTH MpPEe HEro MITO ce IpUMH KOoMIleran OJioK mudpara, MTO 33 HEKE IPUMEHe
npenacrassba npodbiaem. [Tocrymak CFB mudpyje monarke nonesbene Ha 1e/10BE MAHE
o Besmunne 61oka. Moke ce, Ha npumep, mudposaru jeaad no jeaan ASCII
3HaK orBOpeHor Tekcra (Takospanu 8-6urHun CFB). Ha ciamyan mauwmH, Moxe ce
nmdposaru 6ur no our, Kopumlemem 1-6uraor CFB.

Ha ciounu 8 npukasan je 8-6uraun CFB. 3a mudposame i-Tor 3HaKka OTBOPEHOT
TEKCTA, P;, KOPUCTH Ce, Ha TIPUMED, HAJHUKUX OCaM OUTa 2; pe3yarara mudpoBama
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OpeTXOAHUX ocaM 3HakoBa mmbpara, DESk (ci—gci—7...¢i—1)
ci =pi ® 2z =p;i ® DESk(ci—gci—7...ci—1), i>1.

Moxe ce 3aMUCTUTH 14 HOBH 3HAK MudpaTa yaas3u Ca JeCHE CTPAHE Y MOMEPAIKU
perucrap, ca uuje JieBe CTpaHe ”ucnaaa’ HajCTapuju 3HAK Iudpara; THME je Cipe-
Man yia3 3a DES 3a mmdpoBame HApETHOT 3HAKA P;y1 OTBOPEHOT TekcTa. Ja 6u
ce npotec mudgpoBama MOrao HCIPaBHO OABUjaTH OJ CAaMOr [I0YETKa, MOPa Ce y II0-
MEPAYKH PECUCTap YIHCATH WHHIM]AJIU3AIHOHN BeKTOp (C_7C_g - .. o). Kao u konx
CBC, 3a crako HapeaHO MuPOBAKHE MOPA ce yIOTpeOUTH HOBY, APYTAYMjU UHU-
Hjanum3annonn BeKTop. Hberos cagpikaj Huje TajHa, U MOYKE Ce MOCTATH OTBOPEHO,
3ajenHo ca mopykoMm. HemmndpoBambe je HHBEP3aH MPOIIEC,

Di=¢C Dz =0¢ D DESK(CZ',E;CZ',7 e Cifl) 1> 1.

W na npujemuoj u npenajuoj crpanu DES uzsprnasa camo mudpoBame; y -TOM KO-
paky mudpoBama u gemudpopatsa yaasu y DES cy ngpenruann. 13 ropmer uspasa,
BUM ce 13 nermudpPOBAHU 3HAK 3aBUCH O] IPETXOAHUX JEBET 3HAKOBA IMudpaTa.
JlpyruMm pedmnma, jeTHa TPerTka y MPEeHOCy MTPOy3pOKYje TPEITKY KO/ HajBUIIE JIeBET
JemnppoBaHuX 3HAKOBA.

Ilomepaukn perucrap Ilomepaukn peructap o

Ci—8|Ci—7[Ci—6|Ci—5|Ci—4|Ci—3]|Ci—2]|Ci—1 Ci—8|Ci—7[Ci—6|Ci—5|Ci—4|Ci—3|Ci—2|Ci—1

4 C
Kmpya K —» DES Kmpya K —» DES
Kpajwu nesu 6ajr l Kpajwu nesu 6ajr l
bi t Ci cee Ci t Di
JIMHHAjA
(a) Iudposame (6) Jemmdposame

Puc. 8. VYuorpeba DES-a y oksupy 8-6urnor CFB.

Cromennmo na ce DES moske kopuctut u y T3B. Opojaukom pexxkumy. Hus
ynasza 3a DES cy yzacronuu 64-6urhu 6pojesu (y3acronna crama 6pojada). Ciuano
1-6utnom CFB, y cBakoMm Kopaky ce of uzsasuux 64 6ura ysuma camo jenau (Ha
npumep HajHuxku 6utT), koju ce XOR-yje ca HapeaHum GUTOM OTBOPEHOI TEKCTA.
Hemmdpopamwe ce Bpmu XOR-opameMm Oura mmdpara ca KCTMM HU30M M3JIA3HUX
outa m3 DES-a.
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9.5. RSA

Cucrem RSA je najnosnaruju mpuMep acMMeTPUIHOT g apcKor cucrema. O
BHIILIE ACUMETPUYHUX AJrOPUTAMA IIPEJIOKEHNX 10 cala, RSA je HajjeaHOCTaBHUjU
3a pa3yMeBaIbe U PEAN3AIN]Y, a Takohe u Hajnomyaapuuju. Mme je mobro mo cBojum
nponanaszadnma (Rivest, Shamir i Adleman ), a objaBmen je 1978. romume.
Ananmza 10 caja HUje HU JOKa3aJia, HU OMOBPIVIA CUTYPHOCT OBOT CHCTEMA.

Curypuoct RSA 3acHuBa ce Ha CJI0XKEHOCTH (DAKTOPU3AIUjE BEJUKUX OpOje-
Ba. JaBHU M TajHu Kibydesu onapeljeHn cy mapom BesimKux npoctux 6pojesa (ozx 100
10 200 u Buine pexanuux mudapa). Cmarpa ce na je oapehuBarbe OTBOPEHOI TEK-
cra Ha OCHOBY Indpara u K/byda 3a Hu@POBakHEe eKBUBAJECHTHO (PAKTOPU3AIU]U
IIPON3BO/IA ABA BEJHMKA MpocTa Opoja.

Jla 6u ce bopmupao map KjpydueBa, Tpeda Hajupe n3abpaTh JABa BEJIMKA IPOCTa,
6poja p m q. Beauku npoct 6poj ca k mudapa mobumja ce TaKo MITO ce PEaOM TeHe-
puiry caydajHu 0opojesu ca k nmudapa, u omballyjy — HOK ce He Hamlje Ha [IPOCT
6poj. ITosuaro je na je mehy OpojeBuma ca k pekannux nudapa ’rycrura’ IpOCTUX
6pojesa mpubmmkHo 1/In 108 = 1/(k1n10). To obesbelyje ma ce mocme ompeheror
(ne mpesesmkor) 6poja mokyinaja Mopa Hauhu ma mpocr 6poj. C apyre crpaue,
nocroje epUKACHU AJIrOPUTMU 33 IIPOBEPY 4 Jiu je 3aaaru 6poj upoct (mro Huje y
CYNPOTHOCTH Ca YUILEHUIIOM & Ce He 3Hajy ePUKACHU aJropuTMu 3a (haKTopHU3a-
nujy Besukux O6pojesa). Heka je n = pg npoussox walienux npocrux 6pojesa.

Heka je ca ¢(n) osuauena 3. Ojneposa dyukuuja oz 6poja n, jennaka 6pojy
O6pojeBa MamUX 01 M KOjU CY y3ajaMHO mpocTu ca n. Huje Temko npopeputu 1a 3a
3a npocre Gpojese p u ¢ Baxu ¢(pg) = (p — 1)(¢ — 1). Cnenehu kopak je uzbop
CJIydajHOr Kibyda € 3a mudpoBame, Kao 6poja uzmehy 1 u ¢(n), y3ajamuo npocror
ca ¢(n). locrynak 3a HANAXKEWmE € CIMIaH je OHOM 33 HAJAaXKeme Opojera p u ¢:
TEeHEPUIITY Ce CIyIajHu OpojeBu ca 3ajaruM OpojeM rmudapa u 3a bHUX Ce IPOBEpaBa,
Ja iU ¢y y3ajaMHO TpocTu ca ¢(n); nobujenu Opojesn ce omballyjy cBe JOK Ce He
naulje Ha HEKOT, KOju jecre y3ajamuo npoct ca ¢(n). 1 y oBom ciaydajy ce 3ua 1a ce
mocsie onpeheror 6poja mMOKyInaja ca BEJUKOM BEPOBATHONOM Mopa Hamhu Ha OpOj
y3ajaMuO mpocT ca ¢(n).

ITocnenmu Kopax je onpehuBame Kibyda 3a jemmndpoBame — Takpor Opoja d
3a KOjU BaxKU

ed=1 (mod (p—1)(¢—1)),

omuocuo ed — 1 = I(p — 1)(q — 1) 3a mekm nemm 6poj I. OBaj mpobiaem eKBUBATEH-
TaH je pemasamy awHeapre Imodantose jemmaumne ed — I(p — 1)(¢ — 1) = 1, ¥
K0joj cy menoznare d u l. OBa jegnavymna uMa pernee, jep je Hajpehu 3ajeHuIKN
JlesTiIIan ieHnx Koedunujenara e u (p—1)(¢— 1) jennax 1. Kao mrro cmo Bugenu y
one/pKy 8.3, 3a oBaj npobyem nocroju edukacan ajgropuram cioxernocru O(logn),
3acHOBaH Ha EykjimmoBoM ajropurmy.

Map (e,n) je jaBHm Kiby4, a 6poj d je Tajuw kibyd. Bpojesu p m ¢ Bume HECY
norpebuu u Tpeba ux obpucaru (Tpeba crupeduTy Ja ux caszua GUIo KO ceM BJIACHUKA
TAJHOT K/byda).
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Jla 6u ce mmdposaia mopyka m, Tpeda je momesuTH HA OJIOKOBE, TAKO 113 Ce
CBAKHM OJI BbUX MOYKE jeJ[HO3HAUYHO npejacTasuTu 6pojem uzmely 0 u n—1 (3a 6unapue
nozjarke Moxe ce uzabparu Hajseliu cremnen ABojke Mamwu 01 ). AKO Cy, Ha npuUMep,
p u q 6pojesn ox 100 gekamnux nmudapa, onga n uma 200 nmudapa, ma cBakum 60K m;
OTBOpEHOTr TeKcTa Tpeda 1a Oyie myxuue Hernro ucnox 200 mudapa. HIudpar he ce
cacrojatu of OJ0KOBa ¢; caudHe ay)uHe. [locTtynak mudposama je jeqHOCTaABAH:

¢; = mg modn.

HemmdpoBame Ha TPUjEMHOM KpPAjy BPIIH C€ HA CAUYAH HAYWH, CTEICHOBAIHEM
M3JI0KHUONEM d 10 MOIYJIY N, MITO MoKa3yje caeneha Teopema.

Teopema 9.1. [1od z2oprum ycrosuma je ¢¢ = m; (mod n).

Hokaz Teopeme muperTHO KopucTu QjrepoBy TeopeMy, OTHOCHO FheH CITEIH]jadl-
ou ciay4aj, PepMaoBy Teopemy.

Teopema 9.2 (Ojueposa reopema). Ako je m > 1 u 6poj a je ysajammno npocm
ca m, onda je
a®™ =1 (mod m).

JOKABATEJBCTBO. Heka cy r1,73,...,7s CBU PAa3JIUIATH TO3UTUBHE OPOjeBU
Mamu Of M, KOju cy y3ajamuHO mpoctu ca m. Ckyn ocraraka OpojeBa ar; 3a i =
1,2,...,s npu Jememy ca m jeaHak je cKymy {ri,r2,...,7rs}, jep Cy cBaka nBa
ocrarka ar; (mod m) u ar; (mod m) 3a ¢ # j — pa3nMUUTA: IBUXOBA PA3JIUKA
a(r; — rj) He MOXKe OUTH Ie/bHBA €3 M, jep je 4 y3ajMHO IPOCTO Ca M, 8 PA3JINKa
7;—T; 10 MOty je Marba on m. Onarne creau aa je [[[_; (ar;) = [[;_; ri (mod m).
CkpalinBameM OBe KOHIDYEHIHje IPOU3BOAOM | |;_; i, y3ajaMHO HPOCTHM Ca m,
nobuja ce TBplheme Teopeme. O

®epmaosa Teopema, (P. Fermat , 1601-1665.) cuenmjanuu caygaj Ojiaepose
Teopeme, nobmja ce Kaz je m jemnako mpocrtom 6pojy p. Tama je ¢(m) = p—1, ma je
aP~! =1 (mod p) 3a cBako a koje nHuje nepuBoO ca p. MHONKEHEM OBe KOHIDYCHIIU]je
ca a nobuja ce Kourpyernuja a? = a (mod p), Koja je TauHa 3a CBaKU LEIU OPO]
a (OHA je OUUIIETHO TAYHA U AKO je a Je/bUBO ca p). JIpyrum peduma, 3a npocT
6poj p u mpom3BOJBAH IeaU Opoj a, 6poj aP — a yBek je memus ca p. Ha cowgan
Haunn no6uja ce aa je a' TP~ — g nepuBo ca p 3a npoussosban upuposan 6poj l.
IIpena3zumo ua g0Ka3 reopeme 9.1.

JIOKABATEJIBLCTBO. 3amMeHoM ce m100mja

1+i(p—1)(gq—1
cd:mfd:miJr(p )(g—1)

K2 )

jep je ed—1 ymoxkax 6poja ¢(n) = (p—1)(¢—1). 36or nocnenune Ojnepose Teopeme
1+i(p—1)(q—1)

pasimKa m, —my; je Ie/bUBa, IPOCTUM OPOjeM p; aHAJIOTHO, OHA je Je/hbUBa,
u ca q. IIlpema Tome, OBa pasnuka je me/brBa MPOU3BOAOM PG = N, OJHOCHO
1+1(p—1)(g—1
= mi+ (pP=1a=1) — m; (mod n).
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[Ipernen enemenara cucrema RSA gar je y Tabenau 9. [Mocrymak dbopmuparma
KJbydeBa U mudpoBama wiycTpoBaleMo jeTHUM MPUMEpPOM.

IIpumep 9.1. Heka je p =47 u ¢ = 71; taga je n = pq = 3337. Excrionent 3a
nmdposame e Tpeba na Oymae ysajamuo npoct ca ¢(n) = (p—1)(¢g—1) =46 -70 =
3220. Hexa je e = 79. Jla 6u ce Ompeano MyATHILIMKATHBHE WHBEp3 d = 7971
(mod 3220), uajupe ce npumemyje Eykaumos anropuram Ha Opojese 3220 u 79:

3220 =40-79 +60
79 =1-60 +19
60 =3-19 43
19 =6-3 +1
3 =3-1.
Opnarie ce nobuja npezncrasa jequnuie (Hajseher 3ajexnnukor aesmona 3220 u 79)
y OOMUKY JrHEeapHe KOMOHMHAIIMje Ba MOCTAEIHa WIaHa HU3a ocTtaTaka 3220, 79,
60,19, 3: 1 = 19—6-3. YnanoBu HU3a OCTaTaKa Cy 300T MperieaHOCTH NoAeb/baHN.
Kopurmihemem ropmux jeHAKOCTH yHA33J1, 100HjaMO U3pa3 3a jequHUuIy y ODJIUKY
JMHEeapHe KOMOWHAIVje TPBa /IBa eJIeMEeHTa HU3a OCTATaKa, OMHOCHO OpojeBa e = 79
u(p—1)(¢g—1)=3220:
1 = 19-6-3=19-6-(60—3-19)
= —6-60+19-19=-6-60+19- (79 — 60)
= 19-79-25-60=19-79 —25- (3220 —40-79)
= 101979 — 25 - 3220

IIpema Tome, d = 1019. BpojeBu e u n mpeacTaB/bajy jaBHU KJbyd, a d je TajHU
kibyd. Bpojesu p u g ce onbaiyjy (6pumy). da 6u ce mudposana nopyka

m = 6882326879666683,

OHA Ce TPBO MOpa pasduTy Ha Marme OJOKOBE. ¥ OBOM CJIYUajy TMOPYKa Ce MOXKE
IOMeUTH Ha Tpormdpere 6g0KoBe mi = 688, mo = 232, mg = 687, my = 966,
ms = 668 u mg = 3. IlludpoBamem mpBor 610K K00Hja ce

6887 mod 3337 = 1570 = ¢y.

JaBuu Kiby4 7 IPOM3BOJ ABA HpocTa 6poja p u ¢ (4yBajy ce y TajHOCTH)
e y3sajamuo mpoct ca (p — 1)(g — 1)

Tajun xkmyu d_e”! (mod (p—1)(¢—1))

Mudposawe ¢ =m® (mod n)

Jemmdposame m = c¢? (mod n)

Tasnauna 9. Enementn cucrema RSA.
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Hacrapmpajyhu Ha uctu Haunn mobuja ce mmdpoBaHa MOPYKa
¢ = 1570 2756 2714 2276 2423 0158.
JemmndpoBarme ce OCTHKE cTeneHoBameM KbydeM d = 1019. Takie,
1570 (mod 3337) = 688 = m;.

Ocrarak nopyke germmudpyje ce Ha UCTH HATHH.

Jacno je gma ce mopyka moxke mudpoBaTH e€KCHOHeHTOM d, a JjemudpoBaru
EKCTIOHEHTOM e, jep je yJIoTa eKCTIOHEHATa, CHMETPUITHA.

Curypuoct cucrema RSA 3asucu o reskune npobema hakTOpU3aIje BeTIK-
ux 6pojesa. Crporo rosopehn OBO Huje TAvHO; PAJU Ce O XHUIIOTE3W, KOja HUKAJ]
HHUje JTOKa3aHa, /13 je u3padyHaBame M, HA OCHOBY C U € €KBUBAJEHTHO ca (aKTO-
puzarnmjom 6poja n. Iloctoju MmoryhuocT ga ce mporahe OUTHO APYTAYHjH TTOCTYIIAK
kpunroanaande RSA. MeljyTum, ako TakaB moCTynak KpunToaHaanse omoryhyje
onpeljuBame d, oHIA ce MOXKe UCKOPUCTHTH 33 (aKTOpU3aryjy. Y CBAKOM CIydajy,
HajupupoaHuju HayuH Hanaga Ha RSA je dakropusammja mMomayna n (Bumeru 3a-
narak 9.6). TpenyrHo ce mory pacrasibaru Ha duHUOLEe GpojeBu o oko 120 meka-
nux mudapa. Ako ce n uzabepe rtako ma uma 1024 Gura (308 mudapa), moxke ce
CMaTPaTHU 13 OBAKAB HAIIA/ IPAKTUIHO HUje M3BO/bUE. RSA nma jenan npakruyan
HejocTaTak: Hajopxke peanusanuje RSA ¢y ox 100 mo 1000 myTa criopuje ox DES-a.
36or rora ce obuuno RSA kopuctu caMo 3a pasMeny kipyuena 3a DES (wnu neku
JApyru GJIOKOBCKH CHCTEM), a OHJIa Ce 33 CBa ocTaJja mudposama kopuctu DES.

9.6. Pe3ume

Kpunrorpadmuja je obmact y K0joj epuKaCHN aITOPUTMHA UMAjy 3HAYAJHY IPH-
MeHy. Pasmorpenu cy npuMepu HEKHMX KJACHMYHMX cucrema. Kao npejcraBHUALU
caBpeMeHux Kpunrorpadcekux cucrema npukazanu cy DES u RSA| jenan cumer-
PUYHU U jeaH aCHMETPUYHM CHCTEM.

3amannu

9.1. Cnenehu Texct nobujen je mudpopamwem 1lezapoBoM mudpoM ca HEIO3HATHM IIOMAKOM
(abenena je ucra xao y omessky 9.3):

EJCDVTCDZNKVDZDUTSDPTSUJA

Kako ryiacu 0TBOpeHHu TeKCT?

9.2. Ha pacnonaramy je jeman nap (P,C = DESk(P)), upu 1emy ce o kmpyay K 3ua ga ce
cactoju ox ASCII 3HaKoBa W3 ckymna {A, B, ..., Z }. Ilox mpeTnocTaBKOM 114 e jeTHO
mudpoBame agropurmom DES moxke m3pmuTu 3a 1ms, ogrocuo 1us, kommko tpaje oapeljuBame
kibyda K mposepom cBux moryhux ciaydajesa?

9.3. Heka T osHadapa Heranujy 6J10Ka x, 6uT o 6ur. Jokazaru ma us DESk (P) = C ciuenn
DESg(P) = C.

9.4. Ocoba A xopuctu 3a mudpoBame CBOJUX HOPyKa gBOCTpyku anropuram DES: C =
DESk,(DESk, (P)), rae ¢y P, C 64-6urhu 60KoBH mopyke u mudpara, a K1 u Kz cy nsa
He3aBucHa H6-OuTHa KJbyda. Koncrpyucaru anropuram 3a oxpehusame K1 u Ko nonazehu ox 10
naposa (P;, C;) raksux na je C; = DESk, (DESk, (P;)). Ha pacnosiarasmy je MEMODH]ja BEJIHIHHE
264 Gajrosa, a 6poj mudposama aaropurmom DES Tpeba ma 6yme mamu ox 261,
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9.5. Ogpenuru cee cnabe xkibyaese anropurma DES (kipydese 3a koje cBu menoBm kibyda K
UMajy UCTe BPEHOCTH).

9.6. Ilokaszaru na ce, mosnaszehin ox jaBHOr Kiby4a (n,e) m rajuor ksmyda d 3a RSA, moxe
nohu no daxkropusanuje 6poja n = pq.

9.7. Kopucuuk A cucrema RSA ca mapamerpuma n = pq, e u d OJJIy4n J1a TPOMEHU KJbyJIeBe
en d (amm HE m n = pq), jep Cymmba Ia je HEKO ca3HAo kibyd d. Moxe sm ocoba B, smajyln
nperxonuu nap (d,e), na aura Hapeane mopyke 3a A? Kako?

9.8. Tlokasaru ga ce ymecrto ¢(n) y cucremy RSA mozke kopucrutm T3B. Kapmajriosa
dyrxmja x(n) =NZS(p— 1,9 — 1).

9.9. V mpumepy RSA mudpoBama 9.1 mocToju moreHnujagsnm npobaeM: mocae mu 610K je
npu mudpoBaby UHTEPIPETHPAH Kao 0POj 3, UCTO Kao ¥ 13 je mocienmu 6ok 6mo Hmp. 003.
CaMuM TUM, HHje CUTYDPHO na he ce memudpoBameM JOOUTH OpUTHHAIHA MOPYyKa. Kako ce Moxke
pemuty oBaj mpobaem?



P ce cBogn Ha Q

I'nasa 10
Penykuuje

10.1. ¥YBogz

Banouehemo oBO norIaBbe jegHoM axergoroMm. Maremarudapy je objarnrbeHo
KAaKO MOKe Ja CKyBa 4aj: Tpeda 13 y3Me UYajHWK, HAITYHW T'a BOJAOM W3 CJIABUHE,
CTaBUM YaJHUK HA IMTeIaK, CadeKa J1a BOJA IIPOBPH, W HA KPajy CTABH 4aj y BOLY.
A oHna cy ra muTas M KaKO MOXKE Jla CKyBa 9aj ako UMa YajHUK, MYH BpeJe BOIe?!
JennocrasHo, Kaxke oH; mpocyhe BOIy u Tako cBecTu mpobiem Ha Beh pereH.

Y oBowm morsiasspy 1103abaBuhemMo ce uiejoM penyKIirje, OAHOCHO CBODEma jeTHOT
npobema Ha npyru. llokasaliemo ga peaykiuje, Mako MOHEKA HEPAITMOHAJHE,
Mory 6utu u BpJio Kopuche. Ha npumep, ako ybamure y canmayde momre Ha HoBom
Beorpajay nucMmo 3a 4oBeka KOju CTaHyje OJMax IOpeJ Te IomiTe, nucMo he, 6e3
ob3upa Ha Onmsuny oapeammTa, npehm myr mo I'masme momre y Beorpamy, ma
mazan mo momre Ha HoBoMm Beorpany, m Ttek omma he ra momrap ogHeTw Balmem
TMO3HAHWKY. UecTn cy cayvajeBu KaJl HUje JIAKO MPETNo3HATH CHeIHjaJHu CIyydaj 1
3a ’hera CKpOojuTHu e(pUKACHU]e CIENjaJHO PEIene. Y MPAKCH je 9ecTO ehuKacHuje
CBe CIIeIUjajIHe CJyvajeBe TPeTUpaTH Ha UCTU HaumH. Ha TakBy cuTyarmjy 1ecTo ce
HaWIA3" U IIPU KOHCTPYKIIKju anropurama. Kaa manhemo Ha mpobiieM Koju ce MOXKe
CXBATUTH KAO CITEIMjAJTHU CJIy4aj APYror npobieMa, KOPUCTUMO ITO3HATO PEIerhe.
To permeme onexka ] MOke OUTH IPEBUIIE OIIITE WK IPEBUIe CKymno. MehyTum, y
MHOTHM CJIy4Yaj€BUMa j€ KOPUIITNEme OMIIITEr PEIemha HAJIaKIM, HAajOPKU U Haje-
JIETAHTHWjU HAYWH 112 ce mpobsem perm. OBaj TPUHITUI & Y€CTO KOPUCTH. 33 HEKe
padyHapcke mpobjieMe, HA MPUMEDP P Ca HEKOM 0a30M MOmaTaka, ODWYHO HUje
HEOIXOTHO HAMUCATH [TPOrpaM KOjU permaBa camo Taj mpobaem. OmimnTe peremne He
Mopa 6uTy HajepUKACHHj€, aJIu je MHOTO jeITHOCTABHUjE HCKOPUCTUTHU YIIPABO IHEra.

[Ipernocrasumo ga je mat npobsem P, Koju n3riena KOMILIHKOBAHO, AU JIAYH
Ha 1nosHaTu npobiem Q. Moxke ce He3aBuCHO (0 IOYETKA) pemiaBaTu npobjieMm
P, vin ce MOXKe MCKOPUCTUTH HEKU OJ METOJa 33 peniaBambe () M TPUMEHUTH T4
ma P. Ilocroju, mehytum, u Tpeha moryhmoct. Moxke ce mokymarm ca Hagdazke-
eM pemyKIuje, 0JHOCHO cBOljema jenHor npobiema Ha apyru. Hedopmanso, pe-
JYKIHja je pernapame jeaHor mpobmeMa kopuinhemem ”1pHe KyTHje” KOja pelraBa
apyru mpobsiem. Penykimjom ce Moxke mocTuhiu jeJaH On Ba IUJbA, 3ABUCHO O
cMmepa. Permeme P, koje KOpHCTH NpHY KYTH]Y 38 peliaBame (), MO¥Ke ce TpaHC-
dopmucaTn y aaropuram 3a pelnaBame P, ako ce 3Ha aIropuTaMm 3a penaBame (.
C apyre crpane, ako ce 3a P 3Ha ma je Texkak mpobieM, W 3Ha ce J0a TPAHU-
18, CJIO?KEHOCTH 33 AJMTOPUTME KOju pemaBajy P, oHaa je TO HCTOBPEMEHO W 0ba

Mpobnem P je cneuujanHu cnyyaj npobnemg,Q
cneumjanHun

[orsa rpaHmLa CroXXeHOCTH 3a @R+ Npobnem
He Moxe fa byae Mara ol OHE rPaHumLEe CIIOXEHOCTU 3@ ONLWTH Npobrem
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IPaHUIE, CJIOYKEHOCTH 33 Tpobem (). Y MpBOM CJIy4ajy je peiyKiyja uckopuiihena,
3a nobujame uudopmanuje o P, a y apyrom — o Q.

Ha npumep, y onemky 10.4.2 pazmarpajy ce mpobieMu MHOXKEHa W KBaIPU-
pama marpuria. JacHo je ma ce KBaJpHUpPame MOXKEe W3BECTH MPUMEHOM AJTOPUTMA,
33 MHOXKEHE; IIPEMa TOME, KBAJIPUPAE MATPHUIE MOXKE Ce CBECTU HA MHOXKEHE
Marpuiia. ¥ omebky 10.4.2 ce mokasyje ma je morylie mOMHOXWUTH JBe MaTpuUIle
MPUMEHOM AJTOPUTMA 33 KBAJAPUPAHE; IPYTUM PEINMAa, MHOXKEHE MATPUITA CBOIU
ce Ha kBajpupame. CBpxa oBe npyre peayKimje je u3Bohjeme JoKa3a Ja ce KBaJIpu-
pame MATPHUIE HE MOXKE U3BECTH aCUMITOTCKH OpIKe O M3padyHaBamba IMIPOU3BOIA
JiBe IIpou3BOJbHE Marpule (110[] yCJI0BUMA KOjU Cy pasMorpenu y oiebky 10.4.2).

Y oBoM TOT/IaB/BY BuaeheMO HEKOJIWKO PUMepa peayKiyja. Hamaxkeme pemyk-
1uje jeaHor npobseMa Ha APYTH MOXKe DUTH KOPUCHO YaK U aKO HE [1aje HOBY JIOmY
WJIK TOPESY TPAHUILY CJI0XKeHOCcTH pobiema. Penykiuja omoryhyje 60/be pa3ymeBan-
je oba mpobsrema. OHa ce MOXKe HCKOPUCTUTH 33 HAJAYKEHhe HOBUX TEXHUKA 33 HAITA]
Ha mpobieM uiu merose BapujanTe. Ha mpumep, peayKimja ce MOXKe HCKOPUCTUTH
34 KOHCTPYKIH]Y HAPAJIETHOD aJIPOPUTMA 34 PeliaBambe 1npodiema.

Jenan on edukacHux HauWHA 32 YHoTpedy peayKIiuja je nedUHUCARmE BPJIO
ommrer mpobeMa, Ha KOTa, ce MOTY CBECTH MHOTH apyru mpobievu. Takas mpobaem
Tpeba ga Oyae JOBOJBHO OIIIITH, 12 MOKPHje MHPOKY KIACY MpodaeMa, J0K ca ApyTe
crpane Tpeba ma Oyme MTOBOJBHO jeTHOCTABAH, /13 Ou nMao eduxacHo pememe. Jlu-
HEAPHO IPOrpaMupame, jedan o TakBux npobsema, pazmorpuhemo y oxessky 10.3.

W1 panuje cmo Beh cpertasnn ca NpuMepuMa peayKIuja — Ha, TPUMED, PeIyKIIN]y
npobiieMa HaJAZKemha, TPAH3UTUBHOT 3aTBOPEHa, HA Mpob/ieM HAIaskKemha CBUX Haj-
kpahux myresa (omemak 6.8). Peaykiuje ¢y Z0BO/BHO BaXKHE Ja 3aCAYIKY]Y 8 UM
ce noceeru nocebHO Tornassbe. OHe cy mope Tora OCHOBa U 3a Marepujai ciaegeher
MOTJIABIbA.

10.2. ITpumepu peaykmnuja

Y oBoM 0/ie/bKY pazMoTpuheMo HEKOJIWKO MpuMepa yrnorpebe peayKinja Kao
METO/1a 38 KOHCTPYKIHjY eUKACHUX aJropuTaMa.

10.2.1. IIukamuko ymnopehmBame crpurroBa. [lounmemo ca jeaHOCTAB-
HOM BapHjaHTOM IpobyieMa IIPOHAIAXKeHha Y30PKa Y TeKCTY.

IIpo6aem. Hekacy A = agay ...a,_1u B=bgb; ...b,_1 ABa CTpUHTa Oy KUAHE
n. YCTAaHOBUTHU J3 JIU je CTPUHI B HMKJIMYKK 1oMepaj crpuHra A.

IIpobuiem je ycranosuru g ju nocroju ubgexc k, 0 < k < n — 1, rakas ja
je @i = b(itiymodn 32 cBe i, 0 < i < n — 1. Oznaunmo opaj npobaem ca LIYVC, a
OCHOBHU TIpOOJIeM Tpaxkema y3opka y Tekcry ca TYT (onemak 5.6). [Tpobaem ITYC
MOXKe Ce PermTH, Ha mpuMmep, ndmenom ajropurma KMP, onucanor y omemky 5.6.
[Tocroju 60spu Hauwn 13 ce Aohe no pemema. Uneja je dopmymucaru LIYC kao per-
yrapuu npumep yaasa 3a npobiem TYT. JIpyrum pednma, TpakuMO HEKHA MeKcm
T un y3opax P, Tako ma je mpoHanazkeme P y T eKBUBaJIGHTHO yTBphUBamy ma je
B mukauuku nomepaj A. Ako mam To mohe 3a pykom, oHma ce permeme TYT ca
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crpunroumMa T u P moxke uckopucturu 3a pemasame [[YC ca crpunrosuma A u
B. Kan ce npobsieM pa3MOTpu Ha 0Baj HAYWH, JIAKO je BUIETH periemne: 3a 1 Tpeda
yseru AA (ogaocHo crpunr A HazoBe3an Ha camor cebe). JacHo je na je B uukimd-
ku nomepaj A ako u camo ako je B nogcrpunr crpunra AA. ITomro npobaem TYT
YMEMO JIa PEIInMO 33 JIMHEAPHO BpeMe, JOIUIA CMO JI0 AJITOPUTMA, 34 PElIaBAbe
IIYC nuHeapHe CJIOKEHOCTH.

10.2.2. Peaykrmuje ca ynopehuBamem auzoBa. Pazmorpumo npobsem ymo-
peljuBama Hu3OBa U3 OJesbKA 5.7: TaTH Cy HU30BU 3HAKOBA A = ajas...a,, B =
b1bs ...b,, cy ABa HHM3a 3HAKOBA, a 33aTaK je HpoMeHuTH A 3HaK 10 3HAK, U TAKO
ra yauHuTH jennakuMm au3y B. Jlo3BosbeHe Cy TpPH €IHT OIEpAaIdje — YMEmare,
bpucarve U 3amena 3HaKa. 3HA]y ce IeHe CBaKe Omepalnje, a Mujb je MUHAMU3AIH]a
IeHe eINTOBaa. Perreme 1aTo y 01esbKy 5.7 3aCHUBA Ce Ha TIOMyhaBamy Tabese au-
MeH3Uja N X M, ¥ KOjOj CBaKH eJeMeHaT OAT0BAPa NaAPUUJaAHOM eTUTOBAY: eJeMe-
HAT Tabesie y MpPeceKy i-Te BPCTE U j-Te KOJIOHE je HajMamha IeHa TPAHCHOPMUCADHA
npBux i 3HakoBa A y j npBux 3HakoBa B. Ilusb ce mocTuxke u3padyHaBameM ell-
eMEeHTa y JIOmeM JecHOM yriay Tabene. Bumenanm cMo ma ce CBaKM eleMEHAT MOZKE
M3PAYyHATH HA OCHOBY CAMO TPH ~IPETXO[HA  €eMEHTA, IITO OArOBapa TPHUMAa,
Moryhinm BapujanTaMa 3a MOCIEIBY €IUT OIEepPAIln]y.

Wcrn mpobiiem MOKe ce TOCMATPATH Ha, APYTY HAYKH aKO TabeIu TPUIPYKIMO
yemepenn rpad. Caku enemenar tabese oaroapa 4Bopy rpada, OJHOCHO MapIin-
jamrom emmroBamy. I'pana (v,w) y rpady mocTojm ako ce emuTOBaRE KOje OIro-
Bapa IBOPYy W A00Hja IOJABAIEM jE/IHE €IUT ONEpaIlnje eIuTOBambY KOje 0JTr0Bapa
uBopy v. I[Ipumep Takeor rpada gar je Ha caumu 1, tiae je A = caa u B = aba.
Xopu3oHTA/IHE TpaHe OJrOBapajy yMeTamuMa, BEPTUKAJIHE OPUCAHUMA, & JIHjaro-
HAJTHE 3aMeHAMa 3HAKOBA. Tako, Ha MPUMEp, IyT MCTAKHYT HA CAUIM 1 oarosapa
Opucaiby ¢, 3aMEHH @ Ca @, yMeramy b u jour jemHoj 3aMenu a ca a. Y OCHOBHO]
BapujanTu npobeMa IeHe rpaHa Cy 1, W3y3eB AMjarOHAJHUX IPAaHa KO KOjHX Ce
3aMeHa BPINK HEpOMEmeHNM 3HakoM, uuja je mena 0. IIpobmem ce na Taj HauuH
TpancdopMuIne y 00udaH mpodsieM HaJaXKermha CBUX PACTOjarha 0] 3aJaT0l 9BOpa y
rpady. CBakoj rpaHu J01€/bEHA je TeXKUHA, U MU TPAKMMO Hajkpahn myT on uBopa
(0,0) mo uBopa (n,m). Jakme, mpobiemM HATAXKEHa €IUT PACTOjarba CBEIEH je Ha
mpobieM HaJIaKemha, CBUX PACTOjamba Ol 3aJaTor YBopa y rpady.

Haurazkeme cBuxX pacrojama 0J1 33aTOr YBOPa Y OIIITEM CAydajy HHUje JIAKIIEe
OJT TMPEKTHOT pemaBama mpodbaema. OBa penyKimja unak Huje OeckopucHa. Pa3mo-
TPUMO, HA IPUMeD, cyienehy Bapujanty npobsema yropelupama ausosa. Llene equr
omeparnmja He MOPajy A3 3aBHCH CaMO O MOjeIMHAYHNX 3HakoBa. IleHa ymerama
0JI0Ka 3HAKOBA YHYTap APYror HU3a MOXKe DUTH Pa3JInduTa O YMETamha UCTOT Opo-
ja 3HAKOBA jeJIHOT IO jeTHOT, Ha Pa3anduTuM MectruMma. Mcro moxe ma Oyme ciay4aj
n ca Opucamuma. JpyruMm pednMa, yMecTo Ja IeHe J0/e/byjeMO TOojeIuHaATHIM
yMeTamhuMa, DPUCAKBUIMA U 3aMEHAMA, IIeHe Ce MOTY JIOIeUTH OJIOKOBUMA yMETAH-
ja, bpucama 1 3aMeHa, HE3aBUCHO OJ1 bUXOBe BesmunHe. Mam npyrauuje, ymeramwy
610K of k 3HAKOBa MOXKE Ce JOMEJIUTH IIeHa ¢1 + cok, Tae je ¢ ”modeTHa meHa”, a
Co TIEHA 3a cBakM HapeaHu 3Hak. [locroju MHOTO Apyrux kopucaux mMerpuka. One ce
MHOTO JIaKITie Moenpajy xkopurhemem dopmymannje y Bumy mpobiaema Hajkpahnx
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) a b a

Puc. 1. T'pad xoju oarosapa nuzosuma A = caa u B = aba.

IyTeBa, HEro mpuiarojaBameM Iomaas3Hor mpobaema. Mcero Tako, MOry ce J0JaTH
HOBE I'paHe Ca MOJArOAHO H3a0pPaAHUM IIeHAMA, HE Memajyhu CymTuay mpodaema.

10.2.3. Hasakeme TpoyriaoBa y HeycmepeHom rpady. [locroju techa
Besa uzMehy rpadosa u marpuna. Fpad G = (V, E) ca n aBopoBa v1, va, ... Un,
MOZKE Ce IPEJICTABUTH CBOjOM MATPHUIIOM MOBE3aHOCTH — KBAPATHOM MATPHUIIOM
A = (ai;) pena n, Taksom na je a;; = 1 ako (v;,v;) € E, onpocHo a;; = 0y ocTamum
cay4dajesuma. Ako je G Heycmepenu rpad, marpuna A je cmMerpuuHa. AKo je
G texuncku rpad, OHIA ce Takolje MOKe TPEICTABUTH KBAJPATHOM MATPUIIOM
A = (ai;) pefa n, IpU UMy je eJIeMEHAT a;; jeAHAK TeXXWHU rpane (v;, v;), OZHOCHO
0, ako Te rpane Hema y rpady. [locroje u Apyru HAYUHY J1a Ce MATPULLA, TPUAPY KU
rpady. Tako ce rpady G = (V, E) ca n 9BopoBa m m TpaHa MOMKE MPHIPYKUTH
n X m MaTrpuna y Kojoj je (i,7) ememeHar jemHak 1 ako W caMO aKo je 4-TH YBOP
CyCeJlaH Ca j-TOM TDaHOM.

Bese rpadoBa u marpuiia He 33/pXkKaBajy ce CaMo Ha penpeseHTanuju. Muore
ocobunue rpadosa Mory ce 60/be pa3yMeTu aHaAIM30M oaroBapajyhux marpumna. Cand-
HO, MHOT'€ OCOOMHE MaTPHIA OTKPHUBAjy Ce IoCMaTpameM oaroapajyhux rpadosa.
Huje m3nenalyjyhe ma ce MHOrM aJropuTaMcKu mpobaeMy MOTY PEIATH KOpHUIhe-
meM oBe aHasioruje. To hemo miaycTpoBaTu jeHUM IPUMEPOM.

IIpo6aem. Heka je G = (V, E) neycmepenu nosesanu rpad ca n 4BopoBa u m
rpana. Ilorpe6Ho je ycranoButn na s y G mOCTOju TPOYTao, OJHOCHO TAKBA TPH
4BOpa 13 n3Melly CBaKa ABa O BUX IOCTOJU IPAHA.

JIMpeKTHO permemne 00yXBATA TTPOBEPY CBUX TPOWIAHHX IOACKYTOBA CKYIIA 9BO-
posa. Hoxckynosa uma () = n(n—1)(n—2)/6, a mOmWTO ce CBaKH O IHUX MOIKE IIPO-
BEPUTH 32 KOHCTAHTHO BPeMe, BPEMEeHCKa, CIIOYKeHOCT oBakBor amroputma je O(n?).
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Mozke ce KOHCTpyncaTn u ajropuraM ciaoxkenoctn O(mn) (3acHoBaH Ha MpOBEpH
CBUX NapoBa (grana, ¢vor) — ma Ji Ipajie TPoyrao), Koju je 6o/pu ako rpad Huje
rycr. Moxke nu ce oBo gasbe nobospmaru? IIpukazahemo caga aaropuram Koju je
ACHMIITOTCKY Op2KU, U CyIITHHCKH je apyraduju. CBpxa mpuMepa je Ja Wiycrpyje
Be3y u3Mehy rpadOoBCKUX U MATPUIHUX AJITOPUTAMA.

Heka je A wmarpuna mosesanoctu rpada G. Tlomro je rpad G Heycmepew,
marpuna A je cumerpuuna. Pazmorpumo Be3y enemenara Marpune B = A% =
AA (upomsson je obuuan npoumssos marpunia) u rpada G. Ipema medunuumjn
MIPOU3BOJIA MATPHUIIA je

k=1

U3 oBe jemnakoctu caenu 1a je yciaos Bli, j] > 0 ucnymen akko mocToju uagexc k,
Takap na cy oba enementa Afi, k] u Alk, j| jeqmamne. pyrum peawma, Bli, j] > 0
jé UCIYIEeHO aKo W CaMO aKO TOCTOjU YBOp Uk, Takaw Ja je k # i, k # j u na cy
o6a 9BOpa v; M Uj MOBE3aHA €A Uy, (MIPETIOCTaBbaMO Aa rpad HEMA TETIbH, OTHOCHO
Ali,i] =03ai=1,2,...,n). [Ipema Tome, y rpady mocroju Tpoyrao Koju caapKu
TeMeHa v; U Uj aKKO je v; 0Be3aH ca v; u B[, j| > 0. Konauno, y G mocroju Tpoyrao
AKKO TI0CTOj€ TaKBU MHIEKCH i, § 1a je Ali,j] =1 u B[i,j] > 0.

Hasenena anammusa cyrepuine ajgropuraM. Tpeba uspauynaru marpuiy B = A2
W TPOBEpPUTH HCIymerocT yciaosa Ali,j] = 1, Bli,j] > 0 3a cBux n? maposa
(i, 7). Cnoxenocr mposepe osor yciosa je O(n?), na npeosnaljyjyhu geo Bpemencke
CJIOKEHOCTH aJATOPATMa TIOTHYE O, MHOYKEHa MaTpuna. Trme je mpobiem HatarkeH-
ja rpoyria y rpady CBeleH Ha MpoG/IeM MHOKEHa MATPUIE, (MPEIU3HMje, KBaJIpu-
parma MaTpulle, aju Kao mro iemo Bugern y omnesbky 10.4.2; Ta npa npobsema cy ex-
BUBAJICHTHA). 34 MHOKEHE MATPUTA MO¥XKe ce nckopucturu LITpaceHos aaroparam
1 Tako JOGHTH aJrOpHTaM 3a Halaykeme Tpoyria y rpady craoxkeroctn O(n?81).
IIpenusuuje, onncana peayKImja MOKa3yje /1a je CI0KEHOCT OBOr rpadOBCKOT Ipob-
sema O(M(n)), vae je M(n) crnoxkenoct MHOXKEHa By/noBrux Marpuna pema n.

10.3. Penykruje Ha npobjieM JUHEAPHOT IMporpaMupama

[Iperxonum ofe/bak CAAPKY IPUMEpPe PeAyKInja udMehy aaropuramMa y pasiu-
anTuM obmactuma. Ilokymamam cMo ga TpancdopmuiieMo jeman mpobieM y ApyrH,
J1a 6MCMO MOTJIN 13 HCKOPHCTUMO TIO3HATH AJICOPUTAM. ¥ OBOM OIe/bKy hemMo Tako-
je pa3marparu peaykIigje, aju €a APYradujuM HPUCTYIIOM. ¥ MECTO [1a TPAKUMO
KAHIUIATa 32 PEAYKIM]Y CBAKW MyT KaJ HanlemMo Ha HOBU TPOOIeM, Pa3MaTpaMo
” cynmep—tipobsieme” , Ha, KOje ce MOTY CBECTHM MHOTH Apyrd mnpobsjemu. JemaH takas
cynep—1pobiieM (MOXKIa HAJBAXKHUjU) je JIMHEAPHO MPOrPaMUPAbE.

10.3.1. ¥YBox u geduanmuje. Caapxaj MHOTHX TpobOIEMa jé MAKCAMW3U-
pame WM MUHUMU3Hpame Heke (DYyHKIMje, KOja 3370BOJhaBa 3amare yciose. Ha
MpUMep, KOJI TPAHCIOPTHOT TPOHIeMa b je MAKCUMUBUPAhe QYKIFje TOKa, O
YCIIOBOM JIa Cy 33/I0BOJbEHU YCIOBU KAIAIMTETA TPAHA M KOH3EpBallfje ToKa. Jlune-
apHO MPOrpaMupaibe je ommra hOPMyIaIrja TAKBAX IpobiaeMa, Kaa ¢y (PyHKITHja
u orpamwdera juHeapuu. Hexa je X = (21,%9,...,2,)7 BekTOp npomenmueuz.
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250 10. PEAYKIUJE

Inmsaa dyuknuja je mureapra GyHKIN]a TPOMEH/BUBAX — KOMITOHEHTH BEKTODA
X:

(10.1) c(x) = Zcixi,
=

rje cy ¢; koHcrante. lusb jiuHeapHor nporpaMuparna je nponaliu BpeJHoOCT X Koja
3a/10BOJbABA 33/1aTa OrpaHnyena (Koja fie OUTH HABENEHA) U MAKCUMUSUPE TTAIEHY
dyukiyjy. Kacuuje hemo BujgeTn na je J1ako 3aMEHUTH MHHUMU3HDPAHE ITUIBHE
dyHkIHje weHuM MakcumusupameM. [Iperxonno HaBoauMo oty 0bJIMK 33/1aTKa
JINHEAPHOr IIPOIPaMUPakha Ca TPU TUIA OTPAHWYERHA, [IPH YeMy Ce y KOHKDETHUM
npobeMuMa He MOPajy II0jaB/BUBATH CBA TPU THIIA Orpanmdersa. Ilokaszahemo ma
ce ommmTH MpobIeM MoXKe CBeCTH Ha MpobJieM ca caMo JIBa THUTTA OTPAHNUIEHaA.

Heka cy aj,as,...,a; peajHu BEeKTOPHU BDPCTE je[THAKE JAYKUHE N, W HEKA CY
b1,bs, ..., b, peanau GpojeBu. HejemHakocHa orpaHWYEma Cy OrpaHuvena 00-
JIMKA
(10.2) a;-x<b, 1<j<k,

IIpHU "eMy cy cBu cuMbosu cem X KoHcranTe. CaudHa Cy jeJJHAKOCHA OrPaHNY€eha
(103) ej~x:dj, 1§j§m7

LpYU 4eMy Cy €1,€s,...,€, TaKohe BEKTOpU BpCTe jyKuHe N, a di,da,...,dn, Cy
peasnau 6pojeBu.

Obuuno ce 101ajy u M0ceOHA HEHEraTUBHA OTPAHMYEHA (HAKO Ce OHA MOTY
CXBATUTHU KAO CHENUJATHU CIy9aj IPETXOIHUX OrPAHUYCHA)

10.4 x; >0 3acsej€ P,
J

rae je P zamatu nmonckyn ckyna {1,2,...,n}.

[Ipobsiem siuHEAPHOT MPOTPaMUpaa MOXKe ce (popmyaucaru Ha ciaenehin nauwnn:
makcuMusuparu byukimjy c(x) (10.1), npu yemy tpeba na Gyay 3a/10BOJbEHA HE-
jemmaxocua (10.2), jemmakocua (10.3) n Henerarmpra orpaxmdema (10.4). Pasywme
ce Jla KOHKPeTHU IPOOJIeMHU HE MOPajy Jla CaJprKe OrPAHUYEHhA CBUX TUIIOBA.

3a oBako jedunucan mpobiaeM y OIMIITeM Caydajy MOCTOjU BUIIE eKBUBAJIEHT-
HUX dopmynanuja. Ha mpumep, jenHakocHa orpaHHYermna THIIA €, - X = d; MOTy ce
eKBUBAJICHTHO 3aMEHUTH Ca, /IB3 HEjeIHAKOCHA orpanuyena e;-X < d; u e;-x > d;.
CavdHo, HEjeTHAKOCHO OTPAHUYEHE a; - X < b; MOXKe ce 3aMEeHUTH Ca JIBa €KBHUBa-
JIEHTHA, &; - X+ y; = b; u y; > 0, upu yemy je y; HOBa IIPOMEH/bUBA. ¥ 00a Ciydaja
3aMEHa, jeTHOT CKyIa OrpaHuderma APYTuM MOoXKe 1a noeelia 6poj orpannverna.

Ha oBom mecty nmeliemo ce GaBuTu aaropuTMOM 3a pellaBame mMpodsieMa, Jiu-
HEAPHOTr Imporpamupama. Hamomennmo camo ga cy mocrojefin ajaropurMu T0BOJHHO
edUKACHA y TIPAKCH, U I3 CBODEme HEKOr MpobieMa Ha JUHEAPHO IPOrPAMHUPAIHE
HHje caMO yBe:kOame peayKIinja, Hero Moxke ga Oyae m mobap HAYUWH Ha Ce Taj
mpobJIeM per.
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10.3.2. Ilpumepu peayKruje Ha JJUHEAPHO HPOrpaMHUpamme. Y MPAKCH
cy mpobJyieMu PeTKO JUPEKTHO 33/aTH Kao HpobJeMu JIMHeapHOI MPOrpaMupara.
O6u4HO je HEOXOIHO yBecTH ofropapajyhe nedunumje 1a 6u ce mpodbaemM yKIOMHIo
y oBy dopmysnanujy.

10.3.2.1. Tpancnopmuu npobaem. Osaj npobiem pazmarpat je y onesbky 6.10.

Hexka mpoMenspuBe 21, Za,. .., T, TPEJICTARHA]Y BPETHOCTH TOKA 3a CBUX N TPAHA
€1, €2, ..., ey, llubHa DYHKIMja je BPEIHOCT YKYITHOT TOKA
c(x) = =,
jes

rie je S CKyI rpaHa Koje m3Jjase u3 u3Bopa S. HejemHakocHa orpaHumdera OIro-
BApPAajy OrpaHUYEHNMA KATAIUTETA

z; <¢, 1<i<mn,

TJie je ¢; KamannTer rpane e;. JeaHaKocHa OrpaHuYerha 0/Ir0BaPajy YCI0BUMA OIpKaH-
ja Toka

Z x; = Z xj, 3acseveV\ st}

e; U3JIa31 U3 U ej ynasuy v

Ha xpajy, cBe mpomenmuBe Tpeba 13 33/0BO/bE HEHETATUBHA, OrpaHuYema T; > 0
3a i € {1,2,...,n}. Bpegaoctn X KOje MakCUMU3Npajy muibHY (hYHKIH]Yy y3 OBa
OrpaHUYErha OTOBAPAjy OYHUIJIEIHO ONTUMAIHOM TOKY.

10.3.2.2. IIpobaem cmamuuroz yemepasara. Heka je G = (V) E) rpad koju
MPEICTAB/hA KOMYHUKAITMOHY Mpexy. [IpermocraBumo na ceaku 4Bop v; € V Moxke
y jeIMHUIM BpEMeHa, 13 IPUMHU caMo B; opyka (360r jeIHOCTaBHOCTH IIPETIIOCTABII-
ja ce cBe mopyke umajy ucry ayxkuny). IIpernocraBuMo na HeMa OrpaHUYerha Ha
Opoj mopyKa Koje ce MOry IIpeHeTH OWJIO KOjOM I'DAHOM, W Ja CBAKH IBOP MOKE
Jla, 9yBa HEOTPAHWYEHY 3aJIMXY MOPYKA 3a ciaame. [IpodiieM je yCTaHOBUTU KOJUKO
mopyka Tpeba Ja MpeHecy TOjefWHe TPaHe y jeIWHWIM BPEMEeHA, 13 OM ce Mak-
CUMU3UPA0 YKYIaH OpOj MOpyKa KOje MpexKa MpeHocu y jenmuuiy Bpemena. OBo
je mpobIeM CTaTHYIKOT YCMEpPaBarba, jep Ce MPETIOCTaB/ba 13 IBOPOBH YBEK MMAjy
MTOPYKE 33 CJIAFbE; ¥ IPAKCH MOTPede 3a IPEHOCOM 3aBHUCE O BpEMEHA. ¥y rpadOBCKO]
dopmymanuju IpodbIeM rIac: JO/IECTUTH TEXKUHE IPAaHAMA, TAKO 13 je 301D TeXKuHa,
IpaHa CyCeIHWX YBOPY ¥; Mambu WU jedHak on B;, a 1a 30up TexKWHa CBUX IpaHa
OyIe MaKCHUMAaJIAH.

OBaj rpadoBcky TPOOIEM JIAKO e MOXKEe (POPMYJIUCATH KAO MPOOJIEM JIMHEAPHOT
nporpamupama. CBakoj rpanu e; = (v,w) MOXKe Ce NONENTATH TPOMEHBUBA X,
KOja mpeacTaB/ba OpOj OpyKa Kpo3 e; y jeamnuru spemena. llumpnaa dyHKIH]a je
c(x) = >, xj, a OTpaHUIEmA Cy

Z r; < Bj, 3acseveElV,

e; je cycemHa v

z; >0, 3acBesq.
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10.3.2.3. Jlobpomseopru npobaem. IlpernocraBuMo na n ocoba xkeje ma ymoyTe
nomohi y k ycranosa. Ocoba & uma orpaHudere S; Ha YKyIaH IPUJIOT Y TOKY T'OJ/INHE,
K0 ¥ OTPAaHHIeIbe (;; Ha W3HOC IIPUJIOra YCTAHOBH j (Ha IPHMeD, a;; MOXKe 1a Oyae
0 3a Heke ycTaHoBe). Y OIINTEM CIydajy S; je Mambe O 2521 a;j, T3 CBaKa ocoba
Tpeba ma JoHece OJJIYKY O TOME KOMe Jia YIyTH Kosuku npusor. IlpernocraBumo
Jlajb€ 113 CBAKA yCTAHOBA j MMa OrpaHMderbe t; HA YKyIAaH M3HOC KOjH MOXKE [3
npuMu (OBO OrpaHUYEh€ MOKJIA HUje DEAJIHO, Ay je uilak uHrepecanTHo). Llumb je
HAIPABUTHU AJITOPUTAM KOjU MAKCHMU3UPA 30Mp NPUIIOra.

Ogaj npobiieM je yomrnTeme mpobiema yrapuBamba 13 ofesbka 6.9.2. [Ipobiem ce
MOZKE PEIIUTHU HOCTYITKOM CJNYIHUM IOCTYIIIINMA 33 HAJaKeHe ONITHMATHOI YIIapu-
Barba, a MOXKe ce (POPMYIUCATH U KAO IPODIIEM TMHEAPHOT TPOrPAMUPAHA. Y KYITHO
uma nk npomenpusux Tij, 1 <1 < n, 1 < j <k, rae je x;; usHOC KOju 0coba i
yirahyje ycranosu j. lTumna dyuxnmja je

c(x) = Z Tij.

Orpamwdema cy ciemeha:
Tij < Qg 3a CBe i,j,

k
E T <'8; 3acBe i,
Jj=1

n
E Ty <t; 3acse J.
i=1

Ilopen Tora, cBe mpoMeH/bHBE HAPABHO MOPAjy ONTH HEHEraTHBHE.

10.3.2.4. IIpobaem npudpyscuearsa. [IpomennMo Mayio 1oOpOTBOpPHU TPOdIEM
TAKO JIa CBAKA 0C00a MOXKe 3 YILIATH MPUJIOT CaMO jedHO] YCTAHOBU, W 13 CBAKA
YCTAHOBA MOKE Ja MPUMHU IMIPHUIOT O caMo jemne ocobe. Tako mobujaMo cTaHIapIHI
mpobiieM yrapuBama, aiu ca TexkuHama. CBakom Moryhem ynapuBamy mpuapyKeH
je 36up mpusora, a sk je He caMo IPOHANU ONTUMAJIHO yIIAPUBAE, HETO U /13 MAK-
cumusupaTu cymy npuyora. OBO je TEKWHCKE TPOOJIeM OUIAPTUTHOT YIAPWBAA,
WU TpobJieM TPUJIPY XKHUBAHA.

IIpomensbrBe y oBOM mpobsieMy He MOry OMTH HCTe Kao y nperxomHom. llo-
TpebHO je Ha HEKW HAYWH OKApaKTepHCcaTH yrapuBame. Tpeba obe3beantu ma je
€a CBAaKMM YBOPOM IIOBE3aHA TA4HO jeqHa m3abpama rpana. To ce moxke moctrhu
JIOZIe/PUBAILEM M0 je/IHe IPOMEHIbUBE T;; CBAKOj rpani (4, j), Tako ma je x;; = 1 ako
je TpaHa n3abpaHna, oHOCHO x;; = 0 y mporusHOM. llmibHa dyHKIHTja je

C(X) = Z Qi Tij,
4,3

a OTDAHUYEHA CY

k
E z;; =1 3acBei,
Jj=1


zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight

zile
Highlight


A - onwtn
B - cneuujanHu

[JOHa rpaHmua 3a crneuujanH
je nctoBpemMeHo 1

OOHa rpaHnua 3a onwTn

10.4. IIPUMEHA PEAYKIINJA HA HAJIAKEIBE JJOBNX I'PAHUITA 253

n
E z;; =1 3acse j.
i=1

Ilopex rora, cse nmpomensbuse Tj; Tpeba na 6yny nenerarmsre. Hasenena orpanu-
verba 06e36elyjy f1a je 3a cBakm 4Bop m3abpaHa HajBUIle jelHA TPaHA.

Ca oBakBoM (bOpMyJIaIujoM MOCTOjU jemaH 030msban mpobaem. I[lpomenspuse
Tpeba 13 mpencTaB/bajy m3bop Tuma ’aa’—"mHe”, a HUXOBE ONTUMAJHE BPEIHOCTH
mory na Oyay peannu (naxie He uesnu) 6pojesu! Ilorpe6uo je nomaru orpanuversa
Jla TPOMEHJbUBE MOTY y3uMaru camo Bpennoctu O wiu 1. Y ominreM cay4ajy Takan
npobsieM je Termko permuTh. JInHeApHW TpOrpaMu 4Yuje MPOMEHJbUBE MOpajy OuTu
nesin OpOjeBn 30By ce MeJIOOPOjHM JUHEAPHW MPOTPAMHU, & BUXOBO DEIABAE
je meaobpojHo smHeapHO Imporpamupaske. Muoru mpobsemu pasMOTpeHU y
MPETXOTHAM MOTJIAB/HUMA MOTY C€ Ha TPUPOAAH HAUuH (hOPMYTHCATH KAao TPOodIeMu
IIEeJIO0POJHOr JIMHEeAPHOT IporpamMupama. MehyTum, nako ce JUHEAPHU IPOTPaAMU
Mory eduKacHO peluaBaru, UeJd00pojHU JiuHeapHu uporpaMu cy obuuno (anu He
yBeK) BpJsio Temku. Ha osaj mpobiem sBparuhiemo ce u y cienehem norsiasiby.

10.4. Tlpumena peaykiimja Ha HAJAXKEHE TOBUX I'PAHUIIA

AKko TIOKaxkeMo a ce MPOM3BOJbAH AJTOPUTAM 32 peliaBame npobiema A moxke
moaudukoBaru (He nosehapajyhu My upu TOME 3HAYAJHO BPEMEHCKY CJIOZKEHOCT)
TaKO Ja perrasa mpobieMm B, oHIa je noma rpanuiia 3a mpobiem B mcroBpemeHo
U JI0Fha TpaHuIla 3a mpobimem A. 3aucra, cBaku ajaropuraMm 3a A je UCTOBPEMEHO U
AITOPHTAM 32 B, na je noma rpanuna 3a B Beha uin jeqnaxa o1 nome rpaHulle 3a
A. Tlpukazahemo Tpu mpuMmepa T0Ka3a JOHE IPAHUIE CIOKEHOCTH 3aCHOBAHA HA

PEAYKIIHjHU.

10.4.1. Joma rpaHuUIla 3a KOHCTPYKIH]y npocTor MHOroyrsda. [locma-
TpajMo POoH/IeM MOBE3UBAA CKYIIA TAYAKa Yy PABHU IIPOCTUM MHOIOYIJIOM (BHIETH
onemax 7.3). Bugesnu cMo kako ce Taj npobieM MOKe PermuTi KopuiiliemheM copTu-
pama. Hcrnocrasmpa ce fa, moa ogpeheHnM MpeTrocTaBKaMa, 0Baj mpobreM He MOKe
Ja ce peiu OprKe 0J COPTUpPamba. 3000 TOra ce ajropuraM KOju CMO BUJIEJU 33,
HAJAXKehe MPOCTOr MHOTOYIJIA He MOYKe MODOJbIIATH aKO Ce He MODOJBINa COPTH-
pame (moz "nobospiiamem” ce moApa3yMeBa MoGOJbIIALE 33 BAILE O KOHCTAHTHOT
dbakTopa).

Teopema 10.1. Heka je nosnam aazopuman 3a KOHRCTMPYKUUJY NPocmos MHo-
eoyeaa epemencke crovicenocmu O(T(n)). Tada nocmoju anrzopumam 3a copmuparee
caovcenocmu O(T(n) +n).

JOKABATEJILCTBO. Pasmorpumo n Ttadaka Ha KPyKHHUIM, ciauka 2. JegwHu
HAYWH [1a, C€ T€ TAYKE MOBEXKY MPOCTUM MHOTOYTJIOM jé JIa Ceé CBAaKa TAYKa MOBEXKe
ca CBOJUM CycequMa Ha KPYXKHHIH. Y IPOTHBHOM, aKO JIBe TadKe KOje Cy cyce-
nu He Om Owmite mOBEe3aHe, My KOja CAJApIXKHU jeIHY O Te€ JBe TAadKe Pa3/iBajasa
6w mmpeocTasie TadKe Ha JIBe TPYIE, Koje ce He MOTY MOBe3aTw He mpecerajyhu oBy
ayxx. IMocmarpajmo caza yaas Ti,To,...,T, 3a IpobiaeM coprupama. AKO OGucMO
umayu anroputam (IpHY KyTHjy”) 3a pemiaBame mpobiaeMa MpocTOr MHOTOYTJIA,
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6pojeBe GrucMo MOTITH 114 cOpTUPaMo Ha cienehu Hauns. Yaa3 1, o, . . . , Ly HAJIpE
MIPECTUKABAMO Y YIJIOBE Y1,Y2, ..., Yn, U3 omcera ox 0 g0 27, ca uctum mehycobd-
HUM OIHOCHUMA Ka0 M X1,X2,...,Ly. 10 ce MOXKe mocTuhu JTuHeapHOM (DYHKITAjOM

Y = 27(Z; — Tmin)/ (Tmaz — Tmin) KOja BHTEPBAT (Zmin, Tmaz) TPECTUKABA Y WHTED-
Baa (0,27); oBae je (Tmin, Tmax) NPOU3BO/HAH HHTEPBAJ KOJH CAAPIKH CBE TAYKE X;.
YI0BH ce 3aTHM Ha TPUPOJAH HAYNH MIPECINKABA]Y V TadKe HA jeNUHUIHO] KPYK-
HuI@: 6pojy Z; ONTOBAPa TATKA HA KDY KHUIIN, THjU HEH TOJYIPETHUK ¢4 (PUKCHOM
HOIYIPaBOM 3aKaana yrao y;. OBo mpecimkapame 6pojeBa y Tadke H3BOIM CE 34
nuraeapao Bpeme. Caja ce MOXKe HMCKOPHUCTHTH HpPHA KyTHja 34 MOBE3UBAHE OBOT
CKyIIa Ta4aKa IPOCTHM MHOroyraoM, 3a speme O(T(n)). Kao mro cymo seh Bugenu,
MHOTOyTa0 MOpa [ia Claja CBaKy TadKy ca HeHHM CyceauMa Ha KPY:KHHUIM. 300r
Tora, npojazelin TauKe OHWM PENOM KOjUM CYy OHE CJIOKCHE Ja OM YWHUIe Teme-
HA MHOTOYTJIA, MO0OUjaMO HH3 Ta9aka COPTHPAH IO yTJIOBUMA, 4 THME W COPTUPAH
nonasau Hu3 6pojesa. Croxkenoct oBakeor coprupama je O(T(n) + n). O

Puc. 2. IlpuapyKuBaibe Tadaka Ha KPYKHUIH OpOjeBHMA.

Jla 6ucMo mobuim OOy TPAHUILY 33 MPOoOIeM HAJAXKermha MPOCTOr MHOIOYTIIA,
MOpaMo OUTH MAKIJBUBH Y MTOTJIETY [TO/IPA3YMEBAHOT MOJIENA PadyHama. J1oma rpanu-
na Q(nlogn) 3a upobiem coprupama J0KA3aHa je y ONe/bKY 5.3.6 01 MPeTocTaBKOM
Jla ce paJu o MOmeny crabia omjyuuBama. /la 6u oBa rpaHmia Morjia Ja ce UCKO-
pUCTH 33 TIPOOJIEM HAJIAXKEHA TIPOCTOT MHOTOYTJIA, MOPA C& KOPUCTUTH UCTH MOJIEJ.
Jpyrum peunma, MOpa ce MPEeTHOCTABUTHA Ja IPHA KYyTHja KOja PerrnaBa mpobieM
Hamazkema npocror MEoroyraa kopuctu O(T'(n)) ynopehupama, Ha HaYWH KOju je y
CKJIaIy ca MojiesioM crabuia oIy dnBama. Teopema JaKie Mopa Ja CAJIPXKU Ty [PeT-
MOCTABKY. 3aTUM Ce MODA MOKA3ATH /13, je W PEIYKINja y CKIIAIY Ca MOIEJIOM CTabIa
OTY9IUBarba. Y OBOM CIYUajy PEAYKIMja je peryJaapHa jep TPUANKOM TOKa3a J0He
TPaHUIE 32 COPTUPAE HUje ONJI0 HUKAKBUX OIPDAHUYEHA HA THI MUTAA TO3BOJI-
jeHnxX y OKBHpY crabna omaydmBama. Jlakme, ymopehupame Koje pagm ca x # Y
KOOPIMHATAMA KOje OAroBapajy yIriay ¥; padyHa ce Kao jeJHO yrmopehuBaimbe y Cra-
6y omnyunBama. CTab/io OaIydnBama KOje perapa mpobieM HAIAKEHa MPOCTOT
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MHOTOYTJIa MOXKe ce TpaHchopMucaru y cTabyio ofIyunBama 33 COPTHPAmE, De3
3HaYajHE TPOMEHE BUCHHE.

IMocaeaunma 10.2. Akxo ce npemnocmasu modes cmabaa 004Y“UBaILA, KOH-
CMPYKUUIQ NPOCMO2 MHO20Y2A0 KOJU NOGE3Yje CKYN 00 360aMUT N MAYAKA Y PAEHU
saxmeea y najeopem caywajy Q(nlogn) ynopehusarsa.

OBa peaykimja yCTaHOB/baBA UMIHEHUITY JIa je€ COPTUPAHE MEHTPATHU €0 pPe-
[IaBakba, MPOOIIEMa, KOHCTPYKIIKje TPOCTOr MHOTOYTJIA.

10.4.2. JeanocTaBHe peAyKIiije ca MaTpuiiaMa. Y Ofie/bKy 8.5 pazMoTpen
je HeoOmvaH, aau aCUMIITOTCKH Op3 MOCTYIMaK MHOXKEHma Marpuria. Ha cumerpudne
marpuile (oHe KojuMa je enemenar (i,j) jenHak emeMmenTy (j,4) 3a CBaKU Tap WH-
zekca (i, 7)) decro ce Haunasu y npakcu. [IpupoHo je ynuTary ce 13 Jiu je jeaHoC-
TaBHUje MHOXKUTHU cuMeTpudne marpuite. Huje wHenoruyuno na cumerpuja omoryhyje
IpoHAJaXKeme OO/bUX M3Pa3a 33 MHOXKEHme HIp. Marpuna pema 3. To 6m mormo
Jla TIPOM3BE/IE ACUMITTOTCKH GOJbY aJITOPUTAM 33 MHOYKEHE CUMETPUIHIX MATPHUIIA.
ITokazahemo s1a TO unax Huje Moryhe, OJHOCHO Ja je MHOKEIHE JIBE CUMETPUIHE Ma-
TpHUIlE, ca TAYHONINY 10 HA KOHCTAHTHHU (AKTOP, UCTE CIOKEHOCTH KAO U MHOKEHE
JIBe IIPOU3BOJbHE MaTPHIIE.

Ozaaunmo mpobiieM M3padyHaBarmba MTPOU3BOJA JIBE MPOM3BOJFHE MATPHUIE €A
PrM, a npobieMm u3padyHaBarba [IPOM3BOIA ABE CUMeTpHUYHEe Marpuie ca SimM.
Jacho je ma npobsnem SimM Huje meowcu om PrM, jep je SimM crenujansu ciy4aj
PrM). TIpernocrasuMo cajia ga uMaMo ajropuTaM koju pemasa SimM. IMTokazahemo
Jla ce Taj aJrophUTaM MOXKe MCKODHUCTUTH Kao IPHA KyTHja 3a pellaBarbe OIINITH-
jer mpobsiema PrM. Heka cy A u B aBe MpOU3BO/bHE KBAIPATHE MATPUIIE PEIA 1.
Oszmaunmo ca AT Tpancmomosamy martpurty marpure A (Tj. MaTpuiy mobujery
npebanuBameM CBaKOT ejxeMenTa (4, j) marpune Ha nosunmjy (J,4)). Hemocpemno ce
MPOBEPAaBa Ja je TaduaH ciaefelim u3pas y KOMe ce MojaB/byje MPOU3BOI IBE CUMETN-
puyHe 2n X 2n MaTpUIe

(10.5) (IL?T é)(g B()T>(A(;B ATOBT>.

Oggie 0 o3HawaBa n XN MaTpPUILy YUjU CYy CBH ejeMeHTH Hyse. Pexykiuja je mocmieau-
1A YUHEHUIE JIa Cy MATPUIE €a JieBe crpane cuMerpuyte. FbuxoB mpoussos Moxe
ce u3padyHaTy KopuliliemeM aJropuTMa 3a pemasame npobaema SimM. Mehyrum,
rOp-U JIEBU GJIOK OBOT TPOM3BOIA je ympaso npousson AB. Ilpema Tome, mpob-
sem PrM mozke ce permuTi IPUMEHOM aJrOpuTMa 3a pernasaibe SimM Ha marpuie
nBocTpyko Behe mmmenswuje. Tako mosazumo 10 cieaeher Tephema.

Teopema 10.3. Axo nocmoju aazopumaem 3a mHoxcerwe d6e PeasHe CUMEN-
pumne nxn mampuye 3a epeme O(T(n)), npu wemy je T'(2n) = O(T(n)), onda noc-
MOJU AAOPUMAM 36 MHOJCEIE 06 MPOUSBOLHE PEAAHE T X T MAMPUUE 30 BPEME

O(T(n) + n?). (20)"3=8 w3 n"3

JOKABATEJLCTBO. AKO cy maTte mpe mpom3Bo/bHE M X n marpume A m B,
IUXOB MPOU3BOJ, HAJA3UMO KOPUINNEHmEM AJITOPUTMA 38 MHOXKEHE CHMETPUIHUX
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MaTpuIa Ha ocHOBY jemmaxoctu (10.5). Ilorpebno je mspprmutu O(n?) omepammja
3a mspauynasame AT w BT u dbopmupame ase cmverpmume marpune, u 1(2n)
Omepanmja 13 ce IMOMHOXKE JIB€ NOOHjeHe CHMETPUYHE MATPUIE, U3 9era HEMOCPETHO
crrenn TBpheme Teopeme. (I

IMpernocraska ga je T'(2n) = O(T(n)) uuje npejaka, jep je, Ha NpUMEp, CBa-
Ka MOJTMHOMHUjaTHA (DYHKIHja 33a10BOhaBa. HaBenena peayKiiuja je HHTEPECAHTHA
caMoO y OKBHUPY [I0OKa3a J0me Tpanuiie. Teopema TBpau 1a je Hemoryhie nckopuctu-
TH CHMETPH]y TPUIUKOM MHOMKEHA MATPHUIA, W TAKO JOOUTU ACUMIITOTCKA OpKU
aaropuraMm. HaBogmMo joirr jesiHy CaIUYHy PeayKIHjy.

Teopema 10.4. Axo nocmoju aizopumam KOju U3PAMYHGEE KEAOPAM Deaine
n x n mampuue 3a epeme O(T(n)), npu uemy je T(2n) = O(T(n)), onda nocmo-
Ju aszopumam 36 MHOJCEE J6E NPOUSEOLHE PEGAHE T X N MAMPUYE 30 GPEME
O(T(n) + n?).

HOKABATEJILCTBO. Kao u y mokazy reopeme 10.3, rpeba mponahu marpuiry
YHjU KBAJIPAT CAAPIKHU JOBOJBHO MHMOPMAIHja 38 M3pAdyHABAE TPOU3BOJA JIBE
3ajare marpuie. Periere ce 3acHnBa Ha ciejelieM U3pasy:

(5 5) (% a)

U3 mera HemocpeaHo caean TBpheme TeopeMe. U

10.5. YobuuajeHe rpemike

Ca penykiujama tpeba 6uru onpesan. Hapenthemo npumepe yobudajeHux rpe-
IIIaKa KOje ce MOT'y HAIIPaBUTH IIPHU MOKYyIIajy peaykimje. Hajuemtha rpemka je ma
ce PeIyKIMja M3BeJIe Y MOTPEITHOM CMEPY, a M0 e I0J1a3U YIJIABHOM MPU PeIyK-
nujama, 3a J00ujarke NOBUX TPAHUIA. ¥ TOM CIyYajy PeayKIrja Tpeba I3 MOKarxKe
na je meku mpobieMm P rexkak 6ap KOJUKO JApyrd mpobsieMm (), 9ujy CIIOXKEHOCT
sHamo. Tama Tpeba mohu om npoussornoz ynaza 3a npobieMm (), u MOKAa3aTH J1a
ce OH MOXKE PEIUTH IPHOM KYTHjOM 33 pelnaBambe npobiema P. Pazmorpumo, Ha
npumMmep, caeaenn moKyIa) peayKknuje mpobaeMa COpTUPAHa, Ha MPOoOIeM KOMIIPECH-
je mogaraka Xodmanosum xomom (omespax 5.5). [k je mokasaru na je Q(nlogn)
JIOFha TPAHUIIA CJIOKEHOCTH 33 XOMMAHOBO KOTUPAHE.

[Tonasu ce oj 3anakara Jia, akO Cy y4eCTAHOCTU 3HAKOBA jaKO DA3JIUIHUTE,
OHJIa KOJHO cTabJIo TOCTaje TOMUKO HEYPABHOTEKEHO [ Ce MOYKE MCKOPUCTUTH 34
COpPTHpAE YYECTAHOCTH, BUJAETH IIPUMED HaA CAUIHA 3. Y TOM CIy4dajy cy 3HAKOBU Y
kouuoM crabsy nopefanu no onagajyhium yuecranocruma (ca najuemfium 3Hakom
HajOmkuM Kopeny crabia). To ynpaso 3uaun 1a ce XohMaHOBO KOIUPAHE MOXKE
MCKOPHUCTUTH 3a copTupame yuecranoctu. [Ipema Trome, popmupame kogHOr crabia
je Teniko Gap TOJMKO KOJIMKO M COPTHUDAIbe, [a je THMe H3IJIe/a JOKAa3aHa J0mha
rparmna caoxkernocrn (nlogn).

[pemika y mokasy Kpuje ce y 9ubEHUIH Ja CMO TOILIH O CIIEIIjATHOT yIa3a 3a
mpobyieM COpPTUpaha: Pa3MaTpaIl CMO CAMO TaKBe YUECTAHOCTH, KOje Cy 3HAMajHO
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o2 @1

Puc. 3. Xodmanoso koaHO cTabiio KaJ Ce yIeCTAHOCTH 3HAKOBA
JPACTUYHO PA3JIUKY]Y.

paszaBojene. la 6u ce HOIIO 10 J0HE MPAHUIE CIOKEHOCTH 34 MPOodIeM KOTupama,
MoOpa ce mohu Of NPou3eonbHO2 Yaa3a 3a IPOOIEM coprupama: Tpeda JA0Ka3aTu
Jla ce MPOW3BOJHHU OPOjEBH MOTY COPTHPATH TOMONY aaroputMa 3a XohMaHOBO
komupame. OBaKBY TDEIIKY PasMOTpulieMo jOI jeHOM Y HAPEIHOM TIOTJIABJbY .

HcnocraBma ce ma ce y OBOM CAydajy rpernka MoxKe ucupasutu. aeja je ma
ce yTDOIIIHK jOII MaJIo BpeMena. jia 6u ce nmpomenno (mpou3ssosbau!) yias 3a npobiuem
COpTHPAama, TAKO 43 CE OH MOKe HCKOPUCTUTHU Kao yia3 3a konupame. Heka je yias
HU3 PA3IUIUTUX TPUPOIHUX OpojeBa X = 1, T9,...,T,. MOXKe Ce MpeTIOCTABUTH
J1a cy Op0ojeBH pa3IudInTH, jep J10Hha TPAHNIA 38 COPTHUPAHE BazKK U 3a yJIa3e Ol pa3-
smauTux 6pojesa (IITa Bullle, JI0Ha TPAHMIA je 0KA3aHa 33 Pa3juduTe OPOjeBe).
Koano crabmo XodMaHOBOT KOIa 33 OBE YUECTAHOCTH MOXKEe OHTH IIPOM3BOJHHOT
ob/IMKa, Ta je TMPeTXOmHO pa3MaTpaibe HenpuMmeH/bpuBo. MehyTnm, cBakm Opoj x;
MOKe ce 3ameHuTH ydecranomhy y; = 2% Ilomro 3a cBakm mpupogHu Opoj m
Baxkn 2™ > Y. 2 komgHO crabno mmalie o6muK Kao Ha camim 3 (cBaka ydec-
TaHoCT y Hu3y Beha je o 36Mpa CBUX ydYecTaHOCTH Mambux off we). [Ipema Tome,
asiropuraM 3a XopMaHOBO KOJUPAE MOKe Ce HCKOPUCTHUTH 3a COpTUpatbe Opojesa
y;. IloTpebmo je jour yBeputu ce ma Opoj omepalyja n3BeJeHuX P PEAYKIIH]H HIje
HEI03BOJbEHO BesnKu. CTeneHoBamke MOXKE /1a CaJIPKU BEJTUKY OpOj omneparnja, aan
TO OB/ie Huje OUTHO, jep J0ma IPAHUIIa 38 COPTUPAbe 0byxBaTa caMmo ynopehusama.
Y onemKy 5.3.6 HUCY yunWibeHEe HUKAKBE MPETIIOCTABKE O OPOjy OCTAIUX OMEPAIy-
ja. Ilpema ToMe, TOKa3aHO je /1a, aKO C€ MPEeTIOCTABA MOJeN cTab/ia Oy dnBakbha,
dopmuparme Xodmanosor koxHor crabia y Hajropem ciaydajy 3axresa (2(nlogn)
ynopehusama (norenuujasano je morylie 6pxe dbopmuparu ctabiio aaropuTMoM Koju
Huje obyxpafien mMojesiom crabia Oy YuBabA).

Kom anropurama m00ujeHrx peayKInjoM BayKHO je 1a caMa PeayKInja He yHece
3Ha4vajHy HeepmKacHOCT. Pazmorpumo npobiem pania u3 ofemka 4.10 u meroso
VOIIIITEHE K[ Ce KOMMje CBAKOT OJT ITPEAMETA MOT'Y V PAHAI[ CTABUTH HEOI'DAHUIEHU
6poj nyra. JupekTHa peayKuumja youireHor npobiaeMa Ha nosasuu (y KoMe ce CBaKu
IPEIMET MOXKE UCKODUCTHTH caMo jeaHoM) je caexelia. Heka je pesmuuna panua K.
YV panar; Mmoke 1a crame Hajsuine K /s; Konuja mpeavera sesndnne s;. [Ipema tome,
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MOKE Ce CBAKHU IpeaMer 3aMeHuTH ca K /s; npenMera ucre BETUUUHE Y MOJA3HOM
npobsiemy. Mako je oBa penykija KOPEKTHA, OHA HuUje edUKACHA, jep je BeIudIuHa
npobiema 3Hadajao mosehana. IIpobaem ce Moxke ce pemuTHd 3HATHO ePUKACHUjE
(BuneTn 3amarak 4.16).

10.6. Pe3ume

VYBeK je KOPUCHO pa3MaTpaTh CIUIHOCTH u3Mely mpobiema. AHain3oM passiu-
Ka W CANIHOCTH m3Mely aBa mpobiema, oOMYIHO ce cTrde 0osba MmpeacTasa o oba
npobsema. Kaj ce nauhe na HoBu mpobOsiem, y BeNMHE CIydajeBa je KOPUCHO YIIn-
TaTH ce Ja Jin je oH caumdaH HekoM Beh mosznarom mpobsemy. ITonmekan cawanocT
uzmelhy aBa nmpobseMa mOCTaje BU/BUBA TEK TI0 W3BPINEHY KOMILJTHKOBAHE PEIyK-
muje. ITocebHo cy mHTEepecanTHe peaykimje n3Mmely Marpumunux um rpagoBcKux a-
ropuraMa. ¥ OBOM TIOIJIABJbY BUJEIHM CMO BHINE IPUMEPA PEAyKIMja, a HOBE hieMo
pasMoTpuTHu u y ciejehieM noriaBiby.

JInneapHo ¥ 1eI00pOjHO TpOTrpaMupare Cy OBJe M3JI0KEH! BPJIO Kparko. To
Cy BeOMa BaKHH IPOOJIEMH, ¥ KOPHCHO je J1a ce ca HhUMa JeTabHHje YIIO3Ha CBAKO
KOTa MHTepeCyjy aJarOpUTMH.

3ananm

10.1. Pemwutu crenehy BapujanTy npobsema ynopehusama HH30Ba. Tpaxku ce HU3 €IUT
omnepanuja kKoje TpaHchOpMHIY JaTH HU3 3HAKOBA A = a1a2...an y APYTH AATH HA3 3HAKOBA
B = biby...by,. Equr onepanuje cy yobudajene — ymeTame, OpUCambe M 3aMEHA 3HAKA, ajld Cy
BUXOBE II€He IpoMemeHe. [leHa yMmerama 3HaKa HA mO3uuujy ¢ je ¢t (¢ je KOHCTAaHTA), a LEHA
6pucama j-Tor 3HaKa je cj. Ilena 3aMene gpyradmjuM 3HAKOM je u masbe 1. Anropuram Tpeba ma
oJpeau HU3 eAuT omepanuja Koju Tpancdopmuiie A y B v uMa MUHUMAJIHY LEHY.

10.2. Hahu peaykumjy (y jexHom ox cMmeposa) u3Mmely mpobieMa HajlarKema MAKCHMAJTHHX
Tavaka y paBHH (3amaTak 7.15) m npobiema HaJIa’Kemha HHTEPBAJIA HA IPABO] CAAPIKAHAX y APYTHM
uHTEepBanInMa (3aJaTak 7.22).

10.3. Bapujaura npobnema ynapusama. YKYIHO 2n CTYAeHATa KOHKYDHCAJIO je Ha N PaKyII-
Teta. Pazmorpumo 6unaptuTHY rpad GOpMUpaH O JBa CKyIla YBOPOBA — CTYJeHaTa U DaKysITe-
Ta, IPU Y€MYy I'DaHa U3MeDy HEeKOT CTYAeHTa U HeKOT (PAKY/ITETa IOCTOjH AKKO CTYAEHT 3310BOJHABA
yCJIOBe 32 IpHjeM Ha Taj dakynrter. KoHCcTpyncaru ajaropuraM 3a MaKCHUMHU3Upame 6poja TpuMI-
jeHuxX CTymeHaTa, y3 YCJAOB 1a HU jenaH (pakyaTeT He NPUMH BHUIINE OJf ABAa CTyAeHTa. IIpobsem
pemuTH cBOhemeM Ha o0mdaH npobseM OHUIAPTUTHOT yIIapUBAHhA.

10.4. Y wKo/u uMa N KypceBa U n HacTaBHUKa. llocmarpa ce bunaprurau rpad ca aBa CKyua
10 7 YBOPOBA (KypPCEBH U HACTABHUIH ), IDK YeMy IpaHa u3Mely Kypca M HACTABHUKA [IOCTOJU AKO
je macraBHUK KBaJu(pUKOBAH 33 OAp2KaBame Kypca. CBaku KypC MOTY jga [ApKe HAjBHIIE [1Ba
HaCTaBHHUKA, & CBAKH HACTAaBHHK MOXKe Ja IpKM HajBHIIE IBa Kypca. KOHCTpyHcaTu ajropurTaMm
(cBOhemem Ha mOo3HAaTH HpOGIEM) 33 MAKCHMU3UPake yKyIHOr 6poja Kypcesa.

10.5. Heka je G = (V, E) neycmepenu rpad amjem je CBAKOM IBOPY ¥ MPHAPYKEH TPUPOIHA
6poj b(v) < d(v). b-ynapusame y rpady G nedunume ce Kao noackyn rpana M C E takas Ja je
cBaku 9BOp v € V cyceman ca Hajsume b(v) rpara u3 M (y ciyuajy kaz je b(v) = 13acBakov € V,
M je obuuno ynapusame y G). Onmumaano b-ynapusame je b-ynapusame ca Hajehum moryhnm
6pojem rpana. Cectu mpobsieM HaJIa>KeHa ONTUMAJHOT b-ymapuBamka Ha TPOOJIEM HAIAYKEHA
ONTHMAJIHOT yIapUBAbA.
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10.6. V¥ marom rpacdy G = (V, E) uzasojen je 9Bop v u ¢BakoM 4BOpy w € V mpuapyzkeHa
je nena c(w). IleHa yCMEDPEHOT IyTa v, T1, X2, - - - , Tk, U JePUHHALIE Ce H3PA3OM Z,’le c(z;); cernm-
jammo, ako (v,u) € E, onga je mena myra v,u Hyna. KoHcTpyucatn epukacan aaropuram 3a
HAJIa’Kebe IyTeBa MAHUMAJHE II€He O] U JI0 CBUX OCTAJIHMX 9BOpoBa y G.

10.7. Onmtuja dopmynanuja npobaeMa JUHEAPHOT IPOTPAMUPAa O OHe U3 onesbka 10.3
J03B0JbaBA 003 THIIA HEjeTHAKOCHUX OIPAHWYUErha: IPBU THI je ca pesjanujama ”<”, a apyru ca
pesanmjama ”>" (ca pasamuuntuM kKoedunujenTuMa, HapasHO). Ilokaszaru ga ce oBa dopmysanmja
npobieMa MOXKe CBECTH Ha IIPBOOUTHY.

10.8. Jlat je meycmepen rpad G = (V, E) u korcranTa h > 0; HOTpeGHO je TPHADYKATH
rparama e € F Texxune w(e) TakKO g3 CyMa TeXKWHA TPAHA CyCeJHHX IPOU3BOJLHOM IBOPY Oyme
Mama WiId jeqHaka o h, a Ja cyMa TeXKWHA CBUX rpaHa Oyae makcumagna. PopMmynncatd OBaj
npobiieM Kao mpobseM JTHHEAPHOT IPOTPAMUDAIHA.

10.9. Pa3smoTpumo jour jeqHoM 1o6poTBOpHE IpobseM u3s ofesbKa 10.3.2.3, y3 IpeTnocTaBKy
I3 HHje OTpaHWYeH M3HOC KOju yCTaHOBe MOry ga npume. CBecTu OBy BapHjaHTy npobjema Ha
JIMHEAPHO MPOTPAMUDATHE.

10.10. Heka je S ckym o m TeMeHa IPOU3BOJFHOT KOHBEKCHOT MHOTOYTJIA, 33JJATUX ITPOU3-
BOJBHUM pejocyenoM. JIoka3zaTu 1a je BpeMeHCKa CJI0XKeHOCT ypeljema Tauaka Tako ga oapehyjy
yobuuajeny penpesentanujy MHoroyraa (nlogn).

10.11. V ogmessky 8.5 BUAeSH CMO [a je JOBOJBHO 7 yMeCTO 8 MHOXKEHA Ja Ce U3PadyHa
MIPOM3BOJ JBE IPOU3BObHE 2 X 2 MATpHUIE, U Ja TO BOAM ACHUMIITOTCKH 0OJBEM AJTOPHUTMY 3a
MHO2Kere MaTpuria. KBagpar peanHe 2 X 2 MaTpUIe MOXKe Ce U3PAYyHATH IOMONY CaMO 5 MHOXKEHA,
(3amarak 8.15). O6jacHATH 3aIUTO OBO 3allaXkame He IpOoTUBpedn Teopemu 10.4.

10.12. Jdoma (ropma) TpoyraoHa MaTpHLA je KBaJPATHA MATPUIA Y KOJO] CY €IeMEHTH
n3HaA (MCIOA) TIABHE AMjArOHAJE jeAHAKH Hyawu. J[OKA3aTH [ja aKO IMOCTOJU AJITOPUTAM CJIOZKEHOC-
1 O(T'(n)) 3a MHOXKEIE N X N I0H€ TPOYTAa0HE MATPHIIE CA 1 X I TOPIHOM TPOYTA0HOM MATPHUIIOM,
onga nocroju anropuram croxenoct O(T(n) +n?) 3a MEOXKEE IBE IPOM3BOJHHE N X N MATPHIIE.
IIpu Tome ce moxke kopucTuTu nperunocraska aa je T(ecn) = O(T(n)) 3a NpOU3BOJBHY KOHCTAHTY
c>0.

10.13. JJoxkasaTu jga ako mocroju anropuram ciaoxkenoctu O(T(n)) 3a MHOXKEmE JBe N X N
JIOBe TPOYTA0He MATPHIE, OHAa TocToju anropuram croxkenoctn O(T(n) + n?) 3a MHOKeme ABE
npom3BOJbHE n X n Marpune. Moxke ce npernoctasutu aa je T'(cn) = O(T'(n)) 3a nmpousBoOJBHY
KOHCTaHTY ¢ > 0.

10.14. Heka je S ckym og n Tadaka y paBHA. Tauke u3 S gedUHANTY TEXKUHCKHA HEYCMEDEHHI
rpad ma caepehn maumnu. I'pad je kommieTan (CBaka ABa HErOBa YBOPA LMOBE3aHA Cy TPAHOM), &
TeXKMHEe TPDaHa jeJHaKe Cy eYKJINJICKOM pacTojamy uaMehy onrosapajyhux tadaka. [lokazaru ja je
[I0Ba FPAHUNA CJIOZKEHOCTH aJIFOPUTMA 33 HaJIaXKeme MUHHMAJHOr nosesdyjyher crabna (MCST)
y oBoM rpady Q(nlogn).

10.15. Heka je S ckym om n tadaka y paBuu. /Iumjamerap S je najselie pacrtojame Hekux
nBejy tadaka u3 S. Ozuauumo ca JIM npobsem onpeljuBama aujamerpa CKyma Ox n Tadaka, a Cca
J1C npobiem yTBphuBama Ja Ju Cy AUCJYHKTHA 1Ba ckyna A u B o yKynHO n peasHux Gpojena.
JlokazaTu fa ako MOCTOju aaropuraM Koju npobmem JIM pemasa 3a speme O(T'(n)), oEAa MOCTOjN
anropuraMm ciaoxkenoctu O(T'(n) 4+ n) 3a pemasame npobaema J1C.






T'nasa 11

NP-koMmIiieTHOCT

11.1. ¥YBogz

OBo mnorsiaBsbe je BUTHO JApyraduje Of OCTATUX. ¥ MPETXOAHUM IOIJIAB/BUMA
pazMarpaHe Cy TEXHUKE 3a pelllaBame aJropuTaMCcKIX MpodsieMa u lhUX0Be TPUMeHe
MX Ha KOHKpeTHe rnpobsieme. Buio 6u sreno kar 6u cBu mpobeMyu UMAJIH eJIeraHTHE
eduKaCHE aJITOPUTME, 10 KOjUX 0J1a37 KOpUIMNemeM MaJIor CKyna Texuuka. Mehy-
THM, CTBAPHU »KUBOT HEje TAKO jemHocTaBaH. IlocToju MHOrO mpobjeMa Koju ce He
IMOKOPaBajy 110 caja pa3morpeHnM Texaukama. Moryhe je na npuimkoMm mBUXOBOT
peraBama HHje YJIOXKEHO JOBOJFHO HATMOpa, Al Ce Ca JI0CTa Pa3jora MOyKe MpeT-
MTOCTABUATH 1A TIOCTOje MpobieMu KOju Hemajy eDUKACHO OIIITE perermne. Y OBOM
HoryiaBby onucaheMo TeXHUKe 3a IPero3HaBambe HEKMX TaKBUX Ipobiema.

Bpewmencka cioxenoct Behure [0 cafa Pa3sMaTPAHUX AJITOPUTAMA OIPAHAIEHA
jé HEKWM TOJIMHOMOM OJi BeJIMYWHE yJia3a. 3a TaKBe AJTOPUTME KaXkKeMO 1a Cy
edukacHu aJTOPUTMHU, a 33 OAroBapajyhe mpobmeme ma cy pemmBu. Ipyrum
pednMa, 3a ajJropuTaM KaxkeMmo Ja je edukacaH ako je meropa BPEMEHCKa CJIOXKe-
woct O(P(n)), rae je P(n) nomuroM on Bemanne mpobaema n. Ilogcernmo ce na je
BeIMUNHA, yIa3a JeduHHCAHA KAa0 Op0j OUTa MOTPEOHUX 3a MPEICTABHAE YIa3a.
OBo mmje crporo dopmanna gedununmja: Moryhe je mcre MOJATKe TPEICTABUTH
OuTHMa HA BUIIE HAYMHA; MEDYTHUM, IyKWHE CBUX JIOBOJPHO €(PUKACHUX IIPEICTAB-
Jbarba MCTUX TO/ATaKa He MOTY ce 3Ha4dajHo paziukoaru. Kiacy csux mpobiema
KOjU ce MOTY DeInuTH epUKACHUM aJaropurMoM o3nadasaliemo ca P (mosmnoMujas-
Ho Bpeme). OBa nedununmja MoxKe Ja U3rJIeAa YyJHO HA NpBU moryer. Tako, Ha
npumep, anropuram ciaoxkeroctr O(nl0) ce AE MO KOjUM MepuImMa He MOXKe CMa-
TpaTn epUKACHEM; CIIMYHO, AATOPATAM Ca BpeMeHoM m3spmasama 107n Temko je
cMaTpaTu epUKACHUM, HAKO je JuHeapHe caoxkeHocTr. Unmax, oBa meduHUIMja UMa,
cMucia u3 asa passaora. [Ipeo, ora omoryhyje paseoj Teopuje kojom hiemo ce cama
1103a0aBUTH; IPYTO, U BayKHUje, OBy JeduHuImjy je sako npumenuTu. Vcnocrasiba
ce 1a orpomua BehuHa permuBux mMpobiIeMa IMa MPAKTHIHO YIOTPEO/HUBA PEIIeHha.
pyrum peanma, BPEMEHCKA CJI0KEHOCT [TOIMHOMHU]ATHUX aJITOPUTAMa HA KOje Ce y
[IPAKCH HAWJIa3u je Hajuelrle OJMHOM MAJIOI CTEIeHd, PETKO M3HAJ, KBAPATHOL.
O6pHYTO je 06MIHO Takolje TAUHO: ATOPUTMHE €A BPEMEHCKOM CJIOXKeHOIy Befiom
O/1 TIPOM3BOJHHOT MTOJIMHOMA, OOUYHO Ce HE MOI'Y NPAKTHUYHO M3BPIIABATH 33 BEJIMKE
yirase.

ITocroju mocra mpobmemMa 3a Koje ce He 3Ha HU jeJaH aJrOpUTaM MOJINHOME)ATHE
crnoxkenocru. Heku on tux mpobiema he jemHoM MOXKAa OUTH perneHn epuKaCHUM
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262 11. NP-KOMIIJIETHOCT

anropurMuma. MehyTum, mMma passiora 3a BepoBambe 13 Ce MHOTH TPODIeMr He MOTY
perutu eukacHo. Bonenn 6ucmo 1a 6ym1eMo y cramy a IPerno3HaMo TaKBe mMpod-
snemMe, 1a He OucMmo TyOWIIM BpeMe Ha TpaxKerme memocrojeher agropurma. Y oBOM
MOTJIAB/bY PAa3MOTPUlieMO KaKO MPUCTYIATH MpobieMuMa 3a Koje ce He 3Ha 13 JIn
cy y knacu P. Cuenujasnso, pasmorpulieMo jeiHy IOTKIaCy TaKBUX LpobJjeMa, Kiia-
¢y TakozBanux NP-kommreraux mpobiemva. OBu npobyieMu MOTY €€ TPYIHUCATH
y jenHy Kusacy jep cy cBu MeljycoGHO CTpPOro eKBHMBAJEHTHU — ePuKacHU aA20pU-
mam 3a nexu NP-xomnaeman npobaem nocmoju axo u camo axo 3a ceakxy NP-
KoMnAEMaH npobaem nocmoju euracnu aszopumanm. IIIupoko je pacupocTpareHo
BEpOBame 13 He mocToju eduracan aaropuram 3a 6mmno koju NP-kommmeran mpob-
JIeM, aJii Ce He 3Ha J0Ka3 OBAaKBOT TBphema. Yak u Kaa Om mocrojan epuKacHU
aITOPUTMHU 33 pernaBambe NP-koMmmieTHux mpobiema, OHE OW CUTypPHO OWJIH BPJIO
KOMILJIMKOBAHY, jep Ce TAaKBUM MpPOOJEMUMa MHOTO HCTPAKWBAYA, OABUJIO TOKOM
ayror Hu3a roguna. Jlo oBor TpeHyTKa ce 3a croruHe (MOXKIA Xuibaje) npobsiema
3Ha g3 cy NP-koMrmieTHu, miro oBy 0OJaCT IUHH BPJIO 3HATAJHOM.

OBo noriaBbe cacroju ce u3 naBa Jesa. ¥ npBom ce jgedunuiie kiaca NP-
KOMTILJIETHUX TTPOOIeMa U HABOJE MPUMEPH I0Ka3a MPUMAIHOCTH HEKUX TPobeMa
TOj KJIACH. 3ATUM Ce Pa3MaTpa HEKOJUKO TEXHWKA 33 npudiusxcHo pemabame NP-
KoMIuIeTHUX mpobiema. Ta perrema HUCY YBEK ONTUMAJHA, WIH Ce HE MOTY MPU-
MEHUTH Ha [MPOMU3BOJHAH yJia3, aau je 60/be MMATH HUX HErO HUIITA.

11.2. Peayknuje nmoJiMHOMHja/IHE BPEMEHCKE CJIO2KEHOCTH

Y oBOM OfieJbKy OTpaHmunheMo ce Ha mpobjeMe OIJyduBamka, Tj. pa3Ma-
TpaheMo caMo oHe mpobJieMe Ha KOje ce TIOCIe W3BpIIaBama oapeljeHor aaropurma
MOXKe onrosoputu ca ’aa’ wnm “me”. OBO orpaHuueme ympomhaBa pa3MaTpaH-
ja. Behm meo mpobiema J1akO ce MOXKe HPEBECTH y MpoOaeMe OaIydnBamba. Ha
MPUMEDP, YMECTO [1a TPAXKUMO ONTHMATHO yIAPUBAIE y 337aToM Tpady, MOKe-
MO JIa IOCTABAMO IUTAE JIa JIU 34 337aT10 k [OCTOju ylnapuBambe BesdyduHe OGap
k. Ako ymemo jma pemumMo mpobieM Oy YMBaha, OOMYHO MOYKEMO Ja PEluMO U
MOMA3HU MPOHIEM — OMHADHOM TIPETPArOM, Ha, IPUMED.

[Ipobsiem omyryunBarma MOXKE Ce MOCMATPATH Ka0 MPODJIEM IIpemo3HaBama
jesmka. Heka je U ckyn moryhux ymnasa 3a npobiaem omjy4duBata. Heka je L C U
CKYII CBHX yJa3a 3a Koje je pememe npobsiema ”ma”. 3a L ce Kaxe ja je jesmk
KOJU OIrOBapa mpobjieMy, Ta MOjMOBU Npobaem U je3uk MOTY Ia Ce KOPUCTE PABHO-
npasuo. [Ipobsem omiyunBama je yCTAHOBUTH 1A JIM 330ATH Y43 IMPUIAI3, Je3UKY
L. Cana hemo yBecTu mojam pemykiivje moJMHOMU]AJIHE CJIOXKEHOCTH u3Mely je3unka,
Ka0 OCHOBHHU AJIAT Y OBOM TIOTJIABJIBY .

Hedununuja 11.1. Heka cy Ly u Lo nBa je3uka, MOACKYIA PEIOM CKYIIOBA,
yraza Uy u Us. Kaxemo na je L; moamHOMEUjaaHO cBoasbuB Ha Lo, ako moc-
TOjU AJATOPUTAM TOJHHOMUjATHE BPEMEHCKE CIOXKEHOCTH, KOju martu yna3 uy € Uy
npesBoau y yias us € Us, Tako ma u; € L1 ako u camo ako us € Ls. Anropuram
je ToOIMHOMMjaJIaH y OJHOCY Ha BEJIWUMHY yjaa3a ui. lIpermocraBmpaMo 1a je mojam
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11.2. PEAYKIINJE ITIOJIMHOMMNJAJIHE BPEMEHCKE CJIO2KEHOCTU 263

BesmuuHe 100po meduHUCcaH v npocTtopuMa yiaza Uy u Us, Tako na je, Ha mpuMmep,
BeJIMYHWHA U2 OI'PDAaHHUYCHA IIOJIMHOMOM O BEJIMYHNHE Uj.

Anropuram u3 meduHUNMje CBOAU jemaH mpobieM Ha JApYyru. AKO 3HAMO aJl-
rOpUTaM 3a TPENO3HABAmke Lo, OHIA Ta MOXKEMO CYNEPROHUPGMU Ca AJITOPUTMOM
pedyKumje u Tako Joburtu ajropuram 3a perraBawe Li. O3naumMo agropuram pe-
nykiuje ca AR, a anropuram 3a npenosHaBaibe Lo ca ALs. TlpouseosbHu yna3
uy € Uy moxke ce mpumenom AR tpancdopmucaru y yaas us € Uy, M TpUMEHOM
ALs ycranoBuTu na Ju ug € Lo, a TuMe u ga yim uq € Lq. Ilocnenuna cnenujaasor
clIyvaja OBOT pa3Marparba je caemeha Teopema.

Teopema 11.1. Axo je jesux L1 noaurnomujasno ceodnsus nua jesur Lo, u noc-
MOJU AAZOPUMAM TLONUHOMUJAAHE BPEMEHCKE CAOICEHOCTNY 30, NPeno3nasatbe Lo,
0HOG NOCTNOJU, AAZOPUAM TONUHOMUJGAHE BPEMEHCKE CAONCEHOCTNU 3G TPENO3Ha-
earve L.

JTOKABATEJBCTBO. [loka3 cieau u3 MPEeTXOMHOT pa3MaTparba. U

Penamnuja nonmroMuUjaaHe CBOI/HUBOCTH HUje CHMETPUYHA: TIOJTMHOMUjAJTHA CBOJI-
spuBoct Ly Ha Lo He TOBJAYM YBEK MOJUHOMMjAJHY CBOIBUBOCT Lo Ha Li. OBa
aCUMeTpHuja MOTWYE OJf UMILEHHUIE 13 IepUHUINN]a CBOI/BUBOCTH 3aXTEeBa 113 Ce
npoussoman ynas 3a L1 Moxke TpaHcHOPMUCATH Y eKBUBAJEHTAH yia3 3a Lo, aan
me u obpuyro. Moryhe je ga ymaszu 3a Lo, 0oOujeHn Ha OBaj HAYHH, TPEICTABIHAJY
caMO MaJu Jieo cBux Moryhux ymasa 3a Lo. IIpema Tome, ako je L1 mOJMMHOMU]ATHO
CcBON/BUB Ha Lo, OHIA MOKEMO cMaTpaTy Ja je mpobnem Lo mestcu.

JBa jesuka L1 u Ly cy HoJaMHOMUjaJlHO €KBUBAJIEHTHU, WU j€/THOCTABHO
EeKBUBAJIEHTHU, aKO je CBAKU OJ IBUX MOJUHOMHU]ATHO CBOILUB HA Apyru. Crern-
janno, cBu HerpuBujasHu upobiemMu u3 kiace P cy ekBuBasieHTHH (BUZETH 3a-
parak 11.1). Penauuja ”nonunomujasine cBoisbuBocTu” je TPAH3UTUBHA, KAO LITO
okazyje cieneha Teopema.

Teopema 11.2. Axo je L1 nosunomujarto ceodnuse nwa Lo u Lo je nosunomu-
jaano c6odnue na Ls, onda je L1 nosunomujartno ceodwvue wa Ls.

HOKA3BATEBCTBO. Heka cy jesunu L1, Lo n L3 moacKymoBy CKymoBa Moryhmx
yiaaza pegom Uy, Uy u Us. Cynepnonupamem anropurama pegykiuje Ly wa Lo,
omuocHo Lo ma L3 mobuja ce agropuram pexaykmuje L1 #Ha Ls. [poussoman ymas
u1 € U; xkouBepryje ce Hajupe y ynas us € Us, KOju ce 3aTuM KOHBEPTYje y yia3
us € Us. Iomro cy pemaykmuje MOTMHOMUJATHE CJIOKEHOCTH, & KOMITO3WIIH]a BE
nonuHOMHUjasTHe (PYHKIHjE je MoJTuHOMUjaana GyHKIHuja, pe3yaryjyhn aaropuram
peaykuuje je Takofje noauMHOMUjasIHE CJOKEHOCTH (TO je jeaH oj PAa3Jora 3allTo
CY 32 Mepy CJIOKEHOCTU DENIUBUX MPpobieMa n3abpaHu MOJTUHOMH). O

Cymtraa MeTona Koju ieMo MpUMemUBATH Y OBOM IMOTJIABJBY je /14 aKO Ce 33 He-
KU pobsieM He MoKe Hahu edUKaACaH ajaropuTaM, OHJIA MOKYIITABAMO A YCTAHOBU-
MO [Ia JIU je OH eKBHBAJEHTAH HEKOM Of] mpobjemMa 3a KOjeé 3HAMO Jia Cy TEeIlKH.
Knaca NP-kommmeramx mpobaemMa caap:Ku CTOTHHE TaKBUX Mel)yCOOHO eKBUBAJIEHT-
HUX TpobiremMa.
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264 11. NP-KOMIIJIETHOCT

11.3. Henerepmuuuzam u KykoBa Teopema

Teopuja NP-komimiernocTu 3acnoBana je suauajuom Kykosom (S. A. Cook
) Teopemom 1971. romuue. IIpe Hero mro dopmMysuiieMo 0By Teopemy, HoTpebGHO
je ma ysememo jorn Heke mojmoBe. Ilokymmahemo ma m3berHeMo TEXHHYKE IETATba
W Ja TUCKYCH]y 3a/IpYKMMO Ha WHTYHTHBHOM HuBOy. Kibura epuja u Iloncona [2]
(M. R. Garey, D. S. Johnson ) nobpo nmokpusa oBy obiacr. Teopuja NP-
KOMILJIETHOCTH j€ Je0 mupe oOJIACTH KOja Ce 30Be CJIOXKEHOCT M3pavyHaBamba,
unju HajBehw meo Huje mpeaMeT oBe Kibure. Pasmarpame heMo OrpaHnauTy HA OHE
JesoBe Koju oMoryhyjy kopwuinheme Te Teopuje.

o cama ce HMCMO GaBHW/IM TpEIM3HUjNM nedUWHUCAmHEM I0jMa ajropuTMma. 1o Huje
BaXKHO CBE€ JIOK C€ KOPHCTE yoOWdajeHe omeparmje KOje MOJp:KaBajy CBU padyHapu (Ha
npumep cabupame, ynopehusame, npucryn memopuju). [Ipenusna nedununnmja agropur-
Ma je OWTHA HITp. 33 JOKA3WBAME IOHUX TPAHUIA CIOKEHOCTH (TAaKO je MOmesn crabma
O/IIy4nBarba KOpUIIieH IIPUJIMKOM JI0Ka3a JI0Hhe TDAHUIE CJIOKEHOCTH COPTHUDarha, Ofe-
spak 5.3.6; mehyrum, Taj Mmozmen je Bpsio orpammuen). OCHOBHE MOIE M3padyHABAbA j€
Tjypunrosa mamuHa. pyru wecto kopunrheHn Mo/e je MalnHa ca YHuMOPMHUM
npucrynoMm. Ha cpehy, oBu u npyru pasymun Momesin eKBUBAJIEHTHH Cy 33 HAllle CBPXE,
jep ce ajgropuraM 3a jeIaH MOJES yBEK MOXKe TPAHC(HOPMUCATH y aJrOPUTAM 32 APYTH
MOJIeJI, TAKO J1a C€ BpeMe M3BpIIaBarba HE MEHa BHIINE HErO 3a TOJMHOMUjaTHNA (BHaKTOP.
KyxkoBa teopewma je, Ha mpumep, moka3aHa KopumihemeM TjypuHrose MammHe KaO MOETa
U3padyHaBamba, ajdd je TadHa U 3a Apyre mozesne. Ha oBom mecty mehemo ekcnurnmt-
HO KOPUCTHUTHU HU jeJaH crerujaanu momesna. Mebhyrum, 300r jacHujer pasyMmeBarba MOjMa
HEIeTEPMUHUCTUYIKOT aJITOPUTMa, OCIoHmheMo ce Ha medbununujy TjypuAroBe MaImHe u
HeIeTEPMUHUCTUYIKE 1]yPUHTOBE MaIlUHe.

Kao mozesn m3padyHaBama MOXKe Ce KODUCTHTH JAeTepMuHucTHYKa TjypuHrosa
mammHa (JTM), koja je memarckm npukazana Ha camrmu 1. JITM ce cacroju om yn-
PaBLAuK02 0A0KG CA KOHAYTHUM OPOJjEM CTamba, 2406€ 3G 4UMAHE/NUCAIbEe U ABOCTPAHO
HEOTpaHWYEHEe Mmpake, Tojie/beHe Ha, 6eCKOHAYHU Opoj jemHakux hienja, HyMepUCAHUX IIe-
qmm 6pojeBuma ..., —2,—1,0,1,2,3,....

Ynpas/bauku
610K

Tpaka

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Puc. 1. Illemarcku mnpuka3z JgeTepMUHUCTHYKe TjypuHTOBE
mammHe (JITM).

IIpozpam 3a JITM cacroju ce ox ciemehnx KoMmomneHTH:


zile
Highlight


11.3. HEAETEPMMWHN3AM 11 KYKOBA TEOPEMA 265

(1) xomaunor ckyma I' cumbosa xoju ce 3ammcyjy Ha Tpaky, moackyma % C I
YAABHUL cuMBOAG, M TIOCEOGHO M3ABOjEHOT NpadHoz cumbosra b € T'\ T;
(2) xomaumor ckyma cmarba Q, UMju Cy €JIEMEHTHU [OPEX OCTAJIUX NOY%EMHO CMAtbe
go M JIBA 3G6PWHA CMAHA (da U (N E;

(3) Pynxyuje npeaasa 6 : (Q\ {qda;gne}) X I' = Q x I' x {—1,1}.
IIporpam ce m3Bpmasa Ha ciaenehn mauwmn. Ya3 3a mporpam je pea & € X* (cacraB/beHa
071 3HAKOBa W3 CKyma ). Peu ce 3ammcyje ma Tpamm y hemmjama ca pemaum GpojeBn-
ma 1,2, ..., |z|, no jenan cumbon y cakoj henuju (oue |z| o3navasa myxkuny peuu ).
Cse apyre hemmje y modeTHOoM TpeHYTKy caJprke Ipa3aH cuMOOJ, Ima ce 3aTO Kaxke 1a
cy npasue. IIporpam modmme ca pagoM Hajiaselim ce y cTamy o, IPU YeMy ce IVIaBa 3a
quTame/nucame Hanasu uax henmjom ca 6pojem 1. 3arum ce upouec m3padyHaBarba HAC-
TaB/ba KOPaK IO KOpak. AKO je TPEHYTHO CTame ¢ jeTHAKO OWJIO (dq, OWIO Gne, OHIA CE
POIeC M3PAdyHABAKA 3aBPIIABa, U TO Ca Pe3yATaToM ~ma” akKo je ¢ = ¢dq, OTHOC