
Januarski pismeni ispit iz Analize 3A za smerove V i N, 12. januar 2020.

1. Dato je preslikavaǌe f : Z→ R definisano sa f(x) = sin πx
4 .

a) Odrediti minimalnu σ-algebru M nad Z takvu da je g := |f | M-merǉivo preslikavaǌe. Ispitati
da li su i preslikavaǌa f i f2 M-merǉiva.

b) Dokazati da je za svako λ > 0 preslikavaǌe µ : M → [0,+∞], definisano sa µ(A) =
∑
x∈A

λ

2|x|
, jedna

konaqna mera na M. Odrediti λ tako da µ bude verovatnosna mera.
v) Dokazati da g ∈ Lp(Z,M, µ) za svako 1 6 p 6 +∞ i izraqunati ‖g‖p.

2. Dat je niz funkcija fn : [0, 1]→ R definisan sa fn(x) =
n
√
x

1 + n4x2
.

a) Ispitati ravnomernu konvergenciju niza {fn}n∈N na [0, 1].

b) Izraqunati lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx.

3. Dokazati da va�i jednakost:∫ +∞

0

cos
√
xe−

x
2 dx = 2

(
1−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!!

)
.

4. Neka je f ∈ L4(X,µ) ∩ L12(X,µ) i neka je ‖f‖12 = 1. Dokazati da f ∈ L9(X,µ) i da je ‖f‖69 6 ‖f‖4.
5. Neka je fn : [0, 1]→ R niz Riman-integrabilnih funkcija takvih da postoje C, δ > 0 takvi da je∫ 1

0

f2n(x)dx 6 Cn1−δ

za svako n ∈ N. Dokazati da tada niz funkcija {gn}n∈N definisan sa gn :=
fn√
n

konvergira ka nuli po

Lebegovoj meri m.

6. Na Lebegovoj σ-algebri podskupova od R je definisana kompleksna mera

ν(A) = 2im(A ∩ [−1, 1]) +
∫
A∩[0,+∞)

e
i3π
2 −xdm,

gde je m Lebegova mera.

a) Dokazati da je ν << m i odrediti
dν

dm
, kao i

d|ν|
dm

.

b) Na�i |ν| i izraqunati
dν

d|ν|
.
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