
Junski pismeni ispit iz Teorije Mere i Integracije, 24. jun 2019.

1.Neka je A = {(n, n)|n ∈ Z} ∪ {(n,−n)|n ∈ Z}. Na prostoru (R2,P(R2)) definisano je preslikavaǌe
µ : R2 → [0,+∞], µ(E) :=

∑
(x,y)∈E∩A

|y|.

a) Dokazati da je µ mera na (R2,P(R2)).
b) Na�i µ(E1) i µ(E2), gde su E1 = {(x, y) ∈ R2|

√
x2 + y2 6 2019} i E2 = {(x, y) ∈ R2||x|+ |y| 6 2019}.

v) Izraqunati
∫
R2

1

(|x|+ |y|)3
dµ i

∫
E3

√
5x2 + 4y2dµ, gde je E3 = {(x, y) ∈ R2|max{|x|, |y|} < 2019}.

2. Pokazati da postoje dve Borelove funkcije na R koje se poklapaju na gustom podskupu od R a nisu
jednake skoro svuda.

3. Izraqunati slede�u graniqnu vrednost: lim
n→∞

∫ √
3

n

0

(nx)
2
3

arctg x
dx.

4. Dokazati jednakost:
∫ 1

0

lnx4 arctg xdx =

∞∑
n=1

(−1)n

n2(2n− 1)
.

5. Neka je f ∈ L3(X,µ) ∩ L6(X,µ) i neka je ‖f‖6 = 32. Dokazati da f ∈ L5(X,µ) i da je ‖f‖5 6 16‖f‖
1
5
3 .

6. Izraqunati min
a,b∈C

∫ +∞

−∞
|a+ x2 + bx4|2e− x2

2 dx.

7. Dati su nizovi a, b : N0 → C, an =
√
n, bn =

√
n2n, n = 0, 1, 2, . . ..

a) Ispitati za koje 1 6 p < +∞ nizovi a i b pripadaju prostoru `p =

{
x : N→ C|

+∞∑
n=0

|xn|p

5n
< +∞

}
.

b) Pokazati da je sa < x, y >:=

+∞∑
n=0

xnyn
5n

dat jedan skalarni proizvod na `2.

v) Na�i ugao izme�u vektora a i b u Hilbertovom prostoru `2.
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