
Julski pismeni ispit iz Teorije Mere i Integracije, 8. jul 2019.

1. Neka je P skup svih parnih i N skup svih neparnih prirodnih brojeva.
a) Dokazati da je M = {E ⊆ N|E ⊆ P YN ⊆ E} jedna σ-algebra podskupova od N.
b) Dokazati da je preslikavaǌe µ : M→ [0,∞] definisano sa µ(E) :=

∑
n∈E∩P

1

n2
jedna mera na M.

v) Izraqunati µ(N ), µ(P), µ(N), µ(4N), µ(P) i µ(K), gde P skup svih prostih brojeva, a K skup svih
kvadrata prirodnih brojeva.

g) Dokazati da je funkcija f : N→ R definisana sa f(x) = cos πx2 merǉiva u odnosu na M, pa zatim i

izraqunati
∫
N
fdµ.

2. Izraqunati slede�u graniqnu vrednost: lim
n→∞

∫ π
4
√
n

0

n tg x√
1 + n2x4

dx.

3. Dokazati jednakost:
∫ 1

0

lnx ln(1 + x2)dx =

∞∑
n=1

(−1)n

n(2n+ 1)2
.

4. Neka je f ∈ L4(X,µ) ∩ L16(X,µ) i neka je ‖f‖16 = 1. Dokazati da f ∈ L7(X,µ) i da je ‖f‖7 6 ‖f‖
3
7
4 .

5. Neka je M =

{
x ∈ `2|

2∑
n=1

xn =

4∑
n=1

xn =

5∑
n=1

xn

}
i niz a definisan sa an =

in

n
, n = 1, 2, 3, ....

a) Dokazati da a ∈ `2 i izraqunati ‖a‖2.
b) Odrediti M⊥ i izraqunati d(a,M).
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