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1. Íåêà jå X ïðîèçâî§àí ñêóï è d : X ×X → R ôóíêöèjà êîjà ñâàêîì ïàðó åëåìåíàòà ñêóïà
X äîäå§ójå ðåàëàí áðîj. Àêî òà ôóíêöèjà èìà îñîáèíå:

1. d(x, y) ≥ 0

2. d(x, y) = 0⇔ x = y

3. d(x, y) = d(y, x)

4. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

îíäà êàæåìî äà jå d ðàñòîjà»å íà X, à ïàð (X, d) íàçèâàìî ìåòðè÷êèì ïðîñòîðîì.

1. Äîêàçàòè äà jå ñà d(x, y) = arctan|x− y|, x, y ∈ R äåôèíèñàíà ìåòðèêà íà R ó îäíîñó íà
êîjó jå òàj ïðîñòîð îãðàíè÷åí.

Ïîçèòèâíà äåôèíèòíîñò è ñèìåòðè÷íîñò ñå ëàêî ïðîâåðàâà. Ïðîâåðèìî íåjåäíàêîñò òðîóãëà,
ïðèìå£ójó£è äà âàæè:

arctan (x+ y) ≤ arctanx+ arctan y.

Îâî âàæè jåð jå f(x) = arctan (x+ y)− arctanx− arctan y ìîíîòîíî îïàäàjó£à çà ñâàêî x ≥ 0, à
f(0) = 0. Ñëåäè,

arctan |x− y| ≤ arctan |x− z|+ |z − y| ≤ arctan |x− z|+ arctan |z − y|.

Îãðàíè÷åíîñò ïðîñòîðà ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå diam(R) = 0.

2. Íåêà jå s ñêóï ñâèõ áðîjíèõ íèçîâà. Äîêàçàòè äà jå (s, d) ìåòðè÷êè ïðîñòîð ó êîìå jå

ôóíêöèjà ðàñòîjà»à äåôèíèñàíà ñà d(x, y) =
∞∑
n=1

1
2n

|xn−yn|
1+|xn−yn| .

Êàêî jå |xn−yn|
1+|xn−yn| ≤ 1, òî jå ôóíêöèjà ðàñòîjà»à äîáðî äåôèíèñàíà. Ïîçèòèâíà äåôèíèòíîñò

è ñèìåòðè÷íîñò ñó î÷èãëåäíå. Íåjåäíàêîñò òðîóãëà ñëåäè èç

|a+ b|
1 + |a+ b|

≤ |a+ c|
1 + |a+ c|

+
|b+ c|

1 + |b+ c|
,

øòî jå ïîñëåäèöà ÷è»åíèöå äà jå ôóíêöèjà t
t+1

ìîíîòîíî ðàñòó£à çà ñâàêî t ≤ 0.

3. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà f(x, y) = x2−y2
x2+y2

íåìà ãðàíè÷íó âðåäíîñò ó òà÷êè (0, 0).

Óî÷èìî íèçîâå (x′n, y
′
n) = ( 1

n
, 1
n
), (x′′n, y

′′
n) = ( 2

n
, 1
n
). Êàêî jå f(x′n, y

′
n) = 0, f(x′′n, y

′′
n) = 3

5
òî

ãðàíè÷íà âðåäíîñò ó ïîñìàòðàíîj òà÷êè íå ïîñòîjè.

4. Èñïèòàòè íåïðåêèäíîñò ôóíêöèjå f(x, y) = ln (1+x2+y2)

1+sin2 (x2−y2) .
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Ôóíêöèjå 1 + x2 + y2, x2 − y2 ñó íåïðåêèäíå çà ñâàêî x, y ∈ R. Ôóíêöèjà ln (1 + x2 + y2) jå
íåïðåêèäíà íà R2 jåð jå 1 + x2 + y2 > 0. Òàêî¢å jå ôóíêöèjà sin2 (x2 − y2) íåïðåêèäíà íà R2.
Îñèì òîãà jå 1 + sin (x2 − y2) > 0, ïà jå çàäàòà ôóíêöèjà íåïðåêèäíà.

5. Äîäåôèíèñàòè ôóíêöèjó f(x, y) = x4+y4

x2+y2
äî íåïðåêèäíîñòè ó òà÷êè (0, 0).

Ôóíêöèjà £å áèòè íåïðåêèäíà ó òà÷êè (0, 0) àêî jå f(0, 0) = lim
x→0,y→0

x4+y4

x2+y2
= 0.

6. Äîêàçàòè äà ñèñòåì jåäíà÷èíà
x2 + y2 = 25,

x3 + y3 + x2y − 6 = 0,

èìà áàð äâà ðåàëíà ðåøå»à.

Ôóíêöèjà f(x, y) = x3 + y3 + x2y − 6 jå íåïðåêèäíà íà öåëîj ðåàëíîj ðàâíè. Ó òà÷êè A(5, 0)
êðóæíèöå x2 + y2 = 25 âðåäíîñò ôóíêöèjå jå 119, à ó òà÷êè B(−5, 0) èñòå êðóæíèöå âðåäíîñò
ôóíêöèjå jåäíàêà jå −131. Äóæ ñâàêå íåïðåêèäíå êðèâå ó ðàâíè êîjà ñïàjà òà÷êå A(5, 0) è
B(−5, 0) ôóíêöèjà f èìà áàð jåäíó íóëó. Ñòîãà íà êðóæíèöè x2+ y2 = 25 ïîñòîjå áàð äâå òà÷êå
M è N ó êîjèìà jå ôóíêöèjà jåäíàêà íóëè.

7. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà f(x, y) = x4 + y4 äîñòèæå íàjìà»ó è íàjâå£ó âðåäíîñò ó îáëàñòè
îäðå¢åíîj íåjåäíàêîñòèìà x+ y ≥ 3, x2 + y2 ≤ 16.

Îáëàñò îäðå¢åíà çàäàòèì íåjåäíàêîñòèìà jå çàòâîðåí è îãðàíè÷åí ñêóï. Êàêî jå ôóíêöèjà
íåïðåêèäíà íà »åìó, îíà íà èñòîì äîñòèæå íàjìà»ó è íàjâå£ó âðåäíîñò.

8. Íåêà jå f íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å êîìïàêòíîã ìåòðè÷êîì ïðîñòîðà (X, dX) íà ìåòðè÷êè
ïðîñòîð (Y, dY ). Äîêàçàòè äà jå Y êîìïàêòàí ïðîñòîð.

9. Äà ëè jå ôóíêöèjà f(x, y) =
√

4− x2 − y2 ðàâíîìåðíî íåïðåêèäíà ó îáëàñòè äåôèíèñàíîñòè?

10. Èñïèòàòè ðàâíîìåðíó íåïðåêèäíîñò ôóíêöèjå f(x, y) = sin π
1−x2−y2 ó îáëàñòè E =

{(x, y) ∈ R : x2 + y2 < 1}.

Ôóíêöèjà f jå íåïðåêèäíà íà E, àëè íèjå ðàâíîìåðíî íåïðåêèäíà. Óî÷èìî äâà íèçà òà÷àêà

An = (
√
1− 1

2n
cosα,

√
1− 1

2n
sinα), Bn = (

√
1− 2

4n+1
cosα,

√
1− 2

4n+1
sinα), n ∈ N. Êàêî jå

d(An, Bn) = 0, à |f(An)− f(Bn)| = 1, ôóíêöèjà íèjå ðàâíîìåðíî íåïðåêèäíà.

11. Èñïèòàòè ðàâíîìåðíó íåïðåêèäíîñò ôóíêöèjå f(x, y) = ln (x2 + y2) ó îáëàñòè

à) r2 ≤ x2 + y2 ≤ R2

á) 0 < x2 + y2 ≤ R2

12. Íà£è òà÷êå ó êîjèìà ôóíêöèjà f(x, y) =
√
x2 + y2 íåìà ïàðöèjàëíå èçâîäå.

Ó òà÷êè (0, 0) ôóíêöèjà íåìà ïàðöèjàëíå èçâîäå, øòî ñå ëàêî ïðîâåðàâà äåôèíèöèjîì

f ′x = lim
x→0

f(x,0)−f(0,0)
x

= lim
x→0

|x|
x
.

13. Äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà

f(x, y) =

{
x3y
x6+y2

, x6 + y2 6= 0,

0, x = y = 0.



ïðåêèäíà ó òà÷êè (0, 0), àëè äà èìà ïàðöèjàëíå èçâîäå ó òîj òà÷êè.

Êàêî jå f(x, 0) = f(0, y) = 0, òî jå f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0. Ôóíêöèjà èìà ïðåêèä ó òà÷êè (0, 0),
jåð jå f( 1

n
, 1
n3 ) =

1
2
, f( 1

n
,− 1

n3 ) = −1
2
.

14. Îäðåäèòè èçâîä ôóíêöèjå f(x, y) = x2 + y2 ó òà÷êè (2, 1) ó ïðàâöó âåêòîðà −→a (1, 1).
f ′−→a (x0) = lim

t→0

f(x0+t
−→a )−f(x0)
t

= lim
t→0

f(2+t,1+t)−f(2,1)
t

= lim
t→0

(2+t)2+(1+t)2−4−1
t

= lim
t→0

6t+2t2

t
= 6

15. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà

f(x, y) =

{
x|y|√
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0),

0, x = y = 0.

íèjå äèôåðåíöèjàáèëíà ó òà÷êè (0, 0).

Êàêî jå f(x, 0) = f(0, y) = 0, òî jå f ′x(0, 0) = f ′y(0, 0) = 0. Àêî áè ôóíêöèjà áèëà äèôåðåíöèjàáèëíà
ó òà÷êè (0, 0), îíäà áè ñå ïðèðàøòàj ôóíêöèjå ó òà÷êè (0, 0) ìîãàî ïðèêàçàòè ó îáëèêó4f(0, 0) =
f(4x,4y)− f(0, 0) = f ′x(0, 0)4x+ f ′y(0, 0)4y+ ε(4x,4y)r, êàäà r → 0, ãäå jå r =

√
4x2 +4y2,

ïðè ÷åìó jå lim
r→0

ε(4x,4y) = 0. Èç ïîñëåä»å jåäíàêîñòè èìàìî äà jå ε(4x,4y) = 4x|4y|
4x2+4y2 , à

ôóíêöèjà íèjå äèôåðåíöèjàáèëíà ó (0, 0) jåð jå lim
n→∞

ε( 1
n
, 1
n
) = 1

2
, lim
n→∞

ε(− 1
n
, 1
n
) = −1

2
.


