Analiticka geometrija

Neka su dati vektori a = a1i + asj + ask = (a1,a2,a3), b = byi + baj + bsk =
(b1,b2,b3) i ¢ = cii+ caj + sk = (c1, ¢, ¢3).

Skalarni proizvod vektora aib je
a-b =aib; + agbs + asbs.

Vektori a i b su ortogonalni ako je a-b = 0.

Vektorski proizvod vektora a i b, u oznaci a x b, je vektor

ijk
axb=|aaas].
by by b3

Vektorski proizvod dva vektora je nula—vektor ako i samo ako su vektori kolin-
earni.

Intenzitet vektorskog proizvoda a x b jednak je povrsini paralelograma konstru-
isanog nad vektorima a i b.

Mesoviti proizvod vektora a, b i ¢, u oznaci [a, b, c], je

aj as as
[a,b,c] = bl b2 b3
C1 Co C3
Mesoviti proizvod tri vektora je nula ako i samo ako su vektori komplanarni.
Mesoviti proizvod tri vektora po apsolutnoj vrednosti jednak je zapremini par-

alelopipeda konstruisanog nad ovim vektorima.

Neka je n = (A, B,C) vektor normale ravni «, a M (z1,y1,21) jedna tacka u
ravni. Skalarni oblik jednacine ravni je

a: Alx—xz1)+Bly—vy1)+C(z—2)=0.

Ako su Mi(x1,y1,21), Ma(x2,y2,22) 1 Ms(xs,ys,23) tri nekolinearne tacke,
jednacina ravni koju one odreduju je

rT—T1 Yy—Yyr 22— 2
To—T1Y2 — Y1 22— 21| =0.
T3 — X1 Y3 — Y1 23 — 21



Neka je p = (I,m,n) vektor pravca prave p, a M(x1,y1,21) jedna tacka na
pravoj. Simetri¢ni oblik jednacine prave je
r—Tn _ Y-y T

P m  n

a parametarske jednacine prave p su
r=x1+t, y=y1+tm, z=2z +1tn.

Ako su My (z1,y1,21) 1 Ma(x2,y2,22) dve date tacke, jednacina prave koju one

odreduju je
r—Tn Y-y 2T A

T2 — X1 Y2 — Y1 22 — 21

Zadaci

1. Dati su vektori a = (1,1,—-1), b= (-2,-1,2) i c = (1,—1,2).
a) Razloziti vektor ¢ po vektorima a, bia x b.

b) Odrediti ugao koji vektor ¢ gradi sa ravni koju odreduju vektori a i b.

Resenje: a) Odredi¢emo vektorski proizvod vektora a i b:

i j k
1-1 1-1 11
axb=| 1 11 :‘ ‘i—‘ \H' ’k
o1 o |71 2 -2 2 —2 -1
—i+k=(1,0,1).

Da bismo razlozili vektor ¢ po vektorima a, b i axb, treba da odredimo koeficijente
«, B 17 u jednakosti
aa+ b+ v(a x b) =c,
tj.
a(l,1,-1)+ B(-2,-1,2) +v(1,0,1) = (1, —-1,2).
Sada je
(Oé—2ﬂ+’)/704—5,—04+26+’7) = (17_172)7



odakle dobijamo sistem linearnih jednacina

Oé—ﬂ:_17
—a+284+y=2.

Resavanjem sistema dobijamo o« = —3/2, § = —1/2, v = 3/2, pa je

3 1 3
C = —ia— §b+§(ax b)
b) Vektor normale ravni koju odreduju vektori aib jen =axb = (1,0,1).

Oznag¢imo sa ¢ ugao izmedu vektora n i c. Tada je

ne V3

cos = =
[nffle]l] 2~

odakle je ¢ = 7/6. Kako je trazeni ugao komplementan uglu ¢, to je on jednak
/3.
2. Dati su vektori

a=(1,1,1), b=(0,2,0), p=aa+5b i qgq=3a—b.

Odrediti vrednost parametra o € R tako da su vektori piq:
a) ortogonalni; b) paralelni.

Resenje: a) Uslov ortogonalnosti izrazava se preko skalarnog proizvoda
plqg & p-q=0. (0.1)
Koriste¢i osobine skalarnog proizvoda, gornja jednakost postaje

p-q=0«< (aa+5b)-(3a—b)=0
<3aa-a+(15—a)a-b—5b-b=0.

Zamenom vrednosti skalarnih proizvoda

a-a=(1,1,1)-(1,1,1) = 3,
a-b=b-a=(1,1,1)-(0,2,0) = 2,
b-b=(0,2,0)-(0,2,0) = 4,
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uslov ortogonalnosti (0.1) svodi se na jednacinu
90 +2(15-a) —20=0 & 10+T7a =0

§to daje a = —10/7.

b) Paralelnost vektora je kolinearnost vektora, tj. uslov paralelnosti vektora p i
q izrazava se sa
plla < p = Aq, zaneko A € R. (0.2)

Prelaskom na izraze za p i q po vektorima a i b, uslov paralelnosti (0.2) postaje
aa+5b=XA3a—b) & (a,10+ o, ) = (3A\, A, 3N).

Izjednacavanjem odgovaraju¢ih koordinata uredenih trojki dolazimo do sistema
jednacina

a = 3\,

104+ a = A,
Cije je reSenje A = —5, a = —15.

3. Odrediti mesoviti proizvod vektora

a= (17072)7 b = (0727_1)7 Cc= (172>3)

Resenje:

[a,b,c] =a-(bxc)

10 2
=02 -1|=4.
12 3

4. Dati su vektori a = (1,2,3), b = (2,2,1) i ¢ = (—1,—2,—1). Izracunati

povrsinu paralelograma nad vektorima a i b i zapreminu paralelopipeda odredenog
vektorima a, b i c.

Resenje: Povrsina paralelograma:
Pap = |ax b| = [(—4,5,-2)| = 3V/5.

Zapremina paralelopipeda:
s obzirom da je



1 2 3
[a,b,c]=|2 2 1|=—4,
—-1-2-1

onda je
Vabe = |[a,b,c]‘ = 4.

5. Data je tacka M = (5,—1,2). Neka su M, My i M3 projekcije tacke M na
koordinatne ravni. Odrediti povr§inu trougla AM; My Ms.

Resenje: Neka je M projekcija tacke M
na koordinatnu ravan xQOy, M> na 2Oz i
M3 na yOz. Njihove koordinate tada glase

. Mp(5.0.2)

Ml - (57 _170)7
M2 = (5707 2)a
M; = (0,-1,2).

M(5,-1,0)

Kako je

1 > >
Pasiss = Pagi sty = SV T
gde su

MMy = My — My = (5,0,2) — (5,—1,0) = (0, 1,2),
My Ms = Ms — M, = (0,-1,2) — (5,—1,0) = (=5,0,2)

. ijk
M Mj x MMz =| 0 12|=2i—10j+ 5k = (2,-10,5),
—502

MM x My Ms| = /22 4102 4 52 = V129,

onda je trazena povrsina

1
Pane, vy = 5\/ 129.
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6. Date su prave p; i ps jednac¢inama

r—y—2+8=0, x+y+z2z2—2=0,
p1: 1 p2:
r+y+2+10=0 20 +y—32+9=0.

Ako je M tacka njihovog preseka i My, My i M3 njene projekcije na koordinatne
ose, odrediti zapreminu tretraedra O M MsMs i povrSinu trougla My Mo Ms.

Resenje: Kako tacka M pripada svakoj od date ¢etiri ravni, to njene koordinate
zadovoljavaju sve Cetiri linearne jednacine. ReSavanjem sistema linearnih jednac¢ina
dobijamo M (-3, 3,2). Projekcije tacke M na x—osu, y—osu i z—osu su redom

Ml(_37070)7 M2(03330)7 M3(070a2)

Zapremina dobijenog tetraedra se jednostavno rac¢una

1 2-3
V= 35 3=3.
Kako je
MMy = (3,3,0), M;Ms=(3,0,2),
to je
. ijk
M1M2 X M1M3 =1330| = (6, —6, —9),
302

odakle dobijamo trazenu povrsinu

1
=§H(6,—6,—9)|| 36 + 36 + 81 = f

7. Odrediti tacku B simetri¢nu tacki A (0,-4,-7) u odnosu na pravu

(p) r+3y—224+1=0,
28 2r—y+2—-3=0.

Reéenje I nacin: Ozna(zimo (B):x4+3y—2z4+1=01(y ) : 2x y+z—3 =0
ovih ravni oznaceni redom sa ng = (1,3, 2) ind=(2,-1,1).

Kako je B tacka simetri¢na tacki A u odnosu na pravu p, to je duz AB normalna
na pravu p i prava p polovi duz AB. Ozna¢imo sa M = pN AB sredinu duzi AB.
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Postavimo ravan « kroz tacku A ortogonalno na pravu p. To znaéi da je vektor

normale 7ig ravni a proizvoljan vektor koji je kolinearan sa vektorom pravca prave

p, dakle ortogonalan na vektore n_é i n_7> Tako mozemo uzeti
k

i
Na=npxn, =13 —2
211

=i—5j—Tk=(1,-5-7).

Ravan « sa vektorom normale ng, = (1, —5,—7) i jednom tackom A = (0, —4, —7)
zadata je jednacinom

() : z—5(y+4)—7(z2+7)=0 & z—5y—72—69=0.

Tacka M bice prodor prave p kroz ravan «, tj. reSenje sistema jednacina

—2
43y —2:4+1=0, . x__’5
2 —y+z—3=0,2—5y—Tz—69=0 g:_G’

pa je M = (2,—5,—6). Koordinate tacke B nalazimo iz uslova
AL = 24M,

tj. B=2M — A=2(2,-5,-6) — (0, —4,—7) = (4,—6, —5).

IT nacin: Neka je M € p ponovo sredina duzi AB. Da bismo opisali koordinate
tacke M neophodno je opisati koordinate tacaka prave p. Za to nam je potrebna
jednacina prave u simetricnom obliku.

Yy—9
Jrx+3y—22+1=0, ="
()'{2x—y+z—320 < x:Z*S
=7
r_y—5_2z-38
) 1="g =

Podaci o pravoj p iz simetri¢nog oblika jednacine su:

e koordinate (0,5,8) jedne tacke sa prave,
e vektor pravca p = (1, —5, —7) prave p.

Dakle,

M =(0,5,8) +t(1,-5,—7) = (t,5 — 5t,8 — 7t), zanekot € R.
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Vrednost t dobijamo iz uslova ortogonalnosti AM | p, odnosno

AM -p=0, AM = (t,5— 56,8 —7t) — (0, —4,—7) = (£,9 — 5¢,15 — 7t)
o (69— 5t,15 —Tt) - (1,—5,~7) = 0
St-50-5)-T15-TH)=0 & t=2

M = (2, -5, —6).

Pa je ponovo B =2M — A = (4, —6,—5).

-1 -3
8. Data je tacka A(1,1,—2), prava p: z = ll _Z :

3z = 11. Odrediti tacke B i C koje su simetri¢ne tacki A u odnosu na pravu p i
ravan o redom.

iravan o : x4 2y +

ResSenje: Prvo ¢emo odrediti koordinate tacke B. Postavicemo ravan m koja
sadrzi tacku A i normalna je na pravu p. Jednac¢ina ravni 7 je

2 -1)-1L(y—1)+1(z2+2) =0,
tj.
m: 2x—y+z+1=0.

Sada ¢emo odrediti tacku prodora prave p kroz ravan w. Kako su parametarske
jednacine prave p
r=2t+1, y=-—t, z=t+3,

to zamenom u jednacini ravni 7 dobijamo
22t +1)+t+t+3+1=0,

odakle je t = —1, pa je presecna tacka S(—1,1,2). Dalje, neka je B(z,y, z). Kako
je tacka S sredina duzi AB, to vazi
z+1 y+1 z—2
2 ’ 2 ’ 2
odakle je x = =3, y = 1, z = 6. Dakle, trazena tacka je B(—3,1,6).
Postavicemo pravu s koja sadrzi tacku A i normalna je na ravan a. Njena
jednacina je

2,

r—1 y—1 z+2
S = = .
1 2 3

Ako parametarske jednacine prave s



r=t+1, y=2t+1, 2z=3t—-2,

zamenimo u jednacini ravni a dobijamo ¢ = 1, pa je presecna tacka M(2,3,1).

Neka je C(x,y, z). Kako je tacka M sredina duzi AC, to je

ac—i—1:27 y—l—lz37 2—2:1,
2 2 2
paje z =3,y =5, z = 4. Dakle, trazena tacka je C(3,5,4).

9. Date su prave

i q:
r—y—z=4 1 -2 m

{ 20 —y =9, r—1 y+3 2z-4
p: = = .

Odrediti vrednost parametra m € R tako da je prava ¢:
a) paralelna pravoj p;

b) normalna na pravu p.

Resenje: Vektor pravca prave p je

i j k
p=[2-1 0]=(1,2-1).
1-1-1

a) Iz uslova kolinearnosti vektora pravaca pravih p i ¢ imamo

(=2,m,2) =a(1,2,-1) = (a, 2a, —v),

odakle je a = —2, pa je m = —4.
b) Iz uslova normalnosti vektora pravaca pravih p i ¢ je

(—=2,m,2)-(1,2,-1) =0,

2

odakle je 2m = 4, pa je m = 2. Ostaje da proverimo da li se prave p i ¢ seku. Neka
je tacka A(9/2,0,1/2) proizvoljna tacka sa prave p, a B(1,—3,4) tacka sa prave q.

Tada je AB = (—7/2,—3,7/2), pa je

MNLI\D»—A
cl,oww
NN N =
Il
(e}
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10. Date su ravan (o) : z+y+ 2 =71 prave

r+2 oy z—3

) =T

(@) T+3y+z+15=0,
’ r+y—2+3=0,

Odrediti jednacinu prave p koja je paralelna pravoj ¢ i sadrzi zajednicku tacku
prave r i ravni .

Resenje: Odredimo najpre presecnu tacku R prave r i ravni a. Ona je jedin-
stveno resenje sistema

T+y+z="7,
x+2 'y z—3
-3 -1 2
z+y+z2=17,
r=3y—2

z—3

5

y=-
Eliminacijom nepoznatih dobijamo

R=(7,3,-3).

Iz uslova paralelnosti pravih p i ¢ odredujemo vektor pravca p trazene prave p. p
je kolinearan sa vektorm pravca prave g, te je i p ortogonalan na vektore normala
ravni u ¢ijem preseku se nalazi prava ¢. Oznac¢imo vektore normala tih ravni sa

ne = (1,3,1), np=(1,1,-1).

Za vektor pravca p onda mozemo uzeti bilo koji vektor kolinearan vektorskom
proizvodu N x n_g} :

ijk
Mo X p =13 1 |=—4i+2j—2k=(-4,2,-2).
11-1
Za vektor pravca p mozemo uzeti p = (2,—1,1) = —1(—4,2,-2). Jednacina

trazene prave p kroz tacku R = (7,3, —3) i vektorom pravca (2, —1,1) je tada

(p) :

r—7 y—3 =z+3
2 -1 1
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1
11.Data je tacka M (—1,2,1), pravap : % = % = Zi_
Odrediti tacke P i @ koje su ortogonalne projekcije tacke M na pravu p i ravan
«a redom, a zatim izra¢unati povrsinu trougla M PQ).

iravan o : x+2y—z = —3.

Resenje: Postavicemo ravan 3 koja sadrzi tacku M i normalna je na pravu p.
Dakle,
B: z4+y+z—-2=0.

Parametarske jednacine prave p su
r=t, y=t, z=t-—1,

pa zamenom u jednaéini ravni S dobijamo t = 1, te je P(1,1,0).
Postaviéemo pravu g koja sadrzi tacku M i normalna je na ravan «. Dakle,

r+1 y—2 =z2-1

ER 2 1

tj.

q: zz=t—-1, y=2t+2, z=—-t+1.
Zamenom ovih izraza u jednacini ravni « dobijamo t = —5/6, pa je trazena tacka
Q(—11/6,1/3,11/6).

Dalje je
Mj = (27_17_1)7 Ma - _§7_§7§ 5
6 36

pa je

i j k
D 4—@ 5 5 25
M X M — 2 —]_ —]_ = —, =, ,
5_5 5 276" 6
"6 3 6
odakle dobijamo trazenu povrsinu

1 9 5 25 5!
P3| (5B

z
= ——. Odrediti tacku B simetri¢nu

12. Data je tacka A(1,1,1) i prava p : % =

tacki A u odnosu na pravu p. Na pravoj p odrediti tacku C' tako da trougao
ABC bude jednakostranican.

Y
0



12

ReSenje: Postavicemo ravan a koja sadrzi tacku A i normalna je na pravu p.
Dakle,
a: r—2z2=0.

Parametarske jednacine prave p su

pa zamenom u jednacini ravni « dobijamo t = 0, te je P(0,0,0). Neka je B(x, y, z).
Kako je tacka P sredina duzi AB, to vazi

z+1
5=

r+1 0 y+1

2 2

odakle je x = —1, y = —1, z = —1. Dakle, trazena tacka je B(—1,—1,—1).
Koordinate tacke C(t,0, —t) ¢emo nadi iz uslova

0, 0,

d(A,B) =d(A,C)=d(B,C).
Odavde sledi

2V3=/(t— 12+ 1+ (—t—1)2=/(t+1)2+ 1+ (—t+1)2

paje 2t +3 = 12, odnosno t = 3/v/2ili t = —3/+/2. Dakle, imamo dve moguénosti

za tacku C:
V3 V3 V3 V3
= (2’0’_2 v G =505

13. Na pravoj

() {3+ —6=0,
' x+22—2=0,

odrediti tacku C' jednako udaljenu od tacaka A(—1,-3,1)i B =(3,1,1).

Resenje: I naéin: Za opis tacaka prave p pogodna je jednacina prave u
simetri¢nom obliku.

_2y—6
) {3w+2y—6:0, TT T3 e y—-3 z2-1

& = |- =2 = .
9 2z — 2 = =
T+22—2=0, . zl 1~ =3/2 —1/2

Iz simetriénog oblika jednacine prave p saznajemo vektor pravca (1,-3/2,-1/2) i
jednu tacku (0,3,1) sa prave. To znaci da su sve tacke prave p oblika
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P=(0,3,1)+#1,-3/2,-1/2) = (£,3 — 3t/2,1 — t/2), t e R.  (0.3)

Tako i trazena tacka C' € p ima koordinate oblika

O =(t3-31/2,1-1/2) = (1, 200

za neku konkretnu vrednost ¢t € R.

CA—OA_0C=4a-cC

6—3t 2—t
=(-1,-3,1) — (¢, — T)

3t t
:(_t_175_67§)7

CB—0B-0C=B-C
LD = (05555

3t t
3—t,——2,-).
:( ’ 2 ’ 2)
Koordinate tacke C slede iz uslova jednake udaljenosti C' od tacaka Ai B :
|CA| = |CB| < |CA|? = |CB|? &

(t+1)2 4 (6 — 3t/2)% + (t/2)% = (t — 3)> + (2 — 3t/2)% + (t/2)%.
Sredivanjem poslednjeg izraza prethodnu jednac¢inu svodimo na 4t = 24. Trazena
tacka C' dobija se iz (0.3) za vrednost parametra t = 6 i glasi C' = (6, —6, —2).

IT naéin: Sve tacke X = (x,y, z) jednako udaljene od tacaka A i B leze u ravni
a koja je normalna na duz AB i polovi je (simetralna ravan duzi AB). Jedna¢inu
simetralne ravni @ mozemo dobiti iz uslova jednake udaljenosti tacke X od tacaka
AiB:
a : |AX| = |BX]|
SVA+2)?2+B+y)2+1-22=VB -2+ (1 —-y)?2+(1-2)2
Sz+y=0.

Trazena tacka C bice prodor prave p kroz ravan «, tj. koordinate tacke C' bice
reSenja sistema jednacina

3x+2y —6=0, Yy = —ux,
r+22—2=0, ©<3r—2x—-6=0,

z+y=0. 222771.
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Tako ponovo dolazimo do rezultata

C = (6,—6,—2).

14. Nadi tacku M uravni a: x + 2y + 32 + 4 = 0 koja je najbliza koordinatnom
pocetku 0(0,0,0), a zatim odrediti rastojanje izmedu tacaka O i M.

Resenje: Tacka M je ortogonalna projekcija tacke O na ravan «. Jednacina
prave p koja je normalna na ravan « i sadrzi koordinatni pocetak je

Parametarske jednacine prave p su
r=t, y=2 =z=3t.

Kada ove izraze zamenimo u jednacini ravni « dobijamo 14t + 4 = 0, odakle je
t = —2/7. Dakle, trazena tacka je M(—2/7,—4/7,—6/7). Konaéno je

4 16 36 214
(O, M) 49 + 49 + 49 7

15. Date su prave

y—2 z2+1 . T+ 3y = 4,
' 224+ 3y + 3z = 2.

a) Dokazati da se prave p i g seku i odrediti zajednicku tacku.

b) Odrediti jednacinu ravni odredenu pravama p i q.

Resenje: Vektor pravca prave q je

q:

N M
W W~

k
0| =(9,-3,-3).
3

Ako u jedna¢inama ravni u ¢ijem se preseku nalazi prava g stavimo y = 0, dobijamo
x =4, z = —2. Dakle, jedna tacka na pravoj ¢ je (4,0, —2), pa je simetriéni oblik
prave
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o x—4 oy z2+2
T
a) Neka je A(0,2,—1) proizvoljna tacka sa prave p, a B(4,0,—2) neka tacka sa

prave q. Onda je AB = (4,—2,—1). Kako je

1-1 0
9-3-3|=0,
4 -2 -1

sledi da se date prave seku. Odredimo presecnu tacku P. Parametarske jednacine
prave p su
r=t, y=-t+2, z=-1,
a prave ¢
r=9s+4, y=-3s, z=-3s—2.

Za zajednicku tacku je s = —1/3, pa je P(1,1,—1).

b) Buduéi da se prave p i ¢ seku, to one odreduju ravan «. Vektor normale ove
ravni je

i j k
n=|1-1 0|=(3,3,6).
9-3-3

Jednacina ravni « je
3r+3(y—2)+6(2+1)=0,

tj.
a: r+y+2z=0.

16. Odrediti tacke na pravoj

' T—y+z=2,
P 20 — 2 =0,

koje su na rastojanju 2 od koordinatnog pocetka.

Resenje: Parametarske jednacine prave p su
r=t, y=3t—-2, z=21.

Sada je

V24 (3t —2)2 + 412 = 2,
odakle je t; = 0, to = 6/7. Trazene tacke su A;(0,—2,0) 1 A2(6/7,4/7,12/7).
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17. Date su prave

. r+3y+z+6=0, T y+3  z-—1
b y+2z+3=0 1 '

Odrediti jednacinu ravni a koja sadrzi pravu p i paralelna je sa ¢ i jednacinu
ravni 8 koja sadrzi pravu p i normalna je na ravan a.

Resenje: Vektor pravca prave p je

a prave ¢ je q = (1,2,3). Vektor normale ravni « je

i jk
n,=|2-11|=(-5,-5,5),
1 23

jedna tacka sa prave p, a time i ravni «, je P(—3,0,—3), pa je jednacina ravni
a: z+y—z=0.

Vektor normale ravni S je

i j ok
ng=pxn,=|2-1 1/=(0,3,3),
1 1-1

pa je jednacina ravni
B: y+z+3=0.

18. Date su ravni
(): 4z —y+32—-1=0 i (B): x—by—z—2=0.

Odrediti jednac¢inu ravni v koja sadrzi koordinatni pocetak i presek ravni o i 3.
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ResSenje: Odredimo najpre presek ravni o i 3, tj. reSenje sistema

=T =Tz z+1
dr —y+3z2=1, 19y + 72 = =7, Y79 T T
16 16/7°
Presek ravni « i 8 predstavlja prava
x—1 gy z+1 z—1 y =z4+1

T —— =2 = & =72 =
“C 167 T 1 —19/7 6 7 19
sa komponentama:;:

e jedna tacka sa prave je A = (1,0,—1),
e vektor pravca prave je a = (16,7, —19).

Koordinatni pocetak O = (0,0,0) i tacaka A pripadaju ravni . Za treéu tacku
ravni v mozemo uzeti joneku tacku prave a, npr. B = A +a = (17,7, —-20).
Jednacina trazene ravni v je tada

[0X,04,08] =0,

gde je X = (z,y, 2), ili u skalarnom obliku

Ty Zz
10 -1(=0
177 =20

S (v): Te+3y+72=0.

19. Date su prave

xr— 2 Y z . rT—2y—z=2>5,
: === 1i :
n b2 3y + 2z =0.

Odrediti povrsinu trougla koji obrazuju delovi pravih p; i py i x—ose, kao i
jednacinu ravni kojoj pripada taj trougao.

Resenje: Tacka preseka prave p; i z—ose je P1(2,0,0), a tacka preseka prave
p2 1 z—ose je P»(5,0,0). Tacka preseka pravih p; i pa je P3(6,—1,3). Kako je

— —
PPy =(3,0,0), P Py=(4,—1,3),
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to je

1
—_— —_—
n-= P1P2 X P1P3 =13 = (0, —9, —3)
4

—_ O
w o w

Povrsina trougla Py P> Ps je

1 310
P=—|[(0,-9,=-3)|| = ——
110, -9, -3)| = 2=,
a jednacina ravni koja sadrzi trougao je

3y +z2=0.
20. Nacu ugao izmedu ravni koja sadrzi tacke M (0,0,0), M2(2,—2,0), M3(2,2,2)
i Ozy ravni.
Resenje: Kako je
— —_
MMy = (2,-2,0), MM, =(2,2,2),

to je vektor normale ravni « koja sadrzi date tacke jednak

i jk
n=[2-20|=(-4,-4,8).
2 22

Jednacina ravni je
a: z+y—2z=0.

Neka je ¢ trazeni ugao. Ugao ¢ jednak je uglu izmedu vektora normala ravni « i
Ozxy ravni. Kako je vektor normale Oxy ravni k = (0,0, 1), to je

n-k 8 2
In[|[[k[]| /96 3’

cos p =
pa je ¢ = arccos \/2/3.

21. Data je tacka A(1,2,3). Ako su Ay, Ay i As projekcije tacke A na koordinatne
ravni Ozxy, Ozz i Oyz redom, odrediti jednaginu ravni odredene tackama A;, Ag
i Az irastojanje tacke A od te ravni.
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Resenje:

Odredimo najpre ravan o odredenu projekcijama A1, Ao i As:
Al = (17270)7 A2 = (11073)7 A3 = (07273)a
X = (:L.’ y’ Z)?
(a) . [AlAXZ, A1A2, A1A3] =0

r—1ly—2z
< 0 =2 3|=0
-1 0 3

& 6(r—1)+3@y—2)+22=0.
Rastojanje tacke A od ravni « iznosi

6(1-1)+32-2)+2(3-0)] 6
dd, ) = NG =7

22. Odrediti jednacinu ravni « koja na koordinatnim osama odseca segmente —2, 1 i
3. U ravni « odrediti tacku A’ koja je najbliza tacki A(—1,7, —1) kao i rastojanje
izmedu tacaka A i A’

Resenje: Ravan a koja na koordinatnim osama odseca segmente —2,1 i 3 ima
jednacinu (segmentni oblik jednacine ravni)

T Yy oz
. —+ 2+ -=1 0.4

(@: S+l (0.4)

Najbliza tacka A’ u ravni « nalazi se u preseku ravni « i normale p postavljene na

ravan « iz tacke A. Odredimo najpre normalu p. Njen vektor pravca je kolinearan

sa vektorom normale n, = (—%, 1, %) ravni «, i p sadrzi tacku A(—1,7,—1). Tada

je simetri¢éni oblik jednacine prave p

x+1 y—-7 z+1

—12 1 1/3° (05)

(p) :

Koordinate tacke A’ dobijamo resavanjem sistema jednacina odredenog sa (0.4) i
(0.5)

=R BTN
A az—f—l_y—?_z—i—l & T = y*49;2'* 19
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Rastojanje izmedu tacaka A i A’ je

d(A, A') = |A' — A| = |(111/49, —222/49, —74/49)| = 37/7.

23. Data jeravan a: 2z +y — 3z = 14.
a) Odrediti tacku O’ simetri¢nu tacki O(0,0,0) u odnosu na ravan a.

b) Odrediti jedna¢inu prave p simetri¢ne z—osi u odnosu na ravan «.

ResSenje: a) Jednacina prave koja je normalna na ravan « i sadrzi tacku O glasi

a u parametarskom obliku
r=2t y=t, z=-3t

pa zamenom u jednacini ravni o dobijamo ¢ = 1. Dakle, prese¢na tacka ravni « i
prave ¢ je P(2,1,—3). Neka je O'(x,y, z). Kako je tacka P sredina duzi OO’, to je

0
+3::2’ 04—7y:17 0+z:_3’
2 2 2

odakle je 0'(4,2,—6).

b) Jednacina z—ose je

a u parametarskom obliku

Tacka preseka x—ose i ravni « je A(7,0,0), a to je ujedno i jedna tacka na pravoj p.
Da bismo odredili pravu p, neophodna nam je jos jedna tacka sa prave p. Kako tacka
O pripada x—osi, to ¢e tacka O’ pripadati pravoj p. Dakle, prava p je odredena
tackama A i O’ i njena jednacina je
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24. Date su prave

) r—y—z—7=0, . ] r+2y—z—1=0,
P 3z — 4y —11=0 P2 zty+1=0.

Dokazati da se prave p; i ps seku i odrediti jednacinu ravni koja ih sadrzi.
Resenje: Vektor pravca prave p; je p1 = (4,3,1), a prave ps je p2 = (1, -1, —1).
Neka je P;(0,—11/4,—17/4) proizvoljna tacka sa prave pj, a P»(0,—1,—3) neka

tacka sa prave ps. Prave pj i p2 se seku ako i samo ako je meSoviti proizvod vektora
p1, p2 i Pi Py jednak nuli. Kako je PP, = (0,7/4,5/4), to je

—
[p1,p2, PP =

O =
uxwrl—nw
»MOWnl—lH
Il
L

te se prave seku i odreduju ravan «. Vektor normale ove ravni je

i j ok
n=1[4 3 1|=(-25-7),
1-1-1

pa je jednacina ravni
—2(x—0)+5(y+1)=7(z+3)=0,

tj.
a: —2x+5y—72—16=0.

25. Odrediti jedna¢inu ravni « koja sadrzi presek ravni x + 2y + 3z —4 =01
3z 4+ z — 5 = 0 i na pozitivhom delu koordinatne ose Oy odseca odsec¢ak jednak
1/2.

Resenje: Trazena ravan « odseca na pozitivnom delu y—ose odsecak duzine
1/2. To zna¢i da tacka A = (0,1/2,0) pripada ravni a.
Uvedimo oznake ravni

(B) : x+2y+32—4=0, (7) : 3x+2z—-5=0,

i neka je p prese¢na prava ovih ravni. Jednacina prave p u simetricnom obliku tada
glasi:
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y+11/2
e +2y+32-4=0, T="y
) \setz-5=0 Ty, 25
3 )
T +11/2  2z-5
= (p): > =" /2 _ : (0.6)

1 4 -3
1z (0.6) citamo:
e jednu tacku P = (0,—11/2,5) sa prave p,
e vektor pravca p = (1,4, —3) prave p,
e sve tacke prave p imaju koordinate oblika
P+ p=(0,-11/2,5) + A(1,4, -3).
Prava p pripada ravni «, pa i tacka sa prave p

Q=(0,—-11/2,5)+ (1,4,-3) = (1,-3/2,2)

pripada toj ravni. S obzirom da A ¢ p, tri nekolinearne tacke A , P i QQ u potpunosti
odreduju ravan «. Jednac¢inu trazene ravni tada dobijamo iz uslova

(a) : [ﬁ,ﬁ,@]:o za X = (z,y,2),

gde su

shzl

X—-A=(z,y,2)—(0,1/2,0) = (z,y — 1/2, 2),
P—A=(0,-11/2,5) — (0,1/2,0) = (0, —6,5),
AQ=0Q— A=(1,-3/2,2) — (0,1/2,0) = (1, -2,2).

U skalarnom obliku jednacina ravni glasi
xy—1/2 z

() ;|0 =6 5/=0 < (o) : —2x+5y+62—-5/2=0.
1 -2 2



