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1 час, Нумерички редови
∞∑
n=0

an jе бесконачни ред са општим чланом an.

Sk =
k∑
i=0

ak jе парциjална сума реда. Кажемо да ред конвергира ако

конвергира низ његових парциjалних сума.

Ако ред
∞∑
n=0

an конвергира, онда jе lim
n→∞

an = 0.

1. Нека jе a0 ∈ R и an+1 = cosan, n ≥ 0. Да ли ред
∞∑
n=0

an конвергира?

Очигледно jе 0 ≤ an ≤ 1, n ≥ 2. Важи an+1 = cos an ≥ cos 1 > 0,
одакле општи члан реда не тежи нули кад n→∞, па ред дивергира.

2. Хармониjски ред
∞∑
n=0

1
n

дивергира.

Кошиjевим критериjумом се показуjе да низ парциjалних сума ниjе

Кошиjев. Нека jе ε < 1
2

и m = 2n, тада |Sm − Sn| =
2n∑

k=n+1

1
k
>

2n∑
k=n+1

1
2n

=

1
2
> ε.

3. Геометриjски ред
∞∑
n=0

qn, |q| < 1 конвергира.

Одредимо наjпре парциjалну суму. Множењем суме Sn =
n∑
k=1

qk са q и

одузимањем qSn од Sn, добиjа се да се сви чланови сем првог и последњег
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пониште, па jе Sn = 1−qn+1

1−q . Сума реда jе лимес низа парциjалних сума:
S = lim

n→∞
Sn = 1

1−q .

(Кошиjев став) Нека jе an опадаjући низ позитивних чланова. Тада

су редови
∞∑
n=1

an и
∞∑
n=1

2na2n еквиконвергентни.

4. Ред
∞∑
n=1

1
nα

конвергира за α > 1.

Применом претходног Кошиjевог става налазимо да jе посматрани

ред еквиконвергентан геометриjском реду
∞∑
n=1

( 1
2α−1 )n коjи конвергира за

α > 1.

5. Haћи суму реда
∞∑
n=0

cos 2nπ
3

2n
.

Посматраjмо суме S1 =
∞∑
n=1

cos 2nπ
3

2n
и S2 =

∞∑
n=1

sin 2nπ
3

2n
: S1+iS2 =

∞∑
n=1

cis( 2nπ
3

)

2n
=

∞∑
n=1

( e
2πi
3

2
)n = e

2πi
3

1− e
2πi
3
2

= −2
7

+ i
√
3
7

. Одавде jе S1 = Re(−2
7

+ i
√
3
7

) = −2
7
.

(Даламберов тест) Нека за чланове позитивног реда
∞∑
n=0

an постоjи

l = lim
n→∞

an+1

an
. За l < 1 ред конвергира, а за l > 1 дивергира.

6. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
.

Конвергира по Даламберу, l = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)!2

(2(n+1))!

n!2

(2n)!

= lim
n→∞

(n+1)2

(2n+2)(2n+1)
=

1
4
< 1.

7. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=0

1000n

n!
.

Конвергира по Даламберу, lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1000n+1

(n+1)!
1000n

n!

= lim
n→∞

1000
n+1

= 0 < 1.

8. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

3nn!
nn

.

2



Дивергира по Даламберу, lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

3n+1(n+1)!

(n+1)n+1

3nn!
nn

= lim
n→∞

3
(n+1
n

)n
=

lim
n→∞

3
(1+ 1

n
)n

= 3
e
> 1.

(Кошиjев тест) Нека за чланове позитивног реда
∞∑
n=0

an постоjи lim
n→∞

n
√
an =

l. За l < 1 ред конвергира, а за l > 1 дивергира.

9. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=0

(n−1
n+1

)n(n−1).

Конвергира по Кошиjу, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
(n−1
n+1

)(n−1) = lim
n→∞

(1− 2
n+1

)(
−(n+1)

2
)( n−1
−2(n+1)

) =

e−
1
2 < 1.

10. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=0

n5

2n+3n
.

Конвергира по Кошиjу, lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
n5

2n+3n
= lim

n→∞
1
3
n

√
n5

1+( 2
3
)n

=
1
3
< 1.

11. Кошиjевим критериjумом доказати конвергенциjу или дивергенциjу
редова:
∞∑
n=1

cosxn

n2 ,
∞∑
n=1

1√
n(n+1)

.

Конвергира, дивергира.

(Кошиjев интегрални критериjум) Нека jе f(x) непрекидна, ненегативна

и опадаjућа реална функциjа за x ≥ 1 и an = f(n). Тада ред
∞∑
n=1

an

конвергира акко конвергира несвоjствени интеграл
∞∫
1

f(x)dx.

12. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

n+1∫
n

e−
√
xdx.

Конвергира по Кошиjевом интегралном критериjуму.

13. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=3

1
n lnn(ln lnn)α

.

Конвергира за α > 1, а дивергира за α ≤ 1 (Кошиjев интегрални
критериjум).
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2 час, Нумерички редови
(Раабеов тест) Нека за ред с позитивним члановима важи lim

n→∞
n( an

an+1
−

1) = l. За l > 1 ред конвергира, а за l < 1 ред дивергира.
(Гаусов тест) Нека за ред с позитивним члановима важи lim

n→∞
an
an+1

=

λ+ µ
n

+ θn
n1+ε , |θn| < C, ε > 0. За λ > 1 или λ = 1, µ > 1 ред конвергира, а

за λ < 1 или λ = 1, µ < 1 ред дивергира.

1. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=0

n!en

nn+p
.

an
an+1

= e−1e(n+p) ln (1+ 1
n
) = e−1e(n+p)(

1
n
− 1

2n2
+o( 1

n
)) = 1+

p− 1
2

n
+o( 1

n
), конвергира

по Раабеу за p > 3
2
.

2. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

p(p+1)···(p+n−1)
n!

1
nq

.
an
an+1

= (1+ p
n
)−1(1+ 1

n
)q+1 = (1− p

n
+o( 1

n
))(1+ q+1

n
+o( 1

n
)) = 1+ q+1−p

n
+o( 1

n
),

па ред конвергира по Раабеу за q > p.

3. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

[1·3···(2n−1)
2·4···(2n) ]p 1

nq
.

an
an+1

= 1 +
q+ p

2

n
+ o( 1

n
), па ред конвергира по Раабеу за q + p

2
> 1.

4. Испитати конвергенциjу хипергеометриjског реда
∞∑
n=1

α(α+1)...(α+n−1)β(β+1)...(β+n−1)
n!γ(γ+1)...(γ+n−1) xn,

где су α, β, γ, x > 0.
За γ > α + β ред конвергира, а дивергира за γ ≤ α + β (Гаус).
(Лаjбницов тест) Ако jе an+1 ≤ an, n ∈ N и lim

n→∞
an = 0, онда алтернативни

ред
∞∑
n=0

(−1)nan конвергира.

5. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

(−1)n ln2 (n)
n

.

Конвергира по Лаjбницу, ln2 (n)
n

jе опадаjући низ коjи тежи 0.

6. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=0

sin (π
√
n2 + k2).

Конвергира по Лаjбницу, sin (π
√
n2 + k2) = (−1)n sin (π

√
n2 + k2 − πn) =

(−1)n sin ( πk2√
n2+k2+n

) = (−1)nan, при чему jе an опадаjући низ коjи тежи
0.
(Абелов тест) Ред

∞∑
n=0

anbn конвергира ако конвергира ред
∞∑
n=0

an и низ bn
jе монотоно ограничен.

(Дирихлеов тест) Ред
∞∑
n=0

anbn конвергира ако низ bn монотоно тежи нули

почев од неког члана и низ парциjалних сума реда
∞∑
n=0

an jе ограничен.
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7. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

(−1)n sin2 n
n

.

Конвергира као сума таквих редова,
∞∑
n=1

(−1)n sin2 n
n

=
∞∑
n=1

(−1)n 1−cos 2n
2n

=

∞∑
n=1

(−1)n
2n

+
∞∑
n=1

(−1)n−1 cos 2n
2n

. Први ред конвергира по Лаjбницу jер 1
2n

опадаjуће

тежи нули, а други ред конвергира по Дирихлеу.

8. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

cos πn
2

n+1

ln2 n
.

Конвергира (Лаjбниц и Абел).

9. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

sinn sinn2

n
.

Конвергира (Дирихле).

Ред
∞∑
n=0

an апсолутно конвергира ако конвергира ред
∞∑
n=0

|an|.

10. Ако ред
∞∑
n=0

an конвергира, an ≥ 0, онда конвергира и ред
∞∑
n=0

aαn,

α ≥ 1.
Општи члан реда тежи нули, па jе ограничен са 1.

11. Ако ред
∞∑
n=1

an апсолутно конвергира, онда и ред
∞∑
n=1

|an|
n

конвергира.

Применом аритметичко-геометриjске неjеднакости и претходног задатка,
∞∑
n=1

|an|
n
≤
∞∑
n=1

|an|2
∞∑
n=1

1
n2 .

3 час, Нумерички редови

1. Израчунати суму реда
∞∑
n=1

1
(c+n−1)(c+n)(c+n+1)

.
∞∑
n=1

1
(c+n−1)(c+n)(c+n+1)

=
∞∑
n=1

c+n+1−(c+n)
(c+n−1)(c+n)(c+n+1)

=
∞∑
n=1

1
(c+n)(c+n+1)

−
∞∑
n=1

1
(c+n−1)(c+n+1)

=

∞∑
n=1

( 1
c+n−1 −

1
c+n

)− 1
2

∞∑
n=1

( 1
(c+n−1) −

1
(c+n+1)

) = 1
c
− 1

2
(1
c
− 1

c+1
) = 1

2c(c+1)
.

2. Одредити парциjалну суму, суму и остатак реда
∞∑
n=0

arctan 1
n2+n+1

.

Sn =
n∑
k=0

(arctan 1
k
− arctan 1

k+1
) = π

4
− arctan 1

n+1
, s = π

4
, rn = arctan 1

n+1
.

3. Испитати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

sinnα
n(n+1)

.

Конвергира по Кошиjевом критериjуму; нека jе ε > 0, оценимо разлику
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Sn+p−Sn: |Sn+p−Sn| = |
n+m∑
k=n+1

sin kα
k(k+1)

| ≤
n+m∑
k=n+1

1
k(k+1)

= 1
n+1
− 1

n+m
≤ 1

n+1
< ε

за n > n0 = [1
ε
].

4. Доказати конвергенциjу реда
∞∑
n=1

1
n
− ln (n+1

n
).

0 < 1
n
− ln n+1

n
< 1

n
− 1

n+1
< 1

n2 где jе коришћено да jе ln (1 + x) ≥ x
x+1

за
x ≥ 0, па jе задати ред конвергентан на основу поредбеног критериjума.

5. Испитати конвергенциjу редова
∞∑
n=1

2nnn
2

(n+1)n2
,
∞∑
n=1

n!( a
n
)n, a > 0,

∞∑
n=1

n3

2n
,

∞∑
n=1

(2n−1)!!
(2n)!!

,
∞∑
n=1

(2n−1)!!
(2n)!!

1
2n+1

,
∞∑
n=1

!(n+1)
(2n)!

.

Коши, Даламбер, Раабе и поредбени тест.

6. Доказати да jе
∞∑
n=0

1
n!

∞∑
n=0

(−1)n
n!

= 1.

7. Наћи вредности следећих бесконачних производа:
∞∏
n=2

(1− 1
n2 ),

∞∏
n=2

n3−1
n3+1

.
1
2

и 2
3
.

8. Установљаваjући конвергенциjу одговараjућег реда, доказати да jе:
lim
n→∞

n!
nn

= 0, lim
n→∞

nn

(n!)2
= 0, lim

n→∞
(n!)n

nn2
= 0.

Ред са општим чланом an = n!
nn

конвергира по Даламберу jер lim
n→∞

an+1

an
=

lim
n→∞

(n+1)!

(n+1)(n+1)
n!
nn

= lim
n→∞

1
(1+ 1

n
)n

= 1
e
< 1, па општи члан тежи нули. Аналогно,

ред са општим чланом an = n!
nn

конвергира по Даламберу jер lim
n→∞

an+1

an
=

lim
n→∞

(n+1)n+1

((n+1)!)2

nn

(n!)2

= lim
n→∞

(1+ 1
n
)n

(n+1)2
= 0 < 1, па општи члан тежи нули. Ред

са општим чланом an = (n!)n

n(n2)
конвергира по Кошиjу jер lim

n→∞
n
√
an =

lim
n→∞

n!
nn

= 0, па његов општи члан тежи нули.

9. Испитати за коjе jе вредности параметра α ред
∞∑
n=1

(−1)n−1

nα
апсолутно

конвергентан, а за коjе jе условно конвергентан.
За α ∈ (0, 1] ред условно конвергира, а за α > 1 ред конвергира апсолутно.

10. Испитати апсолутну конвергенциjу редова
∞∑
n=1

ln (1 + 1
5√n) arctan ( sinn

n
),

∞∑
n=1

(−1)n
ln2 (n+1)

(1− cos 1√
n
).

Оба апсолутно конвергираjу.
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4 час, Функционални низови и редови

1. Одредити област конвергенциjе функционалног реда
∞∑
n=1

(1+ 1
n
)n2nx.

Ред jе конвергентан за свако x < 0.

2. Испитати апсолутну и условну конвергенциjу реда
∞∑
n=1

xn

n+yn
.

Ред jе апсолутно конвергентан ако jе 0 ≤ y ≤ 1 и |x| < 1 или |x| < y и
y > 1. Ако jе x = −1 и 0 ≤ y ≤ 1, ред jе условно конвергентан.
3. Испитати равномерну конвергенциjу следећих низова на указаним
скуповима:
fn(x) = n2

n2+x2
на [−1, 1] и fn(x) = arctannx√

n2+x2
на [0,∞).

Оба низа су равномерно конвергентна на датим скуповима.
4. Доказати да jе низ функциjа fn(x) = nx+x2+n2

x2+n2 равномерно конвергентан
ка функциjи f(x) = 1 на сегменту [0, 1]. Да ли jе низ равномерно конвергентан
функциjи f на целоj реалноj правоj?
Низ ниjе равномерно конвергентан функциjи f на R.

Ред
∞∑
n=1

an(x) равномерно конвергира на A акко (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀x ∈

A)(∀n, p ∈ N)(n > n0 =⇒ |
n+p∑

k=n+1

ak(x)| < ε).

5. Испитати равномерну конвергенциjу функционалног реда
∞∑
n=1

x
(1+(n−1)x)(1+nx)

на скуповима (0,∞) и (δ,∞), δ > 0.
Неравномерно конвергентан, равномерно конвергентан.

6. Испитати конвергенциjу и равномерну конвергенциjу реда
∞∑
n=1

fn(x) на

скупу E, где jе
1. fn(x) = e−n

2x2 sinnx, E = R,
2. fn(x) = arctan x3

n
√
n
, E = [0,∞).

(Ваjерштрасов критериjум) Ако постоjи низ ненегативних реалних броjева
(cn)n∈N, такав да
1. постоjи n0 ∈ N такво да за све n > n0 и свако x ∈ A важи |an(x)| ≤ cn,

2. ред
∞∑
n=1

cn конвергира,

тада ред
∞∑
n=1

an(x) равномерно конвергира на A.

8. Доказати да jе сума реда
∞∑
n=1

sinnx
n2 непрекидна функциjа за свако x ∈ R.

Ваjерштрасовим критериjумом.

9. Користећи Ваjерштрасов критериjум доказати да jе
∞∑
n=1

arctann2x cosnπx
n
√
n
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конвергентан на R и да jе
∞∑
n=1

ln (1 + x
n ln2 (n+1)

) конвергентан на [0, 2].

10. Испитати равномерну конвергенциjу функционалног реда
∞∑
n=1

1+n2x
x+n3 ln (1 + x2

n
)

на скуповима E1 = (0, 1) и E2 = (1,∞).
Равномерно конвергира на E1 и неравномерно на E2.

5 час, Функционални низови и редови
(Дирихлеов критериjум) Нека:

1. функционални ред
∞∑
n=1

bn(x) има равномерно ограничене парциjалне

суме, тj. постоjи константа K, таква да jе за све n ∈ N и свако x ∈ A

испуњено |
n∑
k=1

bk(x)| ≤ K,

2. (an(x))n∈N jе, за свако x ∈ A, монотон низ (по n) коjи равномерно
конвергира нули.

Тада ред
∞∑
n=1

an(x)bn(x) равномерно конвергира на A.

1. Испитати равномерну конвергенциjу функционалног реда
∞∑
n=1

sinx sinnx√
n+x2

на R.
Дирихлеовим критериjумом.
(Абелов критериjум) Нека:

1. функционални ред
∞∑
n=1

bn(x) jе равномерно конвергентан на A ⊂ R,

2. (an(x))n∈N jе, за свако x ∈ A, монотон низ (по n) коjи jе равномерно
ограничен, тj. за неко K ∈ R важи |an(x)| ≤ K за све x ∈ A, n ∈ N.

Тада ред
∞∑
n=1

an(x)bn(x) равномерно конвергира на A.

2. Испитати равномерну конвергенциjу функционалног реда
∞∑
n=1

(−1)n
3
√
n+
√
x
(1+

x
n
)n на [0, 1].

Абеловим критериjумом.

3. Наћи lim
x→1−0

∞∑
n=1

(−1)n
n

xn

1+xn
.

Резутат: ln 2
2

.
4. Одредити област дефинисаности и испитати непрекидност функциjе

f(x) =
∞∑
n=1

(x2 + 1
n
)n.
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Ако ред
∞∑
n=1

an(x) функциjа интеграбилних на сегменту [a, b] равномерно

конвергира, онда jе његов збир интеграбилна функциjа и важи
b∫
a

(
∞∑
n=1

an(x))dx =

∞∑
n=1

b∫
a

an(x)dx.

5. Одредити суму реда
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+1
, а затим користећи добиjени резултат

наћи суму броjног реда
∞∑
n=0

(−1)n
3n(2n+1)

.

Тражене суме су arctanx и π
√
3

6
.

Ако jе свака од функциjа an : [a, b] → R (n ∈ N) диференциjабилна

и ако ред
∞∑
n=1

a′n(x) равномерно конвергира на [a, b], а сам ред
∞∑
n=1

an(x)

конвергира бар у jедноj тачки x0 ∈ [a, b], тада таj ред равномерно конвергира

на [a, b], његова сума jе диференциjабилна функциjа и важи (
∞∑
n=1

an(x))′ =

∞∑
n=1

a′n(x) за x ∈ [a, b].

6. Наћи суме редова
∞∑
n=1

xn

n
и
∞∑
n=1

xn+1

n(n+1)
.

− ln (1− x), x+ (1− x) ln (1− x).
7. Доказати да jе низ fn(x) = nx(1 − x)n, n ∈ N конвергентан, али не

равномерно на сегменту [0, 1], а да jе lim
n→∞

1∫
0

fn(x)dx =
1∫
0

lim
n→∞

fn(x)dx.

6 час, Степени редови
Степени ред се унутар свог радиjуса конвергенциjе може диференцирати

и интегрисати члан-по-члан. Добиjени редови имаjу исти радиjус конвергенциjе
као и полазни ред.
1. Одредити полупречник конвергенциjе R степеног реда

1.
∞∑
n−1

zn

n
,

2.
∞∑
n−1

(1+i)n

n·2n z
n,

3.
∞∑
n−1

5nz3n.

1. R = lim
n→∞

| an
an+1
| = lim

n→∞
|

1
n
1

n+1

| = 1.
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2. R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

= lim
n→∞

1
n
√
|1+i|n
n2n

=
√
2
2

.

3. За t = 5z3 се добиjа stepeni ред
∞∑
n=1

tn коjи конвергира за 5|z3| < 1,

z < 1
3√5 , а дивергира за |z| > 1

3√5 , R = 1
3√5 .

2. Одредити област конвергенциjе степених редова
∞∑
n=1

2n+1
3n2+2

(x−1)n,
∞∑
n=1

3n+(−2)n
n

(x+

1)n.
Одредимо R за први ред:

R = lim
n→∞

2n+1

3n2+2
2n+3

3(n+1)2+2

= 1, па jе ред конвергентан у (0, 2) и треба испитати

понашање у краjњим тачкама. За x = 0 добиjа се ред конвергентан
по Лаjбницу, а за x = 2 се добиjа дивергентан ред (по поредбеном
критериjуму). Област конвергенциjе jе [0, 2).
Одредимо R за други ред: R = lim

n→∞
1

n
√
|an|

= 1
3
, па jе ред конвергентан у

(−4
3
,−2

3
) и треба испитати понашање у краjњим тачкама. За x = −4

3

добиjа се ред конвергентан као сума два таква реда (по Лаjбницу и
Дирихлеу), а за x = −2

3
се добиjа дивергентан ред. Област конвергенциjе

[−4
3
,−2

3
).

3. Испитати обичну, апсолутну и равномерну конвергенциjу реда
∞∑
n=1

sinn
nα
xn,

α ∈ R.
4. Написати разлагање функциjе f(x) = sin3 x у степени ред по степенима
x, а затим одредити област у коjоj важи добиjени развоj.

sin3 x = 3
4

∞∑
n=1

(−1)n−1 1−9
n−1

(2n−1)!x
2n−1.

5. Доказати да jе 1
(1−x)2 =

∞∑
n=1

nxn−1, |x| < 1.

6. Разложити у степени ред по степенима x функциjу f(x) = x
(1−x)(1−x2) .

f(x) = −1
4

∞∑
n=0

(2n+ 1 + (−1)n+1)xn.

7. Представити интеграл
1∫
0

x−xdx у облику реда.

1∫
0

x−xdx =
∞∑
n=1

1
nn

.

8. Разложити Лапласов интеграл
∞∫
0

e−x
2

cos 2bxdx у степени ред по степенима

b > 0, користећи чињеницу да jе
∞∫
0

e−x
2
dx =

√
π
2

.

I =
√
π
2
e−b

2 .
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7 час, Степени редови
Функциjа jе аналитичка у некоj тачки ако се може представити у

облику конвергентног степеног реда у околини те тачке.
Нека jе f : R3 → R аналитичка функциjа у некоj околини тачке (x0, y0, y

′
0).

Тада постоjи jединствено решење Кошиjевог задатка y′′ = f(x, y, y′),
y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, дефинисано у некоj околини тачке x0 и оно jе
аналитичка функциjа у тоj околини.
Тачка x0 jе регуларна тачка ДJ ако су функциjе p1(x) и p2(x) аналитичке
у тоj тачки. Тачка x0 jе сингуларна тачка ДJ ако бар jедна од функциjа
p1(x) и p2(x) ниjе аналитичка у тачки x0.
Ако су функциjе p1(x) и p2(x) аналитичке функциjе у области |x− x0| <
R, тада jе свако решење ДJ jединствена аналитичка функциjа у овоj
области.
1. Методом неодређених коефициjената одредити у облику степеног реда
решење Кошиjевог задатка y′ = x2 + ey, y(0) = 0.
y(x) = x+ x2

2
+ 2

3
x3 + . . . .

2. Наћи оно решење диференциjалне jедначине y′′ − xy = 0 коjе се може
приказати у облику степеног реда по степенима x и коjе задовољава
почетне услове y(0) = 1, y′(0) = 0.

y = 1 +
∞∑
n=1

x3n

(2·3)(5·6)···((3n−1)·3n) .

3. Решити ДJ y′′ − x2y = 0.

y(x) = a0 + a1x+ a0
∞∑
k=1

x4k

4·3·8·7···4k(4k−1) + a1
∞∑
k=1

x4k+1

5·4·9·8···(4k+1)4k
, a0, a1 ∈ R.

4. Методом степених редова одредити Кошиjево решење у коначном облику
jедначине y′′ − xy′ − 2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

y(x) =
∞∑
k=0

1
2kk!

x2k+1 = xe
x2

2 .

5. У области |x| < 1 одредити опште решење ДJ (1−x2)y′′−6xy′−4y = 0.

y(x) = a0
∞∑
k=0

(k + 1)x2k + a1
3

∞∑
k=0

(2k + 3)x2k+1.

6. Представити степеним редом опште решење нехомогене ДJ y′′+x2y =
1 + x+ x2.
y(x) = a0 + a1x+ 1

2
x2 + 1

6
x3 + 1−a0

12
x4 − a1

20
x5 − 1

60
x+ . . . , a0, a1 ∈ R.

Сингуларну тачку x0 зовемо регуларно-сингуларном тачком ако су функциjе
(x− x0)p1(x) и (x− x0)2p2(x) аналитичке функциjе у тоj тачки.
8. Испитати регуларност тачке x = 0 за 2x2y′′ + 7x(x+ 1)y′ − 3y = 0.
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x = 0 jе регуларно-сингуларна тачка.

8 час, Функционални низови и редови

Нека ред
∞∑
n=0

an конвергира. Тада се његова сума може наћи по формули
∞∑
n=0

an = lim
x→1−0

∞∑
n=0

anx
n.

1. Наћи суму реда
∞∑
n=0

2n(n+1)
n!

.

S = 3e2.
2. Наћи суму реда

∞∑
n=2

(−1)n
n2+n−2 .

S = 2
3

ln 2− 5
18

.

3. Доказати да jе функциjа y =
∞∑
n=0

(−1)nx2n
((2n)!!)2

решење диференциjалне

jедначине xy′′ + y′ + xy = 0.

4. Доказати да jе функциjа y =
∞∑
n=0

x4n

(4n)!
решење диференциjалне jедначине

y(4) − y = 0.

5. Дат jе функционални ред
∞∑
n=1

sin 2n
2
x

an2
. Одредити за коjе вредности параметра

a
1. функционални ред конвергира,
2. сума реда представља непрекидну функциjу,
3. ред може да се диференцира члан по члан.
1. a > 1,
2. a > 1,
3. a > 2.

6. Израчунати
1∫
0

(
∞∑
n=1

n2

n!
xe−nx)dx.

e− e 1
e − e

1
e

e
.

7. Дат jе ред
∞∑
n=1

(3n+2)α

n(n+1)(n+2)
xn.

1. Испитати условну, апсолутну и равномерну конвергенциjу реда.
2. За x = 1, α = 1 сумирати ред.
1. За α < 2 ред jе апсолутно и равномерно конвергентан на [−1, 1], док
jе за x = −1 и 2 ≤ α < 3 ред условно конвергентан.
2. Тражена сума jе 2.
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9 час, Фуриjеови редови
Систем функциjа 1

2
, cos kπx

l
, sin kπx

l
, k ∈ N, x ∈ [−l, l], се назива

основним тригонометриjским системом. Он jе ортогоналан на [−l, l]. Нека

jе f : [−l, l]→ R интеграбилна функциjа на [−l, l]. Броjеви a0 = 1
l

l∫
−l
f(x)dx,

ak = 1
l

l∫
−l
f(x) cos kπx

l
dx, ak = 1

l

l∫
−l
f(x) sin kπx

l
dx, се зову Фуриjеови коефициjенти

функциjе f у односу на основни тригонометриjски систем. Тригонометриjски

ред a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kπx
l

+ bk sin kπx
l

) jе Фуриjеов ред функциjе f .

1. Нека jе c ∈ R, l > 0 и 0 < ξ1 < · · · < ξn < . . . низ решења jедначине
tan lξ = cξ. Доказати да jе систем функциjа {sin ξnx : n ∈ N} ортогоналан
у C[0, l].
2. Разложити у Фуриjеов ред периодичну функциjу основне периоде 2π
коjа jе на сегменту [−π, π] одређена формулом

f(x) =

{
1, −π ≤ x < 0,

−1, 0 ≤ x < π.

an = 0, n ≥ 0, bn = 2
nπ

((−1)n − 1), n ≥ 1.
3. Разложити у Фуриjеов ред функциjу на интервалу (0, 2l)

f(x) =

{
A, 0 ≤ x < l,

0, l ≤ x < 2l.

a0 = A, an = 0, bn = A
nπ

((−1)n+1 + 1), n ≥ 1.
4. Разложити у Фуриjеов ред функциjу f(x) = |x| на интервалу (−π, π).
a0 = π, an = 2

πn2 ((−1)n − 1), bn = 0, n ≥ 1.
5. Функциjу f(x) = max {sinx, 0} развити у Фуриjеов ред на (−π, π) и
написати како гласи Парсевалова неjеднакост.
a0 = 2

π
, an = 1

π
(−1)nn−1
n2−1 , n ≥ 1, b1 = 1

2
, bn = 0, n ≥ 2.

6. Разложити у Фуриjеов ред функциjу f(x) = x2:
1. по синусима,
2. по косинусима,
3. на интервалу (0, 2π).

Користећи добиjено разлагање доказати да jе
∞∑
n=1

1
k2

= π2

6
,
∞∑
n=1

(−1)k+1

k2
= π2

12
,

∞∑
n=1

1
(2n−1)2 .

1. a0 = 2π2

3
, an = (−1)n 4

n2 , bn = 0, n ≥ 1,
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2. a0 = 0, an = 0, bn = 2π
n

(−1)n+1 + 4
πn2 ((−1)n − 1), n ≥ 1,

3. a0 = 8π2

3
, an = 4

n2 , bn = −4π
n

, n ≥ 1.

10 час, Фуриjеови редови
Нека jе део по део глатка функциjа f на сегменту [−l, l] са периодом

2l продужена на целу броjну праву. Тада тригонометриjски Фуриjеов ред
функциjе f конвергира у свакоj тачки x ∈ R ка вредности f(x−0)+f(x+0)

2
.

Ако део по део глатка функциjа f на сегменту [−l, l] jош задовољава и
jеднакост f(−l) = f(l), онда њен тригонометриjски Фуриjеов ред конвергира
равномерно на том сегменту и његова сума jе jеднака f(x) за свако
x ∈ [−l, l].
Фуриjеов ред Риман-интеграбилне функциjе на сегменту [−l, l] се може
на том сегменту интегралити члан по члан.
Нека f ∈ Cm[−l, l] и f(−l) = f(l), f ′(−l) = f ′(l), . . . f (m)(−l) = f (m)(l).
Нека поред тога функциjа f има на сегменту [−l, l] део по део непрекидан
извод реда m+ 1. Тада:

1. конвергира броjни ред
∞∑
n=1

(kπ
l

)m(|ak|+ |bk|),

2. Фуриjеов ред такве функциjе можемо на датом сегменту диференцирати
члан по члан m пута.
1. Функциjу f(x) = x− [x] разложити у Фуриjеов ред.
2. Разложити у Фуриjеов ред функциjу

f(x) =


x, 0 ≤ x ≤ 1,

1, 1 < x < 2,

3− x, 2 ≤ x ≤ 3.

a0 = 4
3
, an = 3

π2n2 (cos 2nπ
3
− 1), bn = 0, n ≥ 1.

3. Функциjу f(x) = x, 0 < x < 2 развити:
1. у Фуриjеов синусни ред,
2. у Фуриjеов косинусни ред,
3. Применити Парсевалову jеднакост на Фуриjеов ред добиjен под 2. и

на основу тога наћи суму реда
∞∑
n=1

1
n4

4. Наћи Фуриjеов ред функциjе x → x2, 0 < x < 2 интеграљењем

Фуриjеовог реда под 1. и на основу тога наћи суму реда
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 .

1. a0 = 0, an = 0, bn = − 4
nπ

cosnπ, n ≥ 1,
2. a0 = 2, an = 4

n2π2 (cosnπ − 1), n ≥ 1,
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3. S = π4

90
,

4. S = π2

12
.

4. Разложити у Фуриjеов ред функциjу

f(x) =

{
x, −π < x < π,

0, x = −π, π,

f(x + 2π) = f(x), x ∈ R. Испитати његову конвергенциjу и наћи суму

реда
∞∑
n=1

(−1)n−1

2n−1 .

an = 0, n ≥ 0, bn = 2(−1)n+1

n
, n ≥ 1.

5. Разложити у Фуриjеов ред функциjу f(x) = sinh ax, −π ≤ x ≤ π и
испитати његову конвергенциjу.
an = 0, n ≥ 0, bn = 2 sinh aπ

π
(−1)n+1n
a2+n2 .

6. Доказати да тригонометриjски ред
∞∑
n=1

sinnx√
n

не може бити Фуриjеов

ред ниjедне део по део непрекидне функциjе на [−π, π].
7. Ако су an и bn Фуриjеови коефициjенти интеграбилне функциjе f
са основним периодом 2π, одредити Фуриjеове коефициjенте An и Bn

функциjе Стеклова fh(x) = 1
2h

∫ x+h
x−h f(t)dt.

A0 = a0, An = an sinhnh
nh

, Bn = bn sinhnh
nh

.

11 час, Диференциjалне jедначине првог реда
у симетричном облику

Нека су у jедноструко повезаноj областиD функциjе P ′x иQ′t непрекидне.
Следећа два услова су еквивалентна:
1.P ′x = Q′t ѕа све (t, x) ∈ D,
2.Pdt+Qdx jе тотални диференциjал у D.
F (t, x) =

∫
Pdt+

∫
[Q(t, x)− ∂

∂x

∫
P (t, x)dt]dx

1. Решити ДJ x(y2 + 1)dx+ (x2y + 2y3)dy = 0.
x2y2 + x2 + y4 = C.
2. Решити ДJ y′ cos y + x sin y cos2 y − sin3 y = 0.

1
sin2 y

= 1 + Cex
2 − 2ex

2 ∫
e−x

2
dx, y = kπ, k ∈ Z.

3. Решити ДJ y′ tan y + 4x3 cos3 y = 2x.
1

cos3 y
= Ce−3x

2
+ 2x2 − 2

3
.

4. Решити ДJ 2x(1 +
√
x2 − y)dx−

√
x2 − ydy = 0.

x2 + 2
3
(x2 − y)

3
2 = C.
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Функциjу µ = µ(t, x) дефинисану, непрекидну и различиту од 0 у jедноструко
повезаноj области D називамо интеграционим фактором jедначине Pdt+
Qdx ако jе µPdt+ µQdx jедначина са тоталним диференциjалом.
Ако се интеграциони фактор може изразити помоћу функциjе µ = µ(ω),
тада из (µP )′x = (µQ)′t добиjамо dµ

µ
=

P ′x−Q′t
ω′tQ−ω′xP

dω.
5. Одредити интеграциони фактор:
1. ДJ коjа раздваjа променљиве,
2. линеарне ДJ.
6. Решити ДJ x(1 + xy2)y′ = y(2− 3xy2) и одредити решење коjе пролази
кроз (−2, 0).
x2−x3y2

y
= C, y = 0, x < 0.

7. Решити ДJ 2xy ln ydx+ (x2 + y2
√
y2 + 1)dy = 0.

x2 ln y + 1
3
(y2 + 1)

3
2 = C.

8. Решити ДJ (
√
x2 − y + 2x)dx − dy = 0 ако jе познато да има µ =

µ(x2 − y).
x+ 2

√
x2 − y = C.

12 час, ДJ коjе се решаваjу без и са параметризациjом
1. Решити ДJ y′2 − (y + x2)y′ + x2y = 0.

Опште решење (y − x3

3
− C)(y − Dex) = 0, (x0, x

2
0) сингуларне тачке. 2.

Решити ДJ (y′)3 − 4yy′ = 0.
3. Решити ДJ xy′2 − 2y′ + 4x = 0.

Опште решење ( y
x2
−
√

y

x2
−4

x
−C)(D− x( y

x
+
√

y2

x2
− 4)) = 0. 4. Решити ДJ

y − y′2ey′ = 0.
x = eu(u+ 1) + C, y = u2eu опште решење у параметарском облику.
5. Решити ДJ y ln y′ + y′ − y ln y − xy = 0, y > 0, y′ > 0.
x = lnu + u

y
− ln y, ln |y| + C = u

y
+ u2

2y2
опште решење у параметарском

облику.
6. Решити ДJ y − yy′2 − 2y′x = 0.
x = C v2−1

v2
, y = −2C

v
.

7. Погодном сменом упростити ДJ и решити jе y2y′2−2xyy′+2y2−x2+a =
0.
y2 = −(x− c)2 + c2−a

2
.

8. Решити ДJ xn−1y′n − nxy′ + y = 0, n 6= 0, x > 0.
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13 час, Лагранжова и Клерова ДJ
1. Решити ДJ y = 3xy′ − 7y′3.

2. Решити ДJ y = xy′ +
√
y′2 + 1.

3. Решити ДJ ln y′ + xy′ + ay + b = 0.
4. Решити ДJ yy′2 + axy′ + by = 0, a 6= 0, b 6= 0.

14 час, Диференциjалне jедначине n-тог реда
F (x, y(n)) = 0 jе наjjедноставниjа ДJ чиjе се опште решење добиjа

узастопном интеграциjом n пута. Ова jедначина нема сингуларних решења.
F (x, y(k), y(k+1), . . . y(n)) = 0 се сменом y(k) = z, трансформише у ДJ нижег
реда.
Ако jе ДJ облика f(y, y′, y′′, . . . y(n)) = 0, ред ДJ се снижава за jедан
сменом y′ = z, где jе y 6= const нова независно променљива, а z = z(y) за
нову непознату функциjу.
Диференциjалноj jедначини хомогенитетаm (односно, F (x, ty, ty′, . . . ty(n)) =
tmF (x, y, y′, . . . y(n))) ред се снижава сменом y′ = yz, где jе z = z(x) нова
непозната функциjа.
Ако jе ДJ уопштена хомогена ДJ (F (etx, ekty, e(k−1)ty′, . . . e(k−n)ty(n)) =
emtF (x, y, y′, . . . , y(n)) за неке k иm) jедначина се трансформише у jедначину
трећег типа параметризациjом x = et, y = uekt, где jе t нова независно
променљива, а u = u(t) нова непозната функциjа.
y(n)+p1(x)y(n−1)+· · ·+pn(x)y = f(x) jе канонски облик линеарне диференциjалне
jедначине n-тог реда (за f(x) = 0 добиjа се одговараjућа хомогена линеарна
ДJ). Скуп решења посматране jедначине образуjе вектроски простор на
пољем R(C). 1. Решити jедначину x = y′′

1+y′′2
.

y′′ = x√
1−x2 има опште решење −1

2
arcsinx− 1

2
x
√

1− x2 + c1x+ c2, |x| < 1.
2. Решити jедначину y′′ + 2y′ = exy′2.
y = −e−x − c1x+ c1 ln |1 + c1e

x|+ c2, y = c.
3. Решити jедначину y′′2 = 4(y′ − 1).
y = x+ 1

3
(x+ c1)

3 + c2, y = x+ c.
4. Решити ДJ y′′ = lnx

x
, x > 0.

y = 1
2
x ln2 x− x lnx+ x+ C1x+ C2.

5. Решити ДJ x− sin y′′ + 2y′′ = 0.
dy = (t sin t+ cos t− t2 + C1)(cos t− 2)dt.
6. Одредити сва решења ДJ y′′−xy′′′+y′′′3 = 0 коjа задовољаваjу почетне
услове y(1) = 1, y′(1) = 0, y′′(1) = 0.
y = C1

x3

6
−C3

1
x2

2
+C2x+C3 jе опште решење, y = ± 8

105
√
3
x

7
2 +C4x+C5 jе
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сингуларно решење за u 6= 0. Постоjе 3 решења коjа адовољаваjу почетне
услове.
7. Решити ДJ yy′′ − 2yy′ ln y − y′2 = 0, y > 0.
8. Одредити опште решење ДJ y(xy′′ + y′) = xy′2(1− x).
9. Решити ДJ x3y′′ + 2xyy′ − x2y′2 − y2 = 0.

15 час, Линеарна ДJ n-тог реда са константним
коефициjентима, метод вариjациjе константи,
линеарна ДJ n-тог реда са функционалним
коефициjентима

a0(x)y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = g(x), a0, a1, . . . an, g дефинисане
на (a, b). Тачку x0 зовемо сингуларном ако jе a0(x0) = 0, у супротном,
тачка jе регуларна. Ако су све тачке интервала (a, b) регуларне, можемо
добити канонски облик линеарне ДJ n-тог реда:
y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = f(x).
1. Одредити опште решење ДJ
1. y′′′ − 13′ − 12 = 0,
2. y′′′ − 7y′′ + 16y′ − 12y = 0,
3. y(6) − 4y(5) + 8y(4) − 8y′′′ + 4y′′ = 0.
2. Одредити Кошиjево решење ДJ y′′′ + y′′ = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0,
y′′(0) = 1.
3. Решити ДJ y′′′ − y′′ + y′ − y = x2 + x.
4. Решити ДJ методом вариjациjе константи y′′ + 4y = 2 tan x.
5. Решити ДJ x2y′′ − xy′ + 4y = cos ln x+ x sin lnx.
6. Одредити опште решење ДJ (x+a)3y′′′+ 3(1− b)(x+a)2y′′+ (3b2−3b+
1)(x+ a)y′ − b3y = c, a, b, c ∈ R.

16 час, Степени редови
1. У близини координатног почетка одредити опште решење ДJ 2(x2+

x3)y′′ − (x− 3x2)y′ + y = 0.

y1(x) = c1x+c2|x|
1
2

1+x
, c1, c2 ∈ R.

2. Решити ДJ x2y′′ + (x2 − 3x)y′ − (x− 4)y = 0.
y(x) = c1y1(x) + c2y2(x), y1(x) = x2e−x,
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y2(x) = x2 ln |x|e−x + x2(x− 3
4
x2 + 11

36
x3 + . . . ), c1, c2 ∈ R.

17 час, Гранични проблеми (Гринова функциjа)

G(t, s) =

{
x1(t)x2(s)
W (s)

, α ≤ t ≤ s,
x1(s)x2(t)
W (s)

, s ≤ t ≤ β.

1. Наћи Гринову функциjу за гранични задатак t2x′′−2x = f(x), x(1) = 0,
x(2) + 2x′(2) = 0.

G(t, s) =

{
1−t3
3st

, 1 ≤ t ≤ s,
1−s3
3st

, s ≤ t ≤ 2.

2. Наћи Гринову функциjу за гранични задатак: x′′ − x = f(t), x(t)
ограничено за t→ ±∞.

G(t, s) =

{
et−s

2
, −∞ ≤ t ≤ s,

es−t

2
, s ≤ t ≤ ∞.

18 час, Системи диференциjалних jедначина
1. Свести на нормални систем ДJ и систем ДJ:

1. y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x),
2. y′′ = z, z′ = 2y

x2
− y′.

2. Методом елиминациjе решити систем ДJ y′′ = 2y − 3z, z′′ = y − 2z.
3. Сменом y = u(x)v(x), u, v ∈ C2(a, b) трансформисати ДJ y′′ + p(x)y′ +
q(x)y = 0, p ∈ C1(a, b), q ∈ C(a, b) у ДJ без првог извода. (Проналажење
инвариjанте)
4. Методом елиминациjе решити x2y′ − z = 0, xz′ + x(x2 + 2)y = 4z.
5. Методом елиминациjе решити систем ДJ xy′−y−3z = 0, xz′−y+z = 0.
6. Решити систем ДJ dx

x+2+z2
= dy

y
= dz

z
.

7. Решити систем ДJ dx
x

= dy
y

= dz
z+u

= du
xy

.
8. Решити систем ДJ dx

4y−3z = dy
4x−2z = dz

2y−3x .
9. Решити Кошиjев проблем система ДJ dx

x2−y2 = dy
y2−yz = dz

z(x+y)
, z(0) = −1,

y(0) = 1.
10. Одредити опште решење нехомогеног линеарног система ДJ y′1 =
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y2 + tan2 x+ 1, y′2 = −y1 + tanx.

19 час, Системи диференциjалних jедначина
1. Матричном методом решити систем ДJ

y′1 = y2 + tan2 x+ 1,

y′2 = −y1 + tanx

ако су позната да линеарно независна решења одговараjућег хомогеног
система.
2. Решити систем ДJ

y′1 = 5y1 + 4y2,

y′2 = 4y1 + 5y2.

3. Решити систем ДJ
y′1 = 2y1 + y2,

y′2 = −y1 + 2y2.

4. Решити систем ДJ
y′1 = 5y1 + 2y2,

y′2 = −4y1 − y2.
5. Решити систем ДJ

y′1 = 3y1 + y2,

y′2 = −y1 + y2.

6. Решити систем ДJ
y′1 = 2y1 + y2,

y′2 = y1 + 3y2 − y3,
y′3 = −y1 + 2y2 + 3y3.

7. Решити систем ДJ
y′1 = 2y1 − y2 − y3,
y′2 = 3y1 − 2y2 − 3y3,

y′3 = −y1 + y2 + 2y3.

8. Решити систем ДJ

xy′1 = −6y1 + y2 + 3y3,

xy′2 = −23y1 + 6y2 + 9y3,

xy′3 = −y1 − y2 + 2y3.
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20 час, Линеарне парциjалне jедначине I реда
1. Решити Кошиjев проблем хомогене линеарне ПДJ (z−y)∂u

∂x
+z ∂u

∂y
+

y ∂u
∂z

= 0, u|x=1 = y + z.
2. Решити хомогену линеарну ПДJ (2z−3y)∂u

∂x
+(3x−z)∂u

∂y
+(y−2x)∂u

∂z
= 0.

3. Одредити jедначину површи G коjа садржи круг x2 + y2 = r2, z = h и
ортогонална jе на фамилиjу хиперболоида xy = cz2, h, r, c 6= 0.
4. Решити Пфафове jедначине dz = (2x2 + 2xz + 2xy2 − 1)d − 2ydy и
(cosx+ ex)dx+ (ex + eyz)dy + eydz = 0.
5. Наћи потпуни, општи и сингуларни интеграл jедначине p = (qy + z)2

и одредити услове постоjања Кошиjевог интеграла коjи садржи криву
y = 1, z = g(x).
6. Одредити потпуне интеграле посебних типова ПДJ 1. A(x, p) = B(y, q),
ПДJ коjа раздваjа променљиве,
2. z = xp+ yq + f(p, q), Клерова ПДJ,
3. F (z, p, q) = 0.

21 час, Парциjалне jедначине II реда
1. Одредити тип ПДJ uxx − 2 sinxuxy − (3 + cos2 x)uyy − cosxuy = 0 и

свести jе на канонски облик.
Дата jедначина jе хиперболичног типа, а канонски облик jе yξη = 0.
2. Одредити тип ПДJ x2uxx + 2xyuxy + y2uyy − 2yux = 0 и свести jе на
канонски облик.
Дата jедначина jе параболичног типа, а канонски облик jе uηη+2( ξ

η
)2uξ =

0.
3. Одредити тип ПДJ y2uxx + 2xyuxy + 2x2uyy + yuy = 0 и свести jе на
канонски облик.
Дата jедначина jе елиптичног типа, а канонски облик jе uξξ +uηη +

uξ
ξ+η

+
uη
2η

= 0.
4. Одредити области у коjима jе jедначина xuxx + yuyy + 2ux + 2uy = 0
хиперболичног, параболичног и елиптичног типа и у сва три случаjа
написати формуле трансформациjе за свођење на канонски облик.
5. Наћи опште решење следећих ПДJ:
а) eyuxy − uyy + uy = 2(x+ ey),
б) 3uxx − 5uxy − 2uyy + 3ux + uy = 2.
6. Датом сменом наћи опште решење следећих ПДJ: а) δ(x2ux)

δx
= x2uyy,

v(x, y) = xu(x, y),
б) (x− y)uxy − ux + uy = 0, v(x, y) = (x− y)u(x, y).
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7. Решити Кошиjев проблем:
4uxx + 4uxy + uyy + 2ux + uy + u

4
= 0,

u|y=0 = x2e−
x
4 , uy|y=0 = 0.

8. Решити следеће Гурсаове проблеме:
а) 2uxx − 2uyy + ux + uy = 0, |x| < y,
u|y=x = 1, u|y=−x = (1 + x)ex,
б) y2uxx + uxy = 0, y3 − 8 < 3x < y3, 0 < y < 2,
u|y=2 = 3x+ 8, u|3x=y2 = 2y3.

Мешовити проблем хомогене таласне jедначине на правоj са
хомогеним граничним условима

Проблем: У областиD = (0, l)×(0,∞) одредити нетривиjално класично
решење u ∈ C2(D) ∩ C1(D̄) хомогене таласне jедначине

utt = a2uxx, x, t ∈ D

коjа задовољава хомогене граничне услове

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t > 0,

и почетне услове

u(x, 0) = ϕ0(x), u′t(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0, l).

Посматрани проблем се решава Фуриjеовом методом раздваjања променљивих:

u(x, t) = X(x)T (t), x ∈ [0, l], t > 0,

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t),

T ′′(t)

a2T (t)
=

X ′′(x)

X(x)
= −λ, λ = const, X(0) = X(l) = 0.

што се своди на решавање регуларног Штурм-Лиувиловог проблема

X ′′(x) + λX(x) = 0,

X(0) = X(l) = 0,

и решавање ОДJ
T ′′(t) + λa2T (t) = 0.

Интерпретациjа проблема: Жица дужине l слободно осцилуjе,
u(x, 0) = ϕ0(x) даjе положаj жице у тренутку t = 0, а u′t(x, o) = ϕ1(x)
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jе почетна брзина осциловања жице. Жица jе учвршћена на краjевима:
u(0, t) = u(l, t) = 0 за t > 0.

Решимо разматрани Штурм-Лиуилов проблем:

X ′′(x) + λX(x) = 0, X(0) = X(l) = 0

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, X(0) = X(l) = 0,

C2 6= 0, sin
√
λl = 0,

λk = (
kπ

l
)2,

Xk(x) = sin
√
λkx = sin

kπx

l
.

Решимо разматрану ОДJ:

T ′′k (t) + a2(
kπ

l
)2Tk(t) = 0,

Tk(t) = Ck cos
akπt

l
+Dk sin

akπt

l
.

Рeшење полазног проблема jе облика u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(x, t), uk(x, t) =

Xk(x)Tk(t), k > 1.

1. Одредити закон осциловања жице дужине l, учвршћене на краjевима,
коjа jе у пресецима удаљеним за l

3
од краjњих тачака изведена из равнотежног

положаjа за амплитуду x0, тако да jе средишњи део паралелан њеном
равнотежном положаjу, па потом пуштена да осцилуjе без почетне брзине.

22 Вариjациони рачун
1. Наћи екстремале функционала:

а) J [y] =
0∫
−1

(12xy − y′2)dx, y(−1) = 1, y(0) = 0,

б) J [y] =
2∫
1

(y′2 + 2yy′ + y2)dx, y(1) = 1, y(2) = 0,

в) J [y] =
1∫
0

yy′2dx, y(0) = 1, y(1) = 3
√

4,

г) J [y] =
π∫
0

(4y cosx+ y′2 − y2)dx, y(0) = 0, y(π) = 0.
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а) Оjлер-Лагранжова jедначина jе облика 6x− y′′ = 0, y = x3 + Cx+D,
одакле се сменом у граничне услове добиjа систем −1−C+D = 1, D = 0,
па jе y = x3 − 2x екстремала посматраног функционала.
б) −y′′ − y′ + 2y = 0 има опште решење облика y(x) = C1e

x + C2e
−2x, па

се сменом у граничне услове добиjа систем jедначина C1e + C2e
−2 = 1,

C2e
2 + C2e

−4 = 0, чиjе решење jе C2 = e2

e−3−1 , C1 = 1− C2e
−2.

в) −y′2 − 2yy′′ = 0 jе ДJ коjа се решава сменом z = y′: −z2 − 2yz′z = 0,
одакле jе z = 0, y = C или z′ + z

2y
= 0, y 6= 0, што jе линеарна ДJ првог

реда (
√
yz)′ = 0, z = C√

y
, √ydy = Cdx, y = (3

2
Cx + 3

2
D)

2
3 . Из граничних

услова се добиjаjу екстремале, y(x) = (x+ 1)
2
3 , y(x) = (−3x+ 1)

2
3 .

г) y′′+y−2 cosx = 0 jе ДJ чиjи хомогени део решења jе C1 cosx+C2 sinx,
а партикуларни део решења jе облика yp = (ax + b) cosx + (cx + d) sinx,
односно након смене у ДJ yp = b cosx+(x+d) sinx. Дакле, опште решење
jе y = (x+D2) sinx+D1 cosx, одакле се сменом у граничне услове налазе
екстремале y = (x+D2) sinx.

2. Наћи екстремале функционала: а) J [y(x), z(x)] =
2∫
1

(y′2 + z2 + z′2)dx

y(1) = 1, y(2) = 2, z(1) = 0, z(2) = 1,

б) J [y(x), z(x)] =
2∫
1

(2yz − 2y2 + y′2 − z′2)dx y(0) = 0, y(π) = 1, z(0) = 0,

z(π) = −1.
а) Оjлер-Лагранжов систем jе облика

y′′ = 0,

z − z′′ = 0,

одакле jе
y = C1x+ C2,

z = C3e
x + C4e

−x.

Из граничних услова се добиjа екстремала

y = x,

z =
sinh (x− 1)

sinh 1

. б) Оjлер-Лагранжов систем jе облика

y′′ + 2y − z = 0,

z′′ − y = 0,
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одакле jе елиминациjом z,

y(IV ) + 2y′′ + y = 0,

y = C1 cosx+ C2 sinx+ x(C3 cosx+ C4 sinx),

z = y′′ + y.

Из граничних услова се добиjа екстремала

y = C2 sinx− x

π
cosx,

z = C2 sinx+
1

π
(2 sinx− x cosx),

где jе C2 произвољна константа.

23 час, Лапласова трансформациjа, примене
на диференциjалне jедначине

24 час, Фуриjеова трансформациjа и интеграл
1. Наћи Фуриjеову трансформациjу функциjе f(x) = e−a|x|, a > 0.

Функциjа задовољава Дирихлеове услове и апсолутно jе интеграбилна
на реалноj правоj (

∫∞
−∞ |f(x)| = 2

∫∞
0
e−ax = 2

a
). F (λ) = 1√

2π

∫∞
−∞ f(x)e−iλxdx =

2√
2π

∫∞
0
e−ax cosλxdx =

√
2
π

a
a2+λ2

.

2. Представити у форми Фуриjеовог интеграла функциjу

f(x) =

{
x, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.

Функциjа jе дефинисана на реалноj оси, део-по-део монотона, има

две тачке прекида 1. реда и апсолутно jе интеграбилна
infty∫
−∞
|f(x)|dx =

1∫
−1
|x|dx = x2|10 = 1. Дакле, функциjа се може представити Фуриjеовим

интегралом. Функциjа jе непарна, па jе a(λ) = 0; b(λ) = 2
π

∫∞
0
f(t) sinλt =

2
πλ2

(sinλ − λ cosλ). У тачкама непрекидности (за x 6= ±1) jе f(x) =
2
π

∫∞
0

1
λ2

(sinλ−λ cosλ) sin (λx)dλ, а у тачкама прекида x = ±1 je 2
π

∫∞
0

1
λ2

(sinλ−
λ cosλ) sin (λx)dλ = 0+1

2
= 1

2
.
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