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1 Àïñîëóòíî-íåïðåêèäíå è ôóíêöèjå îãðàíè÷åíå âàðèjàöèjå

Çàäàòàê. Íåêà jå

f(x) =


x2, x ∈ [0, 1],

0, x ∈ (1, 2],

−x+ 3, x ∈ (2, 3].

Îäðåäèòè Vf (x) = V x
0 f çà x ∈ [0, 3] è íàïèñàòè f êàî ðàçëèêó äâå ìîíîòîíå ôóíêöèjå.

Çàäàòàê. Äîêàçàòè äà jå {f : [a, b] → C : (∃M)f(x) − f(y) ≤ M |x − y|} åêâèâàëåíòíî
{f ∈ AC[a, b] : f ′ ∈ L∞[a, b]}.

Çàäàòàê. Íåêà jå f : [a, b] → R íåïðåêèäíà è êîíâåêñíà ôóíêöèjà. Äîêàçàòè äà jå f ∈
AC[a, b].

Çàäàòàê. Íàâåñòè ïðèìåð íåïðåêèäíå ôóíêöèjå êîjà íèjå îãðàíè÷åíå âàðèjàöèjå.

2 Áàíàõîâè ïðîñòîðè

Çàäàòàê. Ïðîñòîð îãðàíè÷åíèõ íèçîâà m ñà íîðìîì x = (xn)
∞
n=1, ‖x‖ = sup

n∈N
|xn| jåñòå

êîìïëåòàí.

Çàäàòàê. Äîêàçàòè äà jå ïðîñòîð êîíâåðãåíòíèõ íèçîâà c ñà íîðìîì x ∈ c, ‖x‖ = sup
ν∈N
|ξν |

êîìïëåòàí. Äîêàçàòè äà jå c0 ⊂ c, c0 = {x ∈ c : lim
ν→∞

ξν = 0} Áàíàõîâ ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà c.

Çàäàòàê. Íåêà jå Ck[a, b] = {f : [a, b]→ C : f (k) jå íåïðåêèäàí}. Äîêàçàòè äà jå Ck Áàíàõîâ

ïðîñòîð àêî ñå íîðìà óâåäå ñà ‖f‖ =
n∑
j=0

max
a≤t≤b

|f (j)(t)|.

Çàäàòàê. Íåêà jå xn(t) =
tn+1

n+1
− tn+2

n+2
. Äà ëè íèç xn êîíâåðãèðà ó ïðîñòîðèìà C[0, 1] è C

1[0, 1]

Çàäàòàê. Äîêàçàòè äà âåêòîðñêè ïðîñòîð ñâèõ ïîëèíîìà ñà íîðìîì ‖p‖ =
n∑
i=1

|ai| íèjå

Áàíàõîâ.

Çàäàòàê. Íåêà ñó X è Y Áàíàõîâè ïðîñòîðè è f : X → Y ëèíåàðíî.
à) Àêî jå A ⊂ X êîíâåêñàí, îíäà jå è f(A) êîíâåêñàí.
á) Àêî jå B ⊂ Y êîíâåêñàí, îíäà jå è f−1(B) êîíâåêñàí.
â) Àêî jå λ ∈ C è A ⊂ X êîíâåêñàí, îíäà jå è λA êîíâåêñàí.
ã) Àêî jå A ⊂ X êîíâåêñàí, îíäà jå è A òàêî¢å êîíâåêñàí.
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Çàäàòàê. Íåêà jå Y Áàíàõîâ ïðîñòîð. Ïîêàçàòè äà jå l∞(Y ) = {(yn)∞n=1 : supn∈N ‖yn‖ <∞}
òàêî¢å Áàíàõîâ.

Çàäàòàê. Íåêà jå Y êîìïëåêñàí Áàíàõîâ ïðîñòîð èX = {f : [0,∞)→ Y : f jå íåïðåêèäíà è ïîñòîjè lim
x→∞

f(x)}.
Äîêàçàòè äà jå X âåêòîðñêè ïðîñòîð íàä C è äà jå ïðåñëèêàâà»å ‖x‖X : X → [0,∞) jåäíà äîáðî
äåôèíèñàíà íîðìà íà X êîjà ãà ÷èíè Áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Çàäàòàê. Íåêà jå X = {(xn)∞n=1 : xn ∈ C,
∞∑
n=1

sup
k≥n
|xk|2 <∞}.

à) Äîêàçàòè äà jå X Áàíàõîâ ïðîñòîð êàäà ñå íà »åìó óâåäå íîðìà äåôèíèñàíà ñà ‖x‖X =
∞∑
n=1

sup
k≥n
|xk|2.

á) Äîêàçàòè äà jå X ⊂ l2.

Çàäàòàê. Íåêà jå X âåêòîðñêè ïðîñòîð ñâèõ íèçîâà x = (ξν)ν∈N çà êîjå êîíâåðãèðà ðåä
∞∑
n=1

|ξn+1 − ξn|. Äîêàçàòè äà jå ïðîñòîð X ñà íîðìîì ‖x‖ = |ξ1|+
∞∑
n=1

|ξn+1 − ξn| Áàíàõîâ.

Çàäàòàê. Àêî jå K êîìïàêòàí òîïîëîøêè ïðîñòîð, à Y Áàíàõîâ ïðîñòîð, ïîêàçàòè äà
jå âåêòîðñêè ïðîñòîð C(K,Y ) ñâèõ íåïðåêèäíèõ ôóíêöèjà èç K ó Y çàòâîðåí ïîòïðîñòîð îä
B(K,Y ), ïà jå è ñàì Áàíàõîâ ïðîñòîð ó êîìå ñå íîðìà ìîæå èçðàçèòè è ñà ‖f‖u = max

x∈K
‖f(x)‖Y

çà ñâå f ∈ C(K,Y ).

Çàäàòàê. Ïîêàçàòè äà jå ïðîñòîðNBV [a, b] íîðìàëèçîâàíèõ ôóíêöèjà îãðàíè÷åíå âàðèjàöèjå
íà ñåãìåíòó [a, b] ñà íîðìîì ‖f‖NBV [a,b] = V b

a f çà ñâå f ∈ NBV [a, b] Áàíàõîâ çà ñâàêè ñåãìåíò
[a, b] ó R.

Çàäàòàê. Íåêà jå (X, d) ìåòðè÷êè, Y Áàíàõîâ ïðîñòîð è íåêà jå 0 < α ≤ 1. Îçíà÷èìî ñà
Lipα(X, Y ) ñêóï ñâèõ îãðàíè÷åíèõ, Õåëäåð íåïðåêèäíèõ íà X (ñà ñòåïåíîì α) è Y âðåäíîñíèõ
ôóíêöèjà f , ò.j. òàêâèõ äà ïîñòîjè êîíñòàíòà C òàêâà äà jå ‖f(x) − f(y)‖Y ≤ Cd(x, y)α çà ñâå

x, y ∈ X, ïà äåôèíèøåìî ‖f‖α = supx∈X ‖f(x)‖Y + supx,y∈X,x 6=y
‖f(x)−f(y)‖Y

d(x,y)α
. Äîêàçàòè äà jå îâèì

äàòà íîðìà íà Lipα(X, Y ) êîjà ãà ÷èíè Áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

3 Îïåðàòîðè, ôóíêöèîíàëè

Çàäàòàê. Èñïèòàòè äà ëè jå A : X → Y , y = Ax îãðàíè÷åí è îöåíèòè ìó íîðìó:
X = Y = C[0, 1]

x(t) 7→ y(s) =
s∫
0

x(t)dt.

Çàäàòàê. Èñïèòàòè äà ëè jå A : X → Y , y = Ax îãðàíè÷åí è îöåíèòè ìó íîðìó:
X = Y = C[0, 1]
x(t) 7→ y(t) = t2 · x(0).

Çàäàòàê. Èñïèòàòè äà ëè jå f : C[−1, 1] → C[−1, 1] f(x) =
0∫
−1
x(t)dt −

1∫
0

x(t)dt îãðàíè÷åí è

îöåíèòè ìó íîðìó.

Çàäàòàê. Èñïèòàòè äà ëè jå f : C[0, 1] → C f(x) =
∞∑
j=1

(−1)j
2j

x(1
j
) îãðàíè÷åí è îöåíèòè ìó

íîðìó.

Çàäàòàê. Èñïèòàòè äà ëè jå A : l2(N0)→ l2(N0) y = Ax, ηj =
1
2j

∞∑
i=0

1
2i
ξi îãðàíè÷åí è îöåíèòè

ìó íîðìó.



Çàäàòàê. Èñïèòàòè äà ëè jå Pn : L1(0,∞)→ L1(0,∞) Pnf = χ[0,n] · f . à) Îäðåäèòè ‖Pn‖. á)
Äà ëè ïîñòîjè (è àêî äà, îäðåäèòè ãà) f ∈ L1 òàêî äà ‖Pnf‖1 ≤ n2, ‖Pn 1

f
‖ ≤ 2021 çà ñâå n ∈ N.

Çàäàòàê. Íåêà jå A : C[−2, 2] → l∞(N) ξn = f((−1)n + 1
n
), Af = (ξn)n∈N. Îäðåäèòè ‖A‖,

èñïèòàòè äà ëè jå "1-1", "íà"è íà£è A(C[−2, 2]).

Çàäàòàê. Íåêà jå L : C(1)[0, 1] → C[0, 1] L(x(t)) = x(t) + tan t · x′(t). Äà ëè jå îãðàíè÷åí
îïåðàòîð, îäðåäèòè ìó íîðìó àêî jåñòå?

Çàäàòàê. Èñïèòàòè ñëàáó êîíâåðãåíöèjó íèçà fn(t) =
n2 3√t
1+nt4

ó C[0, 1].

Çàäàòàê. Èñïèòàòè ñëàáó êîíâåðãåíöèjó íèçà (0, . . . 0, na, 0, . . . ) ó lp.

Çàäàòàê. Íåêà jå f ∈ C[0, 1]. Èçðà÷óíàòè lim
x→1−

(1− x)
∞∑
n=0

xnf(xn).

Çàäàòàê. Íåêà jå f ∈ C[0, 1]2. Èçðà÷óíàòè lim
n→∞

( (2n+1)!
(n!)2

)2
∫ ∫

[0,1]×[0,1](xy(1−x)(1−y))
nf(x, y)dxdy.

Çàäàòàê. Íåêà jå f ∈ C[0, 1]. Èçðà÷óíàòè lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

x( k
n
).

Çàäàòàê. Íåêà jå x = (ξk) ∈ c. Èçðà÷óíàòè lim
n→∞

1
n

[πn]∑
k=[en]

ξk.

Çàäàòàê. Èñïèòàòè jàêó êîíâåðãåíöèjó íèçà îïåðàòîðà An : C[0, 1] → C[0, 1] çàäàòîã ñà
An(f(x)) = n

∫ x
0
x−nyn−1f(y)dy.

Çàäàòàê. Äîêàçàòè Ðèìàíîâó ëåìó.

Çàäàòàê. Íåêà jå x = (ξn) ∈ l2, α ∈ R è Ln(x) =
1
nα

n∑
k=1

ξk. Èçðà÷óíàòè lim
n→∞

Ln(x).

Çàäàòàê. Èñïèòàòè ñëàáó êîíâåðãåíöèjó íèçà xn = sinnt ó ïðîñòîðó Lp(0, 2π), 1 < p <∞.

4 Õèëáåðòîâè ïðîñòîðè

Çàäàòàê. M = {x ∈ l2 :
18∑
n=1

xn =
5∑

n=1

=
2010∑
n=1

= 0}. Îäðåäèòè M , (M⊥)⊥, d(y,M), d(z,M), ãäå

jå y = (18, 5, 2010, 0, . . . ), z = (1, 1, 1 . . . ).

Çàäàòàê. Îäðåäèòè min
a,b,c∈C

∞∫
0

|a+ b+ cx2 + x3|2e−xdx.


