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1 Matematika 3

2 Diferencijalne jednaqine

2.0.1 Homogene linearne diferencijalne jednaqine vixeg re-
da sa konstantnim koeficijentima

1. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

• y3 ´ 13y1 ´ 12y “ 0,

• y3 ´ 7y2 ` 16y1 ´ 12y “ 0,

• yp6q ´ 4yp5q ` 8yp4q ´ 8y3 ` 4y2 “ 0.

Rexeǌe. • Nule karakteristiqne jednaqine su redom: ´3,´1, 4 (jednostruke i realne),
pa je opxte rexeǌe ypxq “ C1e

´3x ` C2e
´x ` C3e

4x.

• Nule karakteristiqne jednaqine su redom: 2 (realna i 2-struka) i 3 (jednostruka re-
alna), pa je opxte rexeǌe ypxq “ C1e

2x ` C2xe
2x ` C3e

3x.

• Nule karakteristiqne jednaqine su redom: 1 (realna i 2-struka) i 1 ˘ i (2-struke
kompleksno-koǌugovane), pa je opxte rexeǌe ypxq “ C1`C2`C3e

x cosx`C4e
x sinx`

C5xe
x cosx ` C6xe

x sinx.

2. Odrediti Koxijevo rexeǌe diferencijalne jednaqine y3 ` y2 “ 0, yp0q “ 1, y1p0q “ 0,
y2p0q “ 1.

Rexeǌe. Problem y3 `y2 “ 0 ima opxte rexeǌe ypxq “ C1`C2x`C3e
´x, a razmatraju�i

poqetne uslove nalazimo da je Koxijevo rexeǌe ypxq “ x ` e´x.
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Tablica rexeǌa nehomogenih linearnih DJ sa konstantnim koeficijentima:
fpxq α, β yppxq

Pnpxq α “ β “ 0 xsPnpxq

eαxPnpxq α ‰ 0, β “ 0 xseαxPnpxq

Pnpxq cos pβxq ` Qmpxq sin pβxq α “ 0, β ‰ 0 xspPkpxq cos pβxq ` Qkpxq sin pβxqq

eαxpPnpxq cos pβxq ` Qmpxq sin pβxqq α ‰ 0, β ‰ 0 xseαxpPkpxq cos pβxq ` Qkpxq sin pβxqq

2.0.2 Nehomogene linearne DJ vixeg reda sa konstantnim ko-
eficijentima, ypnq ` p1y

pn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` pny “ fpxq

s- vixestrukost broja α ` iβ kao korena karakteristiqne jednaqine, k “ max tm,nu

3. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ cosx ` 2ex.

Rexeǌe. Odgovaraju�i homogen problem ima rexeǌe yHpxq “ C1 cosx ` C2 sinx ` C3e
x.

Opxte rexeǌe polaznog nehomogenog problema tra�imo u obliku y “ yH ` yp1 ` yp2, gde
je yp1 partikularno rexeǌe problema y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ cosx, a yp2 partikularno rexeǌe
problema y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ 2ex. Iz tablice nalazimo oblike tih rexeǌa: yp1pxq “

pax ` bq cosx ` pcx ` dq sinx, yp2pxq “ pex ` fqex, gde su a, b, c, d, e, f konstante koje
nalazimo iz polazne diferencijalne jednaqine. Konaqno, ypxq “ C1 cosx`C2 sinx`C3e

x´
x
4
pcosx ` sinxq ` xex.

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ x2 ` x.

Rexeǌe. Odgovaraju�i homogen problem ima rexeǌe yHpxq “ C1 cosx ` C2 sinx ` C3e
x.

Opxte rexeǌe polaznog nehomogenog problema tra�imo u obliku y “ yH ` yp, gde je yp
partikularno rexeǌe problema y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ x2 ` x. Iz tablice nalazimo da je
yppxq “ ax2 ` bx ` c, gde su a, b, c konstante koje nalazimo iz polazne diferencijalne
jednaqine. Konaqno, ypxq “ C1 cosx ` C2 sinx ` C3e

x ´ x2 ´ 3x ´ 1.

5. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y2 ´ 4y1 ` 5ypsinx ` 2 cosxqe2x.

Rexeǌe. Odgovaraju�i homogen problem ima rexeǌe yHpxq “ C1e
2x cosx ` C2e

2x sinx.
Opxte rexeǌe polaznog nehomogenog problema tra�imo u obliku y “ yH ` yp, gde je yp
partikularno rexeǌe problema y2 ´ 4y1 ` 5ypsinx ` 2 cosxqe2x. Iz tablice nalazimo da
je yppxq “ pax` bq cosx` pcx` dq sinx, gde su a, b, c, d konstante koje nalazimo iz polazne
diferencijalne jednaqine. Konaqno, ypxq “ C1e

2x cosx`C2e
2x sinx´ x

2
e2x cosx`xe2x sinx.
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2.0.3 Metod varijacije konstanti

y1pxq, y2pxq, . . . ynpxq obrazuju fundamentalni sistem rexeǌa homogene DJ

yHpxq “ C1y1pxq ` C2y2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` Cnynpxq.

Problem se svodi na rexavaǌe sistema

C 1
1pxqy1pxq ` C 1

2pxqy2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqynpxq “ 0,

C 1
1pxqy1

1pxq ` C 1
2pxqy1

2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqy1

npxq “ 0,

C 1
1pxqy2

1pxq ` C 1
2pxqy2

2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqy2

npxq “ 0,

C 1
1pxqy2

1pxq ` C 1
2pxqy2

2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqy2

npxq “ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C 1
1pxqy

pn´1q

1 pxq ` C 1
2pxqy

pn´1q

2 pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqypn´1q

n pxq “ fpxq,

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu metodom varijacije konstanti y2 ` 4y “ 2 tanx.

Rexeǌe. Kako je yHpxq “ C1 cos 2x ` C2pxq sin 2x rexeǌe odgovaraju�eg homogenog pro-
blema, to se metodom varijacije konstanti nalazi rexeǌe polaznog nehomogenog problema
u obliku ypxq “ C1pxq cos 2x ` C2pxq sin 2x, gde su C1pxq, C2pxq dobijene iz sistema:

C 1
1pxq cos 2x ` C 1

2pxq sin 2x “ 0,

´2C 1
1pxq sin 2x ` 2C 1

2pxq cos 2x “ 2 tanx.

Naime, Kramerovim metodom se dobijaju C 1
ipxq za i “ 1, 2, a integracijom i C1pxq, C2pxq.

7. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ x2 ` x.

Rexeǌe. ypxq “ C1 cosx ` C2 sinx ` C3e
x ´ x2 ´ 3x ´ 1.

2.1 Linearne DJ sa funkcionalnim koeficijentima

2.1.1 Ojlerova DJ

8. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x2y2 ´ xy1 ` 4y “ cos lnx ` x sin lnx.

Rexeǌe. U pitaǌu je Ojlerova jednaqina koja se smenom t “ lnx, x ą 0 svodi na linearnu
diferencijalnu jednaqinu vixeg reda sa konstantnim koeficijentima.

9. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine px ` aq3y3 ` 3p1 ´ bqpx ` aq2y2 `

p3b2 ´ 3b ` 1qpx ` aqy1 ´ b3y “ c, a, b, c P R.

Rexeǌe. Ojlerova diferencijalna jednaqina se rexava smenom t “ ln px ` aq, za x ą ´a.
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2.1.2 Abelova formula

Ako je y1pxq partikularno rexeǌe homogene linearne DJ, tada se smenom y “ y1z, z “

zpxq sni�av red te jednaqine za 1.
Ako je y1pxq partikularno rexeǌe DJ y2 ` ppxqy1 ` qpxq “ 0, tada je drugo partikularno

rexeǌe mogu�e dobiti formulom Abela y2pxq “ y1pxq
ş

e´
ş

ppxqdx

y21pxq
dx.

10. Rexiti homogenu linearnu DJ sin p2xqy2´2 cosxp3 cosx`2qy1´4 sinxp1`cosxqy “ 0,
y1pxq “ cosx.

Rexeǌe. Drugo partikularno rexeǌe se nalazi Abelovom formulom.

11. Rexiti nehomogenu linearnu diferencijalnu jednaqinu xy2`2y1`y “ 1
x
ako je poznato

jedno rexeǌe odgovaraju�e homogene linearne diferencijalne jednaqine y1pxq “ sinx
x

.

Rexeǌe. Primeniti Abelovu formulu.
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