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1 Matematika 3

1.1 Funkcionalni redovi

1. Dat je funkcionalni red
8
ř

n“1

sin 2n
2
x

an2 . Odrediti za koje vrednosti parametra a:

• funkcionalni red konvergira

• suma reda predstavǉa neprekidnu funkciju

• red mo�e da se diferencira qlan po qlan

Rexeǌe. • Kako je|fnpxq| ď 1

an2 , a brojni red kovergira za a ą 1 prema Dalamberu, to
na osnovu Vajerxtrasovog kriterijuma red ravnomerno konvergira za a ą 1. Za a ď 1
opxti qlan ne te�i nuli, pa u tom sluqaju red konvergira.

• Za a ą 1 red je ravnomeno konvergentan i quva neprekidnost.

• Kako je |f 1
npxq| ď p 2

a
qn

2
, abrojni poredbeni red konvergira po Dalamberu za a ą 2, to

se red mo�e diferencirati qlan po qlan za takve a.

2. Izraqunati
1
ş

0

p
8
ř

n“1

n2

n!
xe´nxqdx.

Rexeǌe. Kako je |fnpxq| ď fnp1
e
q “ 1

epn´1q!
, a brojni red konvergira, to je posmatrani

funkcionalni red ravnomerno konvergentan na r0,8q i integral i red mogu zameniti me-

sta:
1
ş

0

p
8
ř

n“1

n2

n!
xe´nxqdx “

8
ř

n“1

n2

n!

1
ş

0

xe´nxdx “
8
ř

n“1

1´e´np1`nq

n!
“

8
ř

n“1

1
n!

´
8
ř

n“1

e´n

n!
´

8
ř

n“1

ne´n

n!
.

Konaqno, suma reda je e ´ e
1
e ´ e

1
e

e
.

3. Predstaviti integral
1
ş

0

x´xdx u obliku reda.
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Rexeǌe. Kako je x´x “ e´x lnx “ 1`
8
ř

n“1

p´1qn xn lnn x
n!

, a funkcija |x lnx| dosti�e maksimum

e´1, to je red ravnomerno konvergentan po Vajerxtrasovom kriterijumu. Dakle, mo�e se
integraliti qlan po qlan na p0, 1s. Kako je

1
ż

0

xn lnn xdx “ p´1q
n n!

pn ` 1qn`1
,

to je
1

ż

0

x´xdx “

8
ÿ

n“1

1

nn
.

4. Razlo�iti Laplasov integral
8
ş

0

e´x2
cos 2bxdx u stepeni red po stepenima b ą 0, ko-

riste�i qiǌenicu da je
8
ş

0

e´x2
dx “

?
π
2
.

Rexeǌe.
8
ş

0

e´x2
cos 2bxdx “

8
ş

0

e´x2
8
ř

n“0

p´1qnp2bxqn

p2nq!
dx “

8
ř

n“0

p´1qnp2bq2n

p2nq!

8
ş

0

e´x2
x2ndx “

8
ř

n“0

p´1qnp2bq2n

p2nq!
In.

Parcijalnom integracijom se nalazi In “ 2n´1
2

In´1 uz poqetni uslov I0 “
?
π
2
, odakle je

In “
p2n´1q!!
2n`1

?
π. Sledi I “

?
π
2
e´b2 . Opravdanost integracije sledi iz ravnomerne konver-

gencije reda na proizvoǉnom segementu r0, As.

5. Izraqunati integral
8
ş

0

x
1`ex

dx.

Rexeǌe. I “
8
ş

0

x
8
ř

n“1

p´1qn´1e´nxdx “
8
ř

n“1

p´1qn´1p 1
n2 ´

pnx`1qe´nx

n2 |8
0 q “

8
ř

n“1

p´1qn´1

n2 “ π2

12
.

Redovi i integral mogu zameniti mesta jer se radi o ravnomerno konvergentnim redovima
za x ą 0.

1.2 Furijeovi redovi

Sistem funkcija 1
2
, cos kπx

l
, sin kπx

l
, k P N, x P r´l, ls, se naziva osnovnim trigonometrij-

skim sistemom. On je ortogonalan na r´l, ls. Neka je f : r´l, ls Ñ R integrabilna funkcija
na r´l, ls. Brojevi

a0 “
1

l

l
ż

´l

fpxqdx,
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ak “
1

l

l
ż

´l

fpxq cos
kπx

l
dx,

ak “
1

l

l
ż

´l

fpxq sin
kπx

l
dx,

se zovu Furijeovi koeficijenti funkcije f u odnosu na osnovni trigonometrijski sistem.

Trigonometrijski red a0
2

`
8
ř

k“1

pak cos
kπx
l

` bk sin
kπx
l

q je Furijeov red funkcije f .

Neka je deo po deo glatka funkcija f na segmentu r´l, ls sa periodom 2l produ�ena na celu
brojnu pravu. Tada trigonometrijski Furijeov red funkcije f konvergira u svakoj taqki

x P R ka vrednosti fpx´0q`fpx`0q

2
.

Ako deo po deo glatka funkcija f na segmentu r´l, ls jox zadovoǉava i jednakost fp´lq “

fplq, onda ǌen trigonometrijski Furijeov red konvergira ravnomerno na tom segmentu i
ǌegova suma je jednaka fpxq za svako x P r´l, ls.
Furijeov red Riman-intergrabilne funkcije na segmentu r´l, ls se mo�e na tom segmentu
integraliti qlan po qlan.
Neka f P Cmr´l, ls i fp´lq “ fplq, f 1p´lq “ f 1plq, . . . f pmqp´lq “ f pmqplq. Neka pored toga
funkcija f ima na segmentu r´l, ls deo po deo neprekidan izvod reda m ` 1. Tada:

1. konvergira brojni red
8
ř

n“1

pkπ
l

qmp|ak| ` |bk|q,

2.Furijeov red takve funkcije mo�emo na datom segmentu diferencirati qlan po qlan m
puta.

6. Neka je c P R, l ą 0 i 0 ă ξ1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξn ă . . . niz rexeǌa jednaqine tan lξ “ cξ.
Dokazati da je sistem funkcija tsin ξnx : n P Nu ortogonalan u Cr0, ls.

Rexeǌe. Treba pokazati da je
l
ş

0

sin ξnx sin ξmxdx “ 0 za n ‰ m i da je
n
ş

0

sin2 ξndx ‰ 0.

Primenom adicionih formula sin ξnx sin ξmx “ 1
2
pcos pξn ´ ξmqx ´ cos pξn ` ξmqxq, do-

bija se
l
ş

0

sin ξnx sin ξmxdx “ 1
2
sin pξn´ξmql

ξn´ξm
´ 1

2
sin pξn`ξmql

ξn`ξm
“ c

2
sin pξn´ξmql
tan ξn´tan ξm

´ c
2

sin pξn`ξmql
tan ξn`tan ξm

“

c
2
p

sin pξn´ξmql cos lξn cos lξm
sin lξn cos lξm´sin lξm cos lξn

´
sin pξn`ξmql cos lξn cos lξm
sin lξn cos lξm`sin lξm cos lξn

q “ c
2
pcos lξn cos lξm´cos lξn cos lξmq “ 0,

za m ‰ n. Ako je m “ n, dobija se
l
ş

0

sin2 ξndx ą 0.

7. Dokazati da trigonometrijski red
8
ř

n“1

sinnx?
n

ne mo�e biti Furijeov red nijedne deo po

deo neprekidne funkcije na r´π, πs.
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Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno. Tada va�i Parsevalovala jednakost 1
π

π
ş

´π

f 2pxqdx “

8
ř

n“1

1
n
. Me�utim, leva stranaje konaqna, a desna nije. Kontradikcija.

8. Razlo�iti u Furijeov red periodiqnu funkciju osnovne periode 2π koja je na segmentu
r´π, πs odre�ena formulom

fpxq “

#

1, ´π ď x ă 0,

´1, 0 ď x ă π.

Rexeǌe. Furijeov red zadate funkcije u svim taqkama u kojima je neprekidna konvergira
ka vrednosti same funkcije , dok u nuli i na krajevima segmenta r´π, πs konvergira ka
fpx0´0q`fpx0`0q

2
, gde je x “ 0,˘π.

a0 “
1

π

π
ż

´π

fpxqdx “
1

π

o
ż

´π

dx `
1

π

π
ż

0

p´1qdx “ 0,

an “
1

π

π
ż

´π

fpxq cosnxdx “ 0, n ě 1,

bn “
1

π

π
ż

´π

fpxq sinnxdx “
2

nπ
pp´1q

n
´ 1q, n ě 1.

9. Razlo�iti u Furijeov red funkciju na intervalu p0, 2lq

fpxq “

#

A, 0 ď x ă l,

0, l ď x ă 2l.

Rexeǌe. Sliqno prethodnom zadatku, raqunaju se koeficijenti:

a0 “ A,

an “
1

l

l
ż

´l

fpxq cos
nπx

l
“ 0, n ě 1,

bn “
1

l

l
ż

´l

fpxq sin
nπx

l
“

A

nπ
pp´1q

n`1
` 1q, n ě 1.
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10. Funkciju fpxq “ x ´ rxs razlo�iti u Furijeov red.

Rexeǌe. Funkcija je 1-periodiqna, neprekidno-diferencijabilna izuzev u celobrojnim

taqkama gde ima prekide prve vrste. Dakle, mo�e se razviti u Furijeov red a0`
8
ř

n“1

an cos 2nπx`

bn sin 2nπx. Ovaj red konvergira ka fpxq za x ‰ k, odnosno ka 1
2
u celobrojnim taqkama.

a0 “
1
1
2

1
2

ż

´ 1
2

fpxqdx “ 2

1
ż

0

px ´ rxsqdx “ 2
x2

2
|
1
0 “ 1,

an “ 2

1
ż

0

px ´ rxsq cos 2nπxdx “ 2

1
ż

0

x cos 2nπxdx “
1

2n2π
cos p2nπxq|

1
0 “ 0,

bn “ 2

1
ż

0

px ´ rxsq sin 2nπxdx “ 2

1
ż

0

x sin 2nπx “ ´
1

nπ
`

sin 2nπx

2n2π2
|
1
0 “ ´

1

nπ
.

11. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ |x| na intervalu p´π, πq.

Rexeǌe. Funkcija je neprekidna na p´π, πq i ima deo po deo neprekidan izvod svuda sa i
ima deo po deo neprekidan izvod svuda, sa izuzetkom taqke x “ 0. Sa periodom 2π produ�ava
se na celu realnu osu i mo�e se razviti u Furijeov red.

a0 “ π,

an “
1

π

π
ż

´π

fpxq cosnxdx “
2

πn2
pp´1q

n
´ 1q, n ě 1

bn “ 0, n ě 1

jer je funkcija parna.

12. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ sin ax, a P RzZ na intervalu p´π, πq.

Rexeǌe. Zbog neparnosti funkcije je

an “ 0, n ě 0,

bn “
2

π

ż π

0

sin ax sinnxdx “
2

π

p´1qn`1n

n2 ´ a2
sin aπ, |a| ‰ n, n ě 1.
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13. Funkciju fpxq “ max tsinx, 0u razviti u Furijeov red na p´π, πq i napisati kako
glasi Parsevalova nejednakost .

Rexeǌe. a0 “ 2
π
, an “ 1

π
p´1qnn´1

n2´1
, n ě 1, b1 “ 1

2
, bn “ 0, n ě 2.

14. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ x2:
1. po kosinusima,
2. po sinusima,
3. na intervalu p0, 2πq.

Koriste�i dobijeno razlagaǌe dokazati da je
8
ř

n“1

1
k2

“ π2

6
,

8
ř

n“1

p´1qk`1

k2
“ π2

12
,

8
ř

n“1

1
p2n´1q2

.

Rexeǌe. Funkciju razmatranu na r´π, πs 2π-periodiqno produ�imo na celu brojnu pravu.
Tada dobijamo neprekidnu i deo po deo glatku funkciju koja se sa datom funkcijom poklapa
na segmentu r´π, πs i koja se mo�e razlo�iti u Furijeov red po kosinusima.

a0 “
2π2

3
,

an “ p´1q
n 4

n2
, n ě 1

bn “ 0, n ě 1.

2. Funkciju razmatranu na r0, πs po neparnosti produ�imo na r´π, πs i 2π-periodiqno
produ�imo na celu brojnu pravu.

a0 “ 0,

an “ 0, n ě 1,

bn “
2π

n
p´1q

n`1
`

4

πn2
pp´1q

n
´ 1q, n ě 1.

3.Funkciju razmatranu na r0, 2πs 2π-periodiqno produzimo na celu brojnu pravu.

a0 “
8π2

3
,

an “
4

n2
, n ě 1,

bn “ ´
4π

n
, n ě 1.

15. Razlo�iti u Furijeov red funkciju

fpxq “

$

’

&

’

%

x, 0 ď x ď 1,

1, 1 ă x ă 2,

3 ´ x, 2 ď x ď 3.
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Rexeǌe. a0 “ 4
3
, an “ 3

π2n2 pcos 2nπ
3

´ 1q, bn “ 0, n ě 1.

16. Funkciju fpxq “ x, 0 ă x ă 2 razviti:
1. u Furijeov sinusni red,
2. u Furijeov kosinusni red,
3. Primeniti Parsevalovu jednakost na Furijeov red dobijen pod 2. i na osnovu toga naqi

sumu reda
8
ř

n“1

1
n4

4. Naqi Furijeov red funkcije x Ñ x2, 0 ă x ă 2 integraǉeǌem Furijeovog reda pod 1. i

na osnovu toga naqi sumu reda
8
ř

n“1

p´1qn´1

n2 .

Rexeǌe. 1. a0 “ 0, an “ 0, bn “ ´ 4
nπ

cosnπ, n ě 1,

2. a0 “ 2, an “ 4
n2π2 pcosnπ ´ 1q, n ě 1,

3. S “ π4

90
,

4. S “ π2

12
.

17. Razlo�iti u Furijeov red funkciju

fpxq “

#

x, ´π ă x ă π,

0, x “ ´π, π,

fpx ` 2πq “ fpxq, x P R. Ispitati ǌegovu konvergenciju i na�i sumu reda
8
ř

n“1

p´1qn´1

2n´1
.

Rexeǌe. an “ 0, n ě 0, bn “
2p´1qn`1

n
, n ě 1.

18. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ sinh ax, ´π ď x ď π i ispitati ǌegovu
konvergenciju.

Rexeǌe. an “ 0, n ě 0, bn “ 2 sinh aπ
π

p´1qn`1n
a2`n2 .

19. Ako su an i bn Furijeovi koeficijenti integrabilne funkcije f sa osnovnim periodom

2π, odrediti Furijeove koeficijente An i Bn funkcije Steklova fhpxq “ 1
2h

şx`h

x´h
fptqdt.

Rexeǌe. A0 “ a0, An “ an sinhnh
nh

, Bn “ bn sinhnh
nh

.
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