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1 Matematika 3

1.1 Brojni redovi

1. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

pn sin 1
n

qn
3
.

Rexeǌe. Predstavǉaǌem opxteg qlana reda u eksponencijalnom obliku, kad n Ñ 8, je

an “ en
3 ln pn sin 1

n
q “ en

3 ln pnp 1
n

´ 1
6n3 `op 1

n3 qqq
“ en

3 ln p1´ 1
6n2 `op 1

n2 qq
“ en

3p´ 1
6n2 `op 1

n2 qq
“ e´n

6 .

Kako geometrijski red
8
ř

n“1

e´n
6 konvergira, to konvergira i polazni red.

Teorema (Koxijev integralni kriterijum). Neka je fpxq neprekidna, nenegativna i opada-

ju�a realna funkcija za x ě 1 i an “ fpnq. Tada red
8
ř

n“1

an konvergira akko konvergira

nesvojstveni integral
8
ş

1

fpxqdx.

2. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

pn
1

n2`1 ´ 1q.

Rexeǌe. an “ n
1

n2`1 ´ 1 “ e
lnn
n2`1 ´ 1 “ 1 ` lnn

n2`1
` op lnn

n2`1
q ´ 1 “ lnn

n2`1
p1 ` op1qq, n Ñ 8.

Dakle, an „ lnn
n2 , n Ñ 8. Red

8
ř

n“1

lnn
n2 konvergira na osnovu integralnog kriterijuma:

8
ş

1

lnx
x2 dx “ ´ lnx

x
|8
1 `

8
ş

1

1
x2dx “ ´ 1

x
|8
1 “ 1, pa i polazni red konvergira.

3. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

ln pn`1q

nα u zavisnosti od parametra α P R.
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Rexeǌe. Red oqigledno divergira za α ď 0. Neka je zato α ą 0. Dati red je ekvikon-

vergentan redu
8
ř

n“1

lnn
n

, koji je prema Koxijevom integralnom kriterijumu ekvikonvergentan

sa nesvojstvenim integralom
8
ş

1

lnx
xα dx. Za α “ 1, primenom parcijalne integracije se do-

bija da integral divergira. Za α ă 1 integral divergira po poredbenom kriterijumu.

Neka je α ą 1. Tada imamo
8
ş

1

lnx
xα dx “ lim

bÑ8

şb

1
lnx
xα “ lim

bÑ8
p lnx

p1´αqxα´1 |b1 ´ 1
1´α

şb

1
1
xαdxq “

lim
bÑ8

p ln b
p1´αqbα´1 ´ 1

p1´αqbα´1 ` 1
1´α

q “ 1
1´α

. Dakle, polazni red konvergira za α ą 1, a diver-

gira za α ď 1.

4. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“3

1
n lnnpln lnnqα

.

Rexeǌe. Polazni red je ekvikonvergentan sa integralom
8
ş

3

dx
x lnxpln ln pxqqα

, koji je, nakon smene

t “ ln plnxq, jednak sa
8
ş

lnpln 3q

dt
tα
. Ovaj integral konvergira za α ą 1, a divergira za α ď 1,

pa po Koxijevom integralno kriterijumu isto va�i i za posmatrani red.

Teorema (Rabeov test). Neka za red sa pozitivnim qlanovima va�i lim
nÑ8

np an
an`1

´ 1q “ l.

Za l ą 1 red konvergira, a za l ă 1 red divergira.

5. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

n!en

nn`p .

Rexeǌe. Kako je an
an`1

“ e´1epn`pq ln p1` 1
n

q “ e´1epn`pqp 1
n

´ 1
2n2 `op 1

n
qq

“ 1 `
p´ 1

2

n
` op 1

n
q, kad

n Ñ 8, to red konvergira po Rabeu za p ą 3
2
.

6. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

ppp`1q¨¨¨pp`n´1q

n!
1
nq .

Rexeǌe. an
an`1

“ p1`
p
n

q´1p1` 1
n

qq`1 “ p1´
p
n

` op 1
n

qqp1`
q`1
n

` op 1
n

qq “ 1`
q`1´p

n
` op 1

n
q,

kad n Ñ 8, pa red konvergira po Rabeu za q ą p.
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7. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

r
1¨3¨¨¨p2n´1q

2¨4¨¨¨p2nq
sp 1

nq .

Rexeǌe. an
an`1

“ 1 `
q`

p
2

n
` op 1

n
q, pa red konvergira po Rabeu za q `

p
2

ą 1.

Teorema (Gausov test). Neka za red sa pozitivnim qlanovima va�i lim
nÑ8

an
an`1

“ λ`
µ
n

` θn
n1`ε ,

|θn| ă C, ε ą 0. Za λ ą 1 ili λ “ 1, µ ą 1 red konvergira, a za λ ă 1 ili λ “ 1, µ ă 1
red divergira.

8. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

αpα`1q...pα`n´1qβpβ`1q...pβ`n´1q

n!γpγ`1q...pγ`n´1q
xn, gde su α, β, γ, x ą 0.

Rexeǌe. Imamo da va�i an
an`1

“
p1` 1

n
qp1`

γ
n

q

p1`α
n

qp1`
β
n

q
. Kako je p1` α

n
q´1 “ 1´ α

n
` α2

1`α
n

1
n2 i p1`

β
n

q´1 “

1 ´
β
n

`
β2

1`
β
n

1
n2 , to za γ ą α ` β red konvergira, a divergira za γ ď α ` β po Gausu.

Teorema (Lajbnicov test). Ako je an`1 ď an, n P N i lim
nÑ8

an “ 0, onda alternativni red
8
ř

n“0

p´1qnan konvergira.

Red
8
ř

n“0

an apsolutno konvergira ako konvergira red
8
ř

n“0

|an|. Svaki apsolutno konvergen-

tan red je i konvergentan, a obratno ne va�i.

9. Ispitati apsolutnu i obiqnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qn
ln2 pnq

n
.

Rexeǌe. Konvergira po Lajbnicu budu�i da je ln2 pnq

n
opadaju�i niz koji te�i 0 kad n Ñ 8,

a divergira apsolutno (jer se u tom sluqaju dobija harmonijski divergentan red).

10. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

sin pπ
?
n2 ` k2q.
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Rexeǌe. sin pπ
?
n2 ` k2q “ p´1qn sin pπ

?
n2 ` k2 ´ πnq “ p´1qn sin p πk2?

n2`k2`n
q “ p´1qnan,

pri qemu je an opadaju�i niz i lim
nÑ8

an “ 0.

Teorema (Abelov test). Red
8
ř

n“0

anbn konvergira ako konvergira
8
ř

n“0

an i niz bn je monotono

ograniqen.

Teorema (Dirihleov test). Red
8
ř

n“0

anbn konvergira ako niz bn monotono te�i nuli poqev

od nekog qlana i niz parcijalnih suma reda
8
ř

n“0

an je ograniqen.

11. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qn sin2 n
n

.

Rexeǌe. Konvergira kao suma konvergentnih redova:
8
ř

n“1

p´1qn sin2 n
n

“
8
ř

n“1

p´1qn 1´cos 2n
2n

“

8
ř

n“1

p´1qn

2n
`

8
ř

n“1

p´1qn´1 cos 2n
2n

. Prvi red je Lajbnic-konvergentan jer 1
2n

opadaju�e te�i nuli,

a drugi red konvergira pore�eǌem sa konvergentnim redom
8
ř

n“1

1
n2 :

SN “

N
ÿ

n“1

p´1qn

n

cosp2nq

2n
,

SN “
p´1qN

2N

ˆ

´
1

2
`

sinp2N ` 1q

2 sin 1

˙

´

N´1
ÿ

n“1

„ˆ

´
1

2
`

sinp2n ` 1q

2 sin 1

˙ ˆ

´
p´1qn

2n ` 2
´

p´1qn

2n

˙ȷ

,

SN “
p´1qN

2N

ˆ

´
1

2
`

sinp2N ` 1q

2 sin 1

˙

`

N´1
ÿ

n“1

p´1qnp2n ` 1q

2npn ` 1q
´

N´1
ÿ

n“1

p´1qn sinp2n ` 1q

4npn ` 1q sin 1

12. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

cos πn2

n`1

ln2 n
.

Rexeǌe. Primetimo da je cos πn2

n`1
“ p´1qn`1 cos π

n`1
. Red

8
ř

n“1

p´1qn´1

ln2 n
konvergira po Lajb-

nicovom kriterijumu, a niz cos π
n`1

je monoton i ograniqen, pa polazni red konvergira po
Abelovom kriterijumu.
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13. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

sinn sinn2

n
.

Rexeǌe. Kako je an “ 1
n

opadaju�i niz takav da lim
nÑ8

an “ 0, a niz parcijalnih suma reda
8
ř

n“1

bn je ograniqen: |
n
ř

k“1

sin k sin k2| “ 1
2
|

n
ř

k“1

cos kpk ´ 1q ´ cos kpk ` 1q| “
|1´cos pn`1qn|

2
ď

1, to red konvergira po Dirihleovom kriterijumu.

14. Ako red
8
ř

n“0

an konvergira (an ě 0), onda konvergira i red
8
ř

n“0

aαn za α ě 1.

Rexeǌe. Opxti qlan reda te�i nuli, pa je ograniqen sa 1. Red konvergira po poredbenom
kriterijumu.

15. Ako red
8
ř

n“1

an apsolutno konvergira, onda konvergira i red
8
ř

n“1

|an|

n
.

Rexeǌe. Primenom Koxijeve nejednakosti i prethodnog zadatka,
8
ř

n“1

|an|

n
ď

8
ř

n“1

|an|2
8
ř

n“1

1
n2 .

16. Dokazati da je
8
ř

n“0

1
n!

8
ř

n“0

p´1qn

n!
“ 1.

Rexeǌe. Proizvod redova
8
ř

n“0

an i
8
ř

n“0

bn (na osnovu formule za Koxijevo mno�eǌe) je red

sa opxtim qlanom cn “
n
ř

k“0

akbn´k, odnosno cn “
n
ř

k“0

1
k!

p´1qn´k

pn´kq!
“ 1

n!

n
ř

k“0

p´1qn´k
`

n
k

˘

1k “

p1 ` p´1qqn, xto je 0 za n ą 0, a 1 za n “ 0.

17. Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

sinn
n

.
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Rexeǌe. Nejednakost | sinx| ą

?
2´

?
2

2
va�i akko 1

8
ă tx

π
u ă 7

8
. Kako je 1

4
ă 1

π
, sledi da je

za svako n, ili | sinn| ili | sin pn ` 1q| ve�e od

?
2´

?
2

2
. Stoga,

| sin pnq|

n
`

| sin pn ` 1q|

n ` 1
ě

a

2 ´
?
2

2

1

n ` 1
.

Na osnovu poredbenog kriterijuma sledi da red apsolutno divergira. Ispitajmo obiqnu
konvergenciju. Niz sa opxtim qlanom 1

n
opadaju�e te�i 0 kad n Ñ 8, a na osnovu adicione

formule va�i procena

|

n
ÿ

k“1

sin k| “

|
n
ř

k“1

2 sin 1
2
sin k|

|2 sin 1
2
|

“

|
n
ř

k“1

cos pk ´ 1
2
q ´ cos pk ` 1

2
q|

|2 sin 1
2
|

“
|1 ´ cos pn ` 1

2
q|

|2 sin 1
2
|

,

odakle se primenom nejednakosti trougla dobija

|

n
ÿ

k“1

sin k| ď
1

sin 1
2

,

te red uslovno konvergira po Dirihleu.

18. U zavisnosti od parametra a P R ispitati apsolutnu i obiqnu konvergenciju reda

`8
ÿ

n“2

p´1qn

p´1qn ` na
.

Napomena 1. Oktobarski ispitni rok, Matematika 3 C, 2018/2019.

Rexeǌe. Ukoliko je a “ 0 red nije dobro definisan. Ukoliko je a ă 0 tada opxti qlan
ovog reda te�i ka broju 1 kada n Ñ `8, xto znaqi da red ne konvergira. Neka je a ą 0.
Apsolutna vrednost opxteg qlana naxeg reda se asimptotski ponaxa kao 1

na , te imamo
da red apsolutno konvergira ako i samo ako je a ą 1 te u tom sluqaju imamo i obiqnu
konvergenciju. Ispitajmo xta se dexava kada a P p0, 1q. Imamo da je

p´1qn

p´1qn ` na
“

p´1qn

p´1qn ` na
¨

p´1qn ´ na

p´1qn ´ na
“

1 ´ p´1qnna

1 ´ n2a
“

1

1 ´ n2a
´ p´1q

n na

1 ´ n2a
.

Red
`8
ÿ

n“2

p´1q
n na

1 ´ n2a
konvergira za svako a P p0, 1q na osnovu Lajbnicovog kriterijuma. To

znaqi da je konvergencija polaznog reda ekvivalentna sa konvergencijom reda
`8
ÿ

n“2

1

1 ´ n2a

a konvergencija ovog reda je ekvivalentna sa konvergencijom reda
`8
ÿ

n“2

1

n2a
. Ovaj red je kon-

vergentan ako i samo ako je 2a ą 1 tj. ako i samo ako je a ą 1
2
. Dakle, ako je a P

`

1
2
, 1

˘

polazni red konvergira, a ako je a P p0, 1
2
s polazni red divergira.
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19. Neka je

x1 “ a ą 0,

xn`1 “
xn

1 ` xn ` x2
n

, n ě 1.

Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qnxn.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je xn ą 0 za sve n P N. Tako�e, oqigledno va�i
xn`1 ă xn. Dakle, niz je opadaju�i i ograniqen odozdo, pa konvergira. Prelaskom na limes
se dobija da te�i 0, pa posmatrani red uslovno konvergira po Lajbnicovom kriterijumu.
Red apsolutno divergira, jer se primenom Xtolcovog stava dobija:

lim
nÑ8

nxn “ lim
nÑ8

n
1
xn

“ lim
nÑ8

pn`1q´n
1

xn`1
´ 1

xn

“ lim
nÑ8

xn`1xn

xn`1´xn
“ lim

nÑ8

1
1`xn

“ 1,

odnosno xn „ 1
n
, n Ñ 8.
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