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1 Osma nedeǉa

1.1 Nizovi

1. Dokazati

lim
nÑ8

p1` 1`
1

2!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
q “ e,

e “ 2`
1

2!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
`

θn
n ¨ n!

, 0 ă θn ă 1.

Rexeǌe. ǈaxko, zadatak 35.

2. Dokazati da je e iracionalan.

Rexeǌe. ǈaxko, zadatak 35.

3. Dokazati lim
nÑ8

npa
1
n ´ 1q “ ln a, a ą 0.

Rexeǌe. ǈaxko, zadatak 39.

4. Izraqunati lim
nÑ8

| sin pπ
?
n2 ` n` 1q|.

Rexeǌe. lim
nÑ8

| sin pπ
?
n2 ` n` 1q| “ lim

nÑ8
|p´1qn sin pπ

?
n2 ` n` 1´ πnq| “ lim

nÑ8
| sin p πpn`1q

?
n2`n`1`n

q| “

| sin π
2
| “ 1.
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5. Dokazati da an “
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?
n konvergira.

Rexeǌe. Niz je rastu�i. Poka�imo da je i oraniqen: an “
?
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ă
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?
2bn. Kako je bn`1 “

?
1` bn, lako se proverava da je bn

ograniqen odozgo sa 2, xto znaqi da je an ograniqen odozgo sa 2
?
2. Niz an konvergira.

6. Neka je 0 ă x0 ă 1 i xn`1 “ xn ´ x
2
n, n ě 0. Na�i lim

nÑ8
xn, lim

nÑ8
nxn.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je 0 ă xn ă 1. Niz je opadaju�i i konvergira ka 0.
Primenom Xtolcovog stava je lim

nÑ8
nxn “ lim

nÑ8

n
1
xn

“ lim
nÑ8

n`1´n
1

xn`1
´ 1

xn

“ lim
nÑ8

p1´ xnq “ 1.

7. Dokazati da je lim
nÑ8

p 1
n`1

` 1
n`2

` ¨ ¨ ¨ ` 1
2n
q “ ln 2.

Rexeǌe. Na osnovu zadatka sa prethodnih casova je 1 ` 1
2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n
“ γ ` lnn ` εn, gde

εn Ñ 0 kad nÑ 8. Sliqno, 1` 1
2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n
` ¨ ¨ ¨ ` 1

2n
“ γ ` ln 2n` ε2n, gde ε2n Ñ 0 kad

nÑ 8. Oduzimaǌem ove dve relacije, dobija se tra�eno.

8. Neka je x1 “ a, x2 “ b, xn “
xn´1`xn´2

2
, n ě 3. Na�i lim

nÑ8
xn.

Rexeǌe. Rexavaǌem posmatrane diferencne jednaqine se dobija xn “
4pb´aq

3
p´1

2
qn ` a`2b

3
.

Tra�eni limes je a`2b
3

.

9. Na�i lim
nÑ8

pnmq
nm .

Rexeǌe. Primenom definicije binomnog koeficijenta se dobija da je tra�eni limes 1
m!

.

10. Neka je 0 ď xn ď xm ` xn, m,n P N. Dokazati da xn
n

konvergira.

Rexeǌe. Primenom subaditivnosti imamo 0 ď xn ď nx1, odnosno 0 ď xn
n
ď x1. Dakle,

postoji infimum skupa txn
n
u koji �emo oznaqiti sa α. Neka je ε ą 0. Tada postojim tako da

je α ď xm
m
ď α` ε

2
. Kako je n “ qm`r i xn ď qxm`xr, to je α ď xn

n
ă pα` ε

2
q
qm
qm`r

` xr
n
ă

α ` ε. Odavde je lim
nÑ8

xn
n
“ α.
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