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1 Matematika 3

1.1 Parcijalne diferencijalne jednaqine

1.2 Parcijalne diferencijalne jednaqine 2. reda

1. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednaqine uxx ´ 2 sinxuxy ´ p3` cos2 xquyy ´

cosxuy “ 0 i svesti je na kanonski oblik.

Rexeǌe. Data jednaqina je hiperboliqnog tipa, a kanonski oblik je yξη “ 0

2. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednaqine x2uxx ` 2xyuxy ` y2uyy ´ 2yux “ 0
i svesti je na kanonski oblik.

Rexeǌe. Data jednaqina je paraboliqnog tipa, a kanonski oblik je uηη ` 2p
ξ
η
q2uξ “ 0.

3. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednaqine y2uxx ` 2xyuxy ` 2x2uyy ` yuy “ 0
i svesti je na kanonski oblik.

Rexeǌe. Data jednaqina je eliptiqnog tipa, a kanonski oblik je uξξ ` uηη `
uξ

ξ`η
`

uη

2η
“ 0.

4. Odrediti oblasti u kojima je jednaqina xuxx ` yuyy ` 2ux ` 2uy “ 0 hiperboliqnog,
paraboliqnog i eliptiqnog tipa i u sva tri sluqaja napisati formule transformacije za
svo�eǌe na kanonski oblik.

Rexeǌe.

5. Na�i opxte rexeǌe slede�ih parcijalnih diferencijalnih jednaqina:
a) eyuxy ´ uyy ` uy “ 2px ` eyq,
b) 3uxx ´ 5uxy ´ 2uyy ` 3ux ` uy “ 2.
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Rexeǌe.

6. Datom smenom na�i opxte rexeǌe slede�ih parcijalnih diferencijalnih jednaqina: a)
δpx2uxq

δx
“ x2uyy, vpx, yq “ xupx, yq,

b) px ´ yquxy ´ ux ` uy “ 0, vpx, yq “ px ´ yqupx, yq.

Rexeǌe.

7. Rexiti Koxijev problem:
4uxx ` 4uxy ` uyy ` 2ux ` uy ` u

4
“ 0,

u|y“0 “ x2e´x
4 , uy|y“0 “ 0.

Rexeǌe.

8. Rexiti slede�e Gursaove probleme:
a) 2uxx ´ 2uyy ` ux ` uy “ 0, |x| ă y,
u|y“x “ 1, u|y“´x “ p1 ` xqex,
b) y2uxx ` uxy “ 0, y3 ´ 8 ă 3x ă y3, 0 ă y ă 2,
u|y“2 “ 3x ` 8, u|3x“y2 “ 2y3.

Rexeǌe.

Mexoviti problem homogene talasne jednaqine na pravoj
sa homogenim graniqnim uslovima

Problem: U oblasti D “ p0, lq ˆ p0,8q odrediti netrivijalno klasiqno reseǌe u P

C2pDq X C1pD̄q homogene talasne jednaqine

utt “ a2uxx, x, t P D

koja zadovoǉava homogene graniqne uslove

up0, tq “ 0, upl, tq “ 0, t ą 0,

i poqetne uslove
upx, 0q “ φ0pxq, u1

tpx, 0q “ φ1pxq, x P p0, lq.
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Posmatrani problem se rexava Furijeovom metodom razdvajaǌa promenǉivih:

upx, tq “ XpxqT ptq, x P r0, ls, t ě 0,

XpxqT 2
ptq “ a2X2

pxqT ptq,

T 2ptq

a2T ptq
“

X2pxq

Xpxq
“ ´λ, λ “ const, Xp0q “ Xplq “ 0.

xto se svodi na rexavaǌe regularnog Xturm-Liuvilovog problema

X2
pxq ` λXpxq “ 0,

Xp0q “ Xplq “ 0,

i rexavaǌe obiqne diferencijalne jednaqine

T 2
ptq ` λa2T ptq “ 0.

Interpretacija problema: �ica du�ine l slobodno osciluje, upx, 0q “ φ0pxq daje po-
lo�aj �ice u trenutku t “ 0, u1

tpx, oq “ φ1pxq je poqetna brzina oscilovaǌa �ice. �ica
je uqvr7�ena na krajevima: up0, tq “ upl, tq “ 0 t ą 0.

Reximo razmatrani Xturm-Liuvilov problem:

X2
pxq ` λXpxq “ 0, Xp0q “ Xplq “ 0

Xpxq “ C1 cos
?
λx ` C2 sin

?
λx, Xp0q “ Xplq “ 0,

C2 ‰ 0, sin
?
λl “ 0,

λk “ p
kπ

l
q
2,

Xkpxq “ sin
a

λkx “ sin
kπx

l
.

Reximo razmatranu obiqnu diferencijalnu jednaqinu:

T 2
k ptq ` a2p

kπ

l
q
2Tkptq “ 0,

Tkptq “ Ck cos
akπt

l
` Dk sin

akπt

l
.

Rexeǌe polaznog problema je oblika upx, tq “
8
ř

k“1

ukpx, tq, ukpx, tq “ XkpxqTkptq, k ě 1.

1. Odrediti zakon oscilovaǌa�ice du�ine l, uqvr71ene na krajevima, koja je u presecima
udaǉenim za l

3
od krajǌih taqaka izvedena iz ravnote�nog polo�aja za amplitudu x0, tako

daje sredixǌi deo paralelan ǌenom ravnote�nom polo�aju, pa potom puxtena da osciluje
bez poqetne brzine.
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