
Analiza 1 - rexe�a

1. (a) Domen. Domen date funkcije je Df = R.
Parnost. Kako za svako x ∈ R va�i da je f(x) = f(−x), zak	uqujemo da je funkcija parna.
Periodiqnost. Kako je

lim
x→+∞

f(x) =
π

2
i lim

x→−∞
f(x) =

π

2
,

to data funkcija nije periodiqna.

Asimptote. Domen date funkcije je ceo skup realnih brojeva, pa ona nema vertikalnih

asimptota. Videli smo da je

lim
x→+∞

f(x) =
π

2
i lim

x→−∞
f(x) =

π

2
,

pa f ima horizontalnu asimptotu y = π
2
kada x → ±∞, a samim tim ne mo�e imati kosih

asimptota.

Znak. Kako je 2x2− 2|x|+1 = (|x|− 1)2+x2 > 0, to je i f(x) > 0 za svako x ∈ R, tj. funkcija
f je pozitivna na celom domenu.

Monotonost. Funkcija f je diferencijabilna na R\{0} i �en prvi izvod je

f ′(x) =

 4x−2
(2x2−2x+1)2+1

, x > 0

4x+2
(2x2+2x+1)2+1

, x < 0

odakle vidimo da je

f ′(x) > 0, za x ∈
(
−1

2
, 0

)
∪
(
1

2
,+∞

)
,

f ′(x) < 0, za x ∈
(
−∞,−1

2

)
∪
(
0,

1

2

)
,

f ′(x) = 0, za x ∈
{
−1

2
,
1

2

}
,

pa zak	uqujemo da

f raste na

(
−1

2
, 0

)
∪
(
1

2
,+∞

)
,

f opada na

(
−∞,−1

2

)
∪
(
0,

1

2

)
,

x = −1

2
i x =

1

2
su lokalni minimumi.

Dodatno, imamo da je f ′−(0) = 2 i f ′+(0) = −2.
Konveksnost. Drugi izvod date funkcije je

f ′(x) =


−4x(x−1)(3x2−3x+2)
(2x4−4x3+4x2−2x+1)2

, x > 0

−4x(x+1)(3x2+3x+2)
(2x4+4x3+4x2+2x+1)2

, x < 0
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odakle vidimo da je

f ′′(x) > 0, za x ∈ (−1, 1),
f ′′(x) < 0, za x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

f ′′(x) = 0, za x ∈ {−1, 1},

pa zak	uqujemo da je

f konveksna na (−1, 1),
f konkavna na (−∞,−1) ∪ (1,+∞),

x = −1 i x = 1 su prevojne taqke.

Grafik.

(b) Primetimo da je min f = arctg 1
2
.

Ukoliko je α ∈ (−∞, arctg 1
2
) ∪
[
π
2
,+∞

)
, jednaqina nema rexe�a;

Ukoliko je α ∈
(
arctg 1

2
, π
4

)
, jednaqina ima qetiri rexe�a;

Ukoliko je α = π
4
, jednaqina ima tri rexe�a;

Ukoliko je α ∈
{
arctg 1

2

}
∪
(
π
4
, π
2

)
, jednaqina ima dva rexe�a.

2. Uslovna konvergencija. 1o γ 6 0 : Opxti qlan ne te�i nuli, pa red divergira.

2o γ > 0 : Neka je

f(x) =
lnx ln(lnx)

xγ
.

Tada je

f ′(x) =

(
1
x
· ln(lnx) + ln x · 1

lnx
· 1
x

)
· xγ − γxγ−1 · lnx · ln(lnx)

x2γ

=
ln(lnx)(1− γ lnx) + 1

xγ+1
< 0,

za dovo	no veliko x (jer je γ > 0).

Dakle, niz αn = lnn ln(lnn)
nγ

monotono opada i jox je lim
n→∞

αn = 0, pa na osnovu Lajbnicovog

kriterijuma konvergira red
+∞∑
n=3

(−1)n lnn ln(lnn)
nγ

. (1)
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Neka je an = (−1)n lnn ln(lnn)
nγ

i bn = cos 2n
1+n2 , n > 3. Iz (1) imamo da konvergira red

+∞∑
n=3

an,

a kako niz (bn)n∈N monotono te�i 1, to na osnovu Abelovog kriterijuma zak	uqujemo da

konvergira red
+∞∑
n=3

anbn =
+∞∑
n=3

(−1)n lnn ln(lnn)
nγ

cos
2n

1 + n2
.

Apsolutna konvergencija. Primetimo da je∣∣∣∣(−1)n lnn ln(lnn)nγ
cos

2n

1 + n2

∣∣∣∣ = lnn ln(lnn)

nγ
·
∣∣∣∣cos 2n

1 + n2

∣∣∣∣ ∼ lnn ln(lnn)

nγ
, n→ +∞.

1o γ 6 1 : Imamo da je
∣∣∣ lnn ln(lnn)

nγ

∣∣∣ > 1
n
, a kako red

+∞∑
n=3

1
n
divergira, to divergira i red

+∞∑
n=3

lnn ln(lnn)
nγ

, pa poqetni red apsolutno divergira.

2o γ > 1 : Imamo da je
∣∣∣ lnn ln(lnn)

nγ

∣∣∣ < 1

n
γ+1
2

i pri tom red
+∞∑
n=3

1

n
γ+1
2

konvergira, pa konvergi-

ra i
+∞∑
n=3

lnn ln(lnn)
nγ

, odakle zak	uqujemo da poqetni red apsolutno konvergira.

3. (a) 1o p < 1 : Singulariteti su x = 1 i x = +∞. Integral
+∞∫
1

1
xn−pdx konvergira za

n > 1 i lnq x
(x4−p)

√
x2+3

< 1
x4−p , za x dovo	no veliko pa na osnovu prvog poredbenog kriterijuma

zak	uqujemo da integral konvergira u +∞.

Ako je q > 0, onda 1 nije singularitet pa integral konvergira.

Ako je q < 0, onda je
lnq x

(x4 − p)
√
x2 + 3

∼ (x− 1)q

(1− p) · 2
, x→ 1,

pa zak	uqujemo da polazni integral konvergira kada je q > −1 jer∫ c

1

(x− 1)qdx

konvergira za q > −1. 2o p = 1 : Singulariteti su x = 1 i x = +∞. Kao u sluqaju 1o dobije

se da integral konvergira u +∞. Sa druge strane, imamo

lnq x

(x4 − 1)
√
x2 + 3

=
lnq x

x− 1
· 1

(x+ 1)(x2 + 1)
√
x2 + 3

∼ 1

8
(x− 1)q−1, x→ 1,

pa zak	uqujemo da integral konvergira za q − 1 > −1, tj. za q > 0.

3o p > 1 : Singulariteti su x = 1, x = 4
√
p i x = +∞. Ponovo konvergenciju integrala u +∞

dobijamo isto kao u sluqaju 1o, a konvergenciju u x = 1, sliqno kao u sluqaju 2o, imamo za

q > −1. Kako je
lnq x

(xn − p)
√
x2 + 3

∼
lnq 4
√
p

4p
√√

p+ 3
· 1

x
4
√
p
− 1

, x→ 4
√
p,
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to integral
c∫
4
√
p

dx
x
4√p−1

divergira, za c > 1, pa divergira i polazni integral.

Konaqno, zak	uqujemo da dati integral konvergira ako je p < 1 i q > −1 ili ako je p = 1 i

q > 0.

(b) Ako je p = q = 0 dati integral postaje I =
+∞∫
1

dx
x4
√
x2+3

.

Uvedimo smenu
√
x2 + 3 = tx+

√
3. Tada je x = 2

√
3t

1−t2 , pa je dx = 2
√
3(1+t2)

(1−t2)2 dt i

√
x2 + 3 = tx+

√
3 = t · 2

√
3t

1− t2
+
√
3 =
√
3
t2 + 1

1− t2
,

pa je
1√

x2 + 3
=

1− t2√
3(t2 + 1)

.

Kada izrazimo t, dobijamo da je

t =

√
x2 + 3−

√
3

x
,

pa ako je x = 1, bi�e t = 2−
√
3 i ako je x = +∞, bi�e t = lim

x→+∞

√
x2+3−

√
3

x
= 1. Kada ubacimo

smenu dobijamo

I =

∫ 1

2−
√
3

(1− t2)4

(2
√
3t)4

· 1− t2√
3(t2 + 1)

· 2
√
3(1 + t2)

(1− t2)2
dt

=

∫ 1

2−
√
3

(1− t2)3

8 · 9t4
dt

=

∫ 1

2−
√
3

1

72

(
1− 3t2 + 3t4 − t6

)
· 1
t4
dt

=
1

72

(
− 1

3t3
+

3

t
+ 3t− 1

3
t3
) ∣∣∣∣1

2−
√
3

=
1

72

(
−1

3
+ 3 + 3− 1

3
+

1

3(2−
√
3)3
− 3

2−
√
3
− 3(2−

√
3) +

1

3
(2−

√
3)2

)
=

4

27
.

4. (a) Za ε > 0 dovo	no malo i 0 < x < ε va�i

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·+ f (2019)(0)

2019!
x2019 +

f (2020)(ξ)

2020!
x2020, ξ ∈ (0, ε). (2)

Kako je f (2020) neprekidna funkcija i f (2020)(0) < 0, mo�emo uzeti ε dovo	no malo tako da

bude f (2020)(x) < 0 za svako x ∈ (0, ε), pa kad u (2) ubacimo uslove f(0) = f ′′(0) = . . . =

f (2019)(0) = 0, f ′(0) = 1, dobijamo

f(x) = x+
f (2020)(ξ)

2020!
x2020 = x+ cx2020, c < 0.
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Tako�e, u maloj okolini bi�e i f ′(x) > 0, tj. f raste, pa dobijamo da je

f(0) = 0 < f(x) < x, x ∈ (0, ε), (3)

pa mo�emo uzeti δ := ε.

(b) Neka je a1 = 1
2
δ, an+1 = f(an), n > 1. Ispitujemo konvergenciju reda

+∞∑
n=1

arn u zavisnosti

od r ∈ R.
Iz uslova an+1 = f(an) i f(x) < x za x ∈ (0, δ) imamo da niz (an)n∈N opada ako su mu svi

qlanovi ma�i od δ, ali a1 < δ, pa ako pretpostavimo da je an < δ, primenom indukcije i

korix�e�em nejednakosti f(an) = an+1 < an < δ, zak	uqujemo da niz zaista opada. Tako�e,

iz (3) imamo da je an > 0 za n ∈ N i da je

lim
n→+∞

an = 0.

Jasno, ako je r = 0, an = 1 pa red divergira. Ako je r < 0, onda arn → +∞, pa red ponovo

divergira. Ostaje jox da ispitamo sluqaj r > 0.

Neka je r > 0. Sraqunajmo lim
n→+∞

na2019n . Kako niz (an)n∈N te�i nuli, Xtolcova teorema

nam daje

lim
n→+∞

na2019n = lim
n→+∞

n+ 1− n
a−2019n+1 − a−2019n

= lim
n→+∞

1

(f(an))−2019 − a−2019n

= lim
n→+∞

a2019n(
an

f(an)

)2019
− 1

= lim
n→+∞

(
anf(an)

)2019
a2019n − (f(an))2019

.

Ali, anf(an) = a2n +O(a2021n ), n→ +∞ dok je

a2019n − f(an)2019 = (an − f(an))(a2018n + a2017n f(an) + · · ·+ (f(an))
2018)

= −f
(2020)(ξn)

2020!
a2020n O(a2018n )

∼ −f
(2020)(0)

2020!
O(a2018n ),

zbog neprekidnosti 2020-tog izvoda.

Tako je

0 < lim
n→+∞

a2019n n = c,

pa je

an ∼ n−
1

2019 i arn ∼ n−
r

2019 =
1

n
r

2019

,

pa red divergira za r > 2019 i konvergira za r < 2019.
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5. Oqigledno da tvr�e�e ne va�i za 2020 jer mo�emo uzeti f(x) = x. Podelimo li segment

[a, b] na 2019 intervala

a = y0 < y1 < y2 < . . . < y2019 = b,

mo�emo primeniti Lagran�ovu teoremu na svaki od intervala [yi, yi+1], pa dobijamo ξi ∈
(yi, yi+1) tako da je

f ′(ξi) =
f(yi+1)− f(yi)

yi+1 − yi
, 0 6 i 6 2018.

Sada imamo
2018∑
i=0

1

f ′(ξi)
=

2018∑
i=0

yi+1 − yi
f(yi+1)− f(yi)

.

Neka su taqke yi takve da je y0 = a, y2019 = b i

f(yi+1)− f(yi) =
b− a
2019

, 0 6 i 6 2018.

Tada je

2018∑
i=0

1

f ′(ξi)
=

2018∑
i=0

yi+1 − yi
b−a
2019

=
2019

b− a

2018∑
i=0

(yi+1 − yi)

=
2019

b− a
(b− a)

= 2019.
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