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1. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.

a) [10] Dokazati neprekidnost odozdo i uslovnu neprekidnost odozgo mere µ.

b) [5] Primerom pokazati da je uslov konaqnosti mere skupova neophodan uslov za neprekidnost
mere odozgo.

v) [5] Dokazati µ( lim
n→∞

En) ≤ lim
n→∞

µ(En), gde su En ∈M, n ∈ N proizvo	ni skupovi.

2. Neka je (R,M, µ) prostor sa merom i f, g : R→ R dve funkcije.

a) [5] Ako je f mer	iva, a g neprekidna funkcija, pokazati da je g ◦ f mer	iva funkcija.

b) [5] Ako je f mer	iva, a g neprekidna funkcija, mora li f ◦ g biti mer	iva funkcija.

v) [5] Mo�e li kompozicija dve nemer	ive funkcije biti mer	iva funkcija?

g) [5] Mo�e li kompozicija dve neprekidne funkcije biti nemer	iva funkcija?

3. a) [15] Teorema o dominantnoj konvergenciji (formulacija i dokaz).

b) [5] Da li se na niz funkcija fn(x) = x
n
χ[0,n](x) mo�e primeniti TDK na prostoru sa merom

(R,M, µ), gde su M i µ redom Lebegova σ-algebra, odnosno Lebegova mera?

v) [10] Izraqunati

lim
n→∞

∫
R

3n sin4 x log(x+ 5)

6 + 7n2x
3
2

χ[0,1](x)dx.

4. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.

a) [5] Dokazati Helderovu nejednakost.

b) [10] Neka je Lpα(R) = {f |
∫
R
|f(x)|p(1+ |x|)αp dx < +∞} (pri qemu funkciju f poistove�ujemo sa

�enom klasom ekvivalencije, po relaciji ∼ kao kod Lp prostora), gde je 1 6 p < +∞ i αq > 1,
gde je 1

p
+ 1

q
= 1. Dokazati da je

Lpα(R) ⊆ L1(R) ∩ Lp(R).

5. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.

a) [5] Definisati konvergenciju niza funkcija fn : X → R po meri µ. Dati primer niza
funkcija koji konvergira po meri i dokazati da je on ispravan.

b) [10] Opisati vezu izme�u konvergencije po meri i ravnomerne konvergencije.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi poena. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) Stav 2.20 (ii), (iii).

b) Neka je En = (n,∞) i mera Lebegova. Tada je m

(
∞⋂
n=1

En

)
= m(∅) = 0. Sa druge strane va�i

m(En) =∞ pa je i inf
n∈N

m(En) =∞.

v) lim
n→∞

En =
∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ek. Neka je An =
∞⋂
k=n

Ek. Sledi An ⊆ An+1. Tada na osnovu neprekidnosti mere

odozdo va�i lim
n→∞

µ(An) = µ

(
∞⋃
n=1

An

)
. Dakle

µ( lim
n→∞

En) = µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An) = lim

n→∞
µ(An) ≤ lim

n→∞
µ(En).

Posled�a nejednakost va�i zbog uslova An ⊆ En.

2. a) Stav 3.6. pod (b).

b) Ne mora, evo primera (sa ve�bi). Neka je ψ : [0, 1] → [0, 2] funkcija definisana sa ψ(x) =
x + s(x), gde je s : [0, 1] → [0, 1] Kantorova singularna funkcija. Ako je K ⊂ [0, 1] Kantorov
skup onda se mo�e pokazati da je m(ψ(K)) = 1, gde je m Lebegova mera. Zato postoji Lebeg
nemer	iv skup N ⊂ ψ(K). Sada neka je

f = χψ−1(N) i g = ψ−1.

Poxto je N ⊂ ψ(K) onda je ψ−1(N) ⊂ K. Kako je Kantorov skup mere nula, a Lebegova mera
kompletna, onda je i skup ψ−1(N) Lebeg mer	iv. Dakle, funkcija f je Lebeg-mer	iva. Poxto
je funkcija ψ neprekidna i bijekcija onda je i �ena inverzna funkcija tako�e neprekidna.
Dakle, funkcija g je neprekidna. Da je kompozicija f ◦ g Lebeg mer	iva funkcija, onda bi i
inverzna slika taqke bila Lebeg mer	iv skup. Me�utim,

(f ◦ g)−1({1}) = g−1(f−1({1})) = g−1(ψ−1(N)) = ψ(ψ−1(N)) = N,

xto je Lebeg nemer	iv skup. Dakle, kompozicija f ◦ g nije Lebeg mer	iva funkcija.
v) Uze�emo primer najjednostavnijeg prostora sa meromM = {∅, X} i µ(X) = 1. Na ovom prostoru

jedine mer	ive funkcije su konstantne. Neka je X = R, f(x) = |x| i g(x) =

{
1, x ≥ 0;

−1, x < 0.

Dakle, funkcije f i g nisu M-mer	ive, ali kompozicija f ◦ g(x) = 1 je konstantna funkcija,
pa jeste M-mer	iva.

g) Neka je opet X = R, M = {∅,R} i µ(R) = 1. Dakle, sve neprekidne funkcije koje nisu
konstantne su M-nemer	ive. Neka je f(x) = x i g(x) = ex. Tada je i �ihova kompozicija
M-nemer	iva.

3. a) Teorema 3.24.

b) Ne mo�e. Naime, ne postoji integrabilna dominanta funkcije fn(x) (svi ostali uslovi su
zadovo	eni). Mo�emo primetiti da je lim

n→∞

∫
R
fn(x) dx 6=

∫
R

lim
n→∞

fn(x) dx. Naravno, za sve x ∈ R

va�i da je lim
n→∞

fn(x) = 0. Ovo je trivijalno za negativne x, odnosno za x = 0. Za x > 0,

χ[0,n](x)→ 1 kada n→∞. No, za fiksirano x ∈ R, va�i da je lim
n→∞

x
n
= 0. Dakle, desna strana

je jednaka 0. Levu stranu mo�emo izraqunati po definiciji:

lim
n→∞

∫
R

fn(x) dx = lim
n→∞

n∫
0

x

n
dx = lim

n→∞

1

n

x2

2

∣∣∣∣n
0

= lim
1

n

n2

2
= +∞.

Iz ovoga direktno zak	uqujemo da nije mogu�e primeniti TDK na navedeni niz funkcija.



v) Primetimo najpre da navedeni integral mo�emo zameniti sa lim
n→∞

1∫
0

3n sin4 x log(x+5)

6+7n2x
3
2

dx. Tada je

| sin4 x log(x + 5)| 6 1 · log 6 = log 6. S druge strane, primenimo AG nejednakosti, dobijamo da

6 + 7n2x
3
2 > 2

√
6 · 7n2x

3
2 = 2

√
42nx

3
4 , pa je

∣∣∣ 3n

6+7n2x
3
2

∣∣∣ 6 3n

2
√
42nx

3
4
= 3

2
√
42x

3
4
. Time smo pokazali da

je ∣∣∣∣3n sin4 x log(x+ 5)

6 + 7n2x
3
2

∣∣∣∣ 6 3 log 6

2
√
42x

3
4

,

a ovo jeste integrabilna dominanta jer
1∫
0

dx

x
3
4
< +∞ zbog 3

4
< 1. Naravno, podintegralne

funkcije su mer	ive, pa primenom TDK zak	uqujemo da je

lim
n→∞

∫
R

3n sin4 x log(x+ 5)

6 + 7n2x
3
2

χ[0,1](x)dx =

∫
R

lim
n→∞

3n sin4 x log(x+ 5)

6 + 7n2x
3
2

χ[0,1](x)dx,

no za fiksirano x limes pod integralom na desnoj strani iznosi 0 (imenilac je reda n2,
brojilac reda n). Odatle je tra�eni rezultat jednak 0.

4. a) 4.2. na strani 70.

b) Uzmemo proizvo	no f ∈ Lpα(R). Da va�i Lpα(R) ⊆ Lp(R) dokazujemo lako: dovo	no je primetiti
da je (1+|x|)αp ≥ 1 jer je αp > 0. Samim tim je ‖f‖pp =

∫
R
|f(x)|p dx 6

∫
R
|f(x)|p(1+|x|)αp dx < +∞,

odakle f ∈ Lp(R). Drugi deo �emo oqekivano pokazati korix�e�em Helderove nejednakosti.
Va�i slede�i niz (primenili smo Helderovu nejednakost za par (p, q)):

‖f‖1 =
∫
R

|f(x)| dx =

∫
R

|f(x)|(1 + |x|)α 1

(1 + |x|)α
dx

6

∫
R

|f(x)|p(1 + |x|)αp dx

 1
p
∫

R

1

(1 + |x|)αq
dx

 1
q

,

a iz konaqnosti prvog qinioca po uslovu zadatka, odnosno qi�enice da iz αq > 1 imamo
konaqnost i drugog qinioca (asimptotski se ponaxa kao 1

|x|αq kad x → ±∞, xto su jedini

singulariteti). Odatle dobijamo da f ∈ L1(R), qime je zadatak zavrxen.

5. a) Definicija 4.16.

b) Ravnomerna konvergencija niza fn ka funkciji f povlaqi konvergenciju po meri, zato xto za
proizvo	no ε > 0 poqevxi od nekog n0 ∈ N za sve n ≥ n0 i sve x ∈ X va�i |fn(x) − f(x)| < ε.
Dakle, za sve n ≥ n0 je {x ∈ X||fn(x) − f(x)| > ε} = ∅, pa i µ{x ∈ X||fn(x) − f(x)| > ε} = 0.
Prelaskm na limes mera, i limes je nula. Obrnuto ne mora da va�i. Posmatramo niz funkcija
fk,m = χ[ k−1

m
, k
m
), gde je 1 ≤ k ≤ m, m ∈ N, na skupu X = [0, 1]. Ovaj niz konvergira po meri ka

f = 0, ali ne konvergira ravnomerno zato xto ne konvergira ni taqka po taqka (Primeri 4.9.
2◦ u k�izi ili primer 3. u fajlu 8.5.).


