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1. a) [5] Neka je X neprazan skup. Definisati pojam σ−algebre M na skupu X. Objasniti pojam
minimalne sigma algebre koja sadr�i neki skup S ⊆ P(X), u oznaciM(S).

b) [10] Neka je X = N, S1 = {A ⊆ N ||A| je paran broj} i S2 = {A ⊆ N |maxA = 2}. Na�iM(S1)
iM(S2).

v) [5] Ispitati da li je funkcija f : N → R definisana sa f(n) = n,M(S1)-mer	iva. Da li je
onaM(S2)-mer	iva?

2. a) [5] Definicija mere i translatorne invarijantnosti mere na σ-algebri nad R.
b) [5] Objasniti da li su Dirakova i brojaqka mera translatorno invarijantne.

v) [5] Neka je E ⊆ R Lebeg mer	iv skup. Da li je tada a+ E ⊆ R Lebeg mer	iv?

g) [5] Pokazati da je Lebegova mera translatorno invarijantna.

3. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.

a) [5] Pokazati da je
∫
A

f dµ = 0 za svaku mer	ivu funkciju f i skup A mere nula.

b) [5] Ako je f = 0 skoro svuda, objasniti da li va�i
∫
X

f dµ = 0.

v) [5] Ako je
∫
X

f dµ = 0 i f nenegativna mer	iva funkcija, pokazati da je f = 0 skoro svuda.

g) [5] Da li v) va�i bez pretpostavke da je f nenegativna?

4. a) [5] Neka je (X,M, µ) prostor sa merom i fn : X → [0,+∞], n ∈ N, niz mer	ivih funkcija.

Objasniti da li va�i
∫
X

∞∑
n=1

fn dµ =
∞∑
n=1

∫
X

fn dµ.

b) [15] Izraqunati

π
2∫
0

ln (sinx)
ctg x

dx.

5. Neka je (R,M, µ) prostor sa merom, pri qemu je M Lebegova σ-algebra, a µ Lebegova mera. Neka je

dat niz funkcija fn : R→ R sa fn(x) = n
1
3χ[0, 1

n
](x).

a) [5] Ispitati za koje p ≥ 1 va�i fn ∈ Lp(R) kada n→∞.

b) [5] Ispitati da li ovaj niz konvergira µ skoro svuda.

v) [5] Ispitati za koje p ≥ 1 ovaj niz konvergira u Lp normi.

g) [5] Ispitati da li ovaj niz konvergira po meri µ.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi poena. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) Definicija 2.2. i Stavovi 2.8. i 2.9.

b) Doka�imo da je M(S1) = P(N). Najpre, iz qi�enice da {1, 2} ∈ S1 i {1, 3} ∈ S1, sledi da
{1} = {1, 2} ∩ {1, 3} ∈ M(S1). Na sliqan naqin, dobijamo da svaki jednoqlan skup pripada
σ-algebriM(S1). Kako je σ-algebra zatvorena za prebrojive unije, a i sam [N ] prebrojiv, to je
M(S1) = P(N). S druge strane, postoje dva skupa A u S2, a to su A = {2} i A = {1, 2}. Samim
tim, najpre �ihovi komplementi N \ {2} i N \ {1, 2} pripadaju σ-algebri M(S2), a odatle i
skup {1} = (N \ {2}) ∩ {1, 2} ∈ M(S2). Naravno, odatle i N \ {1} ∈ M(S2), pa lako pokazuju�i
da je {∅, {1}, {2}, {1, 2},N \ {1},N \ {2},N \ {1, 2},N} σ-algebra, tada jasno dobijamo da je upravo
ona jednakaM(S2).

v) Podsetimo se da je funkcija f mer	iva, ako za proizvo	an c ∈ R va�i {x ∈ X | f(x) < c} ∈
M, gde je M σ-algebra na prostoru X. Navedena funkcija f je svakako M(S1) mer	iva, jer
svaki podskup skupa N pripada P(N). S druge strane, funkcija f nijeM(S2) mer	iva, jer je
{n ∈ N | f(n) < 4} = {1, 2, 3}, a isti ne pripadaM(S2) iz dela pod b).

2. a) Definicija mere nad σ-algebrom je data u Definiciji 2.19. Mera µ je translatorno invari-
jantna, ako za svaki mer	iv skup E ⊆ R i svaku konstantu a ∈ R va�i µ(E) = µ(a+ E).

b) Dirakova mera nije translatorno invarijantna. Posmatra�emo Dirakovu meru definisanu sa

δ(E) =

{
1, 0 ∈ E;
0, 0 /∈ E

. Neka je E = [0, 1] ⊆ R. Tada je δ(E) = 1, ali δ(E + 2) = 0. Sliqno se

mo�e pokazati za Dirakovu meru sa proizvo	nom istaknutom taqom x0. Brojaqka mera jeste
translatorno invarijantna zato xto se kardinalnost skupa ne me�a �egovom translacijom.

v) Lebegova mera je specijalni sluqaj Karateodorijeve, pa se definixe kao restrikcija spo	ne
mere m∗ na skupu

M = {E ⊆ R | ∀A ⊆ R m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec)}.

Dakle, skup E ⊆ R je Lebeg mer	iv ako i samo ako E ∈ M. Sada treba pokazati a + E ∈ M.
Neka je A ⊆ R proizvo	an skup. Treba pokazati m∗(A) = m∗(A ∩ (a + E)) +m∗(A ∩ (a + Ec)).
Proveriti da je A ∩ (a+ E) = a+ ((−a+ A) ∩ E) i A ∩ (a+ Ec) = a+ ((−a+ A) ∩ Ec). Sledi,

m∗(A ∩ (a+ E)) +m∗(A ∩ (a+ Ec)) = m∗(a+ ((−a+ A) ∩ E)) +m∗(a+ ((−a+ A) ∩ Ec))

∗1= m∗((−a+ A) ∩ E) +m∗((−a+ A) ∩ Ec)
∗2= m∗(−a+ A)

∗1= m∗(A),

gde ∗1 va�i na osnovu stava 2.32. da je m∗ translatorno invarijantna i ∗2 va�i zato xto
E ∈M prime�eno na skup −a+ A. Time je dokaz zavrxen.

g) Stav 2.32. a).

3. a) Pokaza�emo prvo za prostu mer	ivu funkciju, pa za nenegativnu mer	ivu, pa za proizvo	nu

mer	ivu. Neka je s =
n∑

k=1

ckχEk prosta mer	iva funkcija. Tada je

∫
A

s dµ =
n∑

k=1

ckµ(Ek ∩ A) = 0,

zato xto su i svi skupovi Ek ∩A mere nula. Sada, neka je f proizvo	na mer	iva nenegativna
funkcija. Na osnovu definicije integrala va�i∫

A

f dµ = sup
0≤s≤f

∫
A

s dµ = 0.



I konaqno, ako je f proizvo	nog znaka, onda koristimo razdvaja�e f = f+ − f−, gde su obe
funkcije f+ i f− nenegativne, i definiciju∫

A

f dµ =

∫
A

f+ dµ−
∫
A

f− dµ = 0− 0 = 0.

b) Va�i. Stav 3.16 d).

v) Stav 3.16 g).

g) Ne mora da va�i. Na primer, neka je f(x) =

{
−1, x ∈ [−1, 0];
1, x ∈ (0, 1]

i mera Lebegova. Tada je

∫
[−1,1]

f dm =

∫
[−1,0]

f dm+

∫
(0,1]

f dm = −1 + 1 = 0.

4. a) Va�i. U pita�u je jednostavna posledica TMK, poznata kako sa predava�a, tako i sa ve�bi.

Dakle, uoqimo niz funkcija gn(x) =
n∑

k=1

fk(x). Tada je gn niz mer	ivih, rastu�ih, pozitivnih

funkcija po uslovu zadatka, pa na �ega mo�emo primeniti TMK. Naime, va�i slede�i niz
jednakosti: ∫

X

∞∑
n=1

fn dµ =

∫
X

lim
n→∞

n∑
k=1

fk(x) dµ(x) =

∫
X

lim
n→∞

gn(x) dµ(x)

= lim
n→∞

∫
X

gn(x) dµ(x)

= lim
n→∞

∫
X

n∑
k=1

fk(x) dµ(x)

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
X

fk(x) dµ(x)

=
∞∑
n=1

∫
X

fn dµ,

pri qemu tre�a jednakost va�i po TMK, a u qetvrtoj integral i sumu mo�emo razmeniti jer
je suma konaqna.

b) Najpre, smenom, t = cosx dobijamo

π
2∫
0

ln (sinx)
ctg x

dx =
0∫
1

ln
√
1−t2
t

(−dt) =
1∫
0

ln
√
1−t2
t

dt. Rexe�e zadatka

sledi iz slede�eg niza jednakosti:

1∫
0

ln
√
1− t2
t

dt =
1

2

1∫
0

ln (1− t2)
t

dt =
1

2

1∫
0

1

t

+∞∑
n=1

(−1)n−1 (−t
2)n

n

= −1

2

1∫
0

+∞∑
n=1

t2n−1

n

= −1

2

+∞∑
n=1

1∫
0

t2n−1

n

= −1

2

+∞∑
n=1

t2n

2n · n

∣∣∣∣1
0

= −1

4

+∞∑
n=1

1

n2
= −1

4
· π

2

6
= −π

2

24
.



5. a) Treba ispitati za koje p > 1, va�i da je

lim
n→∞

∫
R

∣∣∣n 1
3χ[0, 1

n
](x)
∣∣∣p dx

konaqan. No, navedeni integral lako raqunamo kao

∫
R

∣∣∣n 1
3χ[0, 1

n
](x)
∣∣∣p dx =

∫
R

n
p
3χ[0, 1

n
](x) dx = n

p
3

1
n∫

0

dx = n
p
3 · 1

n
= n

p
3
−1,

pa je lim
n→∞

n
p
3
−1 konaqan akko p

3
− 1 6 0, tj. za 1 6 p 6 3.

b) Posmatrajmo konvergenciju taqka po taqka. Uzmimo najpre x 6= 0. Tada, za dovo	no veliko n,
va�i da x /∈

[
0, 1

n

]
, pa tada lim

n→∞
fn(x) = 0 za x 6= 0. S druge strane, za x = 0 vrednost lim

n→∞
fn(x)

jednaka je +∞. Dakle, taqka po taqka limes je lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x 6= 0;

+∞, x = 0
. No, kako je taqka

skup mere nula, fn konvergira µ skoro svuda i to ka nula funkciji.

v) Nula funkcija je jedini kandidat, pa treba ispitati za koje p je

lim
n→∞

‖fn − 0‖pp = lim
n→∞

∫
R

∣∣∣n 1
3χ[0, 1

n
](x)
∣∣∣p dx = lim

n→∞
n
p
3
−1

jednak 0. No, odgovor je dosta jednostavan, potrebno je da va�i p
3
− 1 < 0, tj. za p ∈ [1, 3).

g) Na osnovu Stava 4.23., iz qi�enica da fn ∈ L2(R) i ‖fn − 0‖2 → 0 direktno sledi da fn
konvergira po meri ka nula funkciji. Naravno, ovo smo jednostavno mogli uraditi i po
definiciji.


