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1. a) [5] Neka je X neprazan skup. Definisati pojam σ−algebre M na skupu X. Objasniti pojam
minimalne sigma algebre koja sadr�i neki skup S ⊆ P(X), u oznaciM(S).

b) [10] Neka je X = N, S1 = {A ⊆ N | |A| je paran broj} i S2 = {A ⊆ N |maxA = 2}. Na�iM(S1)
iM(S2).

v) [5] Ispitati da li je funkcija f : N → R definisana sa f(n) = n,M(S1)-mer	iva. Da li je
onaM(S2)-mer	iva?

2. a) [5] Definicija mere i translatorne invarijantnosti mere na σ-algebri nad R.
b) [5] Objasniti da li su Dirakova i brojaqka mera translatorno invarijantne.

v) [5] Neka je E ⊆ R Lebeg mer	iv skup. Da li je tada a+ E ⊆ R Lebeg mer	iv?

g) [5] Pokazati da je Lebegova mera translatorno invarijantna.

3. Neka je (X,M, µ) prostor sa merom.

a) [5] Pokazati da je
∫
A

fdµ = 0 za svaku mer	ivu funkciju f i skup A mere nula.

b) [5] Ako je f = 0 skoro svuda, objasniti da li va�i
∫
X

fdµ = 0.

v) [5] Ako je
∫
X

fdµ = 0 i f nenegativna mer	iva funkcija, pokazati da je f = 0 skoro svuda.

g) [5] Da li v) va�i bez pretpostavke da je f nenegativna?

4. a) [5] Neka je (X,M, µ) prostor sa merom i fn : X → [0,+∞], n ∈ N, niz mer	ivih funkcija.

Objasniti da li va�i
∫
X

∞∑
n=1

fndµ =
∞∑
n=1

∫
X

fndµ.

b) [15] Izraqunati

π
2∫
0

ln (sinx)
ctg x

dx.

5. Neka je (R,M, µ) prostor sa merom, pri qemu je M Lebegova σ-algebra, a µ Lebegova mera. Neka je

dat niz funkcija fn : R→ R sa fn(x) = n
1
3χ[0, 1

n
](x).

a) [5] Ispitati za koje p ≥ 1 va�i fn ∈ Lp(R).
b) [5] Ispitati da li ovaj niz konvergira µ skoro svuda.

v) [5] Ispitati za koje p ≥ 1 ovaj niz konvergira u Lp normi.

g) [5] Ispitati da li ovaj niz konvergira po meri µ.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi poena. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.


