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1. a) Neka su dati skupovi S = {k ∈ N : 2021 | k} i T = {k ∈ N : 2021 - k} i familija

M = {A,A ∪ T | A ⊆ S}.

Dokazati da je M σ-algebra na skupu N.
b) Neka je data familija skupova E = {A ⊆ N | |A| = 2021}. Na�i minimalnu σ-algebru N na N

koja sadr�i E .
v) Neka je data proizvo	na σ-algebra B na N i funkcija f : N → R takva da je f(N) ⊆ N.

Dokazati da je funkcija f mer	iva u odnosu na σ-algebru B akko je f−1({n}) ∈ B za svako
n ∈ N.

g) Ispitati mer	ivost funkcija g : N→ R i h : N→ R datih sa

g(n) = n3 i h(n) = en

u odnosu na σ-algebre M i N.

2. Teorema o monotonoj konvergenciji. Formulacija i dokaz u sluqaju ograniqenog niza mer	ivih
funkcija.

3. a) Neka je (X,M, µ) prostor sa merom i fn : X → R≥0 niz mer	ivih funkcija. Objasniti da li
va�i ∫

X

∞∑
n=1

fndµ =
∞∑
n=1

∫
X

fndµ.

b) Dokazati da je
+∞∫
0

e−ax xn

1−e−x dx =
+∞∑
k=0

n!
(a+k)n+1 , gde je a ∈ (0, 1) i n ∈ N.

4. Neka je (R,M, µ) prostor sa merom, pri qemu je M Lebegova σ-algebra, a µ Lebegova mera. Neka je
dat niz funkcija fn : R→ R sa fn(x) =

1
(x2+1)n

.

a) Ispitati da li ovaj niz konvergira uniformno na R.
b) Ispitati da li ovaj niz konvergira µ skoro svuda.

v) Ispitati da li ovaj niz konvergira u L1 normi.

g) Ispitati da li ovaj niz konvergira po meri µ.

d) Ispitati da li iz konvergencije u L1 normi sledi konvergencija po meri µ.

(Za svaku od navedenih konvergencija treba napisati i definiciju.)

Napomena: Svaki zadatak vredi 25 poena. Vreme za izradu zadataka je 180 minuta.


