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1. a) [15] Lebeg-Stiltjesova mera.

b) [5] Dati primer funkcije koja ne definixe Lebeg-Stiltjesovu meru i objasniti.

v) [5] Objasniti da li funkcija h(x) =

{
1, x ≤ 0,

2, x > 0
definixe Lebeg-Stiltjesovu meru. Ako da,

odrediti meru skupa A = [−1, 1).

g) [5] Dati primer Lebeg-Stiltjesove mere u kojoj skup B = [0, 1) ima meru 10.

2. Neka je dat prostor sa merom (X,M, µ) i funkcija f : X → R.

a) [5] Ako je f mer	iva, objasniti da li tada va�i f−1({2}) ∈ M.

b) [5] Ako va�i f−1({c}) ∈ M, za sve c ∈ R, objasniti da li je tada f mer	iva funkcija.

3. Neka je dat prostor sa merom (X,M, µ).

a) [5] Ako je f : X → [0,∞) mer	iva funkcija, pokazati
∫
X

fdµ ≥ 0.

b) [5] Ako je µ(A) = 0, pokazati
∫
A

fdµ = 0.

4. a) [10] Formulisati i dokazati Teoremu o dominantnoj konvergenciji.

b) [15] Izraqunati lim
n→∞

n∫
1

n
3
2

2+n2x2

ln (1+x) cosx
x

dx.

5. Dat je niz funkcija {fn}n∈N, fn : R → R sa

fn(x) = nχ[0, 1
nα ](x),

gde je α > 0. U zavisnosti od α, ispitati konvergenciju niza {fn}n∈N

a) [7] µ-skoro svuda;

b) [11] u prostorima L2(R, µ) i L∞(R, µ);
v) [7] po meri µ,

gde je µ Lebegova mera na R.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki zadatak nosi poena. Vreme za izradu zadataka
je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) 2.16 k�iga ili 2. nede	a na enastavi.

b) Svaka opadaja�u funkcija kao i svaka funkcija koja je prekidna s leva ne definixe Lebeg-
Stiltjesovu meru. Evo dva primera.

Funkcija h(x) = −x je opadaju�a. Iz definicije λh([a, b)) = f(b)−f(a) sledi λh([0, 1)) = −1 <
0, a mera mora uzimati samo nenegativne vrednosti.

Funkcija h(x) = sgnx ima prekid sa leve strane (i sa desne strane) u nuli. Svaka mera na
σ-algebri mora biti neprekidna odozdo, xto znaqi da za svaki rastu�i niz intervala En, mora
da va�i λh(∪∞

n=1En) = limn→∞ λh(En). Neka je En = [−1,− 1
n
). Tada je ∪∞

n=1En = [−1, 0) i va�i
λh(∪∞

n=1En) = 0− (−1) = 1. Me�utim, λh([−1,− 1
n
)) = 0− 0 = 0, pa je i limn→∞ λh([−1,− 1

n
)) = 0.

v) Da, zato xto je data funkcija neprekidna s leva i rastu�a. Va�i λh([−1, 1)) = h(1)−h(−1) =
2− 1 = 1.

g) Neka je h(x) =

{
0, x ≤ 0,

10 x > 0
. Ova funkcija je rastu�a i neprekidna s leva, pa definixe Lebeg-

Stiltjesovu meru i va�i λh([0, 1)) = h(1)− h(0) = 10.

2. a) Da. f−1({2}) = f−1((−∞, 2]) ∩ f−1([2,∞)). Oba skupa na desnoj strani su u σ-algebri M, zato
xto je f mer	iva, pa je i �ihov presek u σ-algebri M.

b) f mo�e biti mer	iva, ali ne mora. Na primer, neka je dat skup [0, 1] ⊂ R sa Lebegovom merom.

Neka je f(x) =

{
−x, x ∈ V,

x x /∈ V
, pri qemu je V ⊂ [0, 1] Vitalijev skup koji ne sadr�i nulu. Tada

je f−1({c}) =

{
{−c}, c ∈ V,

{c} c /∈ V
, a jednoqlani skupovi pripadaju Lebegovoj σ-algebri. Me�utim,

funkcija f nije Lebeg mer	iva, jer je f−1((−∞, 0)) = V, a Vitalijev skup nije Lebeg mer	iv.

3. a) U sluqaju da je f prosta funkcija, dokaz va�i na osnovu definicije. U tom sluqaju je f =∑n
k=1 ckχEk

, za neke mer	ive skupove E1, . . . , En, i konstante c1, . . . , cn ≥ 0, pa je
∫
X
fdµ =∑n

k=1 ckµ(Ek) ≥ 0. Ako je f proizvo	na mer	iva nenegativna funkcija, onda postoji rastu�i
niz prostih nenegativnih funkcija sn koji konvergira ka f , pa na osnovu TMK va�i

∫
X
fdµ =∫

X
limn→∞ sndµ = limn→∞

∫
X
sndµ ≥ 0.

b) Neka je f prosta funkcija f =
∑n

k=1 ckχEk
. Tada va�i fχA = (

∑n
k=1 ckχEk

)χ(A) =
∑n

k=1 ckχEk∩A.
Poxto je µ(A) = 0 onda va�i i µ(A ∩ Ek) = 0, za sve k = 1, . . . , n. Sledi

∫
A
fdµ =

∫
X
fχAdµ =∑n

k=1 ckµ(Ek ∩A) = 0. Ako je f proizvo	na mer	iva nenegativna funkcija, onda je dokaz isti
kao pod a).

4. a) Teorema 3.24 u k�izi ili 9. nede	a na enastavi.

b) Primetimo da je n
3
2

2+n2x2 = n
3
2
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3
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. Ovako smo procenili naravno

da bismo izgubili n u dominanti. Drugi deo izraza proce�ujemo pomo�u nejednakosti ln(1 +

x) ⩽ x i cosx ⩽ 1, pa je n
3
2

2+n2x2

ln (1+x) cosx
x

⩽
√
27

4
√
2

1

x
3
2
, xto je integrabilna funkcija na [1,+∞) jer

je 3
2
> 1. Naravno, u granici mo�emo i da pustimo limes, ili da pixemo izraz sa χ. Sve o

svemu, postoji integrabilna dominanta pa mo�emo primeniti TDK. Tada je

lim
n→∞

n∫
1

n
3
2

2 + n2x2

ln (1 + x) cosx

x
dx =

+∞∫
1

lim
n→∞

χ[1,n](x)
n

3
2

2 + n2x2

ln (1 + x) cosx

x
dx = 0,

jer je za fiksirano x lim
n→∞

χ[1,n](x) = 1, dok je n2 jaqe od n
3
2 , pa je pod integralom vrednost 0.



5. a) Primetimo da za α > 0 izraz 1
nα te�i 0. Najpre, da vidimo qemu niz te�i taqka po taqka. Za

fiksirano x ̸= 0, postoji dovo	no veliko n takvo da x /∈
[
0, 1

nα

]
, dok za x = 0, lim

n→∞
fn(x) = +∞.

Dakle, lim
n→∞

fn(x) =

{
+∞, x = 0,

0, x ̸= 0.
Kako je taqka skup Lebegove mere nula, to niz funkcija

te�i ka nula funkciji µ skoro svuda za sve α > 0.

b) Jedini kandidat za limese u oba sluqaja je nula funkcija. Tada je ∥fn − 0∥pp =
∫
R
|fn(x)|p dx =

1
nα∫
0

np dx = np−α. Posled�i limes je jednak 0 ako je p−α < 0, tj. α > p. Ovo razmatra�e prolazi

za sve p ∈ [1,+∞), pa je u sluqaju L2, niz konvergentan za α > 2. U sluqaju L∞ konvergencije
imamo da je ∥fn∥∞ = n za sve n, jer za fiksirano n skup

[
0, 1

nα

]
je mere ve�e od 0. Samim tim,

i lim
n→∞

∥fn − 0∥∞ = ∞, tj. fn ne konvergira u L∞ ni za jedno α > 0.

v) Fiksirajmo ε > 0. Tada je µ({x ∈ R | f(x) > ε}) ⩽ 1
nα . Kako posled�i izraz konvergira ka

nuli, to po definiciji zak	uqujemo da niz konvergira u meri za sve α > 0.


