Maremarnuku daxyiarer, Yuupepsurer y Beorpaay
Teopuja mepe u unrerpanuje (P cmep) - ucnutau pok janyap I1C
22.1.2022.
1. a) [15] JIeber-CrmatjecoBa mepa.
6) [5] Jdaru npumep dyukimje koja He nedbunuire Jleber-CruarjecoBy Mepy u 0GjacHATH.
1, <0

" nedunnme Jleber-Crunrjecopy mMepy. Axo ga,
2, >0

B) [5] OGjacuurn na au dyuknuja h(x) =
onpeautu Mepy ckyna A = [—1,1).

r) [5] Jaru nmpumep Jleber-Cruarjecore mMepe y kojoj ckyn B = [0, 1) uma mepy 10.

[\]

. Hexka je gar upocrop ca mepom (X, 9, 1) u dyuknuja f: X — R.

a) [5] Ako je f mepsbuBa, oGjacHuTE na Jm Tajga Baxu f1({2}) € M.
6) [5] Ako Baxku f~'({c}) € M, 3a cBe ¢ € R, objacnurn na u je Taga f Mep/bEBa PyHKIH]A.

w

. Hexka je mat mpoctop ca mepom (X, 90, 1).
a) [5] Axo je f: X — [0,00) mepsbusa dynkuuja, noxkasaru [ fdu > 0.
X

6) [5] Axo je u(A) =0, noxazaru [ fdu = 0.
A

4. a) [10] Popmynucaru u mokazaru TeopeMy O JOMHHAHTHOj KOHBEPIEHIHjH.

3
n2 In(l4+x)cosz
e — dz.

6) [15] Uspauynarn lim [ 5
n—oo 1

ot

. Har je nu3 dyuxumja { f, bnen, fn: R — R ca
fal@) = 1x[p, 1, (@),
rae je a > 0. Y 3aBUCHOCTH OJ (v, HCIIUTATH KOHBepreHujy Husa {f, }nen

a) [7] p-cxopo cByna;
6) [11] y mpocropuma L*(R, p) u L*°(R, u);
B) [7] mo mepm p,

rie je p Jleberosa mepa na R.

Hamomena: V yrsacTum 3arpajiama je HaBeJeHO KOJTMKO CBaKH! 33/jaTaK HOCH IT0eHa. Bpeme 3a m3pa/1y 3aaTaKa
je 180 mmayTa.



1.

a)
6)

Pewerva:

2.16 xmura nuian 2. HeAe/ha Ha €HACTABH.

Craka onamajahy dyskimymja Kao n cBaka dYHKIHja Koja je MpeKHIHA ¢ JeBa He necdunurre Jleder-
CruittjecoBy Mepy. EBo aBa upumepa.

Oyuxrmja h(z) = —z je onamajyha. 13 nebununuje Ay ([a, b)) = f(b) — f(a) crenn A\y([0,1)) = —1 <
0, a Mepa MOpa y3UMATH CAMO HEHEIaTUBHE BPEJIHOCTH.

Oyukuuja h(r) = sgnr nva npekus ca Jese crpade (n ca jecHe crpane) y Hyaun. Caka mepa Ha
o-ajrebpu Mopa OUTH HEIPeKUIHA 0JI03/10, IITO 3HAYM Ja 3a cBaku pacryhu Hus uarepsasa F,, Mmopa
na saxn Ay (U2, E,) = lim, oo \y(E,). Heka je E, = [—1,—1). Tana je U3 E, = [—1,0) u Baxu
A (U2 E,) =0 — (1) = 1. Mehyram, Ay([—-1,—2)) =0-0=0,majen hm,HOO A([—1,=1)) =0.

Ha, 3ato mTo je nara dbyHKIuja HenpekuaHa ¢ aesa u pacryha. Baxu A\,([—1,1)) = h(1) — h(—1) =

2—-1=1.

0 <0
Hexa je h(x) = ¢ ="
10 >0

CruirjecoBy mepy u Baxu Ap([0,1)) = h(1) — h(0) = 10.

. OBa ¢yukmuja je pacryha u Hempexugaa ¢ jesa, na gedunmire Jleber-

“1{2}) = (=00, 2]) N f71(]2,00)). Oba ckyma Ha mecHOj cTpanu cy y o-aarebpu DN, 3aT0
mTo je f MepJbHBa, Na je W BUXOB IIpecek y o-aareopu .

f Moxke GuTh MepJbuBa, ajid He Mopa. Ha mpumep, Heka je mar ckym [0, 1] C R ca JleGerosom mepom.

x, x€V, ) i i
Heka je f(z) = { ¢V , mpu gemy je V' C [0, 1] Buranuje ckyn Koju He caapzxku Hy1y. Taza
x x
{=c}, ceV,

a jeJIHOYJIAaHU CKYyNoBHU lipuina/ajy Jleberosoj o-ajredpu. Mehyrum,

jo - <{c}>={{c} v

dbynkmuja f nuje Jleber mepsbusa, jep je f1((—o0,0)) =V, a Buramujes ckyn nuje Jleber Mepsbus.

Y cayuajy na je f mpocrta dyHKIHja, T0KA3 BayKd HA OCHOBY JedwuHHINH]e. Y TOM caydajy je f =
Y h1 CkXE,, 32 HeKe MepibuBe CKymose Ei,...,E,, U KOHCTaHTe ci,...,¢, > 0, ma je fX fdu =
> i1 cei(Ey) > 0. Ako je f mpomssosblia Mep/bHBa HEHeraTHBHA (DYHKIHUja, OHJA mOCTOju pactyhn
HU3 OPOCTUX HEHEraTWBHUX (DYHKIMjA S, KOju KOHBeprupa ka f, ma na ocaoBy TMK Bakn fX fdu =
Sy im0 Spdpe = limy, o0 [y Spdp > 0.

Hexka je f upocra dbyuxuuja f =Y 1 cexp,. TagaBaxu fxa = (O 0_; cixm)X(A) =D p_ i CkXEnA-
ITowro je p(A) = 0 onna Baxu u p(ANE) =0,3acee k=1,...,n. Cemu [, fdp = [, fxadp =
Y opei ceit(Er M A) = 0. Ako je f mpousBosbHa Mep/bUBa HeHeraTHBHA (DYHKIH]A, OHJA je JOKA3 HCTH
Kao IO a).

Teopema 3.24 y xwusu win 9. Hejle/ba HA €HACTABH.

) 3 3
[Ipumerumo Jia je —2a—s = n < —n2 = V211 (Opako ¢MO IPOIEHUIN HAPABHO
p Aa ] 24 n2z2 2+n2‘;2 n23$2+n2;2 < 4% Vo 3 po1n P

Ja 6uemo mw3rybuan ny gomuHaHTH. JIpyru meo m3pasa nporemyjemo nomohy Hejexnakoctu In(1 +

3
r) <z umcosy < 1, maje 5t ln(Hi) 2T L § -, mTo je unTerpabmina dbynkuuja Ha [1, +00) jep

je 3 5 > 1. Hapapno, y rpanuiu MOXKeMmo U Jia IyCTHMO JIUMeC, WjH Jia munieMo uzpas ca x. Cse o

CBEMY, IIOCTOjU UHTerpabuIHa JoMUHAHTA a Moxkemo npumenutu THK. Tana je

n 3 +oo 3
_ nz  In(l+x)cosz _ nz  In(l+x)cosz
nlggo 2 4 n2a? x do = / nlggo Xl () 2 + n2z? x d
1 1

=0,

jep je 3a duxcupano x lim xp(z) = 1, 10K je n? jaue o n%, ma je 1o mHTerpajsoM BpeaHocT (.
n—oo



a) Ilpumernmo 1a 3a o > 0 uspas L rexxn 0. Hajmpe, 1a BIIMMO 4eMy HE3 TesKH TadKa [0 TadKa. 3a

n()t

dbukcupano x # 0, moCTOjU TOBO/FHO BEIUKO 1 TAKBO J1a T ¢ [07 n%], ok 3a =0, lim f,(x) = +o0.
n—oo

: +oo, x =0, : :
Hakne, lim f,(x) = Kaxko je Tauka ckyn JleGerose mepe myma, 10 Hu3 QyHKIM]a

TeXKU Ka HyJ1a (PYyHKIUjH L CKOPO CBYJa 3a cBe a > 0.

Jepunn kanaugar 3a mamece y o6a ciydaja je myna dyuxmuja. Tana je || fn — 0lF = [ |fu(2)]P dz =
R

OHSQ‘H

nP dr = nP~%. llocrenmu sumec je jennak 0 ako je p—a < 0, Tj. a > p. OBoO pasMaTparme IpoJasn

3a cBe p € [1,+00), na je y ciyuajy L?, Hu3 KOHBepreHTaH 3a o > 2. ¥ ciaydajy L°° KoHBepreHuuje
uMaMo 11a je || fnllco = 1 3a cBe n, jep 3a dukcupano n ckyn [0, TH je mepe Behe ox 0. Camum THM,

u lim ||f, — 0]|oc = 00, Tj. f,, He KouBeprupa y L uu 3a jenno o > 0.
n—oo

PQuxcupajmo € > 0. Taga je p({z € R| f(z) > ¢}) < ==. Kako nocreamn m3pa3s KoHBeprupa Ka
HYJIH, TO 10 Je)UHUIM]N 3aKBYIyjeMo Ja HU3 KOHBEprupa y Mepu 3a c¢Be a > 0.



