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1. a) [3] Neka je dat niz realnih brojeva {xn}n∈N. Dokazati da je sa

µ : P(R)→ [0,+∞], µ(E) =
+∞∑
n=1

χE(xn) + δ 20
81

(E)

definisana mera na P(R).

b) [3] Dokazati da je mera µ konaqna za svaki ograniqen skup akko |xn| → +∞.

Neka je nada	e xn =
(
1 + 1

n

)n − 5
4
.

v) [4] Na�i µ(Q), µ(R \Q) i µ(K), gde je K Kantorov skup.

g) [3] Da li postoji ograniqen skup E ⊂ R, takav da je µ(E) = +∞?

d) [3+3(BONUS)] Izraqunati
∫

[0,1]

s(x) dµ(x) i
∫

[0,1]

f(x) dµ(x), gde je sKantorova singularna funkcija,

a f(x) = x.

2. [12] Izraqunati lim
n→∞

+∞∫
3

sin
(√

x−3
n2

)
ln
(
1 + x

n

) 3n3 cos x
n√

x−3·x3 dx.

3. [10] Izraqunati integral
+∞∫
0

x3

ex − 1
dx.

(Podsetnik:
+∞∑
n=1

1
n4 = π4

90
)

4. a) [6] Ako f ∈ L3(0,+∞), da li je tada funkcija g(x) definisana sa g(x) = f(x)e−2x Lebeg
integrabilna na (0,+∞)?

b) [3] A da li je funkcija f(x) nu�no Lebeg integrabilna na (0,+∞)?

v) [3] Da li su funkcije f i g nu�no esencijalno ograniqene na (0,+∞)?

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki zadatak nosi poena. Vreme za izradu zadataka
je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) Dovo	no je dokazati da su funkcije definisane sa µ1(E) =
+∞∑
n=1

χE(xn) i µ2(E) = δ 20
81

(E) mere,

jer znamo da je zbir dve mere mera. µ2 je poznata Dirakova mera. Xto se tiqe µ1, imamo da
je µ1(∅) = 0, jer nijedan qlan niza ne pripada praznom skupu (dakle svi sabirci u sumi su 0).

Da	e je µ1

(
+∞⊔
k=1

Ek

)
=

+∞∑
n=1

χ+∞⊔
k=1

Ek

(xn) =
+∞∑
n=1

+∞∑
k=1

χEk
(xn) =

+∞∑
k=1

+∞∑
n=1

χEk
(xn) =

+∞∑
k=1

µ1(Ek), pri qemu

smo iskoristili aditivnost po skupu karakteristiqne funkcije, a zatim zamenili mesta u
sumi jer se radi o nenegativnim sabircima. Ovim smo dokazali da je µ1 mera, pa je samim tim
i µ mera.

b) (⇒) Pretpostavimo da je za svaki ograniqen skup E, µ(E) < +∞. Pretpostavimo suprotno,
da onda ne va�i da |xn| → +∞. Tada postoji neki interval (a, b) takav da je {xn}n∈N ⊂ (a, b).
No, tada je µ1((a, b)) = +∞ (jer svi qlanovi niza pripadaju (a, b), a µ1 bax meri koliko se
qlanova niza nalazi u skupu), pa je samim tim i µ((a, b)) = +∞, xto je u kontradikciji sa
pretpostavkom da je µ konaqna za svaki ograniqen skup E.
(⇐) U drugom smeru, ako |xn| → +∞, onda uzevxi proizvo	an ograniqen skup E, najpre iz
definicije ograniqenog skupa imamo da je E ⊂ (a, b) za neke a, b ∈ R. Zatim, iz svojstva niza
xn, vidimo da najvixe konaqno mnogo qlanova niza pripada (a, b), pa samim tim i konaqno
mnogo �ih u E. Dakle, µ1(E) < +∞. Naravno, µ2(E) < +∞ (mo�e biti 0 ili 1). Sve o svemu,
dokazali smo da je µ(E) < +∞ xto je i bio ci	.

v) Oqigledno su svi qlanovi niza xn racionalni brojevi, pa je µ(Q) = +∞. Tako�e, je µ1(R\Q) =
0, a 20

81
/∈ R \ Q, pa je samim tim i µ(R \ Q) = 0. Ostalo je da na�emo meru Kantorovog

skupa. Primetimo da je x1 = 3
4
, x2 = 1, dok je xn > 1 za n > 3. Naravno, broj 1 pripada

Kantorovom skupu, pa je ostalo jox da se proveri da li brojevi 3
4
i 20

81
pripadaju. Primetimo da

po konstrukciji Kantorovog skupa (izbaciva�e sred�e tre�ine), u qetvrtom koraku izbacujemo
interval

(
19
81
, 20
81

)
, pa �e dakle broj 20

81
pripadati Kantorovom skupu jer rub ostaje. Naravno,

ovo smo mogli videti i iz qi�enice da je 20
81

= 0.02023 (broj u ternarnom zapisu), pa kako
Kantorovom skupu pripadaju taqno oni koji u ternarnom zapisu imaju samo 0 i 2, to 20

81
∈ K.

Ako pokuxamo broj 3
4
da zapixemo kao decimalni, dobija�emo redom da je 3

4
= 0.202020...3.

Zaista, mo�emo se uveriti da je 3
4

= 0.203 iz qi�enice da je 21
3

+2 1
33

+ · · · = 2
3
(1+ 1

32
+ 1

34
+ · · · ) =

2
3

1
1− 1

9

= 2
3
9
8

= 3
4
. Kako se i 3

4
u ternarnom (doduxe beskonaqnom zapisu) zapisuje samo pomo�u 0

i 2, to i 3
4
∈ K. Sve zajedno dobijamo da je µ(K) = 3.

g) Postoji, npr. skup E =
[
3
4
, e− 5

4

]
sadr�i sve qlanove niza xn, pa je µ(E) = +∞.

d) Iz dela pod v) videli smo da jedini qlanovi niza xn koji su u skupu [0, 1] su 3
4
i 1. Time je

po definiciji integrala
∫

[0,1]

s(x) dµ(x) = s
(
20
81

)
µ({20

81
}) + s

(
3
4

)
µ({3

4
}) + s (1)µ({1}). No, opet

iz v) znamo da je µ({20
81
}) = µ

(
3
4

)
µ({1}) = 1, pa je

∫
[0,1]

s(x) dµ(x) = s
(
20
81

)
+ s

(
3
4

)
+ s(1). Znamo

da je s(1) = 1, dok je s
(
20
81

)
najlakxe izraqunati kao s

(
20
81

)
= s(0.02023) = 0.01012 = 5

16
, gde

smo ovde iskoristili definiciju Kantorove funkcije. Sliqno s
(
3
4

)
= s(0.203) = 0.102 =

1
2

+ 1
23

+ 1
25

+ · · · = 2
3
Dakle,

∫
[0,1]

s(x) dµ(x) = 1 + 5
16

+ 2
3

= 95
48
. Na sliqan naqin zak	uqujemo da je∫

[0,1]

f(x) dµ(x) = f
(
20
81

)
+ f

(
3
4

)
+ f(1) = 20

81
+ 3

4
+ 1 = 647

324
.

2. Ovde �emo primeniti TDK. Primetimo da va�e slede�e ocene:

∣∣∣∣ sin(√x−3

n2

)
√
x−3

n2

∣∣∣∣ 6 1, | ln
(
1 + x

n

)
| 6 x

n
i

| cos x
n
| 6 1, pa mo�emo zak	uqiti da je∣∣∣∣sin(√x− 3

n2

)
ln
(

1 +
x

n

) 3n3 cos x
n√

x− 3 · x3

∣∣∣∣ 6 3

x2
,



a g(x) jeste integrabilna dominanta jer je
+∞∫
3

3
x2
dx = 1. Dakle, po TDK mo�emo zak	uqiti da je

lim
n→∞

+∞∫
3

sin

(√
x− 3

n2

)
ln
(

1 +
x

n

) 3n3 cos x
n√

x− 3 · x3
dx =

+∞∫
3

lim
n→∞

sin

(√
x− 3

n2

)
ln
(

1 +
x

n

) 3n3 cos x
n√

x− 3 · x3
dx,

no i sam limes podintegralne funkcije nalazi se jednostavno uzimaju�i u obzir da je

lim
n→∞

sin
(√

x−3
n2

)
√
x−3
n2

= 1, lim
n→∞

ln
(
1 + x

n

)
x
n

= 1 i lim
n→∞

cos
x

n
= 1,

tj. imamo da je

lim
n→∞

+∞∫
3

sin

(√
x− 3

n2

)
ln
(

1 +
x

n

) 3n3 cos x
n√

x− 3 · x3
dx =

+∞∫
3

3

x2
dx = 1.

3. Ovde �emo primeniti posledicu TMK. Zapiximo u obliku reda

1

ex − 1
=

1

ex(1− e−x)
= e−x

+∞∑
n=0

e−xn =
+∞∑
n=0

e−x(n+1),

gde smo koristili da je 1
1−t =

+∞∑
n=0

tn za |t| < 1 xto je legitimno jer je t = e−x za x > 0 (jedna taqka

ne predstav	a problem). Tada je

+∞∫
0

x3

ex − 1
dx =

+∞∫
0

+∞∑
n=0

e−(n+1)xx3 dx

=
+∞∑
n=0

+∞∫
0

e−(n+1)xx3 dx

=
+∞∑
n=0

+∞∫
0

e−t
t3

(n+ 1)3
dt

n+ 1

=
+∞∑
n=0

1

(n+ 1)4
Γ(4) = 6

+∞∑
n=0

1

(n+ 1)4
= 6

+∞∑
n=1

1

n4
= 6 · π

4

90
=
π4

15
,

pri qemu druga jednakost sledi na osnovu posledice TMK, jer je fn(x) = e−(n+1)xx3 pozitivna
funkcija za x > 3, u tre�oj smo uveli smenu t = (n+1)x, a u qetvrtoj iskoristili definiciju Gama
funkcije

4. a) Treba pokazati
∞∫
0

|g(x)|dx <∞. Va�i

∞∫
0

|g(x)|dx =

∞∫
0

|f(x)|e−2xdx
∗
≤

 ∞∫
0

|f(x)|3dx

1/3 ∞∫
0

(e−2x)3/2)dx

2/3

<∞,

zato xto f ∈ L3(0,∞) i
∞∫
0

e−3xdx = 1
3
. Nejednakost ∗ je Helderova nejednakost u sluqaju p = 3

i q = 3/2.



b) Ako f ∈ L3(0,∞), ne mora da va�i f ∈ L1(0,∞). Primer je funkcija f(x) = 1
1+x

.

v) Ne mora. Na primer f(x) =

{
1√
x
, x ∈ (0, 1),

0, x ∈ [1,∞).
Tada je

∞∫
0

|f(x)|3dx =
1∫
0

1
x3/2

dx = 3, pa f ∈

L3(0,∞). Ali f nije esencijalno ograniqena. Neka je M > 1 proizvo	na konstanta. Tada za
sve x ∈

(
0, 1

M2

)
va�i f(x) > M, a skup

(
0, 1

M2

)
je uvek pozitivne mere. Sliqno, funkcija g(x) =

f(x)e−2x =

{
e−2x
√
x
, x ∈ (0, 1),

0, x ∈ [1,∞)
nije esencijalno ograniqena. Naime, za M > 1 proizvo	no, za

sve x ∈
(
0, 1

e2M2

)
va�i g(x) > M.


