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1. [16 poena]

a) Neka su dati skupovi S = {k ∈ N : 2021 | k} i T = {k ∈ N : 2021 - k} i familija

M = {A,A ∪ T | A ⊆ S}.

Dokazati da je M σ-algebra na skupu N.
b) Neka je data familija skupova E = {A ⊆ N | |A| = 2021}. Na�i minimalnu σ-algebru N na N

koja sadr�i E .
v) Neka je data proizvo	na σ-algebra B na N i funkcija f : N → R takva da je f(N) ⊆ N.

Dokazati da je funkcija f mer	iva u odnosu na σ-algebru B akko je f−1({n}) ∈ B za svako
n ∈ N.

g) Ispitati mer	ivost funkcija g : N→ R i h : N→ R datih sa

g(n) = n3 i h(n) = en

u odnosu na σ-algebre M i N.

[BONUS ] [5 poena] Opisati sve M-mer	ive funkcije f : N→ N.

2. [6 poena] Neka je (X,M, µ) prostor sa merom i E ∈M. Dokazati da za svaki podskup A ⊆ X va�i

µ(E ∩ A) + µ(E ∪ A) = µ(E) + µ(A).

3. [14 poena] Dokazati da je
+∞∫
0

e−ax xn

1−e−x dx =
+∞∑
k=0

n!
(a+k)n+1 , gde je a ∈ (0, 1) i n ∈ N.

4. [14 poena] Neka je (R,M, µ) prostor sa merom, pri qemu je M Lebegova σ-algebra, a µ Lebegova mera.
Neka je dat niz funkcija fn : R→ R sa fn(x) = 1

(x2+1)n
.

a) Ispitati da li ovaj niz konvergira uniformno na R.
b) Ispitati da li ovaj niz konvergira µ skoro svuda.

v) Ispitati da li ovaj niz konvergira u L1 normi.

g) Ispitati da li ovaj niz konvergira po meri µ.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki zadatak nosi poena. Vreme za izradu zadataka
je 180 minuta.



Rexe�a:

1. a) M jeste σ-algebra jer zadovo	ava svojstva:

(1) ∅ ∈M jer je ∅ ⊆ S.

(2) Primetimo da je S = N \ T . Uzmimo neki B ∈ M. Tada je B = A ili B = A ∪ T za neki
A ⊆ S. No, onda je redom Bc = (S \ A) ∪ T odnosno Bc = S \ A, a onda su oba iz M.

(3) Uzmimo sada proizvo	nu familiju {Bn}n∈N ⊆M. Opet je svaki od skupova Bn oblika An

ili An ∪ T za neke An ⊆ S. Ako su svi prvog oblika, onda je i �ihova unija podskup od S.

Ako postoji bar jedan drugog oblika, onda je i unija
+∞⋃
n=1

Bn = C ∪ T za neki C ⊆ S, pa se

opet nalazi u M.

b) Oqigledno je da skupovi A1 = {1, 2, . . . , 2021} i A2 = {2, 3, . . . , 2022} pripadaju E . Kako je N
σ-algebra, to je onda i skup {1} = A1 \ A2 ∈ N. Analogno se pokazuje da je i {n} ∈ N za sve
n ∈ N. Kako je N disjunktna unija ovakvih skupova, a N je σ-algebra, to svaki A ⊆ N pripada
σ-algebri N, tj. N = P(N).

v) (=⇒) Ako je f mer	iva, tada je po posledici sa predava�a skup

f−1({n}) = {x ∈ N | f(x) = n} ∈ B,

jer ovo va�i za sve c ∈ R, pa i za c ∈ N.
(⇐=) Uzmimo proizvo	no c ∈ R. Tada je skup

{x ∈ N | f(x) 6 c} =

[c]⋃
n=1

{x ∈ N | f(x) = n},

a posled�i skup pripada B jer je konaqna unija skupova iz B. (Naravno, ova suma je prazan
skup ukoliko je c < 1.)

g) Obe funkcije su mer	ive u odnosu na σ-algebru N jer je ona partitivni skup. Iskoristimo
(v) za funkciju g jer ona slika N u podskup skupa N. Primetimo da je g−1({1}) = {1} a taj
skup ne pripada M jer 1 /∈ S, a ne mo�emo ga predstaviti kao A∪T , gde je A ⊆ S. Na funkciju
h ne mo�emo primeniti deo pod v), ali ako uoqimo skup {x ∈ N | en 6 e} (dakle za c uzmemo
e), onda je taj skup ponovo {1} i ne pripada M. Dakle, ni g ni h nisu M-mer	ive, a obe su
N-mer	ive.

2. Primetimo da je µ(E ∪ A) = µ(E) + µ(A \ E), jer je E ∪ A = E t (A \ E). Tada je

µ(E ∪ A) + µ(E ∩ A) = µ(E) + µ(A \ E) + µ(A ∩ E) = µ(E) + µ(A),

pri qemu smo u posled�oj jednakosti iskoristili da su A \ E i A ∩ E disjunktni skupovi qija je
unija A. Tim je zadatak zavrxen.

3. Dovo	no je da razvijemo funkciju 1
1−e−x u Tejlorov red, a zatim primenimo deo pod a). Znamo da je

1

1− x
=

+∞∑
k=0

xk, za x < 1,

pa je

1

1− e−x
=

+∞∑
k=0

e−kx,



jer je e−x 6 1 za x > 0 (jedna taqka ne me�a nixta u integralu). Tada je

+∞∫
0

e−ax
xn

1− e−x
dx =

+∞∫
0

e−axxn
+∞∑
k=0

e−kx dx

=

+∞∫
0

+∞∑
k=0

xne−(a+k)x dx

=
+∞∑
k=0

+∞∫
0

xne−(a+k)x dx

=
+∞∑
k=0

+∞∫
0

(
t

a+ k

)n

e−t
dt

a+ k

=
+∞∑
k=0

1

(a+ k)n+1

+∞∫
0

tne−t dt

=
+∞∑
k=0

Γ(n+ 1)

(a+ k)n+1

=
+∞∑
k=0

n!

(a+ k)n+1
,

xto je i trebalo dokazati. Pritom smo u tre�oj jednakosti iskoristili posledicu TMK, u qetvrtoj
uveli smenu x = t

a+k
, a u xestoj i sedmoj iskoristili definiciju Gama funkcije i �enu vrednost.

4. a) Primetimo da je

lim
n→∞

fn(x) =

{
0, x 6= 0,

1, x = 0.

Poxto je fn niz neprekidnih funkcija, a graniqna funkcija je prekidna, sledi da niz ne
konvergira ravnomerno.

b) Ovaj niz konvergira svuda, tj. za sve x ∈ R, pa je skup gde ne konvergira prazan. Poxto je
µ(∅) = 0, sledi da niz fn konvergira µ skoro svuda.

v) Prvo treba da proverimo uslov fn ∈ L1(R). Va�i
∞∫
−∞

fn(x)dx = 2
∞∫
0

fn(x)dx, poxto je funkcija

fn parna, za svako n ∈ N. Dakle, ispitujemo konvergenciju nesvojstvenog integrala samo sa

singularitetom u∞.Primetimo da je lim
x→∞

fn(x)
1/x2n = 1, a nesvojstveni integral

∞∫
1

1
x2ndx konvergira

za 2n > 1, xto va�i za sve n ∈ N. Dakle, na osnovu drugog poredbenog kriterijuma za integrale
va�i i da integral

∞∫
1

fn(x)dx konvergira, pa konvergira i integral
∞∫
0

fn(x)dx.

Konvergencija u L1 normi znaqi (znamo iz b) da je to jedini kandidat)

lim
n→∞

∞∫
−∞

|fn(x)− 0|dx = 0.

Izraquna�emo tra�eni limes primenom TDK. Naime va�i |fn(x)| ≤ 1
1+x2 za sve x ∈ R, pa

poxto je
∞∫
−∞

1
1+x2 = arctgx|∞−∞ = π, onda je funkcija 1

1+x2 tra�ena integrabilna dominanta, pa



mo�emo primeniti TDK. Sledi,

lim
n→∞

∞∫
−∞

|fn(x)− 0|dx =

∞∫
−∞

lim
n→∞

fn(x)dx = 0.

(primetimo da je lim
n→∞

fn(x)) = 0 osim u taqki x = 0, ali Lebegov integral u taqki je nula, pa
ne utiqe na rezultat.

g) Iz konvergencije u L1 normi, sledi konvergencija po meri µ. (Stav 4.23. iz k�ige)


