
Lopitalova pravila, Tejlorova formula i primene

1 Teorijski uvod

Teorema [Lopitalova pravila]: Neka su f, g : A → R, A ⊆ R diferencijabilne funkcije i a taqka
nagomilava�a skupa A. Ako va�i jedan od slede�a dva uslova:
(1) lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = 0 ili

(2) lim
x→∞

g(x) = +∞,

tada iz lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = c, sledi da je lim

x→a
f(x)
g(x) = c.

Teorema [Lajbnicovo pravilo]: Ako su funkcije f i g n puta diferencijabilne, onda je takva i
funkcija fg i va�i

(fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k).

Definicija [Asimptotske relacije]: Neka su funkcije f, g : A→ R i a ∈ A′. Definiximo slede�e
relacije:
(1) f(x) = o(g(x)), kad x → a, ako za sve ε > 0 postoji okolina U taqke a tako da za sve x ∈ A va�i
x ∈ U ⇒ |f(x)| ≤ ε|g(x)|.
(2) f(x) = O(g(x)), kad x → a, ako postoji M > 0 i okolina U taqke a tako da za sve x ∈ A va�i
x ∈ U ⇒ |f(x)| ≤M |g(x)|.
(3) f(x) � g(x), kad x→ a, ako je f(x) = O(g(x)) i g(x) = O(f(x)) kad x→ a.
(4) f(x) ∼ g(x), kad x→ a, ako je f(x)− g(x) = o(g(x)) kad x→ a.
Definicija [Tejlorov polinom]: Tejlorov polinom n puta diferencijabilne funkcije f , stepena n
u taqki a je

Tn,a(f)(x) =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k.

Teorema [Tejlorova formula sa ostatkom u Peanovom obliku]: Neka je f n puta diferencijabilna
u taqki a. Tada je

f(x) = Tn,a(f)(x) + o((x− a)n).

Napomena: Postoje i neki drugi oblici ostataka poput Koxijevog i Xlemlih-Roxovog, ali treba

posebno osta�i Lagran�ov. Lagran�ov oblik ostatka je dat sa fn+1(ξ)
(n+1)! (x − a)

n+1, gde je ξ izme�u x i a,

pri qemu je f n+ 1 puta diferencijabilna.
Definicija [Maklorenov polinom]: Tejlorov polinom za a = 0 naziva se Maklorenov.
U zadacima �e nam on biti od posebnog znaqaja, pa navodimo slede�ih 5 osnovnih oblika:

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn), x→ 0;

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+1), x→ 0;

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n), x→ 0;

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n+1x

n

n
+ o(xn), x→ 0;

(1 + x)α = 1 + αx+

(
α

2

)
x2 +

(
α

3

)
x3 + · · ·+

(
α

n

)
xn + o(xn), x→ 0;
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2 Zadaci

1. Dokazati da za asimptotske relacije va�e slede� svojstva:
(1) o(g(x)) + o(g(x)) = o(g(x)), x→ a;
(2) o(g(x)) · o(h(x)) = o(g(x) · h(x)), x→ a;
(3) o(x2) = o(x3), x→ +∞;
(4) o(x5) = o(x2), x→ 0;
(5) o(f(x)) = O(f(x)), x→ a;
(6) o(o(f(x))) = o(f(x)), x→ a;
(7) o(xn) + o(xm) = o(xk), x→ 0, gde je k = min{m,n}.

2. Ako x→ 0, dokazati da va�i:
(1) 2x− x2 = O(x);

(2) x sin
√
x = O(x

3
2 );

(3) x sin 1
x = O(|x|);

(4) log x = o( 1
xε ), za sve ε > 0;

(5) arctan 1
x = O(1).

3. Ako x→ +∞, dokazati da va�i:
(1) 2x3 − 3x2 + 1 = O(x3);
(2) x+1

x2+1 = O( 1x );

(3) arctan x
1−x2 = O( 1

x2 );
(4) log x = o(xε), za sve ε > 0;
(5) xpe−x = o( 1

x2 ), za svako p ∈ R.

4. Predstaviti funkciju f(x) = x3 − 3x+ 2 u obliku: f(x) = c(x− 1)α + o((x− 1)α), x→ 1.

5. Predstaviti funkciju f(x) = 3
√
1−
√
x u obliku f(x) = c(x− 1)α + o((x− 1)α), x→ 1.

6. Razviti e2x−x
2

do petog stpena kad x→ 0.

7. Razviti log(cosx) do xestog stepena kad x→ 0.

8. Razviti tanx do petog stepena kad x→ 0.

9. Neka je f(x) = 1−(cos x)sin x

x3 za x ∈ (0, π3 ). Na�i lim
x→0+

f(x) i ispitati ravnomernu neprekidnost

funkcije f na (0, π3 ).

10. Predstaviti log sin x
x u obliku a+ bx+ cx2 + dx3 + ex4 + o(x4), x→ 0.

11. Predstaviti cosx u obliku 1+αx+βx2

1+γx+δx2 , za neke α, β, γ, δ ∈ R kad x→ 0.

12. Izraqunati lim
n→+∞

n
(

n
√
e+1

n
√
e−1 − 2n

)
.

13. Izraqunati lim
n→+∞

n2
((

1 + 1
n+1

)n+1

−
(
1 + 1

n

)n)
.

14. Odrediti sve a, b ∈ R za koje je lim
n→+∞

n
√
n(
√
n+ a

√
n+ 1+ b

√
n+ 2) konaqan broj razliqit od nule.

15. Izraqunati lim
x→0+

e−
1
x

xp u zavisnosti od parametra p ∈ R.

16. Izraqunati lim
x→0

(1+cos x)1−cos x−1
(log(1+x))2 .

17. Izraqunati lim
x→+∞

(
sin 1

x + cos 1
x

)x
.

18. Izraqunati lim
x→0

tan x
x +( sin x

x )2−2
x2 tan2 x .

19. U zavisnosti od parametara a, b ∈ R odrediti lim
x→∞

(
x · (

√
x(x+ 4) · e 1

x − ax− b)
)
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20. Neka je funkcija definisana sa f(x) =

{
1
x4 ·

(
esin x − (1 + x)

2x+2
x+2

)
, x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞)

a, x = 0

(1) Odrediti a ∈ R, tako da funkcija f bude neprekidna.
(2) Ispitati diferencijabilnost funkcije f za tako dobijeno a.

21. Odrediti realne parametre a, b ∈ R tako da funkcija f(x) =


a

√
sin x2−x3

x , x < 0

b, x = 0

xx
2

, x > 0
bude neprekidna na R. Za tako dobijene a, b ∈ R, ispitati diferencijabilnost funkcije f .

22. Ako je f(x) = sinx sin 2x sin 3x, na�i f (2017)(x).

23. Neka je y ∈ R, n ∈ N i f(x) = (1− x)−ye−yx. Dokazati da je

(1− x)f (n+1)(x)− (n+ yx)f (n)(x)− nyf (n−1)(x) = 0

za x 6= 1, n ∈ N.
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